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RESUMO

Este trabalho é dedicado ao estudo das derivações localmente nilpotentes de certas

K-álgebras finitamente geradas, onde K é um corpo de caracteŕıstica zero. Estes domı́nios

são generalizações de anéis bem conhecidos na literatura sendo um deles o anel de Fer-

mat. Mais precisamente, caracterizamos o conjunto das derivações localmente nilpotentes

destes domı́nios ou de um subconjunto deste conjunto. Também calculamos o ML invari-

ante destes domı́nios e como aplicação direta destas informações encontramos um conjunto

de geradores para o grupo dos automorfismos de um destes domı́nos. No caso do anel de

Fermat mostramos que nem sempre temos um domı́no ŕıgido. Além disso, verificamos que a

Conjectura de Nakai é verdadeira para o anel de Fermat.
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ABSTRACT

This work is dedicated to the study of locally nilpotent derivations of certain finitely gener-

ated K-algebras, where K is a field of zero characteristic. These domains are generalizations

of the well-known rings in the literature. One of this is the Fermat ring. More precisely,

we characterize the set of locally nilpotent derivations of these domains or some subsets of

this set. We also calculate the ML invariant of these domains and as a direct application

of these results we find a set of generators for the group of automorphisms of some of these

domains. We show that the Fermat ring is not always a rigid domain . Furthermore, we

prove that Nakai’s conjecture is true for the ring Fermat.
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Introdução

As derivações localmente nilpotentes de um anel desempenham um papel importante em

álgebra comutativa e na geometria algébrica. Essa afirmação é consequência direta dos

inúmeros problemas que podem ser reformulados ou atacados utilizando tais derivações. Um

exemplo é a Conjectura do Jacobiano cujo enunciado é o seguinte: Seja F : Cn → Cn uma

função polinomial tal que det(Jac(F )) ∈ C∗, então F possui inversa e sua inversa é uma

função polinomial (veja [7]). Se n = 1 a resposta é positiva, claramente. Contudo, até o

presente momento, não se tem uma resposta para n ≥ 2! No artigo [25] A. Nowicki mostrou

que a Conjectura do Jacobiano é equivalente a afirmar que sendo C[n] = C[X1, . . . , Xn], o anel

polinomial, a única base comutativa para o C[n]-módulo das derivações do anel polinomial

DerC C[n] é { ∂
∂X1

, . . . , ∂
∂Xn

}, a menos de uma mudança de coordenadas.

Em alguns problemas é suficiente conhecer informações sobre o núcleo de uma derivação

localmente nilpotente para se ter uma resposta. Por exemplo dos 23 famosos problemas de

Hilbert o décimo-quarto coloca a seguinte questão: Seja K um corpo de caracteŕıstica zero,

K [n] o anel polinomial K[X1, . . . , Xn], K(n) o corpo de frações de K [n] e L um subcorpo de

K(n) contendo K. Então a subálgebra L∩K [n] é finitamente gerada como K-álgebra? Uma

solução positiva deste problema foi dada por O. Zariski [32], em 1954, quando trdegK L ≤ 2.

Atualmente existem contra-exemplos para todo n > 2 (veja [14], [15], [2]). Para n ≥ 4

construir um contra-exemplo para o décimo-quarto problema de Hilbert é equivalente a

encontrar uma derivação localmente nilpotente, D, em K [n] tal que o núcleo desta derivação,
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ker D, não seja finitamente gerado, visto que Frac(ker D) ∩ K [n] = ker D (veja [2], [8]).

Outra questão relevante, por si mesma, é determinar o conjunto das derivações localmente

nilpotentes de um determinado anel. Mas, até o presente momento, somente para algumas

classes de anéis é conhecida uma caracterização para as suas derivações localmente nilpo-

tentes. Considere o caso do anel polinomial C[n]. Quando n = 1 é uma tarefa fácil mostrar

que {a ∂
∂X

| a ∈ C} são as derivações localmente nilpotentes do anel C[1]. A descrição do

caso n = 2 foi dada por R. Rentcher em [27]. Já para n ≥ 3 até o presente momento pouco

se conhece. Existe uma resposta parcial para o caso n = 3 dada por D. Daigle em [6].

Uma ferramenta muito importante neste contexto é o ML invariante de um anel, definido

como a interseção dos núcleos das derivações localmente nilpotentes do anel. Este invariante

foi introduzido em 1996 por L. Makar-Limanov no artigo [19] e utilizado, com sucesso, para

mostrar que o anel quociente C[X,Y, Z, T ]/(X + X2Y + Z2 + T 3) não é isomorfo ao anel

polinomial C[X, Y, Z]. Em 2001 no artigo [20] L. Makar-Limanov caracteriza as derivações

localmente nilpotentes do anel A = K[X, Y, Z]/(XnY −ϕ(Z)) e calcula o ML invariante. E

como aplicação direta da caracterização do ML de A ele determina um conjunto de geradores

para o grupo dos K-automorfismos de A.

O propósito principal deste trabalho são as derivações localmente nilpotentes dos anéis

B = K[X,Y, Z]/(f(X)Y − ϕ(X, Z)),

C =
K[X1, . . . , Xn+1, Z]

(X1 · · ·Xn+1 − ϕ(Z))
e Bm

n =
C[X1, . . . , Xn]

(Xm
1 + · · · + Xm

n )
.

No artigo [20] L. Makar-Limanov encontra uma caracterização das derivações localmente

nilpotentes do anel A = K[X, Y, Z]/(XnY −ϕ(Z)) e como aplicação caracteriza o grupo dos

automorfismos de A. Neste trabalho consideramos a seguinte generalização deste anel, o anel

B = K[X,Y, Z]/(f(X)Y − ϕ(X, Z)). Para o anel B foi posśıvel determinar o conjuntos das

suas derivações localmente nilpotentes, e ainda conseguimos obter um conjunto de geradores

para o grupo dos K-automorfismos de B.

O anel A = K[X, Y, Z]/(XnY − ϕ(Z)) quando n = 1 também foi estudado por D.

Daigle no artigo [3]. Neste trabalho generalizamos o anel A, quando n = 1, da seguinte

maneira C = K[X1,...,Xn+1,Z]
(X1···Xn+1−ϕ(Z))

. Para este novo anel, C, provamos que C é um domı́nio normal,
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determinamos quando C é domı́nio de fatoração única e também encontramos exemplos de

derivações localmente nilpotentes e irredut́ıveis.

O anel Bm
n = C[X1,...,Xn]

(Xm
1 +···+Xm

n )
onde, n ≥ 3 e m ≥ 2, é conhecido na literatura como o

Anel Generalizado de Fermat. No artigo [10] D. Fiston e S. Maubach mostraram que para

m ≥ n2−2n o conjunto das derivações localmente nilpotentes do anel de Fermat Bm
n se resume

a derivação nula, ou seja, Bm
n é um domı́nio ŕıgido. A partir deste resultado imaginamos

que o mesmo deveria ocorrer para todo n ≥ 3 e m ≥ 2, ou seja, no anel de Fermat a única

derivação localmente nilpotente é a nula.

Logo no ińıcio de nossos estudos percebemos que a nossa primeira impressão era falha.

Aqui provamos que para m = 2 o anel de Fermat B2
n não é um domı́nio ŕıgido, ou seja,

existem derivações localmente nilpotentes não nulas em B2
n para todo n ≥ 3. Além disso

verificamos que estas derivações são irredut́ıveis e calculamos o ML invariante do anel B2
n.

Já quando m > 2 mostramos que a única derivação triangular no anel Bm
n é a derivação

nula. O que reforça o nossa intuição de que para m > 2 e n ≥ 3 o anel de Fermat Bm
n é um

domı́nio ŕıgido. Contudo, até o presente momento, ainda não temos uma resposta para esta

indagação.

Ainda sobre o anel de Fermat, por sugestão de meu orientador, desviamos um pouco o

assunto e fomos tratar de fazer um estudo sobre a conjectura de Nakai para este anel, já

que em [29] Singh mostrou que tal conjectura é verdadeira para o anel de coordenadas de

Hipersuperf́ıcie homogêneas em até 3 variáveis. Aqui demonstramos que a conjectura de

Nakai é verdadeira para o anel de Fermat, ou seja, para m ≥ 2 apresentamos derivadas de

ordem 2 do anel de Fermat que não são obtidas por interações de derivações de ordem 1.

Nosso trabalho está dividido em três caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo introduzimos os

conceitos básicos sobre as derivações localmente nilpotentes de um anel e sobre diferenciais

de ordem superior que serão utilizados no restante do texto . Lembramos que o leitor já

familiarizado com a linguagem básica sobre as derivações localmente nilpotentes de um anel

pode iniciar a leitura deste texto no segundo caṕıtulo e utilizar o primeiro como referência.

Já o segundo caṕıtulo é dedicado ao estudo das derivações localmente nilpotentes do anel

B = K[X, Y, Z]/(f(X)Y − ϕ(X,Z)). Neste caṕıtulo determinamos o ML invariante do

anel B, caracterizamos as suas derivações localmente nilpotentes e por fim descrevemos o

conjuntos dos K-automorfismos de B, no caso particular em que ϕ(X, Z)) ∈ K[Z]. Ainda
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neste caṕıtulo mostramos que o anel C = K[X1,...,Xn+1,Z]
(X1···Xn+1−ϕ(Z))

é normal, determinamos quando

C é DFU , encontramos exemplos de derivações localmente nilpotentes e irredut́ıveis em C,

descrevemos os núcleos destas derivações e por fim calculamos o ML invariante de C.

No terceiro caṕıtulo iniciamos o estudo das derivações localmente nilpotentes do anel de

Fermat Bm
n = C[X1,...,Xn]

(Xm
1 +···+Xm

n )
onde, n ≥ 3 e m ≥ 2 em especial tratamos o caso m = 2, ou

seja, B2
n. Iniciamos o caṕıtulo encontrando um conjunto de geradores para o Bm

n -módulo,

Der(Bm
n ), das derivações do anel de Fermat. Depois obtemos alguns resultados gerais sobre

o anel de Fermat, dentre estes resultados, provamos que a única derivação triangular em Bm
n

é a nula. No caso particular B2
n obtemos uma descrição nas derivações localmente nilpotente

e lineares. Encontramos exemplos de derivações localmente nilpotentes e irredut́ıveis em B2
n,

descrevemos os núcleos destas derivações e por fim calculamos o ML invariante do anel B.

Encerramos o caṕıtulo provando que a conjectura de Nakai é verdadeira para o anel Bm
n .
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CAPÍTULO 1

Conceitos Básicos

Neste caṕıtulo iremos introduzir a terminologia básica e os conceitos que serão utilizados

ao logo deste texto. As principais referências são os textos [4], [11] e [26]. Nosso objetivo

é familiarizar o leitor com os conceitos relacionados as derivações de uma K-álgebra finita-

mente gerada, sendo K um corpo de caracteŕıstica zero. No caṕıtulo 2 e em parte do 3 o

enfoque será nas derivações localmente nilpotentes, assim, aqui, vamos enunciar resultados

que serão utilizados e chamar a atenção do leitor sobre a variedade de situações onde as

derivações localmente nilpotentes ocorrem naturalmente. Os resultados são bem conhecidos

e por isso omitiremos a maioria das demonstraçoes, evidentemente, nestes casos, indicaremos

as refências relativa ao assunto. O leitor acostumado com estes conceitos pode ir direto aos

outros caṕıtulos e utilizar este como refêrencia para as notações e terminologia utilizadas.

Vamos fixar algumas notações. A palavra anel significa anel comutativo com unidade.

A caracteŕıstica de um anel, A, será denotada por char(A). Neste texto toda anel tem

caracteŕıstica zero. Se A é uma K-álgebra, iremos considerar K como um subanel de A.

Por um domı́nio, A, entendemos domı́nio de integridade e neste caso seu corpo de frações

será denotado por Frac(A), também dizemos que A é um domı́nio sobre K quando A é

uma K-álgebra que também é um domı́nio. No caso em que K e A são domı́nios o grau de

transcendência de A sobre K será o grau de transcendência de Frac(A) sobre Frac(K), o
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qual será denotado por: trdegK(A) . O conjunto dos números naturais, inteiros, racionais,

reais e complexos são denotados pelas letras N, Z, Q, R e C, respectivamente.

1.1 Derivações de um Anel

Uma derivação do anel A é uma função D : A → A que é linear com respeito a adição e

satisfaz a regra de Leibniz no produto, i.e., D(ab) = D(a)b + aD(b) para todos a, b ∈ A. É

bastante simples de verificar que o conjunto de todas as derivações de A, notação Der(A), é

um A-módulo, isto é, dados D1, D2 ∈ Der(A) e a, b ∈ A então aD1 + aD2 ∈ Der(A). Um

primeiro resultado a ser citado é a fórmula generalizada de Leibniz.

Proposição 1 Se D ∈ Der(A), a, b ∈ A, então

Dn(ab) =
n∑

i=0



 n

i



 Dn−i(a)Di(b)

Demonstração. Segue por indução em n. ♦

Um ideal I do anel A é chamado de ideal diferencial em relação à D ∈ Der(A) se D(I) ⊂ I

(alguns autores usam D-ideal ou ideal integral, veja [11]). Seja I um ideal diferencial de A

em relação a D ∈ Der(A) e considere o anel quociente A = A
I
. Em Der(A) existe uma única

derivação D tal que πD = Dπ, onde π é o homomorfismo canônico de A em A. A derivação

D é definida por D(a + I) = D(a) + I para todo a ∈ A.

Seja S um subconjunto multiplicativamente fechado do anel A e AS o seu anel de frações.

Se D ∈ Der(A), então existe uma única derivação DS ∈ Der(AS) tal que θD = DSθ, onde

θ é o homomorfismo natural de A em AS dado por θ(a) = a
1
. A derivação DS é definida por

D(a/s) = (D(a)s − sD(a))/s2, para qualquer a ∈ A e s ∈ S.

O núcleo de uma derivação do anel A é denotado por ker D = {a ∈ A | D(a) = 0},

também chamado de anel de constantes de D (alguns autores utilizam a notação AD ). É

fácil ver que ker D é um subanel de A. Se K é subanel de A, notação K ≤ A, e D(K) = 0

nós dizemos que D é uma K-derivação de A . Observe que K ≤ ker D ≤ A. O conjunto de

todas as K-derivações de A é um submódulo de Der(A) e é denotado por DerK(A) .

Seja K[n] = K[X1, . . . , Xn] o anel polinomial em n-variáveis sobre K. O corpo de frações de

K[n] será denotado por K(n) = K(X1, . . . , Xn). É um fato bastante conhecido que o conjunto
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das derivadas parciais, { ∂
∂Xi

; 1 ≤ i ≤ n} é uma K[n]-base livre para DerK(K[n]). Ou seja, dada

D ∈ DerK(K[n]), existem únicos f1, . . . , fn ∈ K[n] de forma que D =
n∑

i=1

fi

∂

∂Xi

. Ou ainda,

reciprocamente, dados f1, . . . , fn ∈ K[n], existe uma única D ∈ DerK(K[n]) satisfazendo

D(Xi) = fi, para i = 1, . . . , n. A partir deste fato pode-se ver, de maneira natural, que se

A = K[n]

I
então d ∈ DerK(A) se e somente se existe D ∈ DerK(K[n]) tal que D(I) ⊆ I e para

todo f ∈ K[n] tem-se que d(f + I) = D(f) + I.

No estudo das derivações nilpotentes a derivação de tipo Jacobiana de Der(K[n]), que

vamos descrever em seguida, exerce um papel fundamental.

Seja f1, . . . , fn ∈ K(X1, . . . , Xn) = K(n) o Jacobiano de f1, . . . , fn relativo a X1, . . . , Xn é

o determinante

Jac(f1, . . . , fn) = det

(
∂fi

∂Xj

)

ij

.

Um resultado fundamental e bastante conhecido (veja Lema 3.5 em [11]) a respeito do

Jacobiano é o seguinte:

Jac(f1, . . . , fn) 6= 0 ⇐⇒ {f1, . . . , fn} é algebricamente independente sobre K.

Dado f = {f1, . . . , fn−1} ⊂ K[n], a derivação jacobiana determinada pelo conjunto f ,

∆f ∈ DerK(K[n]), é definida por:

∆f (g) = Jac(f1, . . . , fn−1, g),

para todo g ∈ K[n]. Observe que ∆f 6= 0 se, e somente se, f é algebricamente independente

sobre K e mais ainda, neste caso, se A = ker ∆f , então o grau de transcendência de A sobre

K é exatamente n − 1.

Exemplo 2 Seja C[X, Y ] = C[2] e f = X3 + Y 3 ∈ C[X,Y ]. Então

∆f (g) = det




∂(X3+Y 3)

∂X

∂(X3+Y 3)
∂Y

∂
∂X

(g) ∂
∂Y

(g)



 = 3X2 ∂

∂Y
(g) − 3Y 2 ∂

∂X
(g),

para todo g ∈ C[X, Y ]. Veja que X3 + Y 3 ∈ ker ∆f . ♦

Em relação as derivações Jacobianas devemos citar um resultado que será utilizado no

transcorrer deste trabalho:
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Lema 3 Seja ∂ ∈ Der(A), onde A é subanel de C(X1, . . . , Xn). Se o grau de transcendência

de ker ∂ é n − 1 e f1, . . . , fn−1 é uma base de transcendência de ker ∂ sobre C, então existe

h ∈ C(X1, . . . , Xn) tal que ∂(a) = hJac(f1, . . . , fn−1, a) para todo a ∈ A.

Demonstração. Veja Lema 6 em [22]. ♦

A partir da regra de Leibniz fica simples de verificar uma expressão que frequentemente

utilizaremos, a saber, se D ∈ Der(B), b ∈ B e f =
n∑

i=0

aiT
i ∈ B[T ] = B[1], então

D(f(b)) = fD(b) + f
′
(b)D(b), onde f

′
é a derivada de f em relação à T e fD =

n∑

i=0

D(bi)T
i.

Podemos generalizar para B[T1, . . . , Tn] = B[n] e b1, . . . , bn ∈ B, i.e.

D(f(b1, . . . , bn)) = fD(b1, . . . , bn) +
n∑

i=1

∂f

∂Ti

(b1, . . . , bn)D(bi).

Um primeiro resultado importante que apresentamos e que, em sua prova, utiliza a expressão

acima é o seguinte:

Lema 4 Seja B um domı́nio de char(B) = 0. Se D ∈ Der(B), então ker D é algebrica-

mente fechado em B.

Demonstração. Seja b ∈ B algebrico sobre ker D. Então existe f ∈ (ker D)[T ] não nulo,

com menor grau posśıvel, tal que f(b) = 0. Aplicando D nesta igualdade obtemos

0 = D(f(b)) = fD(b) + f
′

(b)D(b) = f
′

(b)D(b).

Pela escolha do polinômio f temos f
′
(b) 6= 0 e assim D(b) = 0. ♦

Na verdade tal lema é apenas uma das implicações do seguinte teorema fundamental:

Teorema 5 (Nowicki) Seja B uma K-álgebra finitamente gerada, com K sendo um corpo

de caracteŕıstica zero. Então para uma K-subálgebra A de B, são equivalentes:

a) A is algebricamente fechado em B;

b) A = ker D para alguma D ∈ DerK(B).

Demonstração. Veja Proposição 3.2.6 de [26]. ♦
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1.2 Derivações Localmente Nilpotentes

Seja A um anel, D ∈ Der(A) é dita localmente nilpotente se para cada a ∈ A existir um

número natural n tal que Dn(a) = 0. Os exemplos clássicos são as derivadas parciais de um

anel polinomial em várias variáveis. O conjunto de todas as derivações localmente nilpotentes

do anel A é denotado por LND(A) . Também utilizamos as seguintes notações:

LNDR(A) = {D ∈ LND(A) | D(R) = {0}}

KLND(A) = {kerD | D ∈ LND(A)}

KLNDR(A) = {kerD | D ∈ LNDR(A)}

Exemplo 6 Seja B o anel polinomial K[X1, . . . , Xn] = K[n]. Uma K-derivação do anel B

é dita triangular se D(X1) ∈ K e D(Xi) ∈ K[X1, . . . , Xi−1] para i = 2, . . . , n. Usando

indução e a fórmula generalizada de Leibniz podemos ver que para cada i existe um número

natural m tal que Dm(Xi) = 0. Desta observação segue que toda derivação triangular é

localmente nilpotente. ♦

Já sabemos que toda K-derivação do anel K[X1, . . . , Xn] = K[n] é determinada pelos seus

valores no conjunto {X1, . . . , Xn} (D =
n∑

i=1

D(Xi)
∂

∂Xi

). Contudo encontrar uma descrição

do conjunto LNDK(K[n]) requer mais esforço. Quando K é um domı́nio com caracteŕıstica

zero é fácil verificar que LND(K[1]) = {α ∂
∂T

| α ∈ K}. Para o conjunto LND(K[2]), R.

Rentschler mostrou, em [27], que existem duas variáveis {X,Y } tal que K[2] = K[X,Y ] e

LND(K[2]) = {f ∂
∂Y

| f ∈ K[X]}. Até o presente momento não é conhecida uma caracteri-

zação para LND(K[3]).

Neste texto vamos trabalhar com várias funções graus mas todas são do tipo descrito

abaixo.

Definição 7 Seja A um anel e S = Λ ∪ {−∞}, onde Λ = N ou Λ = Z e para todo n ∈ Λ

temos que −∞ + n = n + (−∞) = −∞. Uma função função grau em A é uma função

deg : A → S = Λ ∪ {−∞} que satisfaz:
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i) deg(a) = −∞ se, e somente se, a = 0;

ii) deg(ab) = deg(a) + deg(b) para todo a, b ∈ A, e

iii) deg(a + b) ≤ max{deg(a), deg(b)}.

♦

Dado A um anel e D ∈ LND(A) definimos degD : A → N ∪ {−∞} por degD(0) = −∞

e degD(a) = max{n ∈ N | Dn(a) 6= 0} para a ∈ A \ {0}. Quando A é um domı́nio de

caracteŕıstica zero podemos verificar que degD é uma função grau para A (veja [9]) e neste

caso utilizando-se tal função pode-se verificar o seguinte resultado:

Lema 8 Seja A um domı́nio e D ∈ LND(A). Então

a) degD(D(a)) = degD(a) − 1 para todo a ∈ A\ker D;

b) ker D é fatorialmente fechado em A, i.e., se a, b ∈ A \ {0} e ab ∈ ker D então

a, b ∈ ker D e, em particular, A∗ ⊂ ker D;

c) Se A contém, como subanel, um corpo K então D ∈ LNDK(A);

d) Se A é DFU , então ker D é DFU . ♦

Um fato muito importante envolvendo derivações localmente nilpotentes de um determi-

nado anel é que elas definem automorfismos deste anel. Vamos descrever tal situação. Seja

A um anel que contém, como subanel, um corpo de caracteŕıstica zero K, pela parte c) da

proposição anterior LND(A) = LNDK(A). Agora se D ∈ LND(A) então a exponencial

eD =
∞∑

i=0

1

i!
Di = I + D +

1

2!
D2 +

1

3!
D3 + · · · ( I é a identidade de A)

é uma função bem definida de A em A e possui as seguintes propriedades

Proposição 9 Seja D ∈ LND(A), então

1. eD é um K-automorfismo de A;
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2. (eD)−1 = e−D;

3. eDD = DeD;

4. ker D = {a ∈ A | eD(a) = a};

5. Se D1, D2 ∈ LNDK(A) comutam, ou seja, D1D2 = D2D1, então eD1+D2 = eD1eD2.

Demonstração. Segue diretamente da definição da função eD. ♦

Segue desta proposição que se D ∈ LNDK(A), então a função α 7→ eαD é um homomor-

fismo do grupo aditivo (K, +) no grupo dos K-automorfismos do anel A, notação: AutK(A).

Logo toda K-derivação localmente nilpotente de A determina uma ação do grupo aditivo

(K, +) em A.

Definição 10 Sejam A um anel e D ∈ Der(A). Um elemento s ∈ A é chamado de ”slice”,

da derivação D, se D(s) = 1. ♦

No caso em que A é um domı́nio e D ∈ LND(A) pode-se utilizar a função degD para ver

que se s ∈ A é um ”slice”, então s não pode ser uma unidade e nem divisor de zero. Mais

ainda a existência de tais elementos geram propriedades, que apresentamos abaixo, muito

especiais.

Proposição 11 Seja A um domı́nio e D ∈ LND(A). Então

a) Se D admite um ”slice” s ∈ A e B = ker D, então A = B[s] = B[1];

b) Existem s ∈ A e b ∈ ker D tais que A = C[s], onde C = ker D[b−1];

c) Se A é um domı́nio sobre K com trdegK(A) < ∞ e D 6= 0, então

trdegK(ker D) = trdegK(A) − 1;

d) Se D1, D2 ∈ LND(A), ker D1 = B = ker D2 e existe s ∈ A tal que 0 6= D1(s) ∈ B,

então 0 6= D2(s) ∈ B e D2(s)D1 = D1(s)D2.

Demonstração. Veja [4]. ♦
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Observação 12 A partir da parte a) da proposição anterior nós parece natural citar aqui

o ”Slice Problem”, colocado por G. Freudenburg em [11], pág. 219, que é o seguinte: se

K é um corpo, A = K[n] e D ∈ LND(A) admite um ”slice”então ker D[n] = K[n−1]? Na

verdade este problema é equivalente ao ”Cancellation Problem for Affine Spaces” que pode

ser enunciado assim: Se B é um K-domı́nio afim e B[1] ≃ K[n+1] então B ≃ K[n]? Para

n = 1 tal problema foi resolvido, positivamente, por Abhyankar, Eakin e Heinzer, para n = 2

por Fujita, Miyanishi e Sugie e para n ≥ 3 o problema permanece em aberto.

Um outro resultado, devido a Rentschler, interessante e muito importante neste contexto

é o seguinte:

Teorema 13 Seja A um domı́nio finitamente gerado sobre um corpo K. Se D ∈ LNDK(A)

admite um ”slice” então ker D também é finitamente gerado sobre K.

Demonstração. Veja [27]. ♦

Existem domı́nios finitamente gerados sobre K que possuem derivações localmente nilpo-

tentes cujos núcleos não são finitamente gerados (veja [2]). Neste caso não temos elemento

”slice”. E essa é uma situação bem interessante pois fornece contra-exemplos ao décimo

quarto problema de Hilbert (veja [8]).

Definição 14 Uma derivação do anel A é dita irredut́ıvel se o único ideal principal de A

contendo D(A) é o próprio A. ♦

Um primeiro fato a se observar sobre derivações irredut́ıveis é que quando A é um dominio,

verificar que D ∈ Der(A) é irredut́ıvel é equivalente a mostrar que se D = a∂ para a ∈ A e

∂ ∈ Der(A), então a ∈ A∗.

Exemplo 15 Seja K um corpo e B o anel polinomial K[X1, . . . , Xn] = K[n]. Se D é uma

K-derivação do anel B satisfazendo mdc(D(X1), . . . , D(Xn)) = 1, então D é irredut́ıvel. De

fato: seja f ∈ B tal que D(B) ⊂ fB como {D(X1), . . . , D(Xn)} ⊂ D(B), temos que para

todo i, 1 ≤ i ≤ n , f divide D(Xi) e portanto f divide mdc(D(X1), . . . , D(Xn)) = 1, isto é,

f ∈ B∗. ♦
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No estudo das derivações localmente nilpotentes um dos principais objetivo é descrever o

conjunto LND(B) quando B é um domı́nio finitamente gerado sobre um corpo. O próximo

resultado é fundamental para se fazer tal descrição.

Proposição 16 Seja B um domı́nio de caracteŕıstica zero satisfazendo a condição de cadeia

ascendente para ideais principais, seja A ∈ KLND(B) e considere o conjunto

S = {D ∈ LNDA(B) | D é irredut́ıvel}.

Então S 6= ∅ e LNDA(B) = {aD | a ∈ A e D ∈ S}.

Demonstração. Veja [4]. ♦

Na verdade a proposição anterior nós diz que para determinarmos o conjunto LNDA(B)

temos que encontrar as derivações localmente nilpotentes irredut́ıveis e os elementos do

conjunto KLND(B).

Seja A um anel contendo o corpo Q. No artigo [18] L. Makar-Limanov introduz o ML

invariante de A, notação ML(A) . Este invariante demonstrou ter bastante importância

no estudo de K-álgebras finitamente geradas, por exemplo, em [18], L. Makar-Limanov,

consegue determinar os K-automorfismos de uma determinada K-álgebra. No caṕıtulo 2 nós

fazemos tal estudo para uma generalização desta K-álgebra.

Definição 17 Seja A um anel contendo o corpo Q. O ML invariante de A, notação ML(A),

é a interseção de todos elementos do conjunto KLND(A), i.e.,

ML(A) =
⋂

D∈LND(A)

ker D.

♦

Claramente ML(A) é um subanel de A e, pelo Lema 8 c), se A é uma K-álgebra, K

corpo, então ML(A) é uma K-subálgebra de A. As seguintes observações são imediatas

1. A∗ ⊂ ML(A);

2. ML(K) = K se K é um corpo.
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Exemplo 18 Seja K um corpo. Então ML(K[n]) = K, veja que K é a interseção dos núcleos

das derivadas parciais. ♦

Exemplo 19 Seja B = C[X2, X3] subanel de C[X]. Pode-se verificar que a única derivação

localmente nilpotente de B é a derivação nula. Portanto ML(B) = B. ♦

Cabe aqui observar que na literatura um anel, B, é chamado de ŕıgido quando

ML(B) = B.

O próximo resultado tem como consequência que o ML invariante de um anel A é um

subanel caracteŕıstico de uma K-álgebra A, ou seja, para todo K-automorfismo de A tem-se

que sua restrição ao ML invariante de A também é um K-automorfismo.

Lema 20 Sejam A e B anéis. Se A é isomorfo a B, A ∼= B, então ML(A) ∼= ML(B).

Além disso todo isomorfismo de A em B restrito a ML(A) é um isomorfismo entre ML(A)

e ML(B).

Demonstração. Seja θ : A → B um isomorfismo. Seja D ∈ LND(B) é fácil ver que

θ−1Dθ ∈ LND(A). Agora observe que se a ∈ ML(A), nós temos que θ−1Dθ(a) = 0 para

qualquer D ∈ LND(B). Logo Dθ(a) = 0 para toda D ∈ LND(B), ou seja, θ(a) ∈ ML(B).

É imediato que a restrição θ ao anel ML(A) é um isomorfismo entre ML(A) e ML(B). ♦

O Lema 20 pode ser utilizado para estudar os automorfismo de um anel. Um exemplo

disto é o Teorema 42.

1.3 Diferenciais de ordem superior

Neste parágrafo vamos introduzir alguns conceitos e resultados introdutórios sobre diferen-

ciais de ordem superior com intuito de enunciar a conjectura de Nakai, já que no terceiro

caṕıtulo provamos que tal conjectura é verdadeira no caso da K-álgebra diagonal (ou de

Fermat) B, isto é, B = K[x1, · · · , xn], onde K é um corpo e xm
1 + · · · + xm

n = 0 com m ≥ 1.

As principais referências para este parágrafo são [24], [29] e [30]. Em [30] pode-se encontrar,

em detalhes, todas as demonstrações dos resultados citados aqui.
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A abordagem que faremos aqui será no seguinte contexto: K é um corpo de caracteŕıstica

zero, R é uma K-álgebra e A é uma R-álgebra (poderia ser feito um pouco mais geral, i.e.,

K anel, R é uma K-álgebra e A um R-módulo).

Em tal contexto HomK(R,A) é o conjunto dos K-homomorfismos de R em A. Para

qualquer b ∈ R, bR ∈ HomK(R, R) denotará a multiplicação por b, ou seja, bR(r) = br

e bA ∈ HomK(A,A) a multiplicação por b em A, isto é, bA(a) = ba. Mais ainda vamos

considerar HomK(R, A) como R-módulo da seguinte forma: dado b ∈ R e D ∈ HomK(R, A) ,

bD := bA ◦ D.

Para b ∈ R e D ∈ HomK(R, A) o śımbolo [D, b] denotará D ◦ bR − bA ◦D ∈ HomK(R, A),

ou seja, para r ∈ R, [D, b](r) = D(rb) − bD(r).

Agora estamos em condições de definir os diferenciais.

Definição 21 Para q ∈ Z o R-submódulo Diff q
K
(R,A) de HomK(R, A) é definido por

indução sobre q da seguinte forma:

Se q < 0, Diff q
K
(R, A) = 0 e se q ≥ 0,

Diff q
K
(R, A) = {D ∈ HomK(R, A); [D, r] ∈ Diff q−1

K
(R,A), ∀ r ∈ R}. ♦

Os elementos de Diff q
K
(R, A) são chamados K-operadores diferenciais de R em A de

ordem q. Os primeiros fatos elementares que podemos citar a respeito de tais operadores

são que Diff 0
K
(R, A) = HomR(R,A) ≃ A e que Diff q

K
(R, A) ⊆ Diff q+1

K
(R,A). Assim a

definição do R-módulo dos K-operadores diferenciais de ordem superior, abaixo, é bastante

natural.

Definição 22 Defina Diff∞
K

(R,A) =
⋃

q Diff q
K
(R, A). ♦

Um operador diferencial, D, de ordem q ≥ 1 é dito ser uma K-derivação de R em A de

ordem q se D(1) = 0. Assim para q ≥ 1 definimos o R-submódulo das K-derivações de R

em A de ordem q por:

Definição 23 Para q ≥ 1, Derq
K
(R, A) = {D ∈ Diff q

K
(R,A); D(1) = 0}. ♦

Uma caracterização de uma K-derivação de ordem q é apresentada no seguinte resultado:
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Proposição 24 Dados D ∈ HomK(R,A) e 1 ≤ q ∈ Z. Então D ∈ Derq
K
(R, A) se e somente

se para quaisquer elementos r0, · · · , rq ∈ R, tem-se que:

D(r0 · · · rq) =

q∑

s=1

(−1)s+1
∑

i1<···<is

ri1 · · · risD(r0 · · · r̂i1 · · · r̂is · · · rq)

♦

Observação 25 A proposição anterior nós garante que uma K-derivação, D, de ordem 1 é

uma K-derivação como definida no ińıcio deste caṕıtulo, ou seja, Der1
K
(R,A) é precisamente

o R-modulo das K-derivações de R em A e por isto daqui em diante vamos denotá-lo por

DerK(R, A). ♦

Agora quando R = A vamos usar a notação Diff q
K
(A) := Diff q

K
(R,A) e neste caso

tem-se que para quaisquer p, q ∈ Z

Diff q
K
(A) ◦ Diffp

K
(A) ⊆ Diff q+p

K
(A),

ou seja, {Diff q
K
(A), q ∈ Z} é uma filtração de Diff∞

K
(A). Portanto Diff∞

K
(A) é uma

A-álgebra e é chamada de álgebra dos operadores de ordem superior de A. A subálgebra

gerada por Diff 1
K
(A) em Diff∞

K
(A) será denotada por diff∞

K
(A). Assim como Der∞

K
(A)

é chamada de álgebra das K-derivações de ordem superior de A e der∞
K

(A) é a subálgebra

gerada por Der1
K
(A).

No caso em que A é o anel de coordenadas de uma variedade algébrica sobre um corpo K a

pergunta natural é: os operadores diferenciais podem dizer alguma coisa sobre singularidades

da variedade?

Em [13] Grothendieck tratou desta questão e mostrou que se A for regular ( anel de coor-

denadas de uma variedade lisa) então Diff∞
K

(A) = diff∞
K

(A). Nakai, em [24], conjecturou

se a reciproca deste resultado não seria verdadeira, a saber:

Conjectura de Nakai: Se A é uma álgebra finitamente gerada sobre um corpo K de

caracteŕıstica zero e Diff∞
K

(A) = diff∞
K

(A) então A é regular. ♦

No caṕıtulo 3 vamos abordar a conjectura enunciada acima, mas para isto precisamos

ainda enunciar alguns resultados a respeito de K-álgebras finitamente gerada, com K sendo
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um corpo de caracteŕıstica zero. Assim vamos trabalhar com R = K[n] = K[X1, · · · , Xn],

A = R
J

e J ideal de R. Para isto fixamos algumas notações:

1. π : R −→ A é a projeção canônica e xi = π(Xi);

2. V := Nn e para α = (α1, · · · , αn) ∈ V , |α| =
∑n

i=1 αi, α! = α1! · · ·αn!,

Xα := Xα1
1 · · ·Xαn

n , ∂α

∂Xα := ∂|α|

∂X
α1
1 ···∂X

αn
n

= ( ∂
∂X1

)α1 ◦ · · · ◦ ( ∂
∂Xn

)αn ;

3. ∆α := π ◦ ( 1
α!

∂α

∂Xα ) ∈ Diff
|α|
K

(R, A).

Com essas notações estamos em condições de, neste caso, enunciar o seguinte resultado:

Proposição 26 O conjunto {∆α; α ∈ V } é uma A-base livre para Diff∞
K

(R, A), ou seja ,

todo D ∈ Diff∞
K

(R, A) se escreve de maneira única na forma

D =
∑

α∈V

cα(D)∆α

com cα(D) ∈ A e quase sempre nulo. Mais ainda D ∈ Diff q
K
(R,A) se, e somente se,

cα(D) = 0 para |α| > q. ♦

A proposição que vem a seguir identifica Diff q
K
(A), onde A = R

J
e R = K[n], com um

K-submódulo de Diff q
K
(R, A) .

Proposição 27 Dado q ∈ N. Se Dq(J) = {D ∈ Diff q
K
(R,A); D(J) = 0} então a função

ϕ : Diff q
K
(A) −→ Dq(J) definida por ϕ(D) = D ◦ π é um K-isomorfismo. ♦

A identificação de um elemento do submódulo Dq(J) definido acima pode ser decidida

pelo seguinte resultado.

Proposição 28 Sejam J um ideal de R = K [n] = K[X1, . . . , Xn], A = R
J

e D ∈ Diff q
K
(R,A).

As seguintes condições são equivalentes:

1. D(J) ⊂ JA;
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2. [D, Xi](J) ⊂ JA para todo i, 1 ≤ i ≤ n, e existe um conjunto de geradores {fj} de J

tal que D(fj) ∈ JA para todo j.

♦

Encerramos este caṕıtulo observando que no caso em que J = (F ) é principal as duas

proposições anteriores nós diz quando D ∈ Diff q
K
(R,R) induz de maneira natural um K-

diferencial de ordem q de A.

Corolário 29 Se A = R
J

com J = (F ), D̃ ∈ Diff q
K
(R,R) e π : R −→ A é a projeção

canônica então

π ◦ D̃ ∈ Dq(J) se, e somente se, D̃(F ) ∈ J e para todo i, D̃(XiF ) ∈ J

♦
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CAPÍTULO 2

O anel K[X,Y, Z]/(f (X)Y − ϕ(X,Z))

No artigo [19] L. Makar-Limanov introduziu o ML invariante de um anel e utilizou este

conceito para mostrar que a superf́ıcie x + x2y + z2 + t3 = 0 sobre C não é isomorfa a C3.

Em [20] Ele utiliza o mesmo conceito para determinar um conjunto de geradores para o

grupo dos automorfismos do anel B = K[X,Y, Z]/(XnY − ϕ(Z)), onde n > 1 e deg(ϕ) > 1.

Por outro lado, em [3], D. Daigle estudou as derivações localmente nilpotentes do anel

A = K[X,Y, Z]/(XY −ϕ(Z)) e mostrou que certo subgrupo dos K-automorfismos de A age

transitivamente sobre os núcleos das derivações localmente nilpotentes e não nulas de A.

Aqui iremos reproduzir alguns dos resultados do artigo [20] no caso mais geral em que o

anel B é dado por:

B = K[X,Y, Z]/(f(X)Y − ϕ(X, Z)),

sendo K um corpo de caracteŕıstica zero e algebricamente fechado, r > 1, d > 1

ϕ(X,Z) = Zd + bd−1(X)Zd−1 + · · · + b0(X), bi(X) ∈ K[X] e

f(X) = Xr + ar−1X
r−1 + · · · + a0 ∈ K[X].

Escrevendo B = K[x, y, z] onde f(x)y − ϕ(x, z) = 0, mostramos que o ML invariante de

B é K[x] (Teorema 34). A partir deste resultado conseguimos descrever o conjunto das

K-derivações localmente nilpotentes de B (Corolário 35). E utilizando estas ferramentas
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conseguimos descrever o grupo dos K-automorfismos de B (Teorema 42), quando conside-

ramos ϕ(Z, X) somente em K[Z].

O caṕıtulo é dividido da seguinte maneira: na primeira seção introduzimos as definições,

notações e listamos os fatos básicos que necessitaremos ao longo do texto. O objetivo da

segunda seção é o estudo das derivações localmente nilpotentes do anel B e a aplicação

destas derivações localmente nilpotentes para encontrar um conjunto de geradores para os

K-automorfismos de B. Na última seção apresentamos alguns resultados que obtemos para

o anel K[X1,...,Xn+1,Z]
(X1···Xn+1−ϕ(Z))

.

2.1 Notações e Generalidades

Graduação e filtração: Sejam K um corpo e A uma K-álgebra . Dizemos que A é uma

álgebra Z-graduada se existe uma coleção {Bi}i∈Z de K-subespaços vetoriais de A tal que

BiBj ⊆ Bi+j para todos i, j ∈ Z e A = ⊕i∈ZBi.

Uma Z-filtração de A é uma coleção {Ai}i∈Z de K-subespaços vetoriais de A que satisfaz:

1. AiAj ⊆ Ai+j para quaisquer i, j ∈ Z;

2. Ai ⊆ Aj quando i ≤ j;

3. A = ∪i∈ZAi.

Mais ainda, uma Z-filtração de A é dita ser própria se:

4. ∩i∈ZAi = {0};

5. Se a ∈ An \ An−1 e b ∈ Am \ Am−1 então ab ∈ Am+n \ Am+n−1.

Seja {Ai}i∈Z uma Z-filtração de A. Vamos denotar a álgebra graduada associada a tal

filtração por Gr(A) = ⊕i∈Z
Ai

Ai−1
. Agora se D ∈ Der(A) e k é um inteiro fixo tal que

D(Ai) ⊆ Ai+k para todo i ∈ Z, então D induz, de maneira natural, uma derivação D1 em

Gr(A) definida por D1(h) := D(a) + Ai+k−1 para todo h = a + Ai−1 ∈
Ai

Ai−1
.

Também associada a filtração tem-se a função gr de A em Gr(A) dada por

gr(a) = a + Ai−1 se a ∈ Ai \ Ai−1 e gr(0) = 0. Assim tem-se que D1(gr(a)) = gr(D(a)) ou

D1(gr(a)) = 0.
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Nas condições acima e quando D é localmente nilpotente citamos um lema que é fun-

damental para o desenvolvimento deste trabalho. Uma demonstração de tal lema pode ser

vista no Lema 4 do artigo [19].

Lema 30 Seja D uma derivação localmente nilpotente de A e {Ai}i∈Z uma Z-filtração de

A. Suponha que existe k ∈ N tal que D(An) ⊆ An+k para todo n ∈ Z, então D1 é uma

derivação localmente nilpotente de Gr(A). ♦

2.2 Sobre LND(B)

Nesta seção B é o anel quociente definido por

K[X, Y, Z]/(f(X)Y − ϕ(X, Z)),

onde K é um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica zero, o polinômio f(X) é da

forma f(X) = Xr + ar−1X
r−1 + · · · + a0 ∈ K[X] = K [1] com r > 1 e o polinômio ϕ(X,Z) é

da forma ϕ(X,Z) = Zd + bd−1(X)Zd−1 + · · ·+ b1(X)Z + b0(X) ∈ K[X][Z] = K [2] com d > 1.

É imediato que B é um domı́nio de integridade e que trdegK(B) = 2. Assim B é o domı́nio

finitamente gerado K[x, y, z] cujos geradores satisfazem a relação f(x)y = ϕ(x, z). Vejamos

algumas propriedades do domı́nio B

Lema 31 Seja B = K[x, y, z] a K-álgebra descrita acima.

1. Para cada b ∈ B \ {0} existe um único g ∈ K[X, Y, Z] tal que:

degZ(g) < d e b = g(x, y, z);

2. K(x) ∩ B = K[x];

3. Seja S = K[x] \ {0}. Então S−1B = K(x)[1];

4. K[x] é fatorialmente fechado em B. E portanto B∗ = K∗.

Demonstração. 1) É uma consequência direta do algoritmo da divisão. Basta considerar

F (X, Y, Z) = ϕ(X,Z) − f(X)Y como polinômio (mônico) na variável Z e com coeficientes

em K[X,Y ].
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2) Seja 0 6= b ∈ K(x)∩B então b =
∑

i<d

aiz
i, onde ai ∈ K[x, y] e como existe a ∈ K[x]\{0}

tal que ab ∈ K[x] tem-se que ab =
∑

i<d

(aai)z
i. Portanto ai = 0 para todo i > 0 e assim

b = a0 ∈ K[x, y] ∩ K(x) = K[x] e temos o resultado.

3) Veja que y = f(x)−1ϕ(x, z) ∈ K(x)[z], assim temos K[x, z] ⊆ B ⊆ K(x)[z], e então

S−1B = K(x)[z] = K(x)[1].

4) Sejam a, b ∈ B tais que ab ∈ S = K[x] \ {0}. Então ab é uma unidade no anel de

frações S−1B = K(x)[1]. Disso decorre que a, b são unidades em S−1B = K(x)[1]. Dessa

forma a, b ∈ K(x) ∩ B = K[x]. Portanto K[x] é fatorialmente fechado em B. Donde

B∗ = K[x]∗ = K∗. ♦

Seja d a derivação do anel de polinômios K[X, Y, Z] dada por d(X) = 0, d(Y ) = ϕZ(X, Z)

e d(Z) = f(X). Observe que d é triangular e portanto nilpotente mais ainda d(F ) = 0, onde

F (X, Y, Z) = ϕ(X,Z)− Y f(X). Assim d induz uma derivação nilpotente D de B dada por

D(x) = 0, D(y) = ϕz(x, z) e D(z) = f(x). Veja também que como K[x] ≤ kerD ≤ B

segue, pelo grau de transcendência, que kerD é algébrico sobre K[x] e pelo item 4 do Lema

31 obtemos que K[x] = ker D.

Teorema 32 Se D ∈ LND(B) é a derivação definida acima então D é irredut́ıvel,

ker D = K[x] e LNDK[x](B) = {hD | h ∈ K[x]}.

Demonstração. Seja D1 ∈ LNDK[x](B). Então D1 é não nula e ker D1 = K[x]. Como

D(z) = f(x) ∈ K[x] o item d) do Lema 11 nós garante que D(z)D1 = D1(z)D, onde

D1(z) ∈ K[x]\{0}. Assim

f(x)D1 = D1(z)D. (2.1)

Sabemos, pelo Lema 31, que D1(y) =
∑

i<d

aiz
i, onde ai ∈ K[x, y], dessa forma

∑

i<d

(f(x)ai)z
i = f(x)D1(y) = D1(z)D(y) = D1(z)ϕz(x, z). (2.2)

Como D1(z) ∈ K[x] \ {0}, segue do Lema 31 e da equação (2.2) que para todo i temos

f(x)ai = biD1(z), onde ϕZ(X, Z) = dZd−1 +
∑

i<d−1

ibi(X)Zi−1. Assim f(x)ad−1 = dD1(z) e

22



então D1(z) = f(x)h com h ∈ K[x]. E logo temos, pela equação (2.1), D1 = hD. Agora

vejamos que D é irredut́ıvel. Pelo Lema 16 temos que D = hD0 para algum h ∈ K[x] e

D0 ∈ LNDK[x](B) irredut́ıvel. Pelo que já demonstramos D0 = h0D para algum h0 ∈ K[x],

assim temos D = hh0D e portanto h ∈ K∗. Assim temos que D é irredut́ıvel. ♦

As derivações localmente nilpotentes do Teorema 32 são de fato as únicas derivações

localmente nilpotentes do anel B (veja Corolário 35). Contudo para provar esta afirmação é

necessário conhecer antes o ML invariante do anel B. Para isto vamos relembrar a definição

do ML invariante de um anel

Definição 33 Seja A um anel. O ML invariante de A, notação ML(A), é a interseção dos

núcleos de todas as derivações localmente nilpotentes de A.

Este conceito foi introduzido por Makar-Limanov em 1996 (veja [19]) com o termo núcleo

absoluto e notação AK(A) . Em [11] G. Freudenburg denominou tal invariante por ML

invariante e introduziu a notação ML(A).

Nosso objetivo agora é verificar o seguinte resultado a respeito do anel B:

Teorema 34 O ML invariante de B, ML(B), é K[x].

Verificado o Teorema 34 teremos K[x] ⊆ ker D para toda D ∈ LND(B) e pelo Teorema

32 existe D ∈ LND(B) tal que ker D = K[x] . Então uma consequência imediata disto é o

seguinte resultado

Corolário 35 Se D é a derivação de B dada por D(x) = 0, D(y) = ϕz(x, z) e D(z) = f(x)

então LND(B) = {hD | h ∈ K[x]}.

Demonstração. Segue dos Teoremas 32 e 34. ♦

Lembramos que B = K[x, y, z] onde f(x)y = ϕ(x, z), r = degXf(X) e d = degZϕ(X, Z)

com r > 1 e d > 1. Observe que B é subanel de T = K[x, f(x)−1, z] pois y ∈ T , visto que

y = f(x)−1ϕ(x, z) .

Antes da prova do Teorema 34 vamos apresentar alguns lemas técnicos necessários para

a conclusão do teorema. Assim como fez Makar-Limanov em [18] vamos construir uma
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Z-filtração em T dando pesos aos elementos x e z de tal forma que usando o anel graduado

determinado por esta filtração podemos chegar a conclusão do referido teorema.

O primeiro passo para construir uma Z-filtração com peso no anel T = K[x, f(x)−1, z], é

construir uma Z-filtração no anel R = K[x, f(x)−1] (observe que T = R[z]). Nosso próximo

resultado nós diz como construir esta Z-filtração no anel R = K[x, f(x)−1].

Proposição 36 Para todo n ∈ Z, seja

Rn = {
h(x)

f(x)j
| h(x) ∈ K[x] e deg(h(x)) − jr ≤ n}.

Então:

a) {Rn}n∈Z é uma Z-filtração própria de R;

b) Para n ∈ Z, seja Cn ⊂ Rn o K-subespaço vetorial de R definido por:

Cn =





Kxn se n ≥ 0,

K xi

f(x)j se n = i − jr < 0 com 0 ≤ i ≤ r − 1

Então

• R =
⊕

m∈Z

Cm, Rn =
⊕

m≤n

Cm e

•
gr : R =

⊕

n∈Z

Cn −→ Gr(R) =
⊕

n∈Z

Rn

Rn−1

{αn}n 7−→ {αn + Rn−1}n

é um isomorfismo de grupos aditivos .

Demonstração. a) É uma consequência das duas afirmações que fazemos abaixo:

Afirmação 1: Sejam A e E domı́nios, e w : A −→ N ∪ {−∞} uma função grau. Se

A ⊂ E ⊂ Frac(A), então

w1 : E −→ Z ∪ {−∞}
ξ

η
7−→ w(ξ) − w(η)

onde ξ, η ∈ A, é uma função grau de E que extende w. Além disso é a única com esta

propriedade.
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Demonstração. É fácil verificar que w1 é uma aplicação bem definida e que também é

uma função grau no domı́no E. Para verificar a unicidade: Seja w2 uma função grau

de E que é uma extensão de w. Nós temos que w2(
ξ

η
) = w2(ξ) + w2(

1
η
). Agora veja

que w2(1) = w2(1.1) = w2(1) + w2(1) e assim w2(1) = 0. Assim

0 = w2(1) = w2(η
1

η
) = w2(η) + w2(

1

η
) e logo w2(

1

η
) = −w2(η).

Desse modo w2(
ξ

η
) = w2(ξ) + w2(

1
η
) = w2(ξ)−w2(η) = w(ξ)−w(η) = w1(

ξ

η
). Portanto

w2 = w1.

Afirmação 2: Sejam E um domı́nio e w : E −→ Z ∪ {−∞} uma função grau que é

sobrejetora. Então, {En}n∈Z com En := {ξ ∈ E | w(ξ) ≤ n} é uma Z-filtração própria

de E.

Demonstração. É rotina verificar que {En}n∈Z é uma Z-filtração própria de D.

Agora observe que a função grau que define Rn, para n ∈ Z, nada mais é do que a

extensão da função grau usual do anel K[x] para o anel R, assim podemos concluir que

{Rn}n∈Z é uma Z-filtração própria de R.

b) Primeiro vamos verificar que R =
⊕

n∈Z

Cn. De fato: seja α ∈ R então α = h(x)
f(x)m

com h(x) ∈ K[x] e m ≥ 0, assim a igualdade acima é consequência imediata do seguinte

fato obtido a partir do algoritmo de Euclides: dado h(x) ∈ K[x] \ {0} existem únicos

0 ≤ n1 < · · · < ns ∈ Z e únicos h1(x), . . . , hs(x) ∈ K[x] \ {0}, com gr(hi(x)) ≤ r − 1 de tal

forma que h(x) =
∑

i hi(x)f(x)ni . A prova de que Rn =
⊕

m≤n

Cm é óbvia.

Assim temos que para cada n, Rn = Cn ⊕ Rn−1 portanto podemos concluir que

grn : Cn −→ Rn

Rn−1

αn 7−→ αn + Rn−1

é um isomorfismo de grupos aditivos. Logo

gr : R =
⊕

n∈Z

Cn −→ Gr(R) =
⊕

n∈Z

Rn

Rn−1

{αn}n 7−→ {αn + Rn−1}n

também é um isomorfismo de grupos aditivos. ♦
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Recorde que T é o anel K[x, f(x)−1, z], ou seja, T = R[z] com z sendo transcendente

sobre R. Nosso objetivo agora é introduzir uma Z-filtração com peso no anel T que extende

de maneira natural a filtração de R que acabamos de descrever. Isto é posśıvel, como mostra

o próximo resultado:

Proposição 37 Sejam A um domı́nio e w : A −→ Z ∪ {−∞} uma função grau. Sejam

ν ∈ Z e z um elemento trancendente sobre A. Então

w1 : A[z] −→ Z ∪ {−∞}

0 7−→ −∞

0 6=
n∑

i=0

aiz
i 7−→ max

0≤i≤n
{w(ai) + iν}

é uma função grau.

Demonstração. Seja ξ =
n∑

i=0

aiz
j e η =

m∑

j=0

bjz
j elementos de A[z] tais que ξη 6= 0. Sejam

p, q ∈ Z tais que p = w1(ξ) = max
0≤i≤n

{w(ai) + iν} e q = w1(η) = max
0≤j≤m

{w(bj) + jν}.

• w1(ξ + η) ≤ max{w1(ξ), w1(η)}. De fato: vamos supor, sem perda de generalidade,

que n = m. Logo ξ + η =
n∑

i=0

(ai + bi)z
i e temos que

w1(ξ + η) = max
0≤i≤n

{w(ai + bi) + iν}

≤ max
0≤i≤n

{max{w(ai), w(bi)} + iν}

= max
0≤i≤n

{w(ai) + iν, w(bi) + iν}

≤ max
0≤i≤n

{p, q}

= max{w1(ξ), w1(η)}.

• w1(ξη) = w1(ξ) + w1(η). De fato: primeiro suponha que ξ =
n∑

i=0

aiz
j e η =

m∑

j=0

bjz
j

satisfazem p = w(ai) + iν e q = w(bj) + jν para todos i ∈ {0, . . . , n} e j ∈ {0, . . . ,m}

tais que ai 6= 0 e bj 6= 0. Neste caso dizemos que ξ é uma forma de grau p e η uma

forma de grau q. Veja que

ξη =
n+m∑

k=0

ckz
k com ck =

k∑

i=0

aibk−i.
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Agora chame I = {k; 0 ≤ k ≤ m + n e ck 6= 0}, assim para cada k ∈ I tem-se que

w(ck) = max
0≤i≤k

{w(ai) + w(bk−i); aibk−i 6= 0} = max
0≤i≤k

{p − iν + q − (k − i)ν}, ou seja,

w(ck) = max
0≤i≤k

{p + q − kν} = p + q − kν. Portanto

w1(ξη) = max
k∈I

{w(ck) + kν} = max
k∈I

{p + q − kν + kν} = p + q.

Logo w1(ξη) = w1(ξ) + w1(η) quando ξ e η são formas de grau w1(ξ) e w1(η), respec-

tivamente.

Para verificarmos o caso geral observe que podemos reescrever ξ da seguinte maneira

ξ = ξp1 + ξp2 + · · · + ξpr
,

onde ξpi
são formas de grau pi = w1(ξpi

) e p1 < p2 < · · · < pr. Analogamente

η = ηq1 + ηq2 + · · · + ηqs
,

onde ηqj
são formas de grau qj = w1(ξqj

) e q1 < q2 < · · · < qs. É imediato que

w1(ξ) = pr e w1(η) = qs. Veja que

ξη = ξp1ηq1 + ξp1ηq2 + · · · + ξpr
ηqs

.

E visto que

w1(ξpr
ηqs

) = pr + qs > pi + qj = w1(ξpi
ηqj

)

para todo i ∈ {1, . . . , r − 1} e todo j ∈ {1, . . . , s − 1}, temos que

w1(ξη) = w1(ξpr
ηqs

) = pr + qs = w1(ξ) + w1(η).

Portanto w1 é uma função grau para o domı́nio A[z] e esta função é uma extensão da função

grau w do domı́nio A. ♦

Veja que todo elemento de T é soma finita e única de elementos da forma ciz
j, onde ci ∈ Ci

com i, j ∈ Z e 0 ≤ j. Segue da proposição anterior que para definirmos uma Z-filtração com

peso em K[x, f(x)−1, z] basta darmos pesos µ ≥ 1 e ν para x e z respectivamente. Assim

o peso de um elemento da forma ciz
j é definido como sendo iµ + jν e vamos denotá-lo

por deg(ciz
j) = iµ + jν e o peso de um elemento w em K[x, f(x)−1, z] é o maior peso dos

elementos deste tipo que aparecem em w.
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Assim a Z-filtração de T é dada por Tn = 〈ciz
j | iµ + jν ≤ n〉 e a de B é dada por

Bn = Tn ∩ B.

Como mostramos na Proposição 36 podemos extender estes pesos ao corpo de funções

K(x, z) definindo o peso de um elemento p

q
como a diferença dos pesos de p e q. Sabe-se que

a álgebra graduada associada, Gr(K(x, z)), é isomorfa a subálgebra de K(x, z) que consiste

das frações com denominadores homogêneos.

Seja D uma derivação localmente nilpotente e não nula do anel B. Segue do item c) da

Proposição 11 que existe l ∈ ker D \ K. Já o Lema 3 afirma que existe h ∈ K(x, z) tal que

D(g) = hJac(l, g), onde Jac é o Jacobiano em relação a x e z.

Para atingir o nosso objetivo vamos verificar que l ∈ K[x], pois neste caso

D(x) = hJac(l, x) = 0, e assim teremos que K[x] ⊂ ker D para todo D ∈ LND(B) e

teremos provado o Teorema 34 como consequência do Teorema 32.

Primeiro vejamos o seguinte passo intermediário.

Lema 38 l ∈ K[x, z]

Demonstração. Sabemos que l ∈ ker D \ K e pelo Lema 31 podemos escrever, de maneira

única,

l = lm(x, z)ym + · · · l1(x, z)y + l0(x, z)

onde m ≥ 0, lm(x, z) 6= 0 e para todo s, 0 ≤ s ≤ m, ls(x, z) = 0 ou degz(ls(x, z)) ≤ d − 1.

Nosso objetivo é mostrar que l ∈ K[x, z], ou seja, que m = 0. Suponha, por contradição,

que m ≥ 1. Agora como degz(ls(x, z)) ≤ d − 1 e

y = f(x)−1ϕ(x, z) = f(x)−1(zd + bd−1(x)zd−1 + · · · )

podemos atribuir pêsos 1 para x e ν suficientemente grande para z de tal forma que

gr(l) = xuzvgr(y)m ∈ Gr(B); gr(y) =
zd

f(x)
, e gr(h) = xa1za2 ∈ Gr(K(x, z))

onde u, v ∈ N e a1, a2 ∈ Z (estamos identificando x e z com gr(x) e gr(z) respectivamente).

Recorde que D(g) = hJac(l, g) com h ∈ K(x, z) e que B =
⋃

Bn, onde {Bn} é a

Z-filtração de B induzida pela Z-filtração {Tn} de T . Vamos verificar que para
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k = deg(l) + deg(h) − deg(x) − deg(z) temos D(Bn) ⊂ Bn+k para todo n ∈ Z. Tome

xizj ∈ Bn com i, j ≥ 0 e calcule D(xizj), i.e.,

D(xizj) = hJac(l, xizj) = h(jxizj−1lx − ixi−1zjlz).

Veja que jhxizj−1lx, ihxi−1zjlz ∈ Bn+k logo D(xizj) ∈ Bn+k. Tome agora xif(x)−jzt ∈ Bn.

Vamos calcular D(xif(x)−jzt) = hJac(l, xif(x)−jzt). Observe que

Jac(l, xif(x)−jzt) = t
xi

f(x)j
zt−1lx − (i

xi−1

f(x)j
+ j

xif ′(x)

f(x)j+1
)ztlz.

Agora veja que thxif(x)−jzt−1lx, ihxi−1f(x)−jztlz, jhxif(x)−j−1f ′(x)ztlz ∈ Bn+k.

Assim D(xif(x)−jzt) ∈ Bn+k. Portanto D(Bn) ⊂ Bn+k para todo n ∈ Z.

Segue do Lema 30 que a derivação induzida por D no anel graduado Gr(B) é local-

mente nilpotente e não nula. Seja D1 ∈ LND(Gr(B)) a derivação induzida por D para

k = deg(l) + deg(h) − deg(x) − deg(z). Dado g ∈ B temos:

D1(gr(g)) =





gr(D(g)) se deg(D(g)) = deg(g) + k

0 se deg(D(g)) < deg(g) + k.

Da igualdade D(g) = hJac(l, g) iremos verificar que D1(gr(g)) = gr(h)Jac(gr(l), gr(g)).

Dado g ∈ B, temos que g = gr(g) + g1 onde g1 = 0 ou deg(g1) < deg(g), logo temos

gx = gr(g)x + (g1)x e gz = gr(g)z + (g1)z. Portanto se escrevermos l = gr(l) + l1 vamos ter

que Jac(l, g) = Jac(gr(l), gr(g)) + G, onde

G = gr(g)x(l1)z + (g1)xgr(l)z − (gr(g)x(l1)z + gr(l)z(g1)x + (g1)x(l1)z)

Observe que se Jac(gr(l), gr(g)) 6= 0, tem-se que deg(G) < deg(Jac(gr(l), gr(g))) e neste

caso temos que D1(gr(g)) = gr(h)Jac(gr(l), gr(g)). Agora se Jac(gr(l), gr(g)) = 0 tem-se

que hJac(l, g) ∈ Bn+k−1 onde n = deg(g), ou seja, D1(gr(g)) = 0. Logo

D1(gr(g)) = xa1zb1Jac(gr(l), gr(g)), ∀ g ∈ B.

Veja que como gr(l) = xuzvgr(y)m ∈ A = ker D1 e A é fatorialmente fechado obtem-

se que gr(y) = zd

f(x)
∈ A. Portanto f ′(x)gr(y)D1(x) = dzd−1D1(z), assim D1(x) = 0 se,

e somente se, D1(z) = 0. Mas como Gr(B) é gerado por x, z e gr(y) e D1 é não nula
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temos que D1(x) 6= 0 e D1(z) 6= 0. Logo u = 0 e v = 0 pois se um deles for não nulo

usando, de novo, o fato de que A é fatorialmente fechado e gr(l) ∈ A = ker D1 teŕıamos que

D1(x) = 0 e D1(z) = 0 o que seria um absurdo. Agora como gr(y) = zd

f(x)
, podemos escrever

gr(y)m−1xa1zb1 = xa1zb

f(x)(m−1) .

Portanto a derivação D1 fica com a seguinte fórmula:

D1(g) = m
xa1zb

f(x)(m−1)
Jac(gr(y), gr(g))

e se considerarmos a derivação localmente nilpotente D2 = 1
m

D1 vamos ter que:

D2(g) =
xa1zb

f(x)(m−1)
Jac(gr(y), gr(g)), com a1, b ∈ Z.

Agora usando o fato de D2 ser localmente nilpotente e fazendo degD2
(x) = p e

degD2
(z) = q tem-se que rp − dq = 0, pois D2(gr(y)) = 0 e gr(y) = zd

f(x)
.

Mas D2(x) = −dxa1zb zd−1

f(x)m e assim p − 1 = (a1 − mr)p + (b + d − 1)q.

Escrevendo a = a1 − (m − 1)r tem-se

p − 1 = (a − r)p + (b + d − 1)q e portanto 1 = (1 − a)p + (1 − b)q.

Seja ∆ = r(1 − b) + d(1 − a). Veja que

p∆ = pr(1 − b) + pd(1 − a) = dq(1 − b) + pd(1 − a) = d((1 − a)p + (1 − b)q) = d(1) = d,

logo p = d∆−1. De maneira análoga obtemos q = r∆−1. Portanto ∆ > 0 e divide r e d.

Agora observe que, pelo Lema 31, B é gerado como K-espaço vetorial pelo conjunto

K-linearmente independente {xizkyj | i, j, k ∈ N e 0 ≤ k ≤ d − 1} e assim

{xizkgr(y)j | i, j, k ∈ N e 0 ≤ k ≤ d − 1} = {xizk+jd/f(x)j | i, j, k ∈ N e 0 ≤ k ≤ d − 1}

é base do K-espaço vetorial Gr(B). Recorde que f(X) é um polinômio mônico em K[X] de

grau r. Logo f ′(x) = rxr−1 +w(x), onde w(X) é um polinômio em K[X] de grau menor que

r − 1. Portanto

D2(x) = −dxa1zb+d−1

f(x)m e D2(z) = −xa1zb+d−1f ′(x)
f(x)m+1 = −rxa1zb+dxr−1

f(x)m+1 − w(x)xa1zb+d

f(x)m+1 .
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Dessa forma para que D2(x) e D2(z) pertençam à Gr(B) (lembre que a = a1 − (m − 1)r) é

necessário que

(a1 − rm, b + d − 1) = (a − r, b + d − 1) = (βx − αxr, γx + αxd) e

(a1 + r − 1 − r(m + 1), b + d) = (a − 1 − r, b + d) = (βz − rαz, γz + αzd),

onde αx, αz, βx, βz, γx, γz ∈ N.

E a partir destas igualdades temos que:

a + (αx − 1)r = βx ≥ 0, b − 1 − (αx − 1)d = γx ≥ 0,

a − 1 + (αz − 1)r = βz ≥ 0, b − (αz − 1)d = γz ≥ 0,

E então tem-se:

b
d

> b−1
d

≥ αx − 1 ≥ −a
r

, b
d
≥ αz − 1 ≥ 1−a

r
> −a

r
.

Agora veja que αx − 1, αz − 1 ∈ [−a
r

, b
d
]. O tamanho deste intervalo é

b

d
+

a

r
=

rb + ad

rd

=
rb + ad + (r − r) + (d − d)

rd

=
r + d − r(1 − b) − d(1 − a)

rd

=
r + d − ∆

rd

<
r + d

rd
≤ 1

pois r > 1 e d > 1. Portanto αx − 1 = αz − 1 e dessa forma

b − 1

d
≥

1 − a

r
, ou seja, 0 ≥

1 − a

r
+

1 − b

d
=

∆

rd
.

Logo ∆ ≤ 0. Absurdo! Portanto temos que l ∈ K[x, z]. ♦
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Para concluir a prova do Teorema 34 temos:

Lema 39 l ∈ K[x].

Demonstração. Suponha que l ∈ K[x, z] \ K[x] e µ = 1, ν = N sendo N suficientemente

grande para que gr(y) = zd

f(x)
, gr(l) e gr(h) tenham o mesmo grau em z que l e h respec-

tivamente. Seja D1 a derivação localmente nilpotente, induzida por D, definida na prova

do lema anterior. Como vimos D1(gr(g)) = gr(h)Jac(gr(l), gr(g)). Da suposição de que

l 6∈ K[x] tem-se que gr(l) = αxizj com j > 0 e α ∈ K \ {0}. Logo z divide gr(l), e portanto

z ∈ ker D1 (Lembre que ker D1 é fatorialmente fechado em Gr(B)), mas f(x)gr(y) = zd

logo gr(y) e x também estão em ker D1 e assim podemos concluir que D1 = 0 o que é um

absurdo. Portanto l ∈ K[x].

♦

Agora estamos em condições de determinar um conjunto de geradores para o grupo dos

K-automorfismos do anel B = K[X,Y, Z]/(f(X)Y −ϕ(Z)), com ϕ(Z) ∈ K[Z] de grau d > 1.

Em [20] Makar-Limanov determinou tal conjunto quando f(X) = Xr, assim neste parágrafo

vamos supor K algebricamente fechado e que f(X) tem pelo menos uma raiz não nula. Na

caracterização de tais geradores vamos utilizar de maneira essencial que o AK invariante de

B é K[x].

Como estamos interessados nos K-automorfismos de B podemos supor sem perda de

generalidade que o coeficiente do termo de grau d − 1 do polinômio ϕ(Z) e o coeficiente do

termo de grau r−1 de f(X) são nulos (se necessário basta trocar Z por Z−a e X por X− b

para convenientes a, b ∈ K).

Lema 40 Seja g(X) um polinômio mônico de grau r ≥ 2 em K[X] com ao menos uma

raiz não nula e com coeficiente do termo de grau (r − 1) nulo. Sejam λ, β ∈ K e λ 6= 0.

Então: λrg(X) = g(λX + β) se e somente se β = 0, λ é uma s-ésima raiz da unidade e

g(X) = X ih(Xs) com h(X) em K[X] mônico.

Demonstração. Suponha que λrg(X) = g(λX + β). Fazendo a expansão de Taylor de g(X)

tem-se que:

g(X) =
g(r)(0)

r!
Xr +

g(r−1)(0)

(r − 1)!
Xr−1 + · · · + g′(0)X + g(0) (2.3)
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Derivando sucessivamente λrg(X) = g(λX + β) obtemos, por indução, que para todo

n ∈ N

λrg(n)(X) = λng(n)(λX + β). (2.4)

Agora calculando a derivada de ordem r − 1 na equação (2.3) obtemos

g(r−1)(X) = g(r)(0)X + g(r−1)(0). (2.5)

Logo

λg(r−1)(0) = g(r−1)(β) = g(r)(0)β + g(r−1)(0). (2.6)

Mas, por hipótese, g(r−1)(0) = 0 e g(r)(0) = 1, assim β = 0 e então λrg(X) = g(λX).

Vejamos agora que g(X) é da forma X ih(Xs). Como g(X) tem uma raiz não nula existem

t ∈ N e inteiros positivos 0 ≤ n0 < . . . < nt ≤ r − 2 tais que

g(X) = a0X
n0 + a1X

n1 + · · · + atX
nt + Xr

onde a0, a1, . . . , at ∈ K∗. Como λrg(X) = g(λX) temos que λrai = λniai e logo λr−ni = 1

para i = 0, 1, . . . , t e assim λ é uma raiz da unidade. Seja s a ordem de λ, logo s divide

mdc{r − n0, . . . , r − nt}. Tome n e i inteiros positivos tais que r = ns + i, 0 ≤ i < s. Como

λr = λi temos λig(X) = λrg(X) = g(λX) e logo λial = alλ
nl para l = 0, 1, . . . , t. Assim

λnl−i = 1 para l = 0, 1, . . . , t e portanto nl = sml + i para todo l em {1, . . . , t}. Logo

Xr +
t∑

l=0

alX
nl = Xsn+i +

t∑

l=0

aiX
sml+i = X i[Xsn +

r−2∑

l=0

alX
sml ].

Tome h(X) = Xn +
t∑

l=0

aiX
ml e temos que g(X) = X ih(Xs). ♦

Iniciamos o estudo dos K-automorfismos de B fixando um K-automorfismo T do anel B.

Segue do Lema 20 que T (K[x]) = K[x], pois K[x] é o ML invariante de B. Desse modo

T (x) = λx+β com λ, β ∈ K e λ 6= 0. Seja D = f(x) ∂
∂z

a derivação localmente nilpotente de

B, dada pelo Corolário 35, logo D2(z) = 0. Assim, pelo mesmo Corolário 35, para qualquer

derivação localmente nilpotente, ∂, de B temos ∂2(z) = 0. Portanto T−1∂2(T (z)) = 0 para
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qualquer ∂ ∈ LND(B) e deste modo ∂2(T (z)) = 0 para qualquer ∂ ∈ LND(B). Logo

∂(T (z)) ∈ K[x] para qualquer ∂ ∈ LND(B). Agora tome m suficientemente grande de

tal forma que h(x, z) = f(x)mT (z) ∈ K[x, z]. Assim, como D(x) = 0 , D(z) = f(x) e

D2(T (z)) = 0, temos

D(f(x)mT (z)) = D(h(x, z)) = D(z)hz(x, z) = f(x)hz(x, z) ∈ K[x] = Ker D.

Como K[x] é fatorialmente fechado temos que hz(x, z) ∈ K[x]. Assim h(x, z) = α1(x)z+b1(x)

com α1(x), b1(x) ∈ K[x]. Segue do Lema 31 junto com a igualdade h(x, z) = f(x)mT (z) que

T (z) = α2(x, y)z + b2(x, y), onde α2(x, y), b2(x, y) ∈ K[x, y]. Logo f(x)mα2(x, y) = α1(x)

e f(x)mb2(x, y) = b1(x) e utilizando de novo que K[x] é fatoriamente fechado em B tem-se

que α2(x, y) = α(x) ∈ K[x] e b2(x, y) = b(x) ∈ K[x]. Portanto T (z) = α(x)z + b(x) e

α(x) = α ∈ K \ {0}, pois T é invert́ıvel. Ou seja para todo automorfismo, T , de B existem

λ, α ∈ K \ {0}, β ∈ K e b(x) ∈ K[x] de tal forma que T (x) = λx + β e T (z) = αz + b(x).

Lema 41 Seja T um K-automorfismo de B. Então T (z) = αz + b(x), T (x) = λx onde

λ, α ∈ K∗, b(x) ∈ K[x], b(x) ≡ 0 (mod f(x)) e ϕ(αz) = αdϕ(z). Mais ainda f(x) = xih(xs)

e λs = 1.

Demonstração. Seja T um K-automorfismo de B e D = f(x)∂/∂z a derivação local-

mente nilpotente dada pelo corolário 35 . Sabemos pelas nossas observações anteriores que

T (x) = λx + β, T (z) = cz + b(x) onde λ, β, c ∈ K, λc 6= 0 e b(x) ∈ K[x]. Temos que TDT−1

também é uma derivação localmente nilpotente de B. Observe que

TDT−1(z) = TD(c−1z − c−1T−1(b(x)) = c−1T (f(x)) = c−1f(λx + β). (2.7)

Pelo corolário 35 f(x) divide D(z) para qualquer derivação localmente nilpotente de B.

Então pela equação 2.7 f(x) divide f(λx+β), i.e., δf(x) = f(λx+β) com δ ∈ K∗. Utilizando

a igualdade de polinômios conclúımos que δ = λr. Logo temos λrf(x) = f(λx+β) e portanto

pelo Lema 40 obtemos o resultado para T (x) e o polinômio f(x).

Aplicando T na igualdade f(x)y = ϕ(z) temos

λrf(x)T (y) = f(λx)T (y) = T (f(x))T (y) = T (ϕ(z)) = ϕ(cz + b(x)). (2.8)
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Veja que ϕ(cz + b(x)) = cdϕ(z) + ν(x, z) onde ν(x, z) ∈ K[x, z] e degz(ν) ≤ d − 1. Da

equação (2.8) temos que λrT (y) = f(x)−1(cdϕ(z) + ν(x, z)) = cdy + ν(x, z)f(x)−1, as-

sim ν(x, z)f(x)−1 ∈ K[x, y, z] e portanto ν(x, z) ≡ 0 (mod f(x)). Agora observe que

0 ≡f(x) ν(x, z) = ϕ(cz+b(x))−cdϕ(z) = cd−1zd−1b(x)+σ onde σ ∈ K[x, z] e degz(σ) < d−1

(lembre que o coeficiente do termo de grau (d-1) do polinômio ϕ é nulo). Logo conclúımos

que b(x) ≡ 0 (mod f(x)), Lema 31. Segue da igualdade ν(x, z) = ϕ(cz + b(x)) − cdϕ(z) que

ϕ(cz + b(x)) ≡ ϕ(cz) (mod f(x)) e a partir da equivalência b(x) ≡ 0 (mod f(x)) obtemos

ϕ(cz) ≡ cdϕ(z) (mod f(x)), que só é posśıvel quando ϕ(cz) − cdϕ(z) = 0. ♦

Teorema 42 O grupo AutK(B) é gerado pelos seguintes automorfismos.

i) Se f(X) = Xjh(Xs) com h(X) tendo raiz não nula então T (x) = λx onde λs = 1,

T (y) = λjy e T (z) = z.

ii) H(x) = x, H(y) = y + [ϕ(z + h(x)f(x)) − ϕ(z)]f(x)−1 e H(z) = z + h(x)f(x) onde

h(x) ∈ K[x].

iii) Se ϕ(z) = zd então R(x) = x, R(y) = λdy e R(z) = λz.

iv) Se ϕ(z) = ziφ(zm) então S(x) = x, S(y) = µiy e S(z) = µz onde µm = 1.

Demonstração. É fácil verificar que estas aplicações são automorfismos de B. Segue do Lema

41 que todo automorfismo é a composição de um automorfismo V , definido por V (x) = λx

e V (z) = z, um automorfismo L dado por L(x) = x, L(z) = αz e o automorfismo H.

Os automorfismos dos itens iii) e iv) descrevem os polinômios ϕ(z) para os quais temos

ϕ(αz) = αdϕ(z) quando α 6= 1. Os automorfismos dos itens i) e ii) descrevem as formas

posśıveis do automorfismo V quando λ 6= 1. ♦

Observação 43 Para o caso particular em que f(x) é do tipo f(x) = xih(x), com

h(x) = Xr−i +
t∑

l=0

alX
ml ,

onde al ∈ K∗, para 0 ≤ l ≤ t , 0 = m0 < m1 < · · · < mt < r − i e

mdc{r − i,m1, · · · ,mt} = 1 tem-se que todo K-automorfismo de B é K[X]-automorfismo.
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Mais ainda neste caso se tomarmos ϕ(z) = zd + bd−2(x)zd−2 + · · · + b0(x) ∈ K[x, z] vamos

ter que o grupo de automorfismos de B podem ser gerados pelos automorfismos descritos nos

itens ii), iii) e iv) do teorema anterior.

Vamos encerrar essa seção com um exemplo sobre esses automorfismos.

Exemplo 44 Seja B = C[x, y, z] onde os geradores satisfazem a relação f(x)y = ϕ(z),

sendo ϕ(Z) = Z3 + Z + 1 ∈ C[X], f(X) = X2h(X4) ∈ C[Z] e h(X) = X5 + 2X4 + X2 − 2.

Então o Teorema 42 afirma que a aplicação H definido por

H(x) = x, H(z) = z + (x2 + 1)f(x) = x24 + x22 + 2x20 + 2x18 + x12 + x10 − 2x4 − 2x2,

H(y) = y + [ϕ(z + (x2 + 1)f(x)) − ϕ(z)]f(x)−1 = y + (1 + x2)(1 + 4x4 + 8x6 + 4x8 − 4x12 −

8x14 − 4x16 − 7x20 − 14x22 − 11x24 − 8x26 + 8x30 + 6x32 + 4x34 + 6x36 + 8x38 + 8x40 + 8x42 +

5x44 + 2x46 + x48 − 6x2z − 6x4z + 3x10z + 3x12z + 6x18z + 6x20z + 3x22z + 3x24z + 3z2), é um

automorfismo de B. ♦

2.3 O anel K[X1, . . . , Xn+1, Z]/(X1 · · ·Xn+1 − ϕ(Z))

Nesta seção C é o anel quociente definido por

K[X1, . . . , Xn+1, Z]/(X1 · · ·Xn+1 − ϕ(Z)),

onde ϕ(Z) pertence ao anel polinomial K[Z], degZ(ϕ) ≥ 2 e n ≥ 1.

No artigo [5] D. Daigle estuda as derivações localmente nilpotentes do anel C quando

n = 1. Nesse artigo D. Daigle mostra que C é um dóminio normal, que C é DFU se, e

somente se, ϕ é irredut́ıvel em K[Z], exibe derivações em C que são localmente nilpotentes e

irredutivéis, além disso caracteriza os núcleos dessas derivações. Nesta seção generalizamos

o anel estudado por D. Daigle, C, e obtemos resultados similares.

O próximo Lema, apesar de simples, será muito útil nos resultados a seguir.

Lema 45 Seja C = K[x1, . . . , xn+1, z] onde x1 · · · xn+1 = ϕ(z) e r = degZ(ϕ). Então

para cada b ∈ C existe um único G ∈ K[X1, . . . Xn+1, Z] = K [n+2] tal que degZ(G) < r e

b = g(x1, . . . , xn+1, z).
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Demonstração. Segue do algoritmo da divisão. Considere X1 · · ·Xn+1−ϕ(Z) como polinômio

na variável Z e com coeficientes em K[X1, . . . , Xn+1]. ♦

Teorema 46 O anel C é um domı́nio normal.

Demonstração. Vamos mostrar por indução sobre n. O caso n = 0 foi mostrado por Daigle

em [5]. Assim para n > 0 basta mostrar que C = K(x1)[x2 . . . , xn+1, z]∩K(x2)[x1 . . . , xn+1, z].

É claro que

C ⊂ K(x1)[x2 . . . , xn+1, z] ∩ K(x2)[x1 . . . , xn+1, z].

Vejamos que K(x1)[x2 . . . , xn+1, z] ∩ K(x2)[x1 . . . , xn+1, z] ⊂ C. De fato:

seja α ∈ K(x1)[x2 . . . , xn+1, z]∩K(x2)[x1 . . . , xn+1, z], então α = F (x1, x2 . . . , xn+1, z)/f(x1)

e também α = G(x1, x2 . . . , xn+1, z)/g(x2), onde f(X1) ∈ K[X1], g(X2) ∈ K[X2] e

F (X1, X2 . . . , Xn+1, Z), G(X1, X2 . . . , Xn+1, Z) ∈ K[X1, . . . Xn+1, Z]. Pelo Lema 45 pode-

mos supor que F, G satisfazem degz(F ) < r = degz(ϕ) e degz(G) < r. Já a unicidade do

Lema 45 junto com a igualdade g(x2)F (x1, x2 . . . , xn+1, z) = f(x1)G(x1, x2 . . . , xn+1, z) nós

fornece a seguinte igualdade g(X2)F (X1, X2 . . . , Xn+1, Z) = f(X1)G(X1, X2 . . . , Xn+1, Z)

no anel polinomial K[X1, . . . Xn+1, Z]. Logo f divide F em K[X1, . . . Xn+1, Z] e assim

α = F (x1, x2 . . . , xn+1, z)/f(x1) ∈ C. ♦

Lema 47 K(x1, . . . , xn) ∩ C = K[x1, . . . , xn]

Demonstração. Seja 0 6= b ∈ C ∩ K(x1, . . . , xn). Do fato de b ∈ C nós temos pelo

Lema 45 que b =
r−1∑

i=0

aiz
i, onde ai ∈ K[x1, . . . , xn+1] para i = 1, . . . , r − 1. Visto que

b ∈ K(x1, . . . , xn) podemos encontrar a ∈ K[x1, . . . , xn] satisfazendo ab ∈ K[x1, . . . , xn].

Desse modo
r−1∑

i=0

(aai)z
i = ab ∈ K[x1, . . . , xn]. Portanto ai = 0 para todo i > 0. Logo b = a0.

E assim b ∈ K[x1, . . . , xn+1] ∩ K[x1, . . . , xn] = K[x1, . . . , xn]. Donde segue o resultado. ♦

Lema 48 O anel K[x1, . . . , xn] é fatorialmente fechado em C. Em particular C∗ = K∗.

Demonstração. Sejam a, b ∈ C tais que ab ∈ K[x1, . . . , xn] \ {0}, então a, b são unidades em

S−1C = K(x1, . . . , xn)[1], onde S = K[x1, . . . , xn] \ {0}. Assim a, b ∈ K(x1, . . . , xn)∩C e do

Lema 47 segue que a, b ∈ K[x1, . . . , xn]. Portanto K[x1, . . . , xn] é fatorialmente fechado em

C. Disto temos que C∗ = K[x1, . . . , xn]∗ = K∗. ♦
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Observação 49 Uma consequência direta desse Lema é o fato de cada xi, para 1 ≤ i ≤ n,

ser irredut́ıvel em C. De fato: cada xi é irredut́ıvel em K[x1, . . . , xn] que é fatorialmente

fechado em C. Portanto cada xi é um elemento irredut́ıvel de C.

Considere D a derivação de C dada por D(x1) = · · · = D(xn) = 0, D(xn+1) = ϕ′(z)

e D(z) = x1 · · ·xn. É facil observar que D é uma derivação localmente nilpotente em C.

Agora veja que K ≤ K[x1, . . . , xn] ≤ ker D. Considerando o grau de transcendência sobre K,

nesta desigualdade, obtemos que ker D é algébrico sobre K[x1, . . . , xn] e como K[x1, . . . , xn]

é algebricamente fechado em C, pelo Lema 48, obtemos que K[x1, . . . , xn] = kerD.

Teorema 50 Seja D ∈ LND(C) dada acima. Temos que ker D = K[x1, . . . , xn],

LNDK[x1,...,xn](C) = {hD | h ∈ K[x1, . . . , xn]} e D é irredut́ıvel.

Demonstração. Seja 0 6= D1 ∈ LNDK[x1,...,xn](C) note que ker D1 = K[x1, . . . , xn]. Como

D(z) ∈ K[x1, . . . , xn] \ {0} segue do item d) do Lema 11 que D1(z) ∈ K[x1, . . . , xn] \ {0} e

D(z)D1 = D1(z)D. Assim temos

x1 · · ·xnD1 = D1(z)D (2.9)

Pelo Lema 45 temos D1(xn+1) =
r−1∑

i=0

aiz
i, onde ai ∈ K[x1, . . . , xn+1], dessa forma temos

r−1∑

i=0

x1 · · · xnaiz
i = x1 · · · xnD1(xn+1) = D1(z)D(xn+1) = D1(z)ϕ′(z). (2.10)

Como D1(z) ∈ K[x1, . . . , xn]\{0}, segue do Lema 45 junto com a equação 2.10 que para todo

i ∈ {0, . . . r − 1} nós temos x1 · · ·xnai = λiD1(z), onde λi ∈ K são definidos pelo polinômio

ϕ′(Z) =
r−1∑

i=0

λiZ
i. Portanto

D1(z) ∈ K[x1, . . . , xn] ∩ x1 · · · xnK[x1, . . . , xn+1] = x1 · · · xnK[x1, . . . , xn],

isto é, D1(z) = x1 · · · xnh para algum h ∈ K[x1, . . . , xn]. Substituindo D1(z) = x1 · · · xnh na

equação 2.9 nós obtemos que D1 = hD.

Agora vejamos que D é irredut́ıvel. Pelo Lema 16 temos que D = hD0 para algum

h ∈ K[x1, . . . , xn] e D0 ∈ LNDK[x1,...,xn](C) irredut́ıvel. Pelo que já demonstramos D0 = h0D
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para algum h0 ∈ K[x1, . . . , xn], assim temos D = hh0D e portanto h, h0 ∈ K∗. Donde segue

que D é irredut́ıvel. ♦

Para cada 1 ≤ i ≤ n + 1 seja Di a derivação do anel C definida por Di(xi) = ϕ′(z),

Di(z) = x1 · · · xi−1xi+1 · · · xn+1 e Di(xk) = 0 quando i 6= k. Veja que Dn+1 = D e que

trocando Di por D no teorema anterior temos um resultado análogo para cada Di.

Uma consequência desta observação é o seguinte resultado

Teorema 51 O invariante ML(C) é igual a K.

Demonstração. Veja que K ⊂ ML(C) ⊂ ker D1 ∩ · · · ∩ ker Dn+1 = K. ♦

Teorema 52 Seja C = K[x1, . . . , xn+1, z] e I = K[z] ∩ xn+1C ideal de K[z]. Temos que

x1 · · · xn+1 é um gerador de I.

Demonstração. Lembre que C = K[x1, . . . , xn+1, z], onde x1 · · ·xn+1 = ϕ(z) em C com

ϕ(Z) ∈ K[Z] \ K. Seja d = degZϕ e b ∈ I, então b = g(z) para algum g ∈ K[Z].

Pelo algoritmo da divisão existem únicos q, p ∈ K[Z] tais que g = qϕ + p, em K[Z], com

degZ(p) < d. Assim temos

p(z) = g(z) − q(z)ϕ(z) = b − q(z)x1 · · · xn+1 ∈ xn+1C. (2.11)

Logo p(z) = xn+1F (x1, . . . , xn+1, z), para algum F ∈ K[X1, . . . , Xn+1, Z] com degZ(F ) < n.

Então p = Xn+1F , pelo Lema 45, e logo Xn+1 divide p em K[X1, . . . , Xn+1, Z] e portanto

p = 0. Segue da equação 2.11 que b = q(z)x1 · · · xn+1 ∈ x1 · · · xn+1K[z]. ♦

Definição 53 Um sistema de coordenadas em C é uma (n + 2)-upla (x1, . . . , xn+1, z) ∈ Cn

satisfazendo C = K[x1, . . . , xn+1, z] e x1 · · · xn+1 ∈ K[z] \ K.

Teorema 54 Sejam (x1, . . . , xn+1, z) e (y1, . . . , yn+1, w) sistemas de coordenadas do anel C.

Se K[x1, . . . , xn] = K[y1, . . . , yn] e K[z] = K[w] então K[xn+1] = K[yn+1].

Demonstração. Sendo (y1, . . . , yn+1, w) um sistema de coordenadas de C e K[z] = K[w]

segue que (y1, . . . , yn+1, z) é um sistema de coordenadas de C. Considere D1, D2 ∈ LND(C)

tais que D1(z) = x1 · · · xn e D2(z) = y1 · · · yn e ker D1 = K[x1, . . . , xn] = kerD2. Como
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D2 é irredut́ıvel e LNDK[x1,...,xn](C) = {hD1 | h ∈ K[x1, . . . , xn]} temos que D2 = λD1

para algum λ ∈ K∗. Portanto y1 · · · yn = D2(z) = λD1(z) = λx1 · · · xn. Pela Observação

49 para cada 1 ≤ i ≤ n temos xi = λjyj para um 1 ≤ j ≤ n com λj ∈ K∗. Dessa forma

(xσ(1), . . . , xσ(n), yn+1, z) é um sistema de coordenadas de C, onde σ é uma permutação do

conjunto {1, . . . , n}. Pelo Teorema 52 temos que o ideal I = K[z]∩ xn+1C de K[z] é gerado

por xσ(1) · · · , xσ(n)yn+1 e por x1 · · ·xn+1. Portanto xσ(1) · · · , xσ(n)yn+1 = αx1 · · · xn+1 para

algum α ∈ K∗, donde yn+1 = αxn+1 e assim K[xn+1] = K[yn+1]. ♦

O próximo lema é uma ferramenta muito conhecida e útil para verificar se certos domı́nios

são domı́nos de fatoração única.

Lema 55 (Nagata) Seja R um domı́nio noetheriano. Se p é um elemento primo de R e

R[1/p] é DFU então R também é DFU .

Demonstração. Veja o artigo [23]. ♦

A seguir temos um lema técnico visando o próximo resultado.

Lema 56 Sejam p1, . . . , pn primos, dois a dois, distintos e não associados em um domı́nio

integral R . Então pn é primo em R[1/p1 · · · p(n−1)].

Demonstração. Vamos considera somente o caso n = 2, para n ≥ 3 o procedimento é

análogo. Considere p e q elementos primos e não associados em R. Vejamos se p é realmente

primo em Rq. Sejam qna e qmb em Rq tal que p divide (qna)(qmb), i.e., pqkc = (qna)(qmb).

Multiplicando esta igualdade por q−k temos que pc = (qn+m−kab), donde p divide a ou b.

♦

Teorema 57 C é DFU se, e somente se, ϕ é irredut́ıvel em K[Z].

Demonstração. Segue da Observação 49 que cada xi é um elemento irredut́ıvel de C. Agora

veja que
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C

xiC
=

K[X1, . . . , Xn+1, Z]

(Xi, ϕ − X1 · · ·Xn+1)

=
K[X1, . . . , Xn+1, Z]

(Xi, ϕ)

=
K[X1, . . . , Xi−1, Xi−1, . . . , Xn+1, Z]

(ϕ)

= (
K[Z]

(ϕ)
)[n]

assim cada xi é primo em C se, e somente se, ϕ é primo em K[Z]. Em particular se C é

DFU então x1 é primo em C e então ϕ é primo em K[Z].

Agora se ϕ é primo em K[Z] entãoo xi é primo em C para cada 1 ≤ i ≤ n e como

C[1/x1 · · · xn] = K[x1,
1

x1

, . . . , xn,
1

xn

, xn+1, z]

= K[x1,
1

x1

, . . . , xn,
1

xn

, z]

= K[x1,
1

x1

, . . . , xn,
1

xn

][1],

nós temos que C[1/x1 · · · xn] é DFU . Agora pelo Lema 56 xn é primo em C[1/x1 · · ·x(n−1)]

e pelo Lema 55 C[1/x1 · · · x(n−1)] é DFU e continuando este procedimento temos que C é

DFU . ♦
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CAPÍTULO 3

O anel Bm
n

Já sabemos que as derivações localmente nilpotentes de um anel são amplamente utilizadas

em diversos problemas (veja [2], [7]). Contudo caracterizar o conjunto das derivações local-

mente nilpotentes de um determinado anel já é uma questão relevante (veja [6], [27], [31]) e

tem-se mostrado uma árdua tarefa.

Em alguns casos temos uma resposta positiva a este problema, por exemplo quando A é

um domı́nio é fácil verificar que as A-derivações localmente nilpotentes do anel polinomial

A[t] são da forma a ∂
∂t

onde a ∈ A. Se K é um corpo de caracteŕıstica zero R. Rentschler

mostrou no artigo [27] que as derivações localmente nilpotentes do anel polinomial em duas

variáveis sobre K, K[X, Y ], são da forma f ∂
∂y

onde f ∈ K[X]. Até o presente momento

não é conhecida uma caracterização das derivações localmente nilpotentes do anel polinomial

em três variáveis sobre K. Neste caso existe um resultado parcial obtido por D. Daigle no

artigo [6].

Neste caṕıtulo estudamos as derivações localmente nilpotentes do anel

Bm
n =

C[X1, . . . , Xn]

(Xm
1 + · · · + Xm

n )
(3.1)

onde, n ≥ 3 e m ≥ 2. Na literatura este anel é conhecido como Anel Generalizado de

Fermat. Neste texto vamos nós referir ao anel Bm
n como anel de Fermat. Observe que o anel
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de Fermat, Bm
n , é isomorfo ao domı́nio finitamente gerado C[x1, . . . , xn] onde os geradores

satisfazem a relação xm
1 + · · · + xm

n = 0.

No artigo [10], Lema 2.7, foi provado que quando m ≥ n2 − 2n o conjunto das derivações

localmente nilpotentes do domı́nio Bm
n se resume a derivação nula, ou seja, Bm

n é um domı́nio

ŕıgido . Assim naturalmente surgiu a seguinte questão: O que ocorre nos outros casos?

Aqui mostramos que a resposta, a esta indagação, é negativa no caso em que m = 2, ou

seja, o anel de Fermat B2
n não é um domı́nio ŕıgido, ou melhor, existem derivações localmente

nilpotentes não nulas em B2
n (Exemplos 70, 71). No caso em que m > 2 mostramos que a

única derivação triangular do anel Bm
n é a nula. Contudo ainda não sabemos se o anel de

Fermat Bm
n é um domı́nio ŕıgido para todo m > 2 e n ≥ 3.

Na primeira seção determinamos um conjunto de geradores pro Bm
n -módulo Der(Bm

n ),

Teorema 59. A segunda seção é dedicada ao estudo das derivações localmente nilpotentes do

anel de Fermat Bm
n , LND(Bm

n ). Onde mostramos que a única derivação triangular do anel

Bm
n é a nula (Teorema 62).

A Terceira é dedicada ao estudo do caso particular m = 2, ou seja, as derivações lo-

calmente nilpotentes do anel de Fermat B2
n, LND(B2

n). Nesse caso encontramos exemplos

(veja Exemplos 70, 71) de derivações localmente nilpotentes e irredut́ıveis. Além disso con-

seguimos determinar os núcleos destas derivações (Lema 74) e calcular o seu ML invariante

(Teorema 79).

3.1 Geradores do módulo Der(Bm
n )

Esta seção tem como base o exemplo c) da sétima seção do artigo [17] de J. Lipman. O

principal resultado é a obtenção de um conjunto de geradores pro Bm
n -módulo Der(Bm

n ),

Teorema 59.

Vamos recordar algumas notações: o anel polinomial em n variáveis C[X1, . . . , Xn] é

denotado por C[n]. Vamos indicar as derivadas parciais, ∂(H)
∂Xi

, de um polinômio H em C[n],

por HXi
. Por exemplo, se F = Xm

1 + · · · + Xm
n então FXi

= mXm−1
i .

A derivação E do anel polinômial C[X1, . . . , Xn] definida por E = X1
∂

∂X1
+ · · ·+Xn

∂
∂Xn

é

dita derivação de Euler . Dado um polinômio H em C[n] definimos as derivações

Dij = HXj

∂
∂Xi

−HXi

∂
∂Xj

do anel C[n], para todo i, j em {1, . . . , n}. Observe que as derivações
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Dij dependem do polinômio H. Veja que para i < j temos

Dij(Xk) =






HXj
se k = i

−HXi
se k = j

0, se k 6= {i, j}.

Sendo F = Xm
1 + · · · + Xm

n é fácil ver que E(F ) = mF . Assim a derivação de Euler

induz uma derivação em Bn
n que denotamos por ε.

O próximo lema, que será muito útil, foi obtido utilizando os mesmos argumentos de um

resultado de O. Zariski, apresentado por J. Lipman em 1965 no artigo [17].

Lema 58 Seja F um polinômio em C[X1, . . . , Xn] tal que {FXn
, . . . , FX1} é uma sequência

regular. Se existe uma derivação ∂ de C[X1, . . . , Xn] tal que ∂(F ) = αF , para algum α em

C∗, então o C[X1, . . . , Xn]-módulo

M := {D ∈ Der(C[X1, . . . , Xn]) | D(F ) ⊂ (F )}

é gerado pelas derivações Dij (em relação a F ) com i < j e a derivação ∂.

Demonstração. Seja D uma derivação do anel polinomial C[X1, . . . , Xn] tal que D(F ) = HF ,

onde H ∈ C[X1, . . . , Xn]. Como ∂(F ) = αF , com α em C∗, segue que (D − H
α
∂)(F ) = 0.

Assim basta determinarmos um conjunto de geradores para as derivações do módulo M que

satisfazem D(F ) = 0 e estes geradores junto com a derivação ∂ irão formar um conjunto de

geradores para M .

Visto que toda derivação D do anel C[X1, . . . , Xn] pode ser expressa como

D = G1
∂

∂X1

+ · · · + Gn

∂

∂Xn

onde G1, . . . , Gn ∈ C[X1, . . . , Xn] e são únicos, então toda derivação D do anel C[X1, . . . , Xn]

pode ser identificada com um único vetor (G1, . . . , Gn) em C[X1, . . . , Xn]n. Assim estamos

interessados nas derivações (G1, . . . , Gn) de M que satisfazem

G1
∂(F )

∂X1

+ · · · + Gn

∂(F )

∂Xn

= D(F ) = 0.

Tome (G1, . . . , Gn) um vetor do módulo M que satisfaça
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G1FX1 + G2FX2 + · · · + GnFXn
= 0. (3.2)

Como {FXn
, . . . , FX1} é uma sequência regular (FX2 , . . . , FXn

) : (FX1) = (FX2 , . . . , FXn
),

assim a igualdade (3.2) implica que

G1 = H12FX2 + · · · + H1nFXn
.

Subtraindo do vetor (G1, . . . , Gn) o vetor

H12(FX2 ,−FX1 , 0, . . . , 0) + · · ·+

H1p(FXp
, 0, . . . , 0,

p−posição︷ ︸︸ ︷
−FX1 , 0, . . . , 0) + · · · + H1n(FXn

, 0, . . . , 0,−FX1),

que está em M , podemos supor que G1 = 0. Visto que

(FX3 , . . . , FXn
) : (FX2) = (FX3 , . . . , FXn

),

a igualdade (3.2) implica que

G2 = H23FX3 + · · · + H2nFXn

Agora subtraindo do vetor (0, G2, . . . , Gn) o vetor

H23(0, FX3 ,−FX2 , 0, . . . , 0) + · · ·+

H2p(0, FXp
, 0, . . . , 0,

p−posição︷ ︸︸ ︷
−FX2 , 0 . . . , 0) + · · · + H2n(0, FXn

, 0, . . . , 0,−FX2),

que está em M , podemos supor que G2 = 0. Supondo G1 = G2 = · · · = Gq−1 = 0 para

1 ≤ q ≤ n − 3. Como (FXq
, . . . , FXn

) : (FXq−1) = (FXq
, . . . , FXn

) a igualdade (3.2) implica

que

Gq = Hq(q+1)FXq+1 + · · · + HqnFXn
.

E subtraindo do vetor (0, . . . , 0, Gq, . . . , Gn) o vetor

Hq(q+1)(0, . . . , 0,

q−posição︷ ︸︸ ︷
FXq+1 ,−FXq

, 0, . . . , 0) + · · ·+

Hqp(0, . . . , 0,

q−posição︷︸︸︷
FXp

, 0, . . . , 0,

p−posição︷ ︸︸ ︷
−FXq

, 0, . . . , 0) + · · ·+

Hqn(0, . . . , 0,

q−posição︷︸︸︷
FXn

, 0, . . . , 0,−FXq
),
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que está em M , podemos supor Gq = 0. Desse modo podemos supor, sem perda de genera-

lidade, que G1 = · · · = Gn−2 = 0 na equação (3.2). Visto que (FXn
) : (FXn−1) = (FXn

), a

igualdade (3.2) implica que Gn−1 = LFXn
e Gn = −LFXn−1 . Assim

(0, . . . , 0, Gn−1, Gn) = L(0, . . . , 0, FXn
,−FXn−1).

Portanto a derivação D pode ser reescrita como uma combinação linear das derivações

Fpq = (0, . . . , 0

q−posição︷ ︸︸ ︷
, FXp

, 0, . . . , 0,

p−posição︷ ︸︸ ︷
−FXq

, 0, . . . , 0), onde p < q, com coeficientes em C[n]. Pelo

exposto acima temos que os vetores Fpq junto com o vetor (X1, . . . , Xn) geram o módulo M .

Mas estes vetores são justamente as derivações ∂ e Dij com i < j. ♦

Deste ponto sempre que nós referirmos as derivações Dij será em relação ao polinômio

Xm
1 + · · · + Xm

n e também só consideramos i < j, ou seja,

Dij(Xk) =






mXm−1
j se k = i

−mXm−1
i se k = j

0, se k 6= {i, j}.

As derivações de Bm
n induzidas por

Dij

m
, i < j serão denotadas por dij ,ie,

dij = xm−1
j

∂
∂xi

− xm−1
i

∂
∂xj

Teorema 59 As derivações dij, com i < j, e a induzida da derivação de Euler, ε, geram o

Bm
n -módulo Der(Bm

n ).

Demonstração. Seja I o ideal (Xm
1 + · · · + Xm

n )). Lembre que d ∈ Der(Bm
n ) se, e somente

se, existe D ∈ Der(C[n]) tal que D(I) ⊂ I. Além disso d(f + I) = D(f) + I. Agora veja que

E(Xm
1 + · · ·+Xm

n ) = m(Xm
1 + · · ·+Xm

n ) e que {Xm−1
1 , · · · , Xm−1

n } é uma sequência regular.

Portanto o resultado segue do Lema 58. ♦

Chamamos a atenção do leitor para um detalhe na prova do Teorema anterior. Veja que

para aplicarmos o Lema 58 foi preciso encontrar uma derivação D satisfazendo D(F ) = αF ,

para algum α ∈ C, que no caso do anel de Fermat foi a derivação de Euler, visto que

E(F ) = deg(f)F para qualquer polinômio homogêneo. Logo se F é um polinômio homogêneo

em C[X1, . . . , Xn] e {FXn
, . . . , FX1} é uma sequência regular sempre vamos poder utilizar a

derivação de Euler para aplicar o Lema 58.
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A partir desta observação o leitor poder ser induzido a pensar que enunciamos o Lema

58 com uma generalidade desnecessária. Contudo não foi este o caso. O resultado a seguir

é bem instrutivo nesta questão, pois mostra uma aplicação do Lema 58 quando o polinômio

F não é homogêneo. Antes do resultado, propriamente dito, fixemos algumas notações.

Considere B o anel C[X,Y,Z]
(f(X)Y −Zm)

onde m ≥ 2 e degX(f) ≥ 2, além disso vamos supor que f(X)

e sua derivada ordinária, f
′
(X), não tenham ráızes em comum. Vamos identificar B com o

anel C[x, y, z] onde f(x)y = zm. Vejamos agora como podemos encontrar um conjunto de

geradores para o B-módulo Der(B).

Teorema 60 As derivações

dxy = f(x) ∂
∂x

− f ′(x)y ∂
∂y

, dxz = −mzm−1 ∂
∂x

− f ′(x)y ∂
∂z

dyz = −mzm−1 ∂
∂y

− f(x) ∂
∂z

, d = y ∂
∂y

+ z
m

∂
∂z

geram o B-módulo Der(B).

Demonstração. É análoga a prova do Teorema 59. Observe que sendo P = f(X)Y − Zm a

derivação D, definida por, D = Y ∂
∂Y

+ Z
m

∂
∂Z

satisfaz D(P ) = P . Agora note que a sequência

{PZ , PY , PX} = {−mZm−1, f(X), f ′(X)Y } é regular e aplique o Lema 58. ♦

3.2 Sobre LND(Bm
n )

Nesta seção estudamos o conjunto LND(Bm
n ), ou seja, as derivações localmente nilpotentes

do anel Bm
n quando n ≥ 3 e m ≥ 2. O seguinte lema vai nós auxiliar neste estudo.

Lema 61 Seja h em Bm
n . Então para cada k ∈ {1, . . . , n} existe único G ∈ C[X1, . . . , Xn]

satisfazendo h = G(x1, . . . , xn) e degXk
(G) < m.

Demonstração. Lembre que o anel de Fermat, Bm
n , é definido pelo anel anel quociente

C[X1, . . . , Xn]/(Xm
1 + · · · + Xm

n ). Considere T = Xm
1 + · · · + Xm

n como um polinômio na

variável Xk e coeficientes em C[X1, . . . , X̂k, . . . , Xn]. Desse modo o coeficente lider de T

pertence a C∗ = C[X1, . . . , X̂k, . . . , Xn]∗. O algoritmo da divisão afirma que para cada

F ∈ C[n] existe um único par (Q,G) de polinômios em C[n] satisfazendo F = TQ + G e

degXk
(G) < n. O resultado segue desta observação. ♦

47



Dado uma derivação D em Bm
n temos que D satisfaz D(xm

1 + · · ·+ xm
n ) = 0 e pelo Lema

61 fixado Xk, k ∈ {1, . . . , n}, existem únicos Gj ∈ C[X1, . . . , Xn] com degXk
(G) < m tais

que D(xj) = Gj(x1, . . . , xn). Assim convencionamos que toda derivação do anel Bm
n satisfaz

o Lema 61 e D(xm
1 + · · · + xm

n ) = 0.

Seja D ∈ Der(Bm
n ). Se D(xk) ∈ C[x1, . . . , xk−1] para todo k ∈ {2, . . . , n} e D(x1) ∈ C

dizemos que D é triangular.

Teorema 62 Se D ∈ Der(Bm
n ) é triangular, então D é identicamente nula.

Demonstração. Aplicando D na igualdade xm
1 + · · · + xm

n = 0 obtemos

xm−1
1 D(x1) + · · · + xm−1

n D(xn) = 0

e isto significa que no anel polinomial temos

Xm−1
1 D(X1) + · · · + Xm−1

n D(Xn) = G • (Xm
1 + · · · , Xm

n ), (3.3)

para algum G ∈ C[X1, . . . , Xn]. Segue do Lema 61 e do fato de D ser triangular que

D(Xi) ∈ C[X1, . . . , Xi−1] para todo i ∈ {2, . . . , n} e D(X1) ∈ C.

Suponha que G 6= 0. Então o grau, em relação a variável Xn, do lado esquerdo da

igualdade (3.3) é m− 1 e no lado direito é m + degXn
(G), que é um absurdo. Logo devemos

ter G = 0. Substitúındo G = 0 em (3.3), temos

Xm−1
1 D(X1) + · · · + Xm−1

n D(Xn) = 0. (3.4)

De (3.4) temos D(Xn) = 0, logo Xm−1
1 D(X1) + · · · + Xm−1

n−1 D(Xn−1) = 0. Desta igualdade

temos D(Xn−1) = 0, logo Xm−1
1 D(X1) + · · · + Xm−1

n−2 D(Xn−2) = 0. De forma análoga temos

D(X1) = · · · = D(Xn−2) = 0. Portanto D é nula. ♦

Seja D ∈ Der(Bm
n ). Se D(xk) = αkx

k1
1 · · · xkn

n onde αk ∈ C, para todo k ∈ {1, . . . , n},

dizemos que D é monomial.

Corolário 63 Seja D ∈ LND(Bm
n ). Se D é monomial, então D é identicamente nula.

Demonstração. Vamos mostrar que neste caso D é triangular e o resultado seguirá do

Teorema 62. Suponha que para algum k ∈ {1, . . . , n} nós temos Dxk 6= 0. Como D é
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monomial Dxk = αkx
m1
1 · · · xmn

n onde αk ∈ C e mj ≥ 0. Visto que D é localmente nilpotente

e escrevendo νD(xi) := degD(xi) nós podemos supor, sem perda de generalidade, que

νD(x1) ≤ νD(x2) ≤ · · · ≤ νD(xk) ≤ · · · ≤ νD(xn).

Assim

νD(xk) − 1 = m1νD(x1) + m2νD(x2) + · · · + mkνD(xk) + · · · + mnνD(xn).

Contudo esta igualdade só é posśıvel quando mn = mn−1 = · · · = mk = 0. Donde segue que

D é triangular. ♦

Concluimos este parágrafo com o seguinte resultado:

Teorema 64 As derivações dij e ε do anel Bm
n não são localmente nilpotentes.

Demonstração. Basta observar que as derivações dij e ε são monomiais . ♦

3.3 O caso B2
n

Relembramos que B2
n é o anel C[x1, . . . , xn] onde x2

1 + · · ·+x2
n = 0 e n ≥ 3. Neste caso temos

exemplos de irredut́ıveis que são localmente nilpotentes, determinamos o ML invariante e

conhecemos o conjunto LNDA(B2
n) para certos subanéis A de B2

n.

Primeiro observe que B2
n =

B2
n+1

(xn+1)
. Assim podemos nós restringir ao estudo das derivações

localmente nilpotentes tais que Dxi 6= 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}.

Definição 65 Uma derivação D do anel Bm
n é dita linear se

D(xi) =
n∑

j=1

aijxj para i = 1, . . . , n,

onde aij ∈ C. A matriz [aij] é dita matriz associada à derivação D. ♦

Lema 66 Seja D uma derivação linear em Bm
n e [aij] a sua matriz associada. Se D é

localmente nilpotente então [aij] é uma matriz nilpotente.
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Demonstração. Lembre que Bm
n é uma C-álgebra e que, para todo m ≥ 2, {x1, . . . , xn} ⊂ Bm

n

é um conjunto C-linearmente independente. Como D é uma derivação localmente nilpotente

existe r ∈ N tal que Dr(x1) = Dr(x2) = . . . = Dr(xn) = 0. Agora o resultado segue da

igualdade




Ds(x1)
...

Ds(xn)


 = [aij]

s




x1

...

xn


 , (3.5)

que vale para todo s ∈ N e pode ser verificada por indução. ♦

Como consequência do teorema 59 pode-se provar que, no caso m > 2, o anel Bm
n não

admite derivação localmente nilpotente não nula que seja linear.

Proposição 67 O anel Bm
n com m > 2 não admite derivação que seja localmente nilpotente,

linear e não nula.

Demonstração. Suponha D ∈ LND(Bm
n ) e que D seja linear com matriz associada A = (aij).

O Teorema 59 assegura que

D =
∑

i<j

fijdij + gε

com g = G + (F ), fij = Fij + (F ), F = Xm
1 + · · · + Xm

n , G, Fij ∈ K[X1, · · · , Xn],

ε =
n∑

i=1

xi

∂

∂xi

e dij = xm−1
j

∂
∂xi

− xm−1
i

∂
∂xj

. Assim temos que

D(x1) =
n∑

j=1

a1jxj =
∑

k≥2

f1kx
m−1
k + gx1,

ou seja,
∑

k≥2

F1kX
m−1
k + GX1 −

n∑

j=1

a1jXj = FH, com H ∈ K[X1, · · · , Xn],

mas como m − 1 ≥ 2 e para todo j, a1j ∈ K podemos concluir que a1j = 0 qualquer que

seja j ≥ 2, ou seja, D(x1) = a11x1, mas D sendo nilpotente temos que a11 = 0 também.

Evidentemente podemos repetir tal prova para qualquer i. Assim A = 0 e D = 0. ♦
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A proposição anterior nós mostrou que para derivações localmente nilpotentes e lineares

o único caso interessante é B2
n e o próximo resultado dá uma caracterização de uma derivação

localmente nilpotente deste anel de Fermat.

Teorema 68 Seja d ∈ Der(B2
n) linear. Então d é localmente nilpotente se, e somente se, a

sua matriz associada é nilpotente e anti-simétrica.

Demonstração. Seja d ∈ B2
n uma derivação linear. Sabemos pelo Teorema 59 que d é

combinação linear das derivações (lineares) dij e ε e assim, para todo k, podemos escrever

d(xk) =
n∑

i<k

(−cik)xi +
n∑

k<j

ckjxj + bxk para k = 1, . . . , n,

onde b, cij ∈ C. Sendo [aij] a sua matriz associada observe que quando i = j nós temos

aii = b, e quando i < j temos aij = −cij e aji = cij. Suponha agora que d também é

localmente nilpotente. Então a matriz associada a derivação d, [aij], é nilpotente (pelo Lema

66). Disto segue que o traço de [aij] é zero, ou seja, nb = 0. Assim b = 0 e temos aii = 0

para 1 ≤ i ≤ n.

Portando sendo d uma derivação linear e localmente nilpotente do anel B2
n a sua matriz

associada [aij] tem que ser nilpotente e anti-simétrica.

Agora suponha que temos uma matriz quadrada [aij] de ordem n e coeficientes nos

números complexos, anti-simétrica e nilpotente. Defina a derivação D no anel polinomial

C[n] do seguinte modo

D(Xi) =
n∑

j=1

aijXj para i = 1, . . . , n.

Como [aij] é uma matriz nilpotente então D, definida acima, é uma derivação localmente

nilpotente no anel polinomial C[n] (isto segue da igualdade 3.5). Aplicando D no polinômio

F = X2
1 + · · · + X2

n temos
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D(F ) = 2X1D(X1) + · · · + 2XnD(Xn) = 2
n∑

i=1

XiD(Xi)

= 2
n∑

i=1

Xi(
n∑

j=1

aijXj)

= 2
n∑

i=1

n∑

j=1

aijXiXj

= 2.0 = 0.

O somatório
n∑

i=1

n∑

j=1

aijXiXj é zero pois XiXj = XjXi e aij = −aji. Assim D(F ) = 0 e logo

o ideal (F ) é um ideal diferencial em relação a derivada D. Portanto D induz uma derivação

d em B2
n definida por

d(xi) =
n∑

j=1

aijxj para i = 1, . . . , n.

Observe que sendo D localmente nilpotente em C[n] então a derivação d no anel B2
n, induzida

por D, é localmente nilpotente. ♦

Agora para determinarmos uma matriz nilpotente e anti-simétrica temos a ajuda do

próximo resultado.

Primeiro fixemos a notação. Seja K um corpo de caracteŕıstica zero. Dado um número

natural n > 1, Mn(K) = Mn denotará o anel das matrizes n × n com entradas em K,

In ∈ Mn é a matriz identidade e Sn é o grupo das permutações de {1, · · · , n}. Iniciamos

fixando a seguintes notações: dado σ ∈ Sn , Fσ = {i ∈ N; 1 ≤ i ≤ n e σ(i) = i} e

(−1)σ = 1 se σ é par e −1 se for ı́mpar.

Sejam A = (aij) ∈ Mn e f(X) = det(XIn−A) = Xn + bn−1X
n−1 + · · ·+ b1X + b0 ∈ K[X]

seu polinômio caracteŕıstico. Um resultado elementar envolvendo A e f(X) é dado pelo

seguinte lema:

Lema 69 Dados A ∈ Mn e seu polinômio caracteŕıstico, f(X) descrito acima, temos:

a) Se para todo i, 1 ≤ i ≤ n, tem-se que aii = 0 então para todo j, 0 ≤ j ≤ n − 1,

bj =
∑

σ∈Fj
(−1)σ(−1)n−j(

∏
i6=σ(i) aiσ(i)) , onde Fj = {σ ∈ Sn; ♯(Fσ) = j} . Em

particular bn−1 = 0.
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b) Se A é anti-simétrica (i.e., At = −A) então bn−2 =
∑

i<j a2
ij.

Demonstração. a) Observe que se D = X.In − A = (dij) e σ ∈ Sn, então

(−1)σd1σ(1) · · · dnσ(n) = (−1)σ(−1)n−♯(Fσ)(
∏

i6=σ(i)

aiσ(i)).X
♯(Fσ).

Agora bn−1 = 0 porque não existe σ ∈ Sn tal que ♯(Fσ) = n − 1.

b) Veja que ♯(Fσ) = n − 2, com σ ∈ Sn se e somente se σ é uma transposição, i.e.,

σ = (ij), i 6= j, portanto como (ij) é ı́mpar e aij = −aji temos o que queŕıamos. ♦

Estas ferramentas, Teorema 68 e Lema 69, nós direcionaram na busca por exemplos de

derivações localmente nilpotentes não nulas e lineares no anel de Fermat B2
n.

Vejamos os exemplos.

Exemplo 70 Seja n um número ı́mpar. Considere a derivação definida pela matriz n × n

I =




0 0 . . . 0 0 1

0 0 . . . 0 0 i
...

...
. . .

...
...

...

0 0 . . . 0 0 1

0 0 . . . 0 0 i

−1 −i . . . −1 −i 0




.

Note que I é anti-simétrica e a soma dos quadrados dos elementos abaixo da diagonal prin-

cipal é zero. Desse modo para que a derivação I definada por essa matriz seja localmente

nilpotente no anel de Fermat B2
n é suficiente que a matriz I seja nilpotente( veja o Teorema

68). Vejamos que a matriz I é nilpotente. De fato:

I2 = II =




−1 −i . . . −1 −i 0

−i 1 . . . −i 1 0
...

...
. . .

...
...

...

−1 −i . . . −1 −i 0

−i 1 . . . −i 1 0

0 0 . . . 0 0 0



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e I3 = II2 = 0. Portanto a matriz I é nilpotente e assim a derivação I definida por

Ixn = x1 + ix2 + · · · + xn−2 + ixn−1,

e para k < n

I(xk) =





−xn, se k é ı́mpar.

−ixn, se k é par.

é localmente nilpotente em B2
n.

Exemplo 71 Seja n um número par. Considere a derivação definida pela matriz n × n

P =




0 0 . . . 0 . . . 0 1

0 0 0 . . . 0 0 ε
...

...
. . .

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 . . . 0 εk

...
...

. . .
...

. . .
...

...

0 0 . . . 0 . . . 0 εn−2

−1 −ε . . . −εk . . . εn−2 0




,

onde εn−1 = 1. Veja que a matriz P é anti-simétrica e a soma dos quadrados dos elementos

abaixo da diagonal principal é zero. Desse modo para que a derivação P definada por essa

matriz seja localmente nilpotente no anel de Fermat B2
n é suficiente que a matriz P seja

nilpotente( veja o Teorema 68). O leitor pode verificar que P 3 = 0, ou seja, a matriz P é

nilpotente. E portanto a derivação P definida por

Pxk = −εk−1xn, para k < n

e

Pxn = x1 + εx2 + · · · + εk−1xk + · · · + εn−2xn−1

é localmente nilpotente em B2
n. Podemos verificar que P é localmente nilpotente diretamente.

Observe que
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P (x2
1 + · · · + x2

k + · · · + x2
n) = 2(x1P (x1) + · · · + xkP (xk) + · · · + xnP (xn))

= −2(x1xn + · · · + εk−1xkxn + · · · + εn−2xn−1xn)

+2xn(x1 + εx2 + · · · + εk−1xk + · · · + εn−2xn−1)

= 0,

logo P é bem definida. E como

P 2(xn) = P (x1 + εx2 + · · · + εk−1xk + · · · + εn−2xn−1)

= P (x1) + εP (x2) + · · · + εk−1P (xk) + · · · + εn−2P (xn−1)

= −(1 + ε2 + · · · + ε2(k−1) + · · · + ε2(n−2))xn

= −(1 + ε2 + · · · + ε(k−1) + · · · + ε(n−2))xn

= 0

P é localmente nilpotente.

No anel B2
n para cada k ∈ {1, . . . , n} definimos o subanel Bk do anel B2

n, por

C[x1, . . . , x̂k, . . . , xn], onde x̂k significa que exclúımos a variável xk do anel B2
n.

Lema 72 Seja h ∈ Bn ⊂ B2
n. Então:

1. P (h) ∈ xnBn, se n for par, P definida no exemplo 71;

2. I(h) ∈ xnBn, se n for ı́mpar, I definida no exemplo 70.

Demonstração. Suponha que n é par e que h ∈ Bn. Então

h =
∑

i=(i1,...,in−1)

aix
i1
1 · · ·xin−1

n−1

e assim

P (h) =
∂h

∂x1

P (x1) + · · · +
∂h

∂xk

P (xk) + · · · +
∂h

∂xn−1

P (xn−1)

=
∂h

∂x1

(−xn) + · · · +
∂h

∂xk

(−εk−1xn) +
∂h

∂xn−1

(−εn−2xn)

e como ∂h
∂xk

∈ Bn para todo k ∈ {1, . . . , n}, temos o resultado para n par. O caso n ı́mpar é

análogo. ♦
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Lema 73 Seja h ∈ B2
n. Então

1. P (h) = 0 se, e somente se, h ∈ Bn e P (h) = 0, quando n par;

2. I(h) = 0 se, e somente se, h ∈ Bn e I(h) = 0, quando n ı́mpar.

Demonstração. Suponha que n é par e seja h ∈ B2
n. Pelo Lema 61 existem únicos h0, h1 ∈ Bn

tais que h = h1xn + h0. Suponha que h1 6= 0. Aplicando P na igualdade acima obtemos

0 = P (h) = P (h1)xn + h1P (xn) + P (h0). (3.6)

Pelo Lema 72 temos que P (h1), P (h0) ∈ xnBn. Assim P (h1) = bxn para algum b ∈ Bn.

Logo P (h1)xn = (bxn)xn = bx2
n = b(−x2

1 − · · · − x2
n−1) ∈ Bn. Pela definição de P temos que

h1P (xn) = h1(x1 +εx2 + · · ·+εi−1xi + · · ·+εn−2xn−1) ∈ Bn. Agora veja que P (h0) = Ph0

xn
xn e

novamente pelo Lema 72 nós temos P (h0)
xn

∈ Bn. Segue então da igualdade 3.6 e da unicidade

do Lema 61 que 0 = P (h1)xn + h1P (xn) = P (h1xn). Como ker P é fatorialmente fechado

segue que xn ∈ ker P , ou seja, P (xn) = 0. Contrariando o fato de P (xn) 6= 0. Portanto

h1 = 0. O caso n ı́mpar é análogo. ♦

Lema 74 Seja n ≥ 3 um número natural. Então

1. se n é par

ker P = C[x1 − ε(n−2)x2, . . . , x1 − ε(n−k)xk, . . . , x1 − εxn−1];

2. se n é ı́mpar

ker I = C[x1 + ix2, x1 − x3, . . . , x1 − xk−2, x1 − ixk−1].

Demonstração. Suponha que n é par e A = C[x1−ε(n−2)x2, . . . , x1−ε(n−k)xk, . . . , x1−εxn−1].

Como P (x1 − ε(n−k)xk) = P (x1) − ε(n−k)P (xk) = −xn − ε(n−k)(−ε(k−1)xn) = 0 segue que

A ⊂ ker P . Observe também que A ⊂ Bn e portanto é imediato que

y2 = x1 − ε(n−2)x2, . . . , yk = x1 − ε(n−k)xk, . . . , yn−1 = x1 − εxn−1

são algebricamente independentes.
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Pelo Lema 73 dado h ∈ ker P , temos que P (h) = 0 e h ∈ Bn, então

h =
∑

j=(j1,...,jn−1)

ajx
j1
1 · · · xjn−1

n−1 ,

onde ai ∈ C. Utilizando a mudança de variáveis dada por yk = x1 − ε(n−k)xk obtemos

xk = εkx1 − εkyk e assim

h =
∑

j=(j1,...,jn−1)

ajx
j1
1 (ε2x1 − ε2y2)

i2 · · · (εkx1 − εkyk)
jk · · · (x1 − yn−1)

jn−1 .

Desse modo podemos reescrever h como um polinômio na variável x1 e coeficentes em A, ou

seja,

h =
n∑

i=0

aix
i
1

onde ai ∈ A ⊂ ker P para todo i ∈ {0, . . . , n}. Se n = 0 temos o resultado. Suponha que

n > 0. Aplicando P na última igualdade obtemos (lembre que Px1 = −xn)

0 = P (h) = −[a1x1 + · · · + nanx
n−1
1 ]xn.

A unicidade do Lema 61 nós fornece a1x1 + · · ·+nanxn−1
1 = 0 e logo ai = 0 para i = 1, . . . , n.

Portanto h = a0 ∈ A ⊂ ker P . O caso n ı́mpar é análogo. ♦

Agora estamos em condição de mostrar que as derivações P e I são irredut́ıveis. Para

nós auxiliar nesta tarefa precizamos de dois lemas bem conhecidos (veja [11]), que listamos

abaixo.

Lema 75 Seja B um domı́nio de integridade e D1, D2 derivações localmente nilpotentes

de B tais que ker D1 = A = ker D2. Se existir s ∈ B tal que 0 6= D1(s) ∈ A, então

0 6= D2(s) ∈ A e D2(s)D1 = D1(s)D2. ♦

Lema 76 Seja B um domı́nio de caracteŕıstica zero, A ∈ KLNDA(B) e S o conjunto

definido por {D ∈ LNDA(B)}. Se B satisfaz a condição de cadeia ascendente para ideais

principais então S 6= ∅ e LNDA(B) = {aD | a ∈ A e D ∈ S}. ♦

Teorema 77 Seja n ≥ 3 um número natural.
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1. Se n é par, então P ∈ LND(B2
n), definida no Exemplo 71, é irredut́ıvel e

LNDA(B2
n) = {aP | a ∈ A},

onde A = C[x1 − ε(n−2)x2, . . . , x1 − ε(n−k)xk, . . . , x1 − εxn−1].

2. Se n ı́mpar, então I ∈ LND(B2
n), definida no Exemplo 70, é irredut́ıvel e

LNDS(B2
n) = {sI | s ∈ S},

onde S = C[x1 + ix2, x1 − x3, . . . , x1 − xn−2, x1 − ixn−1].

Demonstração. Seja n par e D ∈ LNDA(B2
n) não nula. Sendo D não nula a Proposição 11

afirma que ker D = A. Como P (xn) = x1 + εx2 + · · ·+ εn−2xn−1 ∈ A segue do Lema 75 que

D(xn) ∈ A e

P (xn)D = D(xn)P. (3.7)

Aplicando a igualdade 3.7 em x1, obtemos

P (xn)D(x1) = −D(xn)xn. (3.8)

Como D(xn) ∈ B2
n sabemos, pelo Lema 61, que existem únicos g0, g1 ∈ Bn tais que

D(x1) = g1xn + g0. Substituindo esta igualdade na equação 3.8, obtemos

P (xn)g1xn + P (xn)g0 = −D(xn)xn. (3.9)

A unicidade do Lema 61 nós fornece D(xn) = −P (xn)g1 (P (xn) ∈ A ⊂ Bn). Visto que

D(xn) ∈ A nós temos que P (D(xn) = 0 e assim

0 = P (D(xn)) = P (−D(xn)g1),

e então P (g1) = 0, pois A é fatorialmente fechado em Bm
n . Logo g1 ∈ A. Substituindo

D(xn) = −P (xn)g1 em 3.7 temos

P (xn)D = D(xn)D = −P (xn)g1D

Donde D = −g1P , onde −g1 ∈ A.
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Pelo Lema 76 sabemos que P = hD0 para algum h ∈ A e D0 ∈ LND(B2
n) irredut́ıvel.

Pelo que já verificamos D0 = h0P , para algum h0 ∈ A. Desse modo

P = hD0 = h(h0P ) = (hh0)P.

Portanto h ∈ A∗ = C e logo P é irredut́ıvel. O caso n ı́mpar é análogo. ♦

Lembre que o ML invariante de um anel é definido como a interseção dos núcleos de

todas as derivações localmente nilpotentes deste anel.

Para determinarmos o ML invariante de B2
n, ML(B2

n), precizamos do seguinte resultado

(veja [11]).

Lema 78 Seja B um anel e θ ∈ AutC(B). Se D ∈ LND(B) então θDθ−1 ∈ LND(B).

Além disso ker θDθ−1 = θ(ker D). ♦

Seja θ uma permutação do grupo Sn. É rotina verificar que θ(xj) = xθ(j) é um

C-automorfismo de B2
n. Vamos denotar por τj a transposição (j, n) do grupo Sn para cada

1 ≤ j ≤ n. Suponha que n é par. Vamos denotar por Pj a derivação τjPτj
−1 onde P é

a derivação definida no Exemplo 71, para cada 1 ≤ j ≤ n. Segue do Lema 78 que cada

Pj ∈ LND(B2
n) e que

ker Pj = τj(C[x1 − ε(n−2)x2, . . . , x1 − ε(n−k)xk, . . . , x1 − εxn−1]).

Observe que

τj(x1 − ε(n−k)xk) =






xn − ε(n−k)xk, se j = 1

x1 − ε(n−k)xn, se j = k

x1 − ε(n−k)xk, caso contrário.

Segue desta observação que ker Pj ⊂ Bj.

Agora suponha que n é ı́mpar. Para cada 1 ≤ j ≤ n denote por Ij a derivação τjIτj
−1,

onde I é a derivação definida no Exemplo 70. Pelo Lema 78 temos

ker Ij = τj(C[x1 + ix2, x1 − x3, . . . , x1 − xn−2, x1 − ixn−1]).

Se k é ı́mpar

τj(x1 − xk) =






xn − xk, se j = 1

x1 − xn, se j = k

x1 − xk, caso contrário.
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Se k é par

τj(x1 − ixk) =






xn − ixk, se j = 1

x1 − ixn, se j = k

x1 − ixk, caso contrário.

Segue desta observação que ker Ij ⊂ Bj.

Teorema 79 O ML invariante do anel B2
n é C.

Demonstração. Pelo exposto acima, que ker τi ⊂ Bi para todo i ∈ {1, . . . , n}, independente

de n ser par ou ı́mpar. Portanto

∩n
i=1ker τi ⊂ ∩n

i=1Bi = C.

E como C ⊂ ker τi, para todo i ∈ 1, . . . , n temos o resultado. ♦

3.4 A conjectura de Nakai

Neste parágrafo vamos trabalhar com um corpo de caracteŕıstica zero K. Em [29] B. Singh

mostrou que a conjectura de Nakai é verdadeira para o anel do tipo A = K[X,Y,Z]
(F )

com

F ∈ K[X, Y, Z] sendo homogêneo. Na verdade ele demonstrou que se Diff 2
K(A) = diff 2

K(A)

(ou Der2
K(A) = der2

K(A)) então A é regular e fez, baseado também em resultados sobre

curvas, a pergunta (mais forte que a conjectura de Nakai): tal resultado é verdadeiro em

geral? Em [28] A. Schreiner, utilizando ideais monomiais deu um exemplo mostrando que

a resposta à conjectura de Singh é, no geral, falsa , mas para hipersuperf́ıcies homogêneas

a pergunta continua em aberto. Aqui mostramos que a conjectura de Singh (e portanto

também a de Nakai) é verdadeira para o anel, a prinćıpio um pouco mais geral que o de

Fermat, B = K[X1,...,Xn]
(F )

com F = Xm
1 + a2X

m
2 + · · · + anXm

n , e ai ∈ K \ {0}.

Iniciamos com algumas notações. Neste parágrafo K é um corpo de caracteŕıstica zero, S

é o anel polinomal em n variavéis K[X1, . . . , Xn], B é o anel quociente

S
(F )

= K[x1, . . . , xn] onde F = Xm
1 + a2X

m
2 + · · · + anX

m
n e para todo i, 1 ≤ i ≤ n,

Ji = (Xm−1
1 , . . . , Xm−1

i−1 , Xi, Xm−1
i+1 , . . . , Xn) ⊆ S. Também omiteremos o K quando nós

referirmos às K-derivações de S ou B (i.e, Derq
K(S) := Derq(S)).
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Para apresentar o resultado final vamos necessitar de vários fatos preliminares que colo-

camos em dois lemas.

Lema 80 Sejam δ, δ′ ∈ Der1(S) e D ∈ Der2(S).

a) Se δ(F ) ∈ (F ) então para todo i, 1 ≤ i ≤ n , δ(Xi) ∈ Ji e δ(Ji) ⊆ Ji.

b) Se {δ(F ), δ′(F )} ⊂ (F ) então δ′(δ(X1)) ∈ J1.

c) Se {δ(F ), δ′(F )} ⊂ (F ), δ(X1F ) = HF e δ′(δ(X1F )) = GF então H,G ∈ J1.

d) Se 2 ≤ s ∈ N então para todo j, 1 ≤ j ≤ n, D(X1X
s
j ) ∈ (X1, X

s−1
j ) e em particular

D(X1F ) ∈ J1.

Demonstração. A parte a) é consequência imediata de Lema 58, pois tal lema afirma que

δ = HE +
∑

i<j Gij.Dij com H, Gij ∈ S e onde

Dij = majX
m−1
j

∂

∂Xi

− maiX
m−1
i

∂

∂Xj

e E =
∑

Xi

∂

∂Xi

.

A parte b) é, evidentemente, consequência imediata de a).

Para o item c) escreva HF = δ(X1F ) = X1δ(F ) + Fδ(X1), mas δ(F ) = H1F e dessas

igualdades segue que H = X1H1 + δ(X1), com δ(X1), X1 ∈ J1, ou seja, H ∈ J1. Agora

GF = δ′(δ(X1F ) = δ′(HF ) com H ∈ J1, mas então GF = Fδ′(H) + Hδ′(F ) e δ′(F ) = H ′F .

Portanto G = δ′(H) + HH ′ ∈ J1, pois pelas partes anteriores δ′(H), H ∈ J1.

A prova do item d) será feita por indução sobre s. Para s = 2 temos que ( veja proposição

24) D(X1X
2
j ) = X1D(X2

j ) + 2XjD(X1) − 2X1XjD(Xj) − X2
j D(X1) ∈ (X1, Xj). Para s ≥ 3

tem-se que

D(X1X
s
j ) = D(X1XjX

s−1
j )

= X1D(Xs
j ) + XjD(X1X

s−1
j ) + Xs−1

j D(X1Xj)

−X1XjD(Xs−1
j ) − X1X

s−1
j D(Xj) − Xs

j D(X1).

Agora como D(X1X
s−1
j ) ∈ (X1, X

s−2
j ) temos que D(X1X

s
j ) ∈ (X1, X

s−1
j ). ♦

O próximo item vai ser colocado num lema para destacá-lo e também para facilitar quando

precisarmos nós referir a ele.
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Lema 81 Se D = δ + fD′ +
∑s

i=1 δi ◦ δ′i ∈ Der2(S) com {δ, δi, δ
′
i, i = 1, . . . , s} ⊂ Der1(S),

{δ(F ), δi(F ), δ′i(F ), i = 1, . . . , s} ⊂ (F ) e D′ ∈ Der2(S) então D(X1F ) = HF com H ∈ J1.

Demonstração. Pelo item c) do Lema 80 tem-se que δ(X1F )+
∑s

i=1 δi ◦ δ′i(X1F ) = H1F com

H1 ∈ J1. Agora (FD′)(X1F ) = FD′(X1F ) e pelo item d) do Teorema 80 D′(X1F ) = H2F

com H2 ∈ J1, portanto D(X1F ) = HF com H = H1 + H2 ∈ J1. ♦

Agora estamos em condições de enunciar e demonstrar o principal resultado deste parágrafo.

Teorema 82 Sejam S = K [n] = K[X1, . . . , Xn] o anel de polinômios sobre um corpo de

caracteŕıstica zero K e B = S
(F )

com m ≥ 1 e F = Xm
1 + a2X

m
2 + · · ·+ anX

m
n , ai ∈ K \ {0}.

Então Der2(B) = der2(B) se, e somente se, m = 1.

Demonstração. É claro que se m = 1 então B = K [n−1] e tudo é verdadeiro. Suponha

portanto m ≥ 2 e chame G =
∏

j≥2
∂2(F )

∂X2
j

= a2 · · · anXm−2
2 · · ·Xm−2

n e considere D ∈ Der2(S)

definida por:

D = −(m − 1)(n − 2)G ∂
∂X1

− X1G
∂2

∂X2
1
− 2G

n∑

j=2

Xj

∂2

∂X1∂Xj

+ Xm−1
1

n∑

j=2

G

ajX
m−2
j

∂2

∂X2
j

Lembramos que ∂2(F )
∂X1∂Xj

= 0 se j ≥ 2 e que ∂2(F )

∂X2
j

= m(m − 1)ajX
m−2
j e assim tem-se que

D(F ) = −m(m − 1)(n − 2)GXm−1
1 − m(m − 1)GXm−1

1 + Xm−1
1

n∑

j=2

G

ajX
m−2
j

.
∂2(F )

∂X2
j

D(F )

= −m(m − 1)(n − 1)GXm−1
1 + Xm−1

1

n∑

j=2

m(m − 1)G

e então

(1) D(F ) = −m(m − 1)(n − 1)GXm−1
1 + Xm−1

1

∑n

j=2 m(m − 1)G = 0.

Agora vamos calcular D(X1F ).

D(X1F ) = D(Xm+1
1 + X1(

∑n

j=2 ajX
m
j ))

= −(m − 1)(n − 2)G((m + 1)Xm
1 +

∑n
j=2 ajX

m
j − m(m + 1)Xm

1 G

−2mG
∑n

j=2 ajX
m
j + Xm

1

∑n
j=2 m(m − 1)G

= −(2m + (m + 1)(n − 2))GXm
1 − (2m + (m + 1)(n − 2))G(

∑n
j=2 ajX

m
j ),

ou seja,
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(2) D(X1F ) = −(2m + (m + 1)(n − 2))GF com G /∈ J1 = (X1, X
m−1
2 , . . . , Xm−1

n )

Agora, por cálculos análogos, pode-se ver facilmente que para todo j ≥ 2 tem-se que

(3) D(XjF ) = 0.

Portanto, pelo Corolário 29 e (1),(2) e(3), D induz uma derivação de ordem 2, D, de B

definida por D(H + (F )) = D(H) + (F ). Afirmamos que D /∈ der2(B). Suponha que

D ∈ der2(B), assim, por 29, D = δ +
∑s

i=1 δi ◦ δ′i, onde para todo i, {δ, δi, δ
′
i} ⊂ Der1(S) e

{δ(F ), δi(F ), δ′i(F )} ⊂ (F ). Portanto D = δ +
∑s

i=1 δi ◦ δ′i + FD′, onde D′ ∈ Der2(S), mas

isto, pelo Lema 81, é absurdo pois

D(X1F ) = −(2m + (m + 1)(n − 2))GF e − (2m + (m + 1)(n − 2))G /∈ J1.

♦

Para encerrar apresentamos o resultado que diz que a conjectura de Singh é verdadeira

para hipersuperf́ıcies homogêneas definidas por polinômios homogêneos de grau 2.

Corolário 83 Para o anel A = K[X1,··· ,Xn]
(H)

com H sendo homogêneo de grau 2 tem-se que

Der2(A) 6= der2(A).

Demonstração. Sabemos que existe uma mudança linear de variáveis que transforma H num

polinômio da forma F = X2
1 + a2X

2
2 + · · · + anX

2
n. Assim, pela mudança de coordenadas

ser linear, existe um K-isomorfismo entre as K-álgebras A e B que induz um isomorfismo

entre as álgebras Der∞(A) e Der∞(B). Tal isomorfismo leva Derq(A) em Derq(B) para

todo q ∈ N. Agora como Der2(B) 6= der2(B) tal fato também ocorre para A. ♦
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