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RESUMO

Este trabalho ¢é dedicado ao estudo das derivagoes localmente nilpotentes de certas
K-algebras finitamente geradas, onde K é um corpo de caracteristica zero. Estes dominios
sao generalizacoes de anéis bem conhecidos na literatura sendo um deles o anel de Fer-
mat. Mais precisamente, caracterizamos o conjunto das derivagoes localmente nilpotentes
destes dominios ou de um subconjunto deste conjunto. Também calculamos o M L invari-
ante destes dominios e como aplicagao direta destas informacoes encontramos um conjunto
de geradores para o grupo dos automorfismos de um destes dominos. No caso do anel de
Fermat mostramos que nem sempre temos um domino rigido. Além disso, verificamos que a

Conjectura de Nakai é verdadeira para o anel de Fermat.
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ABSTRACT

This work is dedicated to the study of locally nilpotent derivations of certain finitely gener-
ated K-algebras, where K is a field of zero characteristic. These domains are generalizations
of the well-known rings in the literature. One of this is the Fermat ring. More precisely,
we characterize the set of locally nilpotent derivations of these domains or some subsets of
this set. We also calculate the M L invariant of these domains and as a direct application
of these results we find a set of generators for the group of automorphisms of some of these
domains. We show that the Fermat ring is not always a rigid domain . Furthermore, we

prove that Nakai’s conjecture is true for the ring Fermat.

viil



SUMARIO

Agradecimentos . . . . . ... L
Resumo . . . . . . . . e

Abstract . . . . .

Introducao

1 Conceitos Basicos

1.1 Derivagoes de um Anel . . . . . . . . . ...
1.2 Derivagoes Localmente Nilpotentes . . . . . . . .. ... .. ... ... ...
1.3 Diferenciais de ordem superior . . . . . . . . . ... L.

O anel K[X,Y, Z]/(f(X)Y — (X, Z))

2.1 Notagoes e Generalidades . . . . . . . . .. ..o
2.2 Sobre LND(B) . . . . . . o
23 Oanel K[Xy,..., X, 1, Z]/(Xq- - Xpi1—w(Z) o o o oo oo
O anel B

3.1 Geradores do médulo Der(BJ') . . . . . . ..o
3.2 Sobre LND(BT) .« . v v v v i
33 Ocaso B2 . . .
3.4 A conjecturade Nakai . . . ... . . ... ... L

X

14

19
20
21
36



Referéncias Bibliograficas

Indice Remissivo

64

67



Introducao

As derivacoes localmente nilpotentes de um anel desempenham um papel importante em
algebra comutativa e na geometria algébrica. Essa afirmacao é consequéncia direta dos
inimeros problemas que podem ser reformulados ou atacados utilizando tais derivagoes. Um
exemplo é a Conjectura do Jacobiano cujo enunciado é o seguinte: Seja F' : C* — C" uma
fungao polinomial tal que det(Jac(F')) € C*, entdo F possui inversa e sua inversa é uma
fungao polinomial (veja [7]). Se n = 1 a resposta é positiva, claramente. Contudo, até o
presente momento, nao se tem uma resposta para n > 2! No artigo [25] A. Nowicki mostrou
que a Conjectura do Jacobiano é equivalente a afirmar que sendo C" = C[X7, ..., X,], o anel
polinomial, a tnica base comutativa para o C™-médulo das derivacdes do anel polinomial

n| 4 o) g
Derc ClM ¢ {a—Xl, cee m}, a menos de uma mudanca de coordenadas.

Em alguns problemas é suficiente conhecer informacgoes sobre o nicleo de uma derivacao
localmente nilpotente para se ter uma resposta. Por exemplo dos 23 famosos problemas de
Hilbert o décimo-quarto coloca a seguinte questao: Seja K um corpo de caracteristica zero,
K" o anel polinomial K[X,,...,X,], K™ o corpo de fragdes de K" e L um subcorpo de
K™ contendo K. Entéo a subalgebra L N K™ é finitamente gerada como K-algebra? Uma
solugao positiva deste problema foi dada por O. Zariski [32], em 1954, quando trdegx L < 2.
Atualmente existem contra-exemplos para todo n > 2 (veja [14], [15], [2]). Paran > 4
construir um contra-exemplo para o décimo-quarto problema de Hilbert é equivalente a

encontrar uma derivacao localmente nilpotente, D, em K™ tal que o nicleo desta derivacao,



ker D, ndo seja finitamente gerado, visto que Frac(ker D) N K" = ker D (veja [2], [8]).

Outra questao relevante, por si mesma, é determinar o conjunto das derivagoes localmente
nilpotentes de um determinado anel. Mas, até o presente momento, somente para algumas
classes de anéis é conhecida uma caracterizacao para as suas derivagoes localmente nilpo-
tentes. Considere o caso do anel polinomial C". Quando n = 1 é uma tarefa ficil mostrar
que {az% | a € C} sdo as derivagoes localmente nilpotentes do anel CIl. A descricao do
caso n = 2 foi dada por R. Rentcher em [27]. J& para n > 3 até o presente momento pouco
se conhece. Existe uma resposta parcial para o caso n = 3 dada por D. Daigle em [6].

Uma ferramenta muito importante neste contexto é o M L invariante de um anel, definido
como a intersecao dos ntcleos das derivagoes localmente nilpotentes do anel. Este invariante
foi introduzido em 1996 por L. Makar-Limanov no artigo [19] e utilizado, com sucesso, para
mostrar que o anel quociente C[X,Y, Z, T]/(X + X?Y + Z? + T?) nao ¢ isomorfo ao anel
polinomial C[X,Y, Z]. Em 2001 no artigo [20] L. Makar-Limanov caracteriza as derivagoes
localmente nilpotentes do anel A = K[X,Y, Z]/(X"Y — ¢(Z)) e calcula o M L invariante. E
como aplicacao direta da caracterizacao do M L de A ele determina um conjunto de geradores
para o grupo dos K-automorfismos de A.

O proposito principal deste trabalho sao as derivagoes localmente nilpotentes dos anéis

B = K[X,Y, Z]/(f(X)Y — (X, Z)),

oo KX X Z) . ClXi X
(Xp- Xop1 —9(2)) X X))

No artigo [20] L. Makar-Limanov encontra uma caracterizacao das derivagoes localmente

nilpotentes do anel A = K[X,Y, Z]/(X"Y — ¢(Z)) e como aplicagao caracteriza o grupo dos
automorfismos de A. Neste trabalho consideramos a seguinte generalizacao deste anel, o anel
B=K[X.,Y,Z]/(f(X)Y —¢(X,Z)). Para o anel B foi possivel determinar o conjuntos das
suas derivacoes localmente nilpotentes, e ainda conseguimos obter um conjunto de geradores
para o grupo dos K-automorfismos de B.

O anel A = K[X,Y,Z]/(X"Y — ¢(Z)) quando n = 1 também foi estudado por D.
Daigle no artigo [3]. Neste trabalho generalizamos o anel A, quando n = 1, da seguinte

: KX, Xn 41,2
manelraC:( X, X1, 2]

—benant L2l - Parg este novo anel rovamos que C' é um dominio normal
X1'~~Xn+1—<p(Z)) ) C: p q C )



determinamos quando C' é dominio de fatoracao tnica e também encontramos exemplos de
derivagoes localmente nilpotentes e irredutiveis.

O anel B = % onde, n > 3 e m > 2, é conhecido na literatura como o
Anel Generalizado de Fermat. No artigo [10] D. Fiston e S. Maubach mostraram que para
m > n*—2n o conjunto das derivagoes localmente nilpotentes do anel de Fermat B se resume
a derivagao nula, ou seja, B]" é um dominio rigido. A partir deste resultado imaginamos
que o mesmo deveria ocorrer para todo n > 3 e m > 2, ou seja, no anel de Fermat a tinica
derivagao localmente nilpotente é a nula.

Logo no inicio de nossos estudos percebemos que a nossa primeira impressao era falha.
Aqui provamos que para m = 2 o anel de Fermat B2 nao ¢ um dominio rigido, ou seja,
existem derivagoes localmente nilpotentes nao nulas em B? para todo n > 3. Além disso
verificamos que estas derivagoes sao irredutiveis e calculamos o ML invariante do anel B2
Ja& quando m > 2 mostramos que a tnica derivacao triangular no anel B)" é a derivacao
nula. O que reforca o nossa intuicao de que para m > 2 e n > 3 o anel de Fermat B)" é um
dominio rigido. Contudo, até o presente momento, ainda nao temos uma resposta para esta
indagacao.

Ainda sobre o anel de Fermat, por sugestao de meu orientador, desviamos um pouco o
assunto e fomos tratar de fazer um estudo sobre a conjectura de Nakai para este anel, ja
que em [29] Singh mostrou que tal conjectura é verdadeira para o anel de coordenadas de
Hipersuperficie homogéneas em até 3 variaveis. Aqui demonstramos que a conjectura de
Nakai é verdadeira para o anel de Fermat, ou seja, para m > 2 apresentamos derivadas de
ordem 2 do anel de Fermat que nao sao obtidas por interacoes de derivagoes de ordem 1.

Nosso trabalho esta dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo introduzimos os
conceitos basicos sobre as derivagoes localmente nilpotentes de um anel e sobre diferenciais
de ordem superior que serao utilizados no restante do texto . Lembramos que o leitor ja
familiarizado com a linguagem basica sobre as derivacoes localmente nilpotentes de um anel
pode iniciar a leitura deste texto no segundo capitulo e utilizar o primeiro como referéncia.
J& o segundo capitulo é dedicado ao estudo das derivagoes localmente nilpotentes do anel
B = K[X,Y, Z]/(f(X)Y — p(X,Z)). Neste capitulo determinamos o M L invariante do
anel B, caracterizamos as suas derivacoes localmente nilpotentes e por fim descrevemos o

conjuntos dos K-automorfismos de B, no caso particular em que ¢(X, 7)) € K[Z]. Ainda
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. K[X1, . Xnt1,7] < .
neste capitulo mostramos que o anel C' = W ¢ normal, determinamos quando
n

C é DFU, encontramos exemplos de derivacoes localmente nilpotentes e irredutiveis em C,
descrevemos os nucleos destas derivagoes e por fim calculamos o M L invariante de C.

No terceiro capitulo iniciamos o estudo das derivacoes localmente nilpotentes do anel de
Fermat B]" = % onde, n > 3 e m > 2 em especial tratamos o caso m = 2, ou
seja, B2. Iniciamos o capitulo encontrando um conjunto de geradores para o B™-mdédulo,
Der(B]""), das derivagoes do anel de Fermat. Depois obtemos alguns resultados gerais sobre
o anel de Fermat, dentre estes resultados, provamos que a tnica derivagao triangular em B)"
é a nula. No caso particular B? obtemos uma descrigao nas derivagoes localmente nilpotente
e lineares. Encontramos exemplos de derivagoes localmente nilpotentes e irredutiveis em B2,

descrevemos os nucleos destas derivacoes e por fim calculamos o M L invariante do anel B.

Encerramos o capitulo provando que a conjectura de Nakai é verdadeira para o anel B]".



CAPITULO 1

Conceltos Basicos

Neste capitulo iremos introduzir a terminologia basica e os conceitos que serao utilizados
ao logo deste texto. As principais referéncias sao os textos [4], [11] e [26]. Nosso objetivo
é familiarizar o leitor com os conceitos relacionados as derivagoes de uma K-algebra finita-
mente gerada, sendo K um corpo de caracteristica zero. No capitulo 2 e em parte do 3 o
enfoque sera nas derivacoes localmente nilpotentes, assim, aqui, vamos enunciar resultados
que serao utilizados e chamar a atencao do leitor sobre a variedade de situagoes onde as
derivacoes localmente nilpotentes ocorrem naturalmente. Os resultados sao bem conhecidos
e por isso omitiremos a maioria das demonstracoes, evidentemente, nestes casos, indicaremos
as reféncias relativa ao assunto. O leitor acostumado com estes conceitos pode ir direto aos

outros capitulos e utilizar este como reférencia para as notagoes e terminologia utilizadas.

Vamos fixar algumas notagbes. A palavra anel significa anel comutativo com unidade.
A caracteristica de um anel, A, serd denotada por char(A). Neste texto toda anel tem
caracteristica zero. Se A é uma K-algebra, iremos considerar K como um subanel de A.
Por um dominio, A, entendemos dominio de integridade e neste caso seu corpo de fragoes
serd denotado por Frac(A), também dizemos que A é um dominio sobre K quando A é
uma K-algebra que também é um dominio. No caso em que K e A sao dominios o grau de

transcendéncia de A sobre K serd o grau de transcendéncia de Frac(A) sobre Frac(K), o
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qual serd denotado por: trdegg(A) . O conjunto dos nimeros naturais, inteiros, racionais,

reais e complexos sao denotados pelas letras N, Z, Q, R e C, respectivamente.

1.1 Derivacoes de um Anel

Uma derivacao do anel A é uma funcao D : A — A que é linear com respeito a adicao e
satisfaz a regra de Leibniz no produto, i.c., D(ab) = D(a)b + aD(b) para todos a,b € A. E
bastante simples de verificar que o conjunto de todas as derivagoes de A, notacao Der(A), é
um A-médulo, isto é, dados Dy, Dy € Der(A) e a,b € A entdo aDy + aDy € Der(A). Um

primeiro resultado a ser citado é a férmula generalizada de Leibniz.

Proposicao 1 Se D € Der(A), a,b € A, entao

n

pra) =S| " | D)D)

=0 \ *
Demonstragao. Segue por inducao em n. &

Um ideal I do anel A é chamado de ideal diferencial em relagao a D € Der(A)se D(I) C I
(alguns autores usam D-ideal ou ideal integral, veja [11]). Seja I um ideal diferencial de A
em relagio a D € Der(A) e considere o anel quociente A = 4. Em Der(A) existe uma tnica
derivacao D tal que 7D = D, onde 7 é o homomorfismo canénico de A em A. A derivacio
D é definida por D(a+ I) = D(a) + I para todo a € A.

Seja S um subconjunto multiplicativamente fechado do anel A e Ag o seu anel de fragoes.
Se D € Der(A), entao existe uma unica derivacdo Dg € Der(Ag) tal que 0D = Dgf, onde
¢ ¢ o homomorfismo natural de A em Ag dado por f(a) = ¢. A derivagao Dg ¢ definida por
D(a/s) = (D(a)s — sD(a))/s?, para qualquer a € Ae s € S.

O nicleo de uma derivagao do anel A é denotado por ker D = {a € A | D(a) = 0},
também chamado de anel de constantes de D (alguns autores utilizam a notacao AP ). E
facil ver que ker D é um subanel de A. Se K é subanel de A, notagdo K < A, e D(K) =0
nés dizemos que D é uma K-derivacao de A . Observe que K < ker D < A. O conjunto de
todas as K-derivagoes de A é um submodulo de Der(A) e é denotado por Derg(A) .

Seja K" = K[X1,..., X,,] o anel polinomial em n-varigveis sobre K. O corpo de fracdes de

K[ sera denotado por K™ = K(Xy,..., X,). E um fato bastante conhecido que o conjunto
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das derivadas parciais, {%; 1 <i < n} éumaKM-base livre para Derg (K™). Ou seja, dada
a 0

D € Derg(KM), existem tnicos fi,. .., f, € K" de forma que D = Z fi87' Ou ainda,
i=1 ‘

reciprocamente, dados fi,...,f, € K" existe uma tnica D € Derg(KM) satisfazendo
D(X;) = f;, parai = 1,...,n. A partir deste fato pode-se ver, de maneira natural, que se
A= @ entdo d € Derg(A) se e somente se existe D € Derg(K™) tal que D(I) C I e para
todo f € K" tem-se que d(f + 1) = D(f) + 1.

No estudo das derivacoes nilpotentes a derivacio de tipo Jacobiana de Der(K[M), que
vamos descrever em seguida, exerce um papel fundamental.

Seja fi,..., fn € K(X1,...,X,) = K™ o Jacobiano de fi,..., f, relativo a X1,..., X, é

o determinante

_ Ofi
Jac(fi,..., fn) = det (aX])ij.

Um resultado fundamental e bastante conhecido (veja Lema 3.5 em [11]) a respeito do

Jacobiano é o seguinte:
Jac(fi,..., fn) #0<= {f1,..., fu} é algebricamente independente sobre K.

Dado f = {fi,..., fao1} C KM a derivagdo jacobiana determinada pelo conjunto f,
Ay € Derg(KM), ¢ definida por:

Af(g) = Jac(fh SRR fn—lag)a

para todo ¢ € K", Observe que A 7 7# 0 se, e somente se, f é algebricamente independente
sobre K e mais ainda, neste caso, se A = ker Ay, entao o grau de transcendéncia de A sobre

K é exatamente n — 1.

Exemplo 2 Seja C[X,Y]=CH e f = X3 +Y? € C[X,Y]. Entdo

AX3+Y3)  9(X3+Y3) 9 9
Ap(g)=det | o =3X% = (9) — 3Y? 5 (9),
ax(@) a9 oy 0X
para todo g € C[X,Y]. Veja que X +Y? € ker Ay. &

Em relacao as derivagoes Jacobianas devemos citar um resultado que sera utilizado no

transcorrer deste trabalho:



Lema 3 Seja 0 € Der(A), onde A é subanel de C(X7,...,X,). Se o grau de transcendéncia

de kerd én—1 e fi1,..., fn_1 € uma base de transcendéncia de ker O sobre C, entao existe

h e C(Xy,...,X,) tal que 0(a) = hJac(fi,..., fn_1,a) para todo a € A.

Demonstragao. Veja Lema 6 em [22]. O

A partir da regra de Leibniz fica simples de verificar uma expressao que frequentemente
n

utilizaremos, a saber, se D € Der(B), b € Be f = ZaiTi e B[T] = BWY, entao
i=0

D(f(b)) = fP(b) + £ (b)D(b), onde f  é a derivada de f em relacio a T e fP = Z D(b)T".
i=0

Podemos generalizar para B[Ty,...,T,] = B" e by,....b, € B, i.e.

D(f(b,...,by)) = fP(br,....,by) +Z of (by, ..., b)D(by).

Um primeiro resultado importante que apresentamos e que, em sua prova, utiliza a expressao

acima € o seguinte:

Lema 4 Seja B um dominio de char(B) = 0. Se D € Der(B), entdo ker D € algebrica-

mente fechado em B.

Demonstracao. Seja b € B algebrico sobre ker D. Entao existe f € (ker D)[T] nao nulo,

com menor grau possivel, tal que f(b) = 0. Aplicando D nesta igualdade obtemos

/

0= D(f(b)) = fP(b)+ f (b)D(b) = f'(b)D(b).

Pela escolha do polinémio f temos f'(b) # 0 e assim D(b) = 0. &

Na verdade tal lema é apenas uma das implicagoes do seguinte teorema fundamental:

Teorema 5 (Nowicki) Seja B uma K-dlgebra finitamente gerada, com K sendo um corpo

de caracteristica zero. Entao para uma K-subdlgebra A de B, sdo equivalentes:
a) A is algebricamente fechado em B;

b) A= ker D para alguma D € Derg(B).

Demonstragao. Veja Proposicao 3.2.6 de [26]. O



1.2 Derivacoes Localmente Nilpotentes

Seja A um anel, D € Der(A) é dita localmente nilpotente se para cada a € A existir um
nimero natural n tal que D™(a) = 0. Os exemplos cléassicos sao as derivadas parciais de um
anel polinomial em vérias varidveis. O conjunto de todas as derivacoes localmente nilpotentes

do anel A é denotado por LND(A) . Também utilizamos as seguintes notagoes:

LNDy(A) ={D € LND(A) | D(R) = {0}}
KLND(A) = {kerD | D € LND(A)}

KLNDg(A) = {kerD | D € LNDg(A)}

Exemplo 6 Seja B o anel polinomial K[X,..., X,] = KM, Uma K-derivagao do anel B
¢ dita triangular se D(X,) € K e D(X;) € K[Xy,...,X;-1] para i = 2,...,n. Usando
inducgao e a formula generalizada de Leibniz podemos ver que para cada i existe um niumero
natural m tal que D™(X;) = 0. Desta observagdo seque que toda derivagdo triangular é

localmente nilpotente. O

Ja sabemos que toda K-derivagao do anel K[ X7, ..., X, ]| = K[ é determinada pelos seus

). Contudo encontrar uma descri¢ao

valores no conjunto {Xi,..., X,,} (D = Z D(Xi)ai
i=1 i

do conjunto LN DK(K["]) requer mais esforco. Quando K é um dominio com caracteristica
zero é facil verificar que LND(KV) = {aZ. | @ € K}. Para o conjunto LND(K?), R.
Rentschler mostrou, em [27], que existem duas varidveis {X,Y} tal que K2 = K[X,Y] e
LNDEKP) = {f£ | f € K[X]}. Até o presente momento néo ¢ conhecida uma caracteri-
zacdo para LN D(KB).

Neste texto vamos trabalhar com varias funcoes graus mas todas sao do tipo descrito

abaixo.

Definicao 7 Seja A um anel e S = AU {—o0}, onde A =N ou A =7 e para todo n € A
temos que —o0o +n = n + (—o0) = —oo. Uma fun¢do fungao grau em A é uma fungao

deg: A— S =ANU{—o0} que satisfaz:



i) deg(a) = —oo se, e somente se, a = 0;
ii) deg(ab) = deg(a) + deg(b) para todo a,b € A, e

iii) deg(a + b) < max{deg(a),deg(b)}.
¢

Dado A um anel e D € LND(A) definimos degp : A — NU {—o0} por degp(0) = —c0
e degp(a) = max{n € N | D"(a) # 0} para a € A\ {0}. Quando A é um dominio de
caracteristica zero podemos verificar que degp é uma func¢do grau para A (veja [9]) e neste

caso utilizando-se tal funcao pode-se verificar o seguinte resultado:

Lema 8 Seja A um dominio e D € LND(A). Entdo
a) degp(D(a)) = degp(a) — 1 para todo a € A\ker D;

b) ker D € fatorialmente fechado em A, i.e., se a,b € A\ {0} e ab € ker D entdo
a,b € ker D e, em particular, A* C ker D;

c) Se A contém, como subanel, um corpo K entio D € LN Dg(A);
d) Se A é DFU, entdo ker D é DFU. &
Um fato muito importante envolvendo derivacoes localmente nilpotentes de um determi-
nado anel é que elas definem automorfismos deste anel. Vamos descrever tal situacao. Seja

A um anel que contém, como subanel, um corpo de caracteristica zero K, pela parte c) da

proposigao anterior LND(A) = LNDg(A). Agora se D € LND(A) entao a exponencial

1. 1 1
eD:ZEDZ:[+D+§D2+§D3+~--(Iéaidentidadede A)
=0

¢ uma funcao bem definida de A em A e possui as seguintes propriedades

Proposicao 9 Seja D € LND(A), entdo

1. eP € um K-automorfismo de A;
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2. (eP)! = e P,

3. eP?D = DeP;

4. kerD={a€ Al|eP(a)=a};

5. Se Dy, Dy € LN Dg(A) comutam, ou seja, D1Dy = DyDy, entdo eP17P2 = eD1eD2,

Demonstracao. Segue diretamente da definicao da funcao e”. &

D

Segue desta proposicao que se D € LN Dg(A), entdo a funcao a +— e*” é um homomor-

fismo do grupo aditivo (K, +) no grupo dos K-automorfismos do anel A, nota¢ao: Autk(A).
Logo toda K-derivagao localmente nilpotente de A determina uma acao do grupo aditivo

(K, +) em A.

Defini¢ao 10 Sejam A um anel e D € Der(A). Um elemento s € A é chamado de "slice”,
da derivag¢ao D, se D(s) = 1. &

No caso em que A é um dominio e D € LND(A) pode-se utilizar a funcao degp para ver
que se s € A é um "slice”, entao s nao pode ser uma unidade e nem divisor de zero. Mais
ainda a existéncia de tais elementos geram propriedades, que apresentamos abaixo, muito

especiais.

Proposicao 11 Seja A um dominio e D € LND(A). Entao
a) Se D admite um “slice” s € A e B = ker D, entdo A = Bls| = BUY;
b) Existem s € A e b € ker D tais que A = C|s], onde C' = ker D[b™"];
c) Se A é um dominio sobre K com trdegx(A) < oo e D # 0, entao

trdegk(ker D) = trdegg(A) — 1,

d) Se Dy,Dy € LND(A), ker Dy = B = ker Dy e existe s € A tal que 0 # Dy(s) € B,
entao 0 7£ DQ(S) €Be DQ(S)Dl = D1<S)D2.

Demonstragao. Veja [4]. &
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Observagao 12 A partir da parte a) da proposi¢ao anterior nos parece natural citar aqui
o "Slice Problem”, colocado por G. Freudenburg em [11], pdg. 219, que é o sequinte: se
K é um corpo, A = K" e D € LND(A) admite um “slice”entdo ker D" = KI=12 Nq
verdade este problema € equivalente ao ”Cancellation Problem for Affine Spaces” que pode
ser enunciado assim: Se B é um K-dominio afim e B ~ K"t entio B ~ KM? Para
n = 1 tal problema foi resolvido, positivamente, por Abhyankar, Eakin e Heinzer, para n = 2

por Fujita, Miyanishi e Sugie e para n > 3 o problema permanece em aberto.

Um outro resultado, devido a Rentschler, interessante e muito importante neste contexto

¢ o seguinte:

Teorema 13 Seja A um dominio finitamente gerado sobre um corpo K. Se D € LN Dg(A)

admite um "slice” entao ker D também € finitamente gerado sobre K.

Demonstragao. Veja [27]. &

Existem dominios finitamente gerados sobre K que possuem derivagoes localmente nilpo-
tentes cujos nicleos nao sao finitamente gerados (veja [2]). Neste caso ndo temos elemento
"slice”. E essa é uma situagao bem interessante pois fornece contra-exemplos ao décimo

quarto problema de Hilbert (veja [8]).

Definicao 14 Uma derivagcao do anel A € dita irredutivel se o unico ideal principal de A

contendo D(A) é o prdprio A. O

Um primeiro fato a se observar sobre derivacoes irredutiveis é que quando A é um dominio,
verificar que D € Der(A) é irredutivel é equivalente a mostrar que se D = ad para a € A e

0 € Der(A), entao a € A*.

Exemplo 15 Seja K um corpo e B o anel polinomial K[X,...,X,] = K". Se D € uma
K-derivagao do anel B satisfazendo mde(D(Xy),. .., D(X,)) = 1, entdo D € irredutivel. De
fato: seja f € B tal que D(B) C fB como {D(X;),...,D(X,)} C D(B), temos que para
todo i, 1 <i<n, [ divide D(X;) e portanto f divide mdc(D(X4),...,D(X,)) =1, isto €,
f e B %
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No estudo das derivagoes localmente nilpotentes um dos principais objetivo é descrever o
conjunto LN D(B) quando B é um dominio finitamente gerado sobre um corpo. O préximo

resultado é fundamental para se fazer tal descricao.

Proposicao 16 Seja B um dominio de caracteristica zero satisfazendo a condicdo de cadeia

ascendente para ideais principais, seja A € KLND(B) e considere o conjunto
S={D € LND4(B) | D € irredutivel}.
Entio S #0 e LNDa(B) ={aD |a€ A eD € S}.

Demonstragao. Veja [4]. &
Na verdade a proposi¢ao anterior nés diz que para determinarmos o conjunto LN D 4(B)

temos que encontrar as derivagoes localmente nilpotentes irredutiveis e os elementos do

conjunto K LN D(B).

Seja A um anel contendo o corpo Q. No artigo [18] L. Makar-Limanov introduz o ML
invariante de A, notagdo M L(A) . Este invariante demonstrou ter bastante importancia
no estudo de K-dlgebras finitamente geradas, por exemplo, em [18], L. Makar-Limanov,
consegue determinar os K-automorfismos de uma determinada K-algebra. No capitulo 2 nés

fazemos tal estudo para uma generalizacao desta K-algebra.

Definicao 17 Seja A um anel contendo o corpo Q. O M L invariante de A, nota¢ao M L(A),

€ a interse¢ao de todos elementos do conjunto KLND(A), i.e.,

ML(A)= () kerD.
DELND(A)

o

Claramente M L(A) é um subanel de A e, pelo Lema 8 ¢), se A é uma K-édlgebra, K

corpo, entao M L(A) é uma K-subdlgebra de A. As seguintes observagoes sao imediatas
1. A* C ML(A);
2. ML(K) =K se K é um corpo.
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Exemplo 18 Seja K um corpo. Entao ML(K[”}) =K, veja que K € a intersecao dos nicleos

das derivadas parciais. %

Exemplo 19 Seja B = C[X?, X?] subanel de C[X]. Pode-se verificar que a inica derivagdo
localmente nilpotente de B € a deriva¢ao nula. Portanto ML(B) = B. &

Cabe aqui observar que na literatura um anel, B, é chamado de rigido quando
ML(B) = B.

O préximo resultado tem como consequéncia que o M L invariante de um anel A é um
subanel caracteristico de uma K-algebra A, ou seja, para todo K-automorfismo de A tem-se

que sua restricao ao M L invariante de A também é um K-automorfismo.

Lema 20 Sejam A e B anéis. Se A € isomorfo a B, A = B, entdo ML(A) = ML(B).
Além disso todo isomorfismo de A em B restrito a M L(A) é um isomorfismo entre M L(A)
e ML(B).

Demonstragao. Seja 6 : A — B um isomorfismo. Seja D € LND(B) é facil ver que
0='DO € LND(A). Agora observe que se a € ML(A), nés temos que 6~ Df(a) = 0 para
qualquer D € LND(B). Logo Df(a) = 0 para toda D € LN D(B), ou seja, 0(a) € ML(B).
E imediato que a restricao 0 ao anel ML(A) é um isomorfismo entre ML(A) ¢ ML(B). &

O Lema 20 pode ser utilizado para estudar os automorfismo de um anel. Um exemplo

disto é o Teorema 42.

1.3 Diferenciais de ordem superior

Neste paragrafo vamos introduzir alguns conceitos e resultados introdutorios sobre diferen-
ciais de ordem superior com intuito de enunciar a conjectura de Nakai, ja que no terceiro
capitulo provamos que tal conjectura é verdadeira no caso da K-dlgebra diagonal (ou de
Fermat) B, isto é, B = K[zy,--- ,x,], onde K é um corpo e 27"+ --- 4+ 2" = 0 com m > 1.
As principais referéncias para este paragrafo sao [24], [29] e [30]. Em [30] pode-se encontrar,

em detalhes, todas as demonstracoes dos resultados citados aqui.
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A abordagem que faremos aqui sera no seguinte contexto: K é um corpo de caracteristica
zero, R é uma K-dlgebra e A é uma R-algebra (poderia ser feito um pouco mais geral, i.e.,
K anel, R é uma K-élgebra e A um R-moddulo).

Em tal contexto Homg (R, A) é o conjunto dos K-homomorfismos de R em A. Para
qualquer b € R, brg € Homg(R, R) denotard a multiplicacdo por b, ou seja, bg(r) = br
e by € Homg(A, A) a multiplicacao por b em A, isto é, ba(a) = ba. Mais ainda vamos
considerar Homg (R, A) como R-médulo da seguinte forma: dadob € Re D € Homg (R, A),
bD :=byoD.

Parab € Re D € Homg(R, A) o simbolo [D, b] denotard Dobgr —bso D € Homg(R, A),
ou seja, para r € R, [D,b|(r) = D(rb) — bD(r).

Agora estamos em condigoes de definir os diferenciais.

Defini¢ao 21 Para q € Z o R-submddulo Dif fi(R,A) de Homg(R,A) é definido por

inducgao sobre q da sequinte forma:
Seq<0, Dif ff(R,A)=0 e se ¢q>0,
Dif f{(R, A) = {D € Homx(R, A); [D,r] € Dif f""(R, A),¥r € R}. o

Os elementos de Dif fg (R, A) sao chamados K-operadores diferenciais de R em A de
ordem q. Os primeiros fatos elementares que podemos citar a respeito de tais operadores
sio que Dif fQ(R, A) = Homp(R,A) ~ A e que Dif fL(R, A) C Dif fi*'(R, A). Assim a
definicao do R-médulo dos K-operadores diferenciais de ordem superior, abaixo, é bastante

natural.

Definicao 22 Defina Dif fg*(R, A) = U, Dif fi(R, A). &

Um operador diferencial, D, de ordem ¢ > 1 é dito ser uma K-derivacdo de R em A de
ordem q se D(1) = 0. Assim para g > 1 definimos o R-submddulo das K-derivagoes de R

em A de ordem ¢ por:

Defini¢ao 23 Para ¢ > 1, Derg(R,A) = {D € Dif fi(R, A); D(1) =0}. O

Uma caracterizagao de uma K-derivagao de ordem ¢ é apresentada no seguinte resultado:
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Proposicao 24 Dados D € Homg(R,A) el < q € Z. Entdo D € Derg (R, A) se e somente
se para quaisquer elementos ro,--- , 1, € R, tem-se que:

q

D(TO"-Tq)ZZ(—l)SH Z Piy oo D(rg - iy e Py 1)

s=1 1< <ig

o

Observacao 25 A proposicao anterior nos garante que uma K-derivacao, D, de ordem 1 é
uma K-derivagdo como definida no inicio deste capitulo, ou seja, Dery (R, A) € precisamente

0o R-modulo das K-derivacoes de R em A e por isto daqui em diante vamos denotd-lo por

Derg(R, A). &

Agora quando R = A vamos usar a notacdo Dif fg(A) := Dif fi(R, A) e neste caso

tem-se que para quaisquer p,q € Z

Dif fz(A) o Dif fz(A) € Dif fg™"(A),

ou seja, {Dif fE(A), ¢ € Z} é uma filtragdo de Dif f°(A). Portanto Dif f°(A) é uma
A-algebra e é chamada de dlgebra dos operadores de ordem superior de A. A subalgebra
gerada por Dif fi(A) em Dif f°(A) sera denotada por dif fe°(A). Assim como Derg(A)
é chamada de dlgebra das K-derivagoes de ordem superior de A e derg?(A) é a subélgebra
gerada por Derg (A).

No caso em que A é o anel de coordenadas de uma variedade algébrica sobre um corpo K a
pergunta natural é: os operadores diferenciais podem dizer alguma coisa sobre singularidades
da variedade?

Em [13] Grothendieck tratou desta questao e mostrou que se A for regular ( anel de coor-
denadas de uma variedade lisa) entao Dif fg°(A) = dif fz°(A). Nakai, em [24], conjecturou

se a reciproca deste resultado nao seria verdadeira, a saber:

Conjectura de Nakai: Se A € uma dlgebra finitamente gerada sobre um corpo K de

caracteristica zero e Dif f22(A) = dif fg°(A) entao A € regular. &

No capitulo 3 vamos abordar a conjectura enunciada acima, mas para isto precisamos

ainda enunciar alguns resultados a respeito de K-algebras finitamente gerada, com K sendo

16



um corpo de caracteristica zero. Assim vamos trabalhar com R = K" = K[Xy, -, X,

A= }7% e J ideal de R. Para isto fixamos algumas notagoes:

1. m: R — A é a projecao canodnica e x; = m(X;);

2. Vi=N'leparaa= (o, -+ ,an) €V, o] =D 0 i, al=aq! -],
1o ||
X=X X, 6(2(0‘ = axflawaxﬁfn - (8%1)&1 R (%)an;

3. Ay i=mo (L2 € Dif fl'(R, A).

ol X«

Com essas notagoes estamos em condigoes de, neste caso, enunciar o seguinte resultado:

Proposigao 26 O conjunto {A,; o € V'} é uma A-base livre para Dif f(R, A), ou seja ,

todo D € Dif f(R, A) se escreve de maneira unica na forma
D=> ci(D)A,

com co(D) € A e quase sempre nulo. Mais ainda D € Diffi(R, A) se, e somente se,

co(D) =0 para |a] > q. O

A proposigao que vem a seguir identifica Dif fi(A), onde A = % e R = KM, com um

K-submédulo de Dif fi(R, A) .

Proposicao 27 Dado g € N. Se DU(J) = {D € Diffi(R,A); D(J) =0} entdo a funcao
¢ : Dif fg(A) — DI(J) definida por ¢(D) = D o é um K-isomorfismo. &

A identificacdo de um elemento do submédulo D4(J) definido acima pode ser decidida

pelo seguinte resultado.

Proposicao 28 Sejam J um ideal de R = K" = K[X\,..., X,], A= ? eD e Dif fi(R,A).

As sequintes condigcoes sao equivalentes:

1. D(J) C JA;
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2. [D, X;|(J) C JA para todo i, 1 < i < n, e existe um conjunto de geradores {f;} de J
tal que D(f;) € JA para todo j.

Encerramos este capitulo observando que no caso em que J = (F) é principal as duas
proposigoes anteriores nés diz quando D € Dif fi(R, R) induz de maneira natural um K-

diferencial de ordem ¢ de A.

Corolério 29 Se A = % com J = (F), D € Dif f¢(R,R) em : R — A € a proje¢do

canonica entao

moD € DIJ) se, e somente se, D(F) € J e para todo i, D(X;F) € J
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CAPITULO 2

O anel K[X,Y, Z]/(f(X)Y — o(X, Z))

No artigo [19] L. Makar-Limanov introduziu o ML invariante de um anel e utilizou este
conceito para mostrar que a superficie x + 2%y + 2% + t3 = 0 sobre C nao ¢ isomorfa a C3.
Em [20] Ele utiliza o mesmo conceito para determinar um conjunto de geradores para o
grupo dos automorfismos do anel B = K[X,Y, Z]/(X"Y — ¢(Z)), onde n > 1 e deg(p) > 1.
Por outro lado, em [3], D. Daigle estudou as derivagoes localmente nilpotentes do anel
A=K[X,Y, Z]/(XY —p(Z)) e mostrou que certo subgrupo dos K-automorfismos de A age
transitivamente sobre os ntcleos das derivacoes localmente nilpotentes e nao nulas de A.

Aqui iremos reproduzir alguns dos resultados do artigo [20] no caso mais geral em que o
anel B é dado por:

B=K[X,Y, Z]/(f(X)Y - (X, Z)),

sendo K um corpo de caracteristica zero e algebricamente fechado, r > 1, d > 1
(X, 2) =29+ b4 1(X)Z -+ b0o(X), bi(X) € K[X] e

fX)=X"+a 1 X"+ +a € K[X].

Escrevendo B = K|z,y, 2] onde f(z)y — ¢(z,2) = 0, mostramos que o ML invariante de
B ¢ Klx] (Teorema 34). A partir deste resultado conseguimos descrever o conjunto das

K-derivagoes localmente nilpotentes de B (Corolario 35). E utilizando estas ferramentas
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conseguimos descrever o grupo dos K-automorfismos de B (Teorema 42), quando conside-
ramos (7, X)) somente em K[Z].

O capitulo é dividido da seguinte maneira: na primeira secao introduzimos as definigoes,
notacgoes e listamos os fatos basicos que necessitaremos ao longo do texto. O objetivo da
segunda se¢ao ¢ o estudo das derivacoes localmente nilpotentes do anel B e a aplicacao
destas derivacgoes localmente nilpotentes para encontrar um conjunto de geradores para os

K-automorfismos de B. Na tultima se¢ao apresentamos alguns resultados que obtemos para

K[X1,..sXnt1,7]
o anel M X o)

2.1 Notacoes e Generalidades

Graduacao e filtracao: Sejam K um corpo e A uma K-algebra . Dizemos que A é uma
algebra Z-graduada se existe uma cole¢ao {B;}icz de K-subespagos vetoriais de A tal que
B;B; C B,y para todos i,] € Z e A = ®;ezB;.

Uma Z-filtragao de A é uma colecao {A; }icz de K-subespagos vetoriais de A que satisfaz:
1. A;A; C A;yj para quaisquer ¢, j € Z;
2. A; C Aj quando i < j;
3. A= UczA;.
Mais ainda, uma Z-filtracao de A é dita ser propria se:
4. Niez A = {0};
5. Sea€ A, \A,_1ebe A, \ A1 entdo ab € Apin \ Amtn_1-

Seja {A;}icz uma Z-filtragdo de A. Vamos denotar a dlgebra graduada associada a tal
filtragdo por Gr(A) = @iezﬁ- Agora se D € Der(A) e k é um inteiro fixo tal que
D(A;) C A;yy para todo i € Z, entdao D induz, de maneira natural, uma derivacdo D; em

Gr(A) definida por Dy(h) := D(a) + A;4x—1 para todo h =a+ A;_1 € A’?jl :

Também associada a filtragdo tem-se a funcdo ¢gr de A em Gr(A) dada por
gr(a) =a+ A;i_1sea € A; \ Ai—1 e gr(0) = 0. Assim tem-se que D;(gr(a)) = gr(D(a)) ou
Dy(gr(a)) = 0.
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Nas condigoes acima e quando D é localmente nilpotente citamos um lema que é fun-
damental para o desenvolvimento deste trabalho. Uma demonstragao de tal lema pode ser

vista no Lema 4 do artigo [19].

Lema 30 Seja D uma derivagao localmente nilpotente de A e {A;}icz, uma Z-filtragdao de
A. Suponha que existe k € N tal que D(A,) C A,y para todo n € Z, entao Dy é uma
derivagao localmente nilpotente de Gr(A). &

2.2  Sobre LND(B)

Nesta secao B é o anel quociente definido por
KXY, Z]/(f(X)Y — (X, Z)),

onde K é um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, o polinémio f(X) é da
forma f(X) = X"+ a, 1 X" "'+ ---+ap € K[X] = KM com r > 1 e o polindémio p(X, Z) é
da forma (X, Z) = Z44+-by 1(X)Z -+ b0(X)Z +bo(X) € K[X][Z] = K& com d > 1.
E imediato que B ¢ um dominio de integridade e que trdegi(B) = 2. Assim B é o dominio
finitamente gerado K|z, v, z] cujos geradores satisfazem a relacao f(z)y = ¢(x, z). Vejamos

algumas propriedades do dominio B
Lema 31 Seja B = K|[x,y, z] a K-dlgebra descrita acima.
1. Para cada b € B\ {0} existe um unico g € K[X,Y, Z] tal que:
degz(g) <d e b=g(z,y,z);
2. K(z)N B = K|z|;
3. Seja S = K[z]\ {0}. Entio ST'B = K(x)lY;
4. Klx] € fatorialmente fechado em B. E portanto B* = K*.

Demonstracao. 1) E uma consequencia direta do algoritmo da divisao. Basta considerar
F(X,Y,Z) = ¢(X,Z) — f(X)Y como polinomio (moénico) na varidvel Z e com coeficientes
em K[X,Y].
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2) Seja 0 # b e K(x)NBentao b = Z a;z"', onde a; € K|[x,y] e como existe a € K[z]\{0}
i<d
tal que ab € K|[z| tem-se que ab = i(aai)zi. Portanto a; = 0 para todo ¢ > 0 e assim
b=ay € K[z,y| N K(z) = K[x] e temlgsc.l o resultado.

3) Veja que y = f(x) 'o(z,z) € K(x)[z], assim temos K|x,z] C B C K(z)[z], e entao
STIB = K(x)[z] = K(x)l1.

4) Sejam a,b € B tais que ab € S = K|z]| \ {0}. Entao ab é uma unidade no anel de
fragoes S™'B = K (x)l). Disso decorre que a,b sdo unidades em S™'B = K(z)!. Dessa
forma a,b € K(z) N B = K[z]. Portanto K[z] é fatorialmente fechado em B. Donde
B* = K[a]* = K*. &

Seja d a derivagao do anel de polinomios K[X, Y, Z] dada por d(X) =0, d(Y) = vz(X, Z)
ed(Z) = f(X). Observe que d é triangular e portanto nilpotente mais ainda d(F") = 0, onde
F(X,Y,Z)=o(X,Z) =Y f(X). Assim d induz uma derivacao nilpotente D de B dada por
D(xz) =0, D(y) = p.(z,2) e D(z) = f(z). Veja também que como K[z] < kerD < B
segue, pelo grau de transcendéncia, que kerD é algébrico sobre K [z] e pelo item 4 do Lema

31 obtemos que K|[z| = ker D.

Teorema 32 Se D € LND(B) € a derivagao definida acima entdo D € irredutivel,
ker D = K|x] e LNDg(B) = {hD | h € Kx]}.

Demonstragdo. Seja Dy € LN Dy (B). Entao Dy é nao nula e ker Dy = K[z]. Como
D(z) = f(x) € Klz] o item d) do Lema 11 nés garante que D(z)D; = D;(2)D, onde
Dy (z) € K[z]\{0}. Assim

f(x)Dy = Dy(2)D. (2.1)
Sabemos, pelo Lema 31, que D;(y) = Z a;z', onde a; € K[z, y], dessa forma
i<d
> (f(x)a;)z' = f(x)Di(y) = Di(2)D(y) = Di(2)g:(x, 2). (2.2)

i<d
Como D4(z) € KJz| \ {0}, segue do Lema 31 e da equacao (2.2) que para todo ¢ temos
f(x)a; = b;D1(2), onde pz(X,Z) = dZ41 + Z iby(X)Z't. Assim f(x)ag_1 = dDy(2) e

i<d—1
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entdo Di(z) = f(x)h com h € K[z]. E logo temos, pela equagao (2.1), Dy = hD. Agora
vejamos que D é irredutivel. Pelo Lema 16 temos que D = hDy para algum h € Klz] e
Dy € LN Dgy)(B) irredutivel. Pelo que ja demonstramos Dy = hoD para algum hg € K [x],
assim temos D = hhoD e portanto h € K*. Assim temos que D é irredutivel. &

As derivagoes localmente nilpotentes do Teorema 32 sao de fato as tnicas derivagoes
localmente nilpotentes do anel B (veja Corolario 35). Contudo para provar esta afirmagao é
necessario conhecer antes o M L invariante do anel B. Para isto vamos relembrar a definicao

do M L invariante de um anel

Definigao 33 Seja A um anel. O ML invariante de A, notagio M L(A), € a interse¢do dos

nicleos de todas as derivacoes localmente nilpotentes de A.

Este conceito foi introduzido por Makar-Limanov em 1996 (veja [19]) com o termo nicleo
absoluto e notacao AK(A) . Em [11] G. Freudenburg denominou tal invariante por ML
invariante e introduziu a notagao M L(A).

Nosso objetivo agora é verificar o seguinte resultado a respeito do anel B:
Teorema 34 O ML invariante de B, M L(B), é K|[z].

Verificado o Teorema 34 teremos K |[x] C ker D para toda D € LN D(B) e pelo Teorema
32 existe D € LND(B) tal que ker D = K|x] . Entdo uma consequéncia imediata disto é o

seguinte resultado

Corolario 35 Se D ¢ a derivacao de B dada por D(z) =0, D(y) = p.(z,2) e D(2) = f(x)
entdo LND(B) = {hD | h € K[a]}.

Demonstragao. Segue dos Teoremas 32 e 34. &

Lembramos que B = K|z,y, z] onde f(x)y = p(z,2), r = degx f(X) e d = degzp(X, Z)
comr > 1ed > 1. Observe que B é subanel de T' = K|z, f(x)7!, 2] pois y € T, visto que
y=flz) " plx,2) .

Antes da prova do Teorema 34 vamos apresentar alguns lemas técnicos necessarios para

a conclusao do teorema. Assim como fez Makar-Limanov em [18] vamos construir uma
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Z-filtragao em T dando pesos aos elementos x e z de tal forma que usando o anel graduado
determinado por esta filtracao podemos chegar a conclusao do referido teorema.

O primeiro passo para construir uma Z-filtracao com peso no anel T' = K|z, f(x)™ !, 2], é
construir uma Z-filtragao no anel R = Klx, f(x)™'] (observe que T' = R|[z]). Nosso préximo

resultado nés diz como construir esta Z-filtragao no anel R = K|z, f(z)™].

Proposicao 36 Para todo n € Z, seja

Entao:
a) { Ry }nez € uma Z-filtragao propria de R;
b) Paran € Z, seja C,, C R, o K-subespago vetorial de R definido por:

Kz se n >0,

C, = .
Kf(w;)j sen=1—jr<0com 0<i:<r-—1
Entao
e R=PC. R, =P Cn ¢
meEZ m<n
gr : R:@C’n — GT‘(R):@RRn
° nezL nez ~ 1

{antn — {an + Ryi}n
€ um isomorfismo de grupos aditivos .

Demonstragao. a) E uma consequéncia das duas afirmagoes que fazemos abaixo:

Afirmagdo 1: Sejam A e E dominios, e w : A — N U {—oco0} uma fungdo grau. Se

A C E C Frac(A), entao

wy : E — ZU{-o0}
o w() —w(n)

onde £, € A, é uma funcao grau de E que extende w. Além disso é a tinica com esta

propriedade.
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Demonstracao. E facil verificar que w; é uma aplicagao bem definida e que também é
uma fungao grau no domino E. Para verificar a unicidade: Seja ws uma fungao grau
de E que é uma extensao de w. Nés temos que wg(%) = wq(&) + wg(%). Agora veja
que wa(1) = wo(1.1) = wa(1) + wa(1) e assim ws(1) = 0. Assim

1

0= ws(1) = wa(n=) = wa) + w2<%> e logo w2<%> ——-

Desse modo wg(%) = wq(§) +w2(%) = wo(§) —wa(n) = w(§) —w(n) = wl(%). Portanto

W2 = Wq.

Afirmagdo 2: Sejam E um dominio e w : F — Z U {—o0} uma fungao grau que é
sobrejetora. Entao, {E), }nez com E, :={{ € E | w(§) < n} é uma Z-filtracdo prépria
de F.

Demonstragdo. E rotina verificar que {E, }nez € uma Z-filtracao prépria de D.

Agora observe que a funcao grau que define R,, para n € Z, nada mais é do que a
extensao da funcao grau usual do anel Klz| para o anel R, assim podemos concluir que

{R,}nez é uma Z-filtracao prépria de R.

b) Primeiro vamos verificar que R = @Cn. De fato: seja a € R entao a = —f’ggZﬂ

neZ
com h(x) € K[z] e m > 0, assim a igualdade acima é consequéncia imediata do seguinte
fato obtido a partir do algoritmo de Euclides: dado h(z) € KJz]| \ {0} existem tinicos
0<mny <---<ng€Zetnicos hy(x),...,hs(x) € K[z]\ {0}, com gr(h;(z)) <r —1 de tal

forma que h(z) = >, hi(x) f(x)™. A prova de que R,, = @ C'y, € 6bvia.
m<n
Assim temos que para cada n, R, = C,, & R, _1 portanto podemos concluir que

Ry

gr, » C, — B

Oy —— Qp +Rn—l

é um isomorfismo de grupos aditivos. Logo

g+ R=Pc, — Gr(R) =P f

nez nez R
{antn — {an +Rn_1}n

também é um isomorfismo de grupos aditivos. &
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Recorde que T é o anel K[z, f(z)™', 2], ou seja, T = R[z] com z sendo transcendente
sobre R. Nosso objetivo agora ¢ introduzir uma Z-filtragao com peso no anel T' que extende
de maneira natural a filtracao de R que acabamos de descrever. Isto é possivel, como mostra

o proximo resultado:

Proposicao 37 Sejam A um dominio e w : A— Z U {—o0} uma fungdo grau. Sejam

v €Z ez um elemento trancendente sobre A. Entao

— —00

wy - Alz] —_— Z U {—o0}
0

0 # . a;zt giag);{w(ai)—l—iy}
¢ uma funcao grau.
Demonstragao. Seja £ = i a;z en = ibjzj elementos de A[z] tais que &n # 0. Sejam
p,q € Z tais que p = wl(ﬁgi Org%{w(ai)]fw} ¢ q=uwi(y) = max {w(b;) +jv}.

o wi(§+n) < max{w(§),wi(n)}. De fato: vamos supor, sem perda de generalidade,

que n =m. Logo £ +n = Z(ai + b;)2" e temos que
i=0

wy (€ +n)

max {w(a; + b;) + iv}

0<i<n

max {max{w(a;), w(b;)} + iv}

0<i<n

max {w(a;) +iv,w(b;) +iv}

0<e

max {p, q}

0<i<n

max{wi (§),w1(n)}.

IN

IN

e wi(&n) = wi(§) + wi(n). De fato: primeiro suponha que & = Zaizj en = ijzj
i=0 =0
satisfazem p = w(a;) +iv e ¢ = w(b;) + jv para todos i € {0,...,n} e j € {0,...,m}

tais que a; # 0 e b; # 0. Neste caso dizemos que { é uma forma de grau p e 7 uma

forma de grau q. Veja que

n+m k
_ k _
&n = E CL2 com ¢ = E a;br_;.
k=0 i=0
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Agora chame I = {k; 0 <k <m+n e ¢ # 0}, assim para cada k € I tem-se que
w(cg) = &%ﬁ{w(ai) +w(bg-i); aiby—; #0} = Onglfgi{P —w+q—(k—iv}, ouseja,

w(cy) = gilfg%{p +q— kv} =p+ q— kv. Portanto
wi(én) = max{w(ey) + kv} = max{p+q—kv+kv}=p+q.

Logo wy(&n) = w1(§) + wi(n) quando £ e i sdo formas de grau wy(€) e w(n), respec-

tivamente.

Para verificarmos o caso geral observe que podemos reescrever £ da seguinte maneira
E=Ep+ &t + &,

onde &, sao formas de grau p; = wq(§p,) € p1 < p2 < --- < p,. Analogamente
N =g + MNgo T+ =+ Ny,

onde 7,, sao formas de grau ¢; = wi(§;) e 1 < @@ < -+ < gs. E imediato que

wi (&) = pr e wi(n) = gs. Veja que
§n = Spln(h + €p177q2 +- fpﬂ?qs-

E visto que
w1 (gprnqs> =prt4qs>pi+ q; = W1 (éupi’r]q]')

para todo ¢ € {1,...,r — 1} etodo j € {1,...,s — 1}, temos que

w1 (§n) = wi(&p,Mg,) = Pr + s = w1(§) +wi(n).

Portanto w; é uma funcéo grau para o dominio A[z] e esta funcao é uma extensao da funcao

grau w do dominio A. &

Veja que todo elemento de T é soma finita e tinica de elementos da forma ¢;27, onde ¢; € C;

com i,j € Z e 0 < j. Segue da proposicao anterior que para definirmos uma Z-filtragao com

peso em K|z, f(x)_l, z] basta darmos pesos 1 > 1 e v para x e z respectivamente. Assim

o peso de um elemento da forma c;2/ é definido como sendo iu + jv e vamos denoté-lo

por deg(c;z’) = i+ jv e o peso de um elemento w em K|z, f(ac)_l, z] é o maior peso dos

elementos deste tipo que aparecem em w.
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Assim a Z-filtragao de T é dada por T,, = (¢;27 |ip+ jv <n) e a de B é dada por
B,=1T,NB.

Como mostramos na Proposicao 36 podemos extender estes pesos ao corpo de fungoes
K(x, z) definindo o peso de um elemento § como a diferenca dos pesos de p e ¢. Sabe-se que
a algebra graduada associada, Gr(K(x, z)), é isomorfa a subélgebra de K (x, z) que consiste
das fracoes com denominadores homogéneos.

Seja D uma derivacao localmente nilpotente e nao nula do anel B. Segue do item ¢) da
Proposigao 11 que existe [ € ker D\ K. J4 o Lema 3 afirma que existe h € K(z, z) tal que
D(g) = hJac(l, g), onde Jac é o Jacobiano em relacdo a x e z.

Para atingir o nosso objetivo vamos verificar que | € KJz|, pois neste caso
D(z) = hJac(l,x) = 0, e assim teremos que K[z] C ker D para todo D € LND(B) e
teremos provado o Teorema 34 como consequéncia do Teorema 32.

Primeiro vejamos o seguinte passo intermediario.
Lema 38 [ € K|z, 7]

Demonstragao. Sabemos que | € ker D\ K e pelo Lema 31 podemos escrever, de maneira
unica,

l = lm($7 Z)ym + o ll($7 Z)y + lo(fE, Z)
onde m > 0, l,,(z,z) # 0 e para todo 5,0 < s < m,ls(z,z) = 0 ou deg,(ls(z,2)) < d—1.
Nosso objetivo é mostrar que [ € K|z, z|, ou seja, que m = 0. Suponha, por contradigao,

que m > 1. Agora como deg,(ls(z,2)) <d—1e

y=f(@) el 2) = f(2) (2" + baa (@) + )

podemos atribuir pésos 1 para x e v suficientemente grande para z de tal forma que
d

fx)’

onde u,v € N e ay,ay € Z (estamos identificando x e z com gr(z) e gr(z) respectivamente).

Recorde que D(g) = hJac(l,g) com h € K(z,z) e que B = |JBy,, onde {B,} é a

gr(l) = a"2%gr(y)™ € Gr(B); gr(y) = e gr(h) =a2%2* € Gr(K(x,z2))

Z-filtracao de B induzida pela Z-filtragao {T,,} de T.  Vamos verificar que para
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k = deg(l) + deg(h) — deg(x) — deg(z) temos D(B,) C By para todo n € Z. Tome

127 € B, com i,j > 0 e calcule D(2%27), i.e.,

D(3'2%) = hJac(l, 2'27) = h(ja'2" ", — iz 1 271,).
Veja que jhx'z 7', iha'™ 1291, € B, 1 logo D(x'z’) € B,,}. Tome agora x'f(x)™72! € B,.
Vamos calcular D(z'f(z)772") = hJac(l, 2 f(z) 77 2"). Observe que

i i1 i e
i T () |
L, — : : L.
I (O R
Agora veja que thz'f(z) 727, thatlf(x) 72N, jhalf(x) L (2)2, € By

Assim D(x'f(x)™72") € B, 1. Portanto D(B,) C B, para todo n € Z.

Jac(l,z' f(z) 72" =t

Segue do Lema 30 que a derivagdo induzida por D no anel graduado Gr(B) é local-
mente nilpotente e nao nula. Seja Dy € LND(Gr(B)) a derivagdo induzida por D para
k = deg(l) + deg(h) — deg(x) — deg(z). Dado g € B temos:

gr(D(g)) se deg(D(g)) = deg(g) + k

Dulgris)) = 0 se deg(D(g)) < deg(g) + k.
9

Da igualdade D(g) = hJac(l, g) iremos verificar que D;(gr(g)) = gr(h)Jac(gr(l), gr(g)).
Dado g € B, temos que g = gr(g) + g1 onde g3 = 0 ou deg(g1) < deg(g), logo temos
9e = 9gr(9)z + (91)z € 9. = gr(g). + (g1).. Portanto se escrevermos [ = gr(l) + I; vamos ter
que Jac(l, g) = Jac(gr(l), gr(g)) + G, onde

G = gr(9)z(l1): + (91)297(1). — (97(9)x(l1) = + gr(1)=(91)z + (91)= (1))

Observe que se Jac(gr(l),gr(g)) # 0, tem-se que deg(G) < deg(Jac(gr(l),gr(g))) e neste
caso temos que Dy(gr(g)) = gr(h)Jac(gr(l),gr(g)). Agora se Jac(gr(l),gr(g)) = 0 tem-se
que hJac(l,g) € B1r—1 onde n = deg(g), ou seja, D1(gr(g)) = 0. Logo

Di(gr(g)) = 22" Jac(gr(l), gr(g)), Vg € B.

Veja que como gr(l) = x¥2gr(y)™ € A = ker Dy e A é fatorialmente fechado obtem-

se que gr(y) = 7o € A. Portanto f'(x)gr(y)Di(x) = dz*1D(2), assim D;(z) = 0 se,

e somente se, Di(z) = 0. Mas como Gr(B) é gerado por z,z e gr(y) e Dy é nao nula

29



temos que Dy(z) # 0 e Di(z) # 0. Logo u = 0 e v = 0 pois se um deles for ndo nulo

usando, de novo, o fato de que A é fatorialmente fechado e gr(l) € A = ker D; teriamos que

2%

T@) podemos escrever

D;(x) =0 e Dyi(2) = 0 o que seria um absurdo. Agora como gr(y) =

m—1,.a1 z1zb

b _
griy)™ a2 = i
Portanto a derivacao D, fica com a seguinte formula:

Di(g) = ﬂl}TE;;;%:BwJGC(gT(y),gr(g))

e se considerarmos a derivagao localmente nilpotente Dy = %Dl vamos ter que:

x® 2P

Dsy(g) = WJac(gr(y),gr(g)), com ay,b € Z.

Agora usando o fato de D, ser localmente nilpotente e fazendo degp,(z) =p e

2d

degp,(2) = q tem-se que rp — dg = 0, pois Da(gr(y)) =0e gr(y) = Ok

Zd—l
Mas Dy(x) = —dz®2° OR

Escrevendo a = a; — (m — 1)r tem-se

eassimp—1=(ag —mr)p+ (b+d—1)q.

p—1=(a—r)p+ (b+d—1)qeportanto 1 = (1 —a)p+ (1 — b)q.
Seja A =r(1—0)+d(1 —a). Veja que
pA =pr(l —b)+pd(l —a) =dq(l —b)+pd(l —a) =d((1 —a)p+ (1 —b)g) =d(1) =d,

logo p = dA™!. De maneira andloga obtemos ¢ = rA~!. Portanto A > 0 e divide r e d.
Agora observe que, pelo Lema 31, B é gerado como K-espago vetorial pelo conjunto

K-linearmente independente {z?2*y/ | i,j,k € Ne 0 <k < d — 1} e assim
{ai28gr(y) |i,j,keNe0<k<d—1} = {z'2"4/f(z) |i,jjkeNe 0< k <d—1}

é base do K-espago vetorial Gr(B). Recorde que f(X) é um polinomio moénico em K[X| de
grau r. Logo f'(x) = ra" ' +w(x), onde w(X) é um polinémio em K[X] de grau menor que

r — 1. Portanto

_ a1 ,b+d—1 __ a1 Sb+d—1 ¢/ o btdor—1 ay b+d
DQ(x) = i — e DQ( ) == 1fz(oc)erlf - mf(laf)m+01€ - w(;();)mi1

30



Dessa forma para que Dy(z) e Do(2) pertencam a Gr(B) (lembre que a = a; — (m — 1)r) é

necessario que

(ar —rm,b+d—1)=(a—r,b+d—1)= (0 — apr, e + azd) e
(e +r—1—r(m+1),b+d)=(a—1—rb+d) = (5, —ra,,y. + a.d),

Onde awaamﬁxwgm’%ﬂ?’yz S N

E a partir destas igualdades temos que:

a+ (o, —Dr=06,>0, b—1—(az—1)d=r,>0,
a—1+(,=r=32>0, b—(a,—1)d=r,>0,

E entao tem-se:

>, — 1> > =

T

Agora veja que a, — 1,0, — 1 €[22, 5] O tamanho deste intervalo é

b a rb+ ad

__|__ —
rd
_rb+ad+ (r—r)+ (d—d)
a rd
_r+d—r(1-0)—d(l—a)
N rd
_r+d-A
a rd
r+d
<1
< rd —

poisr > 1ed > 1. Portanto a, —1 = a, — 1 e dessa forma

b—1 1—a ) l—a 1—-b A
> , ou seja, 0> +—=—.
r d rd

7 =

Logo A < 0. Absurdo! Portanto temos que [ € K|z, z|. &
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Para concluir a prova do Teorema 34 temos:
Lema 39 [ € K[z].

Demonstragao. Suponha que | € Kz, 2]\ K[z] e p = 1, v = N sendo N suficientemente
grande para que gr(y) = %, gr(l) e gr(h) tenham o mesmo grau em z que [ e h respec-
tivamente. Seja D; a derivagao localmente nilpotente, induzida por D, definida na prova
do lema anterior. Como vimos D;(gr(g)) = gr(h)Jac(gr(l),gr(g)). Da suposi¢ao de que
| € K|[z] tem-se que gr(l) = az’z’ com j >0 e a € K\ {0}. Logo z divide gr(l), e portanto
z € ker D; (Lembre que ker Dy ¢ fatorialmente fechado em Gr(B)), mas f(z)gr(y) = 24

logo gr(y) e z também estdao em ker Dy e assim podemos concluir que D; = 0 o que é um
absurdo. Portanto | € K|[x].
¢
Agora estamos em condigoes de determinar um conjunto de geradores para o grupo dos
K-automorfismos do anel B = K[X,Y, Z|/(f(X)Y —p(Z)), com p(Z) € K[Z] de graud > 1.
Em [20] Makar-Limanov determinou tal conjunto quando f(X) = X", assim neste paragrafo
vamos supor K algebricamente fechado e que f(X) tem pelo menos uma raiz nao nula. Na
caracterizagao de tais geradores vamos utilizar de maneira essencial que o AK invariante de
B ¢ Kx].
Como estamos interessados nos K-automorfismos de B podemos supor sem perda de
generalidade que o coeficiente do termo de grau d — 1 do polinémio ¢(Z) e o coeficiente do
termo de grau r — 1 de f(X) s@o nulos (se necessério basta trocar Z por Z —a e X por X —b

para convenientes a,b € K).

Lema 40 Seja g(X) um polinémio ménico de grau r > 2 em K[X] com ao menos uma
raiz nao nula e com coeficiente do termo de grau (r — 1) nulo. Sejam A\, 5 € K e A # 0.
Entao: \'g(X) = g(AX + 3) se e somente se 3 = 0, X\ € uma s-ésima raiz da unidade e
g(X) = X'h(X?®) com h(X) em K[X] monico.

Demonstragao. Suponha que \"g(X) = g(AX + ). Fazendo a expansao de Taylor de g(X)

tem-se que:

) (0 =1 (0
990) o, 9"70(0)

9(%) == o

X7 4+ 4 (0)X + g(0) (2.3)
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Derivando sucessivamente A"g(X) = g(AX + ) obtemos, por inducdo, que para todo
neN

Ag™M(X) = Ag™M(AX + 3). (2.4)

Agora calculando a derivada de ordem r — 1 na equagao (2.3) obtemos

9" (X)) = g (0)X + g"(0). (2.5)

Logo

Ag" P (0) = gD (8) = g7 (0)8 + g7 (0). (2.6)
Mas, por hipétese, g™ (0) =0e g"(0) =1, assim =0 e entdo \"g(X) = g(AX).
Vejamos agora que g(X) ¢ da forma X"h(X*). Como g(X) tem uma raiz nao nula existem

t € N e inteiros positivos 0 <ng < ... <ny <r — 2 tais que
g(X):a0Xn0+a1Xn1+,,,+atXnt+XT

onde ag,ay,...,a; € K*. Como \"g(X) = g(AX) temos que N'a; = A\"a; e logo "™ =1
para ¢ = 0,1,...,t e assim A é uma raiz da unidade. Seja s a ordem de A, logo s divide
mdc{r —ng,...,r —n;}. Tome n e i inteiros positivos tais que r =ns +1i, 0 < i < s. Como
A" = A\ temos Ng(X) = \g(X) = g(AX) e logo Na; = @A™ para | = 0,1,...,t. Assim
A=t =1 paral=0,1,...,t e portanto n; = sm; + i para todo [ em {1,...,t}. Logo

t t r—2
X+ Zaanl — xsnti + ZaiXsml—H _ Xz[Xsn + Z aleml]‘
1=0 1=0 1=0
¢
Tome h(X) = X"+ ZaiXm’ e temos que g(X) = X'h(X*). &

1=0

Iniciamos o estudo dos K-automorfismos de B fixando um K-automorfismo 7" do anel B.
Segue do Lema 20 que T'(K|[z]) = KJz|, pois K[x] é o ML invariante de B. Desse modo
T(z) =M+ B com A, B € KeX#0. Seja D = f(x)2 a derivacdo localmente nilpotente de
B, dada pelo Corolario 35, logo D?(z) = 0. Assim, pelo mesmo Coroldrio 35, para qualquer

derivagao localmente nilpotente, 9, de B temos 9*(z) = 0. Portanto T-'9?(T(z)) = 0 para
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qualquer 0 € LND(B) e deste modo 9*(T(z)) = 0 para qualquer & € LND(B). Logo
J(T(z)) € Klz| para qualquer 0 € LND(B)
tal forma que h(x,z) = f(z)"T(z) € K]z, 2]
D*(T(z)) = 0, temos

Agora tome m suficientemente grande de

Assim, como D(x) = 0, D(z) = f(z) e

D(f(x)"T(z)) = D(h(z,z)) = D(2)h,(z,2) = f(z)h.(x,2) € K[z] = Ker D.

Como K [z] é fatorialmente fechado temos que h,(z, z) € K[z]. Assim h(z, z) = a;(x)z+b1(x)
com ay(x),by(z) € K|x]. Segue do Lema 31 junto com a igualdade h(z, z) = f(z)™T(z) que
T(z) = as(z,y)z + ba(x,y), onde as(z,y),be(z,y) € Klz,y]. Logo f(z)"as(x,y) = a1(x)
e f(x)™by(x,y) = bi(x) e utilizando de novo que K[z]| é fatoriamente fechado em B tem-se
que as(x,y) = a(r) € Klz] e be(z,y) = b(z) € Klz]. Portanto T'(z) = a(z)z + b(z) e
a(z) = a € K\ {0}, pois T é invertivel. Ou seja para todo automorfismo, T', de B existem

A ae K\ {0}, € K eb(x) € K[x] de tal forma que T'(z) = Az + [ e T'(2) = az + b(z).

Lema 41 Seja T um K-automorfismo de B. FEntao T(z) = az + b(z), T(x) = Az onde
N a€ K* b(z) € Klx], b(x) =0 (mod f(x)) e p(az) = alp(z). Mais ainda f(x) = x*h(z®)
e N =1.

Demonstragao. Seja T um K-automorfismo de B e D = f(z)0/0z a derivagao local-

mente nilpotente dada pelo corolario 35 . Sabemos pelas nossas observagoes anteriores que
T(z) =Xz + 3, T(z) = cz+b(x) onde \, 5,c € K, A\c # 0 e b(z) € K[z]. Temos que TDT*

também é uma derivagao localmente nilpotente de B. Observe que

TDT ' (2) =TD(c 'z — ¢ 'T 7 (b(x)) = ¢ 'T(f(z)) = c L f(Ax + ). (2.7)

Pelo corolario 35 f(x) divide D(z) para qualquer derivacao localmente nilpotente de B.
Entao pela equagao 2.7 f(z) divide f(Az+0), i.e., 6 f(x) = f(Az+3) com § € K*. Utilizando
a igualdade de polindémios concluimos que § = A". Logo temos " f(x) = f(Ax+[3) e portanto
pelo Lema 40 obtemos o resultado para T'(z) e o polinémio f(x).

Aplicando T na igualdade f(x)y = ¢(z) temos

N f(@)T(y) = fAe)T(y) = T(f(2))T(y) = T(p(2)) = p(cz + b(x)). (2.8)
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Veja que ¢(cz + b(x)) = clp(2) + v(x,2) onde v(r,z) € K[z, 2] e deg.(v) < d — 1. Da
equacio (2.8) temos que N'T(y) = f(x) t(cp(2) + v(x,2)) = cly + v(z,2)f(z)"!, as-
sim v(z,2)f(z)"! € K[z,y,2] e portanto v(z,2) = 0 (mod f(z)). Agora observe que
0 =¢@) vz, 2) = p(cz+b(z)) — clo(z) = 1247 b(x) + 0 onde 0 € K[z, 2] e deg,(0) <d—1
(lembre que o coeficiente do termo de grau (d-1) do polinémio ¢ é nulo). Logo concluimos
que b(z) =0 (mod f(x)), Lema 31. Segue da igualdade v(z,2) = ¢(cz + b(x)) — clp(z) que
o(cz + b(x)) = p(cz) (mod f(z)) e a partir da equivaléncia b(xz) = 0 (mod f(x)) obtemos
o(cz) = clp(2) (mod f(z)), que s6 é possivel quando ¢(cz) — clp(2) = 0. &

Teorema 42 O grupo Auti(B) € gerado pelos sequintes automorfismos.

i) Se f(X) = X7h(X®) com h(X) tendo raiz nio nula entio T(x) = Az onde \* = 1,
T(y) =Ny eT(z) =z,

i) H(x) = x, H(y) =y + [z + h(2)f(2)) — p(2)]f(2)"" e H(z) = 2+ h(x)f(x) onde
h(z) € K[x].

iii) Se o(z) = 2% entio R(x) =z, R(y) = Xy e R(z) = \z.
w) Se p(z) = 2'¢p(2™) entio S(x) =z, S(y) = p'y e S(z) = pz onde u™ = 1.

Demonstracao. E f4cil verificar que estas aplicac¢oes sao automorfismos de B. Segue do Lema
41 que todo automorfismo é a composigao de um automorfismo V', definido por V(z) = Az
e V(z) = z, um automorfismo L dado por L(x) = z, L(z) = az e o automorfismo H.
Os automorfismos dos itens iii) e iv) descrevem os polindomios (z) para os quais temos
o(az) = adp(z) quando o # 1. Os automorfismos dos itens i) e ii) descrevem as formas

possiveis do automorfismo V' quando \ # 1. &
Observacgao 43 Para o caso particular em que f(x) € do tipo f(x) = x'h(z), com

t
h(z) = X"+ aX™,
=0

onde a;€ K*, para 0<I[<t , O=mog<mi<---<my<r—i1 e

mdc{r —i,mq,--+ ,my} = 1 tem-se que todo K-automorfismo de B é K[X]|-automorfismo.
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Mais ainda neste caso se tomarmos p(z) = 2% + bg_o(2)2972 + - -+ + by(x) € K|z, 2] vamos
ter que o grupo de automorfismos de B podem ser gerados pelos automorfismos descritos nos

itens ii), 1i1) e iv) do teorema anterior.
Vamos encerrar essa se¢do com um exemplo sobre esses automorfismos.

Exemplo 44 Seja B = Clz,y, z] onde os geradores satisfazem a relagao f(x)y = ¢(z),
sendo p(Z) =73+ Z + 1€ C[X], f(X)=X*W(X") € C[Z] e h(X) = X° +2X* + X? —2.

Entao o Teorema 42 afirma que a aplicacao H definido por
Hz)=z, H(Z) =z+@*+1)f(z)=2""+22+22%° + 22" + 2" + 21° — 22" — 227

Hy) =y+[p(z+ @2+ 1) f(2) — () f(@) " = y+ (14 22)(1 + 4a* + 820 + 4% — 422 —
8!t — 4216 — 7220 — 14222 — 112 — 8220 + 8230 + 6232 + 423 + 620 + 823 + 8240 + 822 +
5z + 221 + 218 — 6222 — 6212 + 32192 4 32122 + 62182 + 62702 + 32722 + 32?12 + 322), € um

automorfismo de B. &

2.3 O anel K[Xl,...,Xn+1,Z]/(X1"'Xn+1 —@(Z))

Nesta secao C' ¢é o anel quociente definido por
K[Xh s 7Xn+17 Z]/(Xl T Xn+1 - 90<Z>>7

onde ¢(Z) pertence ao anel polinomial K[Z], degz(p) >2en > 1.

No artigo [5] D. Daigle estuda as derivagoes localmente nilpotentes do anel C' quando
n = 1. Nesse artigo D. Daigle mostra que C' é um déminio normal, que C' é DFU se, e
somente se, ¢ é irredutivel em K[Z], exibe deriva¢oes em C que sao localmente nilpotentes e
irredutivéis, além disso caracteriza os nucleos dessas derivagoes. Nesta secao generalizamos
o anel estudado por D. Daigle, C, e obtemos resultados similares.

O proximo Lema, apesar de simples, serd muito 1til nos resultados a seguir.

Lema 45 Seja C = Klxy,...,Zp41,2] onde x1---xp11 = p(2) e r = degz(p). Entao
para cada b € C existe um tinico G € K[Xy,... Xny1, Z) = K" tal que degz(G) < r e

b=g(z1,...,Tn41,2).
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Demonstracao. Segue do algoritmo da divisao. Considere X -+ X, 11 —¢(Z) como polindémio

na varidvel Z e com coeficientes em K[X7,..., X, 1] O

Teorema 46 O anel C € um dominio normal.

Demonstracao. Vamos mostrar por indugao sobre n. O caso n = 0 foi mostrado por Daigle
em [5]. Assim paran > 0 basta mostrar que C' = K (z1)[za. .., Tpy1, 2] VK (22)[T1 ..., Tpy1, 2]
E claro que

C C K(zy)|xg. .., xng1, 2] N K (x)[21 ... X1, 2]

Vejamos que K (z1)[xa ..., Tpy1, 2] 0V K(z2)[z1 ..., Tpe1, 2] C C. De fato:

seja a € K(x1)[xa...,xnt1, 2] VK (22)[x1 ..., Tpy1, 2], entdo o = F(xy, 20 ..., Tpt1, 2)/ f(21)

e também o = G(x1,%2...,%T,11,2)/9(x2), onde f(X;) € K[Xi], 9(X2) € K[X,] e

F(Xl, X2 ce 7Xn+1; Z), G(Xl,XQ ce ,Xn+1, Z) c K[Xl, ce Xn—l—la Z] Pelo Lema 45 pode—

mos supor que F, G satisfazem deg,(F') < r = deg.(¢) e deg.(G) < r. J& a unicidade do

Lema 45 junto com a igualdade g(zo)F(z1, 5. .., Tpi1,2) = f(21)G(21,29. .., Tpyi1,2) 008

fornece a seguinte igualdade g(Xo)F (X1, Xs..., X1, 2) = f(X1)G(X1, Xs. .., X011, 2)

no anel polinomial K[Xj,...X,1,Z]. Logo f divide F em K[Xi,...X,,1,Z] e assim

a=F(x1,29...,0041,2)/f(x1) € C. O

Lema 47 K(xy,...,2,) NC = Klxy,..., 2]

Demonstragao. Seja 0 # b € C N K(xy,...,x,). Do fato de b € C nés temos pelo
r—1

Lema 45 que b = Zaizi, onde a; € Klxy,...,Tpy1) para i = 1,...,7 — 1. Visto que
i=0

b € K(xy,...,x,) podemos encontrar a € Klzy,...,x,] satisfazendo ab € K[zy,...,x,].

r—1
Desse modo Z(aai)zi =ab € K[xy,...,x,]. Portanto a; = 0 para todo ¢ > 0. Logo b = ay.

i=0
E assim b € K[z1,...,Ty41) N K[zy, ..., 2, = K[x1,...,2,]. Donde segue o resultado. <

Lema 48 O anel K[xy,...,x,] € fatorialmente fechado em C. Em particular C* = K*.

Demonstracao. Sejam a,b € C' tais que ab € K|xy,...,z,]\ {0}, entdo a,b sdo unidades em
STIC = K(z1,...,z,)M, onde S = K|x1,...,2,]\ {0}. Assim a,b € K(zy,...,2,)NC e do
Lema 47 segue que a,b € K|zy,...,x,]. Portanto K|zy,...,x,] é fatorialmente fechado em

C'. Disto temos que C* = K{zy,...,x,]" = K*. O

37



Observacao 49 Uma consequéncia direta desse Lema € o fato de cada x;, para 1 <1 < n,
ser irredutivel em C. De fato: cada x; € irredutivel em Klxy,...,x,| que € fatorialmente

fechado em C'. Portanto cada x; é um elemento irredutivel de C'.

Considere D a derivacao de C' dada por D(z1) = --- = D(z,) = 0, D(zp41) = ¢'(2)
e D(z) =y xp,. E facil observar que D é uma derivacao localmente nilpotente em C'.
Agora vejaque K < K[xy,...,z,| < ker D. Considerando o grau de transcendéncia sobre K,
nesta desigualdade, obtemos que ker D é algébrico sobre K|[zy,...,x,] e como Klzy,...,z,]

é algebricamente fechado em C', pelo Lema 48, obtemos que K|xy,...,x,] = kerD.

Teorema 50 Seja D € LND(C) dada acima. Temos que ker D = Klzy,...,x,],
2](C) ={hD | h € K[z1,...,x,]} e D € irredutivel.

-----

Demonstragao. Seja 0 # Dy € LN Dk, ...,
D(z) € K[xy,...,2,] \ {0} segue do item d) do Lema 11 que Dy(z) € K[xy,...,x,] \ {0} e
D(z)Dy = Dy(z)D. Assim temos

2,](C) note que ker Dy = K[zy,...,x,). Como

Ty InDl = Dl(Z)D (29)
r—1
Pelo Lema 45 temos D (z,41) = Z a;z', onde a; € K[y, ..., T,41], dessa forma temos
i=0
r—1
D wywnaiz’ =y 2, Di(8n41) = Di(2)D(wni) = Di(2)¢(2). (2.10)
i=0

Como D;(z) € Klxy,...,2,]\{0}, segue do Lema 45 junto com a equagao 2.10 que para todo

i €{0,...r — 1} nés temos z; - - - xpa; = \;D1(z), onde \; € K sdo definidos pelo polinémio
r—1

O(Z) = Z M\ Z'. Portanto

=0
Di(z) € K[xy,...,xn) Nxy - xp K|xy, .oy Tppa] = 21 - 2 K2y, .00 2],
isto é, Dy(z) = x1 - - - x,h para algum h € K|zy,...,x,]. Substituindo D;(z) = z1 - - - x,h na

equacao 2.9 nés obtemos que Dy = hD.
Agora vejamos que D é irredutivel. Pelo Lema 16 temos que D = hD, para algum

he Klxy,...,x,]e Dy € LN Dk, ... 2,(C) irredutivel. Pelo que jd demonstramos Dy = hoD

77777
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para algum hy € K{z1,...,x,], assim temos D = hhyD e portanto h, hy € K*. Donde segue
que D é irredutivel. %
Para cada 1 < i < n + 1 seja D; a derivagao do anel C' definida por D;(x;) = ¢'(2),
Di(z) = zy+--mi_1mip1 - Tpy1 € Di(x) = 0 quando @ # k. Veja que D,1 = D e que
trocando D; por D no teorema anterior temos um resultado andlogo para cada D;.

Uma consequéncia desta observacao é o seguinte resultado
Teorema 51 O invariante M L(C) € igual a K.

Demonstragao. Veja que K C ML(C) C ker DyN---Nker D,y = K. &

Teorema 52 Seja C' = Klxq,...,2p41,2] e I = K[z] N x,.1C ideal de K[z]. Temos que

Ty Tpi1 € um gerador de 1.

Demonstragao. Lembre que C = Klxy,...,Tn41,2], onde z1-- 2,41 = ¢(z) em C com
w(Z) € K[Z]\ K. Seja d = degzp e b € I, entdo b = ¢(z) para algum g € K[Z].
Pelo algoritmo da divisdo existem unicos ¢,p € K[Z] tais que ¢ = qp + p, em K[Z], com
degz(p) < d. Assim temos

p(2) = 9(2) — a(2)¢(2) = b— q(2)1 - Tas1 € TpirC. (2.11)

Logo p(2) = zpy1 F(21, ..., 2ni1, 2), para algum F € K[Xy,..., X1, Z] com degz(F) < n.
Entao p = X, .1 F, pelo Lema 45, e logo X, divide p em K[Xy,...,X,11,Z] e portanto

p = 0. Segue da equagao 2.11 que b = q(z)x1 -+ Tpyq € 1+ X1 K2]. O
Defini¢ao 53 Um sistema de coordenadas em C' € uma (n + 2)-upla (x1,...,2Zn41,2) € C™
satisfazendo C' = K[x1,...,xp11,2] e X1+ Tpy1 € K[2] \ K.

Teorema 54 Sejam (z1,...,Tps1,2) € (Y1, Yni1, w) sistemas de coordenadas do anel C.

Se Klxq,...,x,] = Kly1,...,ys) e K[z] = K[w] entdo K|xn11] = K[Ynt1]-

Demonstracao. Sendo (Y1, ..., Yn+1,w) um sistema de coordenadas de C' e K[z] = K[w]
segue que (Y1, - -, Yni1, 2) € um sistema de coordenadas de C. Considere Dy, Dy € LND(C)
tais que Di(z) = @1+ @, e Do(2) = y1---yn € ker Dy = Klxy,...,2,] = kerD,y. Como
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D, é irredutivel € LN Dk, 2,)(C) = {hD: | h € Klx1,...,2,]} temos que Dy = AD;
para algum A € K*. Portanto y;---y, = Da(z) = AD1(z) = \xy---z,. Pela Observacao
49 para cada 1 < ¢ < n temos x; = A;y; paraum 1 < j < n com A\; € K*. Dessa forma
(To(1), - - > To(n), Ynt1, 2) € um sistema de coordenadas de C', onde o é uma permutacao do
conjunto {1,...,n}. Pelo Teorema 52 temos que o ideal I = K[z] Nz, 1C de K|z] é gerado
POT Zg(1)*** s Lo(n)Ynt1 € PO L1+ - Tyl Portanto To(1) " s Lo(n)Ynt1l = QX1+ Tppp Para

algum o € K*, donde y,, 11 = ax,41 € assim K[x,11] = K|ypi1]- &

O préoximo lema é uma ferramenta muito conhecida e til para verificar se certos dominios

sao dominos de fatoragao unica.

Lema 55 (Nagata) Seja R um dominio noetheriano. Se p é um elemento primo de R e

R[1/p] é DFU entao R também é DFU.

Demonstragao. Veja o artigo [23]. &

A seguir temos um lema técnico visando o préximo resultado.

Lema 56 Sejam pi,...,p, primos, dois a dois, distintos e nao associados em um dominio

integral R . Entdo p, € primo em R[1/py -+ pm-1)].

Demonstracdo. Vamos considera somente o caso n = 2, para n > 3 o procedimento é
analogo. Considere p e g elementos primos e nao associados em R. Vejamos se p é realmente
primo em R,. Sejam ¢"a e ¢™b em R, tal que p divide (¢"a)(¢™b), i.e., p¢*c = (¢"a)(¢™b).
Multiplicando esta igualdade por ¢=* temos que pc = (g™ *ab), donde p divide a ou b.

O

Teorema 57 C é DFU se, e somente se, ¢ € irredutivel em K|[Z].

Demonstracao. Segue da Observacao 49 que cada z; é um elemento irredutivel de C'. Agora

veja que
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C KXy, .. X1, Z]
(Xiyp = X1+ Xoga)
K[Xla S 7Xn+17Z]

K[Xla s 7Xi717Xi71, cee 7Xn+17 Z]

3
Q

assim cada x; é primo em C' se, e somente se, ¢ é primo em K[Z]. Em particular se C' é
DFU entao x; é primo em C' e entao ¢ é primo em K[Z].

Agora se ¢ é primo em K[Z] entdoo z; é primo em C para cada 1 <7 <n e como

Cl trrdn = K s Ty eadbmy Ty bndl,
[1/ay - 2] [z1 o x . Tpt1, 2]
1 1
= K{xh_v ..,I’n,—,Z]
1 Ty
1 1
- K[xla_v xna_]m;
T Tn

nés temos que C[1/xy ---x,] é DFU. Agora pelo Lema 56 x,, é primo em C[1/z - - Z(_1)]
e pelo Lema 55 C[1/xy - x(,—1)] ¢ DFU e continuando este procedimento temos que C' é

DFU. &
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CAPITULO 3

O anel B)"

Ja sabemos que as derivacoes localmente nilpotentes de um anel sao amplamente utilizadas
em diversos problemas (veja [2], [7]). Contudo caracterizar o conjunto das derivagoes local-
mente nilpotentes de um determinado anel ja é uma questao relevante (veja [6], [27], [31]) e
tem-se mostrado uma ardua tarefa.

Em alguns casos temos uma resposta positiva a este problema, por exemplo quando A é
um dominio é facil verificar que as A-derivagoes localmente nilpotentes do anel polinomial
Alt] sdo da forma a% onde a € A. Se K é um corpo de caracteristica zero R. Rentschler
mostrou no artigo [27] que as derivagoes localmente nilpotentes do anel polinomial em duas
variaveis sobre K, K[X,Y], sdo da forma f a% onde f € K[X]. Até o presente momento
nao ¢ conhecida uma caracterizagao das derivacgoes localmente nilpotentes do anel polinomial
em trés varidveis sobre K. Neste caso existe um resultado parcial obtido por D. Daigle no
artigo [6].

Neste capitulo estudamos as derivacoes localmente nilpotentes do anel

g ClXi.. . X,
T X

(3.1)

onde, n > 3 e m > 2. Na literatura este anel é conhecido como Anel Generalizado de

Fermat. Neste texto vamos nos referir ao anel B)" como anel de Fermat. Observe que o anel
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de Fermat, B", é isomorfo ao dominio finitamente gerado Clzy,...,z,| onde os geradores
satisfazem a relagao =" + -+ ' = 0.

No artigo [10], Lema 2.7, foi provado que quando m > n? — 2n o conjunto das derivacoes
localmente nilpotentes do dominio B)" se resume a derivacao nula, ou seja, B ¢ um dominio
rigido . Assim naturalmente surgiu a seguinte questao: O que ocorre nos outros casos?

Aqui mostramos que a resposta, a esta indagacao, é negativa no caso em que m = 2, ou
seja, o anel de Fermat B2 nao é um dominio rigido, ou melhor, existem derivagoes localmente
nilpotentes nao nulas em B? (Exemplos 70, 71). No caso em que m > 2 mostramos que a
unica derivacao triangular do anel B]" é a nula. Contudo ainda nao sabemos se o anel de
Fermat B]" ¢ um dominio rigido para todo m > 2 en > 3.

Na primeira segao determinamos um conjunto de geradores pro B]'-médulo Der(B]"),
Teorema 59. A segunda secao é dedicada ao estudo das derivagoes localmente nilpotentes do
anel de Fermat B)"*, LND(B!"). Onde mostramos que a unica derivacao triangular do anel
B é a nula (Teorema 62).

A Terceira é dedicada ao estudo do caso particular m = 2, ou seja, as derivagoes lo-
calmente nilpotentes do anel de Fermat B2, LN D(B?). Nesse caso encontramos exemplos
(veja Exemplos 70, 71) de derivagoes localmente nilpotentes e irredutiveis. Além disso con-
seguimos determinar os nucleos destas derivagoes (Lema 74) e calcular o seu M L invariante

(Teorema 79).

3.1 Geradores do médulo Der(B]")

Esta segdo tem como base o exemplo ¢) da sétima segdo do artigo [17] de J. Lipman. O
principal resultado ¢ a obtencdo de um conjunto de geradores pro B]'-mddulo Der(B]),

Teorema 59.

Vamos recordar algumas notagoes: o anel polinomial em n varidaveis C[X;,...,X,] é
.. . . . O(H oA
denotado por C!". Vamos indicar as derivadas parciais, %, de um polinémio H em C[,
3

por Hy,. Por exemplo, se F'= X™ + .-+ X™ entdao Fy, = mX""".
A derivagao E do anel polinomial C[X7, ..., X, definida por E = Xlaixl 4o+ X226

nyx,,
dita derivacio de Euler . Dado um polinomio H em C[ definimos as derivacoes
D;; = Hx, % — Hxi% do anel CI", para todo i, j em {1,...,n}. Observe que as derivagoes
i J
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D;; dependem do polinomio H. Veja que para 7 < j temos

Hx, se k=1
Dz](Xk;) = _HX«L Se k :]
0, se k+#{ij}.

Sendo F' = X" + .- + X" é facil ver que E(F) = mF. Assim a derivacao de Euler
induz uma derivacao em B]' que denotamos por ¢.
O proximo lema, que sera muito 1til, foi obtido utilizando os mesmos argumentos de um

resultado de O. Zariski, apresentado por J. Lipman em 1965 no artigo [17].

Lema 58 Seja F' um polinomio em C[Xy, ..., X,] tal que {Fx,,..., Fx,} € uma sequéncia
reqular. Se existe uma derivagao 0 de C[Xy, ..., X,] tal que O(F) = aF, para algum o em
C*, entao o C[Xq, ..., X,]-mddulo

M :={D € Der(C[Xy,...,X,]) | D(F) C (F)}
€ gerado pelas derivacoes D;; (em relagao a F') com i < j e a deriwagao 0.

Demonstragao. Seja D uma derivagao do anel polinomial C[X7, ..., X,] tal que D(F) = HF,
onde H € C[Xy,...,X,]. Como d(F) = aF, com a em C*, segue que (D — £9)(F) = 0.
Assim basta determinarmos um conjunto de geradores para as derivagoes do médulo M que
satisfazem D(F) = 0 e estes geradores junto com a derivagao 0 irdo formar um conjunto de

geradores para M.

Visto que toda derivacao D do anel C[X7, ..., X,,| pode ser expressa como
0 0
D=a@G e+ Gy
B T e
onde Gy, ...,G, € C[X, ..., X,] e sdo unicos, entao toda derivagao D do anel C[ X7, ..., X,]
pode ser identificada com um tnico vetor (Gy,...,G,) em C[Xq,..., X,]". Assim estamos
interessados nas derivagoes (G, ...,G,) de M que satisfazem
O(F O(F
G1Q+---+GHQ:D(F) —0.
Ox, Ox,,
Tome (G, ...,G,) um vetor do médulo M que satisfaga
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GlFX1 +G2FX2+"'+GnFXn = 0.

(3.2)

Como {Fx,,...,Fx,} é uma sequéncia regular (Fx,,...,Fy,) : (Fx,) = (Fx,,...,FXx,),
assim a igualdade (3.2) implica que
G1=Hpplx, + -+ HinF, .
Subtraindo do vetor (G, ...,G,) o vetor
ng(FXQ,—FXI,O,...,O) + 4
p—posicao
—~
Hy,(Fx,,0,...,0, =Fx, ,0,...,0) 4 -+ H,(Fx,,0,...,0,=Fx,),
que esta em M, podemos supor que GG; = 0. Visto que
(FXS,...,FXn> . (FXQ) = (FXS,...,FXn),
a igualdade (3.2) implica que
Gy = HosF'x, + -+ - + Hop F,
Agora subtraindo do vetor (0,Gs,...,G,) o vetor
H23(07FX37_FX2707"‘70) +oeeet
p—posicao
—~
Hop(0, Fx,,0,...,0, “Fx, ,0...,0) 4 -+ Hy,(0, Fx,,0,...,0,—Fx,),
que estd em M, podemos supor que Gy = 0. Supondo G; = Gy = --- = G,1 = 0 para

1<q<n-3 Como (Fx,,...,Fx,): (Fx,.,) = (Fx,,--.,Fx,) aigualdade (3.2) implica

que

Gq = Hq(q+1)FXq+1 —I— U + anFXn'

E subtraindo do vetor (0,...,0,G,,...,G,) o vetor

q—posicao
—~ =
Hq(q+1)(0,...,0, FXq+1 7_FXq>0,---,0)+---—|—
g—posicao p—posigio
~~ —
qu(O;...;07 FXp ,0,...,0, —qu,07,,_’0>—|—...+
g—posicao

A~
Hyo(0,...,0, Fx, ,0,...,0,—Fx,),

45



que estd em M, podemos supor G, = 0. Desse modo podemos supor, sem perda de genera-
lidade, que G; = -+ = G,,—2 = 0 na equacao (3.2). Visto que (Fx,) : (Fy, ,) = (Fx,), a
igualdade (3.2) implica que G,,-1 = LF¥, e G, = —LFY, ,. Assim

0,...,0,Gp_1,Gy,) = L(0,...,0,Fx,,—Fx,_,)-

Portanto a derivacao D pode ser reescrita como uma combinagao linear das derivagoes
q—posicao p—posicao

—~ = —~ .
Fpq=1(0,...,0 ,Fx,, 0,...,0, —Fx, ,0,...,0), onde p < ¢, com coeficientes em Cl. Pelo
exposto acima temos que os vetores F,, junto com o vetor (Xi,...,X,) geram o médulo M.

Mas estes vetores sao justamente as derivagoes 0 e D;; com i < j. &

Deste ponto sempre que nos referirmos as derivagoes D;; sera em relacao ao polinomio

X"+ -+ X' e também s6 consideramos 7 < 7, ou seja,
mXJm’1 se k=1
Dij(Xg) = ¢ —mX™ ! se k=3
Oa se k 7£ {Z7j}

. ~ . . D . . ~ .
As derivagoes de B)" induzidas por =2, i < j serao denotadas por d;; ,ie,

m

o _m=10  _ m—1_0
dij = 27 50 =T gy

Teorema 59 As derivacoes d;;, com i < j, e a induzida da derivagao de Euler, €, geram o

B™-mddulo Der(BM).

Demonstracao. Seja I o ideal (X" + --- 4+ X7")). Lembre que d € Der(B]") se, e somente
se, existe D € Der(CM) tal que D(I) C I. Além disso d(f +1) = D(f)+ 1. Agora veja que
EXP+- 4+ X™) =m(X" 4+ X™) eque {X]", -+, X" 1} é uma sequéncia regular.
Portanto o resultado segue do Lema 58. O

Chamamos a atencao do leitor para um detalhe na prova do Teorema anterior. Veja que
para aplicarmos o Lema 58 foi preciso encontrar uma derivacao D satisfazendo D(F') = oF,
para algum a € C, que no caso do anel de Fermat foi a derivacao de Euler, visto que
E(F) = deg(f)F para qualquer polinémio homogéneo. Logo se F' é um polinémio homogéneo
em C[Xy,...,X,] e {Fx,,..., Fx,} é uma sequéncia regular sempre vamos poder utilizar a

derivagao de Euler para aplicar o Lema 58.
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A partir desta observacao o leitor poder ser induzido a pensar que enunciamos o Lema
58 com uma generalidade desnecessaria. Contudo nao foi este o caso. O resultado a seguir
¢ bem instrutivo nesta questao, pois mostra uma aplicacao do Lema 58 quando o polinomio
F nao é homogéneo. Antes do resultado, propriamente dito, fixemos algumas notacoes.
Considere B o anel % onde m > 2 e degx(f) > 2, além disso vamos supor que f(X)
e sua derivada ordindria, f (X), ndo tenham raizes em comum. Vamos identificar B com o

anel C[z,y, z] onde f(x)y = z™. Vejamos agora como podemos encontrar um conjunto de

geradores para o B-mddulo Der(B).

Teorema 60 As derivacoes

geram o B-mddulo Der(B).

Demonstragio. E andloga a prova do Teorema 59. Observe que sendo P = f (X)Y —Z™a

derivagao D, definida por, D = Yaiy + %a% satisfaz D(P) = P. Agora note que a sequéncia

{Pg, Py, Px} = {—mZ™ 1 f(X), f(X)Y} é regular e aplique o Lema 58. &

3.2 Sobre LND(B]")

Nesta sec¢ao estudamos o conjunto LN D(B!"), ou seja, as derivagdes localmente nilpotentes

do anel B quando n > 3 e m > 2. O seguinte lema vai nds auxiliar neste estudo.

Lema 61 Seja h em B]'. Entdo para cada k € {1,...,n} eziste unico G € C[Xy,...,X,]
satisfazendo h = G(x1,...,x,) e degx, (G) < m.

m

. ¢é definido pelo anel anel quociente

Demonstracao. Lembre que o anel de Fermat, B
ClXy,..., Xpn|/(X" 4+ -4+ X™). Considere T' = X{" + --- + X como um polindémio na
varidvel X e coeficientes em C[Xj,... ,5(;, ..., X,]. Desse modo o coeficente lider de T
pertence a C* = C[Xy,... ,)/(\k, ., X,]*. O algoritmo da divisdo afirma que para cada
F € CI" existe um tnico par (Q,G) de polinémios em CI satisfazendo F = TQ + G e

degx, (G) < n. O resultado segue desta observagao. O
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Dado uma derivagao D em B} temos que D satisfaz D(z7" +---+2)') = 0 e pelo Lema
61 fixado Xj, k € {1,...,n}, existem tnicos G; € C[X3,...,X,] com degx,(G) < m tais
que D(z;) = Gj(z1,...,x,). Assim convencionamos que toda derivacdo do anel B]" satisfaz
o Lema 61 e D(27" +---+2") = 0.

Seja D € Der(B!"). Se D(zy) € Clxq,...,x,_1] para todo k € {2,...,n} e D(z;) € C

dizemos que D ¢ triangular.
Teorema 62 Se D € Der(B]") € triangular, entao D € identicamente nula.

Demonstragao. Aplicando D na igualdade =" 4 --- + 2" = 0 obtemos
2 D(2y) 4 2y D(x,) =0

e isto significa que no anel polinomial temos

X D(X) 4+ XPID(X,) =G (X4, X, (3.3)

n

para algum G € C[Xy,...,X,]. Segue do Lema 61 e do fato de D ser triangular que
D(X;) € C[Xy,...,X; 1] paratodoi € {2,...,n} e D(X;) € C.

Suponha que G # 0. Entao o grau, em relacao a variavel X,,, do lado esquerdo da
igualdade (3.3) é m — 1 e no lado direito é m + degx, (G), que é um absurdo. Logo devemos

ter G = 0. Substituindo G = 0 em (3.3), temos
X" ID(X) + -+ X™ID(X,) =0. (3.4)

De (3.4) temos D(X,,) = 0, logo X" 'D(X1) + -+ + X"7'D(X,,_1) = 0. Desta igualdade
temos D(X,,—1) =0, logo X7" 'D(X;) + -+ + X' D(X,,_») = 0. De forma andloga temos
D(X;)=---= D(X,_2) =0. Portanto D ¢é nula. &

Seja D € Der(B™). Se D(x)) = o’ -2 onde ay € C, para todo k € {1,...,n},

dizemos que D é monomial.
Corolario 63 Seja D € LND(B]"). Se D é monomial, entdo D é identicamente nula.

Demonstracao. Vamos mostrar que neste caso D é triangular e o resultado seguira do

Teorema 62. Suponha que para algum k € {1,...,n} nés temos Dz # 0. Como D é
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monomial Dzj, = agai" - -z onde ay, € C e m; > 0. Visto que D ¢ localmente nilpotente

e escrevendo vp(x;) := degp(x;) nés podemos supor, sem perda de generalidade, que

vp(z1) < vp(xe) < -+ <wp(zg) < -+ < vplxn).

Assim

VD(ZL'k) —1= mll/D(Jfl) + mgl/D(l’Q) + - F mkuD(xk) + -+ mnl/D((L’n).
Contudo esta igualdade s6 é possivel quando m,, = m,,_; = --- = my = 0. Donde segue que
D é triangular. &

Concluimos este paragrafo com o seguinte resultado:
Teorema 64 As derivagoes d;; e € do anel B)' nao sao localmente nilpotentes.

Demonstracao. Basta observar que as derivagoes d;; e € sao monomiais . &

3.3 O caso B?

Relembramos que B2 é o anel C[zy, ..., x,] onde 23+ --+22 = 0 e n > 3. Neste caso temos
exemplos de irredutiveis que sao localmente nilpotentes, determinamos o M L invariante e
conhecemos o conjunto LN D 4(B?) para certos subanéis A de B2.

. B2 . . - o
Primeiro observe que B2 = (”—+11) Assim podemos nés restringir ao estudo das derivagoes

Tt

localmente nilpotentes tais que Dz; # 0 para todo i € {1,...,n}.

Definicao 65 Uma derivacao D do anel B)' ¢é dita linear se

D(z;) = Zaija:j parai=1,...,n,

J=1

onde a;; € C. A matriz [a;;] € dita matriz associada a derivacdo D. &

Lema 66 Seja D uma derivacdo linear em B e |a;;] a sua matriz associada. Se D ¢

localmente nilpotente entdo [a;;| € uma matriz nilpotente.
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Demonstragao. Lembre que B é uma C-élgebra e que, para todom > 2, {xy,...,z,} C B"

¢ um conjunto C-linearmente independente. Como D é uma derivacao localmente nilpotente

existe r € N tal que D"(x;) = D"(29) = ... = D"(z,) = 0. Agora o resultado segue da
igualdade
DS(ZE1) x1
: [ais]” | ¢, (3.5)
DS($n) Tn
que vale para todo s € N e pode ser verificada por indugao. &

Como consequéncia do teorema 59 pode-se provar que, no caso m > 2, o anel B]" nao

admite derivagao localmente nilpotente nao nula que seja linear.

Proposicao 67 O anel B]' com m > 2 nao admite derivagao que seja localmente nilpotente,

linear e nao nula.

Demonstragao. Suponha D € LND(B]") e que D seja linear com matriz associada A = (a;;).

O Teorema 59 assegura que
D= Z fijdij + ge
i<j

-3 gl ame1 0 Al
€= x; oz e dj; = A e T Assim temos que
. 7

D(z) = Zauﬂﬁj = Z flkl’zhl + g1,
=1

k>2

ou seja,
n

S X +GXy =) ayX; =FH, com H € K[Xy,--+,X,],

k>2 j=1
mas como m — 1 > 2 e para todo j, a;; € K podemos concluir que a;; = 0 qualquer que
seja j > 2, ou seja, D(x1) = aj1x1, mas D sendo nilpotente temos que a;; = 0 também.

Evidentemente podemos repetir tal prova para qualquer i. Assim A=0e D = 0. &
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A proposicao anterior nés mostrou que para derivacoes localmente nilpotentes e lineares
o lnico caso interessante é B2 e o préximo resultado d4 uma caracterizagao de uma derivacio

localmente nilpotente deste anel de Fermat.

Teorema 68 Seja d € Der(B?2) linear. Entdo d € localmente nilpotente se, e somente se, a

sua matriz associada € nilpotente e anti-simétrica.

Demonstragdo. Seja d € B2 uma derivacao linear. Sabemos pelo Teorema 59 que d é

combinagao linear das derivacoes (lineares) d;; e € e assim, para todo k, podemos escrever

n

d(xy) = Z(—Cik)l'i + chjxj +bxy para k =1,...,n,

i<k k<j

onde b, ¢;; € C. Sendo [a;;] a sua matriz associada observe que quando ¢ = j nés temos
a; = b, e quando 7 < j temos a;; = —¢;; e a;; = ¢;;. Suponha agora que d também é
localmente nilpotente. Entao a matriz associada a derivacao d, [a;;], é nilpotente (pelo Lema
66). Disto segue que o traco de [a;;] é zero, ou seja, nb = 0. Assim b = 0 e temos a; = 0

para 1 <1 <n.

Portando sendo d uma derivagao linear e localmente nilpotente do anel B2 a sua matriz

associada [a;;] tem que ser nilpotente e anti-simétrica.

Agora suponha que temos uma matriz quadrada [a;;] de ordem n e coeficientes nos
numeros complexos, anti-simétrica e nilpotente. Defina a derivagao D no anel polinomial

C do seguinte modo

D(X;) = Zainj parai=1,...,n.
j=1

Como [a;;] é uma matriz nilpotente entdo D, definida acima, é uma derivacdo localmente
nilpotente no anel polinomial C" (isto segue da igualdade 3.5). Aplicando D no polinémio

F =X+ + X2 temos
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D(F) =2X,D(X1) + -+ +2X,D(X,) = 2 X;D(X))

= 20=

O somatério Z Z a;; X;X; é zero pois X;X; = X;X; e a;; = —a;;. Assim D(F) =0 e logo
i=1 j=1
o ideal (F') é um ideal diferencial em relagao a derivada D. Portanto D induz uma derivagao

d em B? definida por

n

d(z;) = Zaijxj parat=1,...,n.

j=1
Observe que sendo D localmente nilpotente em C™ entdo a derivacdo d no anel B2, induzida

por D, é localmente nilpotente. &

Agora para determinarmos uma matriz nilpotente e anti-simétrica temos a ajuda do
préximo resultado.

Primeiro fixemos a notacao. Seja K um corpo de caracteristica zero. Dado um niimero
natural n > 1, M, (K) = M,, denotard o anel das matrizes n X n com entradas em K,
I, € M, é a matriz identidade e S,, é o grupo das permutagoes de {1,--- ,n}. Iniciamos
fixando a seguintes notagoes: dado o € S, , F, = {i € N; 1 <i<n e o(i) =1i}e
(—1)7 =1 se o é par e —1 se for impar.

Sejam A = (a;;) € M, e f(X) =det(XI,— A) = X"+b, 1 X" '+ + 01 X +b € K[X]
seu polinomio caracteristico. Um resultado elementar envolvendo A e f(X) é dado pelo

seguinte lema:

Lema 69 Dados A € M, e seu polinomio caracteristico, f(X) descrito acima, temos:

a) Se para todo i, 1 < i < n, tem-se que ay; = 0 entdo para todo j, 0 < j < n —1,
bj = Yoer, (=17 (=1)" 7 (Tisoq) @io)) + onde F; = {o € S;4(F,) = j} . Em

particular b, 1 = 0.
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b) Se A é anti-simétrica (i.c., A" = —A) entdo b,o =}, _; ay;.

Demonstragdo. a) Observe que se D = X.I,, — A = (d;;) e 0 € S,, entdo

(=1)%d1oq1) -+ * dno(my = (—=1)7(=1)"" 8F) ( H Uig Xﬁ (Fo)
0 (i)
Agora b,_; = 0 porque nao existe o € S, tal que §(F,) =n — 1.
b) Veja que §(F,) = n — 2, com o € S, se e somente se ¢ é uma transposigao, i.e.,
o = (ij), i # j, portanto como (ij) é impar e a;; = —aj; temos o que querfamos. O
Estas ferramentas, Teorema 68 e Lema 69, nds direcionaram na busca por exemplos de
derivagoes localmente nilpotentes nao nulas e lineares no anel de Fermat B2

Vejamos os exemplos.

Exemplo 70 Seja n um nimero impar. Considere a derivacao definida pela matriz n X n

0 O 0 0 1
0 O 0 0 =2
I =
o o0 ... 0 0 1
O 0 ... 0 0 =
_—1 - ... =1 — O_

Note que I ¢ anti-simétrica e a soma dos quadrados dos elementos abaizo da diagonal prin-
cipal € zero. Desse modo para que a derivagao I definada por essa matriz seja localmente
nilpotente no anel de Fermat B? € suficiente que a matriz I seja nilpotente( veja o Teorema

68). Vejamos que a matriz I € nilpotente. De fato:

-1 — -1 — 0

— 1 — 1 0
I’=1]I=

-1 —3 -1 —2 0

—3 1 — 1 0

0 0 0O 0 O



e I? =11? = 0. Portanto a matriz I é nilpotente e assim a derivacdo I definida por
[l’n =+ il’g + -+ Tph9+ Z'l'n,b

e para k <n

I(x) —x,, se k € impar.
k pu—
—ix,, se k € par.

¢ localmente nilpotente em B2.

Exemplo 71 Seja n um numero par. Considere a derivacao definida pela matriz n X n

[0 0 0 o 1 |
0 0 0 0 0 e
P=1] 0 0 0 0 ek,
0 0 ... 0 ... 0 g2
-1 —& ... —gk .. 2

onde "1

= 1. Veja que a matriz P € anti-simétrica e a soma dos quadrados dos elementos
abaizo da diagonal principal € zero. Desse modo para que a derivacao P definada por essa
matriz seja localmente nilpotente no anel de Fermat B2 € suficiente que a matriz P seja
nilpotente( veja o Teorema 68). O leitor pode verificar que P? = 0, ou seja, a matriz P ¢

nilpotente. E portanto a derivacao P definida por

k—1

Pxp=—c""x,, parak <n

k—1

Px, =x;+ecxo+ -+ w4+ wy

¢ localmente nilpotente em B2. Podemos verificar que P € localmente nilpotente diretamente.

Observe que
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Pai+-dap+- ) = 2wiP(en) 4+ +apPlay) +-- -+ 2 Plen))
= 2mxpt -+, 4 e 1y,)
422, (21 +exg + -+ F o+ 22, )
— 0,

logo P € bem definida. E como

P2(£L‘n) = Plzy+exg+ -+ o+ + z—:"_an_l)

=0
P ¢ localmente nilpotente.

No anel B? para cada k € {1,...,n} definimos o subanel B, do anel B2, por

Clzy,..., Tk, ..., z,), onde T}, significa que excluimos a varidvel z; do anel B2.
Lema 72 Seja h € B, C B%. Entado:

1. P(h) € x,B,, sen for par, P definida no exemplo 71;

2. I(h) € x, By, sen for impar, I definida no exemplo 70.

Demonstracao. Suponha que n é par e que h € B,,. Entao

P . /Ll . .. ln_l
h = E a;xy T,y

e assim
oh oh oh
P(h) = —P .4 p ... P(z,_
() = P+t Pl oo 5 Pla)

_ 0Oh oh b1 oh I

= 8.751( Tp)+ -+ 8.7ck( " e,) + 833”,1( " xy,)
e como 8‘9—;2 € B,, para todo k € {1,...,n}, temos o resultado para n par. O caso n impar é
analogo. O

95



Lema 73 Seja h € B2. Entdo
1. P(h) =0 se, e somente se, h € B,, e P(h) =0, quando n par;
2. I(h) =0 se, e somente se, h € B, e I(h) =0, quando n impar.

Demonstragdo. Suponha que n é par e seja h € B2. Pelo Lema 61 existem tnicos hg, hy € B,

tais que h = hyx, + hg. Suponha que h; # 0. Aplicando P na igualdade acima obtemos

Pelo Lema 72 temos que P(hy), P(hy) € x,B,. Assim P(hy) = bz, para algum b € B,.

Logo P(hy)z, = (bxy)x, = bz = b(—x% —--- —22_,) € B,,. Pela definigao de P temos que
hP(xn) = hy(z1+exa+- -+ w4 4" 22,_1) € By, Agora veja que P(hg) = £, e
novamente pelo Lema 72 nés temos %’:’) € B,. Segue entao da igualdade 3.6 e da unicidade

do Lema 61 que 0 = P(hy)z, + hiP(x,) = P(hiz,). Como ker P é fatorialmente fechado
segue que x, € ker P, ou seja, P(x,) = 0. Contrariando o fato de P(x,) # 0. Portanto

hy = 0. O caso n impar é analogo. &

Lema 74 Seja n > 3 um numero natural. Entao

1. sen € par

ker P = Clx; — e g oy — e Ry — ETp_1];
2. sen € impar
ker I = Clxy +ixe,x1 — X3,..., 81 — Tp_2,T1 — iTp_1].
Demonstragdo. Suponha que n é pare A = Clz; —e™ Day, ... 01— Py, . 21 —ew,_1].
Como P(z; — e May) = P(xy) — e P P(xy) = —2, — e B (—FVg,) = 0 segue que

A C ker P. Observe também que A C B,, e portanto é imediato que
yo=m1 — " Py e =2 — " Vg, g = 41— enan
sao algebricamente independentes.
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Pelo Lema 73 dado h € ker P, temos que P(h) =0 e h € B, entao

. . jl R jn—l
h = E : ajxl Tp_1s

j:(jlv"'7jn—1)

onde a; € C. Utilizando a mudanca de variaveis dada por y, = x; — (=K obtemos

Ty =Pz — 5kyk e assim

h = Z CLjQJ{l (521’1 _ €2y2>i2 Ce ( kxl _ €kyk)jk .. (551 - ynfl)j”‘l.
j:(jlwn’jnfl)

Desse modo podemos reescrever h como um polinémio na variavel z; e coeficentes em A, ou

seja,
n
h = E a;T]
i=0

onde a; € A C ker P para todo i € {0,...,n}. Se n = 0 temos o resultado. Suponha que

n > 0. Aplicando P na ultima igualdade obtemos (lembre que Pzy = —x,,)
0= P(h) = —[ayz1 + - + nayz} 'z,

A unicidade do Lema 61 nés fornece a1 + - - -—|—nanx?’1 =0elogoa; =0parat=1,...,n.
Portanto h = ag € A C ker P. O caso n impar é anédlogo. &
Agora estamos em condicao de mostrar que as derivacoes P e I sao irredutiveis. Para

nds auxiliar nesta tarefa precizamos de dois lemas bem conhecidos (veja [11]), que listamos

abaixo.

Lema 75 Seja B um dominio de integridade e Dy, Dy derivacoes localmente nilpotentes
de B tais que ker Dy = A = ker Dy. Se existir s € B tal que 0 # Di(s) € A, entdo
0 7& DQ(S) cAe D2<S)D1 = Dl(S)DQ. <>

Lema 76 Seja B um dominio de caracteristica zero, A € KLNDa(B) e S o conjunto
definido por {D € LNDA(B)}. Se B satisfaz a condi¢io de cadeia ascendente para ideais
principais entio S # 0 e LNDs(B) ={aD |a€ A eD € S}. &

Teorema 77 Seja n > 3 um niumero natural.
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1. Sen € par, entao P € LND(B?), definida no Exemplo 71, é irredutivel e
LND4(B?) = {aP | a € A},

onde A= Clzy — e Dy, ... 2y —

Thyooo(y 1 — 53711—1]-
2. Se n impar, entao I € LND(B?), definida no Exemplo 70, € irredutivel e
LNDg(B?) = {sI | s € S},

onde S = Clxy + ixg, 21 — T3,..., 01 — Tp_9,T1 — iTp_1].

Demonstragdo. Seja n par e D € LN D 4(B?) nao nula. Sendo D nao nula a Proposigao 11
afirma que ker D = A. Como P(z,) = x1 +exg+ -+ +&" 2z, 1 € A segue do Lema 75 que
D(z,) € Ae

P(z,)D = D(x,)P. (3.7)
Aplicando a igualdade 3.7 em x;, obtemos
P(x,)D(x1) = —D(xp)x,. (3.8)

Como D(z,) € B? sabemos, pelo Lema 61, que existem tnicos go,g1 € B, tais que

D(z1) = g12, + go. Substituindo esta igualdade na equagao 3.8, obtemos
P(xn)g12n + P3)g0 = —D(x5) 2. (3.9)

A unicidade do Lema 61 nés fornece D(z,) = —P(z,)¢1 (P(z,) € A C B,). Visto que
D(z,) € A nés temos que P(D(x,) = 0 e assim

0= P(D(z,)) = P(=D(zn)q1),

e entdo P(g;) = 0, pois A é fatorialmente fechado em B!". Logo g1 € A. Substituindo
D(z,) = —P(x,)g1 em 3.7 temos

P(z,)D = D(x,)D = —P(z,)g: D
Donde D = —g; P, onde —g; € A.
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Pelo Lema 76 sabemos que P = hD, para algum h € A e Dy € LND(B?) irredutivel.

Pelo que j& verificamos Dy = ho P, para algum hg € A. Desse modo
P = hDy = h(hoP) = (hhyg)P.

Portanto h € A* = C e logo P é irredutivel. O caso n impar é anédlogo. &

Lembre que o ML invariante de um anel é definido como a intersecao dos nticleos de
todas as derivacoes localmente nilpotentes deste anel.

Para determinarmos o M L invariante de B2, M L(B?), precizamos do seguinte resultado

(veja [11]).

Lema 78 Seja B um anel e § € Autc(B). Se D € LND(B) entio 6D§~' € LND(B).
Além disso ker §DO~' = 0(ker D). &

Seja # uma permutagao do grupo S,. E rotina verificar que 0(x;) = xp; é um
C-automorfismo de BZ. Vamos denotar por 7; a transposi¢ao (j,n) do grupo S, para cada
1 < j < n. Suponha que n é par. Vamos denotar por P; a derivagao 7;Pr;~' onde P ¢é
a derivacao definida no Exemplo 71, para cada 1 < j < n. Segue do Lema 78 que cada

P; € LND(B2) e que

ker P; = 7;(Clz, — €(n_2)$2, ce, T — 5(”_k)xk, ce T — ETp_1]).
Observe que
Ty — 5(”*’“)2%, se =1
Tj($1 - E(n_k)%) = T — 5(”_k):nn, se 1=k
1 —e™Fg. caso contrario.

Segue desta observacao que ker P; C B;.
Agora suponha que n é fmpar. Para cada 1 < j < n denote por I; a derivagao 7;17;7 !,

onde [ ¢ a derivacao definida no Exemplo 70. Pelo Lema 78 temos
ker I; = 7;(Clzy 4+ ixe, 21 — X3, ..., T1 — Tp_2,T1 — (Tp_1]).

Se k ¢é impar
Tp— Tk, se J=1
Ti(r1—xK) =4 21— 2y, se j=k

r1 — T, caso contrario.
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Se k é par
Ty —ixk, se j=1
Ti(z1 —iwg) = @y — iz, se j=k
r1 — 1x, caso contrario.

Segue desta observacao que ker I; C B;.
Teorema 79 O ML invariante do anel B2 é C.

Demonstracao. Pelo exposto acima, que ker 7; C B; para todo i € {1,...,n}, independente

de n ser par ou impar. Portanto
Ni—kerm, c N B; = C.

E como C C ker 7;, para todo ¢ € 1,...,n temos o resultado. &

3.4 A conjectura de Nakai

Neste pardgrafo vamos trabalhar com um corpo de caracteristica zero K. Em [29] B. Singh
mostrou que a conjectura de Nakai é verdadeira para o anel do tipo A = % com
F € K[X,Y, Z] sendo homogéneo. Na verdade ele demonstrou que se Dif f2-(A) = dif f2-(A)
(ou Der?(A) = der?(A)) entao A é regular e fez, baseado também em resultados sobre
curvas, a pergunta (mais forte que a conjectura de Nakai): tal resultado é verdadeiro em
geral? Em [28] A. Schreiner, utilizando ideais monomiais deu um exemplo mostrando que
a resposta a conjectura de Singh é, no geral, falsa , mas para hipersuperficies homogéneas
a pergunta continua em aberto. Aqui mostramos que a conjectura de Singh (e portanto
também a de Nakai) é verdadeira para o anel, a principio um pouco mais geral que o de

[X1,....,.Xn] € a; € K \ {0}

Fermat, B = £ ) com F'= X" 4+ ax X" + -+ a, X"
Iniciamos com algumas notacoes. Neste paragrafo K é um corpo de caracteristica zero, S

n
é o anel polinomal em n variavéis K[Xi,...,X,], B é o anel quociente
% = Klzy,...,2,) onde F = X" 4+ ae X" + -+ 4+ a, X" e para todo i, 1 < i < n,

Ji= (X7 X X, X0, X,) € S, Também omiteremos o K quando nds

referirmos as K-derivagoes de S ou B (i.e, Derf.(S) := Der?(S)).
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Para apresentar o resultado final vamos necessitar de varios fatos preliminares que colo-

camos em dois lemas.
Lema 80 Sejam 4,0 € Der'(S) e D € Der?(S).
a) Se §(F) € (F) entdo para todo i, 1 < i<n, 6(X;) € J; e §(J;) C J;.
b) Se {0(F),8'(F)} C (F) entdo 0'(0(Xy)) € Jp.
c) Se {6(F),8(F)} C (F), 0(X,F)=HF ¢ d(0(X F)) =GF entao H,G € J,.
d) Se 2 < s € N entio para todo j, 1 < j <n, D(X1X})e (X,X;™") e em particular
D(X,F) € J,.
Demonstracao. A parte a) é consequéncia imediata de Lema 58, pois tal lema afirma que

S=HE+)>,._.G;.D;j com H G;; € S eonde

1<j
0
0X;

—maz-Xim_1i e E:ZX,-

Dij = manJm_l X,
J

0X;

A parte b) é, evidentemente, consequéncia imediata de a).

Para o item c¢) escreva HF = 0(X 1 F) = X 10(F) + Fo(X,), mas 6(F) = H,F e dessas
igualdades segue que H = X H; + §(X;), com 6(X;),X; € Ji, ou seja, H € J;. Agora
GF =0'(6(X 1 F)=0'"(HF) com H € J;, mas entdo GF = F§'(H)+ HY(F) e §'(F) = H'F.
Portanto G = §'(H) + HH' € J, pois pelas partes anteriores ¢'(H), H € J;.

A prova do item d) serd feita por indugao sobre s. Para s = 2 temos que ( veja proposi¢ao

24) D(Xle) = XlD(XJZ) + QXJD(Xl) — 2X1XJD(X]) - X]2D(X1) € (Xl,Xj). Para s Z 3

tem-se que
= XiD(X})+ X;D(X:X;7") + X; 7' D(X, X))
— X1 X;D(X;!) — X, X' D(X;) — X;D(X)).
Agora como D(X1X77") € (X1, X;7?) temos que D(X1X5) € (X1, X 71). &

O proximo item vai ser colocado num lema para destaca-lo e também para facilitar quando

precisarmos nés referir a ele.
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Lema 81 Se D=8+ fD'+ >0 6,00, € Der?(S) com {6,6;,6,,i =1,...,s} C Dert(S),

17

{6(F),6:(F),0l(F),i=1,...,8} C(F) e D' € Der?(S) entao D(X\F)= HF com H € J;.

Demonstragdo. Pelo item c) do Lema 80 tem-se que §(X1F)+ 7, §;00;(X1F) = H; F com
Hy, € Ji. Agora (FD')(X1F) = FD'(X,F) e pelo item d) do Teorema 80 D'(X,F) = HyF
com Hy € Jy, portanto D(X 1 F) = HF com H = Hy + Hy € J;. O

Agora estamos em condigoes de enunciar e demonstrar o principal resultado deste paragrafo.

Teorema 82 Sejam S = K" = K[Xi,...,X,] o anel de polinémios sobre um corpo de
caracteristica zero K e B = % comm>1eF =X{"+aX"+ - +a, X", a € K\{0}.

Entio Der?(B) = der?(B) se, e somente se, m = 1.

Demonstracao. E claro que se m = 1 entdo B = K[ e tudo é verdadeiro. Suponha

portanto m > 2 e chame G =[], % =ay -, X572 X™ 2 e considere D € Der?(S)
- J

definida por:

2 = 0? - G 0?
D=—-(m-1 —2GL—XG8—2—2GE Xj——— Xm_lg —_— —
(m—1)(n—2) X, 1 5x2 ~ 70X,0X; T4 s an]m‘z 8X]2
Lembramos que 8?;1(5))(' =0sej>2eque % =m(m — 1)anJm’2 e assim tem-se que

G OF)
an]m_Q ’ 8X]2

D(F)= —m(m—1)(n—2)GX™ ' —m(m - 1)GX" ' + X! i

Jj=2

D(F)

= —m(m—1)(n—1)GX" !+ X! zn:m(m -1)G

=2
e entao
(1)  D(F)=—m(m—1)(n—1)GX{"" + X" 3% m(m —1)G = 0.
Agora vamos calcular D(X, F).
D(XiF) = DX+ Xi(327, a;X7")
= —(m—=1)(n-2)G((m+ X"+ >0, a; X" —m(m + 1) X]"G
—2mG Y5, a; X7+ XS0 ym(m = 1)G
= —(2m+(m+1)(n—2)GXP" = 2m+ (m+ 1)(n —2))G(>T_, a; X]"),

ou seja,
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(2) DX F)=-02m+ (m+1)(n—2))GF com G ¢ J, = (X3, X", ..., X™ 1)
Agora, por calculos analogos, pode-se ver facilmente que para todo j > 2 tem-se que
(3) D(X,F)=0.

Portanto, pelo Coroldrio 29 e (1),(2) e(3), D induz uma derivacio de ordem 2, D, de B
definida por D(H + (F)) = D(H) + (F). Afirmamos que D ¢ der?(B). Suponha que
D € der*(B), assim, por 29, D = 0 + >.°_, §; 0 8, onde para todo i, {3,8;,0/} C Der'(S) e

{6(F),0;(F),6(F)} C (F). Portanto D =6 +Y.;_,6; 00, + FD', onde D' € Der?(S), mas

isto, pelo Lema 81, é absurdo pois
D(XiF)=—-02m+ (m+1)(n—2))GF e —(2m+ (m+1)(n—2))G ¢ J;.

¢

Para encerrar apresentamos o resultado que diz que a conjectura de Singh é verdadeira

para hipersuperficies homogéneas definidas por polinomios homogéneos de grau 2.

KX, Xn]

Corolario 83 Para o anel A = 0

Der?(A) # der?(A).

com H sendo homogéneo de grau 2 tem-se que

Demonstracao. Sabemos que existe uma mudanca linear de variaveis que transforma H num
polinomio da forma F' = X? + ay X3 + -+ + a,X>2. Assim, pela mudanca de coordenadas
ser linear, existe um K-isomorfismo entre as K-algebras A e B que induz um isomorfismo
entre as algebras Der®(A) e Der®(B). Tal isomorfismo leva Der?(A) em Deri(B) para
todo ¢ € N. Agora como Der?(B) # der?(B) tal fato também ocorre para A. %
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