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SUMARIO

E apresentado um método numerico para resoiver as equacoes
de movimento do escoamento secundario linearizado, no estado permanente
axi-simetrico de um gas dentro de um cilindro em rotacio. As condicdes
de contorno nas paredes solidas sdo decompostas nos casos simetricoean
ti-simetrico. Devido a certas propriedades de invariancia, novas condi
coes de contorno sac formuladas, para ambos os casoes, no planc medio do
cilindro. Em consequéncia, somente foi necessario um quarto de rede re
presentativa do cilindro na solucdo numerica de qualquer dos casos. No
sentido de obter resultados numéricos, € usado o método de diferencas fi
nitas de segunda ordem. A solucdo final € obtida pela superposigao das
duas solucOes particulares. 0s resultados numericos estdo de acordo COMm
as solucoes analiticas aproximadas.
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ABSTRACT

A numerical method to solve the 1inearized,_s€%ady state,
axisymmetric equations of motion of a secondary flow of aigas within a
rotating cylinder is presented. The boundary conditions at the solid
surfaces are decomposed into symmetric and antisymmetric cases. Due.
to certain invarianc: properties, new boundary conditions for both
cases are developed at the middle plane of the cylinder. In
consequence; only a fourth of the cross-sectional area of the cylinder
has to be considered in the numerical solution of either case. In
order to obtain the numerical results, a finite difference second grder
method was used. Great care had to be taken in choosing grid poin@s
due to the violent variations of flow parameters. The final solution
i< obtained by the superposition of the two particular solutions. The
numerical results are in good agreement with analytical aproximate
solutions.
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parametro adimensional que caracteriza o

desempenho da centrifuga. %
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calores especificos a pressac e volume
congtantes.

diddica de deformegoes,
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versores do sistema cilindrico.
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i

nimero de Ekmann baseado no segundo coefi
ciente de viscosidade.
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distancia horlzontal entre os pontos no
dais (i, i+1}.

diddica unitiria.
matriz identidade.
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constante do gas,
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U

Us, Vs, Ws, Ts

v

W

W

coordenada do sigrema cilindrico, §
ﬁ.

raio do cilindro.

tensor (diadica) de tensoes,
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temperatura inicial,
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Can.
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CAPITULO 4

INTRODUCAC

1.1 - Historico

0 estudo do campo de velocidade em cilindros em rota
¢ao & recente, algumas tentativas foram feitas para obter
solugoes analiticas ou numéricas do escoamento axissiméﬁri
co do gas.

Em 1.967, Gareth e Williams (2) apresentaram um méto
do para integrar num2ricamente as equagoes de Navier-Sto
kes em trés dimensces para o caso de escoamento incompres
sivel. O sistema de equag¢des na forma cilindrica em coor
denadas polares junto com a eguagao de Poisson para a pres
sao saco integradas con respeito ao tempo¥por um §} processo
iterativo. Todas as eqanSes gue governam © escoamento
estdc representadas por uma forma adequada em diferencas

finitas.

Em 1.976, Kai (3) estudou um sistema nao linear e
usou ¢ método de Newton modificado para resolver as equa
coes de Navier-Stokes expressas em diferengas fin%tas. o)
gas contido no cilindro, foi admitido como sendo_?erfeito.

Também em 1.974, Soubbramayer e Lahargue (4) fizeram
um estudo numérico para computar o escoamento e a concen
tragao isotdpica numa centrifuga de gias. 0 método usado
& o método de elementos finitos com solugpo direta ao in
vés de diferengas finitas e processos ife@éfivos. {0 sis _
tema de equagoes representativo depende basicamenteido pro { |
cesso mecanico para gerar fluxo de contra - torrente e da |
condicao térmica das paredes,

Finalmente em 1.977, Lopes (3) estudon o escoamento
ruma centrifuga mecdnica girando em torno de seu eixo com
uma velocidade angular w. A tampa superior do cilindro,
€ livre e gira com uma velocidade menor (w=Aw e a uma
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disti3ncia pequena da tampa existe um disco com dois orifi
cios periféricos: um anular e outro circular. As paredes

do cilindro estdo numa terperatura constante Jo. !
RN

1.2 - Introducao

O propdsito deste trabalho & apresentar um ﬁétodo pa
ra resolver numericamente um sistema de equagoes diferenci
ais parciais composto por: a equagao de continuidade, as
trés equagoes de momento de Navier - Stokes em coordenadas
cilindricas, radial azimutal e axial ¢ a equacao de;?neg
gia. .

R N .
Este sistema & associado ao estudo: de  escoamentd
axissimétrico compressivel num cilindro de raio Yo; com

duas tampas, uma superior e outra inferior.

!
Se todo o conjuhto girar com uma velo%%dade angﬁlar
%, sabe-se que 2 rotacdo do cilindro produz jum escoamento
de "corpo rigido" do gas nele contido. O movimento do aés
& governado pelas equagoes Qe Navier - Stokes e o escoamen

to & axissimétrico. \
Se uma das tampas do cilindro girar com uma velocida
de um pouco diferente, por exemplo (1 +¢)@ ; dentro do ci
¥ -
lindro se produzird um escoamento secundario, Este escoa
mento envolverd velocidades axials gue formarao o chamado

fluxo de contra - corrente.

Uma forma adequada das equagoes em diferencas finitas
fornece uma integragao computacionalmente éstével Com uma
representacao razoavel das caracteristicas espaciais do es
coamento.

Usamos para a representagac o nétodo de diferencas
finitas de sequnda ordem. Um grande cuidado deve ser to
mado na escolha da conformagdo da rede representativa, no
sentido de levar em consideragdao as variagpes violentas dos
parametros do escoanento, como citado no trabalho de Siel

(1Y

w32 - San Miguel
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e
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O nimero de pontos nodais da rede, e conseqguente
mente o nlimere de incdgnitas, estd restritc & capacidade
da memdria do computador. Para contornar este problema
usamos as propriedades do sistema representativo de equa
¢oes, para decompor o escoamento em dois casos: simétri@b
e anti-simétrico. Com esta simplificacdo obtemos um me
lhor aproveitamento da rede, Jj& que somente 1/4 do total
da mesma & necessaria para obter os resultados finais.

0 presente Lrabalho estd organizado da sequinte ma
neira:

- No capitulo "2" apresentamos o equacionamento ba

sico e a deducdo do sistema em varidveis de .interesse na
\ |
sua forma final =z ser resolvido. ’

~ No capitule "3" estudamos a decomposicao do sis
tema de equagdes nos casos simétrico e anti-sim@trico, pro
]
vando ~ Iinvari3ncia das egquacgoes.

~ Nos capitulos "4" e "5" fazemos pri&eiro uma
abordagem e andlise do método de diferencas finitas de se
gunda ordem e depois sua aplicagdo ao si%tema de equaéﬁes
estudado. Logo apresentamcs a obtencao do sistema de equa
¢Bes em diferengas finitas na sua forma final. . Também &
verificada a invaridncla do sistema express@-emééiferengas
finitas, nas formas simétrica e anti~simétriia.: '

4

- No capitulo "6" apresentamos as técnicas computa
& puta

cionais utilizadas para efeito de melhor aproveitamento dos

recursos do computador, destacando as estruturas de armd

namento apropriados para este caso. A sagunda parte’edtd
composta pela documentacdao e organizacao ¢éo proqrama,gsﬁim
como a3 instrugdes para futuros usuarios do programa atifli

zado para resolver o problema. ; %

Finalmente no capitulo "7" apresentamos uma én?{
se dos resultades obtidos para grupos de dédos e paraﬁ_
tros de interesse, S3o sugeridos alguns toplcos de” inte
resse para contingacao do trabalho. 3

¢z
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tAplTULO 2

FORMTLACAO MATEMATICA

Em nosso estudo basear~nog-emos nas trés équagBes de
conservagao: de massa, de quantidade de mgﬁimento o de ‘eneg
gia. Notemos que a equacao de conservacao da guantidade de
movimento € vetorial e gue, portanto equivale a trés equagces
escalares,

QO gas cujo escoamento serid considerado, & admitido
como perfeito.

etz

As tensOes no gas durante o movimento dependem line
armente da taxa de deformacgoes. '

i

2.1 - Sistema de Equacdes de Conservacdo na Forma Invarlante

As equacdes de conservagio de massa, da quantidade de
movimento e de energia, sdo respectivamente:

- 3g t V. (p12) = 0 < (2,1a)
aT i
=~ == -+ b i
W+TC. VU = g+1 V. T < (2.1b)
3T 8
5 g N
> - e
e +U.ve = 1T  « (VU +g° - 1 Vg < {2.1c)
2t P p :
onde: L ¥
p = densidade;
-
U = velocidade no sistema inercial;
g = forcas de volume por untdade de massa;
s - )
T = diadica (tensor) de tensoes;
.- . ,
e *=  energia interna;



gy = taxa de incremento volumétrico de calor

g vetor fluxo de calor
o simbolo ":" derota duplo produtc escalar e o Indi
ce superior T Genota transposicao.

i

- i
Para apresentar o sistema de equagoes acima, em ter
mos de varidveis de interesse, efetuaremos,as seguintes '
transformagoes: ! 1y

s

Equagdo da Conservacdo da Quantidade de Movimento
Rdmitindo que o flufdo seja Newtoniano obtem-se,

: > e - > & m. ?

T=(p+p' V.0 T+ p|v. 0+ (v.0 * < (2.2)

i
K

onde:

= pressao

ey

= @diddica unitaria

u = coeficiente de viscosidade , | !
5

3

u' = segundo coeficiente de viscosidade.

Substituindo (2.2) em (2.1b) e considerando = cte,

obtemos a equagac de conservagao da quantidade de Movimen
to na forma da equacao de Navier - Stokes. (vide Apendiced)

’ (jﬂi_ + U 5) =pg - Up + (u+p') ¥ (VU 4
ot ;
H .
; !
+ v U p< (2.3
Equacgao da Conservacao de Energia ; i

Admitimosg:

i ) a lei de Fourier para o fluxo de calor

+
k]

q ==k 7T

onde:

=
il

coeficiente de condutibilidade térmica (cte.);
L

&
" g

temperatura

i

oy



!

ii) gas perfeito-térmica e caloricamente

p=p (°p~Cy) T =¢gRT
e=C% T= 1 S
P .
¢
onde: !
R = constante do gas:

Cp e Cv sao calores especificos & pressao e a volu

me constantes respectivamente e onde %
L = C ) ;3
Cv

Assim a equacao (2.1lc) de energia pode ser escrita na
forma:

ocv-(jz +ﬁ.??T)= -P (-ﬁ.ﬁ)-szT+pq\‘] + ¢ < {2.4)
4=
onde:

? & a funcao de dissipagao viscosa definida:

. . - T i - =
® =y [(3. 0 s (V. r.’i)] + ()« (O + " (V. )2 < (2.5)
Desprezando as forcgas de volume e © termo q; ;  obte

mos as equagoes de conservacac na sua forma usual em gas

Jinamica. .

B0 V. (D) =0 ? < (2.6a)
3t .
o ! §
p(au+3. 33) = o+ ¥ GO 42 Y § < (2.6b)
3t
ow(a_T+U.vT)= » W -kv2T+0 | < (2.6c)
at



onde:

¢ . & dada por (2.5).

Considerando as trés equagbes acima e a equacdaoc de
estado no gas pe.feito: '

P =pRT :

i

obtemos um sistema de quatro equagoes com guatro incogni-

tas, sendo que uma ejuacgdo e uma incdgnita sdo vetoriais.

2.2 - Ssistema de Equagdes de Conservacao em Coordenadas Ci

iindricas
3
0 i
5 g
N N a
Ay \ P
\ Fig. 2.1 Sistema de Coor
: ‘denadas c¢ilin-
N : ——>) dricas.
Y . r : , »
%) N, LT

Admitindo o sistema acima ilustrado, com coordenadas

r, ® e z; tomando &y, €y, &z como respectivos versores do
h
sistenma cilindrico e chamando: :

U = ued, + v&g + we, < (2.7)

desdobramos a equacao de quantidade de movimento em trés

equagoes escolares: radial, azimutal e axial; o sistema
(2.6) fica:

Sy



e

-8~
a 3
2.2 o+ 12 oy s X o) = f < (2.8a)
ot ar r r 30 az
1o
p[ﬂ+U-@+vh+W§H-Yz— =—‘B‘E+ 4
et ar r 3G 3z r r !
¥
32U 130 1 AU UG 2 BV)
e M e + )
ar: r sr r* 3o 8z r* r?* 30

+(p+u')—a- AU U R A L ' < (2.8b}
ar r r r 90 a2z '

+W— 1+ — ) =

7
r 3% 3z T r 30 '

Sprmmti.

w2 " 2 2
ey (XYL IV 1BV W z_qg___)
ar? r 3r r?* ap¢ 9z r?

eun 12 (0,10 a0y

< {2.8c)
ra \or r rae oz/ _\ 4

o (-%+U§-W-+K'§H+W-§E)=--§E+
It 8r  r 39 3z az

2 - 2
. ﬂ+1@_@+_Livx+u)
ar?  r 3r r? je? oz?
+(U+U.)i(@+g+lﬂ’.+§ﬂ\ Ia". ?((2.8d)
3z \N3r r r 30 2/

N

JEESETICE P



IR
.

-9~
(__.+U.?.'£+Y.ﬂ cw T .
ar r ad A
oU O 1 8V BT)
~-p{—+=+-- =+ W~ ]+ j
¥ T 1 @b az L
2 m
vk —---+-1—"’T+”)+¢ F < (2.8¢)
art  r 3r r? ae?  azt _
p -pRT i < (2.8f)
§ I- :
onde: ' g
3; 2 2 :
q;:u{z o' ey, ey,
] ar Y 36 oz
v
2
T
+(_1__§_’£'_~’_+__) (_@E+__) (1cp+av V') N
r 36 ri sr r./ -
( 2
U U 13V W < {2.9)
+ Uy —+ =+ — F— E
13:: r r e oz

onde:

EEETEP.

w e u' podem ser relacionados pela bipotes,c de Stokes.

u' 2 < (2.10)

As passagens mais importantes da obtengao do sisté

ma acima, podem ser encontradas no trabalhe de Sielawa,

MMF (6). . : : %
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2.3 - Sistema das Equagoes de Conscrvacac em Coordenadas Ci

linCricas com Geometria em Regime Permanente

admitindo simetria axial e regime permanente isto é:
() L N =0
0 e N/

o sistema (2.8) fica:

_§_(pU>+ pU | i(;:w)%o < (2.1ila)

- -,

' 2
0 (U_kgg_+v0§g _}L_)
ar 3z r?

2 7
+u(au+i§g au__q_),+
ar2 r ar 9z2 r?

t 4
4 Cu u') 3 730, U 3W | < (2.11b)

ar or r 2z

P (;U.EY + W.§2.+ w ) =

ar 5Z r ;
{

_.._+__£_V+E,2}E__E"_\ L3 < (2.11c)
ar2 sr  3z2 r? . o ¥
- 2 . n !

o(vﬁﬂﬁﬂ)z _ea+u(,a__w+_£gt~_r+a_§@ 4

o 3z 32 12 r ar  az” /

1 ' ' s : < (2,114}

LU T Bt S (au+ U, W ; 1L

3Z N3r  r o2 \ | %
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GCV(U£+W_32)= -p(§2+-y_+ﬂ +
ar 32 ar r 32 ¥

o 2
..+k(,ﬂ+_}-_£+ﬂ +'¢ T < (2.11le)
ar? r v 3z2
b =g RT | < (2.118)
’ §

onde a funcdo dissipacdo fica:

. 2 2 2 2 2
¢ _ m {2 [ E.L_I) + (.E.J.) +(§E) .’+ (?Y.) +(§}Z + Ll +
ar r JZ iR 3z : 32z ar .
. E§ 3
o ' 2 o ' ..
+(_BX__Y_\ + M _3_9_,__[1__'_93\_7 ; < (2.12)
<3r r/ ar r 3z ‘

2.4 ~ Condigoes de Contorno . :

I3

O sistema (2.11) representa escoamento viscoso no re
gime do continuum, logo a condicdo de contorno para a Velg

cidade U nas paredes sdlidas e a de ader@ncia ("non-slip"). ;

No sistema cilindrico

U = Us
vV = Vs
W = Ws

Admitiremos valores prescritos para a temperatura Ts
na parede sdlida:



j-12= Y

No caso da densidade sd existe uma condigao de con
torno no sentido global, de que dentro de um volume'fecha
do por paredes sdlidas, no regime permanénte a guantidade

de massa m permanece constante, isto a:
f pdr = m
T

As condigoes de contorno no eixo de simetria (r = 0)

H

#

podem ser obtidas do sistema {(2.11) de uma maneira natural.,

4

ug = 0

v o= 0 i
w= 0

a

al= o0

31‘

Observamos que das cinco equacgoes (2.115 obtemos so
nente guatro condigaes'dé contorno, pois'a mesma cohdicao
U = 0 @& obtida de duas equagdes (2.1la} e {2.11b). Esta
condicao "perdida" para a densidade pode ser substituida ;
pela de fluxo vertical global, chamada também de condicac |
de refluxo nulo. Esta condigao & amplamente discutida no
trabalho de Sielawa, MMF (6). i

flo* wdr = o
o

onde:

& & associado as varidveis de perturbacao a ser
definidas na secaoc 2.6 :

2.5 - Geometria da Centrifuga

3

Consideramos um cilindro circular, contendo gas, gi }

randeo em regime Egrmanente em torno do seu eixo de. sime -
f 3 -



P
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tria. Colocamos cocrdenadas cilindricas de maneira;ao el
X0 2 celineidir com © eixo de simetria (Fig. 2. 2) Admiti

mos que o plano z= 0 & o plano horizontal de simetrla, a

tampa superior esta localizada em z*-L/2 e a tampa inferi-

or em z= L/2, onde L & o comprimento do cilindro e Tw
o seu raio.

it
i

Dentro do c¢ilindro temos um gas perfeito governado
pelo sistema de equagoes (2,11).

i .
Estamos interessados em determinar numericamente qual
sera o escoamento do gis no regime permanente provocado pe

lo giro do cilindro e das tampas com uma velocidade angu-
lar 9. ‘

rvTampa superior (z =L/2’

VA —m~ke1xo de simetria
i {r=20)

f
!
1
l
l
I
|
|
l
| R
j :
l »parede lateral b
’ i

l

i

X ——4 plano médio

]

T

! l-w.--Taurnpa inferior (z =-L/2)
Fig: 2.2 Forma gecmétrica da centrifuga.

£

2.6 - Rotacdo Rigida e Desvio da Rotagcdc Rigida do Gis

§
Como & conhecido na literatura (6), usando as hipote
ses w = 0 3v/8z = 0, e resolvendo o sistema (2.11) , obte
mos o0s parametros da rotacdo rigida:

R
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g

u* = 0 ] ‘:.
Vv* = Or
We = 0 i
- - ~oy) 2
p* = p, © A[l (r/Lw)]
a[1- 2 :
v =, e A[1 (r/rw) 2] ;
w §
T* = To
onde: . ¢
= 2 2
A = 27ry” (2.12)
2 RTo

i

& um parametro que caracteriza o desempenho da - centrifuqa

e 0, € Py sdao densidade e pressac na parede respectiva
}

mente, ;

As hipdteses W =0 e 3V/3z = 0 podem nao

ser satisfeitas se o escoamento dentro do c¢ilindro nao for

correspondente ao corpo rigido; o gque poderia acontecer por
exemple:

i } Se uma das tampas girar com velocidade angular dife-

rente do resto do cilindro (por exemplo d- A @ );,pe
la condigao de aderéncia, a condigac de contorno nas
duas tampas sera V = fr e V = ( § =~ A Q)r.

ii ) Se a temperatura prescrita To nas paredes, naoc for
constante, podem-se criar correntes térmicas dentro do
gas com W#0;

iii) Se houver injegio e retirada de massa haverd certamen
te regices dentro do cilindro onde W # 0.

Neste caso & desejado gque haia uma perturbagéoldh ro

tagdo rigida na forma de um escoamento secundario de con
i L —

.
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tracorrente sob o ponte de vista do desempenho de separacaoc.
Neste tipo de escoamento uma parte do gas sobea junto as

paredes e uma outra desce Jjunto ao eixo.

Para analisar este tipo de escoamento introduzimos

"variaveis de perturbag¢ao" ﬁ, %, ﬁ, 5, E, T tais que:

I .

at
]

U = U* + a {2.13a)

Ve=vVt4+T=0r +V a (2.13b)

W=W +W=W « (2.13¢)

_ i
p=p*+p=pH+p a4 (2.13@)
§

b =p* 4 p =p H +0 « (2.13e)

T =T+ T = To + T ¢ (2.13f)
onde: |

]
- - 2

H=eA [1 (r/ry) ] < {2.14)
Note-se gque: % :

.BH = 2Ar H

2
ar ol
BH = 0
g

e tem-se ainda:

p, = Py RTo < {2.15)

Substituindo estes parametros no sistema de equagoes
(2.11) obtemos: ;

. REeMEL,
fei



- ) ) -
pwHE_g+(2AI + Yt) pwHU+
) ry’r

iy

U, 3 56&): 0
3z

ip1 1:—'

-2 pwHV-erS-i-pwH(Ui}

2-- —
a2 I 3r

! " ~
+(u+u)i(@+£+a

% \3r r

=1t

S
N

-lfw'

P H i"_\‘ * __.3_(0 U)+
az ar

< (2,l6a)

ar r

#

i

> S
3z s #

ﬂ-ﬁ.)

g e (2.]:6b)
) | i

%

¥
2ﬂpwHU+pr'I(U_E'}_\_7+W“B_Y+"]_.__UV)_?_2Rp U,
ar oz r
+9V.?3_V+DW§+_1_°UV =
or 32 r ¢
u(a2v 1 v A < (2,16c)
sx2 r sr  9z2 r?J/ '
»
F’WH(U_E‘E+WE) y UM oWaW _
ar 02 ar a2
- _5p ., u/aw *}_E‘_‘.T+_3.E£‘“T\+ .
3z o2 r or 9z / o §
. (u+u')i(§z+ﬂ_+ﬁﬁ < (2:164)
o 92 \er r 2z

E

o gTEEEDLT
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cvowﬂ(u_azﬂ.azn oy B UAT, oy d WaT _
ar sz J 3z 2z
= Py H ( + li+—ﬂﬂ _BW_ 1 pU-~- %Jﬁi +
ar r 3z 3r r 32
2 T 827
+ k(2T i 3T, 37 )+' ¢ < {2.16e) a
ar?  r 3ar 322 !
f
5 = o, HRT + RTog + RBT < (2,16f)
i
onde
fF ) v, § o
! - v ‘ .
Per (D) 2 NEIRN 3}_ )+ i
e/ r 32 dZ ar2 I
' I a2
+ (8 + ——> K —-+ U™
or r 3z
Os ter-os sem variaveis de perturbagao cancela
ram-se mutuamente no processo da deducao das equaéSes

{(2.16) e os termos foram ordenados por aparecimento de va
rifveis de perturbagao.

2.7 - Linearizagdo das Variaveis de Perturbacao

Se considerarmos pegquena a perturbacac da

rota
cdo rigida, os termos de ordem maior que um,

(isto &, con
tendo produtos das variaveis de perturbacdo) podem ser des

prezadas nas eguacoes (2.16), Assim obtemos: i §

H
i
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by HOU | 2 A% + 4y’ o, HU o, HW _ O < (2.17a)
dr T’y oz | 3
:

2 0pyHV=-02rg _ .%§+u(§_@+}_3§;32ﬁ_ﬁ_)+

ar ar? r ar §z¢ x?

‘ - - ;
+ (w +u') 3 KLV Ji4_§ﬂ < {2.17b)

r ar ¥ 3z

220,HU . u(ﬁh 1w, 3 _ ¥ < {(2.17¢)
ar* r ar az? x?
S0 v 82‘:«*} 1 B;\T Bzﬁ' ‘ ﬂ
£ = (-——+—-——+-——-—)+ %
32 w?2 r oar 9l ;
' .- _ |
+‘U+M_EL(.?E+_¥“+_BE). | < (2.174)
3Z \ or r 3z : :
~ ~ ~ o . 2m
pwH(Q_ﬂU_i__g__!_ﬂ): 3 aT+_;__£+alT)< (2.17e)
31 r 9z ar? r ar a2?
E = p,HRT+ R To < (2.17f)

+

= o ~ - i
cnde A & definido pela equagao (2.12) e a relagao entre :

P.. & ow & definido pela equagao (2.15). !

R
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Dividindo-se a primeira equagao por pyw H, obtemos:

30, U, 3

ar r 3z

.. _ 2 Ar U

rwz

E usando o resultado acima nho sistema

I 2 4.2 1
W, 2Aa2+x2 U W _ O

or T 32 % ;

2 QpyHV-02x [ =

|

- 2~ ' i: A~
= -3 3EI+_(JL _ 2 {u+w") hr)gg N
2 2
or ar r rw ar
27 1 01 @
+uBU_(__}L+2(u+p)A>U
2 2 2
oz iy rw
"
20p, HU _ u(32f7+__1*3f_{+32§7_5_f_)
ore r ar a2 r?

. i
B - U(__azﬁ+_1_§ft’+m_~32‘"‘;’)- 2 (w+a) A gl
8z or?  r ar 9zl n? ez
. - -
_ 2 pwr}!U - }c(ﬁ T + 1 9T , a°T ) ]
7 sr2 r sr  az? U

(2.17) obtemos

(2.18a)

(2.18b)

|

(2.18c)

(2,184)

< (2.18e)



d

B = p,HRT + RTo} < (2.18%)
: ¥
Note-se que do sistema acima pode-se facilmente eli

minar p {ou entao p) por meio da equagao de estado (2.18f).

2.8 - Adimensionalizacao das Equacdes Lincarizadas

Para adimencionalizar as equagoes (2.18) fazemos as
seguintes substituicoes: © 1, i

r = ryft < (2.19%a)
z = 1,2 < (2.19b)
0 = o ry 8 | < {2.19%¢)
V = 2 ryV < (2.194)
W o= oory W < (2.1%)
B = P*F = pyHD < (2,19f)
P = p*p = pyHS < (2.1%qg)
T = T*% = 7o T < (2.1%)

Com a escolha acima obtemos um sistema simples.e con
veniente no tratamento matemdtico. n

As relagoes dos parametros """ com as variiveis ori
ginais do sistema (2.13) sao:

= Ry U P ot

- ¥ -
= Qr +.9r, V = ary (Ii+ V)

ar,, W i ?
= p* (1L +p) =p, H (1L +p)
= p* (1 + p) pw H (1 + 3}

= T* (1 +T) = To (1 + T)

H

H o T 8 < 4
i

Substituindo-se (2.19) nas equacoes (2.18) obtem-se:

-

1l a0 rwfl) L 2AR/E? v n o, U

Ty ar

] +
ry°t

. -

S § _gh(ﬂrw'ﬁ)= 0 < (2.20a)

Ly nz
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s F

=2 Qfr e HV - 0% rgoy HES = - 1 j_,_:g_'(pwaJ o
ry Bf"\ ‘
+ u a‘ (Qrw U)+ b= 2 {u+u') Arwﬂi_g_ ’grwu +
rwz 1;!.,.2 rwi' rwz /r“‘r 3T
+ o A% fargul-f _w +2 (uru') A | a0 (<(2.20b)
' rw? 122 rwzfz fwz i
2 QZrW Py HU= u [ 52 (ﬂrw V) + 1 3 (Qrw V) +
rw2 Lafz ™ f‘ Hf !
+ 32 (Qrw vj)- DYy ] <(2.20c)
22?2 r? ] I |
%d
1 2 (’pw H ﬁ) R l 32(9rww\ L S Lﬁrww) +
ry 2% ry2 L 3F2 Y- |
+ az(vrww)] - 2 (u+p') AL 3 (Qrw U) <(2.204)
134 ry? 2%
- 2 1 - Ly
-2A3py, HEU = k{_a-(TOT)v 1 _s‘_(TQ3§fr)+
rw? | 982 £ oaE N\
+ 0?2 (ToT)] <(2.20e)
222 |
pHP=p RTOH T+, RToHGp <(2.20f)
i

Agora expressando H em termos de I temos:

i

- -32
de onde vem qgque
- ~32
3H = 2AFf e A(l-£4) 2ATH
g T
' 3g==0
32



-22=
e definimos ainda dois numeros adimensionais:

i ) Numero de Ekman

e

E = H

ii ) Nimero de Ekman baseado no segqundo coeficiente de vis
cosidade

E'= u

2
Dw S?.I:‘w

iii) Nimerc de Brinkman

Br = y-1 {Pr) A %
“_;;"— _ 3
onde:
Pr = y €D = ¥Yu Cy
k k

& o niimero de Prandtl.

Observamos a titule de informacao que nas ultracentri
fugas modernas de UFg as ordens de grandeza:dos nitmeros E
e Br, nas condicdes de trabalho sZo 1076 e
te.

ﬂgresﬁeCtivameg

Admitindo a hindtese de Stokes (2.10) a relacdo entre
E e E' seria:

%
£

E'=-2E | < (2.22)
: |

Introduzindo todas estas equacoes o sistema (2.20)
pode ser escrito na forma:



gé + 2af2 41 U+ gﬁ = 0 < (2.23a)
3t ¥ 3T
~2v-2F+Ep = -1 ap + B 320 + [E -

24 3% H 32 HY

23 (E-I-E')f'] 50 + E 32U -[E + 2 (B4E") A]EI< (2.23b)
H Br H 322 HE? H

20U = E (32‘ + 1 v o+ a’v - v) ¢ (2.23¢) f

H &2 r et 022 £2 vl o
1 3B = f_(fﬁ + 1 W + ﬁ) - 2 (HE') A F U «(2.230)
25 3% H \ 5#2 F of 322 H . aZ

- - -~ ié
-4 (Br) U = E [ 320+ 1 3 + 3’7 < (2.23e)
H ag? ¥ oF 322

B = T+ p < (2.23f)

Eliminando § da equagdo de estado (2.23f),amitindo o f. oo
simbolo (7) das variaveis r, z, p, T e chamando:

u = U
v = ¥V
w o= W

e ainda vendo a hipdtese de Stokes que relaciona E com E',
egquagao (2.22), o sistema (2,23) fica:

3u + 2ar?2+3iu + w = 0 ! < (2,24a)

ar 1r 2

~2v+rT = -1 3p + E § 32u+ f1 - 2Ar ﬂ)*—
2a  or H dr? r 3 sr



#

L24-

+22u=-{ 1+ 2 A\ u < (2.24b)
az? r? 3
2u = E [ o2v + 1 du+ div - v ) < (2.24¢)
H \ ar? r 3r 9z> r?/ '
1 3p = E [ 32w+ 1 3wsd’W -2 Ar dul - i< (2.24q)
2n 2z H \ sr? r oar az2 3 3z
4 (Br) r u = E 32 + 1 3T + amr% % < (2,24e)

Agora lembrando H da equacao (2.14): %;

— L) 2
g = oA (1 =14

e desfazendo-se de r nos denominadores para evitar indefi
nicoes, obtemos:

r 5u + (2 Ar? + I)u + r 3w = 0 < {2.25a)
LR o 22
3 g
(1-r2 - !
r’r - 2r?y + 1 r? 3p = E eh 1-r?) {r; 3%y + '
2A or . ar?
r{l~2 ar?) su + x?3% ~/1+2 ar?l u < (2.25b)
\ 3 ar 322 (\ 3
2
2rfu=ge® BTN 22y 4 r gy 4+ r2 32y - v|d2.250)
ar? ar yz?
_ oo :
rp = ap e - 3w+ W + T 9 - 2 Arz_au\<(2.25d)
Al R
az 3 o ar gz* 3 0z
—~r21
4 (Br)ru = -E eA (1-r ’( r 3°T + AT + r 32T < (2.25e)
v d9r?  ar 222
- :
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2.9 - Condicdes de Contorno no Caso das Variaveis da - Per

turbagéo

Como ja fei dito anteriormente a configuracao mais
desejada sob o ponto de vista da separacao & a chamada con
tracorrente mostrada na figura 2.3. o

I \ .
—eixo central de simetria

> _
/_

B C“\l é

i

1 s {
'\ egsquinas do cilindro’

I

plano horizontal”t_“

de simetria
(z==0|

il
| Rl

o~
i L\ \ - _J

<7
=

*esquinas do cilindro

Fig: 2.3 Contra-corrente numa centrifuga.

Neste tipo de escoamento, uma parte;do gas sobe (ou
ent3o desce) junto 3 parede do cilindro e na regigo cen-
tral junto ao eixo de rotagdo, o gis efetua o movimento no
sentido contrario.

A contracorrente pode ser gerada por varios proces
sos, dos quais destacam-se:

i )} processo meci@nico - o cilindro gira com uma velocida

de angular ? ao passc que as duas
tumpas giram com velocidades diferentes @ +4:0.

ii )} processo térmico - a temperatura das paredes nao &

R

Bt T
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imposta uniformemente.

iii) processo exogéneo -~ forcgando a contracorrente i por

meio de uma confiquragao adequada

de injegac e retirada de massa., ¢

No nosso trabalho consideramos o processo (1), admi
tindo-se que a injegdo e retirada tenham efeitos desprezi
veis (sob o ponto de vista de geracao) sobre x)'gscdamento
secundario. |

As condigdes de contorno para as varidvels de pertur
bacao; u, v, w e T podem ser obtidas recorrendo-~se & se
cdo (2,4) e ds equagdes (2.25). No eixo, substltulu ~-se
nas equagoes (2.25) o valor r = 0, Assim obtem-se'u = 0,
v =20, 3w/ar =80, 3ar/3r = 0, sendo que o primeiro resulta
do {isto &, u = 0) vem de duas eguagoes. E necessario ain
da, formular uma quinta condigao visto que tem cinco equa
¢des diferenciais. A condigao escolhida aqui ( fora dos
pontos de eixo gue coincidem com as tampas) & defreﬁquo'
global nulo, = % é o

Nas extremidades do eixo admite-se p =0 e T = 0.
A primeira condicao vem do fato de que as eguagdes (2.25)

nao permitem a obtengac do valor de p e sim das suas deri

I(.
vadas, 3p/or e 3p/az. Assim, o valor de p pode ser ar
bitrado num dos pontos como sendo 0. Como na outra extrg
midade as condigoes sao simétricas ou anti- simetrlcaﬁJ o

valor de p continua sendo 0,

No caso de paredes sdlidas, a quinta condigao de con
torno vem da equacao radial da quantidade de movimento,
substituindo~se as respectivas condigoes de contorno.

Eis as condi¢oes de contorno na forma detalhada:

- Parede Lateral

e
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A & B: u

Vo=

do cilindro (vide

.3)
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cAPtTULO 3

PROPRISZDADES DE SIMETRIA E ANTI~SIMETRIA DO SISTEMA

3.1 ~ Introducgao _ %

Nas equagSes de conservagao e nas condigOes de contor_
no obtidas no capitulo anterior, podemos considerar separa
damente dois tipos de efeito mecanico para obter fluxo se

cundario de contra-corrente : o caso simétrico e o caso an
.8
ti-simétrico. S B

B Co
EN

b

Note~se que as condigoes de contorno descritas ina se |
cio 2.9 saem de maneira "natural" das proprias diferenciais

gque governam o sistema.

Lembramos que neste trabalho o escoamento secundario
ser2 gerado pelo processo mecanico de girar as tampas com
velocidade angular ligeiramente diferente em relagao & pa
rede do c¢ilindro. |

Denotando por @ a velocidade angulai genérica, admi.
tiremos agqui que

a) na parede do cilindro ( r = 1)

w {r = 1) = Q

b) nas tampas

w (z=%10/2rp =0 + (40 1
onde,
. ¥
i = 1 - tampa inferior ( z, = L/2ry,) %
i = 2 - tampa superior ( z = L/2ry,)

E facil ver da segao (2.9) gue todas as outras condi
¢oes de contorno sao homogéneas (isto &, nulas).

Como ¢ sistema final também & homogéneo, se todos os

i

i L
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valores (s )i fossem nulos,; a solucdo do sistema seria '
trivial {(u=0, v=0, w=0, P7=0, p=0), nac haveria portan

to escoamento secundario. Logo a condicac para v nas tam
pas: ' '
v=(sa)i r emz= (-1 L/2 ry < (3.1)
%)

& do tipo forgante,
3.2 - Decomposicdo das Condicdes de Contorno nas Partes Si
métrica e Anti~-gimétrica

Denotando:

e = (A QY1 + {4 Q)o

29 | %

£3 {A 52}1 + (A Q)

20

a condigao forgante (3.1) pode ser escrita cofo:

v = (€ + e9)r  em 2z = L/2r, < (3.2a)
[

L/ 2y _ - < {3.2b)

v=1{€g+ %r em 2

Como visto no trabalho de Sielawa, MMF:IG)

a solugao
do sistema final (2.25) com as condic¢oes de contorno (3.2)
e as demais homogéneas, pode ser obtida por supérpoSigéo

das seguintes duas solugodes.

1 ) referente as condicoes forgantes, chamadas de anti%si

z /
metricas:

V= e em 2z =% L/2ry < (3.3)

com as demals condigoes de contorno homogéneas.
-« i

i1i) referente as condigoes forgantes, chamadas, de aﬁtf—mé

tricas: : ¢
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+
v'-"‘--

L& ]

r em 2 = + L/2r < {3.4)

pi
com as demais condigOes de contorno homogyé&neas.
Note-se que todas as condigoes de contorno (incluin

do as l.omogéneas) simétricas sac invariantes se z for tro

cado por {=2) e que todas as condigoes anti-simétricas tro
cam de sinal se 2z for trocado por -2z,

A vantagem da decomposigao acima consiste em certas'

propriedades de invarifincias que o sistema (2.25) possui ':

em relagao & substitui¢ao de z por (-z) no caso simdtrico

1

ou, entdo anti-simétrico.

3.3 -~ Casc Simetrico
Note-se que substituindo

zZ = -z

r = r i
3 =

W= ey

a equacao (2.35a) passa a sger:

T AU+ (2AR? +1) + 7 3

ar

%}
il
<o

o2
]

isto &, nao muda a sua forma,

Ainda note-se que:

2= - ;B 3@ =0
32 3z dr BZ
¥
e que: _ % : ;g %
2 2= 32 ;o 2t =y
3F2 322 ' ar¢ ar?

E facil ver que todas as equactes (2.25) permanecerid
invariantes no caso simétrico se for subsﬁitﬁido

i

Ry



E as condicoes de cortorno

v

3

E:_]r

W1 <1 o N M

ol |

2 = - L/ZIW

(3.3) ficam

t

portanto tamb&m apresentam a mesma invariancia.

Concluindo, ve-se que no caso simetrico pode-se
zer as substituicoes (3.5) obtendo-se a mesma solucdo

termos das variiveis u, G,_ﬁ, E, T qgue em termos de u, v,

w, peT.

Em particular tem-se:

A

(= T - T = |
T
]
1]

o
)

Assim

em relagdo a 2z, ao passo que w & impar.

p

verificamos que u, v, p e T sao fungoes

(r,
(r,
(r,
{r,

(r,

z)
2)
z)
z)

z}

L.ogo para z=40

formular as seguintes relagaes validas para o

trico.

0

Y

-

p

(r,
(r,
(r,
(r,

(r,

I
§
K3

-z)
...z)

...z)

_z)

4

el

{r,
(r,
(r,
(r,

(r,

:

caso

-32=

z}
z)
z)

z)

z) §

pares

(eixo horizontal de simetria) podemos

simé

i

sy



By o= 9
32
v = 0
Az

w o= 0
ip = 0
3z
AT =0
Az

-33-"

< (3.6a)
i
< (36h) |
< (3.6c)
< (3.64d)
< {3.6e)

Estes resultados sac consequéncia imediata de seremy

pares ou impares as fungdes em questao.

3.4 -~ Caso Anti-simétrico

Neste casocomt =r € 7 =

como no caso simdtrico que v = v,

torno (3.4), isto é:

v = £9X
ficam

v = gzr

G':“'Ezr

z, nao podemos  admitir

pois as condigoes de con' |

£

am

]

= —L/2rw

am z = L/ 2ry

tal
f

em L/2ry :

ok

em ==L/2ry

e portanto nao sao invariantes em relacac a transformacao,

pois trocam de sinal. A solucéo,

ples, basta admi‘ir v = -v, pois assim as condic¢des de con

torno serao:

nesta situagao, & sim

em z = IJ/ZIW

a
[
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V = g0y Snt 2 = =L,/2rw

e portanto idénticas com as originais e apenas escritas nu
ma seguéncia diferente.

Analisando a equacdo (2.25¢) vemos que v troca de
sinal, iogo a varidvel u deve fazer o mesmo. Assim obte
mos :

3= -u o 5

Da equagao (2.25a) resulta que como u troca de sinal,
a varidvel w nao pode trocar; 34 que no termo onde ela se
encontra em 3w/ 3z, a varilidvel z trocou de sinal.

d

Assim sucessivamente obtemos gque o0 sistema (2.25) f£i
nal e as condi¢oas de contorno (3.4), bem como as condi
goes de contorno homogéneas sao invariantes em relagdo a

transformagao.

R

' Z = -2
u = -u s
v = -y % ‘
W=
P = -p
T = -T

%
3

Recorrendo ac mesmo raciocinio do caso anteri
‘or, isto &, das equagoes (3.5) obtemos as seguintes rela
¢Ses no caso anti-simé@trico

u (r, -z) = -u (r, z)
v (r, -z) = -y (r, z)
w (r, =-2z) = w (r, 2)
p (r, -z} = -p (r, z)

. T (r, ~z) = -T (r, z)
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Observemos que u, v, p e T s3o fungd impares em
relagao a z, ao passo gue w & par. Assim analogamente,
as equagoes (3,6), podem ser formuladas as seguintes rela

¢des validas no caso anti-simétrico, no plano médio da cen
trifuga, z = 0:

¥

u=2~a

v = C, 4
VR < (3.7)
N b
¢ 2

‘
P =0
T = 0

3.5 - Caracteristicas Especiais das Propriedades de Sime
tria e Anti-simetria,

:

Tendo verificado a invaridncia do sistema de equagoes
e das condigoes de contorno no caso simétrico (ou ent3o an
ti-simétrico), notamos que basta resolver a metade da meta
de da centrifuga, isto & a metade da figura (2.2}, para ob
ter um perfil do escoamento desejado. (vide a fig. 3.1).

.
~wregiao de interess

Deimimmpnes

+eixo horizontal de si
J metria (z = 0}

¥

-scentrifuga

i

g s g ot

j—~eixo central de simetria (r =0)

Fig: 3,1 simplificagdo na centrifuga,
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i it
. }
Esta simplificagac € possivel i3 que com'as proprie
dades acima descritas, a centrifuga vem a possuir; além de

um eixo central de simetria {(r = 0}, um plano hgrizontal

de simetria ou anti-simetria (z = 0}.

A importancia desta simplificacdo se destaca no sen

tido numérico ja& que possibilita um melhor aproveitamento
da rede represen*ativa, g

e

iy
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caplrTruLo 4

' i
METODO DE DIFERENCAS FINITAS

4.1 - Introducao

Com ¢ método de diferencas finitas obtemos a solugao
numérica de equacgoes diferenciais sobre uma rede ou quadri

culado uniforme. Um ponto genérico da rede & chamado de:
A%y y3) = (xg + 1 (ax); vy + 3 (ay) )

com referéncia a uma origem (x5, Yo), onde Ax e Ay s30 res
pectivamente intervalos nas direcoes x e y. Observamos
a titulo de informagao que em geral sac utilizados interva
los de tamanho fixo.

Para qualquer fungdo f£{x) podemos definir os operado
res direrenclais A, V e § para o intervalc h como:

Af(x) = f(x + h)l « £(x) *
vE(x) = f£(x) - £(x - h) )
§f{x) = f£{x +_1 h) - f(x ~ ) i
2 2 f
e chamamos : :
Afy = fyo - fx _ diferengas "forward"
vf, = fx - £y, - diferencas "backward"
= kel ~ Fx_y - diferenggs centrais.
) ENS f g

Como j& foi citado anteriormente, & comum o uso de
intervalos de tamanho fixo no método de diferengas finitas,
tanto na diregao horizontal x como na dilregdo vertical vy
na rede representativa, No presente trabalhc, dada a con
figuracao especial do escoamento secundirio de contra- corrente

na centrifuga & -lesejado obter um melhor aproveitamento da

-
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rede, Neste sentido estudamos a possibilidade de usar in
tervalos de tamanho variavel; de tamanho normal nas regides
@e menor interesse e rede mais densa nas regides de maior

variagao de parametros.

Assim apresentamos a seguir o método de diferencas
finitas para intervalos de tamanho variavel.

4,2 - Diferengas Finitas de Primeira Ordem

i

DEFINIGAO: Uma funcdo f calculada no ponto ( Xi, vj)

se designara por £14.

4.2,a -~ Primeira Derivada

Quando uma fungao f e suas derivadas séoﬂfﬁngaes fi
nitas e continuas de x e y, temos pelo teorema de Taylor

fyp14 = fig + By ( 3£ < (4.1)
x X ij 3
o3 ij i .

onde hi & o intervalo entre x, e x;q
e hi-1 & o intervalo entre xi-; e xj
como ilustrado na fig: 4.1

—L—- i+

hi"l hi 31}
BN N
Xi-1,3 | 71,3
3 _
j'—l .
;
M T 1 o
i=1 i i+l

Fig: 4.1 Rede para diferengas finitas de primeira ordem.

3
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Das relacoes (4.1} e (4.2) obtemos a aproximacfo da
derivada 3f,  no ponto i,3. Asgsim,

af f - f,.
(ﬂ_:) - = T« (4,3)
Ix / 17 h
1 : .
f’_f_) VI T T < @
ax /i3 hi—l )

Chamamos a equacdo (4.3) de diferenca FORWARD e a
equacao (4.4) de diferenca BACKWARD,

Se desejarmos aproximar a derivada da funcdo no pon
to {i,1) usando os intervalos anterior e posterior ao pon

to, temos entao gue somar as expressoes (4.1} e (4.2}, as
sim obtemos:

fi+1;j = fiy 5 = fip - £yt ) EE;T ;
8x - 13
of f . - f X
(_) = i+1,4 i-1,3 < (4.5)
’x /13 hy+h,

que chamamos de diferenca de primeira ordem central.
. i

Analogamente ds expressdes acima pode - se deduzir fa

cilmente as expressdes para a segunda derivada e para a de
rivada mista. i

Revendo as conslderacoes de Collatz (7) nosso%intg -
resse se concentrou num refinamento do métode de diferen
cas finitas aplicadc & equagdes diferenciais parciais. Es
te € o método de diferencas finitas de segunda ordem, ampla
mente usado na sua forma geral, isto &, de Iintervalos de.
tamanho flxo, para problemas flsicos & de engenharia.

Como ja foi citado anteriormente, devido ao interes
se em usar redes representativas com tamanho de intervalo

veridvel, apresentamos a seguir a reformulagdo do método
para este caco, '

- : i
-



4.3 - Diferencas Finitas de Sequnda Ordem.

4.3.a - Diferencas Centrais

~40-

Seja uma porcao da

Ao abaixo:

‘rede representativa como_iluétrg

Fig:

(1-1,3+1)) (4 4+1) (i+1,%+1)
K+ ponto nodal de interes
] se = X,. -
i3
h
hj_1 hy h = intervalo na coord. %
ka_
J-1 k = intervalo na coord. v
(+1,3-1) (4,3-1) r_(1+1,_‘i-1)

4.2 Rede para diferengas finitas centrais de 22 ofdem.

i) Primeira e Sequnda Derivada (em x)

Usando a expansao da funcao em sdrie de Tavlor temos:

flxth) = £x) +hi(_a_f_ + 1 hiz f§_2_f> < (4.5)
ex /17 2 vax? /19
= - 2/ a2g
£ (¢hy ) = flx hi_l(_?ﬁ) + 1 n (_a__i: < (4.,5)
ax Jij 2 \ %2 /17 :

Multiplicando a equacaoc {4.5) por

(4,6} por

( RN hi-)
w3 By (g )

h,

1

hi_l(hifhi_l)

Agora para obter a segunda derivada, multiplicanos a

equacao (4.5) por, hy_,

i

2 5 .
‘€ a equacao

@
hy

2 -
(-hy ) e somando as expressoes, Obtemos:

=h,

£, .
i :

i+1,3 o+

My
hi hi---l

“< (4.7)

fie1,5

i

e a equagao (4.6) por .i

g 850

3



mando as expressces, obtemos:

(%’) - 2 g oo 2 By
2 /43 by (hth ) h, h,_,

1 7i-1

-4]1-

2 f . < {4.,8)

+ i-1,]

hy_, (hyth, )

Para obter a primeira e segunda derivada em vy

substitulr o sImbolo h por k, o Indice i por 3
riavel x por vy.

iil) Derivada Mista ' #

rela expansao da série de Taylor, temos:

kjfigﬁ +

firgn = f1j+h1(-ai) +
ax /13 \ oy /13

2 ax? /13 x vi \ ay?

Fidr,5-1 = Fi5 hi(?-f- -
3x /13
k 3f 1 oh 2/ a2
- J-.I(_... ¢ — i (_._.) -
ay /13 2 ax2 /i
h.k 32§ k 2 32€
- ivg~-1 + =1 (-—-

basta

Eavg

2 2 u ?

2 2 2 7 :

s LB (a f) o bRy 22 kS[226) < (4.9)
1 13

(4,10)

| e
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By, = Biy - hi—l(a—f) -
x /13
k. (9 1 h, [ 3%\
- J=1 (-—-) + = i~ (———- ; +
\ 8y /1] 2 ax?2 /13
2 2 2 3 ..
. _i_ll_j__l A, kj_1 (a_t; 2 < (4.11)
%LV ayZ /17§
i=1,3% = i -~ hiﬂ(-'cﬁ) + H
\ax /1j
,
) i
2
., K (a_f) ., L hi_lfa_z) -
gy /i3 2 \axz 19
2 2 2
- hyky 22 Ky (_g__f) < (4,12)
ax13y sy? /19

Somando primeirc as expressdes {4.9) e (4,10; (4.11)

e (4,12) duas a duas e logo somandc o resultado da primei
ra soma com a sequnda, obtemos:

(a2f) . 1 .
sx3y/1j  (h+h, )

i TiFl (kj+kj— l) _
e

( 141,941 f1+1,j---1 + f1—1,j—1 - fi-l,j+1 }

4.3,b - piferencas "Forwaxd"

As diferencas finitas do tipeo “"forward" sao ‘de espe f?

clal interesse para pontos de fronteira da rede. i
Convém mencicnar que em geral sio usadas redes repre %

gentativas incluindo uma cela a mais nos sentidos vertical

-

T e



¢ horizontal,

como ilustrado na figura 4.3°

~43w

. Consideramos

isto desnecessiario ja que & adicionada informacdao nao exis

tente & cela o gue acarreta em erros numericos,

diferencas do tipo "forward” pode se usar a rede represen

tativa original como ilustrado na mesma figura.

)
Cela excede?:£4/f’/
vertical «,

|
. 1"

b o ———

|

Cela excedente !
horizontal 1" |, . 1
IL———--B:-IELJ+2 -""l'
| i
k. 1
! J+]. |

}
RN ¥ 3 W D P o o
) 1
\ 1
‘ k. h. h. i
L___> +1 i
'. SR e "
! ! : | f |
[ Y 1 S NN RS A

——=»nonte nodal de intexresse (xj

Figura 4.3

de segunda ordem.

e

P

kS

;

Rede original

)

Rede para diferencas finitas Forward

usandoc as

-—--—--!»Cela de Frontelra

[
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i1) Derivada Mista ;g

Velamos a expansdo em série de Taylor do ponto '

Fre e = iy s hi(i’-f-) + kj(a.-f.) *
o% /13 sy 113

2 L2 t
2 | 2 Y <
L1 h [2 f) s Dykg 2% H (32 < (4,19)
2 ax? /15 axtayi sy /13 T

#

Agora substituindo as equagdes (4.17) e (4:18) em

2 _ -l
3f/3x e 3 f/ax2 e fazendo um desenvolv?mento analogo pa
ra 3f

2 - : .
/3y e 3 f/ayzr da equacao (4.19){ obtemos: |
? %
2 : f
i S S i fa i - £iv1,5 + Tiger + fij-} < (4.20)
axiayj hikj

4,3.c - Diferencas "Backward”" ?

As consideragoes feitas para as diferencas finitas de

segunda ordem "forward” sao também aplicivies neste caso 1

:

F (1~2,3) -(i-hj)*_ (i,3) ?
h ' hi K L ponto nodal de

-1

-1 interesse {xij
{ (1_1,3--1 (1,3-1) i
J-2 ! y
, §
(ifjﬁz)

Fig: 4.4 - Rede para diferencas finitas "Backward” de 22
Ordem.

)



i) Primeira e Sequnda Derivada (em x)

Primeiro chamamos:

H =

Usando novamente a expansao em série

mos:

£ {x+H)

£ (x+h)

af
ox /17

h

1

hy +hyy

r
Jﬂ
[
+
.
-

It

fij +h(

af

ox

)s 3
33 2

_ “hy

h1+1 (hi+hi+1)
2hi + hi+1 fij
1-1i (hi+hi+1

Hz/ﬁ)
\ 2x?/ 14

dultiplicando a equagdc (4.15) por h? e a

(4.16) por -H?, expandindo H pela relacio 4.14 e somando
as expressoes resultantes, obtemos:

(hi+h

141

h. h

i iy

}

—45-

< (4.14a)

L4

(4.14b)

de Taylor, te

L4

<

frm,j

.8
o8

(4.15)

i

(4.16)

equacao

(4.17)

Efetuando c@lculos andlogos, das mesmas equagdes, ob

temos:

o
ax2/ 13

2
hin (hi+h1+1)
2 f,.
13
hy (hythy )

fi+2,j

2

i Bin

i+1,§ +

R e R

(4.18)

. s -

L SRR v
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i) Primeira e Sequnda Derivada fem x) '
i
Chamamos:
h = h1-1 g
R = hi~-1 * hi—z
e temos pela expnasao em sé&rie de Taylor:
flx-H) = fij—H(g_;f_) +H2(ﬁ) < (4,21)
ax /17 ax? /1]
£0eh) = £y, - h ig\ +h2(_§_2_:§) < (4.22)°
x ;13 ax? /15 §

Multiplicando a equagao (4.21) por h? é a equacao
(4.22) por -H? e somando as expressGes para @ primeira de
rivada e; multiplicando a equagao {(4.21) por,&;e a equagaoc
(4.22) por -H e somando as expressOes para a;? segunda der!
vada, obtemos: :

(a_fl \‘ N hi_l fi—Z,j - {hi"]'h * hi—z) fj_-l rJ +4
ox )13 hi-z (hi"'l + hi-l) hi-l hj_-g
+ Zhivl + hi_z fij '? < (4.23)
h,_, (h,_ +h 2)
i
?
(LE) : 12,5 - —E—=Tim15 4
® /45y, By Ry ) hy_y) Ry
+ 2 fij < {(4.,24)
by (hi-l + hi—z) §
% e
¢
g.

Pty
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1i) Derivada Mista

Expandindo a série de Taylor para o ponto x

i-1,3-1"
obtemos:

2 4.0 2
+ L hi«-l (_@__f_) + hi—‘zkj-z 2. f +
/13

2 .
k. 2f
3y? /15

Desenvolvendo cada uma das expressoes derivadas em

;%]

g

diferencas finitas "backward", obteremos: ’
2¢ £ L i £\
3 = 1 i-1,2-r - fi‘lc] - fi?:j"l + 1!3}
axiayj hi-l kj-l

Note~se que a derivada mista em diferencas finitas

"hackward" & simétrica em relagao a expressao da deriva~
da mista em diferencas finitas "forward".

4.4 - Configur-acoes Especiails

Observamos que numa rede, além das confiquragOes aci
ma descritas, ainda possuimos duas configuragoes para! as
g 11s & necessfrio definir a derivada mista’ ji que a pri
meira e segunda derivada podem usar o caso "forward" ou o
caso "backward", respectivamente.

Vide a figura (4.5).



(1,5} (1+1,3)
L

ponto de confi T ‘§
guragao especl !
al &

— )

{1,3=1) § (1+1,3-1)

{i- ,4+1)] ({d,3+1)

Figura 4.5 - Pontos de Configuracao Especial

ponto de configura
a0 especlal B

- Primeiro vejamos o desenvolvimento em série de Tay

lor doc ponto (i1+!,j-1) para obter a derivada mista
to Al

Fleth,y-k) = £+ hi(_a_g) L (/gg_ #
’x/ 13

pa
2 2
+ 1 hi(af + hykg 8% +
13

2
+ kg ( 3%f
ay? / 13

Desenvolvendo as derivadas em x uéando as

do pon

difere&

¢as finitas "forward" e as derivadas em vy usando as dife

rengag finiltas "backward", obtemos:

2
- }— fiongr + Tim 4
axiayj hi kj_1

+ fi+1,j - fj_j\

-

bi



Agora vejamos o desenvolvimento em série de Taylor

do ponto (i-1,j+1). :

f(x-h,y+k} = fij - hy_ [3F \ + kj” af + :
ax ) ij i}

2 .
2 2

+ 1 hi— 1(3 f) + hi—lkj 82f +

_ ' ’

+ Kk 2(.3_25
3y?/ 13

desenvolvendo as derivadas em x e ¥y uséndo asidiferengas

b

finitas "backward" e "forward" respectivamente obtemos: a

derivada mista para o ponto B.

3f 1

iayj h 4 1kj

- fi-1,j+1 + f1—1,j +
o '

+ Tih -fijl
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OBTENCEO DO STSTEMA FINAL EM DIFERENCAS FINITAS °

5.1 - Introducao

7%’3

Rearranjando os termos do sistema de equagoes (2.25)

dc maneira a aparecer primeiro os termos com a variavel u,

&
depois v, w, t e p respectivamente, obtemos:

r gg + (2ar?+41) u + r dw = < (5.1a)
ar 3z .
i -
r? 3%n + r(l—_Z__ Ar? Yy su + r* 3%*u - ( 1+ 2 Ar2> u
- ) - a2
+ 1 e AFl )y r2y le All=rs) jap o
E E !
—A(l-rz) el _
1l e 1l r ap = 0 < {5.1b)
E 234 oY
- wy 2 .
_l_ A(l-r?) 2 rzu + r2 2y Y iv_ + r?2 3%y -
E ar? 3r 5z2
- v = 0 < (5-10)
- 2 A r2 3u + r 3%w + 3w + r 3%w -~
3 3z ar? ar dZ“
~A{1-r?) .
-r 1l 1 e ip = O < (5.14)
232 E 32

g



-A(l-r2 o
4 (pryr2e (1T )_k_u + r 3°T + 3T + 1 32T =0 <(5,le)

E ar? ar 522

lote-se gque 05 termos foram arranjados de maneira
apareccrem na sequéncia da ordem de diferenciacao e que%
também cada expressac diferencial estad isolada individual
mente multiplicada por um coeficiente.

5.2 - Rede PRepresentativa da Centrifuga

|

Seja uma centrifuga como ilustrada na fi&uraZZ.l Fa
zemos o seguinte arranjo de rede para aplicar ¢ método de
diferengas finitas ao sistema de equagdes (5.1) gque gover
na o escoamento dentro da centrifuga.

b Tampa Superior
S = Jmax {
. } i
* .
1
| 5
' ’- .
220_..+..-...,.._...|...
plano médio
de simetria & 4?
I
P
3 =3
j=2,
i=1 »
.lr = 0
i Tampa Inferior
- |
'\‘eixc de simetria

T &
i ¥

Fig: 5.1 Rede representativa da centrifuga.
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Lembramos que, da figura 5.1 sO serad resolvida a me
tade, isto &, a partir do plano médio {(z 5 0), A rede na

figura 5.1 serve para o caso simétrico ou anti-simétricc.

Para colocar o sistema de eguaclOes (5.1) num esguema
pratico de computacao, elas serac expressas em diferencas
finitas num arranjo de rede onde r esti nc intervalo o ¢

r<l e =b/2¢ 2 ¢Ll/2 como ilustrado na ifigura 5.1 .

Ag coordenadas ‘r, z) sdo substituidas por um siste
ma de rede discreto (i, j} tal que

r; = f‘ h, (1 =122,°2, 3, .. imax-1)
a=1
Zj = Ej ka | (j = l; 2[ 3] . jma}‘:_l)

da a coordenada do ponto nedal na rede,

Usamos aqui intervalos de tamanho varidvel para me
lhor aproveitamento da rede nas regices de ampla variagdo

i

dos parametros.

5,3 - Aplicacao de Diferencas Finitas ac Sistema

Usando as expressoes obtidas nc capitulo 4, para re
presentar diferenciais em diferencas finitas de intervalo
variavel especificamente as diferencas finitas centrais de
segunda ordem, e utilizando a rede representativa acima '
descrita nas coordenadas r e 2, obtemos a aproximagao de

. X . i
sejada como abaixo descrita. 7

ki

Primeiro definimos as constantes para as expressoes
em r: §

T

hei = 1-1 - £ (5.2a)

¥



hy - h
hy b,
h
hey = i :
_ hi*i (hi + hi-1)
hcq_ = 2 )
hy (hi-l + hi)
hes = —>2 <
hy hy_
hcg = 2 <
hi_ (hi + hi_l’

: i
~ E
As constantes para as expressocs derivadas em

k e
. ] + _
kj (kJ'l kj)
k., - k._
kC2 = _l_____i_i )
k. k.
B =1
k .
kcB ] j )
k (k. + k. )
J 1 J :]...1
qu = 2 <
k., k., + k., } . $
] Jo ,
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(5.2b)

{(5.2¢)

(5.2d)

{(5.2e)

{5.2f)

(5.34)

(5.3b)

(5.3c)

(5.34)
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X |
ch = k 5 < (5.38)
S
ke, = 2 ? < (5.3f)

kyoy (kg % kg )

Com as contantes (5.2) e (5.3} podemos aplicar dire
tamente as diferencas finitas aoc sistema (5.1)% '

i) BEgquacao de Continuidade

Na equacao (5.1la) substituimos as expressces au/dr,
dw/32 e a variavel u por:

ij
8ua he; 441, 3 + hc, uid - heg uia, 3
or
aw = kcl Wi' +1 + kC2 le - k\-3 wi,j"l )
52 _ :

e obtemos rearranjando os termos:

]
i

[" ry hcl] Ui+l, j + [_ri hc2 + 2A r.n ] Uiy =

- [ri hca} Yi-1, 3§ + {ri k01} wiyj+1l o+

1

w%,jul = 0 < (5.4a)

+ -[ri kch Wij - [rik03

-

ii) Equacdo da Quantidade de Movimento Radial

Substituindo as expressoces com primeira derivada de
- g bl . PR lﬁ. ¥ —
forma analoga & equacao de continuidade e as expressces de

segunda derivada por

2y = . - . _ .
97U = hCy Uj+1, j hes uj4 + heg uy-y, 4
ar2
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2 : .
878 o kew Uy 54y _ kes wyy | kog w4
32°

e assim sucessivamente, obtemos:

¥imize

, 2 i
%&f he, + ry 1~°/3n riz} th_ ui+1,j + [-rizhCS + !
2 2 2 2 2
+r; (1-"/3Ar;%) hey -r;2kes - 1+ °/32ax2) u gt
Ly

2 2y pa
+[ri hcg - r, (1 - "/3A r, )"hm.3] LI

) | -y -A(l-r.2) 2 i
L5 k"ﬁ] Ui,5-1 +[E @ ririly g

+[ri kch] Y s Y

s P g "
- - - 2
_[ E la AL ri ) I/ZA I.'iz hCz] pi,j + f
- - - 2 2 = ::e
+LE ]e A(l ri ) 1/2A ri hCa.I pi“l,j 0 L4 (5.4b) %

Para as trés equagdes restantes do sistema (5.1) por
um processo analogo ao utilizado para as duas eguacoes an
teriores, obtemos:

iii) Equacdo da Ouantidade de Movimento Angular - }

=y SAL-r ) )| _ _=
L iJ TS IR T (NPT I

[ {hcg ry - hcj):| i-1,5 *

[rz(hcs-kc)+r hcz-l]v .+
2 [ 2 ke, - : .

UM @C A PP
piptioTeCA (E ‘%‘Tn!—\i.
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iv) Equag¢ao da Quantidade de Movimen-o Axial

{~2/3A r.? ke ! u - 2/3A 2 x +
i Ay T~ Kozl Yyq

(J+l i

2 ?f
F [ 33 r,? kea| u CE
t /3R xy 4 it1,1

r'
i,g~1 + in ke, + hc{} W

+ _ri heg - hc%] wi—l,j + [hc2 =Ty hey - ry kg5J wij +
+ |-r. key| w, . +1lr, kcg t w
BETe B Y2 i i,3=
+ -E-Ie-Atlﬂriz) r, k01‘ D, . +
! i/en "7 Fi,dh ?
+ -—E-le-Atl-riz) r kc- p +
| i/28 773 Fig
+ .E_le_A(l-riz) r kC 7 o - 9 < (5‘4(3}

v) Equacac de Energia

2 1 "'A(l"r.zj -
[4 (Br) r,“ E ‘e i w5 flry he, + hey Ti+1,j

+ ri h05 - hC3] -+

Ti*lrj

+ he, - ry hcg - r, kC5] Ti,j + [ri kcq} Ti,j+1 +

Ty kc5J Ti,j—1 = 0 : < (5.4e)

5.4 ~ Condicoes de Centorno

Como na rede representativa os pontos de fronteira
correspondem d@s condicoes de contornc, agora usamos as di
ferencas finitas do tipo "forward"” para o eixo central e a
. tampe inferior; e as diferencas finitas do tipo "hackward"
para a parede lateral e a tampa superior.
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Aplicando as expressdes obtidas no capitulo 4 para
diferengas finitas "backward" e "Eorward“ nas condic¢des de
contorno da seg¢ao (2.9) do capitulo 2, teremos:

i) Eixo Central (ri = @ ; i = 1)
u, . = 0 j = 2, 3, ... j -
1,7 3 jmax 1l
Vi,j = 0 3 =2, 3, ... Jmax f_l
wi+1,j - wij = 0 j=2, 3, ... jmax - 1
Ti+1,j - lij = { 1 =2, 3, ... jmax - 1

¥

¥
H

Jo caso da condigdo de contorno de refluxo global nu
lo, isto @:

1
J' p (r) wdr = 0
0 Q

e por causa de termos uma rede com intervalo varilavel usa

mos a regra dos trapézios modificada para este tlpO de in
tervalos como descrito no APENDICE B

¥
Assim para esta condicao de contorno, temos:
(Ar, . ,?) _
hi +. hi‘*‘.l [ri_H i+l ] Wit1, 0
2
i=1, ... imax - 2
J =2, .. jmax - 1
ii) Tampa Inferior (3 = 1)
uij = { i=1, 2, ... imax
vij = 0 i=1, 2, ... 1imax {caso géral)
= ery i=1, 2, ... %max (caso simé&trico)



= - er, i =1, 2, ...trax (caso anti-simétrico)
wij = 0 i=1, 2; -ne
Tij = 0 1. = 1! 2; -

A {ltima condigao de contorno para a tampa inferior
& separada em trés expressoes, para os pontos do meio da

tampa e para 28 esquinas, sendoc gque para os pontos de meio

da tampa &: .

#

.. JA(Iery?) _
Ee 2 Y
k (kj + kj-n)
+ | E eA(l"ri? ) 2 u +
! i, 3+
I_ ky ks
Lt
+ [_i; By Pity,3
22 hy (h1-1+hﬂ
: [_1_ hy = by |Pys
A by by, ﬁ
_[i hi pi‘l;j = 0 < {5.5)
22 h_, th;+h )
i = 2, ... imax -1

lembramos que esta condicdo n@o & homogénea (isto &, iqual
a 0) nos casos simétrlco e anti-simétrico. No caso simé
trico a condicao de contorno acima deixaéde ser nula, ou
seja a expressdo da esquerda passa a ser igual a:

ex; i = 2,3, ... imax -1
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|

:

e no caso anti-simétrico a expressido da esquerdagtka condi
cao de contorno (5.5) passa a ser igual a: '

~exr, 1 = 2,3, .4; imax - 1
Vi

Os pontos da esquina da tampa inferior tem as sequin
tes condicdes de contorno: '

- Ponto_ da esguina (1 =1 ; 3 =1)

—hy Pivz,y F1 P * My | Pryy g
hyyy (y +hy ) hy by

- Ponto_da_esguina (1 = imax ; 3 = 1)

hi pi"z rj hl—1 + hi"z ‘} pj.;‘!'l rj *
? 5
hy_, by +hy ) LIPS
+ 2hi~1 + h1-2 pi,j = 0
hi_1 (hi_1 + hi-z)

pPara esta filtima condigdo de contorno_fo ponto de es
guina, também temos mudanga nos casos simét;ﬂ%o e anti-si
métrico., No caso simétrico a condicao deixh de ser homo
génea © o lado esquerdo passa a ser igual a:

2¢
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1ii) Tampa Superior (j = jmax)

i
[

uij = 0 i imax
Vi T 0 =1, ... imax f{caso geral)}
= r, =1, ... imax (casos simétrico,
e anti-simétrico)
Wiy T 0 i=1, ... imax %
i
th = 0 i=1, ... imax '

Analogamente 3 tampa inferior, a @ltima condigao de
contorno e separada em trés expressfes, para os pontos do
meio, temos: ﬂ '

— :
l--E eA(l ry ) 2 ' n +

[T

+ 1 E

1 -y %
- ri ny ]pi,j = 0
[2A hy_, (g +h ) ]
io= 2, ... imax - 1



para o caso geral, nos casos simétrico e anti-simétrico a
condicdo acima deixa de ser nula, e a expressao da esquer
da passa a ser igual a:

~ Ponto da esquina (i =1 ; 3 = jmax)

—— et B ey g v A W ——

-y Pivz,s *| Byt Py 1Py g -
iy (y +hy) By Byyr
2h. + h, o, . = O

- Ponto_da esquina (i = imax :; Jj = jmax)

A S ey e e g - — —

s

R

L + )
hi—l By, | ‘-(hi-l hl—zj J pi-l,j *
hi_z (hi-z + hi-l) hi-l hi-2 ;
+ 2hi"]- + hi-z pi'j = 0

A condicao de contorno acima deixa de ser homogénea
nos casos simétrico e anti-simétrico e a expressdo da es
querda passa a ser 1igual a:

2e _ ;

iv}) Parede Lateral (ri =1 s i = imax)
'I.lij = O J = 2; P Jmax - l'.
, -
vij = 0 j = 2; LRI jma){ - 1

s
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wij = 0 3 o= 2, .. Admax -1

|
1

o
L
It

2; “w e jma‘x - 1

E a Gltima condicdo de contorno & iqual a:

Byp By ¥Ry ) | g1 Pys

-
+ f'l by Pi2,3

|2a b, th_ +h ) |

.+
- _j; hi-l * hi—z pi"l,j
22 h_, h_,

L Pt Ry 70 I

|22 hy_ (b +hy )

ek
il
o8 ]
-

fe imax -1

5.5 - Condicoes de Contorno para o Caso (z = 0,%L/2)

Tomando a regidc 0 < z < L/2, isto &, entre o pla
no médio e a tampa superior, temos somente 1/4 da rede to
tal para resolver no caso anti-simétrico. E de particular
interesse esta solugdo dadas as grandes vantagens em rela
cdo ao tamanho da rede e consequentemente & memdria do com
putador. |

Como estamos no planc médio horizontal de simetria,
usamos as condigées de contorno (3,7} obtidas na secdao (3.3)
do capitulo 3. Estas condigoes serao expreésas er diferen
cas finitas a seguir, ’

L

© A
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As condi¢oes de contorno para o e€ixo central de sime

tria, a parede lateral e a tampa superior continuam as nes
mas, sendo que para O plano médio z = 0, dbte@os; :

i
I

uij = 0 i = 1,.. dmax
vig = 0 1 = 1,..imax
Tij = 0 1 = 1,. imax
Py 4 = 0 i = 1,. imax

A quinta condicdo & separada em trés expressodes, pa

ra as esquinas e para os pontos do meio; temos entao, para
os pontos do melo: :

—kj “H,j+z +[ k, + k.+1 wi,j+1 -
kj+1 (kj + kj+1) ] kj kj+1 i :
_ § g
2k| +k—- N v = 0 q.
- ] Jt1 wifj i ?_ E

k. + k.,
kj ( 5 k3+1)

i) Ponto_da esguina (1 =1 : r =0)

1 +h,) (x o PTiiy

i+ 1+1

i = "1,... imax - 2

ii) Ponto da esqguina (1 = dmax 3 r = 1)

e Y i el W e v
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5.6 -~ Verificacao das Propriedades de Simetria e Anti-Sime
tria, para o Sistema em Diferencas Finitas.

5.6.a - Caso Simétrico §

Verificamos que substituindo:

nl

j 7%
T g = Ty
aij = Uy §
_13 - wij H
Gij = Yy *
Ty = Ty |
Pyy = Pyy

temos a seguinte mudan¢a nas constantes g; definidas pelas
- relagdes (5.3) como:

. = 2. - Z, = -z,
kj j+1 3 e zj zJ
portanto:
ky =02 441 7 By 1
= 7J+1 + zj g

s

de onde vem que:
-o = “k- :
kJ ] ¥
dagqui obtemos que:

K k. T =k kTR T K, *
1 3 kJ ¢ 3 k]‘ )

analogamente
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ez = =ke2
Ec3 = -ke3 §
kcqg = ko4 |
EcS = ke5
kee = Kc6

Agora substituindo as expressoes acima ha equacao de
continuidade (5.4a) em diferencas finitas, obtemos:

hc; |u - |{rj hc 2 +
[ri 1 ] i+1,j [ 1 .3]li"l,j

+ [ri hey + 2Ar12] ujiy o+ [ri (-kcl}] (-wij+1) +

+ [ri (-kcz)} (-wij) =~ [ri (*k03)](—wi’j_xl = 0

E verificamos que a invaridncia também & mantida no
caso da equagdo expressa em diferencas finitas.

8 facil verificar que todas as equagoes (5.4) perma

necerao invariantes com as substituicoes acima descritas,
assim o sistema de equagoes gue governa © escoamento man

tém a invariancia se expresso em diferencas finitas.

Ademais as condigoes de contorno para o caso simétri
co continuam invariantes se expressas em diferengas  fini
tas.

Note-se gue as constantes hc nio mudam de sinal, pois
r nao muda. _

¥

5.6.b - Casc Anti-Simétrico

Neste caso fazemos a substituicaio: _ -
- - i
Uiy T Py i



—- t = -V .
VlrJ i,3
_‘ - = -, .
Yi,3 1,3
1, . = =T, .

L 1,]
Pi,5 7 "Pi3
ry = r,
z ., = z

1 ]

As variagoes de

valem para este caso.

sinal para as constantes h, e k

—66—

C.f

N

Efetuando as substituicdes necessarias na  equacio

(5.4a), obtemos:

[ri hcl] (44,5

-+

Ty hcz

E
e,
[

2
+ mari + 1

(~ke1 J} W +

irj+1

1)+

r, (—kcsa}] w, . =

{=11, )+
i-1,3 ,
g
%;
{‘di'j] +
ry {kCZ)] W.’j -

ou seja, verificamns que a equacao inteira muda de sinal,

neste caso basta multiplicar ambos os lados da equacgaoc por

-1, e obtemos a mesma equacao (5.4a),

permanece invariante.

ou seja, a equacao

ir

Analogamente verificamcs a invariancia do resto das

~eguagoes (5.4) no caso anti-simétrico.

-



Nas condigaes de contorno para as tampas se verifica
uma espécie de troca simétrica de condigoes pois possuimos
para a tamupa superior: ¥ g

ki

-, . = Er, ou v . T —Er, p
i) 1 i,3  }

-V, . = =%fr, opu v . £y,
Vi ifj 1 4

I
ou seja, as condicgoes de contorno da tampa inferior passam

a ser as condigoes de contorno para a tampa superior e vi

ce-versa.

Deste modo fica provado que o sisteﬁé de equacgoes
varciais que governa o escoamento com as condigoes de?cog
torno expressos na forma de diferencas finitas, conserva
as propriedades de simetria e anti-simetria expostas no ca

-

 “tuio 3.

a

e,
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CAPITULO 6

TECNICAS COMPUTACIONAIS

€.1 - Introducac

A aplicacio das equacdes em diferencas/ finitas obti
das no capitulo 5, equacdes {(5.4a) ~ (5.4e),'a cada um dos
pontos nodais da rede na figura 5.1 fornece um sistema 1i
near algébrico de equagOes que inclui 3,imax *éjmix indég
nitas. £ |

_ A §

0 sistema de equagoes simultaneas pode ser escrito na

forna

A.x = b (6.1

; # :
onde se chamarmos a equagao (5.4a) de Yyt a §5.4b) de ¥, i

{(5.4¢c) de Yyi (5.44) de Y, © (5.4e) de Yo ; temos:

r ) . oy
o121 11 |
Yuyq V11
Yoi1 Y11 :
Yy Tin
Yriq P11
Y Y21
P
A=< 21 4 e x =4 (
ypimax, 1 Y imax, 1
Ypimax, 1 V imax, 1
Yy imax, jmax w imax, jmax
Yip imax, Jmax T imax, 3jmax
. s - FL S

i

B,
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Note-se que o sistema (6.1) € gquase hom&%éneo pois o
vetor b constante possuil elementos diferentes de zero ape
nas para as condigoes de contornc nas tampas, {as chamadas
condigoes de contorno forgantes),

Agora observamos que, nas condicoes de contorno ja

temos algumas incognitas identificadas, isto &, nas condi
—~ # .

coes de contorno homogeéneas e nas condigoes forgantes, sa

bemos certamente para o primeiro casc por exemploﬁgue:

Y11 = 0

¥11 =0 R
. :

11 =0 ¢

e no segundo caso que:

V11

Va1 = ©r

%
e assim sucessivamente para as demais condigdes de contor!
no homogéneas e forcantes; logo, sendo estas incognitas j&

conhecidas torna-se desnecessario inclui-las no sistema de
equagoes (6.1). Para ohter um sistema de tratamento com
putacional simples, desprezamos as condi¢oes de contorno ho
mogéneas e, levamos em consideracao somente as condicoes de
contorno forgantes.

Para simplificar ¢ nimero de incognitas definimos a

constante Neq, que & o niimero de equagoes e consequente

mente o nimero de incognitas: ;

Neg = nUmero total de incdgnitas ~ nimero de incdgnitas ho

mogeéneas.

portante:

Neg = 5a imag, * jmax =~ 8 imax -~ ?(jﬁax - 2)

it
(]
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onde: _ %
8 imax = variavels homog&neas nas tampas '
e:
7(jmax -2) = variaveis homog&neas na parede e no ei
X03; '

e ainda definimos mais duas constantes: NeqgA, para os casos

simétrico e anti-simétrico e NegB para o caso de resolugao

a partir do planc médio 2=0;

)
NegA S5*imax * jmax -~ 6 imax -~ 7{jmax-2)

|

It

NegB S5¢imax * jmax - 7 imax - 7(jmax-2)

Com esta sinplificacdo redefinimos o sistema (6.1):

¥ 'E

A' x' = b < (6.2) 1,
onde A' e x' s3do as varidveis A e x respectivamente sem
as incdgaitas conhecidas das condigCes de contormo homogé

heas.

Temos entau um sistema linear de grande porte, onde
A' & uma matriz esparsa, mas sem uma caracteristica especi
al de esparsividade; x & um vetor "misto" de incdgnitas,
isto &, composto por u, v, w, T e p e ainda mais o siE

tema & quase homog@neo.

s
it
S F i

6.2 -~ Representacao de Variaveis

Para tornar facil a manipulagac das variaveis em ques
tao usamos técnicas especiais de representacao de varia
veis.

i) Representacao do Vetor de Incdgnitas x

E usada uma varidvel tipo vetor de trés dimensdes:

x (i, 3, k)

R
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onde,
i = coluna do ponto nodal :
j ~ linha do ponto nodal '
k - variavel em questao; f%
onde, : i
k = 1 - wvaridvel u =
k = 2 = varidvel v
k = 3 - wvariavel w
k = 4 - variavel T
k = 5 - wvarifvel p

Eliminando se por um processo booleano simples as va
riaveis conhecidas das condigoes de oontorno homogé@neas, sem
alterar a estrutura acima definida.

| oo

ii) Representacao ds Matriz de Coeficientes

Como as equacoes serzo aplicadas a cada ponto nodal
respectivamente, teremos em cada ponto (excetb nos da fron
teira), 5 equagoes, onde cada equagdo & uma linha da ma
triz A. '

Usando a mesma idéia do vetor x, definimos:

aL (i, 3, k)

onde, :
io= 1,2, ... imax y i
j o= 1, 2, ... jmax |
k = 1, 2, ... 5

como um outro vetor gue armazenara os coeficientes de uma
equagdo., Este vetor (equagdo) serd gravado em disco cada
vez que for calculado.

g
Ao término da aplicagdo teremos guardado em disco a

matriz de coeficientes A por linha, - b
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Pelo mesmo processo booleanc de eliminagaoc de incdg

nitas conhecidas usado no vetor x, & facil obter a matriz,

A't

6.3 - Resolugao do Sistema

E facil observar que para um nimero de pontos nodais
pequeno Jj3 possuimos um sistema de ecuagoes grande. Como
€ de interesse o melhor aproveitamento da rede no sentido
de obter mais informacdo € sempre desejado ampliaf o nime
ro de pontos nodais; assim o numero de incégnitas ‘e as di
mensdoes da matriz se tornam rapidamente imprﬁfiCas e de di
ficil e custosa manipulacgao devido a dimensio limitada ha
memoria do computador. |

Portanto temos dois tipos de resolugao:
: b

i) Quando a rede possui um niimerc de celas que leva a um
niimero de incdgnitas condizente a memdria do computador
utilizado, o sistema (6.2) pode ser resclvide por qual
quer método de resolugao de um sistema linear associado

a uma nmatriz de coeficientes geral.

Neste trab.lho a matriz & invertida usando-se o méto
do de Jordan (vide Apéndice C) com pivotamento parcial, re
duzindo a matriz A' na matriz identidade através de uma su
cessao de transformagdes elementares que també&m fornecerao
o vetor b, onde estara o resultado.

i. Quando o nlmero de celas da rede leva a uma matrlz de
coeficientes que nac cabe na membéria do computador se

efetua uma particao da mesma assim: ; b

. 1
: 1
A B
1
A = o a P
- C |D fi
. L J

T

R N
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;
e resolve~-se o sistema através de um processo;(vi@e Apéndi
ce D) simples de resolucao de matriz particio;ada. A ini
ca restricao & que as matrizes A e D devem ser quédradasg

3
e nao singulares. : i
¥
i

Desta maneira de cada vez sO serd necessirio alocar
na memdria 1/4 dos coeficientes da matriz em gquestao.

R
Dy

0 armazenamento das variaveis em disco & feita por

acesso direto aleatdrio.

6.4 - Documentagao do Programa

6.4.a - Introducao - SCOA

SCOA & uma colecdo de subrotinas FORTRAN designado
para operar como um sistema flexivel e expandivel para es
coamento rotativo de gases. SCOA estd escrito em FORTRAN
vV usando atualmente cerca de 100 K de membria e disco mag
nético para armazenamento de varidveis intermediirias.

6.4.b - Programa Principal

O programa principal segue a seguinte organizagio:

bRt oEY
PROG. ;
]PRINCIPAL | ;
GRAVA BIDIN2 PLOTA

O programa principal inicialmente 1& os éados de en
trada, com oOs mesmos e COm as eguagOes expressas em dife
rengas finitas monta a matriz associada de coeficientes !
pror linha. Uma vez montada a matriz, chama a subrotinz
BIDIN2 que resolverd o sistema, obtendo os resultados: cha
ma a rotina PLOTA se for desejado obter o perfil dds curvas
plotado e, finalmente imprime os resultados. |
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Os parametros principais de decisac seguem o°seguin
te esquema: |

VARIAVEL DEFAULT DESCRICAO
TUIN 21 Arquivo de entrada,
190U 23 Arquivo de saida
KPLO /) # - nao plota as curvas
1 - plota as curvas g

6.4.c - Subprogramas

i) GRAVA

£ uma subrotina que grava cada linha da matriz num

arguivo.,
_ .
As variaveis principais seguem o sequinte esquema: E
PALAVRA DEFAULT DESCRICAO
IUNIT 2 Arguivo onde & gravada a matriz
i1) BIDIN2 )
S D Ng j
BIDIN2 f
Z ey
SOLVE MATRE
4

A subrotina BIDIN2 monta a matriz de coeficientes eli
minando as varidveis conhecidas das condigGes de contorno
homogéneas por um processo booleano. Dependendo do bard

metro KPAR, resc've o sistema usando as rotinas MATRE
COLVE.

ou

Esquema das Varidveis Principais:

]

v

PR C T



PALAVRA DEFAULT DESCRICAO

Kp 0 0 -« chama a %otina MATRE
(resclve a matriz reduzida)

1 - chama a rotina SOLVE
(resolve a matriz particio
nada)

1UTM 10 arquivo onde & guardado a ma|
triz reduzida

ST

iii) MATRE

- MATRE | MATINL

A subrotina MATRE resolve um sistema linear pelo mg
todo de Jordan (vide Apéndice C), usando a subr&tinal@ﬂTNL

iv) SOLVE |
SOLVE
I I 1 : T
Y_ PRARTIC MULT1 MULT2 SUR GRAVAZ

A subrotina SOLVE rescive um sistema linear particio

nado (vide Apéndice D}, onde: : )

PARTIC ~ subrotina gque particiona a matriz g .

Esguema das Variadveis Principais: ;
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PALAVRA DEFAULT DESCRICAO
NEQ1 Neqg/2 12 dimensdo da partigdo:
NEGQ2 Neq/2+1 2% dimens3o da particdo
IUTA 11 arquivo onde & armazenada
a partigao A &
E.
IUTB 12 arquivo onde & armazenada
& partigao B ‘
IUTC 13 arquivo onde & armazenada
a particao C
IUTD 14 arquivo cnde & armazenada
a vartic¢do D :
MULT]1 - rotina gue

na memoria

rotina gue regrava uma particac da matriz apds

MULTZ2 - rotina gue
vetor.
SUB ~ rotina que
GFRVAZ -
efetuado alguma operacac,
v) PLOTA

multiplica duas matriZes sendo que

uma

e outra no disco.

multiplica uma matriz no disco por um

subtrail duas matrizes em disco.

ter

PLOTA

PLOTA & uma subrotina que plota os perfis associados’

a velocidade axial w se desejado.

DRAW, & uma rotina que serve como interface entre o

programa SCOA e as rotinas UNIPLOT do sistema CDC th pos
sibilitam a plotagem das curvas. '

«p
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6.4.4 - Entrada y

Os seguintes parametros deverdo ser dados de é?trada
no arquivo IUIN, ¥

4 .

NL - nlunero de pontos nodais na linha, §

<NC - nimero de pontos nodais na coluna. ;

b % )
£ - constante A

JE - nimeroc de Ekmann

EPS -~ epsilon para a velocidade v. ?

{HH(I)- intervalos horizontais entre os pontos nodais.

-

:

{HK(J)- intervalos verticais entre os pontos nodais.

o

KPIO - 0 - nao se desejam curvas plotadas
1 - se desejam curvas plotadas

KPAR - 0 - a matriz cabe na memdria, resolucdo direta
1l - a matriz deve ser particionada..

_

¥

, ¢4
Cada agrupamento corresponde a uma linha, o formato

de entrada & livre bastando um branco antre dois nimeros

6.4.e - Saida 1 i

Obtem-se como saida, além dos pardmetros de entrada,

as coordenadas R(I) e o valor de cada varizvel u, v, w, p

e T em cada ponto nodal. ' ! ]

Se desejado obtem-se as curvas por linha da velocida
de axial, isto €, variavel w.



-78~

CAPITULO 7

o e s o —

CONCLUSORES

7.1 - Resultadus Numérices

Foram efetuados cllculos primeiro no semi - planc in
teiro nos casos simétrico e anti-simétrico,. Foi verifica
do que as solugoes comportaram-se da maneira prevista. Is

i) Mo caso simétrico, na linha central obtéve—se :

to &, por exemplo:

du _ dv _ ap _ 8T

—— I — = el =

ar oY ar ar

w = 0

e além disso, recuperocu-se as propriedades de gue

u (r,-2z) = u (r,2)
v {r,~z) = v (r,z)
w {(r,~2) = -w (r,z) .
p {r,-2) = p (xr,2) %
T {r,~2z) = T (r,z)

Neste caso obteve-se ¢ padrac tlpice do escoamento
secundario na forma de duas configuracoes de contra-corren

te, nas duas metades do semi-planc (vide a Fig., 7.1 a, b) .

A

—

(S

§

Figura 7.1la € > 0
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i
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i

Figura 7.1b =~ ¢

dependendo do sinal de e nas tampas,

ii) No caso anti-simétrico, rna linha central cbteve-~se

u=v=p=Ta=

0

~79-

AR

e além disso, recuperou~se também as propriedades de qﬁe

u {r,-z) = -u
v {r,-2}) = =v
w (r,-2) = W
T {(r,-z2) = -7
p (r,-2) = =-p

Neste caso obteve-se o padrao tipico
secundario na forma de contra~corrents

{r,z)
{r,z)
{r,2z)
(r,z)

{r,z)

gemi~plano (vide fig. 7.2 a, b).

do escoamento
abrangendo’ todo o
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Figura 7.2a g > 0

o4

i N\
'(/’_*—W ;
P44 111 g

Figura 7.2b e < 0

dependendo do sinal de e nas tampas,

Em seguida passou~se 3 solucgdo do sistema no caso da
metade do semi-plgno em constderagio, o

p
¥
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Como era esperade, os resultados da metade do semi-
-plano coincidiram com os resultados antericres.

F importante observar que passando avs semi-planos,
. i
o nimero dos pontos nodais e em consequéncia das | equagoes
e das incdgnitas diminui aproximadamente at@ a metade.

Assim obtem-se melhor aproveitamento da memdria, do

ks
tempo e outros recursos do computador.

Desta maneira torna-se possivel recorrendo-se ac mes

mo computador, ampliar o niimerc de pontos nodais na rede,
~ i §
auomentando~se assim a precisao dos resultades.
{j

H

i

7.2 - Valores dos Parametros

0Os calculos foram efetuados para valores moderados
d2a A e E e para Br < < 1, Mo caso de A > >:1 e/ou
de E < < 1 aparecem violentas variacOes nos- resultados
numéricos perto das superficies sdlidas.

Este fato deve-se a criacao, nestas condicoes, % de
certas camudas junto s paredes verticais e horizontals, co
mo & bem conhecido da teoria (6).

Junto ads paredes horizontais (discos) forma-se a cha
mada camada de Ekmann, de espessura adimensional E l/2.

Dentro das camadas em questac os parametros do escoamento,

{comc u, v, w, p e T} sofrem pronunciadas variacBes ( as

vezes maiores do que no nlicleo central do cilindro). £y
H

Neste caso aparecem tamb&m varias ingtabilidades no
calculo numérico, exigindo o maior cuidado na efetuacao
pratica dos mesmos. i

0] parémetro Br, se admitido come zero, desacopla
a equacac de energia das demals equacoes do sistema. Nes

te caso, se as condigdes de contorno fossem T = Te = Cte

‘pas paredes, a'solugao da equagao de energia deqtro 66 cl.

lindro sera -

T = Te

PR e

AR N
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facilitando a solucac das demais equagaes.é

Nos casos praticos o valor de Br &  relativamente
paqueno {(no maximc na ordem de 0,1}, fazendo com que o aco
plamento entre a equagao de energia com as demais equag&es
seja fraco e sem muita importdncia. a

O pardmetro e entra nas equacoes de maneira linear,

resultando no fato de que todos os resultados u, v, w, T,/

p Sao proporcionais ao valor de «.

7.3 - Sugestoes para Trabalhos Posteriores

;
Desde que a presente analise se restringe ao ¢aso 1i

nearizado das equagoes 2,11 seria interessante determinar
a solugdo numérica do mesmo sistema sem a linearizacao,

usando a presente solucdo como o ponto de partida nas ite
ragoes,

Uma outra sugestao é estudar a esparsidade da matriz
de coeficientes do sistema ja discretizado e aproveitar ég
ta esparsidade para obter melhoramentos da programacac no

sentido de diminulr o tempo de computacdc e a memdria uti
lizada,

e B R

JURE ST

v
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APENDICE A

EQUACAO DE NAVIER STCKES

Nas equagOes de fluxo de flufdos viscosos com Indice
taixo de viscosidade & importante levar em conta as tensoes
de cisalhamento. A lei de Newton para friccgao 1mcha:a exis
tdncia de tensdes de cisalhamento entre as particulhs do flui
do durante ¢ movimento. Estas tensoes demonstrah ser pProvox
. cionais, 3 velocidade angular de deformagao das particulas .
Esta € a ~d&ia na gqual estd baseada a lei de Newton para frlC
gao no caso do escoamento geral tridimensional de um fluldo
viscoso com escoamento compressivel. |

A.l ~ A Equacao de Navier Stokes }

Na dedugao das equagoes de movimento para fhﬁdms&ig
cosos, oObservamos que aldm de considerar as tensdes normais
atuando sobre o elemento do fluido, devem ser consideradas
também tensoces de cisalhamento.

A.2 - Relacao entre Diadicas

Num fluido newtoniane a relacao Pntre a diadica de

tensdo T e a diddica de deformagdo B & linearje isotrd

pica.
Neste caso devemos ter: _
: :
-+
F = (a+u'B:H FT+2,B <(A.1)
onde o simbolo ":" denota o duplo produto escalar
t = =D
peu' - o primeiro e segundo coeficiente de yiscesi

i

dade respectivamente. %

Y oF .
- . -+ : - . ~
Na auséncia de movimento temos D = 0, a unica tensao

& de pressao, ent® a diAdica de tensoes vem a ser g
3



=A,2-

_; =
=
T = -p.1I < {(A.2)
onde p = pressac.
-
Substituindo B =0 em (A.l) e comparando com (A.2},
vem 3 &
o = -p
e portanto
I T 3 i
. 3
T = {=-p+ »D-= I) + 2 u0bD < (A.3)
comparande {(A.3) com
3 3 3
= —p . I + T < < {A . 4)
>

onde 1 & a diadica de tensoes viscosas, vem cue:

F = (2D :

Hid

) T+24 0 ¢ < (A.5)

Como sabemos cue a diddica de deformacao é

et
R

= 1 (Z+1Lh =__1__{i7’{?+(€*3)“'} < (A.6)
2 2
onde

.
s ™ .
I, = V « Vv

& chamada de "gradiente taxa de deformarao®.

Entao temos que

=T

= (p+ A TV.¥ .1+ u&ﬁ'.$+ (%’.G)T} <{A.7a)

44

i
=
Iy
<4
Fa
+
(_‘_h—-\
<4
<4
+
i
<
3
e e
A
o=
.-..,,].
T

ou em notacao tensorial:
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Tij “(*p + A EV—) 513 + ufavi + 3vi ) < (B.8)
\ IX ¥t 35’3) %
Tij = A ov_ 619 + u(gg_-l + :;x_ﬁ) < (A9
9x axi X5
onde

8i4 & o chamadc overador de Kronecker.

L d .
Tomando a forma diferencial da ecuacao da cuantidade

de movimento temos:

p Eﬁ = p§ + 7. T : %é {(A.10)
Dt

onde

p ~ massa especifica

s
g ~ forcas de volume por unidade de massa

3
e decompondo T de acordo com (A.4) temos:

Y
pgﬁ = pg - 3.‘p-+3.% < {A.11)
7t

Agora substituindo (A.7b) em (A.1l1l) e admitindo e
» constantes , temos:

pDv = pg - Vp 4+ ¥ V5 v + (} +

Dt

gue & a equacao de Navier-Stokes.
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APENDICE B

INTEGRACAO PELO METODO DOS TRAPEZIOS COM INTERVALO VARIAVEL

Desejamos integrar uma curva £(x) no intervalo [a,

b] . A fungio f(x) & continua no intervalo (Fig: B.1)

o
L f f (x) dx

a

/’*‘\_/l/”’ §6) £ (a)

E £ (b)

n

£ {xy)

if

£ (xp)

b
'
]
H
r
P

a . ____ . e X

Fig: B.1 Curva f(x) "
! - . ;
Na ordem 1 terlamos pela redra dos trapézios:

b
f f(x) dx = hy f(XO) + f{xy) + h, f;(XI) + Fix,) =
a
2 2
= hy f(xo) + hy, + hy, fi(x;) + .hz fi{xy)
2 7 i
ot
e generalizando teremos: ¢
h {
f{x}dx = h,; f(x,) -+ hy + h, f(x;} + hn-; + hn 1
“a T 7 T — %

£(*1-1) + hn £(¥n)
2
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APENDICE C

\
INVERSA DE UMA MATRIZ PELO METODO DE JOURDAN

¢.1 - Introducao

Seja A uma matriz quadrada nao singular do tipo (n,é

nj. Nosso problema & determinar X que satisfaca a re}agéo.?
A.x = I < (c.1)
isto & J §

X = inversa de A X = 7!
_ :
Denotamos por Xi, X», Xpn 08 vetores correspondentes
a primeira, segunda, ... nésima coluna de X respectivamente
e de forma andloga definimos os vetores unitarios Iy, Iz, ...
In. |
Assim a equacao (C.l) pode ser substituida pelo sis
tema linear de n equacgoes. ?
Axp = I. {r=1,2, ... n) < (C.2)
O sistema tem solugdo nica desde que Det A: # 0, A
solugdo pode ser calculada pelo método de eliminagéo?de Gauss,
mas, neste trabalho preferimos a modificaqéolde Joréan pelo
fato de que, embora o método de Gauss seja méis rapido, a mo
dificacdo de Jordan demanda menos memoria deicomputador para

armazenar resultados intermedidrios.

C.2 - Método_de Jordan

) b
Comegamos escrevendo A e I uma ao lado da outra.
Logo eliminamos x; de todas as esquagoes menos a sequnda e

assim sucessivamente,

Como pode se verificar facilmente, scmente n? elerten-

¥




"C.z_
tos ndo triviais precisam ser estocados durante todo o proces

3

cada passo na eliminagdo fornece uma coluna na matriz
unitaria a esquerda e no final temos I no lado esquerdo, e
A"l no lado direito. |

e

o

o

No p~&simo passo teremos o seguinte esqguema:
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A seguinte formula & usada para a p-ésima redugio da
oésima linha. |

2P

D
aP = k
Py ap“l

P

aP™!
- -1
aP = a®"t - &P pk“
Ix Ik Jp AP !
Pp
Depois de n passos obtemos a inversa At ' Somente
os n’ elementos que estdo enquadrados no esquema precisam ser
armazenados, o elemento imgresso forte aP é o elemento
pivot para o proximo passo. Pt1, pha

. ®
Notamos que os pivots no Método de Jo?dan %ao_escg
lhidos como no método de Gauss, mas como oOS elementos sio tam
bem eliminados das linhas pivotadas anteriormente. Os actu
ais pivots nac gao afetados desde gue os outres elementos pré
vies ao pivot na coluna sao zero, isto &, o pivotaﬁento no Mé
todo 4= Jordan & parcial (10).
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RESOLUCAO DE SISTEMA LINEAR EM MATRIZ PARTICIONADA

Sabe-se que dada uma matriz Y, nxm, podemos parti

ciona—-la de acordo ao nosso interesse. Para problemas asso

ciados a sistemas lineares, onde a matriz de coeficientes &

muito grande, £ usual utilizar uma particdo da mesma em 4 sub

matrires.

D.1 - Cilculec da Inversa

.s=
¥

i
i

Seja x uma matriz, nxn, particionada em 4, onde A e

[ A
x —
LC
21 o
X =
LY
A B « 8
Iy *
oD Y aJ
=> Aa
Ag
Co
Cg

de (D.l) temos:

de (D.2) temos:
§

!

B

D

+ + + +

By =
Dy =
nDg =

- O O H

-p"! ¢

~A 1l B

Aag+ B (=D ! Ca)
ol

D sao matrizes quadradas tais
Det A # 0 e, Det D # 0. (8)

Se a inversa de X & X en

t3o temos que

X. X = T .
i

; < (D.1)

< (D.2)

< (D.3)

< (D.4)

= I
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@ = (A - BD ic) !

substituindo em D.4, temos:

g, L

$ = (D-calp)"!

e analogamente, obtemos:

o = -pTlc (a-BD lc)!
8 = -a 1B (D-cA lB) !

Calculando cada uma das eXpressoes o , B, y e § , ob |

M

temos a inversa da matriz x .

D.2 - Solucao de Sistema Linear

Seja a matriz X nxm como definida anteriormente asso
¥ i -

ciada a um sistema linear de equacoes # ' §
i &
X#%y=>b o
onde i
y - vetor de incdgnitas e :
b - wvetor constante.

o sistema particionado fica,

A B ¥i bl

< {(D,5}
c n Y2 b;

D.2.a ~ Caso by, =0 e by #0

Se no sistema D.5 substituirmos b, = 0, temos:

Cy; +D yé’ = hy, = 0 < (D.6h)
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(D.7)

Cy; + Dy, = 0 Y1 = -p ! Cvs §(<
Substituindo D.7 em D.6a, obtemos: : g
yi = (A - BDp lc)! b
v, = -D ¢ | (a - BD ig)! bl]
ficando assim o sistema resolvido (9). f
D.2,b - Caso by #0 e by, #0 |
Temos do sistema (D.5)}: _
;4 ;
Ay; +By, = b _ < (D.8a)
Cyr+Dyy = by ‘ < (D.8b)
De (D.8b)} obtemos: _
. %
Dy, = by - Cy; .
- ¢ '
= y2z = D! (b, - Cy1) < (D.9)

Substituindo (D.9) em (D.8a), obtemos:

§

Ay, + B[.Dﬁl (by - chﬂ

- yi = (A -BD lg)7! [bl - BD_‘bz] 3
-y vy = D1 (b, -{c (a - BD !¢y
[b1 - BD-lbz] }).
?
-



