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INTRODUGAO

. . i.
.;VNesteAtrabalhd estudamos aléuns~resultados bééiéqs da . teo
ria de intefpdlagso péra espa?os qdase—nofmados‘erfazemos; aléﬁ

mas'aplicagSes.- . |
O estudo dos espagos de interpolaggo inicialmente’ sé feé
tringiu aos espagos déVBanach. Entretanto, casos extrembé)pbn&n
importantes, dolteofema de interpolagao de Marcinkiewicz'néo se
enquadravam dentro da categoria dos espagos de Banach. Iﬁspirg
do em resultados de R. Hunt [lsj, P. Krée [13] estabeleceu os
primeiros<resu1tados de uma teoria de interpolagéo em espagos
que "nEo‘eram nem normados nem completos". N3o eram normados
mas eram quase-normados; isto é, a desigualdadé £riangular era
mais fraca: |x+y| < c(x| + |y]). onde C > 1. Esta categoria de
espagos engloba os espagos L1—fracos e mais geralmente os espa
¢os Lp com 0 <p < » e também os espagos de Lorentz P9 com 0<p,qs= .
No primeiro capitulo desenvolvemos a K-teoria de interpola
¢ao para espacgos quaée-normados definindo os espagos de interpo

lagao (A ,A,), p onde Aj e A sao espagos quase-normados que sa
’ .

1
tisfazem uma condigao de compatibilidade. A extensao para o ca
so0 quase-normado do K-método nao apresenta dificuldades espe
ciais.

Um ponto importante da teoria de interpolagao & a estabili
dade do método de construgdo dos espagos de interpolagao. No ca

so dos espagos de Banach a estabilidade e dada pelo teorema de

reiteragdao e & necessario desenvolver o J-método de. .interpola
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¢ao para se obter este teorema. Como o J-mdtodo utiliza integra
cao de fungoes vetoriais a sua extensio para o caso quase-norma
do apresenta dificuldades;

Insperando-se em Hunt [15] e Oklander [6] T. Holmested es
‘tabeleceu uma férmula que permite obter os teoremas de reitera
qao sem utilizar o J- metodo.

No capitulo 3, estabelecemos entdo o teorema de relteragao
utlllzando a férmula de Holmestedt Terminamos o capitulo esta
belecendo um teorema qeral de 1nterpolagao para espagos quase—
normados utlllzando O teorema de relteragao.

No quarto capitulo desenvolvemos de forma sistemétiqa e sus
cinta, a teoria bésica dos éspagos normados e quase—hormados de
Lorentz P9,

Iniciamos o quihto capituio caractérizando os espagos de in

terpolagao wPq, P9 para diversos valores dos parametros en

6,r
volvidos. Com estas caracterizagoes e os teoremas de interpola—
gao passamos a obter as varias versoes do teorema ..dé Marcinkiewicz:
teorema de Marcinkiewicz - Zygmund, teorema de Marcinkiewicz-
-Stein - Weiss, teorema de Marcinkiewicz - Calderdn e o teorema
de Marcinkiewicz - Calderdn - Krde - Homstedt.

No sexto capitulo procuramos dar uma aplicagao nao trivial
do teorema de Marcinkiewicz. Aqui o ponto crucial é a demonstra
gao de que certo operador integral singular & do tipo (1,1). Pa
ra isto fazemos uso da "decomposigao de Calderon - Zygmund".

Finalmente no sétimo capitulo, desenvolvemos uma caracteri

1 Pa

zagao dos espagos de Lorentz como espago de interpolagao en



AL .
tre os espagos H! e C,- Esta caracterizagao é devida a Riviere-

\

—Sagher [12]. !



CAPITULO 1
ESPACOS DE INTERPOLACAO QhASE-NORMADOS

Neste capitulo daremos a definicao e algumas propriedades dos
' espagos de interpolagao quase-normados gerados pelo k-método de

J. Peetre.
1.1 - ESPACOS QUASE-NORMADOS

' Uma quase-norma || .|| num espago vetorial E & um funcional de
finido em E tal que
1) x>0 se x # 0
ii) | Ax]| =‘|A1“”x", onde A é'reai Qﬁ'complexo._'

1i8) Jxayl < clxl + Iyh), ¢ 2 1
EXEMPLO: P, 0<p <1
Com efeito, considerando a fungao ¢:[b,w) + R definida por

_ 1+tP
(1+£) P

$(t) ;, 0 < p <1

verifica-se, facilmente, que 1 < ¢(x).

Para f,g ¢ LP facamos t = | £1/]g] -

Vamos ter



gl
o 1+——lg|p |
1 5’¢(Ifl’) = -
k .|9|'v (1 + |f=)p
‘ |9 .

_1glP+lglP _ glPelg|P
(lgl+]£DP = |e+q|P

.portanto ,
| £+q]P < [P+ |glP
e consequentemenfe

jlf+glp

IA

[1e12+ [1grP

2% [1£1P + 3 [l9®)

Agora, como H(s) = s%, ¢ > 1, & convexa, e se S, = Ilflp

s, = flglp (agqui a = > 1) segue gque

A
P

( 1/
Ilf+gllp = (||£+g|P) P

4

1/ ( 1/
=2 P 121+ 5 [1g1P) P

o
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IN

A 1 1
z/P(-—;—‘(flflp) B 4 —;—([lg‘lp) /P)

A-p
P
2P (el + laly) -

Vamos introduzir, também, os conceitos de aplicagéo quase-
linear e de aplicagao quase linear. continua.
Consideremos, entao, dois espagos quase-normados, E e F, Di

zemos que uma aplicag%o T: E+>F & quase-linear se existe uma cons

~tante C c(m, tal que"para todo £ e todo g em E, vale

e, < crely + gl

e que T & continua ou limitada se, para toda f em E, vale

ITf]p < clElg -

EXEMPLO (trivial de.aplicagéo quase-linear): Sejam E e F

dois espagos quase-normados e

T: E+F
tal que

T(af + Bg) = aT(f) + BT(g).

E claro que T & uma aplicagao quase-linear.

1.2 - ESPAGOS INTERMEDIARIOS

Sejam E,eE dois espagos quase-normados contidos em um mes

1

mo espago vetorial topoldgico de Hausdorff V.
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Suponhamos que as imersoes
E, Cy V, i=0,1

sejam continuas.

Dizemos entao que o parA(Eo, E,) é um par admissivel; (de es
pagos quase-normados).
Seja (EO,E1) um par admissivel. Podemos entao considerar a

intersegao EO(WE1’e a envoltdria linear E6+E (o espago de ‘todos

1

os elementos x € V da forma x = X5 + X, com<xi'eEi , i =0,1) de

Os espagos EO.('\»E1 g E, + E

©, Sao espa os quase-normados sob

as quase-normas -

llxllEo.ﬂE1= max{llelEo ' IIXIIE1}

xisAi, i=0,1}

= inf{”xo”Eo+"x1”E1/x=xO + X,

1=l
EO+E1

1.2.1 - Definigao: Um espago quase-normado E C V sera@ chamado de

espaco intermediario em relagao a E e E1 se satisfizer:

Eo NE, €¢ EC EO + E

1 1

(Usaremos o simbolo C para indicar que a inclusao & algébrica e



topoldgica) .

1.2.2. Sejam (Eo'E1) e (Fo'F1) dois pares admissiveis em relagao .
a VeW, respectivamente e E e F dois outros espacos quase?normaﬁ'

dosvtais'que
ECV e FCW.
Dizemos que E e F s3o espagos de interpolagdo em relagao aos‘

pares (EO, E1) e (Fé,F1) sé a seguinte propriedade de d:meqxﬁiaﬁb

se verificar:

Para todo operador T de Eo + E:,l em FO-+ E1 tal que as restri

¢oes

sao quase-lineares e continuas tivermos que a restrigao

T/E : E— E

esta bem definida, & quase-linear e continua.
1.3 - A QUASE-NORMA FUNCIONAL K(t;x).

Seja (Eo’E1) um par de espagos admissiveis conlEiC\h i=20,1.

"Para todo x € EO + E, definimos a quase-norma funcional.

1
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1.3.0(1) - K(t,x ; E_,E,) = K(t,x)

= inf{x ||. + t [x]|. }
(o} Eo E1

+X, =X
Xo X,l

onde x, € B, is= 9,1; Q<t<§

‘Observemos que para todo t fixo K(t,x) é uma quase-norma em

+. '. . (3 -"
_Eo 31_ Mais ainda

.K(1;X) = ”x"E +E .
o 1

Da definig3o & facil ver que K(t;x) & uma func¢3o n3o nega

1

tiva, crescente e concava de t. Claramente‘t_ K(t;x) & decrescen

itel

As seguintes desegualdades serao Uteis posteriormente.
Para todo x € Eo + E1
1.3.0.(2) - min(ht)HXHEOJ,&l < K(t;x) < maxH:’c)ll><|lEo+E1 ;

e para todo x € E N E,

1.3.0.(3) - K(t,x) < min(1,t)|x|z np -
(o] 1

1.4 - ESPAGOS DE INTERPOLAGAO.

Seja (EO,E1) um par admissivel de espagos gquase normados. Pa
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ra 0<6<1 e 0<g < » denotamos por S

(E E1)g,q

O espacgo dos elementos x € EO+E tais que

1

=g, - (f (t~ K(t x))

q dt)46 < o

(com a modificacao habitual quando q = ).

M

- Como K(t,x) € uma quase-norma funcional segue que ||x|le q uma
. ) 4

quaée-norma sobre o espago (Eo’E1)6,q .

sao espagos intermedidrios em relacgao

'Os espagos (EO,E )B,q

é EO e E1, i. e: -
E, NE, C(EO,E,I)_e'q CE, +E

com efeito como C = ]Jt—e min(1,t)] < o
L*

. -1
(lembremos que fe€ Lq se esoset ' felrd) age 1.3.0(2) seque que

-1
Ilg e ¢ € Hlg,q

e de 1.3.0(3) segue que

Ixhg < Cclxlg_np.

Além de serem espagos intermediarios os espagos (EO , B

)

18,9

gozam da propriedade de interpolagao.
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1.4.1 - Proposigao: Se (EO,E1) e (FO;F1) sao dois pares de espa
¢os quase-normados com EiCV e FiC W, i= 0,1, e se T & um operador
-quase-linear continuo tal que

T: Eo —_ Fo ; T: E1 -— F1

com as quase-normas Mo.e M, respectivamente, entéo

1

T(EgiE)g,q ™ ForFylg g

é também quase-linear e continua, e para sua guase-norma M temos

a chamada desigualdade convexa

‘M < M M

1-6,.8.
o

Demonstragao:
Da definigao de K(t,a) temos que
K(t,Ta ; FO,F1) <M K(M1t/MO, a ; EO.E1)

Portanto

(=) 1/
-0 . q dt,q
(o]

0o 1/
- o . q dt,’q
(J(t My, K(Mt/My,a s Eg,E D) S ) 7
o

IA
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e a mudanga de variavel s M1t/Moinplica gue

1-9 .6,
Milal &

IA

M

i) '
_ (FO’F1)6, 8,q

q
donde segue o resultado.

Os eépagds (EO'E1)9 q formam uma escala de espagos quase-normados
em relacao ao parametro q.

‘Mais precisamente, vale a seguinte proposigao:

1.4.2 - Proposigao. Se 0<p<q entao

"EO'E1)9,p, = (EO’E1?é;q ‘

1 =1
/£
Ixlg,q < clot1=0]"® 4wy

Demonstragao:

Como K(t,x) & crescente temos:
e o]
p - -8p-1 p
I =] = | t K (t,x)Pat
0,p

o]

J s7%~1 x(s,a)Pas
t

i1v

K(t,x)P £ %P (op) "

v
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Por outro lado, como t—qK(t,x) é decrescente temos:
_ : e | l.
x5, > [s7%7" k(s,xPas
} P .
o
_ t
K(t,x)P ¢P J s(1=0)p=14g

O

v

K (t,a)P £ P (1-0)7" p7*

assim’

| o | 1 1
S K(t,x) < C”x”e,p 8 e’@(1—e)/§ -

Mas como p < g

1213, o = J £ x(e, P 0@ Plg (g, x)IP gt
r

(o]

< IxlB ;I 9P 6 PV (40 (T7PIR

Logo

7y
x < cee-on® x
Il (&5, 5 cOO-0. (Ey/E,) 4

8,9 P

0000000



- CAPTTULO 2

A FORMULA DE HOLMSTEDT

Néste cépitulo faremos uma~demonstrégéo cuidadosa da férmula
de Holmstedt (2.1.1(1)). Esta férmula permite calcular o funcional

K(t,a;Eé,E1) em funcao-de K(t,a;Ab,A1), onde Ei = (A_,A )ei'qi R 1.= 0,1.

Isto serd fundamental para obtermos, no préximo capitulo,o Teorg
ma de Reiteracao para espagos quase?noxmados..
2.1 - A FORMULA DE HOLMSTEDT

Dizemos que £(t) ~ g(t) &> JC > o / CE(t) £ g(t) < C £(t)

2.1.1 - TEOREMA Seja (AO,A1) um par de espagos quase-normados e

consideremos
E. = (A_,A = A «+ 1 =0,1
i ( o’ 1)ei,qi Gi,qi ’ !
Entao
A
-6 q 1
. © k(s,a; o ds) Ao
2.1.1(1) K(t,a,Eo,E1) ~ (1 (s K(s,a,AO.A1)) s‘) +
(s +]
1
-6 q, q. A
t(| (s 'k(s,a;a_,a)) ' 98 71
1 o' 1 s
+

...11_
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onde m = 6,~ 6 o< % < 6, <1 e o<qg .9, I

A demonstragao desta formula sera feita somente

9479, 2 1. Dividiremos a demonstragaoc em duas partes.

2.2 - DEMONSTRAGAO: 12 PARTE

'Eagamos
t1/n |
-6 q 1/4
d
L, = (| (s % K(s,a) 0
o
-6, a, 4. 174
L, =t (s " k(s,a) 12 T,
t1/n '
onde
K(t,a) = K(t,a ; A_,A,)

Nesta primeira parte da demonstragao provaremos que

2.2.0(1) H(t,a) < C K(t,a ; EO,E,])

Entao, por definigao temos

K(tla ; E ,E ) = inf = ("a " + t[ a” ‘-)T=
(o] 1 ao+a1 a 0] EO I1E1

para



Seja k = maX{kO,k1} onde

Jatbl, <k, (lal, +[Ibl, )
i I ¥ i

‘entao

2.2.0(2) K(t,§+b) = inf(ﬂao+b0”Ao + t"a1+b1"Ad)
< x inf(lagl, + tha I, +Ib ), + tlb,l, )
(o] Ao_ 1 A1 o AO 1 A1
= k(K(t,a) + K(t,b))
onde o infimo foi tomado em (ao + bo) + (a1 + b1) =a+b .
Seja ag + a, = a uma decomposicao de az:EO+E1 com a; € Ei’

i = 0,1. Entao usando (2.2.0(2)) e a desiqualdade de Minkowski te

remos:
' -1 B
k H(t,a) . < I1 + 12 + I3 + I4 onde
1,
r~ /n
t -0 q 4
- o o ds, “o
I1 = (s K(s,ao) s)
J
o)
1z
£ -8 o ds %
I, = ( (s K(s,a,) £s5y "o
2 J 1 s
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_ Lo,
v -8, . g q
T = 1 1 ds 1
F3"t(J (s . K(s,a))) <) B
1 ) -

Usando o fato de que K(t,a) & crescente e de que t—1fK(t,a) é de

crescente teremos:

S

q. -0.q9.-1 q
J.t j a T K(u,ai) i du

v

1
(o]

s
- qg. (1-6.)g. -1
(s 1 K(s,ai)) i[ u 1t au

(o]

v

.. -
s T [(1-8,)q,]""
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q. " -e;q -1
‘K(s,ai);j n 11 -du

2
-
. g, —9.q,
_ i i1 -1
- K(slai) ,S> A (elqi)
Logo, para i = 0,1,
: . Gi /qi ’ 1/qi
\ ] . -
_272.0(3) K(s,a;}) < J; s "q; [:mln(ei : (j ei))]
_ . 81
= Jl s Cl
E facil ver que
I,2d, e I, ¢t J,
Vamos estimar 12 e 13 usando (2.2.0(3))
'1
A
n _ 1
I, = ( © (s 60 K(s,a ))qo Q‘E)/qo
2 . r 1 s
fo)
1
t1/” g M (6 )
-9 6 q -0 )g_~1
o 1 o ds o : 1 "o’ *o
< (j (s J,s  Cp) S = J1C1(J s
fo) o
....1
Aqo

|

]
.3
Q
Ov

ds)
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e também

. | o
: -9, q q
I, = t(J' (s " k(s,ay)) 'S8
_ 1 .

S
o
® 1 = 1
-8 6 q 4 - (80 )a1 g
1 o 1 ds 1 o 1™
< ti[ (s | J, S Co) 2;) = tJoCo{[ (s ds)
1 K »
4
" Ao
. : "'1/q1.
= Js Co(n‘qq) :
Logo
. ) -—1/ ..../
-1 9o 34
k 'H(t,a) < J  + tJ,C, (nq,) + J,C, (na,) +tJ,
2 CI,+ t )
1 1
~max(/4q, ; A4,)
onde C = 0(n }) comn - 0.
Se tomarmos o Infimo sobre todas as partigoes a, ta, =ate

remos:

H(t,a) < C K(t,a ; E_,E,)

1
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2.3 - DEMONSTRAGAO: 22 PARTE

Com as notagaes da 12 parte prdvaremos .agora ,ciug
2.3..0(1) . K(t,a ;V-EO,E.;]) <.C H'kt,a)

Sejam, entao a; (t) e{\i B 1= 0,1. tais que~

ao(t)‘ + a1(t) = a

”ad(t)”Ao + #lla1(t)llA1 < 2K(t,a) para t > 0.

J .
Definimos a, e a, por

' . z
a; (£) = a; (t My, i =0,1.

1] '
Logoao+a1=a e

1
2K(t/ﬁ,a)

A

] ' 1
2.3.0(2) Ki(s,a_(t)) < Ja ()], =Hao(tfﬁ>”A
. o o
- - 2 I
2.3.0(3) K(s,a,(t) <s ﬂa1(t)]]A=s||a1(t M z2st TRt )
1 1

Pela desigualdade quase-triangular temos:

2.3.0(4) K(s,a,(t) < k(K(s,a) + K(s,a, (t)))
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©2.3.0(5)  K(s,a;(8)) < k(K(s,a) +K(s,a () -
Como é; 4 a;' = a & uma decomposigd3o de a teremos:
- - -0 ' q A
o . o ds o
K(t,a;E ,E,) 5 (J‘ (s K(s,a (t))) = 5 +.
.- o‘
" - ' q, e A,
\ .
t(J"(s " K(s,a, () 18 T
. s
A ,

<k, +k,+kytk

2 3 4 onde
1
£ 1
. —9 1 q /(I
k, = (J (s ©K(s,a (1)) © & ™°
(o]
-60 ' qo ds lqo
k2 = ( (s K(S,ao(t))) ?;)-
1.
£
1
< =9 ' 9, gs,
k3 = t( (s K(s,a,l(t))) -—s-)
o
(-~ =94 ' 91 as 1/q1
ky =t (s K(s,a,l(t))) —)
J S



‘Fagamos
P,
i
entao
q.
p.t
1

v

v
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_ q. (1-6.)qg, =1
(s™1 k(s,a)) lJ.u 171 qu

o

qg. -6.q. _
K(s,a) - s + 1 [(1-8,)a,] !



~N

Logo -

(=]

v

.‘S

v

q..
K(s,a) *

i

K(Sfa) <P, s gy

Portanto, para s < t

.3.0(6)

.3.0(7)

para s > t

.3.0(8)

.3.0(9)

1
N

K(s,a)

K(s,a)

K(s,a)

K(s,a)

f u'eiqi'

0. Y.

. =20-=

1- qi

K(u,a) du

s

- B | -0.9,-1
K(s,a) * J‘u, Pt au

S

Q. _
g 171 [eiqi] 1.

| 1o
ir, ] 43
[min(e; ; (1-6,))]

1
0 e
o] (o]
b LO S (qo(1 60)) ’
1
) A
. O o
<t L 591( 0 )lq1
Jny 1 q1 1 4
1
-1 %, q

IA
+
e
()]
—
Q
-
N
|
D
-—
~—
~—
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De (2.3.0(4)), (2.3.0(3)) e (2.3.0(6)) teremos:

t
-6 ' q q
K=(J.B.OW&%WH)O%)O

t _ y

-0 . v . q q
5J’ (s 'o;k(K(S:a) + K(s,a,l(t)))') °© S‘_SE) °© ,
o

1 ' - : 1
2 Iz
£ ) . £

1
- -0 g % -8.q,~1 - a, 4
< k(J (s °k(s,a) ° S8 ©+ k(J (s °°  k(s,a () %ds) °
O | o

1 ~® ~ g

/n O/n (o]
< kL, + 2k K(t 7,a)t (q,(1-8,))

Desta desigualdade segue que

1 % Y
- M A _ o
k "k, < Ly + 2K(t ,a)t (q (16,0 <3L

1
pois (2.3.0(6)) se verifica para s = t/n

De (2.3.0(5)), (2.3.0(2)) e (2.3.0(8)) teremos:
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x
I
-
=
o
A
o+
—
)
i
D
—-—
£Q
-—
i
~—
=
)
L
Q
-
o
i
oy
-—

. . “61q1"1 ' q1
+ t(f s ; K(s;ao(t)) ds)
4 _ .

: 1-6, -1
lﬁ : W . S
L1 + 2K(t ",a)t (g,9,) < 3L

A

11

: 1, s |
‘bastando tomar s = t ' em (2.3.0(8)).

Do fato de kK~ ' < 1 e de (2.3.0(2)), (2.3.0(3)), (2.3.0(7))e

(2.3.0(9)) teremos:

A
=
A

1
-9 y, q ,41
J(s ° 2k (tM,a)) ° S8 °
t

(2]

1
1 -6 g9 -1 q

2k (M, a) (j s °° g4g ©
ﬁ .

tﬁl

1A
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o
1/ O, ' /q
=2kt Maye Mge) © S Cl
o’o’
o
k Kg < 2K(t",a)t (q1(1—61)) <

onde C % 0(1) quandd'nv+ 0 .
_'Finalmente

K(t,a ; E_,E,) < C H(t,a) .

ooo0o00



CAPTTULO 3

0 TEOREMA DE REITERAGAO

Neste capitulo apresentaremos o Teorema de Reiteragéo, Este

teorema & central na teoria de interpolagao. Para sua
cao sera essencial o uso da formula de Holmstedt.
Como aplicagao do Teorema de Reiteragao obteremos

tante teorema de_intetpolagéo.
3.1 - 0 TEOREMA DE REITERAGAO

3.1. ] - TEOREMA Se (A 'A, ) € um par de espagos quase-~

e'(E ,E ) um par de espagos de 1nterpolagao, onde

Ei = (AO'A1)6 ' 0<ei<1 60#9

r 0<g;, < », i
llqi 1 l\
Entao
(EO'E']))\,p = (A A,])e,p H
e
—min(1/p ; yéo) —min(1/p ; '1/q)
CA - (1=2) llall(A A

B 75 ”a" (EO'E'])l,pr

_24_

demonstra

um impor-

-normados

P
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_1' -max(l? ; lqo) h -maX(l@';l§4)

s’ a (1-3) Mal x4
. (Ay/A,)

0,p .

com 6 = (1—A)Go + A61, 0<A<1 e 0<p<o. ,
Demonstragao.
Provaremos primeiro para p > 1 e eo < ei__,_

Do teorema 2.1.1 nOs temos:

1
- : at, 4
I al = ([ (t "R(t,a ; E_,E))P &5 P
(EO'E"I))\,};D A o’ 1 t
N~ T+ I1
onde 1
- e’ -9 g Yy 1
- -2 o o ds o,p dt, b
IO = (I(t (J (S K(s,a)) ?;) ) 7;)
o o
o] o0 1
- -0 q q 1
= (" s kes,an 1A TP AR
1
o A

As constantes que aparecem na equivaléncia acima sao claramente

independentes de A.

1

5 ) A
Se fizermos s = t 1

u em IO e I, e depois t = v teremos:

1
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5 1 -
1 L r =6
I =n/b (f(ve(J(u K(uv,a)) © du) )P %‘.’.)’i’
o) o) o
1/’ o0 -6 0o "‘61 q1 d ’I/q'] 'dv l‘/t) .'-
.I,] =N ‘p (I,(V _(I(u “K(uv,a)) —1-1‘-1-) ,)p T) '
5 / L A

Para estimarmos estas integrais separaremos em VAarios casos.

10 caso: . q_ < p .

3.1.1(1) I

A
=
RN
e
Q-
0 —
e
¥e!
<
@O
=~
el
<
3
o]
Q.u
G
O

onde C & independente de A.
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<p 5

~Novamente aplicahdo Minkowski teremos:

3.1.1(2) I

0 .
39 caso: q,

Fazendo

IA

1

Y (=8, _a . 4 4
AP VO kuw,anP & P Ay
1o
1 -q, (8,-0) [ . o 29y -,
=n/1-°(fu v [(te,K(t,a))vp d—tt)/p%) !
I ) . '
1 -q,(6,-6 . -
= Pfu N8 T e, = ct-n al,
1 v,p ' 8,p
ZPp

1
-0
B = f(u ° K(uv,a))P &2 ;
o}

para 0 < s < 1 vamos ter

=% du
> f(u K(uv,a))P =2
(o]

u
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S

p(1-6 )—15
> (KLE%LEL)P vau ° ‘du
o
_ -po -
=k(sv,aP s © (p1-o)N""
istd.é .
o 1/ 30 14)
K(sv,a) < B'P s (p(1-6_))
-Logo-
.
| -6 q q
3.1.1(3) A= (J(u ° K(uv,a)) © S °
O
1 , B
-9_p-1 0 (p~-q.) q,"p q
= ([u © K(uv,a)p u © © K(uv,a) du) ©
(o]
1 % B,
-6 _p-1 (q_~-p) (a.~-p).. 74
< ([u °  g(uv,a)P aw ° (8 ° /p(pu—eo)) ° "7y o
(0]
(g -pla
= B(p(1-6,)) ° °=-cB.
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\

Se usarmos (3.1.1(3)) em I, teremos

ooj'
S [ -8 _ : 1
3.1.1(4) IO : (of ¢ J(u © 6 K(uv,a))p %? %¥)/®
' 0o
, 1 .
N (6-8 )p 1, . =1
i C([u S0 Pal = cx Pa|
. -u A, ‘A
o : , - 70,p . 8,p
o ..

40 caso:

Se q, > p nds poderemos obter de maneira analoga & anterior

3.1.1(5) I, < C(1-2) /pllallAe
3%

de (3.1.1(1)), (3.1.1(2)), (3.1.1(4)) e (3.1.1(5)) teremos

-max(;p;yqo) -max (1, ;1. )
< CA (1-2)

Nal a2y
AP o’"17°6,p

[ 2l
(B, E,)

Aplicando o mesmo método usado acima poderemos mostrar que

-min(y ;1 ) -min (%, ;

Ial > CA I al
(}30,15:1))\’p (a_,A,)
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Se p < 1 o mesmo principio de estimativas pode ser usado, a
constante C ira depender do fato de Lp,o<p<1 ser quase-normado.

' Observemos que
K(t,a ; Ao,Aﬂ) = t K(1/t,a;A,,A))
o qual implica Que"

com

Ial o= 1al

Assim se 8 > 8 nds temos de 3.1.1(6) e da parte ja provada:

1
do teorema 3.1.1 que

O

I al
(Ae 2 1'6,p

olqo e1lq1))\lp

= el

4 A ),
,Irq,l eolqo 1-\,p

i1
com 6 = (1-(1-A))6, + (1-2)6 = 6. O teorema esta demonstrado.

Aplicaremos agora o Teorema de Reiteracao para demonstrar o

seguinte teorema de interpolagao.
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3.2 - 0 TEOREMA DE INTERPOLAGRO

3.2.1 - TEOREMA ..Se (AO,A1) e (BO,B1) sao ddis pares de

- quase-normados e T um operador quase-linear tal que

T: (AO’A1)n » ol

o'Po
com norma Mo ’

T (AO,Aq)n —*.(BO,B )

1P 178,09y

com norma M, , e

se n = (1—A)no + An1 , 6 = (1-A)60 + xe1, 0<A<1

e p < q éntao

com norma M onde

espagos
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1

- . ' i 1
e . = min(1, ; - max(1, ; +o— - — = .
Ql (/q /ql) (@ ll’bl) D q i 011
Demonstragao:
Pelo teorema 3.1.1 temos :
3.2.1(1) ’ |
in (1 ;1 in(1, 31, )
"T ” E .Ckml (/p ,qo)( X) rin ( 1 1)" "
‘Ta < 1~ Ta
tals ,B ) =~ al (s B
o’ 170, ( eo,qo' 91rqo)>\,q
A proposigao 1.4.2 nos garante
3.2.1(2)
T 1,0 1.1
[ T2l Bo g Bs ,q)2,q 2 o ﬁm-}\) /p—q_llfr,ajl (B B )
O'qO _1' 17! ’ Go,qo' 61 :q,l >\:P

Da proposi¢ao 1.4.1 e novamente pelo teorema 3.1.1 temos res

pectivamente.
3.2.1(3)

=X LA
sulP wlal A

| Tal
B (Be IB ) ,po n1lp1 Alp

o'% e1’q1f.>"p o



-33-~-

3.2.1(4) . -
-max(1, ;1. ) -max(1, ;1. )~
) lpily) .

< Ch (1-%) "a” (A ,A)

o o o’ )

Iall
(A : A 7o,p

i

Pela aplicagdo sucessiva de 3.2.1(1), 3.2.1(2), 3.2.1(3) e

3.2.1(4) témos,
o % mln(@p ; iq ) - max(yb ; 1qi) f

1 .
1

0000000



CAPITULO 4

ESPACOS DE LORENTZ

4.1 - FUNGAO DE DISTRIBUIGAO.

Vamos estudar a fungao de distribuigao de uma fungao mensura

vel f definida num espago de medida (X,u).

4.1.1. - DEFINIGRO. Denominamos fungdo de distribuigao .da fun -

cao f, a fungdo m:(o,»)— [0,»] dada por
m.(A) = ul{xeXx / [£(x)]| > 2}

4.1.2. - PROPOSIGAO. A funcado de distribuigdo &:

i) nao-negativa
ii) nao-crescente

iii) continua a direita.

Demonstracgao.

0s itens (i) e (ii) s3o imediatos a partir da definigdo, pro
varemos (iii).

Se A -+ A entao

]
Cs

Ax / [£(x) | > A}

1
-34-

{x / £ ] > A}
) n
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mas

(x / 1€ | > 2} Dix / [£G)] > 1)

Logo

lim mf(An) = mf(l).

n->o

4.1.3. - PROPOSICAO0. sSejam f e g fungdes mensuraveis e A > o.

Entao

meyg(20) < me() + mo(A) .

Demonstkagio.
Se x & tal que [f(x) + g(x)]| >2) entdo |f(x)]|>x ou |g(x)[>A.
Logo

xe {x/ |f£x)] >AYyulx / |gx)| > A}

e portanto

{x / |£(x) + g(x)]|>2 }C{x / |£(x) ][> } U{x / |g(x)|>)}

O gque implica

mf+g(2A) < me(X) + mg(k) .

Nossa prdoxima proposicao mostra que podemos expressar a nor
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ma LP de uma func3o mensurivel usando a fungio de distribuicao

desta fungao.

4.1.4. - PROPOSIGCAD. Se f & uma funcgao mensuravel e o<p<e, entio

Jlf(X)lP du(x) = p{ vy mo(y)ay .

X , , ) o

Demonstragao

| | £(x) |
{Iflpdu={([ - pyP lay)
. 5. :

X X

J ([ x (¥) py? ™ 'ay) au
X lo) [o’lf(x)l]

[ (pyp”{ X (y) dp)dy

o X [o,lf(x)|]

o J pyp—1 ([ Xg (x) du)dy
y
o

(o]

= [ py®" " mg(y)dy
o
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com = Xg (x) onde

X (y)
(o, £(x)|) Y

Ey ={xeXx/ |fx] >y}

4.2 - FUNCAO REORDENADA NAO-CRESCENTE

Seja f uma fﬁng%b mensuravel definida num espago de medida

(X)) .

4.2.1. - DEFINIGAO. A fungao f*(t) definida em (o,®) pof |

£*(£) = inf{A > o / me(A) < €} -

shp'{A >0 / mf(A) > t}
t>o

& denominada fung¢ao reordenada (nao crescente) da fungao f.
Do caradter nao-crescente da funcao de distribuicao seque a

proposigao.

4.2.2. - PROPOSIGAOD. Para todo t > o, temos

*
£f (t) = mmf(t)

Como mf(k) < o para algum A > o e £ & finita quase sempre te
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‘mos que mf(X)-*o quando A » » .,

, - L% - ‘ ' o
Da definigao de f (t) e do fato de mf(x) ser continua:

e
Lo
s

reita temos, imediatamente,a'seguinte Rroposigéo,
4.2.3. - PROPOSiCAO.‘ .Para todo A, t>o0, temos

4.2.3(1) £ m 00

A
>

A
o+ .

1.2.3(2) - m(£7(0) <

Também para a fungio reordenada temos um resultado anilogo 3 ~

4.1.2.

4.2.4. - PROPOSIGAO. A.funcao reordenada é:

~

i) nao-negativa
ii) nao-crescente
iii) continua a direita.

Demonstragao. Segue imediatamente da proposigao 4.2.2.

4.2.5. - PROPOSICAO. As fungoes f e £" s3o equimensuraveis, is

mf*(k) = mf(k) ’

para todo A -> o.



~ * -
Demonstracgao. Desde que £ & nao-crescente temos
4.2.5(1) ‘m*(0) = sup{t>o0 / £ (t) > A}

. * -
Agora, como f (mf'(A)) < A, temos

A

me* () < mA(E (me (1))

' ‘ * * -‘
sup{t>0 / £ (£)>£ (m(X))}

IA

mf(A).
Se t>m.*()), entdo 4.2.5(1) implica £ (e) < 2. Logo, mc(A) <

.‘ * ) .
S me(f (t)) < t, e segue que mc (1) < m*(X) e 4.2.5 esta provado.

- 4.2.6. - PROPOSICAO. se t, ity > 0, entao

* * *
(£+g) (t +t,) 3 £ () + g (&)
Demonstragao. O conjunto
* *
{xe X/ |f(x) + gx)| > £ (£) + g (t,)}

esta claramente contido em-
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fxex / |£0)|>£ (£)IUxex / |gx) | > g ()},

Logo

* *
mf(f (t1)) + mg(g (tz))

IA

\ . .
me o (£ (£) +g (£)))

IA

Bty

donde segue o resultado.

4.2.7 - PROPOSICAD. sSeja (f)) uma sequénéia de fungoOes mensura

veis e sgja £ tél que fn —H:;——rf quase sempre.

Entdo para t >0
x . *
£ (8) < lim £ (t)
Demonstracgao. E claro que

lim {x / ]fn(x)[ > w){x / |[£(x)] > w}

consequentemente

v

lim mf; (w) me(w) .

Entao

£5(t) = influw / me(w) <t}
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< inflw / lim me (w) < t}
n

< inf Iim {0 / m, ('w)_<_t}
n

IA

lim inf L;_J{w,/ mg (wi < t}
n>kK n -

* ‘ * '
< lim inf fn(t) = 1im £_ (%) .
K+~ n>K n ,

4.3 - A FUNGAO MEDIA
4.3.1. - Definigao. A fungao média £ aa fungao f & a aplicagao
* %

f :(0,) —_— [Olm]

definida por

4.3.2. - Proposigcao. Sejam f e Xa fungdes mensuraveis, entao

_ K (A)
Ilf(x)ldu < [ £% (v)at

A o]
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Demonstragao: E claro que se |f]| < ig], entdo £ < g* .

Tomandoventéo h=f Xp + vamos ter

iaﬁbém, vamos ter
 mh(Q) < u(Ai':
pé$a todo‘w > 0 e portanto h*(t) =0 para t > u(a).
Portanta

o : ® u(A)
[ifldu ’llh‘|dn = [.h*(t) at = [ n™(p)at
. . 0 -

A X o

A

p(A)
[ £5 (¢)at .

4.3.3. - Proposicao. Se u & uma medida n3o atomica e f & -uma
fungéo mensuravel, entao para cada t >0 e u(x) > t, existe um

conjunto Bt C X, tal que u(Bt) =t e

t
*
J £ (s)ds = [ | £]dp
O
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‘Demonstragao. -
Consideremos oS conjuntos:

<

xeXx/|E®]| > £ ()}

E = {x é X/ |£x)] > £ (0}

Logo

(O = m (£ (1) <t < m (£ (1) = u(E)

onde
m;f(s)‘= u{x e X / [£(x)] > s}

Sendo p uma medida n3o atdmica, existe um conjunto Btizd que

u(Bt) = t.

Seja h =‘fxB . Entao
t.

* * .
h (S) = £ (s) X(O,t) (S)
Portanto

| £(x) |du

W—

t

= [lh(x)ldu = J h”(s)ds
' X

(o)
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t | t 4
. v . *
= J h (s)ds =-J £f (s)ds
o o

4.3.4. - Corolario. Temos

e

t ,
4.3.4(1) ‘ sup []f(x)]du = | £7(s)ds
T ' " u(E)=t oo
. E o
' ' o  xx 1 | . :
4.3.4(2) . _ £ (t) = ¢ sup | £(x) |du .
. - , n(E)=t |
E
4.3.5. - PROPOSICRO.. Se f e g s3o funcoes mensuriveis e intg

graveis sobre conjuntos de medida finita, entao:

*k *t k%
(£+9) < f +g

Demonstragao.

-

* %
(£+g) (t) aup J | £+g|dp
u(E)=t

E

[
-

( sup Jlfldu + sup [lgldu)
B (E) =t u(E)=t
E E

* % %* %
£(t) +g (B) .
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4.4 - ESPACOS DE LORENTZ

Consideremos, como antes, fungoes mensuraveis definidas num

espago ‘de medida o-finito (X,u).

4.4.].'- Definigcao. O espégo‘de Lorentz L(p,g) & a colegao de
todas as fungoes f tais que "f"pq:< © , onde
, vtp . o
(Ie™® £ ()] 5 o<p<e ; o<g<w
. Bl '
~—* :
£
Tl
sup t - £ (t) , O<p<®>, q =.®
t>0 ' '
O caso p = m,'o<é<m n3o interessa pois
oo =

[(f*(t))q £ <o

o

—_

implica £ = 0o guase sempre.

4.4.2. - PROPOSICAO. O funcional HfH;q é uma quase-norma sobre

L(p,g), que & portanto um espago quase-normado.

Demons tragao.

® 1 1,
| £+9l g = ([(t/p(f+g)*(t))q ghH

o
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fazendo a substituigao t = 2s

temos »
- Y % * 1
([ (2P s (£rg)"(26))9 &5 T -

0 

2/p(f(t-_'?(fﬁrg)_*(zt)_)qQE) q

[}

t

1 1 ' 1
2/P<[<t/9(f*(t> + g% ()9 4 7

IA

o

SR Ly 1,
- z’i’([(t/P £ + P M)
o

00 00

A A 1 ) 1.
2 P((J(t P e 8574, (J(t P g*ed 45 7

(o] (o]

1A

Y * *
=2P(g]__ + .
(el g + Tall oy

Os espagos de Lorentz podem também ser definidos por
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quase-norma dada atravds da fung3o de distribuigao. -

4.4.3. - PROPOSICAO. Se o<p<» e o<q<» entdo

HfH;q = (['pyq'1 m(y) P ay) @
SEE .

Demonstracgao

g,

I
8
H
c
r’; .
.-a._\
Q
u
rr

® -1
lf*(t)q t%

o

0

* 4
= |£ (£)7 du(t) (du(t) =t

goifie
i
A

dt)

o

o £f ()
= | [ J ay?™ 1 ay]au(e)

(o] (o]

= [ X . (yﬁqy ~1 aylau(t)
[o,£ (t)]
"o o :
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= quq'j[['x S, (y) “au(t)]ay
: e (0] -

o)

= quq—1[[ Xg (t) du(t)]dy.
. y -
o o o '

S G mely) 4 _
= [pyq- [J % tP at]ay

o (o]

= prq " me(y) B ay
(o]

onde Ey = {t / f*(t) >vl.

4.4.4. - PROPOSIGAO. Se o<p<e € 0<g<w, ent3o

L(p,p) = LP

Demonstracao. Fazendo p = q'na proposigao anterior  obtemos

l 1£5(6) |P at = [ pyP ™’ me(y) dy

o ’ o
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Mas, por outro lado (proposigao 4.1.4)

{|f(x)lp di(x) = J py? " mo(y)ay ,

X .. - o
donde "o resultado.:
4.5 - TEOREMAS DE INCLUSAO.

Os espagos de Lorente L(p;q) formam uma escala de espagos no

sentido que precisaremos nas proposigOes seguintes.

4.5.1. - Proposigﬁo. ' Ssejam i<p,g<e. - Entao
L(p,q) C L(p,»)
e a imersao & continua.

Demonstracao.

*k _
Como f € nao-crescente temos

X
g, -
x’ﬁ f**(x)q =-%—f**(x)q { tg,p 1 dt

o

X
-— . %*
< L T B ae <Lyg 9
- P . - P P4
(o)
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4.5.2 - PROPOSICAO. Se 1 <p<wei1<r<s <o, entao
L(p,r) C L(p,s)
e a imersao & continua.
Demonstragao: -
Pela proposigéb,anﬁerior; temos:
| ” ST xax s .
€12 =[xp £ (x)° ax
ps s

. . S
= J £ 0% £ 05T kP ax
o

IA

® . Y o sp-1
o J f**(x)'ﬁ (”f"pr x /P)S r X/p dx

(o]

#S-T
c 51,

*xT *S
€17, = clel’,

4.5.3 - PROPOSIGAO. Se p(X) <o , 1 <p<g<®® e 1<r<sc<aeo,
entao
L(q,r)i: L(p,s)
e a imersdo & continua.
Demonstracgao. As proposigoes anteriores afirmam qx:e L(q,r)L::L(q,w) e

L(p,1) € L(p,s). Vamos mostrar que L(g,~) C L(p,1), mostrando que

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTR AT
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'a imens3o de L(g,«) em L(p,1) @ continua.
Seja f pertencente a L(q,~). Entao se p(X) = 1, temos (se p<q)
o ' e 1' i o : : ' -
[ .
J £ £y &

(o]

E

R
. ¥ Voo *
=lt'i°. 99 ) S
! |

1, . -
1 = 1, =1
< ( J T ||f”;°

o

1

I
o2

*
P g

i

4.6 - NORMAS SOBRE L(p,q)

Consideremos o funcional
e *® 1/ *% 1/ 1
(J (P £ (r))q 4t ;

(o]
* k

Pq

B

1 * %
sup t/b £ () , = o
£>0 g

4.6.1 - PROPOSIGAO. O funcional_HfH;; € uma norma em L(p,q).

Demonstra¢dao. Segue imediatamente da proposigao 4.3.5.
4.6.2 - PROPOSICAD. Se 1 <p <= e 1<q<®, entdo os fun

e .17

pq

*

pq sao equivalentes, isto é:

cionais || .|
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*

. * % * %
1 £ f f
Yoo Il < I€l, < Il

Demonstragao. A segunda desigualdade segue .imediatamente
* * % . : ’ L
da desigualdade £ < f . Para demonstrar a primeira fagamos
T ke
F(t) = £  (t) .

na desigualdade de Hardy:;
obtemos assim |

A

. . . ) h 1 ‘,
- - ) %
U (£ (e)) 9 P 1calt] <—P—‘LU (£ (e % 1dt]
| S - pg-q SRS :
(o} . fe) .
aOnae
* % *
2 1gl o < Il

se 1<p<®® e 1<qg<= .,

Agora se g = » , vamos ter

-1
* %*
£ < e, ¢ P

e entao
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’dbnde, para todo t>0 ,
ERNCIC ST

e portanto

~5\:* . * ’
1 £ < (| £ .
1 £ < 1l

4.’54._3 ~ COROLARIO. Quando 1 < p<we1<q<®, . os _eséagbs |
L(p,q) ééo norﬁadOS. | o ‘
Veremos( mais tarde,‘que quando P =1 os éséaéoé L(p,q) nao -
séo’espagoé normados mas somente quaséenormados.t o
‘Por outro 1ado,‘vimos entao, que ﬂfﬂ;é'e Hf";; gerémﬂg 'meé .
ma topologia em L(p,qg) quando 1 < p45 o ie‘ 1 §‘q'5 w Passérg'

‘mos, entdo, a escrever | f|

pq para denotar quélquer um desses dois

funcionais.

4.6.4 - PROPOSICAO. Sejam 0 <p <o e 1<qg <. Entao os

espagos L(p,g) sao completos.

Demonstragao.

Suponhamos inicialmente que g < » . Como a imersao de L(p,q)
em L(p,») & continua, toda sequéncia de Cauchy (fn) em L(p,q) €&
uma sequéncia de Cauchy em L(p,®).

Por outro lado (ver[ 3])

1

, | Y . T
sup w{mf(w)}2= sup £ (t) t P < Hfﬂp°°
w>0 t>o :
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Portanto se (fm) € um sequéncia de Cauchy em L(p,q)

1 N
o
wime e WY mms o
‘e entdo
Ll{xve X / lfhgx)ffm(x)l‘> w} mo

, vamos ter

Ou seja, a sequéncia {fn} € uma sequéncia de Cauchy em medi

[

-Consequentemente, existe uma subsequéncia (f
~converge em quase toda parte para a fungao f. -
Agora, dado € > o, seja N e N tal que

o= £ ] < e
k) .Npq o

para K suficientemente grande.

Seja Ix = fn(K) - fn e g=f - fN ;
logo
gK R—:—:Q—-—" g quase sempre.

Pela proposicao 4.2.7 e para todo t > o, vamos ter
* *
g (ty 2 lim g, (t)

e pelo lema de Fatou

da é, portanto, conﬁerge em medida para uma‘fuhgéo f.

) de (fn) que
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< 14 s .
lolpq < im Jogl g = 1im ﬂan fylpg < €

ou seja
f - £ <

e portanto L(p,q) & completo se ¢ < .
Suponhamos, agora, p < « , q»=;w .

Se»(fn) € uma sequéncia de Caucﬁy em L(p,®), éntEo é sequéﬁciade' .
cauchy em-medida~e consequentemente existe uma subsequénciai

(fn ) que converge para uma fungao mensuravel f, em quase toda

parte.
A convergéncia em quase toda parte implica na convergéncia em me
dida e portanto

1

_ . p _
W{man_f(w)} Fs =" ©
ou seja
£, -fl o x5 °

n(K) p® K » o

0 resultado segue, agora, sem dificuldade.
4.7 - UM TEOREMA DE DENSIDADE

4.7.1 - PROPOSICAO. FungOes simples sao densas em L(p,q), q#>.

Demonstragao:

Seja feL(p,q), P # ». Podemos supor £ > 0. Vamosmostrar gque
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dados €, T > o, existe uma fungdo simples f,tal que o< f <f

n
*
e (f—fn) (t) < € para todo t > T .

Observemos qué
u{xg:xy/ lf(x)i > e} < »
pois' 
t > =

' f*(t)»——é———+o

_Logo,'podemos:aChar uma fungao sim.ples_fn > 0 tal que §n00 =0,

para x nao pertencente ao conjunto

vy / [Ew ] >e} e 0<E® - £ <

para todo ponto x do conjunto {y /,IffY)[f > ¢}, exceto num con
junto de medida menor do que T.

Entao
p{x e X/ [£(x) - fn(x)l <egl<T
Logo, para t > T
*
(£ - £) (t) <e
- Temos, entao, uma sequéncia (fn) de fungoes simples tal que
£-£)"
(f - n) (t) -ﬁ—_;—;;)-o

e para todo t>0

x x
£(t) < £ (¢)
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temos também,
B % E * * : '* . :
- t '
(f-£) (&) < £ (%) + £,(%) <2.£ (%) -
Finalmenfe}'o teorema da éonvergéncia dominadé-implica '_éﬁe"

.

"f-fn"pq n e °
Como aplicag3c do teorema de densidade vamos demonstrar o se

guinte interesante e itil resultado.

4.7.2 - PROPOSICAO. Seja T um operador linear definido sobre fun
coes caracteristicas de conjuntos de medida finita com  valores
num espago de Banach B tal que:
. ' * .
Il < & Ixgly,
Entao, existe uma Unica extensaoc linear de T como aplicagao

continua de L{(p,1) em B.

Demonstragdo. Suponhamos f > o uma fung3o simples. Entao f =] f ,

) *
onde £ = C_ x_An e £ =7 £

Portanto

Ire] = (3£ )] < § fve |

IA

* *
K 505, = RIS,

Logo, para fungoes simples & valores complexos temos:
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Izel < x J£1 -

Finalmente, como as fungdes simpies sao densas em L(p,1) se
gue que T pbde ser extendido continuamente, e de maneira unica,
dé L(p}i) em B. |

4.8 - DUALIDADE

Paremos um estudo- suscinto da dualidade dos espagos P9, pa
ra um estudo complefo ver Hunt [ 15] e Yoshinaga [10].
‘Inicialmente estabeleceremos a desigualdade de H4lder para

~espagos L{P,q).

4.8.1 - PROPOSTQAO. "Se £ e L(p,q) e g;:L(pn,q-) entao

A, -

| £4] ,

f ' -
onde 1 < p <® 1 <qgZ<® e 1-_—.1/1_..;.1/1_'.
Demonstracao. Suponhamos 1<p<® e 1<g<K=x,
sl = | I£glaw
X
r 0 *
= (fg) (t)dt
E,
O
r° * *
< f (t) g (t)dt

o 1 1=,
jf*(t)t/p Aty g® A ae

o
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< £ -
- Também,

gl

IA

?o*. ..'* .
f £ (t) g (t)at
5 .

IA

. o =1
Yor _x
ol ;e I t P g (t)at
! ‘

IA

lelpualely, -

4.8.2 - PROPOSICAO. Se 1 < p < o, 1 < g <« entao toda _fun—l

cao g em L(p',d') induz um funcional 1inear continuo, Fg,_ sobre

L(p,q) da forma
Fg(f) = i fg du ,

para toda f em L(p,q).

Isto &, L(p',q') esta contido no espago dual de L(p,q):

L(p',q'") g (L(p,q)) ' .

Demonstragao. Segue imediatamente da desigualdade de Holder.

4.8.3 - PROPOSICAO. Se F & um funcional linear continuo sobre

L(p,1) entao existe uma fungao g em L(p',») tal que

F(f) = J fgdy , para toda f em L(p,1).
X .

Demonstragao. Seja E um subcdnjunto de X tal que Xg pertenca a

L(p,1).
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Facamos

u(E) = Flxg)

o "Entéo, existe uma g integravel sobre conjuntos de medida

nita tal que

WE) = Flyg) = J xg £ du
~ x N

doﬁde

1 [ggeul < xizl,
X

. para toda f em L(p,1) .

Toméndo’
f(x) = [exp(—i arg g(x))] Xg (%)
obtemos
1
f lgldu < k(n(E)) P
E
e -
-1, .,
(1 / u(E)) J lgldp < KR(u(E))
E i P
<Kt P
para t < u(E) , onde i@ + %+ = 1 e portanto

1
g**(t) <Kt 4!

para todo t > o, e consequentemente

g € L(p',»~) ,
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é'a-proposigéo esta dembnstradagf
| 4.8.4 - PROPOSI(;A'O,._: Scja 1 <p<ee1<q<m .
Se F & um func1onal 11near continuo sobre L(p,q), entao exls 
te uma fungao g em L(p ,4') tal que
F(f) = J fg dp ,
: X
para toda f em L(p,q). Em outros térmos
(L(p,9))'C L(p',q").

Demonstragdao. Como L(p,1) esta continuamente imerso em L{p,q), .

todo funcional linear continuo em L(p,q) é também um funcional
linear contfinuo em L(p,1). Portanto existe uma g em Lip',=) tal

que

F(s): J sg du
X

para toda funcgao simples s. Logo

F(£)

f fg du
X

para toda fungao f em L(p,q).

Por outro lado, a proposigao (4.8.1) implica gque g pertence
a L(p',q'), o gque conclui a demonstragao.

As proposigoes anteriores nos dizem que o espago dual de L(p,1)

é L(p',»), onde % + é% = 1, e que, o espago dual de LQLq),1<p¢n_,
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= 1 1 1 1
1 £ gq<=, & L(p',q') onde B + ET = 1;e a + ET =1 .

Passemos agora a estudar suscintamente a dualidade nos espa-

¢os L(p,g) quando o < p <1, 0 < q < = e L(1,9), 1<g<w.
4.8.5 - PROPOSIGCAD. Se (i) o<p <1, o0<qg < ou (ii) P =1,
1<q < = 0 espago dual'de'L(p,q) & trivial, isto &,

(L(p,@)) = {0} .
' Demonstragio._ Suponhamos £ um funcional linear continuo em
L(p,1), 0 <p <1 .

Nos assumimos p{X) < o, Desde'que (X,u) & o-finito o seguinte ar

gumento nao resultara em nenhuma perda dé generalidade. Temos

: TR(XE)]' 5 B"XE|p1

.
B[u(E)]/p

A

Y -
=1 *

Assim, por (4.7.2), % pode ser extendida para uma funcional

linear continuo de L(1,1) = L'. Ent3o existe uma fungdao g e L

tal que 2(f) = J f(x)g(x)duy para todo feL1 .
X

Também,
1[ £(x) gx)dp (x)] < Bllfl;
X .
Logo
1 ' Yot
5 J]g(X)Idu(x) <BWE]™F
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Demonstrag¢ao. Suponhamos £ um funcional linear continuo em
L(p,1), 0 < p < 1.
Nos assumimos u(X) < « . Desde que (X,u) é o-finito o ‘seguinte )

argumento nao resultarda em nenhuma perda de generalidade. Temos

A

ll(xE)I._ BHXEHP'.'_ -

; oy
B[u(E)] P

1A

: 1,;- .
Bl gl -

" Assim, p.or (4.7.2) , & pode ser extendida para uma funcional

linear continuo de L(17,1) = L1. Entao existe uma fungéo ‘g € L>

tal que L(f) = J f.(X)g(x) du para todo £ e’. 1] .

‘Tambem,

. . _ .
e seoauea | < slel),
X
Logo
1 Yo~
T (E) [Ig(x)ldu(x) < B[u(E)] .
X
No caso em que (X,u) € nao atomico isto implica que g(x) = 0 qua

se sempre,e, assim £ = 0 em L(p,1). Segue que o funcional tri
vial £ = 0 & o unico funcional linear continuw em L(p,9), o <p < 1,
0 <g< o,

“Se 2 & um funcional linear continuo em L(1,q), 1 < q, entdo

g & um funcional linear continuo em L(1,1) = L'. Desta forma exis
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te uma fungao g € L~ tal que

L(E) = Jf(x) g(x) dp(x)
v X | :

para todo f € L(1,1) e
| [£(x)an(x) | < Bllfll,lq- .
X o o

Se (X,u) é n3o-atomico nds podemos usar isto para mostrar que

: g'= 0 quase sempre,e assim,o funcional trivial 2 = 0 & o ‘Gnico -

funcional linear continuo:em L{1,q), 1< q < ® .

Como consequéncia da proposigao 4.8.5 vemos, usando o teore
ma de Hahn-Banach, que para 0 < p < 1 e 0<g < ® - ou P=1e
1 < q < » ‘o espago L(p.g) nao pode ser normado. Isto &€, nao exis

- ) ‘. . . ) . * N !

‘te uma norma em L(p,q) equivalente a |.] .

Pq

oocolooo



CAPITULO V

INTERPOLAGAO EM ESPAGOS DE LORENTZ
E 0O TEOREMA DE MARCINKIEWICZ

Neste cépitulo iniéiamés aé aplicag&ésvda feorié deéenvdlvi*
da aﬁteriormente.,o objetivo aqﬁi sera a‘caracterizagéo dos espa
gosl(qu, Lpa)a,r,K , para ?ériadbs valores de’p,q,ﬁ,e g, como es - -

 pa¢os do tipo Lrs’ A seguir utilizaremoé estés éaracterizagaesvpg
ra demonstrar diversas versdes do teorema classico de inteérpola -

cao de Marcinkiewicz.

5.1 - CALCULO DE K(t,f) E CARACTERIZAGAO DE ESPAGOS DE INTERPOLA- .
_ GRO ENTRE L' e L™:" | o |

O seguinte resultado devido a Peetre [9] & basico. Este re-

sultado foi também obtido independentemente por Oklander [6].

5.1.1 PROPOSICAO - Se £ e L' + L, entdo.
t
R(t,£) = K(t,f; L7, 1.7) = j £* (s)ds
(o

DEMONSTRACAO - Vamos mostrar primeiramente que

t
~A—**—«~-—«_—.Alﬂt,ﬂgj £ (s)as——— —
(o]

~65-
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Seja S «¢ R™ mensuravel, u(s) = t e Xg @ funcao caracteristi-

ca de S, escrevemos xsf = Xxﬁo + Xs£1£'

Entao
jnf(x)nE dx S'Jnxs(x)fo(x)nde + J"XS(x)f1(x)Hde
S - -
< g, + gyl
como isto se verifica ‘para todo S com u(s) = t, temos

t sup. —— j[lf(x)” dx < K(t,£)
1u(S)=t’ nis) S o i

e, portanto 4.3.4 nos fornece

e
j £*(s)ax < K(t,£)
(e}

Provaremos agora gque

t *
J £ (s)ds > K(t,f).
) _

: * *
Omitindo o caso trivial £ (t) = «, podemos assumir £ (t) < .

Entao, se verifica que

* * *
wix/| g = £ (8} = me (£ (£) - 0) - me(£ ()

*
>t - m (£ (1),
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Assim, podemos tomar um subconjunto mensuravel

) %*
s, « {x; I|f.(x)llE = f (t)}

com
. R
u(s1x‘— F - mf(f'(t)).
?ogo, se -
5= {x/|£(x)|g > £ (O} U S,
teremos que u(s) = t.
Definimos A
f(x) - £ ()—2_  yes
. ' ' ] "f (x) "E
0, x¢€&58
e
£(x) = £(x) - £_(x)

lolg

com a convengao de que

E de facil verificagao que

* *
€], < £ (t) e mfo(x) = m_(AME (8)) .
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Assim

* ’ *
f (s) - £ (t), o<s<t

f*“—
o(S) = ‘
0 t <s
e, também
. .
_ *
e, = jnfo<x>n ax < [£)(sras
.S o
t
= j £% (x)ax - t f (t)
(]
donde ‘ 't
k(6,0 < g5, + e gl < [ £ sras
C o

O que completa a prova.
Daremos a seguir um resultado devido a Krée [13], o qual
neraliza a proposigao antefior, e que sera fundamental no que

_gue.

5.1.2 PROPOSICAO - Suponhamos que f € P+ Lw, o<p<«. Entao

' w, tp * 1/
5.1.2(1) R(t,£f; LP,L7) ~ (I (£ (s))P as)”P
o

DEMONSTRAQAO - Provaremos primeiro a parte "<" de 5.1.2(1).

Consideremos
. * p . * p
£(x) - £ (EEX)/£(x)] se [E(x)|>£ (t7)
CE_(x) = .

0 caso contrario
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e f1 = f-fo. Seja E ='{x/fo(x) # 0}.

-~ * .
Entao u(E) < tp, e temos, uma vez que f (s) & constante em

[u(E), t°1,

IA

K(t,f;Lp,L A BN S P 1

(f.(|f,(x)] - £7(tP)P ap) P 4 ee* (£P)
E . ’

 (u(E) S S - N VA
j (£% (s)-£" (£P))Pas) P + (J (f_*,(tpnpds)'/p,
o o o

2, -
= (J (£ (s)-£ (£))Pas) P + (j (f*(tp))Pds)j’P
o .o )
t 1
<€ (J (£*(s))Pas) P,

O

ondec=1sep=1.

Provaremos, agora, a parte ">".

. - £ : p o
Assumimos que £ fo + f1, fO e L, f1 eL.
Usando a desigualdade

me{o, + 0,) < mfo(do) + mf1(c1)

temos:

* *x * :
£ (s) < £,((1-€)s) + £,(es), o<e<1
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Assim
P, % t® . %
(j (£ (s))Pas) P < C{([ (£ ((1-¢)s))Pas)
(o) (o]
P 1
+ (I (£} (e))Pas) Py

(o]

A 1 ‘ |
et (€ ((1-19))Pa9) P +. 5] (0))
- o - : :

'l/\‘.

c‘ e .
:{ (v'l—e) - ||f0|!P + t||f1[|°é}_, .
Tomando-se o infimo com ¢ + o 5.1.2(1) fica provado.

'5.1.3 TEOREMA (FUNDAMENTAL). Se o<p<e, o<r<g<e e 1 = (1=6) , + -

0<0<1, entdo

o _ .pg
;) gq = LFY .

DEMONSTRAGAO0 - Usando 5.1.2(1), temos

® 1
1€l w = (I £ % (e, £ 15,19 ar/e) A
(L IL )e o

g9 o

) _ £* | q 1

n (r(t erj (£ (s))%as) 7% dt/p/q
o o '

- 1 q £

- (r(t 6r+rj (2" (st9)) s ds/9 7% atyy) 2
o o ' '
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Entao, pela desigualdade de Minkowski (q/r > 1), tamos:

(1 G ® r
K I <. cj (sfrj £ (109" (st7)) 9 at/e) “Jas/s
(;LA.l.IL, )e,q o o . ‘ ‘
2 el o

| desde que'1/

p. = (1—6)/1,

_ Lo . . o
"Reciprocamente, por ser £ nao-negativa e nao-crescente te-

mos:

Iv .

t (f (t%))

c([ (£70F ¢F rq/rdt/t)

e L
D’L,)e;q .0

v

Cl£] .
,Pq
o que conclui a prova.

" 5.1.4 PROPOSICAO - Suponhamos O<P (P <%, 0<q_,q,,q S ® €

1/p =(’I—)\)/po + §b1 onde o0<A<1. Entio,bse Pq # Py +
P9, P,9, Pa
(L » L )A'q =L
e
e < < e
mlal po < lal , g pg Hlal o
(L L )
14 }\q



onde

—min(1, ; s ., .
oGy ) ety )
S A =,
m= A - (1=2)
-max (1 i1 - 1 HE
maxllg /qo) _ maxil /g A )
M= A | (1-1) !
"DEMONSTRACAO - Usando 5.1.3 e o teorema de reiteracdo, temos:
B Py o Cr ' N
(L~ P L = ((L",L) v (L7,L ), )
- Arq 8095 99, 2.9
L pa
—_ ._ : -— ._I..._ 1 . i =
onde 6 = (1 A)eo f X61 e Bi 1 by com o<r< mln{pi}, i 0,1.

5.1.5 COROLARIO - Se P, =9, © P, =d, entao,

P
(L

P

o]
, L

-
Yr1q

5.1.6 COROLARIO - se q, =q, =« e 0<p, <=, entao

5.1.7 COROLARIO - se q, = 4q, = 1  entado
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Il

B oy
o]
Q

5.1.8 COROLARIO - Se Py = P; = }: q

1o

(L 1

1,pa

.’ L ))\’q:-_

5.2 -;0 TEOREMA DE.MARCINKIEWICZ CLASSICO.

’Di?emos que uﬁ operédor liﬁear T, definido num éubespago den
"so de Lp(X,u), cdﬁ'Valores num espago de futhes mensuraveis defi
nidés‘em um espago de medida (Y,v), € de tipo fraco (P,ﬁ), se exis
tir C> o tal que - | |

om0 B e
. m'_I'f - - p

para todo A > o e toda funcdo simples em LF .
O teorema cladssico de Marcinkiewicz (Zygmund [2,228]) & o se

guinte:

5.2.] TEOREMA - Seja T simultaneamente de tipo fraco (po,ﬁo)

e (P,,p,) com 1 < p,

P *® D D b <
i £ Py £ ™1 Py < Pyr Py # P, Se o < 1, e

= - + 6 1/~ = (1-90) ,. + 6/. entao T aplica L_em
1/p (1 6)/po ’ /p ( )/po /p P D

/Py 1
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Agora como

1,= i
sup Amp_(4) /P - HT‘fIILEoo

A>0

podemos. enunciar o teorema de Marcinkiewcz na seguinte forma.

'5{2;2 TEOREMA - Seja T um operador linear tal que

L P

T: L — _L'; com norma Mi' i=20,1,

. - - - _' - - - . - = ' - + )N/~
entdo, se p_ # P, ’T/p (1 X)/po + k/p1 ' 1/p (1 k)/5 /p1'
: : : Co o

0<A<1 e O0<p<p<®

T: L — L. com norma M. onde '
1% P o . : .

-1, I

5.2.2(1) M < cM;.TX M: x» ‘P o1-n P
DEMONSTRACAO - Pela proposigao 1.4.1 temos que

P, P P> P,
o 1 _ 1 .
Usando o teorema fundamental 5.1.3 e o teorema de reiteragao

temos:

P P
1 r o r ®©
@, ., =" 1) , @wH, L) )
’ Ap eopo 91p1 Ap
— r had
=1
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Comé p < b, temos
‘<L§pl -
e.portanto.
T: P — P

A estimada -da norma 5.2.2(1) segue por aplicagao sucessiva '

das estimadas dadas por 5.1.4, 1.4.2, 1.4;{ e'novémenfe 5.1.4.
5.3 - A VERSAO DE E. STEIN E G. WEISS DO TEOREMA DE MARCINKIEWICZ

5.3.1 DEFINICAO0 - Diremos gue um operador linear T & do tipo

fraco restrito, (p,p), se existir &> 0 tal que

1 -
/p
Amg, (0 < Clxal
XEg E'LP

onde Xp € a fungao caracteristica de um conjunto E de medida fini

ta.

5.3.2 TEOREMA - Se T & um operador do tipo fraco restrito

(pi,qi) sendo 1 < P; < q; < o (i=0,1), P, # Pyr 94 # d, » © se



-76-
1

/o T M gt rp s T T U gt g

entao

el < mlel

Daremos, a seguir, uma proposigao a qual nos permitira enun—

ciar o teorema anterior na versao de Calderdn,

5.3.3 PROPOSICKO - Se 1< P < 5 <,é, as seguiﬁtes condigoes -

sdo equivalentes:
5.3.3(1) T'é um operador do tipo fraco restrito (p,p)
5.3.3(2) r: 1P — LP®
DEMONSTRACAO. Admitamos 5.1.3(2). Entdo
] 5, < €Elf]
P P

para todo f € Lp1. Em particular e considerando que

ITxgls. < Clxgly

ou seja T & do tipo fraco restrito (p,p).-

Admitamos, agora, 5.3.3(1)
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Entao

T - < - X
ITcolz, < elxl, = xixly,
e vamos provar que
v: P! — LP”
com
£l 5., < xlel,
para toda £ em Lp1 .
Sejaf*mmafungao simples integravel néo-negativa é‘f = 2 Anxm
onde kn'>‘0‘e as X, sdo fungdes caracteristicas de conjuntos tais

Sque X, £ Xy See+SXq -

Entao, temos

o que implica que
Il = 1 aghl,, -
Como T & linear, temos

ITE] 2§ ATl
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e, conseguentemente

el < 1 agmls, -

IA

el Alxal,

elsl,,

A

Se £ & uma fungdo simples e integrivel mas nio & nao-negati=
va nds tomamos f = £ - f2 com £, e £, ndo-negativas e tal que -

| Ya

I7els, < 1T )5, + 178,05,

S K("f1"p1 + “f2"p1)

s Xl£l,,

Como fungSes simplés sio densas em LP' seque que
Irels, < kgl
para toda f em Lp1 .
Com esta equivaléncia podemos'agora, enunciar a versie de- -

Calderdn do teorema de Stein - wWeiss,

5.3.4 TEOREMA'-‘Seja T um operador linear tal que
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sendo 1 < p; < q <= i=0,1,p, #P,y qy #q, ¢+ e

e T (1'x)/po * x/p1' Yyq T (1'A)/qo * A/qql entao

T: 1P — 19

DEMONSTRAGCAO - Pela proposigdo 1.4.1 temos que

‘ P 1 p,1 . q q,»
o 1 (o] 1

T: (L ¢+ L )Ap — (L r L )kp
mas pelo teorema fundamental 5.1.3

L ° = (Lx,Le)e 1 com 6 = 1-%/p

. . (o]
o
e -
py1 r
L = (L,L ) com 6, =1 - X/p

Logo, usando o teorema de reiteragao

P1 p,1

, @WE,L®y . )

X [
(w1, 0,1 p

o

(Lerm) 6p. = LP

onde 6 = (1-1)8_ + A0, . S

De maneira analoga provamos que

se
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r o) r o0
(@2 o @0 g

¥ o« :

onde_e = (1—A)}o +~X61‘
'Daremos, para cchluir o capitulo, o teorema geral de Marcin

kiewicz dado por Calderdn.

5.3.5 TEOREMA - Seja T um operador linear tal que

p.t. g.s.
peop T4 i

- com norma Mi r 1 = 0,1 entao, se PO # P1 r 9, # q, 1/p =

(1~>\)/po + A

/P, /4 /d, /4,

com norma M.

e

1-2
M < ¢(A) M) " M

-

onde (A) — © quando A — ©® ou A — 1 .

DEMONSTRAGAO - Segue de forma analoga a do teorema 5.2.2.



CAPTTULO VI

UMA APLICACAO AS INTEGRAIS SINGULARES

Neste capitulo faremos uma éplicagéo'néo trivial do-tébfema'.
de Marcinkiewicz as integrais‘singulares. O ponto érucial da a§l£
cagao sera mostrar que um operador integral singﬁlat Kf & de,tipb
fraco (1,1). Para isto precisarémoé‘de uﬁvlema de recobrimento e‘.‘

da "decomposigao devCalderén-Q Zygmund".
6.1 - UM LEMA DE RECOBRIMENTO E A DECOMPOSIGAQ DE CALDERON - ZYGMUND-

6.1.1 LEMA (de recobrimento) - Sejam a > o e £ € L10Rn),f3;0.
Entao existe uma sequéncia de cubos (Qj),[com interiores desjun4'
tos tal que-

i) _ £(x) < a. se x¢ l# Qj'
- 1 ' n
o ii) a < M0, I f(x)dx < 2'a
QK

DEMONSTRACAQO - Consideremos uma decomposigao do R™ em cubos

(Q;) de arestas paralelas aos eixos com didmetros suficientemente

grandes para que

: 11 j f(x)dx < o

a . 2
Bisseccionando as arestas obtemos uma nova sequencia (Qj) de

«819 ~
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cubos. Existém duas possibilidades:

5 T [ £(x)dx < o
o om@) l2 T
39y

i

2

). o < 12 J f(x)d#~
' .m(Q.) 212
BN Qj

No segundo. caso vamos ter:

12 ] £(x)dx
m(Qs) 22

J Qj'

a <

2" L
T“T’J £(x) dx
2 m(QY) L2

. J° Q-

3

1,

1
m(Qj)

2n

IA

I f(x)dx < 2" o
1
°5

Se QJ? estiver no primeiro caso, repetimos o processc - sobre
esses Q§ e obtemos uma sequéncia (Q:?) . Novamente existirdo duas.pos :
vsibilidades. Os Q; que estao no segundo caso serao incorporados na
sequéncia (Qj) » aumentando-a. Os Qg do primeiro caso serao subdivi
dido8 e teremos uma nova sequéncia (Qg) , etc.

Repetipdo O processo, obtemos a sequéncia final (Qj) . Agora, se
x ¢ %’Qj entao existira uma sequéncia de cubos (Ok) tal que x € GK

pafa todo K e m(QK) — 0 quando K — =, Logo, pelo teorema de Le

besgque,



3 Bl L fy)dy < o
K QK

6.1.2 - A decomposigao de Calderdn - Zygmund. -

Consideremos o recobrimento pelos cubos_(Qj)'construidos no“

Lema anterior. Agora se f e '@ e.

‘entdo f pode ser decomposta como uma soma de duas fungoes fi e'fé

com

£, =7 (f-m. (£))x

T g Qx Qk
o | -

f2 =_f —<f1l

6.2 - UMA APLICAGAO AS INTEGRAIS SINGULARES

1

n .
locGR ) tal que exista C> 0.com

6.2.1 TEOREMA - Seja K e L

|K(x-y) - K(x)|dx < &
S(y)

onde Sly) = {x / |x| > 2|yl|}

Para cada'y e C:GRn) definimos Ky(x) = I K(x~-y)y(y)dy
, : n
R

supondo que

A

| K‘Y"LZ < C"Y"LZ



-84 -~

Entao, para todo A > 0

am{x / |[RE(x)] > A} < @||f||1
isto &, K & um operador do tipo fraco (1,1).-

ADEMONSTRACAO‘-FPodemos supot f > 0 (senao tomamos £=£" - £).

Consideremos a decomposigéo de Calderdon - Zygmund, ou seja
f=u+v onde

v=] (f- m, (£))x

J J QJ‘

u=Ym (£)x, + EXAnC .
39 ey g

onde

(£) = j f(x)dx
Q

Portanto

v(ix) =0 se x ¢ UQj e

I vix)dx =0 ; 3§ =1,2,...

93
" Agora, como |f(x)| < A se x € f\Q? e como A g,mQ.(f) < 21 ’

J
teremos
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[ u? (x) ax [ fz(x)dx+ZI (T [f(y)dy)zdx
R ' Q

c J J
nQ* J 0. .
QJ :QJ j

IA

A gl + 4 a2 m(_(JQj)
: - 3

Mas, comé'xm(Qj) < I f(x)dx segue que
- 5

3

mUop < [ sax = |1
A - 1

e portanto

J w? () dx < A(1+aM | g] ;

Teremos que Kf = Ku + Kv donde -

‘m{x/le(x)I > AT'S m{x/|Ku(x) |

> l/z}
+ m{x/|Rv(x) | > 1/2}
‘Mas '
: ] 4 2
6.2.1(1) m{x/|Ku(x) | > A/zl <= I |Ku| “dx
' AT R
4C 2
< =5
XZ 2
4 1
< 2 9,

Resta avaliar o segundo termo.
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~ Sabemos que
' m{x/lKQ(x)I > A/Z} é»m{x/[Kv(x)l é A/é}h{UZQj}}

. ' - 'V< . ' .- c : )
* /R | 2 30ty

e como Am(\J Qj)'_g-ﬂfll1 teremos
i -

I

6.2:1(2)  milx/[Rv(x) | > },}0{U20,}} < m(U 20,)

J

Enty o) < Il

1A

Por hipdtese temos que

A
©

I |K(x-y) - K(x)|dx <
S(y)

e como vix) =0 se x¢& U Qj e
i

J v(x)dx = 0, teremos

Q

j .

I [Kv(x)} dx = I | f K(x~-y)v(y)dy|dx
c _.c R" .
| ﬂ(ZQj) ﬂ(ZQj)

= I' | [ K(x~y)v(y)dy|dx

C
'n(ZQj) g Q
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= I | 1 'I K(x-y) v(y)dy|dx
'n(éQj)q ’ Q o " -
<y f ] I K (x-y) v(y)dy|dx

'n(’zczj)‘c Q5

= Z I | IK(x-y)v(y)dy —.I K(x—yj)v(yfdyldx4 .
J c Q. Q. L '
=] f ] -f[K(x—Y) - K(x=y;)] v(y)dy|ax
3 : SR ‘

1A

Z IIV(Y)! I - ] K(x-y) - K(x—yj)ldx dy
j
9 ne2q.)°
j
= ZJ [v(y) | [ ['K((x-yj)-(Y"Yj))-K(x—yj)}dxdy

3
9y n2g;) ¢

Como y € Qj e X € (\(ZQj)c vamos ter |x-yj|:2 2|y—yj| (yj
o centro de Qj).

Logo, aplicando a hipdtese

I T R(v(x))dx < 'cz-f lviy) lay < e,
J .

(209 ¢ 9
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Portanto
6.2.‘1(3') m{{.‘x/]K(V(x)| > }\/2‘\}0{0(2Qj)c:‘}} |
< ;%-[ v |K(v(x)|dx
N0,
<2 e,

“Finalmente, de 6.2.1(1), 6.2.1(2) e 6.2.1(3) teremos:

am{x/|RE(x)| > A} f 6"»f"1 .

1

6.2.2 TEOREMA - Seja K € L__(R") tal que exista ¢ > 0 com

|K(x—y‘)-- - K(x) |dx < @ :
S(y)

onde S(y) = {x / |x| > 2|y|} .

Consideremos, para cada y € CZ (R™)

Ky (x) =I K(x~-y)y(y)dy
]Rn

e suponhamos que

Ikvl, < elvl, -
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Entao, para todo p, 1 < p < ®» , teremos

K <
Ixvl, < elvly

DEMONSTRACKO - As hipéteses vélem>se tomarmos funcgoes simples
' e nao Y e(&Z . Portanto K & do tipo fraco (1,1) e do tipo fraco
(2;2); Logo, pelo teorema de Marcinkiewicz (5.2.1) seque que K é
um opéradqr de TP em LP para 1 < p < 2. |

-Agora, se p > 2 temos

ﬂKpr = = sup IK(f(x))g(x)dx.
Iglp.=1 .

-
ge_ C.

- sup [f(y)Kg(y)dy '

"‘le-f";
ge(’/:
< sup |l Ik, < su elfl. lal_.
lslgi=1 = ® 9P lol =1 PP
ge CZ ge CZ
= el



CAPTTULO VII .

INTERPOLAGAO ENTRE H' e Cy

Nos capitulos anteriores os espagos de Lorentz LP? foram
‘'usados para caracterizar espagos de interpolagdo entre os.espago

‘00 . - . ] -
T e L”. Neste Giltimo capitulo vamos voltar a usid-los para ca-

L
ractérizar o espago de interbolagéc entre o espago H1 de Hardy,
‘e o espago C_ das fuﬁgSes continuas que tendem a zero no infini

to. h
- 7.1 = 0S ES?ACOS H] E ALGUMAS PROPRIEDADES ESPECIAIS.
Seja éj a j-ésima transformada dé'Riesz, isto é:

R.(f) (x) = v.p.¢J f(x~y) v. dy.
3 Rn J/IY|D+1

Consideremos H1 o subespago de L1 definido pela norma

n

1l ", =1€1 , + [ [r.£]
T L5210 3Lt

7.1.1 DEFINIGCAO - Seja I um cubo de R® e r um niimero

positivo, definimos

Tt %
M_(£) (x) = sup (Ll Jlflai‘;)'
(o]

xeI |I

~890~
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t

1
1 *
£.(8) = (¢ J[Mr(f) (s)]F as) C
(o]

7.1.2 PROPOSICAO - Se o suporte de f esta no cubo I e -

l—}—l- lf(t)dt: 0,

entao, para 1 <r< « ,

o 1-% | —
| llfl|H1.£ e.lr|  IEf, - |

DEMONSTRACAD - Claramente

- 1- Y
I€l , < ITi £l .
L o

Se denotarmos por 2I a dilatacdo simétrica de I, e por y

o centro de I, teremos

1
1- %
] mel < Irl ( IrgEIDE
21 2T
1
1= 7 1
< el <£|f|r>’r
. )
‘ 7 : ”'Xj; j J:J
[ |R fl <J' : ﬁf(y)l' ' e~ ——— dydx
A |x-y| |-y |
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- X"V X.~V.
= J "3 - J -3
jlf(y’” n+1 e | 9xdy
T (21) € | x-y| | x-y|
1-Y%
< elel < oelrl el
L
tambem ,
17'-1/]'1‘. .
IRel, < elxl el -
_ o L
7.2 - CARACTERIZACKO DE (H', C,)q

Por C  denotamos o conjunto das fungoes continuas que ten

dem a zero no infinito munido da norma

”fﬂc = ‘sup|f(x) |
w XER

7.2.1 PROPOSIGCAO - Se o suporte de f esta no cubo I, 1<r<e

4“%‘] N

I

Entao

K(t,£ ; H', C) < Calt+|I]).
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DEMONSTRAGAO - Seja ¢ continua, 0 < g < 1, § =1 em I & na

la fora de 2I. Escrevemos, para um b conveniente,
f=f - Dbd + bg
onde

J(f-b¢5dx =0, |b| <a.

- Entao

N

K(t,£) < [£-bg] , + t]bgl,
H

w

IA.

calt + |1

7.2.2 TEOREMA - (8',c,), . = LPY, onde o<ge=; p =

8,q Yi1=0)

DEMONSTRACAO - Claramente

1 1 ©
(H', C,) (@, L)y = .Pq

0,9 ract

Mostfaremos agora que para f € Cw

E . <efgl . .
(H', C)
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Vamos escolher £t >0, 1 <r< p. Utilizando a decomposigao de
Calderdon - Zygmund de R" teremos uma sequéncia de cubos {Ij] com

interiores disjuntos tal que-

) 1
£(B) < (TI—ETJ 1£]%) T ¢ 2P £_(t)
I.
: v J

e If(x)l < f#(t)'para quaée”todo x ¢ UIj .

Sejam O ;ﬂ
‘a;.(fi = = jf
3 * [T.T
A
3
3j ” -3
Logo, -
1< et 1" e, ;
£ < ey |1 (f-a. (£))x
H1 3 J Ij LY
el Tl 1T e 1,
3 J J
- C’/f;_r(t)J |£]F
UIj
Sejann E=1{x/ Mr(f) > fr(t)}.

* . . * .
e E = {x/ Mr(f) > Mr(f) () }.
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£ claro que

: *
Uchz ECE

[

1A

s e1=r r .
H1 'Gfr (t)i*Mr(f)dx

Lt o
1-r * .
e. £ (t)f [M_(£) (s)]as

A

o " <€t £_(t)

Claramente ﬂf—ft"w < CEf (t). 0 suporte de £-£% esta conti

do em algum cubo I. Existe € > 0 tal que'se lE] < e,

Y.
T £.(8)/(t+]T]).

Or-T I lfx;< 5

Escrevemos agora £-f- = g+h, onde g € Cor lagl s vf (v), e
a medida do suporte de h & menor do que €.

Pela proposigao 7.1.3

K(t, b ; al, c,) < et £.(£)

Podemos escrever

- £=£f+g+h
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Logo

R(t,£) < K(t,£%+9) + K(t,h)

A

nftuH1 +tlgly, + et £ ()
o W T

IN

et f(£)

Desta forma.temos

|
.

| ' © . 1‘ '
el q = (| 7 %ee, )% ac/n) @
) N

IN

@(I t%(—l—J M_(£) " (s))F as) * at/t) "
o - SR

o
Pela desigualdade de Hardy temos

| :
E &

iIN

e(j £ 7P (Mr(f)*(t))q at/t)
(@)

M_(£f < £ .
Como C% & denso em qu, q < ®, o teorema esta provado pa
raqgq < « ,
Para q = « tomamos 0 < eo < 8 < e{ <1 .
Temos

com p,

il
K
~
3

|
[e>)

[

S
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Logo, usando o teorema de reiteracgao

1 _ 4Fo P4
(5, eﬁ)e,w = @7 L,

S

com 1/p = (1—A)/po + A/p1 = 1-8. E o teorema esta provado.

Usando o0 teorema de reiteragéo e o0 teorema anterior, temos

0 seguinte teorema.

| | P,d '
7.2.3 TEOREMA -  (H', (L " 1))6q = LPT

onde

1/p 1-6 + e/p1 .

oooo00
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