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Resumo

No Capitulo I desta dissertagao introduzimos os conceitos basicos dos corpos de fungoes algébricas
a saber: anéis de valorizacao, lugares, valorizacoes discretas, divisores, adeles e os diferenciais de
WEeil, e obtemos a demonstraccao de A. Weil do Teorema de Riemann-Roch.

No Capitulo II introduzimos o que sao Cédigos Lineares, algumas propriedades, Cédigo Dual,
a Cota de Singleton e as construgoes dos Cédigos Geométricos de Goppa.

No Capitulo III estudamos Extensoes Algébricas de Corpos de Fungoes e Extensoes Integrais
de Subanéis de um Corpo de Fungoes a fim de poder estudar a construcdo de cédigos Auto-Duais
numa extensao algébrica F''/F de um corpo de fungoes racionais. Dentre os resultados a ressaltar
estao o Teorema do Diferente de Dedekind e o Teorema das Extensoes de Artin-Schreier.



Introducao

Um cédigo corretor de erros é um subespago vetorial de IFZ, o espago vetorial n-dimensional sobre
IF,, onde IF, é um corpo finito. Tais cédigos séo amplamente utilizados para transmitir informagoes
com mais confiabilidade. Uma forma elementar de se determinar um cédigo C, é considerar um
subespago de IF” e encontrar a sua base; isso nos permite construir uma matriz M denominada
matriz geradora do cédigo C; tais c6digos sdo ditos lineares. Logo, uma forma de construir codigos
estd relacionada com a construgao de matrizes. Mas, se queremos que o cdédigo tenha certas
propriedades, essa tarefa deixa de ser tao simples.

Em 1983 Goppa mostrou, em seu artigo fundamental [1], como construir c6digos por meio de
curvas algébricas sobre um corpo finito IF;. Os paradmetros desses c6digos podem ser interpre-
tados facilmente, pois possuem um significado geométrico. Tais curvas sao geradas por meio de
polinémios irredutiveis em duas varidveis sobre um corpo algebricamente fechado K. Mudando o
enfoque, esse mesmo polinémio define um corpo de fungodes sobre o corpo K. Dessa forma , sob
um estudo puramente algébrico, podemos construir cédigos. A vantagem desta abordagem é que
para desenvolvé-la basta ter um conhecimento bésico de extensoes de corpos algébricas, incluindo
Teoria de Galois, e chega-se rapidamente a alguns resultados de grande importéancia, tais como o
teorema de Riemann-Roch.

Nosso objetivo é desenvolver essa teoria e dar alguns exemplos de cédigos auto-duais. Ini-
cialmente, fazemos um estudo sobre os conceitos basicos da teoria de corpos de fungdes. Dentre
os varios resultados importantes, mencionamos os dois teoremas de aproximagao e o teorema de
Riemann-Roch. De posse destas ferramentas, é possivel definir os c6digos geométricos de Goppa
sobre corpos de funcoes racionais, onde sabemos bem como sao seus lugares, divisores e diferenciais.

No entanto, um corpo racional IF,(x) possibilita a construgao de cédigos com comprimento
no méximo ¢ + 1. Mas, numa extensao algébrica F''/IF,(z) , esse nimero pode ser ampliado
consideravelmente. Fazendo um estudo das extensdes algébricas de corpos de fungoes e extensoes
integrais de subanéis de corpos de fun¢ées passamos a ter condigoes para estudar um cédigo sobre
um corpo F''/Fq(x). Aqui sao usados varios resultados da teoria geral de extensées integrais de
anéis, os quais sao encontrados no Apéndice para maior conveniéncia do leitor. Finalmente, sao
apresentados os exemplos de codigos auto-duais. A idéia é encontrar divisores D e G que satisfacam
a condi¢ao de auto-dualidade. Como veremos mais adiante, nem sempre é possivel encontrar o
divisor G necessario, e quando ele existe, por vezes é complicado descrevé-lo explicitamente.

Para encerrar, gostarfamos de dizer que este trabalho foi baseado nas referéncias [6] e [7].
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Capitulo I

Corpos de Funcoes Algébricas

Neste capitulo iremos introduzir as definicées e os conceitos bédsicos da Teoria dos Corpos de
Fungdes Algébricas, tais como: valorizagoes, lugares, divisores, género de um corpo de fungoes,
adeles e diferenciais de Weil. O principal resultado a ser ressaltado é o Teorema de Riemann-Roch.

I.1 Lugares

1.1.1 Definicao Um corpo de funcgdes algébricas F/K em uma varidvel sobre K (corpo arbitrario)
é uma extenséo de corpos F' D K tal que F é uma extensdo algébrica finita de K(z) para algum
elemento x € F o qual é transcendente sobre K. Dizemos que F é um corpo de fungées racionais
se existe x € F transcendente sobre K tal que F = K(x).

1.1.2 Nota Para simplificar, vamos nos referir a F'//K apenas por corpo de fun¢des. O conjunto

K := {z € F/z é algébrico sobre K} & um subcorpo de F , uma vez que a soma, o produto e

o inverso de elementos algébricos também sao algébricos. K é chamado corpo das constantes de

F/K. Temos que K C K C F, e é facil verificar que F/ K & corpo de funcdes sobre K. Dizemos

que K & algébricamente fechado em F (ou que K é corpo completo de constantes de F) se K=K.
Para um anel (ou espago vetorial) A denotaremos por A o conjunto A \ {0}.

1.1.3 Observacao Os elementos de F que sao transcendentes sobre K podem ser caracterizados
como segue: z € F' é transcendente sobre K se e somente se (see) [F : K(z)] < oc.

Apgora, iremos introduzir os conceitos de anel de valorizacao, lugar e valorizacao discreta; apre-
sentaremos também as suas propriedades e as relagoes entre os mesmos.

1.1.4 Definicdo Um anel de valoriza¢do do corpo de fungbes F/K é um anel O C F com as
seguintes propriedades:

LK O4F
2.Vz2eF,z€0o0uztle0

Os resultados 1.1.7 e 1.1.9 nos dizem que todo anel de valorizacdo é local, i.e., tem um tnico
ideal maximal e este possui elemento primo.

1.1.5 Definicdo

(a) Um lugar P de F/K é o ideal maximal de um anel de valorizagao O de F/K ; se t € P com
P = t.0, entdo t é chamado de elemento primo de P.

(b) Pp = {P|P élugar de F/K}.



1.1.6 Definicdo Uma valorizagdo discreta de F/K é uma fungao v : F — Z U {oo} com as
seguintes propriedades:

l.v(r) =0 2=0
v(z.y) =v() +vY),Y 2,y €F
v(z +y) > min{v(z), v(y)},V r,y € F

oW

.dz€ Fcomwv(z)=1
5. v(a) =0,V a €K

1.1.6.1 Nota Neste contexto, o simbolo co se refere a um elemento nao pertencente a Z. De 2
e 4 segue que v é sobrejetiva. A propriedade 3 é chamada Desigualdade Triangular.

Existem correspondéncias biunivocas entre os conjuntos dos anéis de valorizacao, dos lugares
e das valorizacoes discretas. A seguir, veremos suas propriedades e como estes conjuntos estao
relacionados. O primeiro resultado que apresentamos tem uma demonstragdo bastante simples e
assim deixaremos de apresenti-la aqui.

1.1.7 Proposigao Seja O um anel de valorizagdo do corpo de fungées F/K. Entio:

(a) O € um anel local, isto €, O possui um nico ideal maximal P = O\ O*, onde O* = {z €
O|3w € O com z.w = 1} € o grupo das unidades de O.

(b) Paraz €F,x € P21 0.
(c) Para o corpo K das constantes de F/K temos K C O e K(| P = {0}.

O lema a seguir é fundamental na prova de que um anel de valorizagao é principal.

1.1.8 Lema Seja O wm anel de valoriza¢do do corpo de fungdes algébricas F/K, P seu ideal
mazimal e x € P. Sejam x,, x2, ... , 2, € P taisque v, = x e x; € Ty P para
i=1,2,...,n—1 entdo, temosn < [F : K(x)] < co.

Demonstragao : Por 1.1.3 e 1.1.7, segue que [F : K(z)] < 0o. Para que n < [F : K(z)| basta
que {r1,Zs3,...,T,} sejam linearmente independentes sobre K (z). Suponha que 3. ; @;.z; = 0,
com algum ¢; # 0 e ¢; € K(x). Como cada p; é do tipo ;‘7(% e pertencente a um dominio de
integridade, entao, podemos supor que ¢; € Klz|,i = 1,2,...,n e que z nao divide algum deles.
Seja a; = ;(0) e defina j € {1,2,...,n} tal que a; #0 e a; =0, se i > j. Logo, z/y;, para i > j.
Entdo, obtemos:

— ;.5 = Z @i T (1.1)
i
Como ¢; = bg+ bz + ... + b, 2™ € K[z CO,Vi=1,2,...,n, para i < j, x; € z,;P e para
t > j, @i = z.hi, onde h;(z) € K[z]; ao dividir a equagio 1.1 por z;, obtemos

x; x

—p5 = E pi— + E —hiT;

— x; — Iy
i< >7

Logo, ¢; € P. Por outro lado, @; = a;+z.g; com g; € K[z] CO ex € P;logoa; = ¢;—x.9; € P,
mas PN K = {0} = a; = 0, contradigio! Portanto, os ¢; = 0 e os {1,Z2,...,Zn} sao li.’s’s
=n < [F: K(z)] a



1.1.9 Teorema Seja O um anel de valorizagio do corpo de funcies F/K e P seu tnico ideal
mazximal . Entdo:

(a) P € ideal principal.

(b) Se P = t.O entdo qualquer z EF tem representagio tunica na forma z = t".u para algum
nelZ,ue O

(c) O € um dominio de ideais principais. Mais precisamente se P = .0 ¢ {0} # I C O € um
ideal, entdo I = t™.0 para algum n € IN.

Demonstragao :

(a) Suponha que P nao é principal e escolha z; €P. Como P # z;0, 3 2 € P\z;0. Logo,
x2.x1—1 ¢ 0 = mgl.xl € P=1x € 22P. Se P = 2,0 + x50, como z; € z2P temos
Z1 = Z2y,y € P e portanto, P = x3yO + 120 = 150. Como P nao é principal Jz3 € P\ x120.
Logo, z3.25 0= T3 ! 29 € P = 15 € 23P. Por indugio, obtém-se uma sequéncia infinita
Ty,%2,Z3,... € P tal que x; € x;.1 P,i > 1, absurdo!, pais por 1.1.8, [F : K(z1)] < oo.

(b) ComoV z€ F, z€ Oou 27! € O; vamos supor z € O :

eseze€0*=2=1t%2
esez€P=0\0"=2€t0=P

Existe um maximal m > 1 com z € t™.0, uma vez que por 1.1.8 o comprimento da sequéncia

Ty =22y =t""1 .z, =téfinitoez=t"u

y .-

Fue O
ug€O* =>u€P=u=tw= z=1t"" 1y, absurdo!
(c) Seja (0) # I C O ideal. Se I = O, temos I = t°0 = O. Portanto podemos supor [ %O €
neste caso, I C P = tO. Considere
A={r e N/t" € I} e n = min(A), j4d que A # 0 . Vamos mostrar que I = t"O:
D) n=min(A)=>t"cI=>t"0C]
(Q) 0#£yel, y=1tiu, uec O assim t* € I e a > n =min(A); portanto, y = t"(t* "u) €
0.
O

O resultado a seguir tem uma demonstragao muito simples a qual serd omitida.

1.1.10 Lema (Desigualdade Triangular Estrita) Sejo v uma valoriza¢do discreta de F/K
ex,y € F comv(zx) # v(y). Entdo

vz +y) = minfu(z), v(y)}

1.1.11 Definicao Para qualquer lugar P € IPr podemos definir uma funcdo vp : F — Z U {co}
da seguinte forma: escolha um elemento primo t € P; entio todo z €F possui uma representacio
da forma z = t".u,u € Op,n € Z. Defina vp(2) =n e vp(0) = oc.

Esta defini¢do depende somente de P, ndo da escolha de t. De fato, se s é um outro elemento
primo de P, entdo P = t.O = s.0; logo, t = saw,w € Op. Portanto, t"u = (s".w")u =
s* (w"u), w".u € O*.

A partir desta defini¢io podemos provar de maneira simples o seguinte resultado:



L.1.12 Teorema Seja F/K um corpo de fungdes:

(a) para qualquer lugar P € P, a fun¢do vp definida acima € uma valorizacdo discreta de F/K.
Além disso, tem-se

Op = {z€ Flup{z) >0}
Op = {z€ Flup(z) =0}
P = {ze€ Fjvp(z) >0}

Um elemento x € F € primo de P se e seomente se vp(x) = 1.

(b) Reciprocamente, suponha que v é uma valorizagdo discreta de F/K. Entdo o conjunto P =
{z € Flvp(z) > 0} € um lugar de F/K, e Op = {z € F|up(z) > 0} € o anel de valorizagio
correspondente.

(c) Qualquer anel de valorizagdo O de F/K € um subanel préprio mazimal de F.

1.1.13 Nota Seja P um lugar de F/K e Op seu anel de valorizagdo. Como P é ideal maximal, o
anel das classes residuais Op/P é um corpo. Para z € Op definimos 2(P) € Op/P como a classe
residual de £ médulo P; para z € F \ Op definimos z(P) = o (note que o simbolo oo tem aqui
um significado distinto daquele na Defini¢ao 1.1.6 ). Pela Proposigéo 1.1.7 sabemos que K C Op €
Kn P = {0}, de modo que a aplicagao Op — Op/P induz uma imersdo canénica de K em Op/P.
Assim, vamos sempre considerar K como um subcorpo de Op/P através desta imersao. Observe
que este argumento também se aplica a K; logo, podemos considerar K subcorpo de Op/P.

1.1.14 Definicao Seja P € Pr

a) Fp = Op/P é o corpo de residuos do lugar P. A aplicacdo r — x(P) de F em Fp U {00
Tp
é chamada aplicagdo de classes residuais com relagao a P. Também usaremos a notacgao
z + P = z(P) para z € Op.

(b) degP = |Fp : K| é chamado grau de P.
1.1.15 Proposicao Se P ¢ um lugar de F/K e x €P, entdo
degP < |[F : K(z)] < 00
Demonstragao : Por 1.1.3, [F : K(z)] < oo. Observe que basta mostrar que se os elementos

21(P), z2(P), ..., zn(P) sao 1.i.'s sobre K entdo, z;, 22, ..., 2, sao 1.i.’s sobre K(z), onde z;(P) =
z+ P, parai =1,2,...,n. Supondo que existe uma combinacdo linear nao trivial

n
Z wiz; =0
i=1

com @; € K(z), podemos supor que os ; sio polinémios em x (@; € K[z]) e ndo todos divisiveis
por x, ie, 3j € {1,2,...,n} tal que p;(0) = a; # O(i.e, v; = a; + x.g;,0; € K,g; € Klz]).
Usando a aplicagao residual médulo P:

0 = Yr vz = OP) = Y0 @iP)z(P)
= Y1 @i-zi(P)

Como os z;( P) sao Li.'s sobre K = a;, = 0 V i. Absurdo! Logo, os 2; sao l.i.’s sobre K(x). O

1.1.16 Corolario O corpo K das constantes de F/K € uma extensio finita de K.



Demonstragdo : Usaremos o fato que Pr # @ (a ser provado mais adiante). Considere um
P € Pr. Como K estd imerso em Fp através da aplicagdo residual Op — Fp, segue que
[K:K|<[Fp:K]<o0o. |

1.1.17 Observagao No caso degP = 1, temos Fp = K e a aplicagdo das classes residuais leva F'
em K U {oco}. Em particular, se K é um corpo algebricamente fechado, qualquer lugar tem grau
um, de modo que podemos ver um elemento z € F' como uma funcio dada por

z:{ Pp — KU{oo} (1.2)

P 2(P)

Por isso, F/K é chamado corpo de fungées. Os elementos de K, interpretados como funcoes
no sentido de (1.2), sdo fungdes constantes. Por essa razao K é chamado corpo de constante de F.

1.1.18 Definicdo Seja z € F e P € Pp. Dizemos que P é um zero de z se e seomente se
vp(z) > 0; P é um polo de z se e seomente se vp(z) < 0. Se vp(z) = m > 0, P é dito ser um zero
de z de ordem m; se vp(z) = —m < 0, P é dito ser um polo de z de ordem m.

1.1.19 Teorema Seja F/K um corpo de fungdes e R um subanel de F com K C R C F. Suponha
que {0} # 1T % R é um ideal prdprio de R. Entdo existe um lugar P € Pp talque I C P e R C Op.

Demonstragao : Considere o conjunto F = {S|S é subanel de F com RC Se I.S§ # S}el.So
ideal gerado por I em S. Claramente F # @ , pois R € F.

t F é indutivamente ordenado pela inclusdo

Seja H € F um subconjunto totalmente ordenado; entao,

1. T = UgenS 6 um subanel de F com RC T
2. IT#T

Suponha que IT = T'; assim, temos:

1ET=>1eI.TsHaiel,sieT;Zai.sizl

=1

ComoT =U S e S € H, existe So € H tal que s3, 82, ..., S, € Sp e portanto, 1 =
Y or 4 ai.5; € 1.5y. Absurdo! pois, Sy € F. Logo, I.T # T.

T é uma cota superior de H, cadeia totalmente ordenada de F. Logo, pelo Lema de Zorn,
F contém um elemento maximal; isto é existe um anel O C F talque RC O C F,1.0# O
e O é maximal com essas propriedades: isto é se O ; B C F e B é anel, entao I.B = B.

 Queremos mostrar que O é anel de valorizagao de F/K. Como I # {0} e 1.0 # O tem-se,
I C O\ O* . Suponhamos que O nao é anel de valorizagao; logo, existe z € F tal que z,27 ! € O.
Entdo, 0% Olz] e 0% O[z7']. Como O é maximal, temos O[z],O[z"'] ¢ F, isto &, 1.0[z] = O[z]

e 1.0[z7!] = O[z—1]; logo existem ag, a1, - - -, @y, b0, b1, - - ., by € 1.0 tais que:
l=ag+aj.z+...+a,.2" (1.3)
1=by+by.z7 +...+b,27™ (1.4)

Como 1.0 # O, temos que ag # 1 e by # 1.Escolhendo as expressoes (1.3) e (1.4) com m, n
minimais e supondo 7 > m > 1, usando (1.4}, tenho

1.an.2" = ap(bo.2" +b1.2" 1+ .. +b,.2"™)



logo,

0=an[(Bo—1).2" +b1.2" L4 ... 4 b2 ] (L5)
e usando (1.3), temos:
1(bp—1) = (ap+tazz+...+ta,2")(bop—1)
entao
0=(bp—1)[(ap — 1)+ a1z + ...+ ap2"]. (1.6)

Assim, subtraindo (1.5) de (1.6) temos:

0 = (bo—-1)[(ao—1))+a1.z+...+a,.2"] —
—an[(bo — 1).2" +b.2" L b b2 ™
= (bo—1ag—1)+(bg— D ay.z+... +apn_1.2" 1) —
—an(b1.2" L+ 4 bp2”T™)
= 1—(ao+bo)+ag.bo+ (bo—1)(a1.2+ ... 4 @p_0.2""%) —
—an(b2.2" 2+ 4 by 2" ™) 4 (g — 1).0n_1 — Gn.by]2" )

entao

1 = -— [ag.bo et (0,0 + bo) + (bo - 1)(0,1.2 + ...+ (ln.,z.Zn_2) b
— an(b22" 24 A by 2™ +
+ ((bo — 1)@n_1 — an.b1).2" " € O[2]

Ou seja, n nao é minimal; absurdo! Logo, nao existe tal 2, i.e., O é anel de valorizagao. Basta

considerar P C O ideal maximal, e portanto lugar, tendo I C Pe RC O,P € Pp.
O

1.1.20 Coroldrio Seja F/K um corpo de fungoes, z € F transcendente sobre K. Entdo z possui
pelo menos um zero ¢ um polo. Em particular, Pp # 0 .

Demonstragdo : Considere o anel R = K|[2] e o ideal I = z.K[z|. Por 1.1.19 ha um lugar P € Pp
talque I C P e R C Op. Logo, P é um zero de z. Analogamente, para 21, ha um lugar Q@ C IPp.
Logo, @ é um polo de z. Em particular, Pr # 0 , pois P,Q € Pp. O

_ O Corolirio 1.1.20 pode ser interpretado como segue: todo z € F, com z néo pertencente a
K de F/K, fornece uma fun¢iao nao constante no sentido de 1.1.17.

Estudemos agora o caso especifico de um corpo de fungdes racionais F = K(z), onde x é
transcendente sobre K. Dado um polinémio arbitririo ménico e irredutivel p{(z) € K(zx), considere
o anel de valorizacao

O = {£E11(0),9(s) € Kol p(a) Jo(o)) L7)
de K(z)/K com ideal maximal
Py = (1511(@).9(a) € Klal o)1 (2),310) Jola)} 8)

No caso particular em que p(z) é linear, i.e., p(z) = z—a com a € K, abreviaremos escrevendo:



P,=P, o € IPK(,;) (1.9)

Existe um outro anel de valorizagaode K(z)/K, a saber

O = {%lf(x),g@c) € Kla], degf(z) < deg 9(x)} (110)
com ideal maximal
P = {%mm),g(x) € Klelldegf(z) < deg g(z)} (L11)

Este é chamado o lugar infinito de K(x). Observe que estes rétulos dependem da escolha
especifica do elemento gerador x de K (x)(por exemplo, K(z) = K(1/x) e o lugar Py, com relacao
a 1/x é o lugar Py com relagio a ).

Para fundamentarmos estas defini¢des, citamos os proximos dois resultados cujas demonstragdes
serao omitidas pois fogem um pouco do contexto desta dissertagao.

1.1.21 Proposicao Seja F' = K(x) o corpo das fungbes racionais:

(a) Seja P = P,y € Pk(s) 0 lugar definido por (1.8) onde p(x) € K|z] é um polinomio irredutivel.
Entio p(z) é uwm elemento primo para P, e a valoriza¢io discreta correspondente vp pode
ser descrita como segue: se z € K(x)\{0}, entdo z = p(x)".i;%% com f(z), g(z) € K|z,
n €N, p(x) [ f(z) e p(x) [ g{z), entdo vp(z) =n. O corpo dos residuos K(z)p = Op/P
¢ isomorfo a K [z]/p{x); um isomorfismo é dado por :

oof Sl Ko
N\ S@) modpl@) — f(@)(P)

Conseqtientemente, degP = deg p(x).

(b) No caso especial p(z) =z — o com o € K, o grau de P = P, € um e a aplicagdo de classes
residuais € dada por
2(P) = z(a) para z € K(z)
onde z(c) € definido como seque: escreva z = %)l com polinémios relativamente primos
f(z),g9(x) € Kz]. Entdo,

z(a):{ .;1(%)2 se g(a)#0

oo se g(la)=0

(c) Finalmente, seja P = P., o lugar infinito de K(x)/K definido por (1.11). Entio degPs = 1.
Um elemento primo de P,, ét = 1/x. A valorizagdo discreta correspondente v, € dada
por voo (f(2)/g(x)) = deg g(zx) — deg f(z), onde f(z),9(x) € K[z]. A aplicagdo de classes
residuais correspondente a P, € determinada por 2(Ps) = z(00) para z € K(x), onde z(c0)

) ] . — 82"+ tap =
€ definida como segue; se z = PR Ty COT G, by # 0, entdo

B ,sen=m
z(o0) = 0 ,sen<m
oo ,sem>m

(d) K € o corpo completo das constantes de K (z)/K.

Na verdade, devido a um resultado fundamental de Ostrowski, a proposigdo anterior descreve
todos os lugares (e/ou anéis de valorizacao de K(x)).



1.1.22 Teorema Os dunicos lugares no corpo de fungies racionais K(x)/K sio os lugares Pp(z)
e P definidos em (1.8) e (I.11).

I.2 Independéncia de Valorizacgoes

O resultado central desta secdo é o Teorema de Aproximagdo Fraca 1.2.1 (que é conhecido como

o Teorema de Independéncia). Este Teorema essencialmente estabelece que se vy, ..., v, sao val-
orizacdes discretas de F//K distintas duas a duas e z € F, e se conhecermos os valores v1(z), . .., Un—1(2),
nada podemos concluir sobre o valor de v,(2).

1.2.1 Teorema (da Aproximagao Fraca) Sejam F/K um corpo de fungées, Py,...,P, € PPp
lugares dois a dois distintos de F/K, zy,...,x, € F ery,...,7, € Z. Entdo, existe algum t € F
tal que

vp(x—x2;))=r;parai=1,...,n

Demonstracao : Para simplificar, seja v; = vp,. A demonstracao deste teorema é construtiva e é
feita em varios passos:
Passo 1: F3u € F:vi(u) >0evi(u) <0,i=2,...,n.
Por indugao:
n = 2: como os anéis de valorizagdo sdo maximais, temos que Op, Z Op,V i # j. Logo,
considere y; € Op, \Op, e y2 € Op,\Op, .Entdo v1(y1) > 0,v2(y1) <0evi1(yz) <0,v2(yz) =
0. Seja u = y1/y2, entao

vn(w) = wvi(y)—-vi(y2) > 0

vi(u) = vi(y1)vi(ye) = { vp(u) = wvalyr) —valye) < O

Agora suponha 1 > 2 e considere y tal que v;(y) >0 ev;(y) <0,i=2,...,n—1.
F3u € Fvi(u) > 0,v;(u) <0,i=2,...,n.

e se vy(y) <0, OK!

e se up(y) >0,
Considere z € F,v;(2) > 0,v,(2) < 0 e considere u = y+ 2" tal que r.v;(z) # v;(y) para
todo i, logo,

v;(u) = min{v;(y), rvi(2)}
Assim, para
i =1,v1(u) = min{v(y),rv1(2)} >0
i=2,...,n—1v(u) =min{v,(y), rvi(2)} <0
i=mn,v,(u) =rv,(z) <0

Passo 2: F 3w € F tal que vi{w —1) > ry e vy(w) > 7,0 =2,...,n.

Considere u do Passo 1 e seja w = (1 + u*)~! onde s € IN é grande o bastante para obter:

mw—1) = vl(l+us—-1)

= “1(1_1&;”8))
= u(u®) — vy (1 + uf)
= v(v®) — min{vi(1), v (v®)}

sv(u) > r



vi(w) = —uv(1+u®)
—min{v;(1), s.v;(u)}

I

Ti

Passo 3: Fdados yy,...,yp € F,Az€ Feomv(z—y;) >rii=1,...,n.

Considere s € Z tal que vi(w; — 1) > s,V i,5 € {1,...,n}. (Basta considerar s =
min{vi(y;)/i,j € {1,...,n}}). Pelo Passo 2, para cada i fixo, existe w; € F tal que
vifw; — 1) > r; —s ewvj(w;) >r; —s,j #i. Entdo z = Z?:l y;w; possui as propriedades
desejadas:

n
vi(z=—9) = w(d_yw—w)
=1

#i
2 min{vi(y;) +vi(wi — 1), min{vi(y;) + vi(w;) /7 # it}
> T

Passo Final: Prova do Teorema
Dados x1,...,2, € F , pelo Passo 3, 3 z € F tal que v;(z — ;) > r;, paracadai=1,...,n.
A seguir, escolha 2, € F tal que v;{z;) = r; (se t; € Op é elemento primo de Op, considere
z; =t;').Para z1,...,2, € F, pelo Passo 3, 3 z7 € F tal que v;(2/ — ) >r;,i=1,...,n.

Segue que:
'UZ'(Z/) = ’Ui((Z/ — Zi) + Zi)
= min{vi(2r — z;),vi(2;)}
= 7'i
Entao seja z = z + z:
vi(r —x:) = wvi(z+ 2 —x)

vi((z — ;) + 21)
min{v;(z — 2;), vi(2/)}

1

== 1‘i
a

O resultado a seguir é conseqiiéncia imediata deste Teorema, e de fato, todo z €F transcendente
tem pelo menos um polo.

1.2.2 Corolario Todo corpo de fungées possui infinitos lugares.

Jé demonstramos que se x € F é transcendente sobre K entao ele tem zeros e polos. O
préximo resultado, que é uma conseqiiéncia do Teorema da Aproximagao Fraca, nos fornece de
alguma forma, uma estimativa para o nimero de zeros (polos) de z.



1.2.3 Proposicao Seja F/K um corpo de fungées e Py, ..., P, € Pr zeros de x € F. Entdo,

S vp,(a).deg P < [F : K(z)

i=]

Demonstragao :
Usaremos a notagdo seguinte: v; = vp,, f; = degP;, e; = v;(x).
F Para cadai={1,...,n}, 3t; € F:uv;(t;) =6;;.
No Teorema 1.2.1 considere z;, =0,V k=1,...,n,7; = 1,7, = 0,V k # i. Entao obtemos:

vp(t; — k) = T
C (ut) = 1, k=i
N u(ts) = 0 , k#i
Para cada i fixo, escolha s;1,...,8:f, € Op, tais que $;1(F;), - .., sif,(P;) formam uma base de

Fp, sobre K.
F3 2; € F tais que V 4, j, v;(8;5 — 2i5) > 0 e vp(2i5) > ex
Fixados ¢, 7, considere z; = s;; exy, = 0,V k # 4. Aplicandol.2.1: 3 z;; € F tal que vy (z;;—xx) =
Tk
o . Ui(zij - sij) = 'U,,;(Sij — Zz]) = 1 > 0 ,k =1
ve(zi = 2k) = { ve(zi; —0) = wvp(zy) = e > e ,k#i
[ {Z,l(PL), .. "zi]}'(I)i)} é base de OP;/PII-OP,« sobre K. ’U.L'(Sij - Zij) =1 = Sij ™ Zij S Op‘. :
SU(PZ) é da base = .S”(P,,) 7é O(Pz) = Sij ¢ P;:sij— 25 € P, = Sij(Pi) = ZU(R) é da base .
Afirmamos que os elementos t¢.2;;,1 <4 <71 < j < f;,1 € a < ¢; sao linearmente inde-
pendentes sobre K (z). Temos um total de Y_._, €;.f; = >_._, degP;.v;(z) elementos. Sendo estes
elementos linearmente independentes, o seu numero é menor ou igual ao de elementos que formam
uma base de F sobre K(z), fornecendo o resultado.

F Prova da afirmacio:
Vamos supor que os elementos acima sao linearmente dependentes, logo, existe uma combinacao

linear nao trivial para o zero sobre K(x); sejam @;;, € K(z) tais que

T fi e;—1

0= Z Z Z (Pija- t?. Zi]’ (112)

i=1 j=1 a=0

Sem perda na generalidade, podemos supor que ;;, € K[z], e nem todo ¢;;, é divisivel por z.
Logo, existem indices k € {1,...,7r} ec € {0,..., e, — 1} tais que

ml(p'bjava/<cv v]€{1a7fk}e (113)
T fprjc para algum j € {1,..., fi}

Multiplicando (1.12) por £, ¢ obtemos:

r fi e;—1

0 = Z Z z‘pijat?t;czij (L14)

i=1 j=1 a=0

Ji ei—1 Ji ei—1
= Z Z (.pkjat,?tz—Cij -+ ZE Z @,]atft;czm (115)
j=1 a=0 i#k j=1 a=0

Vamos aplicar a valorizagiao vx & soma (I.14) (note que ¢;;, € K[z}; K C Op,,x € P, =
K(z] C Op, = vi(p — ija) > 0):
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e parat# k:

Uk (pija + avk(t:) — cug(tr) + ve(2i5))
€ — C
0

Uk (Qijality “2ij5)

\AY

(c<exr—1=)
e parai==k
— a < c:zf/pije = vp(pija > er)

Uk (Prja) + (@ — )k (te) + vi(zks)

il

Uk(Prjaty “2kj)

> e +(a—c)+0
> e,—C
> 0
—a>c: T fPrja = Vk(Pkja)
Vk(Prjati “2k5) = Uk(Prja) + (@~ ur(te) + vi(2ks)
> a—c¢
> 0
Reescrevendo (1.14) temos:
; fx fi e;—1
S ke zkg = = (DD i ti Tzt YD D @ia byt zy)
j=1 a#c i#gk j=1 a=0
s
Logo, temos:
Ix
vk(S) >0 = D @ 2k; € Pi
j=1
Ji
= Z rje(Pr) zrj(Px) = O(Px)
j=1
Mas, sabemos que existe 7 € {1,..., fi} tal que
Yrje = at+o.x+... +oapx”

onde ag # 0 = @ijc(Px) = ao(Px) = ap. Ou seja, obtivemos uma combinagio linear nao trivial
de elementos da base de Op, /P;.OP; sobre K para o 0, Contradi¢ao! Logo, foi erréneo supor que

os t?.z;; eram linearmente dependentes, seguindo o resultado.
]

1.2.4 Corolario Num corpo de fungées F/K , qualquer elemento x € F' possui apenas um mimero
finito de zeros e de polos.

Este resultado é clara consequiéncia da Proposicao anterior.
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1.3 Divisores

A partir de agora F/K ird denotar um corpo de fungdes algébricas de uma varidvel tal que K é
algébricamente fechado em F.

1.3.1 Definigao O grupo abeliano livre que é gerado pelos lugares de F//K é denotado por Dp, o
grupo divisor de F/K. Os elementos de Dy sao chamados divisores de F/K. Em outras palavras,
um divisor é uma soma formal

D = Z np.P com np € Z, e quase todo np é nulo
PePgp

O suporte de D é definido por

suppD = {P € Pp|np +# 0}
Frequentemente serd conveniente escrever
D= Z npP, onde suppD C S
PeS

Um divisor da forma D = P com P € Py é chamado divisor primo. Dois divisores D = Y npP
e D' =3 np'P sdo adicionados coeficiente a coeficiente:

D+DI= Z (TLP+7’LP/)P
PcPr
O elemento zero do grupo divisor Dg € o divisor
0=y rpP ,rp=0VYP
PcPF
Para Q € Py e D=3 npP € Dp definimos vg(D) = ng; logo,

suppD = {P € Pglvp(D) # 0}

D= Y wvp(D)P

PesuppD
Uma ordem parcial em Dp é definida por
Dy <Dy 'l)p(Dl) < UP(DQ),V P e Pp

Um divisor D > 0 é chamado positivo (ou efetive). O grau de um divisor é definido por:

degD = Z vp(D)degP
PcPr

e fornece um homomorfismo deg : Dp — Z, D +— degD.

Pelo Corolario 1.2.4 qualquer  €F possui apenas um nimero finito de zeros e polos em IPp.
Logo, faz sentido a seguinte defini¢ao:
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1.3.2 Definicao Seja x €F e denote por Z (respectivamente N) o conjunto dos zeros (respecti-
vamente polos) de r em IPr. Entéo, definimos:

(x)o = Z vp{x).P, o diisor dos zeros de z,
Pez
(f)o = }: (—vp(x)).P, o divisor dos polos de ,
PeN
() = (x)o— (T)oo, 0 divisor principal de x.

Claramente, (z)g > 0, (2)s > 0, €

(@)= > vp(x).P (1.16)

PcePFr
Os elementos = € F, que sao constantes, sao caracterizados por
reEKe (z)=0
Isto segue imediatamente de 1.1.20 e 1.1.7.

1.3.3 Definicao O conjunto _
Pr = {(z)lzr €F}

é chamado grupo dos divisores principais de F/K. Este é um subgrupo de Dp, pois por 1.16
(z.y) = () + (y),Y z,y € F. O grupo quociente

Cr =Dr/Pr

é chamado grupo das classes dos divisores. Para um divisor D € Dp sua classe em Cp é denotada
por [D)]. Dois divisores D, D' sao ditos equivalentes, denotados por D ~ D', se [D} = [D'], i.e.,
D = D'+ (z) para algum z €F.

1.3.4 Definicao Para um divisor A € Dy definimos
L£(A) = {reF|x)=-Ayu{0}

Esta definigao tem a seguinte interpretacao ; se

T 8
A=) mPi— ) m;Q;
i=1 j=1

com n;, m; > 0, entdo L£(A) é formado pelos elementos € F' tais que:

1. = tem zeros de ordem > mjem @;,7=1,...,5¢e
2. x pode ter polos somente nos lugares Py, ..., P onde a ordem de cada polo em F; tem cota
n;, paracadai=1,...,7.

1.3.5 Observacao Seja A € Dp. Entao
(a) z € L(A) see vp{x) > ~vp(A),Y P € Pp.
(b) L(A) # {0} see existe A’ ~ Acom A’ > 0.

A prova de (a) e (b) faz uso da definicao anterior.
O lema a seguir tem demonstragio bastante simples, a qual serd omitida.
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1.3.6 Lema Seja A € Dp. Entdo:

(a) L{A) é espago vetorial sobre K.

(b) Se A’ ~ A, entdo , L{A) = L(A') (isomorfos como K -espagos vetoriais ).

(¢) L(0) =K.

(d) Se A <0, entdo, L(A) = {0}.

1.3.7 Lema Sejam A, B divisores de F/K com A < B. Entdo temos
LA)CL(B) e dim(L(B)/L(A)) < degB —degA

Demonstragao : + L{A) C L(B)
A<B=-A>-B;jzeL(A)=(x)>—-A>—-B=2z¢€ L(B)
b dim(L(B)/L(A) < degB — degA
A<B=B=A+D,D=3%p p_vp(D)P2>0
Vamos fazer a demonstragio por inducao:
e Considere D = Q € Pp

Escolha t € F, com vg(t) = vg(B) = vg(A) + 1 (podemos fazer isso pelo Teorema de
Independéncia); logo se considerarmos z € F com x € £(B), temos:

vg(r) 2 —vg(B) = —vq(4)—1

Considere a aplicagdo
Y L:(B) e FQ = OQ/Q.OQ
x — z.t(Q)
F ¢ é K-linear
Pois é composigao de aplicagoes K-lineares:
L(B) — F — Fg
z — zt — Q)

Fzte OQ
vo(xt) = wo(x)+ve(t)
= vg(z) +ve(B)
> 0
- Kerp = L(A)

€ Kerp & zt€Q

vo(x) +vg(t) >0
vo(z) > —vo(t)
vg(x) > —vo(B)
vo(z) > —vg(4) -1
vo(r) = —vg(4)

z € L{A)

t ¢ o009

14



pois para P # Q, vp(z) > —vp(B) = —vp(A)). Logo, L(B)/L(A) = Im(p) C Fg.

[Fo: K] = dimFg
= degQ
= degB —degA
Logo, dim(L(B)/L(A)) < [Fp : K] = degB — degA.
e Suponha agora que B = A+ Py + ...+ P,, e considere o resultado valido para todo k < n:
dim(L(A+ Py + ...+ P,)/L(A)) < deg(P1) + ...+ deg(Py)

Lembre quese U < V < W sao espagos vetoriais, entao, (W/U)/(V/U) = W/V edim(W/V) =
dim(W/U) — dim(V/U). entao, considere

S = LA+Pi+...+P)/L(A+ P+ ...+ Py1)

Assim, temos que dimM — dimN = dimS. Pela hipétese de indugao:

n—1
dimS < degP, e dimN < Z degP;

=1
Logo,
dimM < Z degP; = degB — degA

I=1

A préxima proposicio fornece uma cota superior para dim£(A) em termos do deg A

1.3.8 Proposicao Para qualquer divisor A € Dp, o espaco L{A) € um espago vetorial finito sobre
K. Mais precisamente, se A= A, — A_ com divisores positivos Ay e A_, entdo:

dimL(A) < degA, +1
Para obter o resultado, basta usar o Lema [.3.7.
1.3.9 Definicao Para A € D, o inteiro dimA = dimL(A) é chamado dimensdo do divisor A.

O préximo teorema nos diz, essencialmente, que o nimero de zeros de x € F é o mesmo que o
nimero de polos de z (contando com as respectivas ordens).

1.3.10 Teorema Todo divisor principal possui grau zero. Mais precisamente, dado x € F\ K
deg(x)o = deg(x)eo = [F : K(z)]

Demonstragdo :

Chame B = (2)

B= Y (-vr@)P =Y (~vn(e)P

PEN,
Seja n = [F : K(z)]
degB =n

15



(£) Por123,57 | (—vp(z)).degP; < [F : K(z)]

(=) Seja {u1,...,un} uma base de F/K(z) e escolha C' € D tal que C >0 e (u;) > —C,V j =
i,...,n; considere 0 < t € Z e considere o conjunto A = {z*.u;/0<t,j=1,...,n}

- os elementos de A sio linearmente independentes.

Suponhamos que sejam linearmente dependentes; logo, sem perda na generalidade, existem
elementos a;; € K|[z], nao todos nulos, tais que:

n t
E E Oéij..’L‘l‘Uj =0.

7=1 =0

Como os u; sao linearmente independentes, entao é preciso que para cada j tenhamos:
t
> ai; =0 (1.17)
i=0

Cada o  é do tipo:
s
oy = aij(x) = o, + ay,;;-x + ...+ Qg ;- T

Logo, 1.17 é uma expressao do tipo:

m
Z 7p.2° = 0 € Klx]
b=1

Isso nos diz que z € solugdo de um polindmio sobre K, absurdo! pois x é transcendente
sobre K. Logo, é preciso ter o;; = 0, para cada 4, j e portanto, os z*.u; sdo linearmente
independentes. Temos que #.A4 = (t + 1).n.

Considere agora um lugar arbitrario P e sua respectiva valorizacio vp:

vp(ztaus;) = ivp(x) +vp(yy)

i-(~vp(B)) - vp(C)

= —t.UP(B) — 'UP(C)
——'Up(t.B + C)

Vemos que 2*.u;; € L(tB + C). Como os z'.u; sao linearmente independentes e L(tB + C)
é um K-subespaco vetorial, obtemos:

#AL dimL(tB + C). (1.18)
Por 1.3.8,
dimL(tB+C) < deg(tB+C)+1
< tdegB -+ degC + 1.

Logo, se ¢ = degC,

(t+1)n
n—c—1

t.degB+c+1
t(degB —n).
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Assim, para t >> 0,

degB —n > :'—l—-_tc—_l — 0.
Entdo degB > n. Com isso, deg(x)oo = [F : K(z)]. Como K(z) = K(z7!) € ()0 = (Z)oo,

entao

deg(x)o = deg(z™ Voo = [F : K(z71)).

Este teorema traz as seguintes conseqiiéncias.
1.3.11 Corolario
(a) Sejam A, A’ divisores com A ~ A’'. Entdo, temos que dimA = dimA’' e degA = degA’.
(b) Se degA <0, entdo dimA = 0.
(c) Para um divisor A de grau zero, as sequintes afirmacgdes sao equivalentes:

1. A € principal
2. dimA>1
3. dimA=1

A demonstracao é simples e ndo serd feita. A proposi¢do a seguir nos diz que existe uma
cota superior para a diferenca degA — dimA que ndo depende de A. A existéncia de tal cota é

fundamental para definirmos o género de um corpo de funcgées.
1.3.12 Proposicao Existe uma constante v € Z tal que para todo divisor A € Dp, vale:
degA — dimA <«
Demonstragao : Observe que por 1.3.7,
dim(L(Az2)) — dim(L(A;) = dim(L(A2)/L(A1)) < degAz — degAy,
e portanto,

degA; — dimA; < degAs — dimAs.

Fixe £ € F\ K e seja B = (Z)w: como na demonstragio de 1.3.10, existe C' > 0 divisor
(dependendo de z) tal que

dim(tB+C)> (t+1).degB ,Vt>0

Por 1.3.7

dim (2 deg(tB + C)deg(tB)

<
=dim(LtB+C)) < dimL(tB+ degC)
= dim(tB+C) < dim(tB)+ degC).

Combinando as duas desigualdades, obtemos:

(t+ 1)degB < dim(tB + C) < dim(tB) + degC,
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dim(tB) > (t+ 1)degB — degC
> deg(tB) + ([F : K(z)] — degC).
Assim sendo,
deg(tB) — dim(tB) < degC — [F : K(z)|,Yt > 0 (1.19)

Como C s6 depende de z, seja v = degC — [F' : K(z)]. Queremos mostrar que (1.19) vale para
todo A € Dp ao substituir tB por A.

Afirmacao:

Dado A € Dp,3 A1, D € D e um inteiro | > 0 tais que A < A3, A1 ~ D e D<IB.

t Afirmacéo: escolha A; = A., entdo 0 < A; e A < A, entao, por 1.3.7

: . , L(IB)
- _ — et Sl < _ _
dim(IB) — dim(I1B — A;) dzm(ﬁ(lB — Al)) < deg(IB) — deg(lB — A1)
= dim(IB— A;) > dim(IB) — degA;
por 1.3.6 > deg(IB) — v — degAy,

e para l >> 0, temos dim(IB — A;).Logo, 3 z € L(IB — A;) \ {0}.
Considerando D = A; — (z), temos Ay ~ D e D = Ay — (2) < A;(4; —IB)=1IB

degA —dimA < degA; — dimA,
< degD —dimD
< deglB — dimlB
< v

1.3.13 Definigao O género g de F/K é definido por
g = maz{degA —dimA+1| A€ Dp}
Esta definicao foi bem estabelecida, conforme a Proposi¢ao 1.3.12.

1.3.14 Observagao O género de F/K é um inteiro ndo negativo. De fato, considerando A = (0),
temos degA —dimA+1=0e entdo g > 0.

1.3.15 Teorema (de Riemann) Seja F/K wm corpo de fungdes de género g:
(a) Para qualquer divisor A € Dp, dimA > degA+1—g.
(b) Eriste um inteiro c, dependendo de F/K, tal que dimA = degA+ 1 — g sempre que degA > c.

Demonstragso :
(a) Pela definigao do género, g > degA — dimA + 1 = dimA > degA+ 1 —g.

(b) Escolha um divisor Ag com g = degAg — dimAg + 1 e considere ¢ = degAo + g. Se degA > ¢,
entao

dim(A— Ag) > deg(A—Ag)+1—g
> degA—degdo+1—g
>

degA—c+12> 1.
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Logo, existe z € L(A ~ Ag) \ {0}. Considere A’ = A + (2)(> Ap). Entao, temos:

degA —dimA = degA' —dimA’
> degAp — dimAp
> g-1

Logo, dimA < degA+1—g.

I.4 O Teorema de Riemann-Roch
Nesta secao, F//K denota um corpo de fungbes algébricas de género g.
1.4.1 Definigao Para A € Dp,
i{A) = dimA —~ degA +g—1
€ chamado indice de especialidade de A.
Pelo teorema de Riemann, i(A) > 0 e i(A) = 0 se deg A for suficientemente grande.
1.4.2 Definicao Um adele de F/K é uma aplicagiao:

. ]PF I F
Q: P - ap

tal que ap € Op para quase todo P € IPr. O adele é visto como um elemento do produto direto
[Ipep, F e assim, usamos a notagao a = (ap)pcp, ou ainda a = (ap). O conjunto

Ar = {a]a é um adele de F/K}

é chamado espago adélico de F/K e é visto como um espago vetorial sobre K (alids, A também
é um anel, mas sua estrutura de anel nao serd usada).
O adele principal de um elemento z € F é o adele cujas componentes sao todas iguais a :

. ]PF—>F
43 J2 sz

A defini¢ao esta bem feita, pois o numero de polos de z é finito, e portanto, x € Op a menos
de um mimero finito de lugares. Isso nos fornece um mergulho

F o Arp
z — (z)=(z,z2,...,2,2,2,...)
onde (z) = (z,2,...,2,2,...) é o adele principal de x.

A valorizacio vp em F/K se estende naturalmente a Ap considerando vp(a) = vp(ap), onde
ap é a P-ésima componente do adele a. Pela defini¢io de ¢, vp(a) > 0 para quase todo P € Pp.

1.4.3 Definigao Para A € Dp definimos:
Arp(A) = {a € Arlvp(a) 2 ~vp(A),Y P € Pr.}

Obviamente, este é um K-subespago de Ap.
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1.4.4 Teorema Para qualquer divisor A, o indice de especialidade €
i(A) = dim(Ap/(Ar(A) + F))

Demonstragao : Este teorema diz que apesar de dim A, dimAp(A) e dimF serem infinitas como
K-espagos, o quociente Ap/(Ap(A) + F) tem dimensao finita sobre K. A prova deste teorema
é feita em varias etapas. Recordemos primeiro o que é uma sequéncia exata: Dados U,V e W
K-espacos vetoriais, dizemos que 0 — U 2L W 2% V — 0 é uma seqiiéncia exata de trans-
formagoes K-lineares se:

e 0, € injetiva

® 02 é sobrejetora

e Keros = I'mo;

(Passo 1) Sejam A, B € Dp com A < B, entao:

e Ap(A) C Ar(B)
e dim(Ap(B)/Ap(A)) = degB — degA
FAp(A) C Ap(B)
vy E AF(A) = {Ol (S .Aptvp(a) > —’UP(A),V Pe ]PF}

= vp(7) = vp(yp) = —vp(4) > —vp(B)
=>v€ .AF(B)

F dim(Ap(B)/Ap(A)) = degB — degA
Esta prova é feita por indugdo: Suponha B = A+ P, P € IPp e escolha t € F com
vp(t) = vp(A) + 1 = vp(B). Considere a aplicagio linear

[ Ap(B) — F
‘P'{ FoE — (t.ap)(P)itap+P

F ¢ é sobrejetiva:
Considere ¥ € Fp = T = 2+ P e considere a = (ag) talque ap =t 'z e g € L(B),VQ #
P, entdo a € Ap(B) e p(a) =%

ot lx)=t{t )+ P=x+P=1Z

F Kerp = Ap(A)

a € Keryp tap+P=P
t.ap € P
’Up(t.ap) >0

vp(t) + ve(ap)
vp(a) > —vp(t) = —vp(4) — 1
= wvp(a) > —vp(A)

U A

Se a € Ap(B), entdo, vp(a) > —vg(B),V @, em particular, V Q # P. Logo, a € Ar(A) e
assim, pelo Teorema do Isomorfismo,

.AF(B)/.AF(A) =~ Fp
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dim(Ap(B)/Ap(A)) = [Fp:K]
degP
degB — degA

Suponha agora, B=A+ P+ ...+ P, B, €Pr,i=1,...,n e considere o resultado valido
para qualquer k£ < n. Entao,
e dim(Ap(B)/Ar(B — P,)) = P,
o dim(Ap(B — P,)/Ap(A)) = degPy + ...+ degP,_1
Para U <V < W espagos vetoriais temos:

dim(W/V) = dim((W/U)/(V/U)
= dim(W/U) — dim(V/U)
= dm(W/U) = dim(W/V)+dim(V/U)

Logo, para U = Ap(A),V = Ap(B — P,),W = Ap(B) temos:
dim(Ap(B)/Ap(A)) = degPi+...+degP,

= degB — degA
(Passo 2) Sejam A, B € Dr com A < B. Entao:
dim(Ap(B) + F/Ap(A) + F) = (1.20)
(degB — dimB) — {degA — dimA) (r.21)

F0— £(B)/L(A) = Ap(B)/Ar(A) =2 Ap(B) + F/Ap(A) + F — 0 é uma sequéncia
exata, onde oy e 03 sdo definidas de forma canonica:
o | LBYLA)  — Ap(B)/Ar(A)
V'V 2=z+L(A) — Z=z4+Ap(A),z=(z)p

oo | AFB)/AR(A) — Ap(B)+F/Ap(A)+ F
2"l a=a+Ar(d) — a=a+(Ap(A)+F)

F 0, é injetiva:
01(Z) =0=>z = (z) € Ap(A) = vp(z) > —vp(A),Y PEPr =z € L(A)=Z =0.
- 09 é sobrejetiva:
€ Ap(B)+ F/Ap(B)+ F =3 a € Ap(B),z0 € Ftaisque y =a+z + Ap(A) + F =
a+ Ap(A) + F. Logo, 02(a) = 4.
F Keros C Imo,
a+ Ap(A) € Kerog = a € Ap(A)+ F=>3Jx0€ F:a—xo € Apr(A) C Ap(B) =
= x9 € FNAp(B) = L(B) e assim
o1(xo + L(A)) = zo + Ap(A) = a+ Ap(4) € Imoy

Mais ainda, temos que Imoy C Keroas. Seja z + L(A) € L{B)/L(A), entao o1(x + L(A)) =
z+ Ap(A) e o2(z+ Ap(A)) = c+ Ap(A)+ F = Ap(A) + F e portanto, r+ Ap(A) € Kero,.

Do fato da sequéncia ser exata, temos:
Ap(B)+ F . Arp(B) . L(B)
LEEITS O d — dim=222
Ap(A) + F T arA) - L)
(degB — deg A) — (dimB — dimA)
= (degB — dimB) — (degA — dim A)

dim
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(Passo 3) Se B € Dr com dimB = degB + 1 — g, entao Ar = Ap(B) + F. Considere C > B,
entao por 1.3.7 temos

dim(L(C)/L(B)) degC — degB
dimC — dimB degC — degB
dimC degC — degB + dimB

degC — degB +degB+1—g
degC+1—g.

IAIAIN N IA

Por outro lado, pelo Teorema de Riemann

dimC > degC +1—g
Ddisto segue que
dimC = degC +1—¢,¥Y C > B. (1.22)

Considere a € Ap. Podemos encontrar C' > B tal que a € Ap(C). Se P,..., P, € Py sdo
todos os polos de e, seja D = > -, —vp,(a).P;, entao D > 0. Considere C = B + D. Por
(1.20) e (1.22):

dim(Ap(C) + F/Ap(B) + F) = (degC ~ dimC) — (degB — dimB)
= (()9—1)—(51—1)
o Ap(C)+ F = Ap(B)+ F = a € Ap(B)+ F = Ag

(Prova do teorema) Considere A € Dy divisor arbitrario. Pelo Teorema de Riemann, existe
B > A tal que dimB = degB + 1 — g. Pelo Passo 3 , Ar = Ap(B) + F. De 1.20, temos

dim(Ap/Ar(A) + F) = dim(Ap(B)+ F/Ap(A)+ F)
= (degB — dimB) — (degA — dimA)
= g—1+4+dimA —degA
= i(A).

O Teorema 1.4.4 pode ser reescrito como segue:

dimA = degA+ 1 — g + dim(Ar/Ar(0) + F),V A€ Dp
1.4.5 Coroldrio g = dim(Ap/Ap(0) + F).
Este resultado é conseqiiéncia imediata do Teorema 1.4.5, considerando A = 0.
1.4.6 Definicao Um diferencial de Weil de F//K é uma aplicagdo K-linear w : Ap — K que se
anula em Ap(A) + F para algum divisor A € Dp. Chamamos
Qp = {w|w é diferencial de Weil de F/K}
de mddulo diferencial de Weilde F/K. Para A € Dp, seja

Np(A) = {w € Qp|w se anula em Ap(A4) + F}

O espago Qp é visto como K-espaco vetorial da forma usual (alids, se w; se anula em Ap{A;)+F
e wy se anula em Ap(Az) + F, entdo w; + wg se anula em Apr{As) + F para qualquer As < A;, Ag
€ aw; se anula em Ap(A;) + F para a € K). Claramente, Qr(A) é um subespago de Qp.
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1.4.7 Lema Para A € Dr temos que dim Qp = i(A).

Demonstracdo : O espago Q2p(A) é naturalmente isomorfo ao espago das formas lineares em
Ap/Ap(A) + F, ie.,
Qr(A) = Homg(Ap/Ar(A) + F, K).

De fato, dado w € Qp(A), w é um diferencial de Weil que se anula emAp(A) + F, isto &, w é uma
aplicagdo K-linear de Ar em K que se anula em Apr(A) + F; logo, existe & tal que:

W : Ap/Ap(A)+ F — K
a=a+ (Ar(A)+F) — &(a)=uw(a)

Considere 0 € Homg (Ar/(Afp(A) + F), K)), entdo:

o AF/AF(A)+F — K
a=a+Ap(A)+F +— o(a)

Seja ¢ : Ar — K tal que ¢(a) = o(@) € K. Entdo, ¢ é uma aplicagao K-linear e ¢ se anula em
Ap(A) + F, pois se « € Ap(A) + F, entdao @ = 0 e ¢(a) = o(a) = o(0) = 0. Logo, ¢ € Qr(A).
Assim, podemos definir o seguinte isomorfismo:

X : QF(A) —_— HO’I’nK(AF/J}F(A)-l-F,K)

w — w

Logo,

dimQp(A) = dzm(Ap/Ap(A) +F,K) <oo
= dimHomg(Ap/Arp(A) + F,K)
—~ dim(Ap/Ap(A) + F) = i(A)

O

Uma conseqiiéncia de 1.4.7 é Qp # 0. Para ver isso, escolho A divisor com degA < —2. Entao:

dimQr(A) = i(A)
dimA — degA +g—1
> 0+2+40-1
> 1
Como Qp(A) C Qp e dimQp(A) > 1, entao, Qr #0 .
1.4.8 Definicao Para z € F e w € Qp defina zw : Ap — K por

(zw)(a) = w(za)

E simples verificar que zw é novamente um diferencial de Weil de F/K. De fato, se w se anula
em Ap(A) + F, entao zw se anula em Ap(A + (z)) + F. Com isso temos que (r é um espago
vetorial sobre F.

1.4.9 Proposicao Qp ¢ um espago vetorial unidimensional sobre F.
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Demonstragdo : Por 1.4.7 temos que Qp # 0. Logo, existe w; EQF. Devemos mostrar que
Vwy € 0p,32€F :wy = zw,. Se wy = 0, basta considerar z = 0. Assumindo ws # 0, escolha
A1,A2 € Dy tais que w1 € Qp(4;1) e wy € Qp(Az). Para um divisor B (a ser determinado)
considere as aplicagoes K-lineares injetivas:

s EAEB) — 0r(-B)
v Y > Y.wy ,i=1,2.

Afirmagdo: Para uma escolha apropriada de B, vale:

I = ¢1(L(A1 + B)) N ¢2(L(A2 + B)) # {0}

Com esta afirmacio, temos que se w €], entdo existem x; € L(A; + B),i = 1,2, tais que
Tiw) = w = Towy €, portanto, wy = zglxlwl =z€F.

F prova da afirmacao:

Seja B > 0 um divisor com grau suficientemente grande para ter

dim(A; + B) =deg(A; + B)+1—g,i=1,2.
Considere U; = ¢(L(A; + B)) € Qp(—B),i = 1,2. Como
dimQp(—B) = i(—B)
= dim(—B) —deg(—B)+¢g—1

= degB+g—1
obtemos
dimU1 + ding - dzme(—-B) =
deg(A; + B) +1—g+ deg(A2 + B) +1 — g — (degB + g — 1))
= degB + [deg(A; + B) +deg(As + B) + 3(1 — g)]
> 0.
logo,
dimU; + dimU; — dim(Qp — B) >0 (1.23)
para B suficientemente grande. De 1.23 segue que dim(U; NUz) > 0.
O
Considere o seguinte conjunto de divisores:
M(w) ={A € Dp/w se anula em Ap(A) + F}. (1.24)

Entao temos o seguinte resultado:

1.4.10 Lema Sejo w € Qp. Entao, existe um divisor W € M(w) unicamente determinado tal
que A< W,V Ae M(w).

Demonstracao : Pelo Teorema de Riemann, existe ¢ > 0 tal que se D € D com degD > c, entao
i(D) = 0e Ap(D) + F = Ap. Supondo que D € M(w) temos que w se anula em Ap(D) = Ap
e, portanto w = 0 absurdo! Logo, V A € M(w),degA < ¢. Assim, podemos escolher um divisor
maximal em M(w); seja ele W. Supondo que existe Ag € M{w) tal que Ag £ W, isto é, existe
Q € PPr tal que vg(A4) > vo(W):

FW4+Qe Mw)

Considere a = (ap) € Ap(W + Q); a pode ser escrito como o = o’ + &, onde

. {ap P£Q {o P £Q

"
op 0o ,p=q@Q ¢ °p ag P=Q
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o vp(ap) > —vp(W+ Q) = ~vp(W),P#Q
* vg(ag) = (W + Q) > —ve(4o)

Entao,

a'€ Ap(W) ea' € Ap(Ao)
e assim,

w(a) = w(e’) +w(a”) = w se anula em Ap(W + Q).

Mas, deg(W +Q) = degW +1, contradizendo a condigao de maximalidade de W. Logo, 4g < W
F W é unico
Suponha que existe W' também de grau maximal, logo:

W <W' pois W' é maximal R

W' < W, pois W é maximal >W=W

1.4.11 Definicao

(a) O divisor (w) de um diferencial de Weil w # 0 é o tinico divisor de F'/K satisfazendo:

1. w se anula em Ap((w)) + F.
2. Se w se anula em Ap((A)) + F, entao A < (w).

(b) Para w €Qp e P € P definimos vp(w) = vp((w)).

(¢) Um lugar P é dito um zero (polo) de w se vp(w) > 0 (vp(w) < 0). O diferencial é dito regular
em P se vp(w) > 0, e w é dito regular (ou holomorfo) se ele for regular em qualquer P € Pp.

(d) Um divisor W é chamado divisor canénico de F/K se W = (w) para algum w € Qp.
1.4.12 Observagao Segue imediatamente das definigoes que
Qp(A) = {we€Qplw=00u (w) 2 A} e Qp(0) = {w € Qp|w é regular }
Como conseqiiéncia do Lema 1.4.7 e da Definic¢io 1.4.1, obtemos
dimQp(0) =g
1.4.13 Proposicao
(a) Paraz €F e w €Qp, temos (zw) = (z) + (w).
(b) Quaisquer dois divisores candnicos sdo equivalentes.

Demonstragao :

(a) Lembre que w se anula em Ap((w)) + F see (zw) se anula em Ap((w) + ).

w se anula em Ap((w)) + F = 2w se anula em Ap((w) +2z)+ F
= (z)+ (w) € M(zw)
= (W) +(z) < (zw) (L.25)

Analogamente,
(zw) + (z71) < () (1.26)

De (1.25) e (1.26) temos :
(@) + (2) < (ew) < (W) = (&™) = () + (2)
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(b) Sejam (w) e (v) divisores canénicos . Como dimQp = 1, existe z € F tal que w = zv. Logo,
(W) = (zv) = (z) + (v).
a

Uma conseqiincia desta proposiciao é que os divisores candnicos de F/K formam uma udnica
classe {W] no grupo quociente Cr. Esta classe de divisores é chamada a classe canénica de F/K.

1.4.14 Teorema Seja A um divisor arbitrdrio e W = (w) um divisor candnico de F/K. Entio
a aplicagdo
i { LW—-A) — Qp(4)

T — TW
€ um isomorfismo de K-espagos vetoriais. Em particular, i(A) = dim(W — A).

Demonstragao : Sejam W = (w) e M(w). Para todo D € M(w),D <W

Qr(A) = {v € QFp|v se anula em Ap(A) + F}

vEQp(A)=> A< (v)
F u estd bem definida:

ze LW —-A) = (£)>—-(W-A)
= (o)+(w=A4
= (rw)> A
= zw € Qp(A)
b 1 é injetiva:
w = 0, absurdo!
) =0=>zw=0= { ou
z=0

Logo, Keru = {0}.
F p é sobrejetiva:
Seja v € Qp(A); dimQp =1=3z€ Flrw =~ = p(r) =~
Fxe LW - A)
Y= 2w € Qp(A) = () = (zw) 2 (4) = (z) + (v) = (z) 2 —((w) — 4) =
z € L((w) — A) = L(W — A).
O

Acabamos de provar que dimQp(A4) = dim(W — A). Como dimQp(A) = i(A), entao i(A) =
dim(W — A).

1.4.15 Teorema (Riemann-Roch) Seja W um divisor candénico de F/K. Entdo para qualquer
A€ Dp,
dimA = degA + 1 — g + dim(W — A)

Este resultado é consegéncia imediata do teorema 1.4.14.
1.4.16 Corolario Para um divisor candnico W, temos
degW =29 — 2 e dimW =g
A demonstracio destes resultados é simples aplicagdo do Teorema de Riemann-Roch. Disto

também segue que i(w) = 1 (pois i{w) = dimW — degW + g — 1).

26



1.4.17 Teorema Se A € um divisor de F/K com grau maior ou igual que 2g — 1, entdo
dimA =degA+1—g¢g

Novamente, basta aplicar o Teorema 1.4.15.

I.5 Algumas Conseqiiéncias do Teorema de Riemann-Roch

Como anteriormente, F//K denota um corpo de funcoes algébricas de género g. Nosso primeiro ob-
Jetivo é mostrar que o Teorema de Riemann-Roch caracteriza o género e também a classe canonica
de F/K.

1.5.1 Proposicao Suponha que go € Z ¢ Wy € Dp satisfazem
dimA = degA + 1 — go + dim(Wp — A) (1.27)

para qualquer A € Dp. Entio go = g, e Wy € um divisor canénico.

Demonstragao :
Para A=0: Para A =W, :
dim0 = deg0+1—go+ dimWy dimWy = degWo+1— go+ dim0
1 = 04+41—go+dimWy go = degWo+1—go+1
dimWy, = go degWy = 2¢go—2

Considere W um divisor canonico de F//K e escolha A € Dp com degA > max{2g—2, 290 — 2},
entao:

dimA = degA+1—g (1.28)
deg(Wp — A) = degWy —degA
degWo — A) < 29—2—max{29—2,2g0—2} <0
dim(Wo — A) = 0, logo,

dimA = degA+1—go (1.29)

De (1.28) e (1.29), temos g = go. Considere A = W em (1.27):

dimW = degW +1— g+ dim(Wo —W)
g = 29—2+1—g+dim(Wp~W)
1 = dim(Wp—W)
=0 = deg(Wy—W)
= Wp—W & principal
= Wo~W
= Wo é candnico

1.5.2 Proposicao Um divisor B é canénico see degB =29 —2 e dimB > g.

Demonstraciao : Suponha degB = 2g — 2 e dimB > g. Considere um divisor canénico W; entao:

g<dimB = degB+1-g+dim(W —B)
g < 29—2+1-g+dim(W — B)
1 < dim(W - B)
Agora por 1.5.1, 1 < dim(W — B) see B é canoénico. O
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1.5.3 Proposicao Para um corpo de fungées, as condigcdes a seguir sdo equivalentes:
1. F/K € racional, i.e., F = K(z) para algum x transcendente sobre K.

2. F/K tem género 0 e eriste A € Dp com degA = 1.

Demonstragéo :

1. = 2. Queremos mostrar que o corpo das funcdes racionais K(x)/K tém género g = 0. Afim
de provar isto, seja P, o divisor de polos de x. Considere, para r > 0, o espago vetorial
L(rP.). Obviamente, os elementos 1,z, ...,z" estdo em L(rP).

(2)=Py— Py = (1) > ~Py > —rP,=>1x€ L(rPy,)
vp(1) =0,¥ P € Pp,0 > —rPy = 1 € L(rP.))
vp(xt) = iwp(x) > vp(x) > —1Ps = 0° € L(TPx),i =2,...,T.

Como os elementos 1,z, ..., z" sao linearmente independentes, temos:

r+1 < dim(r.Py)
= deg(r.Px)+1—g, parar >>0
= r4+1—g

g <0
Como g > 0, entao, g = 0. Considere A = P, € Dp; degA = 1.
2. = 1. g=0ed A€ Dp com degA = 1, entio:
l=degA>2g—1=-1=
= dimA=degA+1—g=2
= L) £ {0}
0 30<A’eDp, A"~ Acom, dimA=dimA' =2

= 3zeclLA)\K
= (£)#0e(z)+A'>0

I

W

Como A > 0 e degA' = degA = 1, isto s6 é possivel se A’ = () (pois caso contrario,
nao teria polo). Assim,

[F : K(z)] = deg(z)oo = degA’' =1 = F = K(x)

1.5.4 Teorema (da Aproximacado Forte) Seja S gé Pr um subconjunto prdprio de Pp e
Py,...,P. € 5. Suponha que sejam dados x1,...,2, € F en1,...,n. € Z. Entdo, existe um
elemento r € F tal que

vp(z—x;)=n; ,i=1,...,r
vp(z) >0 ,VPeS\{P,...,P}

Demonstragao : Considere o adele a = (op)pep, com

ap—d Ti e P=P
P~ 0 , caso contrario
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Escolha um lugar Q € Pp \ S e para m € IN considere
D=mQ-Y ((n + DR,
i=1

Para m >> 0, temos que degD > c, entao:

Ap = Ap(D) + F.

Logo, existe z € F tal que z — a € Ap(D). Isto significa que vp(z — @) = vp(z — ap) vale:

vp(z—x) > m+1 ,P=PFei=1,...,r (1.30)
vp(2) > 0 ,sePeS\{P,...,P}. (1.31)
Escolha y1, ...,y € F tais que vp,(y;) = n;. Considere o' = (ap)pep, com :

apr =4 Yi ,P=P;
P 0 , caso contrario.

Existe Q' € IPr tal que param’' >>0em’' € N

Ap = Ap(m'Q' — Z (n; + 1)B,) + F.

=1

Logo, existe y € F tal que vp(y — a') = vp(y — ap) e vale:

vp,(y—w) > my,1=1,...,7 (1.32)
vp{ly) =2 0 ,VPES. (1.33)
Parai=1,...,r:
vp(y) = ve((y—vi) +vi)
= min{vp,(y — ui),vr.(¥:)}
Considere £ = y + 2
vp(z—2i) = vp(y+(z—x)) vp(z) = wvp(z+y)
= min{vp“ Vp; (Z - IL',)} Z min{UP (y)a UP(Z)}
Logo, foi encontrado = € F tal que vp,(x — ;) = n; e vp(x) 2 0, P & S.

1.5.5 Proposicao Seja P € IPp. Entdo, para qualquer n > 2g, existe um elemento x € F com
divisor de polos (z), = nP.

Demonstragdo : Pelo Teorema 1.4.17 sabemos que se n — 1 > 2g, entao
dim((n - 1)P) = (n— 1)degP + 1 — g e dim(nP) = ndegP + 1 — g;
assim, L(nP) %E((n — 1) P) e portanto, (2)s = nP.
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I.6 Componentes Locais dos Diferenciais de Weil
1.6.1 Definicao Seja P € IPp
(a) Para z € F, seja ip(x) € Ap o adele cuja P-componente é z, e as demais sdo zero.

(b) Para um diferencial de Weil w € Qp definimos sua componenete local wp : F — K por
wp(z) = w(ip(z)). Claramente, wp é uma aplicagdo K-linear.

1.6.2 Proposicao Sejam w € Qp e a = (ap) € Ap. Entdo, wp(ap) # 0 para no mdrimo um
mimero finito de lugares P, e
w(a) = Z wp{ap).

PePr

> we(1) =0. (135)

PePp

Em particular,

Demonstragao : Dados a = (ap) € Ar e w € QF, queremos mostrar que wp(ap) # 0 para no
maximo um nimero finito de lugares .

e o= (ap) € Ap| = ap € Op para quase todo P € IPp, assim:

Sy = {P € ]Pp/ap ¢ Op} é finito

e W= (w) € Dr = vp(W) = 0 para quase todo P € IPp:

Sw = suppW é finito
Considere S = S, U Sy, entdo, V P & S, temos

P¢5W=>’UP(W):0 e P¢S’a=>vp(ap)20
Seja 5 = (Bp) € Ap com

ﬁ_ ap ,P¢S
P=Y o ,Pes,

entao

ap)>0=—vp(W) , P¢S
vp(B) = { Zigg)i 00 > —v}iW) , Pes;

logo, 8 € Ap(W).
Note que

o= Z ip(ap) e [= Z iP(ﬂP):ZlP(O‘P)?

PecPr PcPr P¢Ss

logo, a = B+ peg ip(ap) e

wl@) = wB)+w() ir(ap)

PcS

= 0+ Z w( ip(ap))

PesS

= Y wp(ar))-

PeS
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Logo, a soma é finita.
F wp(ap) = 0 para quase todo P.
Se P ¢ S:vp(ap) > 0,up(W) =0=iplap) € Ap(W) = wp(ap) = w(ip(ap)) = 0.

FEPEPF wp(l):O
l€eFewseanulaem Fe0=w(l) =3 p p. wr(l) O

1.6.3 Proposicao
(a) Seja w # 0 um diferencial de Weil de F/K e P € IPp. Entdo

vp(w) = maz{r € Zlwp(x) =0,Y x € F,up{z) > —r}.
Em particular, wp # 0.
(b) Sew,w’ € Qp ewp = w) para algum P € Py, entio w = w'.
Demonstragao :

(a) Dadow € Qp, W = (w) e P € P, considere
S={reZ/wp(z)=0V z € F,up(z) > —r}
Considere vp(w) e z € F com vp(z) > —vp(w); o adele ip(z) € Ap é tal que

vain(a) = { PP Zvrle) 0

logo, vg(ip(z)) > —vg(w), ¥V Q € Pp; assim ip(z) € Ap(W) e wp(z) = w(ip(z)) = 0;
portanto, vp(w) € S. Seja s = vp(w) e suponha que nao é elemento maximo de S; entao
s+ 1 € S ; logo, para todo x € F com vp(x) > —(s + 1) temos wp(x) = 0. Considere
a = (agep, € Ar(w + P), entdo, vg(ag) > —(vo(W) +vg(P)), VQ € Pp e a =
(a —ip(ap)) + (ir(ap)).
Foa— ip(ap)) € Ap(W)

vo(a—ip(ap)) = vq(ag) —volir(ar))
_ { vplap) —vp(ap) =0 2> —s = —vp(W) , Q=P
vglag) = —(vo(W) —vg(P)) = —ve(W) ,Q#P

F w(ip(ap)) =0

Por hipétese, V = € F se vp(z) > —(s + 1) entdo wp(x) = 0. Para o« € Ap(W + P) temos
vp(a) =vp(ap) > —(s+ 1) e portanto, wp(ip(ap)) = wp(ap) = 0. Logo, temos:

w(a) = w(a —ip(ap)) + w(ip(ap)) =0,
ou seja, w se anula em Ap(W + P) Contradigao. Logo, vp(w) é maximal.
1.6.3.1 Observacao Note que dados w € 2 € P € IPr o conjunto

Rp, = {r € Z|wp(x),V z € F com vp(x) > —r},

s6 tem méximo para w # 0; pois se w = 0, w(ip(z)) =0, Vz € FeV z € Fwp(z) = 0;
logo, V r € Z,vp(x) > —r temos wp(z) =0e Rp, = Z.
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1.6.3.2 Observacao Se s = mazrRp_, entao para todo t > s temos t € Rp_,. Considere

Rp.e Sp, = {x € F/vp(z) > —a}. Entao, se a € Rp,, wp(z) =0,V 2 € Sp,. Considere
b<a,entdoV z € Sp,,vp(z) > —b > —a =z € Sp, = Sp, C Sp, e portanto, b &€ Rp_.
Logo,V r> s+ 1,7 € Rp, temos s+ 1 € Rp_; bastou provar (a) para s + 1.

b) w,w’ € Qp,3 P € IPp tal que wp = wp. Logo, ¥V x € F,wp(z) = wh(x) isto &, w(ip(x)) =
p P
w'(ip(x)) e assim (w —w')(ip(z)) =0 logo, (w—w')@) =0 e Rp__,, = Z; logo, pela
Observagao 1.6.3.1, w — w’ = 0 ou seja, w = w'.

0

1.6.4 Proposigao Para o corpo das fungdes racionais F = K(x), vale:
(a) O divisor —2P,, é canénico.
(b) Eziste um tnico diferencial de Weil 1 € Q) com (n) = —2P e np,_(x™1) = —1.

(c) As componentes locais np_ e np, do diferncial de Weil satisfazem

mle-am={ & oM7L e mate-am={ ] nZT

,n=-—1

Demonstragao :

(a) Lembre que em K(z)/K o género é g = 0; logo,

deg(—2Px) = —2=2g9 —2

dim(—2Px) =0 =g,, pois — 2Py <0 } = —2F é candnico

(b) Escolha w € QF com divisor canénico {w) = —2P,,
Como dim(Ap(—Pso)/Ar(—2P)) = 1, w nao se anula totalmente em — P, de fato,
ip (IE—I) S AF(—-POO) \.Ap(—?Poo)
(VP (ip.(z71)) = vp (27) = 1 = —vp, (—Po) < —vp,,(—2Ps;) = 2

Como {ip_ +Ap(—2P,)} é base de Ap(—Pw )/ Ar(—2P.) e w nao se anula em Ap{—Ps.),
entdo wp_(z7!) = w(ip_(z71)) = ¢ # 0. Considere n = —c~1:

() = (-¢7'w) = (™) + (w) = —2P

ne(z7) = (—cWw)p () =—clup_(z7t)=—ctc=—1

F n é dnico
Seja n* € Qp, tal que (n*) = —2P, e np_(z7') = —1. Lembramos que g = 0 e se
degA > 29 —1=~1= Ap = Ap(A)) + F. Note que degp,, = —1:

Vac .AF(—POO) \AF(—ZPOO),B a € K,v€e .AF(—.?POO)

tais que
a—aip_(z7') =~
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Logo,

m=n")a) = (n—n")aip,(x7!) +7)
= an(ip., (=) —an*(ip (™)) + n(v) — 0" (7)
np (z71) =0 (=)
= —la—(-1)a
0
= VaedAp,(n—n)(a) =0 =n=1"

(c) Por definicao, todo diferencial de Weil de F/K se anula em F e em cada a € Ap,w(a) =
> pepy wp(ap). Consideren € Qr e (x—a)" € F.

vp ((x—a)")=—n, vp,((r—a)") =nevp({(x—a)") =0se P# P,, P

vp(n) = max{r € Z/np(x) =0,Y z € F com vp(z) > —r})

= 5((@ — o)) = np (2 — &) + np, (2 — ") = O (1.36)
* vp, (1) = —2
n<-2: vp_({z—a)*)=—-n>2=—-vp_(n)=np ((z—a)*) =0
Por (1.36) temos np, ((x — a)™) = 0.
e vp,(n) =0

n>0: vp((z—a)")=n>0=—vp ((z—a)")=>np({(z—a)*)=0
De (1.36) temos np_ ((x —a)*) =0

oen=-—1
1 _ zxz4a—-a a 1

z—a z(z—a) z(z—-a) + z
VP (i) = 22 —vr. () = 1p. (5tay) = 0 npa(3) = —1
Logo, np_((z — a)™') = np_(z~!) = —1 e portanto, de (1.36) = np_((z—a)"!) =1

]
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Capitulo 11

Codigos Geométricos de Goppa

Neste capitulo, descreveremos a constru¢ao de cédigos corretores de erros proposta por Goppa
usando corpos de fungdes algébricas. Comecamos com um breve estudo dos conceitos da Teoria
dos Cédigos e em seguida definiremos os c6digos geométricos de Goppa, desenvolvendo suas pro-
priedades bésicas. Finalmente na secio 2.3, discutiremos os cdigos construidos por meio de corpos
de fungdes.

I1.1 Coddigos

Nesta se¢ao iremos introduzir algumas nocoes bésicas da teoria dos cédigos. Seja Iy um corpo
finito com ¢ elementos. Consideramos o espaco vetorial n-dimensional IFy cujos elementos sao as
n-uplas a = (ay,...,a,) com a; € Fy.

I1.1.1 Definicao Para a = (a,...,a,) e b= (b1, ...,bn) em Fy seja

Esta funcao d é chamada distdncia de Hamming em Fy. O peso de um elemento a € IFy é
definido por

w(a) = d(a,0) = |{i; a; # 0}|

Pode ser verificado facilmente que a distancia de Hamming é uma métrica em ]Ff;. Em partic-
ular, a Desigualdade Triangular d(a, c) < d(a,b) + d(b, ¢) vale para todo a,b,c € Fy

I1.1.2 Definicdo Um cddigo linear C (sobre o alfabeto IF;) é um subespago linear de Fy; os
elementos de C sdo chamados palavras-cddigo. Chamamos n de comprimento de C e dimC (como
IF, espaco vetorial) a dimensdo de C. Um [n, k]-codigo é um cédigo de comprimento 7 e dimenséao
k. A distancia minima d(C) de um cédigo C # 0 é definida por

d(C) = min{d(a,b)/a,b € C,a # b}
Como d(a,b) = d(a ~ b,0) = w(a — b) e C é um espaco linear, a distancia minima é igual a
d(C) = min{w(c)|c €C}

Vamos nos referir a um [n, kj-codigo com distancia minima d por [n, k, d]-cédigo. A ditribuicdo
de peso de um [n, k, d]-cédigo é a (n + 1)-upla (Ao, ..., An) € N**! dada por

A; = |{c € Clw(c) = i}
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Evidentemente, Ao =1 e A; =0 para 1 <{ < d(C) — 1. O polinémio

n
Wo(X) =) AX' € Z[X]
i=1
é chamado o enumerador de pesos de C.

Para um cédigo C' com distancia minima d = d(C), seja t = [(d — 1)/2] (onde [z] denota a
parte inteira do niimero real x). Entdo C é dito capaz de corrigir até t erros. A seguinte afirmacao
é evidente: se u € FF ,'; e d(u,c) < t para algum ¢ € C, entdao ¢ é a uinica palavra-cédigo com
d(u,c) < t.

Um modo simples de descrever um cédigo C explicitamente é escrever uma base de C' (como
espago espago vetorial sobre IFy).

I1.1.3 Definicao Seja C' um cédigo sobre ¥y. Uma matriz geradora de C' é uma matriz k x n
cujas linhas formam uma base de C.

I1.1.4 Definicao O produto interno canénico em IFy é definido por

n
<ab>=Y ab;
i=1

paraa = (a1,...,an) eb = (b1,...,b,) em Fy. Evidentemente, esta é uma forma bilinear simétrica
nao degenerada em IFy.

I1.1.5 Definicao Se C'C F; é um cédigo, entdo
Ct={ueF}| <uc>=0VYceC}

é chamado o cddigo dual de C.

C é chamado auto-dual (respec. auto-ortogonal) se C = C* (respec. C C C1). A algebra
linear nos diz que o dual de um [n, k]-cédigo é um [n, n — k|-cédigo e (C+)* = C. Em particular,
a dimensio de um cédigo auto-dual de comprimento n é n/2.

11.1.6 Definicao Uma matriz geradora H de C* é dita matriz de verificacdo de paridade de C.

Claramente, uma, matriz de verificacio de paridade de um [n, k}-codigo é uma matriz H, (n —
k) x n com posto n — k e tem-se

C = {ue F}|Hu' = 0}

(onde u® denota a transposta de u). Logo, uma matriz de verificagao de paridade identifica se um
vetor u € Fy é uma palavra-cédigo ou nao.

Um dos problemas bésicos na teoria de cédigos algébricos é o de construir, sobre um alfabeto
fixado IF,, cédigos cuja dimensdo e distancia minima sejam grandes em comparagao com o seu
comprimento. Entretanto, hd algumas restricoes: se a dimensao de um cédigo é grande (com
relagdo ao seu comprimento) entdo, sua distincia minima é pequena. A cota mais simples é a
seguinte.

11.1.7 Proposigao (Cota de Singleton) Pare um [n, k, d]-cddigo vale

k+d<n+1

35



Demonstragao : Considere o subespaco linear W C ]F;‘ dado por
W = {(a1,.-.,an) € Fgla; = 0 para todo i > d}

Qualquer ¢ € W tem peso w(a) < d— 1, logo, W N C = {0}. Como dimW = d — 1, obtemos

k+(d—-1) = dimC +dimW

dim(C + W) + dim(C NW)
= dim(C+W)

n

AN

O

Cédigos com k + d = n + 1 sao de certa forma étimos; tais cédigos sao chamados cddigos MDS
(mazimum distance separable). Se n < g + 1, entdo existem cédigos MDS sobre F, para toda
dimensao k < n.

I1.2 Codbdigos Geométricos de Goppa

Para introduzirmos a no¢do de um cédigo geométrico de Goppa, fixemos algumas notagoes para
esta se¢ao:

F/IF, é corpo de funcoes algébricas de género g

Py, ..., P, lugares de F'//IF; de grau 1, dois a dois distintos

D=P+...4+P,

G divisor de F/IF, tal que suppG N suppD =0

11.2.1 Definicao O cddigo geométrico de Goppa C(D,G) associado aos divisores D e G é

definido por
Ce(D,G) = {((Py), ..., 2(Pa))lz € L(G)} C FE

11.2.2 Observacao A definigdo esta bem feita:
e z € L(G) = vp,(z) > 0=vp,(G),V i, pois suppD N suppG =0 .

e a classe residual z(P,) de x médulo P; é um elemento do corpo de classes de residuos de F;
(1.1.14); como degP; = 1, o corpo da classes de residuos é F,; logo, z(P;) € IF,.

Consideremos a aplicagdo de avaliacao

EUp : E(G) — ]F;l
z  —  (z(P),...,z(Pn)) (IL.1)

Esta aplicagao de avaliagao é Fy-linear e Cr(D, G) é a imagem de L(G) por evp.
11.2.3 Teorema C.(D,G) € um [n, k,d]-cddigo com pardmetros
k= dim(G) — dim(G — D) e d > n—degG
Demonstragao : Considerando evp : L(G) — F¢, sabemos que
L(G)/Ker(evp) = Im(evp) = Cc(D,G).

Logo,
k = dimG — dimKer(evp)
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Considere z € £(G) tal que evp(z) = (0,...,0), i.e. =(P;) = 0, V i, o que 86 ocorre se
z € B, VY i; dai, temos que v;(x) > 1, V i, ie, v(z) > vi(D) > v;i(G) = 0; logo,up(x) >
~vp(G— D)V P € Pp, poisse P & {P,,...,P,}, entdao vp(G — D) = vp(G). Como vale a
reciproca de cada uma das implicagoes, conclui-se que Ker(evp) = L(G — D), e fica provado
que k = dimG — dim(G — D). Assumindo C(D,G) # 0, escolha x € L(G), com w(evp(x)) =
d = d(Cc(D,G)). Entdo, existem n — d indices ji,...,Jn-a € {1,...,n} tais que z(P;;,) = 0;
logo, x € L(G — (Pj, + ...+ P;,_, )\ {0}, ie, dim(G — (P, + ...+ P;j,_,)) > 1, ou seja
deg(G—(Pj,+...+P;,_,)) > 0. Portanto: degG—(n—d) > 0 e assim concluimos que d > n—degG.
]

I1.2.4 Corolario Suponha que o grau de G € estritamente menor do que n. Entdo, a aplicagdo
de avaliacdo evp : L{G) — Cr(D, G) € injetiva e temos:

(a) Cc(D,G) € um [n, k,d}-cddigo com
d>n—degG e k=dimG > degG+1—g

Logo,
k+d>n+1—g (11.2)

(b) Se, além disso, 2g — 2 < degG < n, entdo k = degG +1 —g.

(c) Se{xz1,...,xx} € base de L(G) entdo a matriz
£E1(P1) .’L‘l(Pz) - l‘](Pn)
M=| : :
.’L'k(Pl) Ik(PQ) ‘e .’Ek(Pn)

€ uma matriz geradora de CL(D, G).

Demonstragédo : Como degG < n e deg(G— D) = degG—degD < n—n = 0, entédo, dim(G—D) =0,
i.e., L(G — D) = Ker(evp) = {0}, e portanto, evp é uma aplicacio injetiva.

(a) Como k = dimG, d > n — degG e dimG > degG + 1 — g, entio
k+d > dimG+n—degG
> n+l-—g
(b) Para 2g — 2 < degG, pelo Teorema, 1.3.15 temos: k = dimG = degG +1 —g.

(c) Como {z4,...,z,} é base de L(G) e evp é injetiva, temos que {x(P;),...,z(P,)} é base de
C(D,G) e M é uma matriz geradora.

]

Observe que a cota inferior (I1.2) para a distancia minima é muito parecida com a cota superior
de Singleton. Confrontando ambas cotas e com deg G < n, temos

n+l—g<k+d<n+1 (11.3)

Note que se F' é corpo de fungoes com género g = 0, entao k + d = n + 1, isto é, tem-se um
codigo MDS. Assim, os c6digos geométricos de Goppa construidos por meio de um corpo de fungoes
racionais IF,(x) sdo sempre MDS. A fim de obter uma distancia minima significativa, geralmente
considera-se degGG < n.
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11.2.5 Definicao O inteiro d* = n — degG é chamado distincia projetada de Cr(D,G).

O teorema I1.2.3 estabelece que a distdncia minima de um cédigo geométrico de Goppa nao
pode ser menor do que sua distancia projetada.

I1.2.6 Observagao Suponha que dimG > 0e d =n— degG > 0. Entdo, d* = d see existe um
divisor D’ com 0 < D' < D, degD’ = degG e dim(G - D) > 0.

Demonstragdo :

(=) &' =d=n—degG
Considere x € £(G) tal que w(evp(z)) = d. Entdo, evp(z) = (x(P1),...,2(P,)) possui

degG = n — d coordenadas nulas, sejam elas z(P;,),...,z(P;,,;)- Seja D' = Z?iglc P,

entdo degD’ = degG, 0 < D' < D e dim(G— D') >0, pois z € L(G — D’).

(<) 30< D' < D,degD’' = degG e dim(G — D') >0
Se dim(G — D') > 0, entao existe x € L(G — D'); para P € suppD, considere vp(z)

vp(z) > -vp(G-D’)
n | —0+1 | seP € suppD’
2 —vp(G)+up(D’) —{ —-0+0 , se P& suppD’
= z(P) = 0 para pelo menos deg D’ lugares
= w(evp(z)) <n—degD’

d <n—degG = d*

por 11.2.3 d > n — degG }:d:d,

0

Dados os divisores G € D, podemos associar a eles um outro ¢édigo, por meio das componentes
locais de diferenciais de Weil.

I1.2.7 Definicao Sejam G e D = Py + ... + P, divisores como anteriormente. Entdo, defina o
cédigo Co (D, G) C Fy por

Ca(D,G) = {(wp,(1),...,wp, (1)|w € Qp(G — D))}

11.2.8 Teorema Cq(D,G) € um [n,k’,d'}-cédigo com pardametros
k'=i(G-D)—i(G) e d >degG—(29—2)

Sob a hipdtese adicional degG > 2g — 2, temos k' = i(G — D) > n+ g — 1 — degG. Se além
disso 2g — 2 < degG < n, entdo k' =n+g— 1 — degG.

Demonstracao : Primeiramente, provemos o seguinte:
Afirmagao(*): Se P € Py e w € Qp com vp(w) > —1 e degP = 1, entao:

wp(l)=0<= vp(w) 20
Lembre que por 1.6.3

vp(w) = maz{r € Z/wp(x) =0,V z € F com vp(z) > —r} (#)
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(=) Considere z € F com vp(z) > 0. Como degP = 1, temos que z = a+ y com a € Fy e
vp(y) > 1. Entao: wp(x) = wp(a) + wp(y), mas desde que vp(y) > 1 e vp(w) > —1, tem-se
por (#) que wp(y) = 0 e assim wp(z) = a.wp(l) = 0, logo vp(w) > 0 por (#)

(<) vp(w) 202 wp(z) =0,V z € F com vp(z) > 0=>wp(l) =0
Agora considere a aplicagio F4-linear:
¢: QG-D) — ¥y
w = {wp (1),...,wp, (1))
entdo, Co(D,G) = QG — D)/Ker(¢). Primeiro vamos verificar que Ker¢ = Qp(G). Para
isto, considere w € Kerg; logo, wp.(1) =0 para i = 1,...,n. Mas de w € Qp(G — D), temos que
vp,(w) > vp,(G—D) = —vp,(D) = —1 e como degP; = 1,V i, pela afirmagdo temos vp,(w) > 0,V ¢;
logo, vp(w) > vp(G),V P € suppG, poisse P € {P,, ..., P.},vp(G) = vp(G—-D)ew € Q(G—D).
Agora, se w € Qp(G) C Qp(G — D), entdo (w) > G e portanto, vp,(w) > 0. De novo, usando (#)

tem-se wp, (1) = 0,V i. Sabendo que Ker¢ = Qp(G), temos que k' = dimQp(G — D) —dimQp(G);
como dimQp(A) =i(A), A € Dp, entao conclui-se que:

k' =i(G — D) —i(G)

Fd' > degG - (29 —2)

Considere (wp,(1),...,wp,(1)) = z € Cq(D,G), m o peso z; entdo hd n — m indices ¢ =
i1, -, ly_m tais que wp. (1) = 0, entao usando (#) de novo temos:
weQp(G— (D= P)), ie,
i=1
n—m n—m
W)2G— (D= P,)=>deg(G— (D= F))) <2 2= deg((w))
j=1 j=1
Logo,
29-2 > deg(G— (D= P,))
j=1
> degG —(n—(n—m))
> degG—m
=m > degG—(29—2)

Em particular, se d’ é a distancia minima, entao
d' > degG — (2g — 2)

o degG > 29— 2

Por 1.4.17 ,i(G) =0 e k' = i(G— D)=dim(G—D)—deg(G—D)—1+g
= dim(G—D)—degG+n—1+g
n+g—degG—1

v
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o 2g—2<degG <n
degG < n,degD=n=G-D <0=dim(G—D)=0

=k' = {(G-D)
= dim(G—D)—deg(G—D)—1+g
= —degG+n—1+g
n+g—degG—1

O

A relacéo entre os codigos Cr (D, G) e Cq (D, G) é muito estreita e sera apresentada no préoximo
resultado.

11.2.9 Teorema Os cddigos Cr(D,G) e Cq(D,G) sao duais entre si, i.e.,
Ca(D,G) = Cc(D,G)*
Demonstragio : Considere Im(evp) = Cr(D, G) e Im¢ = Cq(D,G), onde

evp: L(G) — )
x = (z(P1),...,2(Pn))

¢o: QG-D) — Fy
w —  (wp,(1),...,wp, (1))

Primeiro queremos mostrar que Cq(D,G) C Cr(D,G)*t. Para isto, considere w € Qr(G — D)
e z € L{G). Lembre que w anula Ap(G — D) + F; assim, 0 = w(z) e por 1.6.2 0 = w(z) =
Y peppwp(x). Agora considere Q & {P,..., P} e observe que vg(r) > —~vo(G) e vo(G — D) =
vg(G). Mas, como w € Qp(G — D), tem-se vg(w) > vo(G) > —vg(z). Portanto, wg(x) = 0, pois
vo(w) = maz{r € Z/wp(z) = 0,V z € F com vg(z) > —r} e assim, 0 = w(z) = >_I_, wp,(z).
Mas, ji que vp,(z) > 0,V i e degP; = 1, tem-se pela afirmagiao (*) do Teorema anterior que
wp, () = z(P;).wp,(1) e finalmente, conclui-se que:

0= Zx(a).%(l) =< (2(P1), ..., 2(Pn)), (wp, (1), ..,wp, (1)) > .

Agora, é preciso mostrar que dimCq(D, G) = dimC((D, G). Para isso, considere

dimCq(D,G) = (G- D)—i(G)

dim(G — D) — dim(G) — deg(G — D) + deg(G)
dim(G — D) — dim(G) + deg(D)

= n— (dm(G) — dim(G — D))

= n—dimCg(D,G)

= dimCr(D,G)*.

I

O

Na verdade podemos encontrar um divisor apropriado H para o qual temos C,(D,G) =
Cq(D, H). Mas, para isto necessitamos do seguinte lema:

11.2.10 Lema Existe um diferencial de Weil ) tal que

vp(n)=-1 e np(l)=1parai=1,...,n
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Demonstragao : Escolha um diferencial de Weil arbitrario wg # 0. Pelo Teorema de Aproximacao
Fraca, dados P,..., P, lugares, r; = —vp,(wo) — 1,4 = 1,...,n, existe z € F tal que

vp,(2) = —vp,(w) —1,i=1,...,n.

Considere w = zwyp, entdo

vp,(2wo) = vp(2) +vp,(wo)
= —wvp,(wo)— 1+ vp,(wo)
= -1

Como vp, (1) =0 < 1 = —vp, (2wp), entdo wp, (1) # 0,V i(por 1.6.3(a)).
Pelo Passo 3 do Teorema de Aproximagao Fraca, dados a; = wp,(1) € K,i=1,...,n,3y € F
tal que vp,(y — a;) > 0,V i. Segue que y(P;) = a; e vp,(y) = 0,V i. Considere n =y~ 'w, entao,

vp(n) = VP, (y_l) + vp, (w) 77Pi(1) = (y'1w)P~;(1)
= —vup(y) +vp (W) € = wp(y~'1)
= 0+(-1) = y Y(P)wr(1)
= ai_lai
= 1
(I
11.2.11 Proposicao Seja n um diferencial de Weil tal que vp,(z) = —1 e np,(1) = 1 para
1=1,...,n. Entao

Ce(D,G)*t = Co(D,G) = Cr(D,H) com H= D —~G + (n)

Demonstragao : Como vp,(n) = ~1,V 4, entao (n) = ~D + N, P; € supp(N). Logo, supp(H) =
supp(D — G + (n)) = supp(D — G — D + N). Ou seja, suppH N suppD = @ . Entao o cédigo
C¢(D, H) pode ser definido. Como 7 é candnico, por 1.4.14 posso definir a aplicacao

p: LD-G+(m) — Qr(G-D)
x — n

a qual é um isomorfismo entre K-espacgos vetoriais. Para x € £L(D — G + (1))
(zn)p, = np, (z) = =(P)np,(1) = =(B).1;
logo,

Ca(D,G) = {((zmp,(1),--.,(zm)r.(1))/z € LD -G+ (1))}
{(z(P1), ..., 2(Pn))/x € L(H)}
C.(D, H).

i

]

Como conseqiiéncia imediata da Proposicao I1.2.11, podemos fornecer condi¢oes suficientes para
que um cédigo C(D, G) seja auto-dual. Tal fato é expresso no seguinte resultado.

I1.2.12 Corolario Suponha que existe um diferencial de Weil 7) tal que
(MN=2G—-Denp(1)=1parai=1,...,n

Entéo, o cddigo Cc(D,G) € auto-dual.
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Demonstragao : Assumir que () = 2G — D equivale a G = D — G + (). Logo, por I1.2.11,
CQ(D, G) = CC(D, G) 0O
11.2.13 Corolario Suponha que existe um diferencial de Weil i tal que

M >2G—-Denp(l)y=1parai=1,...,n
entdo, o cddigo Cp(D,G) é auto-ortogonal.

Demonstragao : Por 11.2.11, se H = D — G + (n), entdo, Cc(D,G)* = Cr(D, H) mas,

26-D < (n)
G < D-G+(n)
G < H,
logo, C¢(D,G) C Cc(D, H) = Cr(D,G)*, e portanto, C(D,G) é auto-ortogonal. )

I1.2.14 Definicao Dois cédigos C1,C2 € Fy sio ditos equivalentes se existe um vetor a =

(a1,---,a5) GFq tal que C3 = aC}, i.e.,
C, = {{aicy, -, anenl(ey, ..., cn) € Ci}
Em direcao a esta definicao apresentamos o seguinte resultado.

I1.2.15 Proposicao

(a) Suponha Gy e Gy divisores, G1 ~ Ga e suppG; N suppD = § . Entdo, os cddigos Cq(D,G1)
e Ca(D,G2) sio equivalentes. O mesmo vale para Cc(D,G1) e Cr(D,Ga).

(b) Reciprocamente, se C C Fy € um cédigo equivalente a Cr(D,G) (respec. Ca(D,G)), entdo,
existe um divisor G’ ~ G tal que suppG'NsuppG =0 e C = Cq(D, G') (respec. Ca(D,G')).

Demonstragéo :

(a) G1~G2®3y€F:G2=G1—(y)
Agora para j = 1,2 suppG; N suppD = @ ; assim, vp,(y) = O,V i = 1,...,n e entdo
a= (y(Pr),...,y(Pn)) €F,. Como

¢: L(G)) — L(G2)

T — Ty

é bijetora, entao:

Ce(D,Ga) = {(zy(P1),...,zy(Pn))/x € L(G1)}
= {@P), ... u(P))-(2(P1),...,z(P))/z € L(G1)}
= O,CL (D, Gl)

Ca(D,G1) = {((yw)p(1),.-., (yw)p,(1))/yw € Qp(G1 — D)}
= {(y(Pl)v'"7y(P'n))v(wP1(1)7'-'7an(1))}
= aC’Q(D, Gz)
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(b) Seja C = a.Cr(D,G),a GFq eescothaz € F, 2(P;) =a;, i =1,...,mlogo, vp,(2—a;) =1>0
(isso é possivel pelo Teorema de Aproximacao). Se G' = G — (z), entao C = G(D,G’). Se
C = aCq(D,G), considere G’ = G + (z), entao C = Cq(D,G")

O

11.2.16 Observacac Se G é um divisor tal que suppG N suppD # @ , ainda podemos definir
C(D,G) como segue: escolha G’ ~ G com suppG' N suppD = @ (possivel pelo teorema de
aproximagao) e considere Cr (D, G) = Cr(D, G'). Como a escolha de G’ néo é canénica, Cr(D,G)
é bem definido, a menos de equivaléncias, por 11.2.15.

I1.3 Cobdigos Geométricos de Goppa Associados com o Corpo
de Fungoes Racionais

Nesta se¢@o vamos investigar os cddigos geométricos de Goppa associados a divisores do corpo de
funcoes racionais. Neste caso, damos de maneira explicita, as matrizes geradora e de verificagdo
de paridade. Na teoria de Cédigos, esta classe é conhecida pelo nome de Cédigos Generalizados
de Reed-Solomon.

11.3.1 Definicao Um cédigo Geométrico de Goppa C (D, G) associado aos divisores D e G de
um corpo de fungdes racionais I (z)/F, é dito ser racional.

Observe que o comprimento de Cr(D, G) é limitado por ¢ + 1, pois F,(z) possui somente ¢+ 1
lugares de grau 1, o polo de z, e para cada a € I, o zero P, de z — a.

I1.3.2 Proposicao Seja C' = C(D,G) um cddigo geométrico racional de Goppa sobre ¥y, e
sejam n, k,d os pardmetros de C. Entdo:

(a) n<q+1.

(b) k=0 see degG < 0, e k = n see degG > n — 2.

() Para 0 < degG <n—2,k =1+ degG e d = n — degG. Em particular, C é um cddigo-MDS.
(d) C* ¢ também um cddigo geométrico racional de Goppa.

Demonstragdo : Lembre que neste caso o género é zero e utilizando o Teorema 11.2.3 e o Corolario
11.2.4, temos:

(a) Comon =degD,D =P, +...+ P,, P, lugares de grau um de IF,, distintos dois a dois, e F,
s6 possui q + 1 lugares de grau um, entaon < g+ 1.

(b) Fk =0« degG < 0.

E bom lembrar que n > 0 (caso contrario, evp nao pode ser definida) e que temos g = 0; logo,
por 1.3.15 vale a ignaldade de Riemann para G: dimG = degG + 1(pois, degG = 0 > 2g — 1).

(<) Se degG < 0 ent@o L(G) = 0 logo, Im evp = {0} e k = 0.
(=) Por contradigao; vamos supor que degG > 0. Ha dois casos para considerar:

e Se degG < n; estamos nas condioes de 11.2.4; entdo, k = dimG = degG +1 > 1.
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(c)

(d)

e Se degG > n; agora G — D também satisfaz a igualdade de Riemann; portanto,
dim(G — D) = deg(G — D) + 1. Entao

k = dimG+1—dim(G—D)—1
= degG+1—degG+n—1
n>1

Portanto, obtivemos contradioes em ambos casos, e assim, concluimos que se k = 0,
entao degG < 0.

Fk=n< degG >n—2
Como Cr(D,G) é codigo racional, g =0 e 29 — 1 = —1, entdo, V A € Dp com degA > —1,
vale dimA = degA+1—g=degA+ 1.

(=) k=n
Pela cota de Singleton,

Ek+d<n+1
} = d=l = degG>n—1>n-2

k=n
d>n—degG
(<) degG >n -2
Comon > 1, temosquen—2>1—2=-1=2g—1. Entao, dimG = degG + 1. Logo,
deg(G— D) = degG—n > n—1+n = —1; assim, dim(G — D) = degG —n+1. Portanto:

k = dimG — dim(G — D)
degG + 1 — [degG — n + 1]

fi

n
0<degG<n—2
o k=1+degG
degG > 0 = dimG = degG + 1 -
degG < n—2 = deg(G — D) <0 = dim(G — D) =0 } = k=14degG

e d =n— degG por 11.2.3.

ct = C.(D,G)*
= Co(D,G)
= Cg(D,H), H=D-G+(n) por I1.2.12.

O

O préximo resultado determina, de modo explicito, a matriz geradora de um cédigo racional

de Goppa.

11.3.3 Proposigao Seja C = Cr(D,G) wn cddigo geométrico racional de Goppa sobre Fq com
pardmetros n, k e d.
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(a) Se n < q eristem elementos dois a dois distintos aa,...,0n, € Fy e vy,..., v, ejF‘q (ndo
necessariamente distintos) tais que

C={(nif(a),...,vnf(an))|f € Fylz] e degf <k —1}

A matriz
m (%] e Un
Q1 Q2v9 v [0 2% U
2 2 2
M = a3y Q52 cee a,Vn (114)
aFlyy okl L. ok,

€ uma matriz geradora de C.

(b) Sen=q+1, C possui a matriz geradora

vy Vo e Vp-1 0
a1v1 QU2 cee Op_1Un_1 0
2
M = a%vl a%vg e O 4Un—g 0 (11.5)
k-1 k—1 k—1
ai" v oy U2 ... Qp_yUnop 1
onde Fy = {ay,...,an_1} €v1,...,0n-1 €EF.

Demonstracéao : Para encontrar a matriz geradora de um c6digo é preciso encontrar uma base do
mesmo. Como Cr(D,G) = evp(L(G)) é um cédigo sobre Fy, nao nulo, por 11.3.2, temos :

(i) 0<k<n=>0<degG<n—2.
(ii) k=n < degG >n —2.

Como estamos num corpo de género 0, pelo Teorema 1.3.15, temos que para todo divisor G
com degG > 0, dimG = degG + 1. Agora, neste caso estamos supondo k = dimC > 1; logo, por
11.3.2, degG > 0 e dimG = degG + 1.

(a) Vamos construir uma base para C(D,G). Seja D = P; + ... + P,, P; lugar de grau 1 com
n < g; como hé ¢+ 1 lugares de grau um em F/F,, existe P ¢ suppD,degP = 1. Considere
Q = P, e portanto @ # P. Observe que:

deg(Q@ - P)=0>29—1=dim(Q—P)=1

Por 1.3.11, Q — P é principal , i.e. , 3 2 €F com (z) = Q — P. Logo, (2)o = Q e (2)eo = P,
mas [F : Fy(2)] = deg(2)oo = 1, entdo, F = Fy(z) e P = Py,. Se supormos degG > n — 1,
por I11.3.2, k£ = n, ie, Cc(D,G) = IF} e dai o caso é trivial; suponha agora que degG <
n — 2; assim, degG = k — 1. Considere o divisor de grau zero N = (k — 1) P, — G; como
dimN > 1, N é principal; seja u €F tal que (u) = (k — 1)P», — G. Observe agora que
{u, zu, ..., 2" tu} C L(G), pois para0 < i < k—1:

(z'u) = i(2) + (u) = (Q = Poo) + (k= )P ~ G =iQ + (k= 1) = {)Pu — G
e portanto, (2*u) > —G
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Como F = Fy(2), temos que {u, zu, ..., 2"u} é 1i. sobre F, e assim é base para £(G), i.e.,

L(G) = {uf()If € Fyl2], gr(f(z)) <k -1}

Chamando «; = z(P;) e v; = u(P;), obtemos:

(uf())(Ps) = w(P)f(2(P)) = vif (o), para i=1,....n

Portanto,

()C =Cc(D,G) ={(v1.f(c1)),- - -, (vn.f(an)))Igrau(f(z)) < k — 1}
Como ja sabemos, k = degG + 1 e por (x):
B={(v1,...,vn), (V1. .., 1), ..., (@ tup_y, ..., a5 o, ],
gera C| entdo 8 é uma base de C e assim M é uma matriz geradora.

(b) A prova é essencialmente a mesma; neste caso, temos n = q + 1 e podemos escolher z tal
que F = Fy(z) e considero P, = P, onde Pi,..., P, sao todos os lugares de grau um
de Fe D= P +...+ P,. Como anteriormente, seja (u) = (k — 1)Po, — G com u €F e
{u, zu, ...,z tu} é base de L(G). Para 1 <i <n—1 = q, chame a; = 2(P;) e v; = u(P;)
e observe que sendo P, = P, = (2)c0, temos para todo j = 1,...,k — 2, uz?(P,) = 0 (pois
vp, (uz?) =k —1—j > 1), mas para j = k — 1, vp, (uz*"1) =0, i.e., v = uz*~(P;_,) €F,
e trocando u por v~ 'u podemos concuir novamente que:

B={(v1,,vn_1,0),...,(F"2 ... ok 2y, 1,0), (¥ tuy,..., ek e, 1, 1)),
é base de C' = C(D, G) e M é a matriz geradora.
]
Virios codigos classicos dentro da teoria dos codigos sao construidos como cédigos geométricos
de Goppa de corpos de fungoes racionais; para encerrar o capitulo definiremos varios deles; contudo

nao serd demonstrado o fato que acabamos de citar. Gostariamos apenas de enfatizar que todos
estes codigos sao obtidos a partir do corpo de fungdes racionais.

I1.3.4 Definicao Seja o = (a,...,a,) onde os a; sao elementos distintos de IFy, e seja v =
(v1,-..,v5) onde os v; sao elementos nao nulos de IF, (ndo necessariamente distintos). Entdo o
Cddigo Reed-Solomon Generalizado, denotado por GRSk (e, v) consiste dos vetores

(vn1-flea), ..., vn-fow)),
com f(z) € Fylz], degf < k—1 (para k < n fixo).

Uma definigao equivalente de GRSk (a,v) é o codigo sobre IFy com matriz geradora (I1.4). No
caso em que a = (3, 32,...,8") (onde n = g—1 e (3 é raiz primitiva da unidade) e v = (1,1,...,1),
GRSk (o, v) é um cédigo de Reed-Solomon.

11.3.5 Definicao Considere uma extenséo de corpo Fyw de Fy e um cédigo C sobre Fym de
comprimento 1. Entao

Cqu =CnN F:;
é chamado subcorpo subcodigo de C' (ou restrigdo de C a IFy).
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Cr, é um cédigo sobre IF;. Sua distacia minima nao é menor do que a de C, e para a dimensao
de C|r, temos a estimativa dimClg, < dimC (em geral a desigualdade ¢ estrita).

11.3.6 Definicao Seja n|¢™ — 1 e B € Fym uma n-ésima raiz primitiva da unidade. Sejal € Z e
6 > 2. Defina um cédigo C(n, I, 6) sobre IFgm pela matriz geradora

1 ﬂl /82l . ,B(n—l)l
1 1+1 2(1+1) (n—1)(I+1)

w= |07 - (116)
i IBI+.5—2 62(1_;6_2) o B(n~1).(l+6¢2)

O cédigo C = C(n,l, 5)L|]pq é chamado BCH cédigo com distancia projetada 6. Em outras
palavras,

C={ceFy|Hc =0}, (1L.7)
onde H é dado por (IL.6).

11.3.7 Definicao Seja L = {04,...,a,} C Fgm com |L| = n e seja g(z) € Fym|z] um polinémio
degrauttalque 1 <t <n-—1eg(e;) # 0 para todo o; € L.

(a) Definimos um cédigo C(L, g(z)) C (IFg=)™ pela matriz geradora

g(al)—il g(ag)'il .. g(an)_l_1
- alg(c:vl) azg(cfz) - ang(fvn) (11.8)
aiflg&al)—l a’{lgiaz)‘l aiflg&an)—l

(b) O cédigo I'(L,g(z)) = C(L,g(2))* é chamado o cddigo Cldssico de Goppa com polindmio de
Goppa g(z). Ou seja

I'(L,g(2)) = {c € Fy|H.c' =0},
onde H é dada por (I1.8).

Observe que (I1.8) é um caso particular de (11.4) onde v; = g(c;)~?; logo, C(L, g(z)) e T'(L, g(2))
sao codigos Reed-Solomon Generalizados.

47



Capitulo III

Extensoes Algébricas de Corpos
de Funcoes e Cdédigos Auto-Duais

Vimos nos capitulos anteriores que a descri¢ao dos lugares e valorizagbes de um corpo de fungoes
racionais é relativamente simples e como conseqiiéncia podemos descrever os codigos de Goppa
destes corpos de maneira explicita. Observando que um corpo de fungées algébricas F'’ é uma
extensao algébrica finita de um corpo de fung¢oes racionais F, nos parece natural estudar a situacao
F'/F, a partir do que se sabe em F. Isto é, pretendemos descrever lugares, valorizagoes, divisores,
etc. de F. Tal estudo sera realizado nas Secoes 3.1 e 3.2. Na Secao 3.3, a partir deste estudo,
apresentaremos exemplos de cédigos de Goppa auto-duais.

ITI1.1 Extensoes Algébricas de Corpos de Funcgoes

Nesta secao vamos estudar extensoes algébricas de corpos de fungdes F'/F dando mais atencao
ao comportamento dos lugares e das valorizagoes.
Fixamos a notagao a seguir:

e F/K - corpo de fungdes algébricas em uma varigvel com corpo completo de constantes K;

e K sera perfeito; i.e., toda extensdo algébrica de K é separavel (e.g., K com caracteristica
zero, finito ou algebricamente fechado).

e F'/K' - corpo de fungoes (K’ corpo completo das constantes de F'') tal que F'' D F é uma
extensdo algébricae K' D K.

Por conveniéncia fixe ® D F algebricamente fechado e considere somente extensées F’/F com
F'C9d.

111.1.1 Definicao

(a) Um corpo de fungdes algébricas F'//K ' é chamado uma extensio algébricade F/K se F' D F
é uma extensao algébricae K' D K.

(b) A extensao algébrica F''/K' de F/K é chamada de extensdo por constantes se F' = FK', o
corpo gerado por F e K'.

(c) A extensdo algébrica F'/K' de F/K é chamada de extensdo finita se [F': F] =n < co.

II1.1.2 Lema Seja F'/K' uwma extensdo algébrica de F/K. Entdo, vale o sequinte:
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(a) K'/K € algébrica e FNK' = K;
(b) F'/K' € extensdo finita de F/K see [K': K] < o0;

(c) Seja F} = F.K'. Entdo F,/K' € uma extensdo por constantes de F/K, e F'/K' é uma
extensdo finita de Fy/K ' (possuindo o mesmo corpo de constantes).

Demonstragao :

(a) Considere z € F tal que [F : K(x)] =n < o0, i.e., z € F é transcendente sobre K e considere

o diagrama:
F !
finita /
F \
finita \ K'

K(z)

N

Pelo diagrama temos claramente que F'// K (x) é algébrica, e como 2 é transcendente sobre K,
temos que F''/K tem grau de transcendéncia 1. Mas F'//K ' é corpo de fungoes e F'/K '(z)
é algébrica, portanto z é transcendente sobre K’ e como K '(z)/K(z) também é algébrica
com K'(z) C F' temos que K'/K é algébrica, pois como ja dissemos, F''/K tem grau de
transcendéncia 1.

Por outro lado, K'NF = K vem do fato de que estamos supondo K algebricamente fechado
em F'.

(b) Considerando o mesmo x da parte (a) e olhando o diagrama temos:

(=) Se [F': F] < o0, entdo [F': K(x)] < oo e assim F'/K é corpo de fungdes. Mas entéo
pelo Coroléario 1.1.16, considerando K o corpo das constantes de F'’/K temos:
[K:K]<ooepor (a) K'CK,ie., [K': K] < oo.

(<) Suponha [K': K] < oo; entdo, pelo diagrama temos [K '(z) : K(z)] < co. Mas como
ja haviamos visto que x é transcendente sobre K’ e F''/K' é corpo de fungoes , temos
[F': K'(z)] < oo. Portanto, temos [F’ : K(z)] = [F': F|[F : K(z)] < o e assim,
[F':F] < oco.

(c) Observe que ao considerarmos F; = F.K ' terfamos F C F; C F', com K' C Fj, e portanto
F1/K' é extensao algébrica de F/K com corpo de constantes K’. Mas entdo F'//K' é
extensao algébrica de F1/K e [K': K'] = 1; assim, por (b) [F': Fj] < c0.

O

Agora vamos iniciar o estudo da relagdo entre os lugares de F'' e F.

II1.1.3 Definicdo Considere uma extensio algébrica F'/K ' de F/K. Um lugar P' € P, se diz
estar sobre P € IPr se P’ D P. Também dizemos que P’ é uma extensdo de P ou que P esta sob
P' e escrevemos P'/P.

111.1.4 Proposicao Seja F'/K' uma extensio algébrica de F/K. Suponha que P (respec. P')
€ um lugar de F/K (respec. F'/K'), e seja Op C F (respec. Op: C F' ) o anel de valorizagdo
correspondente e vp (respec. vp:) a sua valorizacdo discreta. Entdo, as afirma¢ées a seguir sdo
equivalentes:
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1. P'/P
2. Op COp:
3. Existe um inteiro e > 1 tal que vp.(z) = evp(z),Vz € F.
Mais ainda, se P'/P, entdo

P=P'NF e Op=0p NF
Por isso, P € chamado a restricio de P' a F.

Demonstragéao :

1 = 2 Suponhaque P'/PeOp € Op:. Logo,Ju € Ftalqueu € Opeu & Op:, i. e., vp{u) >0
e vp:(u) <0. Como P C P/, entdao vp(u) =0 . Escolha t € F com vp(t) = 1, entao t € P’
er =uvp,(t) > 0. Conseqiientemente,

vp(u't) = rvp(u) + vp(t) = L, vp (u"t) = rvp (u) +vp'(t) < -7 +7 =0

entao, u"t € P, mas u"t € P’. Contradigao! Logo, Op C Op..

Antes de provar 2 =3, provemos que se 2 vale, entdo Op = Op. N F e P = P' N F. Observe
que de 2 temos Op C Op/NF e lembre que um anel de valorizagao é um subanel maximal préprio;
entdo, como Op: N F é anel de F, hd duas possibilidades: Op = Op: N F ou F = Op, NF. Se
F =Op/NF, entdao, F C Op;; considere z € F'\ Op:. Como F'/F é algébrica, existe sempre
uma equagao

e 12" ez 4 ¢ =0. (111.1)

Sabemos que vp:(0) = 00, vp/{2) < 0 e que vp:(c;) > 0, e portanto:
vp(c;27) = vp(c;) + jup(z) > nup(z), logo:

UP(O) == ’UP/(Zn + cn_lzn_l 4+ ...+ Co) = nvp,(z) < 0.

Assim, tal elemento z € F néo pode existir e, portanto, Op = Op NF. Como P'N F é ideal
préprio de Op, necessariamente, temos P’ N F C P; mas se x € P, temos ' € F \ Op e assim
! € Op,,ie. ¢ € P'. Portanto, P'NF = P.

2 = 3 Seja u tal que vp(u) = 0; entdo, u,u~! € Op C Op: e assim, vp:(u) = 0. Seja t € Op tal

que vp(t) = 1 e fixe e = vp/(t) > 1.Pelo que mostramos acima, considere um z € F e seja
r =vp(z) € Z, entao:

vp(zt™") =vp{x) —rvp(t) =r—r.1=0.
Logo, vp:(xt™") = 0, entao
vpi(z) = —vp.(t77) = —(—r)up:(t) = evp(x).

3 = 1 De vp/(z) = evp(x),V z € F, temos:
zE€P=vp(z) >21=vp/(z)=evp(z) >1=>2€ P'=P'/P
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O

Uma conseqiiéncia desta proposicdo é que para P’/P existe uma imersdo candnica do corpo
das classes de residuo Fp = Op/P no corpo das classes de residuo Fp, = Op:/P’, dada por

z(P) v z(P') , paraz € Op
Assim, podemos considerar Fp um subcorpo de Fp..

I11.1.5 Definicao Seja F'/K ' uma extensao algébrica de F/K, e seja P’ € IPp, um lugar de
F’'/K'sobre P € Pp:

(a) O inteiro e(P'/P) = e com vp:(z) = evp(z),VY £ € F é chamado indice de ramificagdo de
P’ sobre P. Dizemos que P’/P é ramificado se e(P'/P) > 1 ¢ P'/P é ndo-ramificado se
e(P'/P)=1.

(b) f(P'/P)=[F'p.:: Fp] é chamado o grau relativo de P’ sobre P.

Note que f(P’/P) pode ser finito ou infinito, enquanto o indice de ramificagéo é sempre finito.

111.1.6 Proposicao Seja F'/K' uma extensdo de F/K e P’ um lugar de F'/K' sobre P lugar
de F/K. Entdo

(a) f(P'/P) <0 [F': F] <oo.
(b) Se F"/K" é wma extensio algébrica de F'/K' e P" € Pp» € uma extensdo de P’, entdo
e(P"/P) = e(P"/P)e(P'/P) e f(P"/P)=f(P"/P").{(P"/P)
Demonstragao :
(a) Lembre que degP = [Fp : K| < o0 e degP' = [F, : K'] < 00. Como
[Fp.:K|=[Fp,: K'l.IK': K| = [Fp: : Fp|.[Fp : K]
entdo: [Fp, : K] < oo [Fj, : Fp] <oo e [K': K] < oo, por IIL.1.2(b); i.e.,
[K'/K]<oo& [F':F] <o
logo, como f(P'/P) = [Fj, : Fp), temos
f(P'/P) <o [F':Fl<oo
(b) z € F = vp:(z) =e(P'/P)up(x)

r€FCF' = wvpn(z) = e(P"/P')vp/(x)
= ¢(P"/P').e(P'/P)vp(z)

Considere Fp C F5, C Fg.,. Logo, [Fg. : Fp)=[F{. : Fp,l.[F, : Fp].

111.1.7 Proposicao Seja F'/K' uma extensdo algébrica de F/K.

(a) Para qualquer lugar P’ € Py, eriste exatamente um lugar P € Pp tal que P'/P e P = P'NF.
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(b) Reciprocamente, para um lugar P € Pr eriste pelo menos um lugar, P' € Pp tal que P'/P,
e o nimero de tais lugares é finito.
Demonstragao :

(a) Primeiro provemos que existe algum z €F tal que vp/(2) # 0. Isso sera feito por contradigio:
Suponha que para todo z €F, vp:(z) = 0; considere t € F' e suponha que vp:(t) > 0; t é
algébrico sobre F’; logo, existem ¢; € F, i =0, ...,n, com cg, ¢, EF tais que

Cat® + ...+ cit+¢c =0.

Por hipétese, vp:(¢;) = 0; assim,

vpi(e) = min{ivp:(t)/i =1,...,n} > 0.

Contradigao! Logo, P'NF #£0 .
Por 111.1.4 se P'/P, entdao P = P'NF. Logo, se P,Q € Pr com P'/Q e P'/P, entdo
Q=P'NF=P.

(b) Dado P € Pp, escolha ¢ € F/K tal que (z)o = P (ver Proposi¢ao 1.5.5). Afirmamos que
para P’ € IPp: vale:

PI/P < ’UPI(IE) >0 (III?)

(=) vp(z)=evp(x) =€ >0

(<) vp/(x) >0
Seja @ um lugar sob P/, logo Q = P'N F; entdo Q = P, pois P é o tinico zero de x em
F/K. Por (I111.2), P'/P. Agora como o conjunto dos zeros de z em F'’ é finito, (IIL.2)
garante que temos apenas um nimero finito P’ tais que P’/ P.

]

A proposicao anterior nos leva a definigao de um K-homomorfismo entre os grupos de divisores
D Fr € D F!.

I11.1.8 Definicao Seja F'/ uma extensao algébrica de F'/K. Para um lugar P € Pp definimos a
sua conorma (com relagido a F''/F) por

Conpyp(P)= Y e(P'/P).P/,
PP

onde a soma é indexada pelos lugares em F' sobre P. A aplicagao conorma se estende a um
homomorfismo de Dr em Dg: da forma seguinte:

ConF,/F( Z TLPP) = Z nP.COTLFI/F(P)

PePr PcPrFr

A conorma é uma aplicagdo bem comportada em relagéo a torres de corpos de funcgoes F' D
F' 2 F; uma conseqiiéncia imediata de I11.1.6(b) é a férmula

COnF II/F(A) = COﬂFII/F(COHFr/F(A))

para qualquer divisor A € Dp.
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Uma outra propriedade fundamental da conorma é que ela leva divisor principal de F’ em divisor
principal de F'’/. Mais precisamente temos:

II1.1.9 Proposicao Seja F'/K' extensdo algébrica de F/K corpo de fung¢ées. Para x €F
sejam (2)§, (2)L, (2)F, respectivamente (x)f’, (x)E', (z)F' o divisor de zeros, o divisor de polos
e o divisor principal de x em Dp, respectivamente em Dp.. Entdo:

Congpyp((@)) = (2)5, Conpnyr((@)%) = (25, e Conpn/p((@)F) = (2)7

Demonstragao : Por definigao, para ¢ € F*:

@ = Ypiep,, ve(z)P'
2_PePy UP(“’)(EP//P e(P'/P)P’)
EPGPF vp(T) CO”F'/F(P)
CO’"’F’/F(ZpePF vp(x)P)
= Conpyr((x)F)
Considerando somente a parte positiva (negativa) do divisor principal, obtem-se a demonstragéo
para o divisor de zeros (polos). O

!

il

Por esta proposi¢ao, a conorma induz um homomorfismo nas classes dos divisores, novamente

denotado conorma.
ConF,/F : CF ———)CFI

Geralmente, esta aplicagdo nao é injetiva nem sobrejetiva, enquanto Conp,/p : Dp — Dp/ é
claramente injetiva.

I11.1.10 Lema Sejoa K'/K extensdo finita e x transcendente sobre K. Entdo
[K'(z): K(z)] = [K': K]

Demonstragao : Podemos assumir que K’ = K(a) para algum o € K'. Como K '(z) = K(z)(a),

entao,
[K'(z) : K()] < |[K': K].

Para provar que [K': K} < [K'(x) : K(z)] é preciso mostrar que o polinémio minimal de o em
K continua sendo irredutivel em K(z). Seja ¢(T') € K[T'] o polinémio minimal de o € suponhamos
que é redutivel em K(z), isto &, 3 g(T), h(T) € K(z)[T] polinémios ménicos com grau menor que
deg¢ tais que ¢(T) = g(T)h(T). Como ¢(a) = 0, entao g(a) = 0 ou h{a) = 0; suponha que
g(a) =0 e deg(g) = r, entdo:

9T =T+ o1 ()T + ...+ i (2)T + co(z)
com ¢;(z) € K(z) e r < dege; entao
o+ ()™ T+t e(z)a+ cplz) =0

Multiplicando por um denominador comum, obtemos:

gr(@)a" + gr1(x)a” " 4.+ gi(z)a 4 go(x) = 0 (I11.3)

onde g;(x) € K|z], e podemos assumir que z fg;(z)para algum 7 € {1,...,r}. Considerando = = 0

em (111.3) obtemos um polinémio em K, que se anula em & e tem grau menor que degg.
0

No caso em que F'//F é finita, podemos encontrar uma relagao entre o grau de um divisor A
de F e o grau de Conp/p(A). Para isto, iniciamos com:
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I11.1.11 Teorema Seja F'/K' extensdo finita de F/K, P um lugar de F/K e Py,..., P, os
lugares de F'/K que estio sobre P. Sejam e; = e¢(P;/P) e f; = f(Pi/P). Entdo

n

> efi = [F':F)

i=1

Demonstragao : Pelo Teorema de Aproximagao Forte, dados S % Pp, P,...,P. €85, 21,...,2+ €
Feny,...,n, € Z,3z € Ftalquevp,(z—x;) =n;,i=1,...,7, vp(2) 20,V P € S\{Py,...,P-}.
Considere S = Pp\{P},7r = 1,n; = 1,1 =0e P, € S. Entdo, 3z € F tal que vp, (2) = 1,vg(2) >
0,V Q € S\ {P1}. Assim, vp(z) <0, i.e., P é o tnico polo de 2.

Logo, considerando x = z~1; P é o tnico zero de x em F. Seja vp(z) = s. Como vg(z) =
e(Q/P)up(z), para todo Q/ P, entdao os P;/P,i = 1,...,n sao exatamente os zerosde z em F'/K .
Agora vamos avaliar [F' : K(z)].

[F':K(z)] = [F':K'(2)].[K'(z): K(z)]

= (Q_vp(z)degP)[K': K]

= (Z eivp(z)[Fp : K'))K': K]

= vp(@)(D_elFp : K'NIK': K]
=1
= S(Zei[FI;i : K1)
=1
= S(Zei[FA : Fp[Fp : K])

i=1

= s(Xn: €;.fi)degP
= vp(z).degP(Z ei.f;)=[F': K(z)]. (111.4)

Temos também que [F': K(x)] = [F': F|.[F : K(z)]. Mas, sendo P o tnico zero de x em F,
temos que

{F: K(x)] = vp(z).deg P (111.5)
De (IIL4) e (IIL5) obtemos que [F': F] =37 | e;.f;.

]
I11.1.12 Corolario Seja F'/K' extensdo finita de F/K e P € IPp. Entdo:
(a) {P'€Pp;P'/PY <[F': F].
(b) Se P' € Pr. estd sobre P, entio e(P'/P)<[F':Fle f(P'/P)<[F':F].
Demonstragao :

(a) Sejam=|{P’€]Pp/;P’/P}| como ei,fiZI, entaom < Z:ile,fZ:[F’F]
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(b) ei,fi Z I,Zelf,z [FIZF]ﬂei,fiS [FIF]
]

II1.1.13 Corolario Seja F'/K' extensdo finita de F/K. Entdo para qualquer divisor A € Dp,
[F':F]
[K': K]

Demonstragao : Sabendo que Conp./r e deg sao homomorfismos de grupos, basta considerar o
caso em que A = P, P € Pp. Assim,

deg(Congp. p(A)) = degA

deg(Conp/p(P)) = deg() e(P'/P).P')

P'/P
- Z e(P'/P).degP’
P'/P
= > eP'/P).IFp : K]
pP'/P
, [Fg.: K]
- PZ/P e(P /P)—[I—?,——k-]—
_ [“K_l“?] 3" e(P'/P)[F}, : Fp][Fp : K]
' PP
_ [—K’—I'I?]( 3" e(P'/P)f(P'/P))degP
: P'/P
o= T[I%-:i%degP

O

O préximo resultado nos fornece um critério de irredutibilidade de polinémios para corpos de
fungdes muito util. Alids, no caso especial em que F = K(z) é corpo de fungdes racionais, tal
critério é conhecido como Critério de Eisenstein.

I11.1.14 Proposicao Considere o corpo de fungdes F/K e o polinémio
HNT) =, T+ ap T '+ ...+ 0y T+ ag

com coeficientes a; € F. Assuma que eriste um lugar P € IPp tal que uma das condi¢ées a sequir
vale:

1. vp(an) =0,vp(a;) > vp(ag) > 0, para i=1,...,n—1 e mdc (n,vp(ao)) =1.
2. vp(an) =0,vp(a;) >0, parai=1,...,n— 1,vp(ag) <0 e mde(n,vp(ap)) = 1.

Entio ¢(T) € irredutivel em F[T). Se F' = F(y) onde y € uma raiz de ¢(T), entdo P possui uma
tinica extensdo P' € Pp., e tem-se e(P'/P) =n e f(P'/P) = 1.

Demonstragao : Considere a extensdo de corpo F/ = F(y) com ¢(y) = 0, entdo [F' : F] £
deg ¢(T) = n, valendo a igualdade somente se ¢(T) for irredutivel em F(T). Seja P’ € Pp:
extens@o de P. Como ¢(y) = 0, temos:

—any" =ao+ay+...+an 1yt (I11.6)
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e se vale 1., temos:

vpi(=any™) = wvp:(an) +nvp(y)
e(P'/P)vp(as) + nvp:(y)
> min{vp(ag), {vp(a;) +ivp:(y)/i=1,...,n—1}}
> min{e(P’'/P)vp(ap), {e(P'/P)vp(a;) +ivp:(y)/i=1,...,n—1}}

Mas entdo, vp:(y) > 0; caso contrario, terfamos uma contradi¢do e assim, n.vp:(y) =
e.vp(ap), e = e(P'/P). Como mdc(n,vp(ag)) = 1, entdo nle; logo, n < e. Mas, como
n=[F’':F]>e, temos que n = ¢, ¢ portanto, f = 1 e ¢(T’) é irredutivel.

® se vale 2., temos:

vpi(—ap) = min{vp (ay"),{vp(a;) +ivp: (y)/i=1,...,n—1}}

Mas, como vp(ap) < 0, temos que vp:(y) < 0, pois para { = 1,...,n— 1, vp(a;) > 0
dai e.vp(ag) = n.vp(y) e de novo temos nle, e comoem 1. tem-sen =¢, f = 1l e
irredutivel.

III.2 Sobre Extensoes Integrais de Subanéis de um Corpo
de Funcgoes
II1.2.1 Definicao Um subanel de F/K é um anel R tal que K C R C F, e R nao é um corpo.

I11.2.2 Defini¢do Para § # S & IPp, seja

Os ={z€ Flup{2) >0,V P S}

a intersecdo de todos os anéis de valorizacao Op com P € S. Qualquer anel R C F que é dessa
forma é chamado anel de holomorfie de F/K.

I11.2.3 Definigao Seja R um subanel de F/K

(a) Um elemento 2 € F é integral sobre R se f(z) = 0 para algum polinémio ménico f(X) € R[X].
Essa equacdo é chamada equagdo integral de z em R.

(b) O conjunto
icp(R) = {z € F|z é integral sobreR}

é chamado fecho integralde R em F.
(c) Seja Fy C F o corpo de fragoes de R. O anel R é dito integralmente fechado se icp,(R) = R.
I11.2.4 Teorema Seja R um subanel de F/K e S(R) = {P € Pp|R C Op}. Entdo:
(a) ® #S(R) & Pp.

(b) O fecho integral de R em F € icp(R) = Og(g). Em particular, icp(R) € um subanel integral-
mente fechado de F/K com corpo de fragdes F.
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Demonstragao :

(a) Como R nao é corpo, existe I & R ideal préprio nao nulo e por 1.1.19 existe P € Pz tal que
IC Pe RCOp. Logo, S(R) # 0 . Por outro lado, considere z € R transcendente sobre K.
Todo lugar @ € Py que é polo de x nao estd em S(R), logo S(R) # Pp.

(b) F F é o corpo de fragdes de Og(g).

Considere z €F. Como § # S(R) % Py, pelo Teorema de Aproximacao Forte, existe z € F

tal que
vp(z) > maz{0,vp(z~ 1)}, para todo P € S(R)

j& que o nimero de zeros de z~! em S(R) é finito. Claramente, z € Os(r), € se tomarmos
y = 2z temos que vp(y) = vp(z) —vp(x~1) > 0, para todo P € S(R) e, portanto y € Og(gy;
mas, T = Y.z~ ! e assim, est4 no corpo de fragdes de Os(r)- Como Og(g) € intersecio de anéis
de valorizagdo, ele é integralmente fechado (veja ITL.11).

- iCp(R) = OS(R)
(€) Como R C Og(gr) e Og(g) ¢ integralmente fechado, entdo icp(R) C Og(r)-

(2) Seja z € Og(g) € suponhamos que nao ¢ integral sobre R. Considere o anel R[z7'] e 0
ideal I = 27 1R[271]. Suponhamos que I é ideal préprio; logo, existe Q € Py tal que
I C Qe R[27] C Og e portanto 27! € Q; assim, z € Og, mas R C Og noz diz que
Q € S(R) e portanto que z € Og! Logo, I nao é ideal préprio. Sendo assim, existem

ag,...,as € R tais que
8
—~1 -7,
1l=2=z E a;z" "%
i=0

multiplicando por z°*!, obtemos:
s
Zs+1 — 28 2 :a’izs—z-}—l =0
=0

que é uma equacao integral para z sobre R; contradigao! Logo, Og(g) C icp(R).

Uma conseqiiéncia imediata desta proposicao é:

II1.2.5 Corolario Dado um subanel R de F/K tal que F' € o corpo de fragées de R, entdo R €
integralmente fechado see R € um anel de holomorfia.

A seguir apresentamos uma propriedade fundamental para certos anéis de holomorfia.

1I1.2.6 Proposicao Se S C IPp é um conjunto finito e ndo-vazio de lugares de F/K, entdo Og
¢ dominio de ideais principais (DIP).

Demonstragao : Considere S = {P1,...,P;} e® # I%Os. Para cada i € {1,...,n}, considere
m; = min{vp, (u),u € I} € N (m; existe pois Og C Op, e I # @ ). Agora para cada i escolha
x; € I com vp,(z;) = m;. Pelo Teorema de Aproximagdo , para cada i, podemos encontrar z; € F
tal que:
vp(z)=0 e wp(z)>m; sei#.j

Portanto, z; € Og e considere x = Zle z;2; € I. Pela desigualdade triangular estrita, temos
vp,(r) =my, i = 1,...,s. Portanto, se mostrarmos que I C zOg, teremos I = xOg, pois z € I.
Considere z € I e y = x~ 12, entdo:

vp,(y) = vp,(2) —vp,(z) =vp(2) —mi >0 i=1,...,s.

57



Conseqiientemente, y € Og € z = zy € z0g.
]

Dados F/K corpo de fungdes € F'/F uma extensédo finita e separdvel, considerando a fungéo
trago Trp:/p : F' — F, temos por resultado classico, enunciado no Apéndice 111.19, que:

II1.2.7 Teorema Seja R anel integralmente fechado de F/K com corpo de fracées F e F'[F
extensdo finita separdvel de grau n. Seja R’ = icp.(R). Entdo:

(a) Para qualquer base {x,,...,x,} de F'/F, eristem a; € R tais que a1Zy,...,anTy, € R’
Conseqiientemente existe uma base de F''/F contida em R’.

(b) Se{z1,...,2.} CR' ébase de F'/F e {21,...,2.} € a base dual com relagdo ao trago
n n
> Rz CR'CY Rz
i=1 i=1
(c) Se além disso R € DIP, entdo existe {u,...,u,} base de F'/F tal que
R'=> Ru
=1

I11.2.8 Observacao Lembre que a base {z{,...,2.} de F'/F é chamada de base dual de
{#1,...,2,} em relagao ao trago de F'//F.

II1.2.9 Corolario Seja F'/F extensdo finite separdvel de F/K corpo de fungées e P € IPp um
lugar de F/K. Entdo o fecho integral O'p de Op em F' €

Ol_p = npl/POP/.
Ezriste uma base {uy,...,u,} de F'/F tal que
n
OIP = ZOp'u,i.
i=1
Tal base {uy, . ..,un} € chamada de base integral de O'p sobre Op (ou base integral local de

F'/F para Op).

Um importante suplemento para a existéncia de bases integrais locais € estabelecido no resultado
a seguir:

111.2.10 Teorema Seja F/K corpo de funcées, F'/F extensdo finita e separdvel. Entdo qual-
quer base {z1,...,2,} de F'/F € base integral para quase todo lugar P € Pp.

Demonstragao : Considere {27, ..., 2.} base dual de {z,...,2,}. Os polinémos minimais de
Z1y.-y2ny 2}, .., 2} sobre F envolvem um nimero finito de coeficientes. Seja S € IPr o conjunto
dos polos desses coeficientes. Para P ¢ S temos

ZlyeeyZny 2y 2 € O'p, (I1L.7)

onde O'p = icp:/(Op). Logo, pelo teorema I11.2.6 e ja que {(21)*,...,(z%)*} = {z1,.--, z}
temos:

IIr.7 (111.2.7)

N 0pzCO'pC> Opz C Op C D Opx
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Logo, {#1,..., 2.} é integral para todo P & S.
]

Agora, dadas uma extensao algébrica F''/K ' de F/K e um diferencial de Weil de F//K vamos
associar um diferencial de Weil de F//K'. Para isto vamos precisar da noggo de divisor Diferente
da extensdo F'/F. No que segue, estamos sempre supondo que F'/F & separivel e finita e,
portanto K '/K é finita e separdvel (lembre que K é perfeito).

I11.2.11 Definicio Para P € Pp, seja Op = icp(Op) o fecho integral de Op em F'. Entdo o
conjunto

Cp = {z € Fl/ T’I‘F//F(Z.O}I)) C Op}
é chamado o mddulo complementar sobre Op, onde Trp./p denota a aplicagao trago de F'' em F.
111.2.12 Proposicao Com a nota¢do da defini¢do anterior vale o seguinte:

(a) Cp € um O'p-mddulo, e O'p C Cp.

(b) Se{z1,...,2,} € uma base integral de O'p sobre Op, entio
n
Cp = EOPz,‘*
i=1
onde {23,...,2%} € a base dual de {z1,...,2,} com relagdo ao trago.

(c) Existe um elemento t € F' (dependendo de P) tal que Cp =t.0p. Mais ainda,
vp:(t) <0 para todo P'/P,
eset’ € F', entio
Cp=1t"0p & vp:/(t') =vp:/(t) para todo P'/P.
(d) Cp = O}, para quase todo P € IPp.
Demonstracao :

(a) Cp é um Op-médulo pela definicao. Como o trago de um elemento y € Of estd em Op, por
propriedade do trago (ver 1I1.15), temos O} C Cp.

(b) Como {2],...,2.} é base de F'/F se z € Cp existem z1,...,z, € F taisque 2 =) ", ;2.
Como 2z, ...,2, € O'p, segue que Trp:/p(zz;) € Op para 1 < j < n. Logo,

n n
T’I'F//F(ZZj) = TTF'/F(Z x,’Z;Zj) = Z .’L‘iTTF//F(Z;Zj) =Zj S OP

2=1 =1

Portanto, z € .., Opz}. Reciprocamente, sejam z € 3. ; Opz], u € O'p e digamos que
2= %z eu= ) _,y;2 com z;,y; € Op. Entao:

n
Trep(zu) = Trp:/p(z Y2 25)

1,j=1

n n
= >z yi(Treyr(zz))
=1 j—1

n
inyi € Op
-1

I
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Logo, z € Cp.
(c) Sabemos por (b) que Cp = 37" | Opu; para uma escolha apropriada de u/s € F. Considere
x € F tal que vp(z) > 0 e vp(x) > —vp:(u;), i =1,...,n e para todo P’/P; entao
vp/(zu;) = e(P'/P)up(z) + vp:(u;) 20, VP'/P, i=1,...,n

Logo, z.Cp C O’p; ou seja, x.Cp é um ideal de O’'p. Assim, z.Cp = y.O'p para algum
y € O'p, pois O'p é DIP (por I11.2.6). Considere t = z~'y; entdo Cp = t.0'p. Como
O'p C Cp, temos que vp/(t) < 0,V P’/P. Agora, considere t’ € F’ tal que Cp = t'.O'p;
logo,

t0'p=1t'0'p & tt'eO'pet' 'teO)
& vp(tlt)>0evp (t 1) >0
=4 Up/(t/)Z’UPl(t) ,VPI/P

(d) Considere {2y, ...,2,} base deF''/F, entao por 111.2.10 {z1,...,2,} e {2{,..., 2}, } sdo bases
integrais para quase todo P € IPp. Por (b),

n
Cp= ZOpz;‘ =0'p para quase todo P € IPp

i=1

111.2.13 Definicao Considere P € Py um lugar e o fecho integral O’'p de Op em F'. Seja
Cp = tO’'p o0 médulo complementar sobre Op. Entdo para P’/P definimos o expoente diferente
de P’ sobre P por

d(P'/P) = —vp:(t)

Pela Proposicao anterior d(P'/P) est4 bem definido e d(P’/P) > 0 . Mais ainda, d(P'/P) =0
para quase todo P € IPp, j4 que por (d) da Proposigéo anterior Cp = Op para quase todo P € IPp
e portanto podemos definir o

Diff(F'/Fy= > > d(P'/P)P’

PEPr P'/P
o divisor diferente de F'/F. Observe ainda que 0 < Dif f(F'/F) € Dp.

111.2.14 Observacao Aqui cabe notar uma caracterizacao importante do médulo Cp:
2z €Cp & vp:(2z) > —d(P'/P) para todo P'/P.

111.2.15 Definicao Seja
App={a € Ap//ap: = ag' sempre que P'NF=Q'NF}

Observe que Ap//p é um F'-subespaco de Ap+. Mais ainda, a aplicagao trago Trp//p : F f—
F pode ser estendida a uma aplicagido F-linear (também denotada Trp//r) de Ap//p em Af por:

(T’I‘p:/p(a))P :TTFr/F(OLPl) ,Vae AF’/F

onde P’ € PPp/,, P'/P. Note que como ap: € Op: para quase todo P’ € Pp/, segue que
Trp/rp(ap') € Op para quase todo P € Py e assim, Trp:/p(a) é realmente um adele de F//K.
Claramente o trago de um adele principal z € F'/ é um adele principal de F'.
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O préximo resultado é o que associa um diferencial de Weil de F/K a um diferencial de Weil
de F//K'. Mas antes dele necessitamos de dois lemas:

I11.2.16 Lema Para qualquer C' € Dp. tem-se Ap' = Ap:/p + Ap/(C').

Demonstragao : Seja a = (ap')pep,, um adele de F'’. Para todo P € IPp, existe pelo teorema
de aproximagao, um elemento zp: € F' com

vp{apr —xp) > —vp.(C'), paratodo P'/P

Fixe B = (Bp')pep,, com Bp: = zp sempre que P'/P. Entdo 8 € Ap.jp e a— L € Ap(C’).
Como a = 3+ (a — ), segue o resultado.
O

I11.2.17 Lema Seja M/L wma extensdo finita e separdvel de corpos, V um espago vetorial
sobre M e jt : V — L uma aplicagio M-linear. Entdo, existe uma unica aplicagdo M -linear
p':V — M tal que

TrujLop’ = p

Demonstracao : Considere o espago dos L-funcionais lineares de M, ie., M* = {A : M —
L,\ é L —linear }. Lembre que Trp/;, € M‘. Agora, dado y € M defina o L-funcional linear de
M dado por (y.Trpyp)(w) = Trayp(y-w), para todo w € M.

F Dado A € M* existe um tnico 2y € M tal que A = 2.Trp/p

De fato, considere {z1,...,2,} uma base de M/L e {2{,...,2}} sua base dual em relagio ao
traco. Dado A € M* defina zx = )., A(2:)z] e agora observe que para todo j = 1,...,mn:

n
(Z)\T’I‘M/L)(Zj) = T’I‘M/L(Z)‘Zj) = Z)\(zz)TrM/L(zzz;) = )\(Zj)
=1
Assim, A = 25.Trp/ 1, pois sdo funcionais lineares que coincidem numa base; mais ainda, se
25 = Y84z € A= 2z, Trp 1, teremos A(2;) = a; para todo j, ie., z’ = z.
Agora, fixado v € V, defina A, : M — L por \,(a) = p(av); claramente, A, € M* e portanto,
existe um tinico zx € M tal que A, = 23Ty (*). Defina p’: V. — M por p'(v) = 2z, e observe
que para todov € V:

Traypop'(v) =Tryyp(20) = (2 TruyL) (1) = A(1) = u(v)

Que ;' é M-linear e é tinica segue da igualdade (*) e do fato de que Trp/r, : M — L nao é o

funcional nulo.
O

111.2.18 Teorema Usando a notacio da Defini¢go 111.2.15, para cada diferencial de Weil w de
F/K, eriste um tnico diferencial de Weil w’ de F'/K' tal que

Trg o x(w'(a)) = w(Trp, p(a)) (I11.8)

para todo o € Ap . p. Este diferencial de Weil é chamado cotragco de w em F'/F, e € denotado
por Cotrp. p(w). Se w #0 e (w) € Dy € o divisor de w, entdo

(Cotrp. p(w)) = Conp p((w)) + Dif f(F'/F)
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Demonstragao : Queremos provar a existéncia do cotrago de um diferencial de Weil. Para w = 0,
Basta tomar w’ = 0. Assim, seja entao w # 0 e fixe

W' = Conp./p((w)) + Dif f(F'[F) (I11.9)

Vamos construir w'’ por etapas:
Passo 1: A aplicacao K-linear wy : Ap np — K dada por wy = woTrp: p tem as seguintes
propriedades:

(a1) w1 () = 0 para todo & € .Ap;/F(W’) + F'.
(b1) Se B' € Dy, é divisor com B’ £ W', entéo, existe 8 € Ap:/p(B’) com w,(B) # 0.

F o (a1) E claro que w; é linear. Como w se anula em F, entdo w; se anula em F'' pois
F =Trp.p(F'). Considere agora, a € Ap ., p(W') e lembre que para P'/P com P € Py tem-se:

vp (W') = ¢e(P'/P)up(w) + d(P'/P)

Logo, se ¢ € F com vp(z) = vp(w), entao

vp:(xap:) = UP'(IB)+UP'(0‘P’)
> e(P'/Plvp{w) —vp, (W)
> —d(P'/P)

ou seja, xap: € Cp e, portanto, vp(Trp/p(rap:)) > 0. Assim, vp(Trp./p(ap:)) > —vp(w) e
portanto, Trp:/p(a) € Ap/ p((w)) e assim w(Trp,/p(a)) =0, ie., wi(a) =0.
F (b1) Dado B’ £ W', existe Py € IPF tal que para algum P*/ P,

vp+(Cong/p((w)) — B') < —d(P*/P) (111.10)

Seja O'p, ofecho integral de Op, em F'’' e Cp, 0 médulo complementar de Op, em F'. Considere
o conjunto

J={z€ F'[/vp/(z) 2 vp/(Cong.p((w)) - B'), YV P'/Po}

Pelo Teorema de Aproximagéo existe u € J tal que vp/(u) = vp,(Conp/p((w)) — B') para
cada P'/Py. Logo, por (IIL.10), J € Cp,; segue que

T’I"FI/F(J) QCP()- (IIIll)

Considere t € F , com vp,(t) = 1 ; entao, para algum r > 0, temos t"J C O'p; ; logo,
t'Trp.yp(J) = Trpp(t"J) C Op, . Como t"Trp:/p(J) é um ideal de Op, que é DIP, existe
s >0 tal que t"Trp./p(J) = t°Op, e assim Trp./p(J) = t™Op, com m € Z ; logo, por (111.11),
m < —1 e assim,

t710p, C Trpiyr(J) (I11.12)

Por 1.6.3(a) existe z € F com
vp(z) = —vp, (W) -1 e wp(x)#0 (I11.13)
considere y € F com vp,(y) = vp,(w); entdao vp,(zy) = —1 e portanto, zy € t71.0p,. Por

(IT1.12) existe z € J tal que Trp./p(2) = zy. Considere B € Ap,/p dado por

Bpr = 0 ,P' P
Tl PR
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Assim para P'| Py, pela definicao de J segue que

vp/(Y) +vpi(2)
2 —vp:/(Conp/ p((w))) +vp/(Cong:/p((w)) — B')
> —vp/(B)

vp(B)

Logo, ff € Ap:/p(B') e

wi(B) =woTrp p(B) =w(Trp  ply '2))

mas Trp p(y~'2) =y 'Trp p(z) =z, e, wi(B) = w(Trp/r(B) = wp, () # 0 por II1.2.17.
Passo 2: Defina wg : Ap» — K como segue:
Sabemos pelo Lema I11.2.16 que para o € Ap- existem 3 € Ap//p e v € Ap/(W') tais que
a = 3+ 7. Defina wo(a) = wi(B). Esta aplicacao estd bem definida e é K-linear. De fato, se
a=pi+m =0+, 0 € Ar rev € Apyp(W'), temos B — Bo € Apyp(W')NAp/p e
como w; anula Ap,/p(W'), temos w(B1) = w(B2). Que ela é K-linear é 6bvio. Mais ainda, por
(@1) e (by) wo satisfaz:

(a2) w2(a)=0,sea€ Ap (W")+ F
(b2) Se B' € Dy é divisor com B' £ W', existe 8 € Ap:(8) com wa(8).

Entretanto, procuramos um diferencial de Weil em F'’, ou seja uma aplicacio K '-linear e wq é
somente K-linear.

Passo 3: Por II1.2.17 existe w’ : Ap» — K ' aplicagdo K -linear tal que Trg /g ow' = wy.
Das defini¢oes de w; e wy obtemos

Ty x(w'(@) = wa(a) = wi(e) = w((Trp/p)(@))

provando (I11.8).
Falta mostrar que:

(a3) w'(@) =0 para todo a € AF,/F(W’) + F'.
(b3) Se B’ € Dp com B’ £ W', existe 8 € Ap(W') com w'(8) # 0.

F (a3) Como w’ é K'-linear, entdao a imagem de Ap/(W') + F' por w' é 0 ou todo K'. Se
w/'(Ap (W')+ F') = K', existe a tal que Trg/g(w’(a)) # 0, pois Trp/p # 0. Pela construgao
de w’, weg=Trp/pow'e portanto we(e) # 0, contradizendo (a2). Logo, w'(a) #0

F (b3) Por (bg) existe B € Ap/(B') tal que Tri x(w'(B)) = wa(B) # 0. Logo, (w') = W'.
Falta mostrar que w’ é unico: seja w* diferencial satisfazendo a propriedade (II1.8), considere
n = w'— w* e suponha que para todo a € Ap//p, Trg/k(n(a)) = 0. Como n € Qp /K, 7 se
anula em Ag(C"') para algum C’ € Dp. Entao, por 111.2.16 Trg //x (n(a)) = 0 para todo o € Ap.

Logo,n=0e w' = w*.
O

Uma conseqiiéncia simples do resultado anterior, mas muito importante é o seguinte teorema:

111.2.19 Teorema (de Hurwitz) Se F/K ¢é wm corpo de fungdes de género g e F'/F uma
extensdo finita e separdvel com K' o corpo de constantes de F'' e g’ o género de F'/K'. Entdo
temos que :

[F': F)

D J L
I [K': K]

(29 — 2) + degDiff(F'/F)

63



Demonstragao : Escolha W € Qp, com w # 0. Segue do Teorema 111.2.18

(Cotrpiyp(w)) = Conp./p((w)) + Dif f(F'/F)
Lembre que o grau de um divisor candnico é 2g — 2 (respec. 2g' — 2) e pelo Corolario I11.1.13
temos que:

[F':F)

4 —
29~ 2= KT R)

(29 — 2) + degDiff(F'/F)
]

Observe que qualquer corpo de fungoes F/K é extensao finita de um corpo de fungoes racionais
(9 = 0). Se pudermos escolher x € F tal que F/K(z) seja separavel, o teorema precedente é uma
arma poderosa para se calcular o género g de F// K (sempre podemos escolher z tal que F/ K () seja
separavel, mas isso foge ao nosso objetivo). Na verdade, nesta situagio o que precisamos calcular
é deg(Dif f(F'/F)), contudo, nem sempre ha métodos para realizar este calculo. Os préximos
resultados caminham nessa direcdo.

Como sempre consideramos F'/K ' uma extensao algébrica finita e separavel de F/K, com K
perfeito. Dados P € Prp e P’ € Ppr, com P’/P o préximo teorema nos dd uma relagio entre
d(P'/P) e ¢(P'/P). Na prova desse teorema necessitamos de dois lemas bastante técnicos que nao
serao provados aqui, mas cuja prova se encontra em [4].

I11.2.20 Lema Seja F*/F extensdo de corpo de func¢ées, P € PPp e P* € IPp com P*/P.
Considere um automorfismo o de F*/F. Entao o(P*) = {0(2)/z € P*} € um lugar de F* e

(2) vo(py(y) =vp- (071 (¥)) ,Vye F*
(b) o(P*)/P
(c) e(a(P*)/P) =e(P*/P) e f(o(P*)/P) = f(P*/P)

111.2.21 Lema Seja P € Pp ¢ Py,..., P, € Pp: todas as extensées de P em F'/F. Considere
os corpos de residuos k = Op/P, k; = Op,/P; D k e as aplicagées canénicas @ : Op — k e
m; :Op,/P; — ki (i=1,...,7). Entdo, para todo v € O} = icp.(Op)

r

w(Trp p()) =Y e(P/P)Try /i (mi(u))

i=1

111.2.22 Teorema (do Diferente de Dedekind) Para P € Pr, P'/P, e(P'/P), o indice de
ramifica¢do de P' sobre P e d(P’/P) o expoente diferente de P' sobre P, entdo:

(a) d(P'/P) 2 e(P'/P)—1
(b) d(P'/P) =¢(P'/P)—1 see charK fe(P'/P)

Em particular, se charK =0, entao d(P'/P) =e¢(P'/P) - 1.
Demonstragao :

(a) Seja Op =icp(Op) e Cp 0 médulo complementar de Op em F'. Na verdade pela Observagao
111.2.14, queremos provar que para qualquer ¢t € F'/ com

vpi(t)=1—e(P'/P), ¥ P'/P (111.14)

tem-se T/ p(tOp) C Op. Considere entao uma extensao Galoisiana F'*/F tal que F* 2
F’ D F e considere n = [F'' : F] F-automorfismos 07, ...,0, de F*/F cujas restrigdes a F'/
sejam duas a duas distintas. Para z € O'p temos:
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Treyp(tz) = 0i(t2) (111.15)
1==1
Fixe P* lugar de F* sobre P e fixe P} = 0] '(P*) e P, = P N F'. Como z é integral sobre
Op temos vp,(0;(2)) > 0. Entao

vp-(0:(t2)) = vp- (0:(t)) + vp- (0:(2))
> vp-(05(t)) = vp; () por 111.2.20

= e(P;} /P/)(1 — e(P;'/ P)) por 111.14
> —e(P;/P).e(P//P)

= —e(P}/P) = —e(P*/P) por 111.2.20

Usando (II1.15), concluimos que

—e(P*/P) <vp(Trp/ p(t2)) = e(P*/Pyvp(Trr/r(tz))
Isto implica que vp(TTp/, p(t2)) > 0, seguindo o resultado.

(b) Utilizaremos a notagao usada em I11.2.21 e abreviaremos e; = e(P;/P). Seja P’ = P; e
e = ¢(P'/P).Temos por objetivo mostrar que

d(P'/P) = e—1 & chaK fe (I11.16)
(<) Supondo que charK }e(P'/P) e que d(P'/P) > e. Logo, existe algum w € F' tal que
vp(w)<—e e Trp,p(w.Op)COp (111.17)

Como K é perfeito, a extensao k,/k é separivel e podemos encontrar yy € Op com
Try, 1(m1(0)) # 0. Pelo Teorema de Aproximagao, existe um elemento y € F’ tal que

vpi(Yy—1) >0 , ie, 7 (y) =m(yo)

vp,(y) > maz{l,e; + vp,(w)} para 2<i<r (111.18)
em particular, my) = 0 para i = 2,...,r Entdo, y € Op e pelo Lema I111.2.21,

eTre, ;u(m(y)) + Z e;. Tre, k(i (y))

=2
= €T, /k(mi(yo)) #0

isto é, Trp./p(y) € Op. (Aqui foi usado que charK /e, e portanto, e # 0 em k.) E
concluimos que

il

m(Trr/r(y))

vp(Trer(y)) =0

Agora escolhemos = € F' com vp(r) = 1. Entao
(Tre r(z " 'y)) =2 (Trrr(y)) € Op (111.19)
Por outro lado, z7lyw™! € Of pois
vp(z tyw ) = —e +vp/(y) —vp (W) >0
vp; (x_lyw_l) = Up; (y) - (ei + vp, (w) >0

para i = 2,...,7 por (IIL17) e (IIL.18). Segue que z~'y € wO, e Trp//p(z 'y) € Op
por (I11.17), contradizendo (II1.19).
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(=) Agora suponha que charKle. A fim de mostrar que d(P'/P) > e, seja u € F' tal que
vp(u)y=—e e vp(u)>2—e;+1 (i=2,...,7) (111.20)
Como antes, x € F denota um elemento P-primo. Para qualquer z € O,; temos
vpi(zuz) >0 e wp(zuz)>0 (i=2,...,7)

Logo, ruz € Op e por 111.2.21

w(Trp p(zuz)) = e.Tri, i (m(2uz)) + Y eTre i(w(zuz)) = 0
=2

Concluindo que zTrp./p(uz) = Trp/ p(ruz) € P = xOp, e assim, Trp. p(uz) € Op
para qualquer z € Op. Logo, u € Cp e portanto, —e = vp,(u) > —d(P'/P).

a

Em condigdes especiais sobre F'//F e P € IPr podemos dar um limite superior para d(P’/P)
ou mesmo dar uma férmula explicita para d(P’/P). Os préximos resultados seguem nessa diregéo.

111.2.23 Teorema Suponha que F' = F(y) € uma extensio finita e separdvel de um corpo de

fungies de grau |[F' : F| = n. Seja P € Pr tal que o polinémio minimal de ¢(T) de y sobre F
tem os coeficientes em Op (i.e. y € integral sobre Op ), e sejam P,..., P, € Pr todos os lugares
de F' sobre P. FEntdo vale o seguinte:

(a) d(P;/P) <vp(p'(y)) para 1 <i <7

(b) {1,y,...,4* '} € uma base integral de F'/F no lugar P see d(P;/P) = vp,(¢'(y)) para
1<i<r.

(Aqui ¢'(T) denota a derivada de ¢(T) no anel de polindmios F[T).)

Demonstragio : Nestas condigdes sabemos que a = {1,y,...,y" 1} é F-base de F'/ e mais ainda,
por hipétese, @ € Op. Assim, '/, a base dual de & com relagao ao traco exerce um papel importante
no calculode d(P;/P), i = 1,...,r. Un resultado de teoria de Galois {veja [4], Proposicao VIIL5.1)
nos garante que: se @(T) = (T —y).(ch_1T* '+ ... + 1T + co) com cp, 1 € F e ¢y = 1,
entdo a’ = { 75, .., %’7—@‘7} e Z::Ol Opy* = Z?:_ol Opc; (lembre que ¢(T') € Oplz]).

a) Como sempre Cp denota o médulo complementar e O}, o fecho integral de Op em F''. Agora
p P gr
observe que para mostrar que d(P;/P) < vp,(¢’(y)), basta mostrarmos que (por 111.2.14)
z € Cp = vp,(2) > —vp,(¢'(¥))
Portanto, considere z € Cp; como o’ é base de F''/F, temos: z = E?;ol ri;% ,Ti €F.
Desde que para 0 <1 <n— 1,y € Of e z € Cp, temos TrF,/F(zy’) € Op. Mas,

Trpr(zy') =Trp '/F(Z?:_()l riﬁy—)y‘) = r, pois @’ é base dual de « e, portanto, r; € Op.
Assim, temos:
1 n—1 1 n—-1 ) 1
=——=Y 1€ —— > Opy C ——Op
wﬁﬂgg w%ﬂé% ¢'(y)
Portanto, vp,(2) > —vp,(¢'(y)) parai =1,...,7.
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(b) Sabemos que:
n—1 ) n—1
> Oy’ =3 Opc
=0 =0

Agora suponha que a = {1,y,...,y" !} é base integral para Of e entdo a’ é base livre do
Op-médulo Cp (por I11.2.3) e assim:

n—1
cp = >0
=0
1 ) 1
=3 —— O 1':-—-—-—-0’
w’(y);z:o T s

n—1
C; 1
& = N 0pe,
Po'ly) ~ ¢') ; d

n—1

Conseqiientemente d(P;/ P) = —vp, (¢ '(y)), pela defini¢do I11.2.13. Para a reciproca suponha

que:
d(P;/P) = —vp(p'(y) 1=1,...,r

Assim pela Proposicao 111.2.3 (b), Cp = (TP—’lTy—)O 5. considere z € Op e escreva Z?;ol tiyt, e
F. Para 0 < j <n-—1, temos:

1
Trei/(——cijz) =t; € O
F/((p’(y) ]) J P

pois, ¢; € Op e 577 € Cp. Portanto, concluimos que 2 € S Opyt, ou seja, Of C
E;:OI Opy* COfp e {1,y,...,y" 1} é base integral de Op.

111.2.24 Corolirio Seja F' = F(y) uma extensdo finita e separdvel de corpos de fungies de grau
n=[F':F|, esejap(T) € F[T| o polinémio ménimo de y sobre F'. Suponha que P € IPp satisfaz

o(T)€Op[T] e wvp(p'(y)=0

para todo P' € P, com P'/P. Entdo P'/P é ndo-ramificado em F'/F, e {1,y,...,y" '} é uma
base integral de F'/F em P.

Demonstragao : Por 111.2.23,
0<d(P'/P)<vp/(p'(y)=0

para todo P'/P. O corolario segue imediatamente do Teorema de Dedekind e de 111.2.23(b). O

111.2.25 Proposicao Sejo F'/F uma extensdo finita separdvel de corpos de fungdes , P € IPp
e P' € Pp: com P'/P. Suponha que e(P'/P) = [F': F|=mn (P'/P ¢ totalmente ramificado).
Seja t € F' um elemento P'-primo e considere o polindmio minimal o(T) € F|T} de t sobre F.
Entio d(P'/P) = vp/(¢'(t)), € {1,t,...,t""1} € uma base integral de Of, sobre Op.

Demonstragao : Primeiro observamos que {1,¢,...,t" 1} é Li. sobre F, pois se temos:
n-1
Zrit’ =0 com 7, €F enemtodo ;=0
4=0
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para r; # 0 tem-se:

vpi(rit') =i+ e(P'/P).wp(r:) =i+ nwp(r;) =i mod n

Assim vp/(rit') # vp/(rit!) sempre que 0 < i,j5 < n—1, r,r; # 0. Pela desigualdade
triangular estrita segue:

’Upl(’l'iti)) = min{vp:(rit)/ri #0} < o0
o que é uma contradicdo e assim {1,,...,t" 1} é base de F'/F. Agora, de ¢e(P'/P) = n =
[F' : FJ, temos que P’ é o tnico lugar acima de P e portanto, O} = Op,. Mas t € Op;
portanto, Z;:Ol Opt' C Op: = O}. Considere z € Op: € escreva z = Z;:Ol z;t, z; € F. Como
0 <wvpi(z) =min{n.vp(z;)+i/0 < i < n—1}, pelo argumento usado anteriormente. Assim temos
que vp(z;) > 0 para todo i e z € 22:01 Optt, ie., Op = 2;:01 Opt' como queriamos. Agora que

d(P'/P) = vp:(p'(t)) segue de modo imediato do Teorema II1.2.23.
]

Os préximos dois lemas sdo usados na prova que utilizamos de forma fundamental para a
construgao de cédigos de Goppa auto-duais.

II1.2.26 Lema Se F/K € corpo de funcdes (K algébricamente fechado em F) e o € & um fecho
algébrico de K, entdo [F(a): F] = [K(a) : K].

Demonstragao : E evidente que [F(a) : F] < [K(a) : K]. Na verdade queremos mostrar que se
©(T) € K{[T) é polinomio minimo de a sobre K, entdo ¢(T") é irredutivel em F[T]. Suponha que
nao, i.e., ¢(T) = h(T).g(T) com h(T),g(T) € F[T) e gr(h(T)),gr(g(T)) > 1. Mas, observe que
qualquer raiz de h(T) e g(T') é raiz de ¢(T) também, e portanto é algébrica sobre K, e assim os
coeficientes de h(T') e g(T') sao algébricos sobre K e estao em F, mas K é algebricamente fechado

em F e portanto h(T'), g(T) € K[T] o que é uma contradigéo.
0

II1.2.27 Lema Seja F/K corpo de funcées algébricas com caracteristica p > 0. Dado um ele-
mento u € F e um lugar P € Pp, vale o segquinte:

(a) existe um elemento z € F tal que vp(u — (2P — 2)) > 0,
(b) ou para algum z € F,

vp(u— (2 —2))=—m <0, comm=zO0modp

No segundo caso, o inteiro m € unicamente determinado por u e por P, a saber
—m = maz{vp(u — (WP —w))/w € F} (111.21)

Demonstragao : Considere a afirmacio a seguir: Assuma que z1, T2 €F e vp(Z1) = vp(z2). Entdo

existe algum y € F' com
vp(Y) =0 e vp(z: —yPT2) > vp(es) (111.22)

De fato, a classe residual de (x1/x2)(P) € Op/P € nao nula; dai, (z1/x2)(P) = (y(P))? para
algum y € Op \ P (aqui é essencial que Op/ P seja perfeito). Isto implica vp(y) =0 e vp(x)/z2 —
yP) > 0, seguindo vp(x1—yPx2) > vp(r1). A seguir mostramos que: se vp(u—(2f—21)) = ~lp <0,
entao existe um elemento 2z, € F com

vp(u— (25 — 22)) > —Ip (111.23)
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A fim de provar isto, escolhemos t € F com vp(t) = —I; entdo vp(u — (2§ —21)) = vp(t?). Por
(111.22) podemos encontrar y € F com vp(y) =0

vp(u— (2] — 21) — ()" — yt)) > —Ip;

considerando 2z = 2; + yt, satisfazemos (II1.23). A partir de (II1.23) segue imediatamnte
a existéncia de um elemento que satisfaz (a) (respec. (b)). No caso (b) ainda falta provar a
caracterizacao de m dada por (II1.21). Por hipétese temos vp(u — (2 — z)) = —m < 0 com
m Z 0 mod p. Para qualquer w € F vale p.up(w — 2) # —m; logo, podemos considerar os casos:

Caso 1: pvp(w — 2) > —m. Entao vp((w — 2)P — (w — 2)) > —m e vp(u — (WP —w)) =
vp(u — (2P — 2) — ((w — 2)? — (w — 2))) = —m (utilizamos a desigualdade triangular estrita).

Caso 2: pvp(w — z) < —m. Neste caso, obtemos vp(u — (w? — w)) = vp(u — (2 — 2) — ((w —
2P —(w —2))) < —m

Em ambos casos vp((w — 2)P — (w — 2)) > —m, provando (I11.21).

1J1.2.28 Teorema (Extensées de Artin-Schreier) Seja F/K um corpo de funcées algébricas
com caracteristica p > 0. Suponha que u € F € um elemento que satisfaz a condi¢do a sequir:

u# wP —w paratodo weF (111.24)

Seja
F'=F(y) com gy’ —y=u (111.25)
Tal extensdo F'/F €é chamada extensio Artin-Schreier de F. Para P € IPp definimos o inteiro

mp por

m  se existe um elemento z € F satisfazendo
mp = vp(u— (2 —2)) =—m <0 emZ0 mod p,
—1 sewvp(u— (2P — z)) > 0 para algum z € F.

Logo, temos:

(a) F'/F € extensdo ciclica Galoisiana de grau p. Os automorfismos de F'/Fsdo dados por
oly)=y+v, comv=0,1,...,p—1.

(b) P é ndo-ramificado em F'/F see mp = —1.

(c) P € totalmente ramificado em F'/F see mp > 0. Denote por P' o tunico lugar de F' sobre
P. Entido d(P'/P) = (p— 1)(mp +1).

(d) Se pelo menos um lugar Q € P satisfaz mg > 0, entdo K € algebricamente fechado em F',
e

-1
g':p.g+p-T(—2+ Z (mp + 1).degP),
PcPy

onde g' (respec. g)é o género de F'/K (respec. F/K ).
Demonstragao :
(a) E um resultado classico da Teoria de Galois (veja [5]).

(b) Primeiro considere o caso mp = —1, i.e. vp(u — (27 — 2)) > 0 para algum z € F. Seja
1 =y—zeu =u—{2F —2); entao, F' = F(y1) e p1(T) = TP — T — u; é o polinémio
minimal de y; sobre F. Como vp(u;) > 0, y1 é integral sobre o anel de valorizagao Op, € o
expoente diferente d(P’/P) de qualquer extensio P’ de P em F satisfaz
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0 < d(P'/P) <vp:(p'(11)) =0
pois, ¢'(T) = —1 (ver 111.2.23). Logo, d(P'/P) = 0 e P’/ P é nao ramificado pelo Teorema
do Diferente de Dedekind.

(c) A seguir, assuma mp > 0. Escolha z € F tal que vp(u — (2 — 2)) = —mp. Considere
o elemento y; = y — z e u; = u— (2P — 2). Como anteriormente, temos F’' = F(y1), e
@1(T) = TP — T — u, é o polinémio minimal de y; sobre F. Seja P’ € IPr uma extensdo de
P em F'. Como y} — y; = u,, obtemos:

vpi(uy) = e(P'/P)vp(uy) = —mp.e(P'/P)

vp/(u1) = vp (Y] — 1) =pvp(y1)
Como p e mp sao relativamente primos e e(P'/P) < [F': F] = p, entao
e(P'/P)=p e wvp/(p)=—mp

em particular, P é totalmente ramificado em F'/F. Seja z € F um elemento P-primo.
Escolha inteiros %, j > 0 tais que 1 = ip— jmp (lembre que p e mp sio relativamente primos).
Entdo o elemento t = zy] é P-primo, pois vp:(t) = ivp/(x)+jvp:(y1) = ip—jmp = 1. Pela
Proposigao 111.2.25, o expoente diferente é dado por

d(P’'/P) =wvp(¢'(t))
onde ¥(T) € F[T] é o polinémio minimo de t sobre F. Seja G = Gal(F'/F) o grupo de
Galois de F'//F. Claramente

W(T) = [[(T - o(t)) = (T —1).A(T)
c€G

WT) = [[(T—o(t) € F'[T]

o#id

Logo, ¥ '(T) = h(T) + (T — t).h(T) e ¢'(T) = h(T). Concluimos que

d(P'/P)=vp: | [[t—c®) ] =D ve:(t—0o(t) (111.26)

o#id o#id

(a soma percorre os 0 € G com ¢ # id). Qualquer ¢ € G\ {id} é da forma o(y1) = ¥1 +
para algum p € {1,...,p —1}; assim

t—o(t) = o] — x(yr + p) = —z:. Y (%) Wy

=1

Como vp (¢ ") < vp (yi7") para I > 2, a desigualdade triangular estrita nos diz

vpi(t—a(t)) = vpi(x)+vp (pyl™)
= ip+(j—1).(—mp)
= ip—jmp+mp=mp-+1 (111.27)
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(utilizamos que j # 0 € K;; isso segue de 1 = ip — jmp). Substituindo (111.27) em (111.26),
obtemos d(P'/P) = (p — 1)(mp + 1).

(d) Considere Q € Pp tal que mg > 0; por (c) @ é totalmente ramificado em F'. Chame K' o
fecho algébrico de K em F' e suponha que [K’: K} > 1. Considere Q' o vinico lugar de F'
sobre Q; logo, e(Q'/Q) =n=[F': F] (*).

F K é algebricamente fechado em F'.

Por contradigdo: seja K' o fecho algébrico de K em F e [K' : K| > 1 ; temos que F
gFl' = F.K', considere Q; = Q'NF; . Por (*) segue que ¢(Q'/Q;) = 1, pois se tomamos
K' = K(a) temos F; = F() e neste caso [Fy : F] = [K': K] (por 111.2.26). Considerando
¢(T) € KI[T] e o polinémio minimo de a sobre K , pelo teorema 111.2.23, ja que ¢(T') € Og [T
, temos que 0 < d(Q1/Q)vg(p’(a)) ; mas p(c) € K e assim d(Q;/Q) = 0 e pelo Teorema do
Diferente de Dedekind temos e(Q;1/Q) = 1! Absurdo, pois e(Q'/Q) = e(Q'/Q1).e(Q1/Q) =
1. A férmula 1
g ' =pg+ p——(—2 + Z (mp + 1).degP)
2
PelPp

é conseqiiéncia de (b) e (¢) e da férmula de Hurwitz.
0

O préximo teorema tem uma prova anéloga ao teorema anterior e assim néo faremos tal demons-
tragao aqui. Mas ele serd importante na obtengiao de um exemplo de cédigo de Goppa auto-dual.

II1.2.29 Teorema Considere um corpo de funcdes algébricas F/K com corpo de constantes
K de caracteristica p > 0 e um polinémio aditivo separdvel a(T) € K|T| de grau p™ com todas
as raizes em K. Seja u € F; suponha que para quaquer P € Pp existe um elemento z € F
(dependendo de P) tal que

vp(u—a{z)) >0 (111.28)

ou
vp(u—a(z))=—m comm >0 e m#z0modp (111.29)
Defina mp = —1 para o caso (II1.28) e mp = m no caso (I11.29). Entdo mp € um inteiro bem

definido. Considere a extensdo de corpo F' = F(y) de F onde y satisfaz a equagdo
aly) = u
Se existe pelo menos um lugar Q € Prp com mq > 0, entdo vale o seguinte:

(a) F'/F ¢é Galoisiana, [F': F] = p™ € o grupo de Galois de F'/F € tsomorfo ao grupo aditivo
{a € K/a(a) = 0}, e assim € isomorfo a (Z[pZ)".(tal grupo € dito ser abeliano elementar
de expoente p; logo, F'|/F €é chamada extensio elementar abeliana de expoente p e grau p™.)

(b) K é algebricamente fechado em F'.
(¢) Qualquer P € Pr com mp = —1 € ndo-ramicado em F'/F.

(d) Qualquer P € Pp com mp > 0 € totalmente ramificado em F'/F, e o expoente diferente
d(P’/P) da extensdo P' de P em F'' é

d(P'/P) = (p" —1)(m—1)

(e) Seja g’ (respec. g) o género de F (respec. F'). Entdo

1 .on pn_l
9'=p"+— <—2+ > (mp+1).degp).

PcePFr
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IT1.3 Alguns Cédigos Auto-Duais

Nosso objetivo agora, é construir alguns exemplos de cédigos auto-duais; para tal, faremos uso de
varios dos resultados vistos anteriormente. Um cédigo C(D, G) num corpo de fungdes F'/K é
dito auto-dual se existe um diferencial de Weil 7 € Qp: tal que 2G — D = (1) e 1g(1) = 1 para
Q € suppD. Assim, nos exemplos a seguir, estaremos & procura de tais divisores e diferencial
apropriados.

Dado um corpo de fungoes F'' = F(y), comegaremos por encontrar os seus lugares com grau
um, a partir dos lugares de F = IFy(z) corpo racional e do polinémio ¢(T") € F{T| que define F'’
(y é raiz de ¢(T)). Assim, podemos construir D. Para encontrar um diferencial de Weil em F/,
vamos tomar o cotraco de um diferencial de Weil em F e calcular o seu divisor em F'’'; para isso é
necessario calcular o expoente diferente de todos os lugares Q/P de F’/, com P € TPy (para calcular
Dif f(F'/F)). Nesta altura, podemos encontrar o género g’ de F'', pois se W & divisor canonico
de F'/, entao 2g’'—2 = degW. Com isso, podemos encontrar um G satisfazendo 2G — D = (n); mas,
é preciso ter 1¢,(1) = 1 para cada Q; € suppD. Usando o Teorema de Aproximagao, é possivel
encontrar z € F' tal que o diferencial z~'n satisfaz a propriedade desejada; se existir u € F’
tal que u? = z, entdo considerando G’ = G — (u) obtemos um cédigo auto-dual. Nos exemplos
encontram-se indicados os resultados utilizados. Estaremos trabathando com ¥y, corpo finito com
q elementos.

111.3.1 Exemplo Seja ¢ =2°e F' = Fy(z,y) com F' definido pela equagao

Y +y=f(z), f(z)eF,z], deg(f(t))=m #0mod?2

Considere F = Fy(x), o(T) =T?+ T — f(z) € F[T] e Py o polo de z em F = IF,(x). Como
Veo(1) = 0 e voo (f(z)) = —m < 0, estamos na condicao (2) de II1.1.14; logo, ¢(T) é polinémio
irredutivel sobre F[T] e define o corpo F'' = F(y), onde y é uma raiz de ¢(T). Além disso, pela
mesma proposigao, P, tem uma tinica extensao em F'/, Q. € Py, satisfazendo

e(Qco/Poo) =2 e f(Qoo/Foo) =1
e assim, (o, = 2P.

A fim de saber quem sao os demais lugares de grau um em F’, devemos estudar as extensdes
dos lugares de grau um em F’; considere o conjunto a seguir:

M={acF,/ABeF,: 2+ 8= f(a)}

Para « € M, vamos estudar o divisor dos zeros de z — a em F’. Considere 8 € IF, tal que
B2 + B = f(a); entdo:

v +y—flz) = B+8-f(a)
Y+y-5-8 = fl&)-flo)
=82+ @y—B) = fl@)-f(a)
-By+B+y—-06) = fl)—f(o)
=Ry +p+1) = (z—a)g(z)
pois (z — a){(f(z) — f(a)).
Logo, se v, é a valorizagio correspondente ao lugar P,, entao v.(f(x) — f(a)) > 0. Seja
Q € Pp: com Q/P,, entao

ve((y— By +B+1))=vo(y—B) +vely+6+1) >0
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Podemos escrever y + 8+ 1= (y—fB)+1ley—B=(y+ B +1)— 1. Se vg(y — B) é negativo,
entao:

vo(y + B+ 1) = min{ug(y — B), ve(1)} <0
chegando a uma contradigéo . Logo, vg(y — B) ou vo(y + B+ 1) é positivo.
e Se vg(y — B) > 0, entdao vg(y + B+ 1) = min{vg(y — B),0} =0
e Se vg(y+ B+ 1) > 0, temos vg(y — 8) = min{vg(y + 8+1),0} =0
Logo, héa pelo menos duas extensoes de P, em F’. Por I11.1.11, segue que hé exatamente duas
extensoes Q! e Q2 e que e(Q',)/P,) = 1 e f(Q)/P,) = 1, pois [F': F] = 2. O Teorema 111.2.28
nos diz de forma simples que, a menos de Q. / Pso, todos os lugares @/ P de F' sdo ndo-ramificados;

no entanto, é interessante ver que é possivel encontrar a extensao de um lugar sem ter que utilizar
resultados mais fortes.

A fim de construir um cédigo auto-dual é preciso encontrar divisores D, G € Dp tais que 2G—-D
seja um divisor canénico, i.e., que exista um diferencial de Weil n € Qp: tal que () = 2G — D
e que 7g_(1) = 1 (ver 11.2.12). Por 111.2.18 tendo um diferencial de Weil de F, sabemos como
encontrar seu cotrago em F'’ e calcular seu divisor. Como F é corpo de fungdes racionais, entdo
—2P,, é divisor canénico; seja w seu diferencial de Weil e passemos ao cilculo de (w'), o divisor
do seu cotrago:

(w') =Conp p((w)) + Dif f(F'/F)

Conpp((w)) = Conpip(—2Px)=—2 Z e(Q/Px)-Q
Q/Poo
= —22.Q, = —4Q

Para o célculo do diferente precisamos estudar o valor de d(@/ P) para todo @ € IPy/; usaremos
o Teorema 111.2.28. Como o polinémio @(T) = T? + T — f(x) é irredutivel, estamos nas condigdes
de tal Teorema.

Para P € IPp vamos calcular mp; temos p = charF, = 2

e P=P,ez=1,entdo vp(f(r)— (12 -1)) = vp(f(z)) = —m <0

Logo, mp, = m e por 111.2.28(c) Py é totalmente ramificado e se Q. /Peo, entdo

dQu/Px)=p—1D(mp_+1)=m+1

e P#Poez=1: vp(f(®)— (12— 1)) = vp(f(x)) 20, ¥ P # P
Assim, mp = —1 para todo P € Py \ { P} e por 111.2.28(b) todo P # P, é nao-ramificado:
e(Q/P) = 1; mas 2 f1 e assim, por I11.2.22 (b), para todo P # Pw, d(Q/P) = ¢(Q/P)—1 =0.

Assim,
Diff(F'/[F)= ) > d(Q/P)Q=(m+1)Qu
PcPrQ/P
(@) = =4Qu0 + (M +1)Qo0 = (M — 3)Qux

é divisor canénico em F'. Logo, ja podemos calcular o género de F'', pois sabemos que o seu grau
é2g'—2 onde g’ é o género de F'; disto, temos:

deg(w’) = (m —3).degQ
29'—2 = m-3
, _ m—1
9 T T
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Considere U C M, |U| = s, n = 2s e o polinomio ¢(z) = [], cy(r + a;); o divisor D =
(p(x))o = Q1+ ...+ Qn onde para j = 1,2, Q) = Q;;(j_1)s sdo os lugares sobre Pq,.

(1/¢(z)) = Qe — D

é divisor principal, e portanto se = w’/p(z),

()= @) = (@) = (14m = = D=2 (5 + "52) @u = D
¢ divisor canonico. Considerando G = (s + 252 )Qoo, temos que 2G — D = (n) é divisor candnico.
Isso garante que (n)q,(1) # 0 (por 1.6.3) mas queremos encontrar 7’ € Qr tal que ng (1) = 1.
Dado a; € U, seja §; €F, tal que (y — ;) (¥ + B; + 1) = f(z) — f(c); denotaremos

fi=W=B)=Firs € fia=@+pi+1)=Ff, 1<i<s
temos que vi{fz) >0 e vk(ﬁ) =0, onde v}, = vg,. Seja

p(x)

/;c ara k=1,...,n=2s, k=1imods.
(a:—a,)f P

Iy =

Temos que (k # 1,1 + 8):

vi(fi) >0 Vigs(fi) =0 ue(fi) >0
u(f)=0  wiw(f)>0  w(f)>0
vi((t—a)) =1 vips((z—)) =1 v((z—))=0
vi(l;) =0 Vigs(l) >0 v(L) >0
Agora, considere
Ik .
o)t i k = imods

Z2p =

e avaliando:

vies(z) = vigs(l) — min{viss (), vies (T — @), viss(L)} > 0
vk (2) v (L) — min{ve(fi), vi((z — aw)), vk ()} > 0

e para z; — 1,

vilzi— D) =v(fit(z—a))—vlfi+t(@—0)+L) >0
Lembremos que estamos trabalhando num corpo IF; com caracteristica dois, ¢ = 2°; logo, para
todo a EFq, dbeF,coma= b2. Assim, para cada a; = 1q, (1) € Fq, existe b; EjF‘q com a; = b2.
Além disso,
vi((z: = 1)%) >0, wvigs(z) >0, vi(z)>0.
Seja z =Y _p_,; bk.2y; entdo,

n n
2= (Z by.2k)? = Zb Eak 2.
k=1 k=1

Avaliando 2% — a;:
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n
vi(22 —a;) = wilai(zZ—-1)+ Z ax.z8)
i#tk=1
n
> min{vi(a;(22 — 1)), vi( Z ax-22))} > 0.
i#tk=1

Logo, v;(2?) =0, 2% € Og, \ Qi e 2%(Q;) = a;. Considerando 1’ = z~ 2.7, obtemos:

14;(1) = nq.(z7%1) = 27%(Qi)-n@. (1) = a; L.as = 1

Seja G'=G —(2): 2G' =D =2G - D —2(2) =(n) + (272) = (n")
O cédigo C¢(D,G") é auto-dual.

A questio se podemos construir desta forma cédigos auto-duais de comprimento n grande é,
portanto, de particular interesse. Usando a cota clissica de Hasse-WEeil, o cédigo que acabamos de
descrever tem cota

n < q+2gq% = g+ (m - 1)q?

Mas, se considerarmos o caso particular ¢ = t2, t = 2" e f(z) = z'*!, i.e., estamos considerando

F'=F,4(z,y) com y? +y = £**1, tal cota é atingida. Neste caso o conjunto M = {a € F,/3 B €
IF, : 32+ 3 = f(a)} é o préprio F, (vamos provar o fato mais abaixo) e assim o conjunto U
escolhido poderia ser o préprio F,; e ¢(xr) = X9 — X. Considere « €lF,; entdo 1 = o971 =
at=D+1) ¢ portanto, att+l) = at*l ¢ assim of*! € Fy C F,;. Agora considere o polinémio
g(T) =T? +T — o!*! € Fy. Se g(t) tem raiz B € Fy, ja temos 8 € Fy tal que B2+ B =o'l e
assim o € M. Se g(t) nao tem raiz em Fy, i.e., g(t) é irredutivel, considerando S raiz de g(t) em
¢ fecho algébrico, teremos [Fy(8) : Fy] = 2, i.e., |F:(8)] = t?, e portanto, F:(8) = F, e de novo
a€ M.

Mais ainda, a diferencial n = 7;‘—’_;)? satisfaz: para todo Q;, 7@, (1) = 1, e portanto, o cédigo
Cr(D,G),onde D=Q1,...,Q2 e G =(5+25)Qu0 = (3 +t+1-3)Qo = (] +t — 2)Qu é
auto-dual.

Fng,(1) =1paratodoi=1,...,n.

Lembre que w’ = Cotr(w), w € Qr e (w) = —2P, e assim, por L6.4(c) wp,((z —a;)" ') =1e
wp,(1) =0, paratodoi =1,...,q. (M = {os € Fy, 3B;: B2+ Bi =it}

Se v € F', v = a(x) + yb(x), com a(z),b(z) € F = Fy(x); da defini¢gao de cotraco e da nogio
de componente local de um diferencial, temos: wp,(Trr//p(7)) = Trgjp, (WG, (V) + w4, (V)
Como K' = ¥y, entao Trg. g () = v ; como char(lFy) = 2, Trpyp(y) = y+y+1 =1
e para todo z € F, Trpyp(z) = z+ 2 = 0. Logo, Trp,r(y) = Trp,r((a(z) + yb(z))) =
a(z)Trp/r(1) +b(x)Trr F(y) = b(x).

1. Se a(z) € F, entao wy, (a(z)) = wy,,  (a(z))

Prova: Trp:;p(a(z)) = 0; logo, wp, (Trr/r(a(z)) = wp, (0) = 0 e wy, (a(z) = —w},, (a(z))
“’é,-+s (a(x)), e portanto, wo, (a(z)) = WQ,ys (a(z))

2 Fwh (35) =1=wh,. (=)
Prova: F w (qu—_z> =l=w (z_lai) .

2 —z=(r—a)! —(z— ;) = (x— a).((x — )" ' - 1)

|

chamando g(z) = (r — ;)?"! — 1, temos que:
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1 4 1 _ 1l+g(x) (r—0)?T!  (x—ay)T?
-q (-a) (z—a)g(r) (z—a)g(2) g9(z)
pois g =12 =2%" h > 1 e assim, wpmi(mql_q + Z&Tl&‘j) =wp, (0) =0, isto é,

€ P,,

1 184
wPai(m)—wP (( a,))
Como Trp’/p(i’—q—%) = =, entdo
! 1 y—ﬁt I y_ﬂi
1= WP,-("—“'—mq __1_) = "-’Q,-(mq —a:) +wQ"+5(mq —x)

Se y= 4B ¢ n! = H;xtﬁ. entdo temos vg, (y) 2> 0 e vg,,, (7') = 0; logo, como v, (w') =

zi—x

0, por 163 que wé ('y) = 0 wg;,,(7') e assim, 1 = = wp,(z53) = w§,,.(7). Como
v = Lfitl + == =7+ =, entdo
! 1 ! ! 1 ! 1

1= YQits (7) =W, () + in+s(m) = in+s(m)

De 1. segue que
1
1=w
in(xq —.’L‘)
Como 7 = ;%—, segue de 2. que:
(1) = wb (o) = 1 = wh, (=) = 10w (1)
NQ; e\ = Qit+s\ g _ 2 NQi+s

I11.3.2 Exemplo Dado IF, com q = p", p um primo arbitrério, considere o corpo de funcdes
F' =Tg4(z,y), onde y° = f(z). Assuma que:

(a) f(z) = q1(x)..... ¢-(x), gi(x) € IFy[z] onde os ¢;(x) sdo irredutiveis e co-primos dois a dois;
deg(qi(z)) = m; e m = deg(f(z)) = my + ... + m,.

(b) mde(e,m) =1eqg=1mode.

Nesta condigoes, por 111.1.14, o(T) = T — f(z) € f[T] éirredutivel, onde F = F,(z), e portanto
[F':F]=c¢€eoslugares P, P; = (¢;(x))p com i = 1, ..., 7 sdo totalmente ramificados. Mostra-se
também que:

1. Se Quo/Poo, entdao d(Qoo/Poo) = € — 1.

Prova: Como Q. /P é totalmente ramificado, €(Qu/Px) = €; como char(F,;) = p e
g = 1mode, entdo mdc(p, e) = 1, ou seja, char(IF,) /|e(Qo/Px); logo, pelo Teorema do
diferente de Dedekind, d(Qoo/Pos) =€ — 1

2. Paracadai = 1,...,r considere o lugar Q;/P; = (¢;(z))o de F''; entéao como e(Q;/P;) = e—1,
novamente pelo Teorema de Dedekind, d(Q,/F;) = ¢ — 1.
3. Se PePr\{Px,P1,.-..,P.} e Q €Pp: com Q/P, entao d(Q/P) =

Prova: P é tal que vp(f(z)) = 0 e portanto, p(T) = T° — f(z) € Op[T)]. Logo, por 111.2.23

temos 0 < d(Q/P) < vg(p’'(y)). Observe que e. vQ(y) = vo(f(z)) = e(Q/P).vp(f(zx)) = 0;
assim, vg (¢'(y)) = vo(e) + (e — 1).vg(y) = 0, pois por (b), e € IF,. Logo, d(Q/P) = 0.
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De 1,2 e 3 jtemos que: Dif f(F'/F)=(e~1)(Qoc + @1+ ...+ Q)
Considerando w € Qp com (w) = —2P,, divisor canénico de F, seja w' = Cotrp,;p(w). Como

ConF’/F(_2Poo) = “‘2€Qoo,

temos

(w') = Conpp(w) + Dif f(F'/F) = (e—1)(Q1+... + @) — (6 + 1)Qu.

Como (w') é divisor canénico, ja podemos calcular o género de F':

29'—2 = deg((e—1D(@1+...+Qr)—(e+1)Qx)
(e—D(my+... +my)— (e +1).1

= (e—1)m—(e+1)

g - memD-eo)

(e—-1)(m—1)

—

Queremos achar os demais lugares de grau um de F''. Para isso, considere o conjunto

I

M={aecF,/f(a)#0e3 BelF,:p°= f(a)}.
Para a € M, se P, = (z — &) sabemos que se Q/P,, entdao e(Q/P,) = 1 (por 111.2.24) e P,
tem e extensoes distintas Q,;/P, com f(Q.:/P,) = 1. Agora considere o conjunto U C M com
{U|=52>1eseja

o(@) = [[ - o)
aclU
Logo,
(1/<P($)) = e-sQoo - Z ZQai = e-sQoo - (Qll +...t Qé‘s)'
ael i=1
Note que
ve(y?) = wo(f(z)) = e(Q/P)vp(f(x))
e(—m) ) Q = Qoo
= e.l ,Q=Q;, i=1...,r
0 , caso contrario
Logo,

(1/?}6_1) = (6— 1)ono - (e - 1)(Ql +...+ Qr)

Considere o divisor canénico a seguir:

!

y—e:%;(;ﬁ = (=)@t +Q)— (e+1)Quo
~[(e—1)(Q1+...+Qr) — (e~ 1) m Quc]
—@1+ ...+ Q. ;) —es Qo

= [+ +(e-1)m+es|Qu—[(Q]+...+Q. )

20" -2+ es]Qe0 — [(Q) +--- + Q. )

= [2¢'—-2+es]Qw— D.

() =(
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Se n = e.s & par, (basta tomar s par, ou se e for par esse cuidado é desnecessério), considerando
r=g"—1+% e G =rQuw, obtemos que

(m)=2G-D
Isso nos garante que vg:(n) = —1 e assim 7g:(1) = a; # 0. Pelo Teorema de aproximagio
existe x € F'' tal que vg:(z — a;) > 0; logo, 2(Q/) = a; e assimse 7’ = 27 1.7
T)é‘:(l) = nQiI(z—l.l) = Z_I(Qi/).’r]Qil(l) = ai‘l.ai =1

Se existir u € F' tal que u? = 2, entdo considerando G’ = G — (u) obtemos o cédigo auto-dual
Cr(D,G"); se a caracteristica de I, for par esse elemento sempre existe (no exemplo anterior foi
possivel construi-lo). Caso contririo, obtemos, na melhor das hipdteses, um c6digo auto-ortogonal,
considerando H € D tal que 2H < (n') + D. O cédigo Cr(D, H) é auto-ortogonal.

111.3.3 Exemplo Considere o corpo arbitrario finito ¥, com char(F,;) = p. Defina o corpo
F' = Ty(z,y) pela equagio:

My) = f(x) com h(y) € Fyly], f(z) € Fyla].
Assuma também que:
1. h(y) é o polinémio de grau p” dado por
v .
h(y)zzciypy G E€Fy, c0#0, ¢ #0
i=0

o qual é separivel e se decompoe em fatores lineares em IF, e seus zeros formam um subgrupo
aditivo de ¥y de ordem p".

2. deg(f(x)) = m Z 0 mod p.
Usando 111.1.14, com o lugar P, € IPp e F = IF,(z) prova-se que o polinomio

o(T) = h(T) — f(x) € F[T]

é irredutivel sobre F, e que P, é totalmente ramificado em F': Quo/Fo com €(Quo/Fuo) = p¥
€ f(Quw/Fs) = 1. Para encontrar as demais extensoes dos lugares de grau um de F, usamos o

conjunto

M={acF,/3BeF,:hp)=f()}

Para cada & € M o elemento (z — &) tem p” zeros distintos em F''. A seguir, apresentamos o
calculo do expoente diferente de cada lugar Q/P, P € IPp; pela Proposigao 111.2.29 temos que:

d(QOO/POO) - (pV - 1)(m+ 1)
e que todo P # P, é nao- ramificado, i.e., e{@Q/P) =1 e por 111.2.22, obte-se que

Considere —2P., o divisor canénico de F, e seja 1 € Qp o seu diferencial de Weil, i.e., (n) =
—2P,,. Calculemos o divisor do cotrago de 7:

78



(n) = Con(—2Py)+ Diff(F'/F)
—26(Qoo/ Poo) Qoo + d(Qoo/ Poo)
[=2p" + (p")(m +1)]Qco
(P'm—p" —m - 1)Qco.

Il

Com isso, podemos calcular o genéro g’ de F', pois, deg((n’)) = 2¢’ — 2:

29’ -2 = pm—p"—m—1
g’ = 1/2(p0"m—-p" —m+1)

;o @=Dm-1)

5 .

Agora, prossigamos com a construcao dos divisores D e G; seja U C M, {U| = s > 0, e seja:

¢@) = [ - = D= ()@

aclU

Queremos encontrar G tal que 2G — D seja canénico. Para isso, considere o diferencial de Weil
w de F' dado por:

n
w=—
o()

Entao,

) = (P'm—p"—m—1)Qu +p"sQec — D
= (29" ~2+p"5)Qe — D.

Desse modo, encontramos um diferencial tal vg(w) = —1 para Q@ € suppD, o que garante que
wq(l) = a; # 0. Pelo Teorema de Aproximacao podemos encontrar z € F' tal que vg(z — a;) > 0
para cada Q € suppD. O diferencial w’ = z~l.w satifaz as condigdes desejadas: vg(w') = —1
e w (1) = 1. Agora, se existir u € F’ tal que u? = 2z, entdo, se p”.s for par considerando

G=(g' -1+ E%)Qoo — (u), obtemos o cédigo auto-dual C(D, G).
Se alguma dessas condigoes falhar, considerando H tal que 2H < (2g' —2+p”.s) — (z) obtemos
um cddigo auto-ortogonal C(D, H).
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Apéndice
Extensoes Integrais de Anéis

Para facilidade de referéncia apresentaremos neste apéndice os conceitos basicos, definicoes e resul-
tados mais importantes (sem demonstragoes) sobre os varios pontos da teoria geral de extensoes
integrais de anéis comutativos com identidade utilizados neste trabalho. Neste texto, sempre que
falarmos em extensoes de anéis, estamos nos referindo a extensoes de anéis comutativos com iden-
tidade. As principais referéncias para este apéndice sdo [4] e {5]-

Iniciamos lembrando que se S/K é uma extensao de anéis com K corpo, denotaremos por
[S : K] a dimensdo do K-espaco vetorial S.

II1.1 Defini¢ao Sejam S/R uma extensao de anéis e y € S. Dizemos que y é integral (ou inteiro)
sobre R se existe um polindémio ménico f(z) € R[X] tal que f(y) =0 (i.e., y é raiz de f(x)).

Um primeiro resultado que caracteriza um elemento integral sobre um anel R é dado pela
seguinte proposicao :

II1.2 Proposigao Dados uma extensdo de anéis S/R ey € S, as seguintes condi¢ées sdo equiv-
alentes:

1. y € integral sobre R.
2. O anel Rly|l = {f(y); f(X) € R[X]} € um R-mddulo finitamente gerado.
3. Existe um sub-anel B de S tal que R C S, B é R-mddulo finitamente gerado e Y € B.

II1.3 Observagao Observe que quando R é um corpo o conceito de elemento integral sobre R é o
mesmo que de elemento algébrico sobre R. Assim, todos os conceitos e resultados que descrevermos
em termos de extensoOes integrais podem ser vistas no contexto de extensoes algébricas de corpos.

Como conseqiiéncia natural da Proposicgao I11.2 podemos obter o seguinte resultado mais geral:

I11.4 Proposicao Sejam S/R extensdes de anéis e yy,...,yn € S. Entdo yy, ..., Yn Sdo integrais
sobre R see o anel R[y1,-..,yn] € um R-mddulo finitamente gerado.

A partir desta proposigao obtem-se que:

II1.5 Corolario Seja S/R uma extensdo de anéis. Entdo:
1. Sey,z € S sdo integrais sobre R, entdo x £y e x.y também sdo.
2. ics(R) = {y € S,y é integral sobre R} € subanel de S.

O Corolario IIL5 nos leva as definicdes:
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I11.6 Definicao Seja S/R extensdo de anéis; o anel ics(R) é chamado fecho integral de R em
S. Se R é dominio e S = K é o corpo de fragdes de R, entao, icx(R) é chamado fecho integral de
R. Se todo elemento de S é integral sobre R dizemos que S/R é uma extensdo integral.

Uma propriedade fundamental a respeito de extensoes integrais é dada pela seguinte proposigao:

II1.7 Proposicao (transitividade) Se S/B e B/R sdo extensées integrais, entio, S/R também
€ inlegral.

Uma relagao entre extensoes integrais e extensoes algébricas de corpos pode ser vista no seguinte
resultado:

II1.8 Proposigao Se S/R € uma extensdo integral de anéis sendo S wm dominio, entdo: S €
corpo see R € corpo e nesse caso S/R € extensdo algébrica de corpo.

II1.9 Definicao Dado um dominio R, dizemos que R é integralmente fechado se icx (R) = R,
onde K é o corpo de fragoes de R.

A seguir, apresentamos alguns exemplos de dominios integralmente fechados:

I11.10 Exemplo Todo dominio fatorial é integralmente fechado. Em particular, os dominios
principais s&o integralmente fechados, e portanto, os anéis de valorizagoes de corpos de fungdes
algébricas sao integralmente fechados.

I11.11 Exemplo Se S' é um dominio ¢ F é uma familia de subanéis de S que sao integralmente
fechados, entdo B = Njcr A é integralmente fechado. Em particular, os anéis de holomorfia de
um corpo de fungées (Definigdo I11.2.2) s3o integralmente fechados.

Agora, estamos interessados em introduzir a funcgao traco de uma extensao algébrica finita de
corpos L/K. Para isto, considere y € L e {v1,...,9,} C L uma K-base do espago vetorial L.
Considere agora a aplicagao K-linear determinada por y e definida por:

my: L -— L
r —  yx

Como a = {v1,...,v,} é base de L, temos que para todo j, 1 < j <n,yv; = > -, a;jvs, a5 €
K e assim determinamos a matriz a = (a;;), chamada de matriz de representagao de m, na base
a e denotada por [my],.
I11.12 Definicado Dados L/K uma extensao algébrica com [L : K] =n, a = {v1,...,v,} C L
uma K-base de L e y € L, definimos o trago de y € L em K por Ty /k(y) = Trimyle = S ek,
onde [my]a = (a;5) € M, (K).

I11.13 Observacao Pela élgebra linear, sabemos que a defini¢ao da fungao traco nao depende
da escolha da base a.

As primeiras propriedades da funcao traco podem ser dadas no seguinte resultado:

I11.14 Proposicaoc Seja L/K uma extensdo finita de corpo. Entao a aplicagio Tr: L — K €
um K -funcional linear que satisfaz: se a € K, entdo Trp i (a) = na, n = [L: K].

Agora lembre que uma extensao algébrica de corpos L/K é dita separdvel se todo elemento
Y € L é separdvel sobre K, i.e., se o polinmio minimo de y sobre K, p,/x(X), s6 tem raizes de
multiplicidade um em algum fecho algébrico de K (e portanto em todo fecho algébrico K de K).
Para extensoes separdveis a aplicagdo traco tem propriedades fundamentais, que descrevemos em
seguida:
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II1.15 Proposicao Seja L/K uma extensdo de corpos separdvel e finita. Sey € L ex1,..., Ty
sdo as raizes do polindmio minimo dey sobre K num fecho algébrico de K, entao temosTry k(y) =
s{x1+ ...+ 2m), onde s =[L: K(y)].

I11.16 Observacao Nas condigbes acima, uma outra versao da Proposicao 1I1.15 pode ser vista
da seguinte maneira. Se consideramos o conjunto

Isog(L,K) = {0 : L — K,0 é um K —homomorfismo de L num fecho algébrico K de K}
sabemos que: Isok(L,K) = {01,...,0,}, onde n = [L: K] e entao Trp g (y) = > i, 0:(y)-

Na verdade pode-se provar que se L/K é extensao finita e separdvel entao a forma bilinear ¢
definida (a partir do trago) por ¢(z,y) = Try/k(x.y), 2,y € L é ndo-degenerada e entao tem-se o
seguinte resultado:

I1I1.17 Proposicao Se L/K € uma ertensio separdvel ¢ finita de corpos e o = {v1,...,vn} €
uma K-base de L, entdo existe uma outra K-base de L, 8 = {v},...,v.}, tal que para quaisquer
i,j com 1 <4, j < n tem-se Tr(v;.v}) = 6;5, onde 6;; € o simbolo de Kronecker. Neste caso dizemos
que (3 € a base dual de o em relagdo ao trago.

Na verdade, neste apéndice estamos especialmente interessados no estudo da seguinte situacao:

(*) Seja R um dominio integralmente fechado, K seu corpo de fracoes e L/K uma extensdo de
corpos finita e separavel. Considerando R’ = icp(R) = {y € L,y integral sobre R} o que
podemos dizer de R’ a partir de R em termos da aplicagao traco e do préprio R.

Observando que se 0 : L —> K é um K-isomorfismo de L em K (um fecho algébrico de K) e
¥ € R, entao o(y) € R’ e podemos obter a partir da versao dada pela Observacio 111.16 para o
traco que:

I11.18 Lema Na situa¢do (*), se y € R', entdo Try k(y) € R; mais ainda, p, x(X) € R[X],
onde p,/k (X) € o polinomio minimal de y sobre K.

Agora usando a definigao de icp(R) € os resultados 111.17 e I11.18 obtem-se o seguinte teorema
geral:

I11.19 Teorema Sejam R um dominio integralmente fechado, K seu corpo de fragdes, L/ K uma
extensdo de corpos finita e separdvel e R’ = ic (R). Entdo:

1. L € o corpo de fracies de R' e R' € integralmente fechado.

2. Sea={vy,...,vn} é uma K-base de L, entdo existemas, ...,an €R talque o’ = {ayvy, ..., 4,0} C
R' e a’ é K-base de L.

3. Se 8 ={u,...,un} é uma K-base de L com 8 C R’, entdo R’ C Ru! &...® Ru;, onde
{u},...,u.} € base dual de 3 com relagd@o ao trago (ver II1.17).

II1.20 Definicao Se S/R é uma extensio de anéis tal que S é um R-médulo livre de posto n e
a={vy,...,v,} € S é uma R-base livre de S, entao dizemos que & é uma base integral de S/R.

Para concluir, lembrando o teorema de médulos sobre dominios principais e usando a parte 3
do teorema I11.19, obtemos o seguinte resultado fundamental:

I11.21 Coroldrio Se no Teorema II1.19 supormos que R é dominio principal, entdo, R' é um
R-mddulo livre de posto n, onde n = [L : K| e portanto R'/R admite uma base integral.
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