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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma teoria geral devida a Dubovitskii e Mi-
lyutin para obtermos condigoes necessédrias de otimalidade em vérios proble-
mas de Otimizagdo. As ferramentas essenciais usadas sao: Anélise funcional
e An4lise convexa. Aplicamos os resultados gerais para obtermos as condigoes
cléssicas de Fritz-John e Karush-Kuhn-Tucker da programacao matemdtica
e as condigoes necessdrias de otimalidade do Principio do Mdximo de Pon-
tryagin da teoria de controle. Em seguida fazemos uma aplicagao ao classico
problema do Pouso Brando.
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Capitulo 1

Introducao

Em diversos campos, tais como da Fisica, Biologia, Economia, Adminis-
tracao, Engenharia, etc, surge a necessidade de resolver problemas os quais
exigem otimizacao. Com este fim, as pessoas dedicadas & solucionarem os
problemas precisam reformular os mesmos via modelos matematicos. Nes-
ses modelos deseja-se maximizar (ou minimizar) uma fungao (s vezes nao
linear), denominada funcgao objetivo, de vérias varidveis escolhidas dentro de
alguma regiao admissivel - regiao definida por restrigoes impostas as varidveis
do problema.

Tais problemas mateméticos que exigem calcular o maximo ou minimo
(a palavra 6timo inclui ambos) de alguma funcgao objetivo, usualmente uma
funcao de varidveis vetoriais, sujeita ou nao a restrigoes, sao chamados pro-
blemas de programacao matemadtica.

Outros tipos de problemas sao aqueles cuja funcao a ser otimizada en-
volve varidveis em funcao do tempo (varidvel de estado - descreve o estado
do sistema em funcao do tempo, e varidvel de controle - descreve alguma
“entrada” para o sistema) sujeitas a algumas restrigoes. Tais problemas sao
chamados problemas de controle étimo.

Um dos resultados mais importantes da Teoria de Controle Otimo ¢ o
Principio do Mdximo de Pontryagin, que ¢ um conjunto de condi¢oes
necessdrias de otimalidade para problemas de controle 6timo, e se demonstra
usando principalmente instrumentos de andlise funcional e andlise convexa.

Os problemas matemaéticos podem estar em dimensao finita ou infinita.



1.1 Proposta

Nesta dissertagao iremos apresentar a teoria desenvolvida por Dubovit-
skii e Milyutin, em 1965, a qual é geral para problemas extremais sujeitos
ou nao a certas condigoes. Dela derivam-se as condigoes necessdrias de oti-
malidade de Fritz-John e Karush-Kuhn-Tucker da programacao matematica.
Também esta teoria engloba o Principio do Maximo de Pontryagin dentro do
contexto da regra dos multiplicadores de Lagrange. Este Principio torna-se
fundamental no Célculo de Variagoes, visto que as condigoes necessédrias de
otimalidade:

a) Equacao de Euler;
b) Condigiao de Legendre;
¢) Condigao de Weierstrass;

d) Condigao de Weierstrass-Erdmann,

sao conseqiiéncias deste Principio do Maximo de Pontryagin.

Para exemplificar, faremos uma aplicagao ao cldssico problema do Pouso
Brando do campo da Fisica.

Os instrumentos mateméticos que iremos utilizar na apresentacao do for-

malismo de Dubovitskii € Milyutin serao a Andlise funcional e An4lise con-
vexa.

1.2 Organizagao desta dissertagao

No capitulo 2, foram coletados alguns resultados, os quais serao instru-
mentos essenciais no decorrer do trabalho, de modo a facilitar a exposicao
das idéias de Dubovitskii e Milyutin, formalizadas com maiores detalhes na
seqiiéncia. No capitulo 4, particularizamos as condigoes necessdrias de oti-
malidade obtidas no capitulo 3, ao apresentarmos as condigoes de Fritz-John
para problemas de programacao nao-linear em IR" e quando também apli-
camos esse mesmo formalismo a um problema especifico de controle 6timo,
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de onde se chega & condigao necessdria referida como Principio do Méximo
Local de Pontryagin. No capitulo 5, expomos um problema da Fisica - Pro-
blema de Pouso Brando - cuja andlise do 6timo ¢ feita via as condigoes de
extremo de Pontryagin. Encerramos, no capitulo 6, comentando a respeito
de trabalhos referentes a problemas de otimizacao, diferentes daqueles apre-
sentados aqui; bem como citamos questoes ainda nao resolvidas.

Fazemos uma breve mencao de que as figuras, inerentes neste trabalho,
sao apenas esbocos das argumentacoes explicitas no momento em questao.
Algumas notas de rodapé sao apenas para definir notagoes para aquele leitor
nao envolvido diretamente na drea de anglise funcional, ou sao algumas infor-
macgoes a respeito de alguns matematicos. Deixamos referéncias bibliogréaficas
para aquelas demonstragoes que poderiam fugir do nosso objetivo porque sao
extensas ou porque envolvem grande parte de resultados no contexto em que
se encontram. Lembramos que foi utilizado o termo operador no sentido de
transformacao e ainda mais, para intervalo aberto fizemos uso da simbologia
la, b ou (a, b) quando nao possibilitasse qualquer tipo de confusao. Algumas
vezes aparecerd a abreviacao i.e. significando isto é. Fizemos uso da nomen-
clatura forma linear equivalendo a funcional linear. Na bibliografia constam-
se referéncias as quais ajudariam tanto ao leitor nao matematico, como aquele
que deseja aperfeicoar seus conhecimentos no 4mbito da matematica exigida
aqui. Ordenamos a bibliografia colocando o sobrenome dos autores em ordem

alfabética.



Capitulo 2

Preliminares técnicos

Neste capitulo, para aquele leitor nao familiarizado com assuntos de
andlise funcional e convexa, apresentamos algumas definigoes e teoremas os
quais usaremos durante o desenvolvimento da dissertagao. Para aqueles inte-
ressados em aprofundar no assunto sugerimos consultar Girsanov [22], Zei-
dler [40], Deimling [17], Edwards [19], Brezis [13], Kolmogorov [28], Rudin
[35] e Yosida [39, 1978].

2.1 Cones e cones duais

Nesta dissertacao, Y designard um espaco de Banach ! e y° um ponto de
Y. Quando isto nao ocorrer deixaremos explicito no texto.

Definicao 2.1.1 Um subconjunto K C Y €é chamado um cone com vértice
na origem U se, e somente se,

h € K, implica ah € K, Vo >0, i.e, aK = K, Va > 0.

Definicao 2.1.2 Um cone K é chamado convexo, se dados y,, y» € K entao
Y1+ vy € K.

! Stefan Banach (1892-1945), matemético polonés, é considerado um dos maiores her6is
da histéria do desenvolvimento da mateméatica.

Definimos um espago de Banach como um espaco normado o qual é completo na métrica
provida da sua norma; isto significa que cada seqiiéncia de Cauchy é convergente.
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Exemplo 2.1 Um ezemplo de cone convexo em IR™ é o octante ndo-negativo,

R ={y=(y1,-¥) % 20,i=1,..,n}.

Abaixo, introduzimos o importante conceito de cone dual:

Definicao 2.1.3 O cone dual K* do cone K é definido por
K'={feY :f(y)20,YVye K} 2

Observagao 2.1.4 De acordo com a defini¢do acima, K* consiste de todos
0s funcionais lineares contfnuos nao-negativos em K. Se K = (, entdo
K* = Y*, pois sendo, deveria existir algum funcional f e algumy € K
tais que f(§) < 0, o que € absurdo. Jd o caso em que K =Y, temos que
K* = {0} #Y™, como veremos pelo teorema 2.1.5.

A notagao K* para o cone dual nao parece conveniente, de acordo com
a observacao acima, contudo é usual na literatura. Por isso iremos adotéd-la
sem que haja confusao.

Facilmente verificamos que o cone dual K* é um cone convexo com 0 €

K*. Além disso, se K; C K, sempre teremos K; C Kj.

Exemplo 2.2 SejamY = IR" e K = IR"

4
K = {(€]v€27"'7£n) S R - 617527"')571 Z 0} :

Entao K é um cone convexo fechado emY e K* = K.

ou seja,

Exemplo 2.3 Considere o espa¢o de BanachY = IR? € o cone K dado por
K={h=(h,hy):a-h>0eb-h >0, coma,b€ R fitos} C IR?.
Entdo K* = {f € R?: f = Ma+ A\b, A\, Ay > 0}. Veja a figura seguinte.

2Y* ¢ o espaco dual topolégico do espaco de Banach Y, consistindo de todos os fun-
cionais lineares continuos sobre Y.



b. h=0

Figura2.1: Cone K e seu dual K* em IR?.

Vejamos alguns resultados que nos permitem calcular cones duais de cer-
tos conjuntos e que serao fundamentais para nossos futuros argumentos.

Teorema 2.1.5 Suponha que o cone K é um subespago. Entao
K*={feY": f(y)=0,Vy € K}
(este conjunto é algumas vezes conhecido como o anulador de K ).

Prova: Provaremos a inclusao K* C {f € Y*: f(y) =0,Vy € K}, pois
a outra € trivial:

Dado f € K*, suponhamos que exista y € K, tal que f(y) > 0. Como
K & um subespaco, —y € K. Entao f(—y) = —f(y) < 0, o que nos leva a
uma contradicao, pelo fato de que f € K*. Logo f(y) = 0,Vy € K. Portanto,
K={feY*: flyy=0,Yyec K}. B

Antes de enunciarmos o teorema 2.1.9 iremos recordar algumas defini¢oes.

Definigao 2.1.6 Seja E C Y. Se E é fechado na topologia da norma (se é

dada uma seqiiéncia (z,) C E tal que |z, — zl|ly, — 0, entdo x € E), entdo
n—o-00

diz-se que E é fortemente fechado.



Definigao 2.1.7 Diz-se que E C Y ¢ fracamente fechado, se ele for
fechado na topologia fraca, i.e., se dada uma segiéncia (z,) C E, tal que
l(z,) — Uz), VIEY™ entdox € E.

n—oo

Definicao 2.1.8 Dada uma seqiiéncia (z,) C E CY. Sel(z,) — l(z), para

todol € J(z) C Y™, onde J(z) é isomorfo a Y, entdo x € E. Diz-se que E
¢ fechado na topologia fraca®, de outra forma dito, E ¢ fracamente*-fechado
(usa-se geralmente a notagdo w*-fechado).

Teorema 2.1.9 Se os cones K, sao fracamente fechados € convexos, en-
quanto E K} € fraco*- fechado, entdao
acA

(N Ka) =D K.,
acA acA
onde Y K} € o conjunto de todas as somas finitas fo, + ...+ fa,, tal que
acA

fo, € K;, , 0; € A sendo A um conjunto arbitrdrio de indices.

Prova: Para demonstrar este teorema fazemos uso dos resultados abaixo

enumerados, os quais envolvem conceito de fecho fraco da envoltéria convexa
3do cone K, coK :

—_——%

o K*=coK ;

-co<U K;)= Y K
ac€A

acA

+ (U k) = 0 K

acA acA

31 Dado um espaco vetorial X e E C X, chama-se envoltéria conveza de F, denotada
por coFE, &, intersecao de todos os subconjuntos convexos de X, os quais contém E. Equi-
valentemente, coF é o conjunto de todas as combinagoes convexas finitas de elementos
de E, isto é, o conjunto de todas as somas tyxy + toz9 + ... +{,2, onde z; € E, t; >
0, 3°" ,ti =1, com n arbitério.

1 Se X é um espaco vetorial topolégico e E C X, a envolldria convezra fechada de
E, escrita como €FE, é a intersecao de todos os conjuntos convexos fechados contendo o
conjunto E. Igualmente é definida como o fecho de coF, coE.
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e K* = coK,

considerando inicialmente B = co ( Y. K ;) , onde a barra neste caso quer
a€A
dizer o fecho fraco* da envoltéria convexa da soma dos cones duais. Os de-

talhes podem ser encontrados em Girsanov

[22, p. 35].m

Teorema 2.1.10 Sejam Kj, ..., K, cones convexos abertos em Y, tais que
n
ﬂ K‘i # @7
i=1

entao R .
K, | = K.
() -3

Prova: Usaremos argumentos geométricos tais como conceitos de pro-
duto direto de espagos de Banach e do respectivo espago dual.

Definamos o espago £ = [[ Y, onde Y é Banach, isto é, o espago
i=1

E={g=w,y): s €Y,i=1.,n}.
Assim
Er = {F = (f], ---;fn) : fi € Y*,Z‘ = 1, ,TL} .
Deste modo, podemos dizer que cada F' € E* tem a representacao

F(§) =Y fi(4:), para todo § = (31, -, 9n), (2.1)

i=1
onde f; € Y* paratodoi=1,... n.

Consideremos ainda, o conjunto
K= { g = (y17""y‘n) ‘Y € Ki, 1= 1,...,n} C FE.

Aqui, K é um cone convexo aberto, porque é o produto direto de cones

convexos abertos (K = [] K;).
i=1
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Definamos L = {§=(y,...,y):y €Y} C E, onde L é¢ um subespago
linear de Y. Por hipétese, existe y° € K;, i = 1,..,n, logo LN K # .

Seja [ € (.., K:)". Tomemos o funcional linear f definido sobre L,
como segue:

@) = fy), (2.2)

onde § = (y,...,y) € L.
Se 3° = (¥°...,¥°) € LN K,entao y° € [}, K;. E assim, f(y°) > 0.
Portanto,
f@)>0,Vvy°e LNK.

Usando o fato de int K = K,* pois K é aberto, temos que L Nint K #
. Deste modo, podemos aplicar o0 Teorema de Krein enunciado como a
seguir: Sejam K um cone convexo com vértice na origem 0 , o qual contém
pontos interiores, € L um subespaco tal que int K N L # @. Seja g(z) uma
forma linear sobre L tal que g(z) > 0 sobre K N L. Ent3o existe uma forma
linear continua g(x) sobre o espaco de Banach X, de tal maneira que

g(z) = g(z), para todo z € L;
g(x) > 0, para todo z € K.

Conseguimos dessa forma a existéncia de F' = (f1, ..., fn) € E*, tal que
F(g) > 0,Vj€K; (2:3)
F@g) = f@,VyeL (24)

Assim, para todo §° € L, temos por (2.1) que F(§°) = 3.7, fi(y°); por (2.4)
F(§°) = J(i°) e por (2.2) f(#°) = f(y°). Logo,

f@) =3 L), V3

Entao, para § = (v°, ...,4°); ¥° € [);_; Ki, também teremos

= Zn ]fi(y"), o que equivale a
1=

[=370 Joonde fe (Y K) .

4Simbolizamos int A quando nos referimos ao interior do conjunto A.
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Devido a (2.3) segue que F'(§°) > 0, onde F(§°) = 3., fi(y°), para todo
v € K;, i =1,..,ney = (y,...,yn). Conseqglientemente, f;(y;) > 0, V y; €
K;,ouseja, f;€ K!,1=1,...,n.

Agora de acordo com a an4lise feita para § onde y° € (., K;, podemos
usar o resultado obtido acima e concluirmos que f(y°) = Y., fi(¥°), com
fi € K}, Vi=1,..,n. Portanto, dado f € ([, Ki)", existem f; € K}, i =
1,...,n, tais que f = )" | f;. Em outras palavras, (;_, K;)" C >0 K. A
recioproca é imediata:

Seja f € >, Ki,istoé, f = ), fi,com f; € K}, paratodoi = 1,...,m.
Se y° € (.., Ki, vem que f;(y°) >0, Vi=1,...,n. Logo, f(y°) > 0,Vy° €
Mio1 Ki. Assim, f € (i, K:). Por isso, Y K (N, K) .=

Na demonstracao do teorema 2.1.13, enunciado posteriormente, utilizare-
mos uma ferramenta importante em andlise funcional, o chamado Teorema
de Hahn-Banach - forma geométrica, ou Teorema da separagao:

Teorema 2.1.11 (Hahn-Banach) SejamY um espago de Banach e A, B C
Y conjuntos convexos, nao-vazios e disjuntos. Suponha que A é aberto. En-
tao existe um hiperplano fechado H,

H={yeY: : f(y) =, 0# €Y ea€ R, fio},

que separa A e B no sentido amplo, isto €,

f@ <a, VHEA €
f(H) >a, VyeB.

Faremos uso também do préximo resultado, cujo significado geométrico
¢é dado logo em segmda.

Proposicao 2.1.12 Se K é um cone com vértice em y° e f é um funcional
linear, tal que f(y) > a, Vy € K e a € R. Entao, f(y) > f(y°), Vy € K.

Geometricamente, se o cone K pertence a um dos lados de um hiperplano
definido por f(y) = «, entao ele deve pertencer a um dos lados de um
hiperplano paralelo que passa pelo seu vértice ¥° (observe a figura que se
segue).
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Figura2.2: Interpretacao geométrica da proposicao 2.1.12.

Teorema 2.1.13 Sejam Ky, K, ..., K,,, K1 cones convexos com vértice em
0, onde Ky, Ky, ..., K,, sdo abertos. Entdo

n+1

i=0

se, € somente se, existem funcionais f; € K, © = 0,...,n + 1, nem todos
nulos, tais que
Jot+ fit+ ..+ fay1=0.

Prova: Comecgaremos por verificar a condigao necessdria:

Seja K = iy K: # 0. Dai, KN K1 = 0. Como K & aberto, podemos
aplicar o teorema 2.1.11 de Hahn-Banach e a proposi¢ao 2.1.12 acima. Por-
tanto, existe f € Y*, f # 0, tal que

f(h) >0, YheK;
f(h) <0, Yhe K.

Aplicando o teorema 2.1.10 temos que:

K = (‘ﬁOKi>* = Xn:K;*.
= i=0
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Logo, para f € K",
f=Y fi com f;€ K}, i=0,..,n
i=0

Coloquemos f,41 = —f # 0. Entao, para h € Kny;, obtemos fyy1(h) =
—f(h) > 0. Por defini¢do de cone dual, f,1 € K ,,. Por conseguinte,
fo+r i+ ..+ fay1 =0.

Agora nos atemos a provar a condigao suficiente:
Sejam f; € K}, i =0,...,n+ 1, os quais nao sao simultaneamente nulos,

tals que
n+1

Z fi=0. (2.5)

Suponha que exista hg de tal maneira que hy € ﬂ?:ol K;. De (2.5) ¢
impossivel ter fo = ... = f, = 0, senao f,;; deveria ser nulo, contradizendo
a hipétese. Portanto, suponha fy # 0 e para algum v € Ky, fo(v) > 0.
Como o cone Ky é aberto, qualquer que seja € numa vizinhanca de zero,
ho + ev € Ky e por isso fo(ho + cv) > 0, i.e., fo(ho) + £ fo(v) > 0. Assim,
fo(ho) > 0. Entretanto, por (2.5), porque f; € K, chegamos na contradigao:

0 = fo(ho) + ... + fry1(ho) = fo(ho) > 0.

Conseqiientemente, (/2o K; = 0. B

2.1.1 Cones de dire¢oes (descida, factiveis e tangentes)

Apresentaremos definigoes de vetores diretores, que sao importantes nas
argumentacoes do capitulo que se segue.

Seja Y um espaco de Banach e consideremos h e y° pertencentes a Y.

Definicao 2.1.14 Diz-se que um vetor h é uma diregdo de descida do
funcional F' no ponto y° , se existem uma vizinhanca V do vetor h e o
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nimero o = a (F,3°,h) < 0 de tal maneira que dado g9 > 0, Ve €]0,&0[ €
Yh € V, tem-se

F(y°+eh) < F(y°) + ea. (2.6)

Lema 2.1.15 As diregdes de descida geram um cone aberto K com vértice
na origem 0.

Prova: Seja h uma direcao de descida do funcional F' no ponto y°. Entao
existemn uma vizinhanga V' do vetor h, a < 0 e dado ¢¢ > 0, tais que para
todo € €]0,g0[ € h € V temos

F(y° +€h) < F(¥°) + ca.

Verificaremos se Ah, é uma direcao de descida, para A > 0 :
Tomemos como uma vizinhanga U = AV, & = €/ A e & = Aa. Entao,
para todo £ €]0, Zo[ e qualquer h € U temos que

F(y°+&h) =F (y" + 5@) < F(y°)+ea=F(y°)+ (/\é)% = F(y°) +éa.

De onde obtemos Ah como uma direcao de descida. Assim, K é um cone cujo
vértice & 0. Verifiquemos agora se K é aberto:

De fato, ainda considerando que h € K e tomando he V, basta tomarmos
0 mesmo « e €g para obtermos

F(y°+¢eh) < F(y°) +eca, Vhe V.

Portanto, & € K . Conseqiientemente K & aberto. M

Definigao 2.1.16 Um funcional F(y) se diz regular de descida, s¢ o
conjunto de suas dire¢ées de descida no ponto y° é convero.

Definicao 2.1.17 Dado um conjunto QQ com int Q # @, geralmente definido
por restrigoes de desigualdades, diz-se que o vetor h é uma diregdo factivel
a QQ no ponto y°, se existe uma vizinhanga V do vetor h e dado ¢ > 0, tais
que, ¥V € €]0,e0] € h €V, os vetores (y° + €h) € Q (veja figura).
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Figura2.3: Direcao factivel h.

Lema 2.1.18 O conjunto de diregées factiveis gera um cone aberto K com
vértice em 0.

Prova: Seja K o conjunto de direcoes factiveis para () no ponto 3°.
Suponhamos que h € K, conforme a definicao acima, e tomemos U = AV e
€0 = €9/ A. Entao

(y" + sﬁ) = (y° + (¢/A)Ah) € Q.

Logo, Ah € K. Portanto K é um cone com vértice em 0.

Além disso, para qualquer h e V, podemos tomar ¢ € 10, 20[ € a mesma
vizinhanga V tal que (y” + 571) € Q. Desta forma, h € K. O que nos mostra
que K é aberto. B

Definigao 2.1.19 Diz-se que uma restrigdo de desigualdade em () é
regular no ponto y°, se o cone de diregoes factiveis a Q) em y° for convero.

Notemos que, se o conjunto () fosse dado por restrigoes de igualdade, isto
é, variedade sem pontos interiores, o cone K de direcoes factiveis no ponto
y° seria vazio. Realmente, se existisse h € K, entao para h € V, y°+¢ch € Q.
O que é absurdo, porque @) nao tem pontos interiores.

Por esta razao, introduziremos outros dois conceitos de diregao no ponto

Y’ € Q.
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Definigao 2.1.20 Seja M C Y, M # 0, dado por restrigoes de igualdades.
O vetor h é uma diregdo tangente a M no ponto y°, se existem g9 >0 e
uma aplicagdo T : | — €9, g9|— Y, tais que:

o y. =y’ +ch+r(c) € M;

1

o —r(e) € V, qualquer vizinhanga de zero, para todo € > 0 suficientemente
€
pequeno, ou equivalentemente, ||r(e)|| = o(g), ¥V £ — 0, onde

o(e) = lim &b

e—0 lir@l”

Definicao 2.1.21 O vetor h € Y € dito diregdo tangente unilateral a
M no ponto y° € M, se existem €9 > 0 e uma aplicagio r: |0,e9]—> Y tais
que:

e ¥y’ +ch+ r(e) € M;
o Ir(E)] = ofe), Ve - 0%,

Abaixo esbocamos uma dire¢ao h unilateral em um ponto arbitrario y° €

M

Figura2.4: h & direcao tangente unilateral a M em y°.

Observagao 2.1.22 e Denotamos o conjunto de todas as diregoes tan-
gentes a M no ponto y° por T,. M, e o conjunto das diregoes unilaterais
por T?;t M.

e E claro que TyeM CTAM e TyoM = TEM NToM, onde T,oM = —
T,oM € definido como em 2.1.21, mas comeg <0 ee — 0.
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o Se o conjunto T,o M € um subespago vetorial de Y, entdo ele se chamard
espaco tangente a M no ponto y°. Em geometria, usualmente se
chama reta tangente, plano tangente, etc, nao a Ty,oM mas a variedade
afim y° + Ty M.

o As direcées tangentes geram um cone K com vértice em 0 (de acordo
com a defini¢ao, supondo h € Tyo M basta tomar &y = Ago € entdo para
A>0, \heTypM ). Na maioria dos casos, K é um semi-espago.

o Toda direcao factivel é também uma diregdo tangente, porém a rectproca
é falsa. Desse modo, considerando que existe €9 > 0 tal que y° + ¢h €
M, com h numa vizinhanca V de h e € € 10, £0[, também serd verdade
que y° +eh € M, onde ¢ € | —eg, €0 |- Isto implica que h € uma diregdo
tangente a M no ponto y° admitindo r = 0.

Como contra exemplo, considere Y = IR™ € M um conjunto formado
por apenas um ponto arbitrdrio y° € IR™. Desta forma, TyeM = IR".
Entretanto, nao existem eg > 0 e uma vizinhanga V de qualquer

(h,..., hy) € IR™ tal que y°+¢ (711, ey ﬁn) € M, para todo (ﬁl,...,ﬁn) €
V ee €]0,¢], isto &, o conjunto de diregoes factiveis a M em y° é vazio.

Definicao 2.1.23 Diz-se que uma restrigdo de igualdade em M € regu-
lar no ponto y°, se o cone de direcées tangentes a M em y° for convexo.

Neste momento, citaremos alguns exemplos de cones tangentes.

Exemplo 2.4 Seja Y = R?, M = {(y1,42) : 11 > 0} . Entdo T(;’O)M =
M; TooM = {(0,b) :b€ R}; ToogM = TjyM = IR? (veja adiante o

esbogo dos cones tangentes T(+0’0)M , TooyM, TaoM e T(;O)M ).

De fato, tomando y° = (0,0), h = (hy, hy), 7(e) = (r1(g),2(€)) achare-
mos quais os vetores h que satisfazem as condigoes da definigao de vetor
tangente:

y+eh+r(e) € M = (0,0)+e(h, ha)+(r1(€),r2(e)) = (eh1+7r1(e),cho+
ro(€)) € M. Logo ehy + r1(e) > 0. Quando ¢ — 0, h; > -—’-'32(5). Assim,
h; > 0. Por isso T(:'),O)M = {(y1,¥2) : y1 > 0} . Por outro lado, quando ¢ —
0~, hh < —T’T(E). Entao, hy < 0e ~T($,O)M = {(y1,¥2) : 1» < 0} . Portanto,
7“’(0,0)M = T&),O)M N T(?),O)M = {(0, b) 0 b € B} .
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Considerando y° = (1,0), teremos:
(1,0)+e(hy, ho)+(r1(g),m2(€)) € M = ehy+r1(e)+1 > 0 = chy+ri(e) > —1.
Por conseguinte,

hy > "—I—EL(E), quando ¢ > 0. De onde segue que h; > —oc, se e — 0t
hy < _—1—:—1@, quando € < 0. De onde segue que h; < 400, se € — 0.

Conseqiientemente, 1(; gy M = T(J{ o)M = IR%.

Figura2.5: Cones, em IR?, de direcoes tangentes a M = {(y1,%2) : y1 > 0}.

Exemplo 2.5 Seja Z =Y x IR, onde Y é um espago normado e
M= {(y,t) : t = |lyll} € um cone. Entdo, TooM = {0} e TjoM = M.

Realmente, y° = (0,0) deve satisfazer as condigGes:

{ (0,0) + (ha, ha) + (r1(€), m2(€)) € M;
I(ri(e), ra(e))ll ; = ole); e — 0.

Assim, (ehy,ehy)+(r1(€), r2(€)) = (ehy+71(g),eha+72(g)) € M se, e somente
se, chy + 1r9(g) = |lehs + r1(€)|ly . Quando € — 0%, temos que o(e) — 0, ou
seja, ||(r1(g),r2(¢))||, — 0. Entao tomamos a norma do méximo e obtemos

r2(e) r(e)

£

— 0, see — 07,
Y

—0,sec—0te
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Deste modo, porque

ro(e ri(e ro(e € ri(e
5(]7,2+L(_)):!5’Hh]+i2 :>h,2+_2_(*):u h]+__1_(_) ,
€ £ Ay £ £ v
seguem-se quc:
a) ¢ > 0 implica hy = llh,] + DE(—E) o T—Q(s—) Entao, para ¢ — 01, hy =
‘ €

|h1]ly . Logo, T(RO)]U = M:

b) ¢ < 0 implica hy = — ||h; + nEl _ @ Assim, hy = —||lu]ly,
<y £

quando £ — 0.

Portanto, por a) e b), Tg0)M = {(h1,hs) € Z : hy = hy = 0}.

2.2 Resultados diversos em andlise

Teorema 2.2.1 Seja Z um espaco vetorial linear real. Sejam fy € fo € Z7,
Q1 ={:€Z:f(:)=0}, Qu={:€Z:9(2)=0} e Qy C Q9. Fntao g =
0 ou f=Ag, A#0, equivalentemente, Qs = Z ou Q1 = Q.

prova: Suponhamos que f = 0. Entao F = Ker f. Por hipétese,
Ker f C Ker g, logo g = 0. A

Se [ # 0, entao existe ¢ € Z tal que f(e) = 1. Agora, Vo € Z, z =
f(x)e + (x — f(x)e). Verificamos que f(x — f(x)e) = 0, de onde definindo
: = (x — f(r)c) segue que z € Ker f. Tomando A\, = f(x) escrevemos
x=Me+z,XA€ Rez € Ker f C Ker g. Conseqiientemente, g(z) =
Aig(c) + 0= f(x)g(e). Portanto, g = ¢g(e)f, ou seja, f = Ag com A # 0. A

Teorema 2.2.2 Seja K um conjunto convexo em Y. Entao K € fortemente
fechado se, € somente se, ele € fracamente fechado.

Prova: Consulte Brezis [13, p. 38]. W
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Teorema 2.2.3 (Ezisténcia das Fungées Implicitas) Scjam X um es-
pago topoldgico, Y € Z espagos de Banach, W uma vizinhanga do ponto
(zo,¥0) em X x Y. Considere uma aplicagao ¥ : W — Z ¢ Y(xg, yo) = 2o
Sc as scguintes condigocs sao verdadeiras :

1) A aplicagao x — ¥(z,yo) € continua em zy;

2) Existe uma aplicagao A € L(Y,Z) ® tal que Ve >0, 36 > 0 ¢ uma
vizinhanga ¥ do ponto xg, possuindo a propriedade a seguir:

e A condicio x € ¥ ¢ as desiqualdades

lyr —woll <6 ¢ [lyp —wol <6

implicam a desigualdade
[ (@, 1) — U(x,y2) — Ay — )l << llyr — 92l
3 AY = Z:

entdo existe um ndmero k > 0, uma vizinhancad do ponto (xg, zp) em X x Z
e uma aplicagao o : U — Y tais que

a) U(r, p(r,2)) =z
b) lle(x, 2) — yoll < K 1T (x, 50) — z]|-

Definigao 2.2.4 Denomina-se equagdo de Volterra de segunda espé-
cie a cquacao mntcgral

t

(1) = [ K(t,s)(s)ds + f(1), ‘ (2.7)

0

onde v, [ € Ly(0,T) € K(t,s) ¢ uma fungao mensurdvel limitada *
IK(t,8)] < M € IR.

L (Y.Z) é o conjunto das transformacoes lineares continuas de Y em Z. onde Y e 7
sa0 espacos de Banach.
61,(0.T) ¢ o espaco de Banach das funcoes (1) definidas de (0.7") em R. quadrados

T
integraveis segundo Lebesgue, cuja norma é dada por: ||z|| = ”/ lz(0)|? dt.
0
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Proposicao 2.2.5 Qualquer que seja a fungdo f € Ly(0,T), a equagdo de
Volterra (2.7) admite uma inica solugdo.

Prova: A prova deste resultado pode ser encontrada em Kolmogorov [28,
p. 462].

Outros tipos de condigoes estabelecidas sobre as equagoes integrais de
Volterra sao apresentados em Neustadt [33] e Yosida [38, 1960]. B

Teorema 2.2.6 (Teorema sobre o Anulador) Scjam E; ¢ Ey cspagos de
Banach, e seja A : By — Ey um operador linear continuo tal que Im A = F,.
Entio (KerA)" = ImA* (isto ¢, o anulador do kernel de A ¢ igual & imagem
do operador adjunto * de A, denotado por A*).

Prova: Veja Alexeév [2, 1982, p. 125 |, Ioffe [26, p. 16] ou Kolinogorov
[28, p. 223]. 8

“Definicao de opcrador adjunto pode ser encontrada em Kolmogorov [28. p. 221].
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Capitulo 3

Formalismo de
Dubovitskii-Milyutin

Neste capitulo, apresentaremos o resultado obtido por Dubovitskii e Mi-
lyutin! para problemas de minimizacio ou maximizacao de funcionais em um
espaco de Banach - sujeitos ou nao a certas restrigoes. Estes problemas sao
mencionados como problemas extremais.

Alguns dos resultados que iremos expor, servem também para outros tipos
de espacos, como por exemplo, espacos lineares localmente convexos. Fntre-
tanto, utilizaremos como hipétese espagos de Banach, pois estes resultados
servirao como ferramenta para obtermos o teorema de Fritz-John para pro-
gramacao matematica, e o Principio do Maximo local de Pontrvagin para um
problema de controle étimo °.

Exibiremos, a seguir, a forma na qual os problemas extremais podem
ser colocados, de modo que a condi¢ao necessaria de extremo, deduzida por
Dubovitski-Milyutin, seja aplicada a todos eles.

Formulacgao do problema (PE):

Sejam dados um espago de Banach Y; um funcional F (as vezes nao-
lincar) definido numa vizinhanca V de y°; conjuntos @Q; C Y, para todo
i =1,...,n+1, onde o conjunto ; tem interior nao vazio, quando i = 1,...,n,

Dubovitskii e Milyutin sao mateméaticos russos.

2Caso o leitor queira saber mais detalhes a respeito dos resultados obtidos em outros
tipos de espagos, consulte Girsanov [22], Zeidler [40], Deimling [17]. loffe [26] e Alexeév
[3, 1987].
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e o conjunto (J,;; nao tem pontos interiores. Queremos encontrar um ponto
n+1

¥° € @, onde Q = [) @, tal que
i=1

F@) = min F(y). (3.1)

Geralmente nos problemas praticos os conjuntos @;, i = 1,...,n, sao da-

dos por restrigoes de desigualdade, € (), 11 por um sistema de restrigoes de

igualdade, de modo que @,,;; é uma variedade linear ® de dimensao menor
do que a do espaco Y .

Abaixo, esbocaremos como expressar alguns problemas na forma geral de
um problema extremal.

>Problemas de programacgao nao-linear (restrigées de igualdade

e/ou desigualdade):

Seja V uma vizinhanca aberta de IR™. Consideremos as aplicagoes
F:V-—R G :V—R i=1..,r, Hi:V — R, j=1,...4q.
Queremos estudar o seguinte problema:

min F(y)

yel’

5.8

Neste caso,
QR = {yeY : Gi(y) <0}, vi=1,..n
Qri1 = {yeY : Hi(y)=0,VYj=1..q} e
r+1
Q=)@
Deste modo, queremos obter

F(y°) = min  F(y).

yeny’

3Um subconjunto §2 de um espaco normado é chamado variedade linear se, para quais-
quer dois elementos yy,y2 € 0, o elemento w1y + woy, € §2, para todo wy,ws € R.
4 A abreviacao s.a significa sujeito a.



>Problema de controle étimo:

Dado o espaco produto E = (C[0, T])" x (L*°[0, T])". Sejam ¢(x, u,t) uma
funcao com valores vetoriais; L(z, u,t) é uma funcao escalar ¢ M C IR".

Queremos determinar em E as fungoes z(-) (trajetéria de fase ou de es-
tado) e u(-) (controle) que minimizem o funcional integral

F(Jr,u):/ L(x(t),u(t),t)dt (3.2)

onde o controle satisfaz restrigoes do tipo:

u(t)E M qt.p. 0<t<T?o. (3.6)
Aquiz:[0,T] — R"eu:[0,T] — R".

Agora, se colocarmos
Q1 = {(z,u) € E : satisfazem (3.6)} e
Q2 = {(z,u) € E : satisfazem (3.3), (3.4) e (3.5)},

nosso problema serd, portanto, minimizar a integral

"0 termo q.t.p. significa para quase todo ponto.

Geralmente, usaremos q.t.p. para dizer que uma certa propriedade nao vale para um
conjunto de medida nula (medida de Lebesgue) em um intervalo qualquer (a, b).

Definicoes a respeito de funcées mensuréveis ¢ integraveis segundo Lebesgue estao nas
referéncias: Bartle {7], Fernandez {20], Kolmogorov [28], Rudin [35] e Yosida [38, 1978].
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T
Fla,u) = / L(2(1), u(t), 1) dt
0
sobre o conjunto Q = Q, N Q, C E, ou seja,

min F (z,u).
(rn)eQ

Quandon =r =1, ¢(x,u,t) =u, e M = IR, este problema se reduz ao
problema cldssico do Calculo de Variacoes:

min /0 L(z(t), u(t), 1) dt

(z,w)C0,T)x L=[0,T

%m(t) = u(t);
z(0) = ¢
r(T) =

Voltemos a analisar o problema extremal na forma geral (3.1):

Para formularmos uma condi¢ao necessdria para wm étimo iremos con-
siderar o conjunto

Qo={yeY : Fly) < F{y°)}.

Desta forma, uma condigao necessdria para que y° seja um minimo local do
funcional F ¢ que

Q=0 (3.7)

Esta condigao € suficiente também.

Averiguar (3.7), para que consigamos os possiveis candidatos a 6timo,
nao ¢ muito pratico. Visto que, para espacos mais estruturados como os de
Banach, deixariamos de utilizar, nos problemas praticos, resultados através
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dos quais nos auxiliariam a encontrar uma forma analitica para esta condicao
necessania. Por conseguinte, com o fim de obtermos outras consideragoes a
respeito do extremante, sem que percamos a esséncia geométrica apresentada
em (3.7) (ou seja, a intersegao entre os conjuntos é vazia), imporemos certas
condicoes as classes dos conjuntos e funcionais a serem considerados, de mo-
do que (3.7) seja expressa analiticamente. Neste contexto, consideraremos
cones convexos associados aos conjuntos ();, i = 1,...,n+1, e ao funcional F
conforme as idéias de Dubovitskii ¢ Milyutin, as quais recorrem aos recursos
das andlises funcional e convexa.

3.1 Condigoes necessarias de extremo -
Equacao de Euler-Lagrange

Trataremos o problema (PE) na pagina 24, de forma analitica, com base
nas defini¢oes e resultados expostos até o momento.
De nicio, apresentamos a condigao necessdria de extremo, que tanto alme-

Jamos neste trabalho. Em seguida, apresentamos o lema que utilizaremos na
demonstracao da mesma.

Teorema 3.1.1 (Dubovtskii-Milyutin) Seja F' : V C Y — IR um
funcional numa vizinhanc¢a V de y°, no espago normado real Y. Suponha

F(y’) = min F(y),

yepNV

n+1
onde = (),. Suponha ainda que:
P 1

11
(a) F(y) é reqular de descida em y° com diregoes de descida no cone
I\’()Z

b) as restricoes de desigualdades em ;.1 = 1,...,n, sdo requlares em
. ¢ g
o

y°, com direcoes factiveis no cone Ki:

(¢) a restricao de igualdade em Qnyy, € também regular em y° com
dirc¢ocs tangentes no cone K, .
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Entao existem funcionais lineares continuos f;, i = 0,...,n + 1, nem todos
nulos, tais que

ieKi=0,..,n+1, (3.8)

0s quais satisfazem a equacdo de Euler-Lagrange ©
f0+f] +---+fn +fn4] =0

Lema 3.1.2 Usando as hipdteses do teorema 3.1.1 actma, temos conseqiien-

temente que
n+1

m ]\2‘ = w
=0

(ou secja. nenhuma diregao de descida do funcional F pode ser admissivel
para todas as restri¢oes ).

Prova: Definamos .
Q = ﬂ Q7
i=1

Suponhamos que ﬂ:’_j)] K; # 0, isto é, que existe h € K;, 1 =0,...,n + 1.
Usando a defini¢ao de direcao de descida (2.1.14) e direcao factivel (2.1.17)
resulta que existe uma vizinhanga V do vetor h tal que, dado g > 0 e a < 0,
para € €0, o[ o vetor

Ye=1y"+cheQ, comheV, (3.9)

salisfaz

F(ye) = F (y" + ¢h) < F(y°) + ca.

®tLeonardo Euler (1707-1783), filho de Paul Euler e Marguerite Brucker, nasceu na
Basiléia. 10 um dos maiores analistas de todos os tempos € 0 homem o qual scus con-
temporaneos chamavam “andlise encarnada”. Publicou numerosas obras, tendo estudado
imimeras ciéucias. No fim da vida ocupou-se do movimento ascencional dos aerolatos ¢ do
planeta de Herschel.

iLuiz Jos¢é Lagrange (1736-1813) nasceu em Turim, com dezoito anos foi nomeado profes-
sor na Escola de Artilharia de Turim. Lagrange publicou. entre outras, as obras: Mecanica
Analitica, Teoria das Funcoes, Tratado da Resolu¢iao das Equacdes numéricas de Todos
os Graus. Deixou ainda numerosos trabalhos na Miscelanea Taurinensia e nas Memodrias
das Academias de Ciéncias de Turim, de Berlim e Paris. Nos seus trabalhos publicados
na Miscelanea Taurinensia. encontra-se o gérmen do Céleulo das Variacoes.
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Agora consideremos o vetor y., = y° + e1h + r(g;) € Q,41, como na
definicao de diregao tangente (2.1.20), contanto que seja dado ¢; tal que,

()

para todo 0 < £ < ¢y, — € (V — h), de outra forma dito,

h(z) = (h+ %7(:)) eV

Entao, quando 0 < & < min{eg, &1}, os vetores y(e) = y° + ch(e) per-
tencem a (@, por um lado, devido a (3.9). Por outro lado,

y(e) =y° +eh(e) =y° +e(h + %7(:)) =y’ +ch+r(c) € Qnys.

Em outras palavras, estes vetores satisfazem todas as restricoes de igualdade
e desigualdades. Mas eles também satisfazem:

F (y"+<h) < F(y°) +ea < F(y°),

a qual contradiz o fato de y° ser um ponto de minimo local. Assim,
MoK =0.m

Apresentaremos neste momento uma demonstracao concisa do teorema
de Dubowitski-Milyutin.

Prova do teorema de Dubovitskii-Milyutin: Considerando as hipéte-
ses deste teorema, poderemos aplicar o lema 3.1.2 obtendo:

n+1

N K:.=0.
i--=0
De acordo com o lema 2.1.15, a defini¢ao 2.1.16, o lema 2.1.18, a definicao

2.1.19, o quarto item da observagao 2.1.22 da pdgina 19 e a definicao 2.1.23
mencionados anteriormente, referentes aos cones de direcao de descida K,
de direcao factivel K;, i = 1,...,n, e de direcao tangente K, ,;, dois a dois
respectivamente, podemos dizer que Kg, K. ..., K,, sao cones convexos aber-
tos ¢ K, um cone convexo. Portanto nos é permitido utilizar o teorema
2.1.13, de onde concluimos a existéncia de funcionais hi-
neares continuos f;, ¢ = 0,...,n + 1, nao simultaneamente nulos, tais que
fO + f] + ...+ f'n + f'rh‘] =01
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Observacao 3.1.3 Quando sc¢ aplica essa condi¢do de extremo a proble-
mas com extremos condictonados a restrigoes de igualdade, obtem-se a re-
gra de multiplicadores de Lagrange, conhecida na andlise cldssica; jd
aqucles problemas com restrigoes de desigualdade, oblem-sc¢  a condig¢do
de Karush-Kuhn-Tucker. E quando o problema é de controle, obtem-
s¢ o Principio do Maximo Local de Pontryagin, o qual ¢ cxatamentc

a equagdo de Fuler-Lagrange deduzida para o problema cldssico do Caleulo
Variacional:

min /OTCP(:I?(t)7 u(t),t) dt,

ST
—~~
O e
T
I
~

Isto justifica o nome Equagdo de FEuler-Lagrange dado a condi¢ao de
crtremo generalizada por Dubovitskii- Milyutin.

Deizamos. para o leitor interessado na dedugao dessas condi¢ocs, as sec-
guintes referéncias: Blum [10, p. 78 a 82/, Deimling [17, p. 339 € 340];
Alczeév [2, 1982, p. 873 a 375]; Girsanov [22, p. 79 a 92]; Ioffe [26, p. 142
a 145]; Alexeév [3, 1987, p. 190 a 196] € Zeidler [40. p. 433 a 435].

Observacgao 3.1.4 A caracteristica essencial da condi¢ao de extremo dada
pcla equagao (3.8) na pdgina 29 € que cada funcional ou restrigao podem ser
analisados isoladamente. Assim. precisamos fazer a andlise de cada funcional
ou conjunto somente uma vez, definitivamente. E os resultados encontrados
podem ser utilizados para qualquer problema extremal no qual cles sc eviden-
ciam.

De acordo com a observacao acima, precisamos saber como calcular os

cones e seus respectivos duais para os problemas de programacao nao-linear
¢ de controle, os quals mencionaremos mais adiante.
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3.2 Calculo de cones e seus duais

Nesta se¢ao, faremos uma breve selecao de resultados, os quais nos pos-
sibilitam exibir os cones de diregoes de descida, diregoes factivels e diregoes
tangentes e seus respectivos duals, associados aos problemas que apresentare-
mos no p’rximo capitulo.

3.2.1 Direcoes de descida

De inicio iremos recordar a defini¢ao de derivada segundo Fréchet, pois
a usaremos juntamente com suas propriedades, nao mencionadas aqui, mas

obtidas em Cartan [14], Flett [21], Alexeév [2, 1982] e Neustadt [33].

Definigao 3.2.1 Suponhamos que numa vizinhanga do ponto y° a aplicagao
F pode scr representada sob a forma

F(y® +h) = F(y°) + Ah + a(h) ||h], (3.10)

onde Ae L (Y,E) €
Tim la(®)] = [a@)] =0 (3.11)

Fntao a aplicagio F (-) € dita diferencidvel segundo Fréchet no ponto y°,
ou Fréchet diferencidvel em y”. O opcrador A € chamado derivada de
Fréchet (ou simplesmente, derivada. ou ainda, diferencial de Fréchet
¢ s¢ ' = IR, gradiente) da aplicacio F' no ponto y°. Estc opcrador €
denotado por F'(y?), dF(y°) ou DF(y°).

As relagoes (3.10) e (3.11) podem ser escritas da seguinte forma:

Fy’+h)=Fy°)+ F'(y)h+o]|h|, (3.12)

ou na relagao himite:

F(y° + h) — F(°) + F'(y”)h
i (v>+h)— Fy)+ F'(y°)

h—0 Il

=0.
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A fungao y — F'(y), cujo dominio é o conjunto de pontos interiores y de
A C Y, para os quais I'(y) existe, é chamada a diferencial de Fréchet
de F', ou a derivada de F. Denotaremo-la por F'. Assim F’ é uma funcao
de um subconjunto ACY em L (Y, F).

Usando a linguagem em ¢ e §, podemos reformular (3.10) e (3.11) do
seguinte modo:

Para cada € > 0, existe § > 0 tal que, para h € Y verificando || k| < 6,
tem-se a desigualdade

IF(y” + h) = F(y°) = F'(°)hl| < eliall. (3.13)

De acordo com as afirmagoes anteriormente assinaladas, a derivada F'(y°)
é por definicao uma aplicacao linear de Y em FE, e os valores desta aplicacao
sobre os vetores h € Y sao usualmente denotados por F'(y°)[h], ou F'(y°)h.

Durante o nosso trabalho faremos uso da notagao F”(y”)h.

Novamente, designemos por Kj o cone de direcoes de descida do funcional
F no ponto y°.

Teorema 3.2.2 SejaY um espago de Banach. Se F' é Fréchet-diferencidvel
em y°, entdo F' € reqularmente de descida em y° €

Ko = {heY : F'(y’)h <0}
Y* se F'(y°)=0
Ky =

(2P (7)) 220} se F(y) #0

Prova: Pela defini¢ao de direcao de descida (2.1.14), se h € Ky, entao
L(F(y° +¢h) = F(y)) _
< a < 0. Porque a aplicacao F' é Fréchet-diferencidvel, ela possui derivada
direcional em h. Logo, tomando £ — 0, temos F'(y°)h < 0.
Reciprocamente, se F(y) é Fréchet-diferencidvel em y” e F'(y°)h < 0,
entao quando 17 — 0,

F(y”+n) = F(y") + F'(¥")n + o(llnl])-

Para ) = ¢h, onde h pertence a uma vizinhanca de h, segue imediatamente
que h é uma direcao de descida, ie., h € Ky. Como {h€Y : F'(y°)h < 0}
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¢ convexo (pois € um semi- espago ou o conjunto vazio) teremos que F é
regularmente de descida.

Agora, para calcularmos o cone dual de Ky, consideremos f € Y* e os
cones

K = {heY : f(h) >0},
Ki = {heY : f(h)=0} e
Ky = {heY : f(h)>0}.

Se 0 # g € K7, entao g(h) = 0 em K, pelo teorema 2.1.5. Consideremos
S={heY : g(h)=0}. Deste modo, K; C S. Por conseguinte, de acordo
com 2.2.1,

g=0o0u

g=A; A#0.
A primeira condi¢ao nao pode ocorrer porque tomamos g # 0. Desde que
K1 C K, segue-se que K; C K;. Mas se ¢ = Af € K, entao g(h) =
Af(h) > 0, Yh € Ky com A # 0. Como f(h) > 0, Vh € Ky, segue-se que
g(h) = Af(h) 2 0, YVh € K, e\ > 0. Finalmente, se f = 0 entao K =0 e
portanto K* = Y*: senao K* = K 5, porque o fecho de K, K, coincide com
Ko i = ()

Com base no que acabamos de mostrar, verificamos que
K; = {—AoFI(yO) : AO Z 0} .

Mas se F'(y°) = 0, entao Ko = (). E por conseguinte, K =Y*. #

3.2.2 Diregoes factiveis

Denotaremos por K, o cone de direcoes factivels no ponto y° para o
conjunto () em um espaco de Banach Y.

Como mencionamos anteriormente, () pode ser dado por restrigoes de
desigualdades nos problemas extremais.

Primeiramente, o tnico caso de sumo interesse ¢ aquele onde y” ¢ um
ponto da fronteira de (), visto que se y° € intQ), seguc-se diretamente da
definicao 2.1.17 que K, =Y, ou scja, qualquer direcao ¢ factivel.
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Caso o conjunto ) nao tenha pontos interiores, obteremos uma resposta
trivial: K, = 0.

Agora consideremos o caso em que o conjunto @ ¢ definido por algum
funcional:

Q={yeY : F(y) < F(°)}

e definamos Kp o cone de diregoes de descida para Q em 3°. Teremos sob
certas condigoes o cone K,, como mostra o que se segue:

Teorema 3.2.3 Considerando os conjuntos acima definidos € supondo ainda
que a aplicagao F € diferencidquvel em y°, tal que F'(y°) # 0, conclui-se que

Ke=Kp=1{heY : F(y)h<0}.

Prova: Primeiramente iremos verificar que Kp C K, e em seguida que
K, C{h€Y : F'(y°)h < 0}. Depois usando o teorema 3.2.2 obteremos o
resultado desejado.

De fato, se h € Kp, temos que dado o < 0, F/(y° + ch) < F(y°) + ea <
I'(y°), para todo h pertencente a uma vizinhanca U do vetor h e para todo
e €]0, go[. Além disso, y°+ch € Q, Vh € U e £ €]0, gp[. Mas isto ¢ a definicao
de direcao factivel. Logo Kp C K,.

Agora suponhamos que h € K,, ou seja, que y° + ch € Q, Ve €]0,¢¢].
Entao F(y° + ch) < F(y°).

Como F' é Fréchet-diferenciavel, F' é diferencidvel em qualquer direcao e
por 1sto

PV’ (yo)h — llm P’(yo + €h) B Pj(yo)

10 £

<07,

Por outro lado, sabemos que o cone K, é aberto, portanto existe uma
vizinhanga U/ do vetor h tal que U C K,.

Tomemos 7 > 0 e h € Y, tais que F’(y”)h <0eh,=h—~(h— h) e l.
Devido ao fato'de h, € K «, segue, de acordo com as idéias acima, que
F'(y°)h, < 0. Porque F'(y°) € linear obtemos:

F)h = F@)rzh + 1i5h) < 75F @)h + 75 F/(y")h

I+ 147
< TLF(y)h <0,

“e | O significa que ¢ tende a zero pela direita, ou seja, ¢ tende a zero por valores
positivos.



Logo K, C {h€Y : F'(y°)h < 0} . Pelo teorema 3.2.2 e inclusoes que prova-
mos, segue o resultado desejado. B

Finalmente mencionaremos o caso especial de um conjunto ) nao definido
por um funcional, embora seu cone de diregoes factiveis tenha uma descrigao
simples (confira através da figura 3.1, a qual esboga o cone K, no ponto
y° = (y$,v3) de qualquer circulo @ em IR?).

Figura3.1: Cone de direcao factivel K,

Teorema 3.2.4 Seja Q@ um conjunto convezro no espago de Banach'Y. Entao
o cone factivel, K,, no ponto y° é dado por

Ko={he€eY : h=X(y—v°), y€intQ, A>0}.

Prova: SejaA={he€Y :h=XA(y—y°), y€intQ e A > 0}.Provare
mos que K, = A, para o caso em que y° = (.

Inicialmente suponhamos que h = Ay, y € intQ, e A > 0. Verificaremos
se he K, :

Dado g9 > 0, tomemos 0 < £ = W)%}” < gg. Sabendo que ) é convexo,
60()\y) ( 8()/\ )
eh = = Y EQ.
R Ay
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Logo, h € K,. Por outro lado, se h € K, entao dado go > 0, existe ¢ €0, o],

tal que ch € Q). Fazendo y = ¢h, temos que h = Y De onde segue que h € A,

.
com A = ¢! > 0. Desta forma, K, = A. B

3.2.3 Direcgoes tangentes

Recordemos a definigao de diferenciabilidade estrita tomando os espacos
de Banach Y e Z (veja novamente Cartan [14], Flett [21] e Alexeév [2, 1982]).

Definigao 3.2.5 A aplicagao F € chamada estritamente diferencidvel
no ponto y°, se existe um operador A € L (Y, Z) tal que para todo € > 0,
existc 6 > 0, de modo que para quaisquer yy € Yo salisfazendo ||y; — y°|| < 6
e llya — ¥°|| < 8, tem-sc a seguinte desigualdadc:

IE(y1) = Fly2) — Alyr —w2)ll < ellyn — well- (3.14)

Colocando y; = y° € y; = y° + h em (3.14), obtemos (3.13), de modo
que uma funcao estritamente diferencidvel é também diferencidvel segundo
Fréchet, e A = F'(y°).

Uma ferramenta essencial para determinarmos o cone de direcoes tan-
gentes é o Teorema de Lyusternik, enunciado como segue:

Teorema 3.2.6 ( Lyusternik ) Scjam Y, Z espacos de Banach; V uma
vizinhanga do ponto y” € Y € uma aplicagao P -V — 7 tal que P(y°) = 0.
Se P ¢ estritamente diferencidvel em y° ¢ P(y°)Y = Z ( t.e., P'(y°) € um
cpimorfismo), entao o conjunto M = {y € Y : P(y) = 0} possui, no ponto

y°, um cspago tangentc

TyweM =TLM =kerP'(y*) ={heY : P(y°)h =0}.

Prova: Primeiramente suponhamos h € Tyf, M. Assim,ser: [0,¢] — Y
tal que y° + ah + r(a) € M, com ||r(a)| = o{a), para a — 0!, entao, em
virtude da diferenciabilidade estrita de P? (de acordo com a definigao 3.2.5),
temos que

0=P (" +ah+r(@)=P)+aP (y)h+ola) = aFP (y°)h + o).
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Logo, P'(y°)h = 0. De onde concluimos que h € ker P'(y°).

Agora, para provarmos a outra inclusao, aplicaremos o Teorema das Fun-
¢oes Implicitas 2.2.3 & fungéo ¥(y,h) = P(y+ h), com h°=0e 2° = 0.

Decorre da diferenciabilidade estrita de P que a aplicagao y — ¥(y,0)
é continua no ponto ¥’ e que

”P(y +h) = P(y+h)— Py°)(h— iL)H < ¢

h— hll —
le@.h) - v, ) - PG -b)| < =|h-i],

quando y € B(y°,6) e h, h € B(0,6) ®. A condigio (3), do teorema das

Fungoes Implicitas 2.2.3, também ¢ satisfeita, ja que P/(y°)Y = Z. Portanto

teremos a existéncia de uma aplicagao @ : V — Y, onde V & uma vizinhanca

do ponto y° em Y e @(y) = ¢(y, 2),V z € U, vizinhanga de (y°, 2°) = (y°,0).
Considerando em particular para z = 0, segue que

Uy, 0(y.2)) = V(y, o) =0<= Ply+¢y) =0 (3.15)
oy, 0) =l = lleW)| < x| ¥(y,h") — 2|
— 0,0 = £ |PE)]. (3.16)
Definamos 7 : [—-£,&] — Y tal que (@) = @(y° + ah). Dai,
P(y*+ ah+r(a)) = P(y°+ ah+ p(y° + ah)) =0,

por (3.15); de onde segue a afirmacao y° + ah + r(a) € M. Temos também
que

(@)l = lle(y” + ah)|l, por (3.16),
lp(W” +ah)| < s|P@Y" +ah)| = & | P(y° +ah) = Py°)]| =
& |P'(y)ah + o(|lah|])]| = &llaP (y°)h+ o(a)|, para k > 0.

Se h € Ker P'(y°), entao ||r(a)|| = o(a). Assim, pela defini¢ao (2.1.20)
de cone tangente, resulta que h € T,eM C T,5M. Portanto, kerP'(y°) C
Ty M C T;o M. Desta maneira mostramos as igualdades:

*B(e,8)={yeY :|ly—dly < é}.
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TpoM =T M =kerP (y°) = {h€ X; P(°)h=0}.®
! y

Neste momento consideremos a mesma notacao para cone factivel, K,, e
definamos K7 como sendo o cone de diregoes tangentes unilaterais ao sub-
conjunto ¥ C Y no ponto y° € F.

Veremos quando é que os cones duais dos cones tangente e factivel coin-
cidem com o conjunto F dos funcionais lineares suportes para £ em 3°,
queremos dizer, com o conjunto £ = {f € Y*: f(y) > f(v°), Yye E}.

Teorema 3.2.7 Scjam um conjunto E convexo fechado em'Y € um ponto
y® € E. Entao,

K. =E.
Se, além disso, int E # {, entdo

K,=FE.

Prova: Sejam dados um funcional f € F e uma direcao tangente unila-
teral h € Kp. Dado 0 < € < €9, existe y. € F, y. = y° + eh + r(e), tal que
i:—) € V, para toda vizinhanca V de zero e ¢ suficientemente pequeno. Ja

que y. € E e f € E, temos que [ (y:) > f(y°). Portanto

YRR (Ca I (UG Ry

€ £

Mas f ('—%-)-) — 0, quando £ — 0% (pois, desde que f é continua, para cada
& > 0, existe wma vizinhanga V de 0, tal que para qualquer y € V, |f(y)] < 6.
Assim, ' f (1(5—))[ < 6, para ¢ < 0 suficientemente pequeno). Por conseguinte,
f(h) >0, isto &, f € K.

Reciprocamente, sejam f € K7, y € E. Entao h = y — y° é uma direcao
tangente (para 0 < £ < 1, tome y° + ¢h € Y, donde obtem que y° + ch =
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(1-¢€)y®+ey € E, j& que E & convexo). Visto que f € K., segue-se que
f(h) >0, ou seja, f(y) > f(y°). Isto significa que f € E*.
Deste modo, temos provado que £ = Kj..

Se int £ # (), entao pelo teorema anterior,
Ke={heY :h=A(y—v°), yeintEe X >0}.
Conseqgiientemente, se f € K, entao, para todo y € int E e todo A > 0,
F (=) > 0, equivalentemente, Af(y) > A (5°).

Em particular, para A = 1. Entretanto, int E = E, quando int E # 0.
Portanto, pcla continuidade do funcional f, o fato de que f(y) > f(y°), para
todo y € intE, implica que f(y) > f(y°), para todo y € E. Podemos entio
dizer que f € F'e K, C K} = E. Por outro lado, K, C K. por conseguinte,
através da definicio de cone dual (2.1.3), KX D K. = E. Logo, K = E. B
Por causa do resultado acima, verifica-se que em muitos casos a determi-
nacao dos cones duais é equivalente a determinacao dos funcionais suporte

para um conjunto convexo fechado em Y.
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Capitulo 4

Aplicacao a problemas de
otimizacao

Mostraremos, como conseqiiéncia das idéias desenvolvidas anteriormente,
condicoes necessdrias de otimalidade para um problema de programacao nao-
linear no IR™ e para um problema de controle 6timo a ser especificado na
secao 4.2.2.

4.1 Problema de programacao nao-linear

4.1.1 - Consideragoes sobre o problema

Seja V uma vizinhanga aberta de y° € IR™. Consideremos as funcoes
F:V —R G :V —R, i=1..,reH;:V — IR, j=1,.,4q.
Qucremos estudar o seguinte problema nao-linear, (PNL):

min F(y)
yeV

S.a



Ao definirmos I = {1,...,7} e J = {1, ..., q} observemos que:

e se ] = (), o problema (PNL) apresenta somente restri¢oes de igualdade;

e sc J = (), o problema (PNL) apresenta somente restrigoes de desigual-
dade;

e se ] =PeJ =0, oproblema (PNL) é sem restrigoes.

4.1.2 Condigoes necessarias de Fritz-John

No que se segue, obteremos condigoes para um extremo local em dimensao
finita dadas por Fritz-John.

Teorema 4.1.1 (Fritz-John) Considere os funcionais: F diferencidvel em
y°, G; € diferencidvel em y°, para todo i = 1,...;r ¢ H; estritamentc dife-
rencidvel em y°, para todo j = 1,...,q. Sc y° é étimo local de (PNL), entdo
existem escalares Ao, A1, ..s Ar, fy, - g1 € ft, nem todos nulos simultane-
amente, tais que :

r q
i) MVF(y) + ; AVGi(y°) + Z} w;VH;(y°)=0";

j
ii) )‘i Z O, 1= 07...,7‘;
i) \MGi(y?)=0,i=1,...,nr
Antes de provarmos o teorema faremos algumas consideragoes relativas a
definicao que se segue:
Definigao 4.1.2 Diz-se que uma restrigdo G;, para algum i, do problema

(PNL ) ¢ ativa no ponto y° se G;(y”) = 0. Caso contrdrio, isto €, se G;(y°) <
0, diz-se que a restricao é inativa.

'R(y°) = VR(y’) = grad R(y°) = (52-R(Y°), 52 R(¥*)+ -+ 5o R(Y°))-
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Note que as restrigoes inativas nao tém influéncia na caracterizagao dos
minimos locais, j& que definindo I(y°) = {i: Gi(y°) = 0}, se G4(y°) < 0
para algum s € I, ou seja, se s ¢ I(y°), entdo A, = 0. Portanto, teremos a
condi¢ao necessdria:

i) WVF@)+ X AVG(y)+ZuJVH( °)=0;
iel(y°)

i) A >0,i€{0,1(y°)}.

Por isso, basta analisarmos os casos em que as restrigoes sao ativas em y°.
Isto é o que faremos na demonstracao abaixo.

Prova do Teorema de Fritz-John: Faremos uma andlise dos casos
triviais, seguida dos casos em que o formalismo mencionado até agora, faci-
litard a verificagao do resultado desejado.

1° passo (Casos especiais triviais)

Se VF(y°) = 0, entao sao satisfeitas (i), (ii) e (iii), com A = 1, \; = 0,
parat=0,..,7rep, =0, paraj=1,...,q.
Se VG,(y°) = 0 e s € I(y°), entdo (i), (ii) e (iii) so satisfeitas com
As=1, A\ =0,parai# sep; =0, paratodo j=1,...,q.
Se os vetores VH;(y°), com j = 1, ...,¢q, sdo linearmente dependentes:
existem escalares 7;, j =1,...,q nem todos nulos tais que

i VH;(y°) =0,

entao tomemos A; =0,7=0,....,Trep; =7,, j =1,...,q, de onde verificamos
(), (i) e (ii)- |
2° passo (Casos n#o triviais)

Consideremos de acordo com o capitulo anterior,

Qi = {yeR™ : Gi(y)<0},Vi=1,..,1 e

Qv = {yeR™: H;j(y)=0,Vj=1,...q}.
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Entao (PNL) pode ser colocado, sob a forma geral de problemas extremais,
equivalentemente a (P):

min F(y)

yeV
s.a "
yeR = ﬂizl Q.
Investiguemos o cone de diregoes de descida associado a F. Como F é
diferencidvel em y°, pelo teorema 3.2.2, com VF(y°) # 0,
Kp = {de R":VF(y°)-d <0} e
K = {=2VF(#°): X >0}. (4.1)

Agora, definamos K; o cone de diregoes factiveis para Q;, i = 1,...,7. Se
VGi(y°) # 0 e Gi(y°) = 0, para fixado i = 1, ..,7, entao pelos teoremas 3.2.3
e 3.2.2

K; = {de R":VG;(y°)-d <0} e
I{: = {—/\,-VGi(yO) : /\1' > 0} (42)

Queremos usufruir do teorema 3.2.6 de Lyusternik , para isto definamos
a aplicagao H : V. — IR?, tal que H(y) = (Hi(y), ..., Hy(y)). Devido aos
fatos: y” é 6timo local, H; ¢é estritamente diferencidvel em 3 e para todo
J = 1,..,q, os vetores VH;(y°) sao linearmente independentes; teremos as
seguintes afirmacoes respectivas:

a) H(y”) = (Hi(y"), ..., Hy(y"))

I
—~
(=)
o
S

b) H é estritamente diferencidvel;
¢) A matriz Jacobiana J (H'(y”)) tem posto g. De outra forma dito, a apli-

cacao H'(y°) : R™ — IRY é sobrejetora, isto &, existe d € IR™, tal que
H'(y?)d =v, Vv € R9.
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A partir disso, podemos exibir T+, 41, o cone tangentc a (, ;; em y”, como
a seguir:

TeQry1 = KerH'(y’)={de R™: H(y")d =0} =
{d e R™ :VH;(v)" -d=0,Vj=1, ..,q}

If

Para simplificar, estabelecamos A = H'(y?). Dessa maneira, o cone dual
de T,eQr 11 serd constituido de todos os funcionais lineares continuos f €
(IR™) = IR, tais que f(d) = 0, paratodod € TyoQ,,; = KerA, pois Ker A
¢ subespaco. TLogo, f € (KerA)™ . Usando a hipétese (¢), segue do teorema
2.2.6 que

Im A" = (KerA)",
onde A* ¢ o operador adjunto de A ¢ no caso em questao, A” ¢ a transposta
da matriz jacobiana J(A). Portanto, f € Im A*, ou seja, f = A*(—:*), para
2% € (IR?) fixo. Congiientemente, ¥d € IR™ e z* € (M) fixo, temos que
f € (IR™)" pode ser representado como

fld) =[A" (=" d==(")" - Ad = —(z")" - H'(y°)d.

Desta forma,

. . q R : .
(TyeQr11)” = {— ZH p;VH; () p; € R, j = 1.,-.-,q}- (4.3)

Através de (4.1), (4.2) e (4.3) conseguiremos a existéncia dos multipli-
cadores A; > 0, parai =0,...,7, e y; € IR, para j = 1,..., g, nem todos nulos,
tais que (ii) e (iil) sao verdadeiras, e por causa da aplicagao do teorema 3.1.1
pdgina 28, ¢ vdlida a igualdade (i). ®

4.1.3 Interpretacoes geométricas

Faremos uma interpretacao geométrica da condicao necessdria de Fritz-
John para minimos locais, supondo que Ay > 0; que o dominio de restri¢oes
Q de (PNL) esté definido em IR? somente por restrigoes de desigualdades, e
definido em IR?® por restricoes de igualdades.

Suporemos também que os vetores gradientes:
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VH;(1°), ..., VH,(y°) e VG;(y°), para todo i € I(y°); sao linearmente inde-
pendentes, o que quer dizer que ¥° € () é um ponto regular das restrigoes.

Figurad.1: y° é ponto interior ao conjunto das restrigoes G, G4 € Gj.

Figurad.2: y° pertence a fronteira da restricao G.
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Figurad.3: y° pertence a intersecao da fronteira da restricao GG; com Gjy.

Nas figuras (4.1), (4.2) e (4.3), esbocamos as equipotenciais (curvas de
nivel) Fo(G;) = {y € IR* : G;(y) = 0} i = 1,2,3 e/ou4 associadas a cada
uma das restrigoes G;. O conjunto de indices das restrigées ativas em y° é
dado respectivamente por I(y°) = 0, f(yo) = {1}, f(yo) = {1,4}.

Os gradientes VG;(y°) sao naturalmente ortogonais a seus respectivos
equipotenciais Fo((;) no ponto ¥°, e apontam na dire¢ao para onde G;(y)
¢ positiva (dire¢do de maximo crescimento de G;(y) a partir de ¥°, onde
Gi(y°) = 0).

Se y° é mimimo local do problema, na primeira situacao teremos
VF(y°) =0.

Pois como 3° é ponto interior de ), o cone tangente e factivel é o préprio 122
e conseqiientemente o cone dual tangente e factivel é o funcional nulo (0, 0).
Pelo teorema 3.1.1, existem funcionais nem todos nulos, tais que AoV F'(y°) =
0. Tomando A¢ = 1, segue a igualdade acima.

Na segunda situacao, existe A; > 0 tal que

VE(y°) = =\ VG1(y°).

Finalmente na terceira, o teorema 4.1.1 (denominado Teorema de Karush-
Kuhn-Tucker 2) garante a existéncia de A1 e Ay > 0, tais que

—VF(y°) = MVG1(y°) + MVG4(y°),

2 A generalizacdo do Teorema de Karush-Kuhn-Tucker pode ser encontrada em Zeidler
[40, p. 417-422]. Sugerimos consultar Contesse [8, p. 39], para o caso em que o espago é
o IR™.
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ou seja, —VF'(y°) pode ser expressado como combinagao linear, com coe-
ficientes nao negativos, dos gradientes das restrigoes ativas em y°. E esta
condigao é equivalente a projetar V F(y°) sobre o cone tangente a () em y°
e obter o vértice deste cone, ou melhor, o vetor nulo de IR* (poderiamos
substituir /R? por IR™ e a projegao seria euclidiana). Portanto, a condigao
de Karush-Kuhn-Tucker pode ser considerada como uma condi¢ao de equi-
librio segundo a qual —VF'(y°) (for¢a aplicada a uma particula situada no
ponto y° € ) nado admite componentes tangenciais, sobre o dominio ), que
tirem a particula de sua posicao y° levando em consideracao as restrigoes de
deslocamento para esta particula (ou melhor, as restrigoes ativas em y°).

Neste momento, passemos a interpretar o caso em que as restrigoes do
problema (PNL) sao de igualdades - as condigoes necessdrias de otimalidade
sao conhecidas como regra dos multiplicadores de Lagrange.

O dominio de restricao (de factibilidade) ) de (PNL) é uma certa hiper-
superficie em JR™ (no caso ilustrado a seguir, é uma superficie em R?).

}rVFhJ‘%

;vmw

Wi O
K

Figurad.4: y° pertence a restricao de igualdade

Se o ponto y°, pertencente a esta hiper-superficie, ¢ um minimo local de
(PNL), a condicao de Lagrange ® garante que o gradiente da funcao objetivo
avaliado em y°, VF(y°), pode ser expressado como combinacao linear dos
gradientes das restricoes de igualdades avaliados em y° :

VF(y°) = iy VH(y°) + ... + 1, VHy(y°).

3Consulte em Contesse [8, p. 56].
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Os escalares 1, ..., p, sao usualmente chamados multiplicadores de La-
grange.

Esta regra é equivalente a que o gradiente da fungao objetivo avaliado
cem ¥° pertencd ao subespago ortogonal ao subespago tangente & superficie
Q@ em y° (na figura (4.4), o subespago tangente é o semi-espaco que contém
[ e é determinado pelo plano tangente a Q em y” ). Esta condigao ¢ ainda
equivalente a que o vetor nulo de IR™ scja a projecao euclidiana do V F(y”)
sobre o subespaco tangente a () em y°.

4.2 Problema de controle 6timo

4.2.1 Consideragoes sobre o problema

No espaco KC'(A, R") x Leo(A, R™) x IR? *, chamamos problema de
controle 6timo o seguinte problema (PC):

min Bo(z(-), u{-), o, t1); (4.4)

(1) = e(tz(),ul-), o, 1), (4.5)

u(t) € U,VtEe [to, ], (4.6)

4+ KCYA.IR") denota o espaco das funcoes de A em IR" cuja derivada é continua por
partes no intervalo A, ou seja. a derivada apresenta um niimero finito de descontinnidades
de primeira espécie (pontos de descontinuidade possuem os dois limites - a esquerda ¢ a
direita).

I Lo(AR") é 0 espaco das funcbes u = (uj.ug,....,u,) : & — " mensurdveis
scgundo Lebesgue, essencialmente limitadas, definidas sobre o intervalo compacto A C IR,
com a norma |- definida por

lull,, =

X esssup ju;(t
s

onde esssup denota o menor mimero A tal que ]‘uj (t)] € A para quase todo ¢ € A.

As vezes. durante o decorrer da dissertacao, usaremos a notacao L7 (A) ou (L (A)).
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Yto,th) = 0, i=m' +1,...,m, onde (4.8)

B.(x(:),u(-),te, t;) = /l Li(t,x(t),u(t)) dt + v;(1o, x(to), 11, 2(11)):

lo
1 =0,...,m.

Aqui é dado um intervalo A finito; tg,t; € A; L, : IR x IR" x " — IR
sao funcoes de n +r 4+ 1 vandveis; ¢, : IR x R™ x R x IR" — IR sao funcoes
de 2n + 2 varidvels; ¢ @ IR x IR" x IR"™ — IR" é uma funcao vetorial de
n+r+ 1 vandvels;: 4 ¢ um conjunto arbitrario tomado e IR".

Um caso particular do problema (PC) é apresentado quando ty e/ou 1,
sao fixos.

A fungao Bo(x(-), u(:),to, 1) € chamada fungao objetivo. Ja a funcao
vetorial x(-) é€ denominada varidvel de estado (trajetdria de fase) e a fungao
u(+) ¢ denominada controle. A equagao (4.5), a qual chamamos equagao
de movimento ( equagdo controlada: relagdo diferencial ou restrigio em
forma dc solugao ) deve ser satisfeita em todos os pontos de continuidade
do controle u(-) sobre o intervalo [to, ;] (designaremos por T o intervalo
[to,11], apenas para simplificar). A condicao (4.6) é chamada restrigao de
controle (restri¢do do tipo inclusio;. U se chama dominio de controle.
A quédrupla (x(-),u(+),1,t;) no problema de controle 6timo é denominada
processo controlavel, se 2(-) € KCH (A, IR"), u(:) € Loo(A,IR") e se sao
satisfeitas a equacao de movimento (4.5) e a restrigao de controle (4.6). Um
processo controldvel é considerado admissivel se também sao verificaveis
as relagoes (4.7) e (4.8). Dizemos que um processo controlavel admissivel
€7 = (r°(-). u"(-). 13.17) € 6limo se existe & > 0, tal que a desigualdade By(£) >
By(£”) ¢ satisfeita para qualquer processo admissivel € = (2(:),u(+), to, t;)
para o qual verifica-se

1(x(-), o t3) = (27(), 15, 19))]

(7"(/_\)><H?2 < 6 ( parat € j‘m [181{1)] ) 5'

Fim decorréncia disso, dizemos que x°(:) é o estado 6timo ¢ v°(:) € o
controle 6timo do problema (PC).

®Usaremos também a notacao (" (a.b) ou (C(a.b))" para o espaco C'{(a,b). R"). das
funcoes continuas de (a,b) em IR™.



Quando definimos o conjunto A como o conjunto formado pelos processos

admissiveis £ = (z(-), u(-), o, t;), o problema (PC) representard um progra-
ma matematico (PMT):

min {Bo(£) : £ € A}.

Observacao 4.2.1 O tempo inicial ty (respectivamente final t;) bem como
o estado wicial g do processo de controle sao varidveis.

Observagao 4.2.2 O conjunto U pode ser de diversas naturezas, isto €, ele
pode ser um conjunto discreto. Por esta razdo ndo ¢ natural considerar so-
mente controles continuos ou diferencidvets nos problemas dc controle.

Observagao 4.2.3 Uma hipdtese comum nos problemas de controle étimo
¢ a continuidadc por partes em todas as varidveis ¢ suavidade (no sentido
de cristir diferenciabilidade pelo menos de primeira ordem) com respcito as
variqeeis t ¢ x.

O problema (PC), que descrevemos anteriormente, chama-sc Problema
de Bolza (PB). Com freqiiéncia, a funcao objetivo Bo(z(-), u(-), o, ;) tem
a seguinte forma:

t1

B()(.’I'('),’u(-)7t0,f.]) = / L(t7x(t)7u(t)) dt.

to

Neste caso chamaremos (PC) de problema de Lagrange (PL(:) Se a
funcao objetivo By(x(-), u(+), te,11) & dada por

BO(‘T(')v ‘U(')./ t’O'/ tl) = 1/"0({’07 477<t0)e 117 I(tl))
teremos um Problema de Mayer (PMY).

Cada wmn destes problemas pode ser transformado nos outros dois, fazendo
algumas modificacoes na forma com que o problema ¢ apresentado. Por isto
os resultados obtidos para problemas na forma de Bolza, por exemplo, sao
validos para os respectivos problemas de Lagrange e de Mayer.

Mostraremos, a titulo de exemplificacao, que (PB) =(PMY) e (PB)
=(PLG):

Fixemos £ = (lg,2(lo), 11, x(1y)), para simplificar nossa exposicao.



e (PB) =(PMY)

Considerando um problema de Bolza como na pagina 77, o problema de
Mayer equivalente sera dado por:

min Bo(z(-), u(-), to, t1) = min[z, 1 (t1) + ¥ (¢)]

i(t) = p(t,x(-).u(-), to, 1),
x'n+l( ) IL({ T( ) (t))
( yeU NYieT,
B (z(-), u("), to, t; )g t=1,...,m,
Bi(x(-),u(:),to,t1) =0, i=m'+1....,m
J"nn(fn ) =0

o (PB) =(PLQ)

Considerando que, para o problema de Bolza, queremos

min/‘l]L(i z(t), u(t)) dt + ().

to

Para transformé-lo em um problema de Lagrange acrescentamos uma igual-
dade especifica. Isto € o que mostra a forma de Lagrange abaixo apresentada:

min By(x(-), u(-), to, t1) = min f; L(t, x(t), u(t)) dt

#(1) = ot (). ul).to, ),
u(t) UVt e,
Bi(x(:),u(-),10,11) <0,- 7
Bi(:l?() () 10 t]):(), ]
By (), u(-), to, t1) = ¥p(#

Maiores detalhes sao comentados em Blum [10, p. 62 e 63].

4.2.2 Principio do Méximo Local de Pontryagin

Trabalharemos, de maneira particular, com o seguinte problema de con-
trole, salvo algumas exigéncias impostas imediatamente:



Encontrar z : [0,7] — R", u : [0,T] — IR" tais que satisfacam a
seguinte equagao diferencial:

dit,r(t) = (x(t),u(t), 1),

com as condi¢oes de contorno
z(0) = ¢
x(T) = d,
onde ¢ : R" x R" x [0,T] — IR", de modo que minimizem o funcional

integral

/T]L(a:(t),'u(t), ) d,

Jo
cujo controle satisfaz restricoes do tipo

u(t)y e M, qt.p. 0<t<T,
comL:R"x IR x[0,T] — R.
Como conjunto de controles admisivels tomamos a classe de todas as
fung¢oes mensurdveis limitadas (isto é, u € (Leo(0,7T))" ). Em vez da equacao

(4.10) consideramos a equagao integral equivalente, ou seja, a solucao sera
um par (z,u) € (C[0,T])" X (Le(0,T))" satisfazendo a equacao integral

x(t) =c +/0 e(x(r),u(r), 1) dr.

O problema que acabamos de apresentar pode ser reescrito da seginte
forma:

Problema (P):

min ‘ /TIL (r(t),u(t),t) dt, (1.9)
0

(ra)eC 0. T)< L7 (0.T) |

d—(?t;l’(t) = @ (x(l),ul(t),t): (4.10)
r(0) = ¢ (1.11)
x(T)y = d; (1.12)
u(t) € M, qtp. 0<t<T. (1.13)
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Teorema 4.2.4 (Principio do Mdaximo Local de Pontryagin) Secjam
¢ R" < R x[0,T] — R" ¢ L : R" x R" x [0,T] — IR tais que
o (2(t),u(t),t) e L (z(t),u(t),t) sdo fun¢ics continuas cm € u, mensurdvcis
em 1, continuamente diferencidveis com respeito a x ¢ u. Além disso, scjam
20 (00, u(t), 0. @, (2(0), u(t), 1) ©. Ly (2(t), u(t). ). Lo (2(t),u(t). 1) funcies
limitadas para todas x ¢ u limitadas. Seja M C IR™ convexo ¢ fechado, tal que
int M # @. Suponha que (x°(t),u°(t)) € uma solugdo do problema (P). Entdo
existem um nimero Ag > 0 € uma fungao p(-) : [0,T] — IR", salisfazendo
a4 €quUAgao

() = =)0 (0, 0p(0) + Ao (2(0). 07(1). 1), (1.14)

tais que Ao e p(-) ndo sao simultancamente igquais a zero, além disso

() - u(t) > 07,
(1.15)

(—u (@), u” (1), )p(1) + AaLu(2(2), w*(1). 1))
para quase todo t € [0,T] € para todo u € M.
Prova: Consideraremos o espaco E = (C[0,T])" x (Le(0,T))", o qual

abreviaremos por E = C x Lg,. Denotemos por

Q2 = {(z,u) € E: satisfazem (4.10), (4.11) ¢ (4.12)} e
Q1 = {(r,u) € F: satisfazem (4.13)} .

Nosso problema €, assim, minimizar a integral

F(r,u) :L L (x(1),u(l),t) dt

sobre o conjunto ) = Q7 N Qs

6 .

so(rout) e g, (r,u,t) denotam as matrizes cujos elementos sao as derivadas parcias

~

Oy

—{r.ut), i = 1l,...m j=1...n
().’I‘J'
Oy , )
Tiroud), ¢ o= 1...om: j=1...,71.
L) soees J seees
Guj
‘—\;Z» e ,QZV denotam as transpostas das matrizes ¢, e i, respectivamente.



Analisaremos o problema de acordo com nosso esquema geral.
Primeiramente iremos determinar o cone associado ao funcional F', aos
conjuntos @; e (9, e por fim calcularemos os respectivos cones duais.

a) Anilise do funcional F

Visto que F(x,u) jo x(t),u(t),t) di, onde L(x(t),u(t),t) é continua
em x, u, t e diferencidavel com resp(*ltoa.zt7 w; Lo(x(t), u(t), 1) e Ly(x(t),u(t), t)
sao continuas em .. u, t, obteremos

T
Fl(z?, ) (7, 0) = / L, (2°(1),u(1),t) Z(t) + L, (z"(1), u"(t), 1) a(t) dt.
0
Pelo teorema 3.2.2; o cone de diregoes de descida é dado por
Ko={(r,u) e E : F’(.’l’o,uo)(fi,ﬂ) < 0}.

Se Ko # 0, entao para qualquer f, € K,

Jo(T, 1) = —AO/O [Lo(2(8),u?(1), 1) T+ Ly(z°(t),u’(1),t) @]dt; Ao > 0,

(4.16)
ou seja, K* = {—AoF'(z%,u°) : Ao >0} .

b) Ansdlise da restricao em Q.

O conjunto U = {ue L7 (0.7): u(t)e M C IR, qtp. t€[0,T]} ¢
convexo fechado no espaco Lo, Também, int U # (), devido ao fato de u”(t) €
M e int M # ¢. Além disso, o conjunto Q; = C x U é fechado e convexo em
E,e

int@Q, =C xintl! #0.

Seja K o cone de direcoes factivels para (97 no ponto (r°, u”). Entao, sc

bl
fi € K7, segue-se que fy = (0, f), onde f; € L7, é um suporte para U no
ponto u° (conforme os teoremas 2.1.5e 77 ).

¢) Analisc das restrigocs em ()s.

Queremos determinar o subespaco Ry tangente a

“_f‘
[\ha ]



Qu=<(r,u)e E: x(t)y=c+ f(: olr@),u(t), r)dr, YVO<t<T, e
z(Ty=d e R"

no ponto (z°,u°). Para isto, definamos o operador P : F — Fj, onde

Ey=Cm0.7] % IR" e

Plru) = (.'17({,) e /0( (1), u(t), 7) d7. o(T) —d).

Entao, Q2 = {(z,u) € F: P(x,u) = (0,0)}.

De acordo com as hipéteses relativas as derivadas ¢, (z,u, 7) e v, (T, u, 7)
teremos que

P(z° + 7,u° + @) — P(2°,u°) =
( jo (27, u?, )T(7) + g, (x°,u%, 7)u

=
—~
-
—
=9
=

,-z:(T)) + 6,

onde para o resto 6 podemos encontrar a estimativa:

db=o <\/H5HZ~ + HﬁH‘lx> Também notamos que

(5(i) [ [ (x”,u®, TYE(T) + o, (%, u®, T)a(r) dr, T(T )) ¢ um operador li-
near de I em Ej. Logo, I’ é Fréchet-diferencidvel (veja a defini¢ao 3.2.1),
em (r°, u°) e temos que

P(x° u) (%, u) =
(#(0) = Jo wola®, v, 1)T(T) + o (a0, Tu(T) dr, 7(1)).

Ainda mais, (2, 4”) ¢ continua muma vizinhan¢a de (2°,u”). Portanto,
P (27, u”) é estritamente diferencidvel (usamos resultados de andlise diferen-
cial, os quais garantem que se um opcrador é continuamente diferencidvel,
cle ¢ estritamente diferencidvel).

Descjamos determinar quando esse operador linear é sobrejetivo, pois
assim conseguiremos exibir o cone K.



Afirmamos que, se a condi¢ao de nao degeneracgao A, definida na pagina
63 depois desta prova, é satisfeita para o sistema

d _ - I TY
(1) = AW + B)a();

z7(0) =0,

com A(t) = @, (z°(1),u(1),1), B(t) = p,(z°(t),u"(t),t), entao P'(z°,u’) &
sobrejetor, ou seja, P'(z°, u°)E = FE;.

Por conseguinte, todas as assercoes do teorema 3.2.6 de Lyusternik, na
pagina 37, sao satisfeitas para o operador P e assimn, o subespaco tangente K,
consiste de todos os pares (T, @) € F os quais satisfazem a equagao integral

(4.17)

z(t) = / [ (2%, u®, YT (1) + 9, (2%, v, T)u(r)]dr: Z(T) =0

0

ou equivalentemente, a equacao diferencial linear
() = o (x7(0), (1), )T + o (x°(1),u’(t),)a, z(0) =0 (4.18)
ZT) = 0 (4.19)

Denotemos por L; C E, o conjunto de todos os pares (I, @) satisfazendo
a equacao (4.18), e Ly C E, o conjunto dos pares satisfazendo (4.19). Entao
L; e Ly sao subespagos e Ky = L1 N Ls.

Definamos Lo(T) = Ly = {(@(T).a(T)) € R" x R" - #(T) =0} . En-
tao, se [ € L3, f (z,a) = 0, para todo (Z,%) € Lo. Equivalentemente,
F(@(T).a(T)) = 0, para todo (F,@) € Ly. Assim, f € Lj se, e somente se,
Ja = (a,b) € R™ tal que f(@(T),a(T)) = a- (@(T),w(T)) = a-2(T) +
b-a(T). E claro que b = 0, por isso f(#(T),a(T)) = a - #(T). Logo, sc
/€ L;. teremos que f(z.@) = a- #(T), com a € R". Desde que Ly ¢
definido por n funcionais lineares z;, L3 ¢ n-dumensional. Portanto L] + Lj
¢ fechado, e por conseguinte, L} + L3 é w™- fechado. Isto decorre do seguinte
teoremas:

Se L, e L, sao subespacos fechados de um espaco de Banach e L, é finito-
dimensional, entao L; + Ly ¢é fechado.

E decorre também do teorema (2.2.2). Pela proposicao (2.1.9), segue-se que
K; =L+ L3,

Desde que L, é um subespaco, segue-se do teorcma (2.1.5) que, para

qualquer f3 € L3, nés temos f3(T,u7) = 0, para todo (T, @) satisfazendo
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(4.18). Finalmente, como mencionado anteriormente, se  fy € L+ L}, entao

fo(7,7) = f(F,3) + fs (7,3) = a-2(T); a€ R"

d) Equagao dc¢ Euler:

Agora podemos aplicar o teorema de Dubovitskii-Milyutin (3.1.1). Por-
tanto obteremos que existem funcionais fg, f1 € fo € E”, nem todos nulos,
tails que

fo(z,@) + fi (Z,%) + fo (T,@) = 0, para todo (7,1) € E, (4.20)

onde fo (7, @) é dado por (4.16), f; (7,7) = f1(1) & suporte para U/ em u°,
£ (2,3) = (2, %) + f3(T,0), com f3(Z,u) nulo, para (I, 1) satisfazendo a
equacgao (4.18), e f (7,u) =a -Z(T); a € IR".

e) Anilise da equagao de Euler:

A equacao (4.20) deve ser satisfeita para (T, %) arbitrarios. Considere @
qualquer, e determine Z = #(u) da equagao (4.18). Com esta escolha de T ¢
@, nés temos f3 (Z, @) = 0, assim a condigao (41.20) torna-se

fl(ﬂ):/\g/ (Lo (z°(t),u’(t),t) T+Lyu(x°(t),u”(t), t) ] dt —a-Z(T"). (4.21)

0

Agora transformaremos a expressao do lado direito de (4.21) de tal maneira
que substituamos I por @. Suponhamos que p ¢ solugao do sistema (4.14)
com a condigao de fronteira: p(1T) = a. Entao,

"
Ao / Lo(z? v )T dt —a-3(T) =

JO

/ (B(t) + i (27w 0)p(1)) - 2dt —a-2(T) =

J0

o T
/ pl(t) - xdt + / (2 (%0 Op(t))" - 2dt — a- 2(T).
J0 70

o
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Integrando por partes vem que:

./0 I‘?T(t)-idtwL/O (g (2%, u”, )p(t))" - Fdt —a- 2(T) =

prl - /0 p’(t) z dt + ./o pT () (o (2%, u”. )T)dt — a- T(T).

Usando o fato de que (Z, 1) satisfaz a equagao (1.18), temos que

d
Culr” u’ )u = EJ:U) — (" v, ).

Dec onde obtemos

— ./(; p (1) xdt + /0 pT(I,) A (% u )T)dt =

—/0 PO (p (2", ) @) dt = —/0 (oT(x?, u, )p(t) T - a dL.

Assim,

T T
Ao / Ly(z° ) Tdt —a-Z(T) = — / (T2, )p(t))" - adt.
0 0

Portanto a condigao (4.20) torna-se

f] (ﬁ) = / (_@Z('Tav Uo,t)p(f) + ’\O]Lu('TO: Uort))T ' Ddt;

Jo

onde % é arbitrdrio e f 1 € um suporte para U/ no ponto u”. Conseqiientemente,
(=T (2, u®, Op(t) + AL (z%, u®, )T - (u(t) — w°(t)) > 0,

para quase todo 0 < t < T e para todo u(t) € M. Isto decorre do seguinte

fato:
Se o funcional linear [ definido por



¢ um suporte para /' no ponto u°, com ¢(t) € L7 (0,7) *. entao

g(t) - (1 — w°)(t) > 0, para todo u{t) € M e quasc todo t € [0,7] (i.e., para
quase todo t € [0,7], o vetor ¢g(t) € IR"™ é um suporte para M no ponto
u’(l)).

De fato, suponhamos que a afirmacao ¢é falsa, isto €, existe um q\lbconjunt o
Ry C {0,T], p(R1) # 0 (onde p(R,)) denota a medida de Lebesgue * de Ry),
tal que para todo t € Ry, existe @(t) € M de modo que g(1) - (@ —u°)(t) < 0.
De acordo com Lusin, dado um intervalo J, se uma funcao Y : J — IR™ é
mensuravel, entao, dado £ > 0, existe wm conjunto fechado J. C J tal que
J\ J: tem medida < Ee T é continua em J, 1°. Logo existem subconjuntos

R, C[0,T], u(fy) < 5 , By C[0.T], u(RRs) < 5, tais que ¢ ¢ continua sobre
[0.T] = Ry, u® é continua em [0, 7] — R3. Desde que p(Ry) + pu(Rs) < p(Ry),
existe um ponto {y € Ry, 1o ¢ Ry U R3. Agora, ja que g € u” sao continuas
em tg ¢ g(to) - (U(to) — u’(lo)) = 7 < 0, existe L4 C [0, 7], p(R4) > 0, tal que
g(t) - (Ate) — u(t)) < %,paratodoi € Ry.

Consideremos a funcao

uty), se 1€ Ry
u’(t), se te€[0,T]— Ry.
Deste modo, u; € U e ao mesmo tempo,
T
f) = [ o wds [ gl @) - )<
0 R,
< )+ u(Ry). ouseia, f(un) < f(°).
O que contradiz o fato de f ser um funcional suporte para U no ponto u”.

~ Sob estas suposicoes, o caso A\g = 0, p(1) = 0 nao pode ocorrer, desde
que deverfamos ter fo(T, 1) =0 = XAy, a = p(T) = 0. Mas assim f,(u) = 0,

LI(O T) é o espaco das funcoes g{t) = (g(t).....g-(t)) definidas de (0.T) em ™. tais
que j() lg(t)| dt < +o0.
Lebesgue matematico francés.
No que diz respeito a teoria da medida, em especial medida de Lebesgue consulte Bartle
[7]. Fernandez (20]. Halmos [25] e Yosida {39, 1978].
10Para melhores esclarecimentos sobre o Teorema de Lusin. consulte Deimling [17.
p. 103]. Edwards (19, p. 151-153] ¢ Kolmogorov {28, p. 281].
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por causa de (4.21), de onde fo =0, f1 =0, =0. A equacio (4.20) deveria
implicar também que f; = 0, o qual contradiz a hipétese de que existem
funcionais f;, i = 0,1,2, nem todos nulos.

f) Ansdlise dos casos excepcionais - casos triviais:

Iremos analisar o caso em que o cone Ky de dire¢oes de descida do fun-
cional F' no ponto (r”,u”) é vazio. Em seguida, vamos assumir que o sistcma
(4.18) é degenerado. Portanto, mostraremos que aquelas afirmagoes con-
trarias feitas no decorrer da prova sao supérfluas.

De fato, se Ky = 0, entao

/T Lo(27(0), u(1),1) T + La(e®().u?(t).0) @ dt =0 (4.22)

e

para todo (7,#). Tomemos p solugao do sistema (4.14), com p(T) = 0 ¢
/\0 = 1

Visto que
T T i )
/ Lo (2%, u”,t) T dt = / (B(t) + 5 (27,0, Op(1))" - Tdt =
0
° T T
= [ 5wadir [ o) - adi =
0 0

T T
= pIlg - / pi(t) - Edt + / pH(t) e (a”,u, )T dt
0 0

Novamente, pelo fato de (7, @) satisfazer a equagao (4.18), temos que

Portanto,



Por conseguinte,

T T
/ Ly(x°,w°,t) T dt = — / (X (x°,u®, )p(t))" - u dt.
0

JO

Assim,

[ (el 000 + L@ ©.000,0) F - 1 de =0,

para todo @, por (4.22). Logo, —pl(z° u® t)p(t) + L.(x°(t),u’(t),t) = 0
para quase todo t € [0, T]. Verificamos desta forma a desigualdade (4.15).

Agora, digamos que o sistema (4.18) & degenerado, entao existe uma
solu¢ao nao nula p(-), da equacao (4.14), com Ay = 0, tal que

_LIJZ(‘I’O> U»O, t)p(t) =0.

O que nos mostra a veracidade da inequagao (4.15) onde A\g = 0. W

Observagao 4.2.5 Dcfinamos a fungdo de Pontryagin H:
H(il?, u, p, t) = @T(ma u, t) ) p(t) - )‘OL(‘T(t)v ’Ll»(t).( t)‘

Se (z°,u”) € solugao do problema (P) € as afirmagées do teorema do
Marimo local de Pontryagin (4.2.4) sao satisfeitas, entao H(x”, u, p,t), como
fungao de u sobre M, satisfuz as condigoes necessarias para um marmo, para
quasc todo 0 < < T, no ponto u = u°(l) (esta ¢ outra mancira de expressar
a equagao (4.15)). Expliguemos melhor:

Considerando que

I, (", u, p,t) = (2 u, 1) - p(t) — AoLu(2”(t). u?(1), 1),

uma condi¢ao necessdaria para que H(x?, u, p, t) tenha um maximo cm Al
como fun¢ao dec u, ¢ que —H(2”, v, p,t) scja um suportc de M no ponto
u”(1).

Se € diferencidvel com respeito a u ¢ no tempo t, u(t) € int A, entao a
condigao H(x?(t),u"(t), p(t),t) > H(x"(t),u(t),p(t), ), para todo u(t) € M,
implica quc

d

;{711(.170({)7 u’(t), p(t), t) = 0.
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Observagao 4.2.6 Enconira-sc usualmente na litcratura o termo fungio
Hamiltoniana ao tnvés de fungao de Pontryagin, devido ao fato de o

max H(z(t),w(t),p(t),t) = H(z°(),u(t),p(t),t) ser chamado Hamiltoniano
H. Contudo, neste trabalho, preferimos usar o termo fungdo dc Pontryagin,
porque justifica melhor o titulo do teorema 4.2.4 na pdgina 54.

Agora discutiremos a respeito da condi¢ao de nao degeneracao do sistema
(4.17), a qual usamos para obtermos a sobrejetividade do operador P’ (27, u”).

Definigao 4.2.7 ( Condicao de nao degeneracao A ) O sistema (4.17/
sc diz ndo degenerado. sc qualquer solugdao nao nula p(-) da equagao

d ‘
Lp(t) = ~AT(0p(0), (1.23)
satisfuz @ condi¢ao
BT (O)p(t) # 0, em um conjunto dc medida positiva. (1.24)

Aqui, A(t) € B(t) sao matrizes n X n € n X r respectivamente € p(t) € IR".

Observagao 4.2.8 Temos outra condi¢ao de nao degeneragao, a condi¢ao
de ndo degeneragao B. FEla € uma condi¢ao necessdria para a condigao de
nao degenera¢ao descrita acima. Por isto concluimos o que afirmamos an-
teriormente.

Para melhor esclarecimento disto que acabamos de mencionar, iremos dar
matores detalhes a respcito: -

Definigcao 4.2.9 ( Condi¢cdo de ndo degeneragao B ) Seja D C IR"
um conjunto de todos os vetores T(T) € IR". os quais satisfazem a equagao
difcrencial

25

d _ - 1. |
{ 770 = AT + Bja(): (4.25)

ondc A(t) € B(t) sao matrizes n X n ¢ n X r respectivamente, ¢ 4 € uma
funcao arbitraria em L7_[0,T).
Se D = R", entao se diz que a cquagao (4.25) ¢ nao degenerada.
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Continuando as nossas observagoes, as vezes cxpressa-se csta condigdo
dizendo que o sistema € completamente controldvel, em virtude do fato
de que ao se considerar o sistema

z(t) = ®(x(t),u(t),t), para t > iy, (4.26)

com estado inicial x(tg) = xq, sc existe um tempo finito t, > ty € um controle
u(t), parat € {tg,t1], o qual transfere o estado inicial Ty para outro estado no
tempo ty, dizemos que o cstado xrqg ¢ controldvel em ty. Ainda mais, sc todos
os valores de xo sdao controldveis para todo to, o sistema (4.26) ¢ complcta-
mente controldvcl, € qualitativamente isto significa que ele € controldvel sc
cada varidvel de estado de (4.26) pode ser influenciada pelo controle u (“sinal
de entrada™ w). R. E. Kalman mostrou que um sistema linear invariante no
tempo (isto ¢, as matrizes A(t) € B(l) sao constantes) ¢ controlavel sc, ¢
somente se, a matrizn X rn

©=[B AB A’B ... A" 'B] tem poston .

Secr =1, uma condi¢ao necessdaria € suficiente para controlabilidade ¢ que a
matriz O, y, Scja nao singular.

Lema 4.2.10 Se a condi¢ao de nao degeneragao A ¢ verdadeira, entao vale
a condigao de nao degeneragaoB.

Prova: Suponha que a condi¢ao de nao degeneragaoB ¢ invdlida. 1.c.,
D # IR". Como uma conseqiiéncia direta da linearidade da equagao diferen-
ctal, D ¢ um subespago e disto segue-se que existe um vetor nao nulow € IR"
ortogonal a D. Fquivalentemente, w - #(T) = 0, para qualquer Z(T) € D,
onde T(t) € solucdo da equagao (4.17).

Consideremos agora o sistema

%p(f) — AT(Oplt):

pT) = w.

ara melhores informacoes a respeito de controlabilidade de um sistema. veja Barnett

[6, p. 97-102}, Chen [15, p. 179-192] e Shinners {36, p. 463-466).

ll])
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Entao p(t) # 0, desde que w # 0. Conscqiientemente, para qualquer solugao

#(1) de (4.17)
0 = [ G0+ A wn0)" a0 ai =
= p'(T)-%(T) - p"(0) - 2(0) - /0 ' pi(t)- T (t)dt +
v [ oo o

18to €.
/7 (BT(t.)p(t))T ~a(t)dt =0, Yae L. (0,7T).

Mas isto € possivel somente sc BT ()p(t) = 0, em quasc toda partc de (0,7T),
de onde chegamos numa contradi¢ao com a condigdo (4.24, da dcfini¢ao dc
ndo degeneragaoA. Temos, portanto, o resultado desejado. B

Agora, suponhamos que a condi¢ao de nao dcg(n(mg ao B € satisfeita
para o sistema (4.17;, novamente com A (1) = ¢ (x°(1),u"(t),1) € B(t )
2 eC

P (?(1),u”(t),1). Considercmos (a(1),b) € Ey ¢ tom(m()s "0, 7] tal
que

t
)y =a(t)+ / e (2°(7),u’(7), )z(r)dr,¥Y L € [0, T, (4.27)

Jo
visto que (4.27) ¢ uma equagdo lincar integral de Volterra '? de scqunda
cspéeic (pcla definigao 2.2.4 5, devido a proposi¢ao 2.2.5. cla possuird uma

dnica solugdo = € C"(0,T). qualquer que scjaa € C"(0,7T).
Nolemos quc a equacao

5:(1,)_./0' 2. (17(7), u” (1), T)3(T) + o, (27(1), uo(1), )i()dr = a(t), ¥ t € [0, 7],

Vito Volterra. matemético italiano. com traballios em anélise funcional e equacoes
integrais.



tem em particular a solugao u(t) = 0 ¢ T(t) = 2(t), para qualquer a €
cm(0,7).

Por outro lado, jd que o sistema (4.17) € ndo degenerado, podcmos en-
contrar a € L7 (0,T) ¢y € C"(0,T) dc modo quc

U(t) = (27(1), u”(L), Yy(t) + 2, (2°(1), u”(1), Yu(t);
y(0) =0: (4.28)

Finalmente, cologuemos Z(t) = y(t) + =(t) e para simplificar.
s = (x°(t),u"(t). 7). Logo,

ot

P, 0)(2,3) = (2(1) - / [ (8)2(7) + pu(s)a(r)]d, 2(T)) =

JO

= (=(t) + () - / {02(8)[2(r) + 4] + pulS)a(r)}dr, 5(1).

Assim, pelas equagoes expressas por (4.28), teremos que

P (a”,u%)(2,7) = (2(1) + y(t) - [ 22 (@(0), (1), T)2(r)dr — y(0), b).

E por (4.27) obtemos P'(x°,u°)(Z,a) = (a(t),b), ou se¢ja, P'(z°,v’)E = E;.

Podemos dizer entao, que a sobrejelividade do opcrador P(x”,u”) pode ser
verificada atraveés da condigao de nao degeneragao A. de onde basta encontrar
a matriz fundamental A (matriz transi¢ao dc estado, da cquagao

d

() = =T (1)p(1).

(dc outra forma dito. basta resolvermos a equag¢do malricial

CAW) = —ATWAR),

AQ) = I,

onde 1 ¢ a matriz identidade ¢ A(t) ¢ uma matriz n x n) ¢ posteriormente
cncontrar a matriz BT (1)A(1).
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Realmentc. como qualguer solug¢ao nao nula p do sistema (4.23) tem a for-
ma A()X, com X = (M, ..., \,)" #0, se as colunas €,(t) da matriz BT (1)A(t)
sao linearmente independentes, entdao

BT(0p(1) = BT(OAMA =D M&(1) #0.
i=1
E como consecqiiéncia, o sistema (4.17) serd nao degenerado.

Observagao 4.2.11 Sc de antemao sabemos que o sistema lincarizado (4.18.
¢ nao degenerado, enldo poderemos assumir Ao = 1.

A scguir, discutimos algumas modificacoes das condicoes de extremo para
algumas versoes do problema de controle 6timo:

A condicao final (4.12) ¢ dada por uma restri¢ao mais geral
Gx(T))=0,i=1,....q,

onde G; sao funcionais diferencidveis em R". Entao para calcularmos o sub-
espago tangente K5, assumiremos que a condi¢ao de nao degeneracao é sa-
tisfeita e que o operador P € dado por

Plru) = (1;(1.) —c— ‘/Ov&,z(;z:(t.),’u(t),T) dr, Gl(.’zz('l‘)),...,Gq(;r(T))) .

De maneira andloga, K consiste de todos os pares (Z, %) € E tais que

d

ot = G (2 (), u?(t), )T + 2 (2”(8),w?(1), yu, 7(0) =0,

Gi(x”(T)) - #(T) =0, i =1, ....q.

Agora assumiremos que p(-) satisfaz a equacao diferencial (4.14) com a
condicao de fronteira

q

p(T) =3 i Gia(T)). (1.29)

11
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onde y1,, i =1, ..., q, sao escalares arbitrarios.

3

Assim, podemos usar os mesmos argumentos para provar (4.15) levando
g

em conta o fato de que f5(z, %) = Y p,Gi(x°(T)) - T(T): i, € IR. Portanto a
o1

formulacao da condi¢ao necessdria de extremo pode ser considerada na forma
(4.15), com a tnica diferenga que a fungao p nela figurada deve satisfazer a
condigao de fronteira (4.29).

Em geral, se a fungao de estado x é sujeita a condigoes de fronteira na
forma geral, 2(0) € Sy, z(T) € Sy, onde S; e S, sao variedades suaves,
entao adicionamos hipéteses referentes a p(0) e p(T'), a saber, p(0) deve ser
transversal (i.e., ortogonal ao subespaco tangente) a .Sy no ponto r?(0), e
p(7T) transversal a S, no ponto x°(T).

Particularmente, sc é dada a posi¢ao de estado inicial, £(0) = ¢, onde
¢ é fixo, enquanto que para o tempo final T, x(1") é livre, entao serao
necessarias condi¢oes de contorno apenas sobre p(T') (em virtude do fato de
que nao teriamos, durante a prova, o conjunto Ls e por isto na equacao (4.20)
nao apareceria o termo f3(Z,u). Assim, ao continuar o mesmo raciocinio
na demonstragao, deveriamos impor p(T) = 0, por causa do termo p’j?]g ).
Portanto, podemos dizer que a condi¢ao de nao degeneracao é desprezivel.
Conseqilentemente nos é permitido considerar g = 1.

Sao feitas modificacoes semelhantes para o caso em que Sy € Sy sao con-
juntos convexos. Basta lembrarmos das justificativas concernentes ao cone
dual das direcoes factiveis a (); e entao impormos que p(0) é suporte de S;
no ponto r°(0) e p(T) é suporte de Sy em z°(T).

Finalmente, se o funcional a ser minimizado nao é o funcional mtegral
(4.9), mas o funcional Lg(2(7)), onde Lo(x(-)) é uma fun¢ao diferencidvel
em IR", ou seja, o problema ¢é de Mayer, entao este problema se reduzird ao
problema (P), pagina 53, desde que

Lo (1)) = Lo(2(0)) + /0 %L(,(x(t)).«(.p(z,),u(z),z) dt.

Fntretanto, problemas deste tipo podem também ser considerados dire-
tamente, uma vez que o cone de diregoes de descida para este funcional possa
ser determinado usando o teorema 3.2.2 na pagina 33. Disto segue-se que
as condic¢oes de extremo tem a mesma forma; uma vez que é preciso apenas

tomar L(z, u,t) =0 e p(x(T)) = —%LQ(IO(O).
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Outra classe de problemas de controle é aquela em que aparecemn restrigoes
nas coordenadas de fase do tipo G(z(t),t) <0, Vt € [0,T] e entao p(T') = a,
e no caso em que também T é livre, tomamos p(T) = 0. No que se refere a
estes problemas, p(-) ¢ uma fungao em geral descontinua e satisfaz a equagao
diferencial

d Ty 0 o ¢] d
P = —wa (7(0), (), )p(t) + Ga (27, 1) (1),

onde a medida nao-negativa, du(t), tem por suporte o conjunto
R={tel0,7):G(x°(t),t) =0} .

Para estas duas situagoes as quais acabamos de mencionar, as condigoes
de extremo sao deduzidas em Girsanov [22, capitulo 14] e em Ioffe [26, capi-
tulo 15].

No contexto de problemas de controle 6timo com tempo livre e condigoces
de estado final dadas, sugerimos uma leitura mais detalhada em Girsanov
[22, capitulo 13]; também para tempo livre e condigbes impostas aos estados
inicial e final, veja Fomine [2, capitulo 4], Toffe [26, capitulo 2] e Zeidler [40,
capitulo 48].
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Capitulo 5

Aplicacao do Principio do
Maximo

Neste capitulo apresentaremos um problema pratico, o problema do pouso
brando, sobre o qual aplicaremos o Principio do Mdximo. Entretanto, primei-
ramente, faremos algumas consideracoes a respeito da forma com que o pro-
blema de controle pode ser considerado, seguidas do Principio do Maximo de
Pontryagin correspondente a essa forma.

5.1 Principio do Maximo de Pontryagin

5.1.1 Formulagao do Problema

Consideremos no espaco KCHA,IR") x KC(A, IR") x IR*. o problema

de controle:

min Bo(z(:), u(-), to, t1):

it x(),u(-), to, ),
u(t) € U Nte ],



Bi(z(-),u(-), to,ty) < 0, i=1,....,m,
Bi(x(-),u(-),to,t;) = 0, i=m'+1,....m,

onde

Bi(x(:),u(:) to, t1) = / | Li(t, z(t), u(t)) dt + ¢;(to, x(to), t1, z(t1)),

Jitg

1=0,1,...,m.

Aqui, KC(A,R") é o espago das fungoes continuas por partes em A,

ou seja, das funcgoes que apresentam um mimero fimto de descontinuidades
de primeira espécie (nos pontos de descontinuidade, terd os limites finitos a
direita ¢ a esquerda), onde A é um intervalo finito dado; tg,t; € A;
L;: R x IR" x IR" — IR sao funcgoes de n 4+ r 4+ 1 vandveis; ¢, : IR x IR" x
R x IR" — IR sao funcoes de 2n + 2 varnaveis; ¢ : IR X R" x ™ — IR"
¢ uma funcao vetorial de n + r + 1 varidveis; Y4 é wum conjunto arbitrario
tomado em R".

Utilizaremos, neste contexto, a fung¢ao de Lagrange

ty
L(z,u,tg, t1;p,A) = / (O o ALtz u) + p(t) (& — @(t, z,u)) dt
t

0

+ Z:ZO /\izf/"i(t()? T(to) ty ) I(tl)):

onde A = ()\(),/\], ---,/\'m) € p() S 1\',611 ([to,tl],ﬂ?“*) .

5.1.2 Condigoes de otimalidade para problemas
de controle

Teorema 5.1.1 (Principio do Mdaximo Local de Pontryagin) Supo-
nhamos que € = (&(-), (), 0, 81) scja o processo dtimo do problema de
controlc dtimo, dado acima, para o qual L;, i = 0,1, ...;m, sao fungics con-
tinuas com suas derivadas parciais com respetto a x no conjunto V x U,
ondc V € uma certa vizinhanga do conjunto M = {(t,;‘i’(f,)) NS [io,il]}; €
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vy, 1 = 0,1,...,m, sdo fungocs continuamentc derivdveis na vizinhan¢a do
ponto (lg, (lg), 11, 2(11)) (condi¢ao de diferenciabilidade). Portanto, ezistem
multiplicadores de Lagrange X = (Ao, A1, ..., Am) € p(-) € KC! ([ig, t], ﬂ?”*) ,
quc nao sao simultancamente iguais a z2cro, € lais que, para a fungdo dc
Lagrange L. sejam satisfeitas as condigoes:

a) de estacionaridade com respeito o © (Equag@o de Euler):

d . ;
—— L)+ L (t) =0
i La(t) + Lo(t) =07,

para o Lagrangcano
. m .
Lt,z,z,u) = Z Lt z,u)] + p() (2 — o (1, z,u)) ,
2=0
sc. € somente Se,

p(t) = La(t) = p() @, (1), V1 € [to, ],
ondc dcfiniremos

L{t,z,u) = Z ALt @, u):

=0

b) dc transversalidade com respcito a x

Li(ly) = (=1)Le, <= plin) = (=1)" Y Athy,,, k=0,1

m

para £ = £tg, 2o, t1,11) = S Nty (Lo, To, 1, 7)) 7, ou scja.
0

p(lo) bae,
p({ ]) = (1] .
LUsaremos as notacoes Ly (t) = Lo(t. (1), %i‘(f), (1)) o(t) = ot 2(t), u(t)):
(e, = L (to.2(l0), 11, 2(1h)), etc. Ly, serd avaliada no ponto 6timo. Por problemas

de estética. nao usaremos circunflexo em L. Entretanto estd facil de detectar no texto
quando isso acontece.

“x(ly) = ag e x{ty) = 23.
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c) de otimalidade com respeito a u, consistindo no Principio do Minimo

sob a forma de Lagrange:
milr} L(t,2(1), La(t),u) = L(t, &(t), 22(t),u(t)) se. ¢ somente se,
ue i

meilr} L(t, 7, u) — p(t)p(t, z,u) = L(t, x,%) — p(t)p(t, z,4),¥Y t € [to, t1];

ou no Principio do Mdaximo sob a forma do Hamiltoniano H (forma
de Pontryagin):

max H(t, 2(t), u, p(t)) = H(t,2(1),u(t),p(t)),

onde H(t, z,u,p) = pe(t,z,u) — L(t,x,u) € a fungdo de Pontrya—
gin:

d) de estacionaridade com respeito aly, parak =0,1:

L;, =0 se, € somente se,

m

(—1)FH! ;}Aili(ik) > /\,;(1;/)1.“r + &’,vi“%;t(ik)) = 0 se. € somente se,

H(tﬂ) = (_1)k+lélk ;
cquivalentemente,

~L(to) + b1, + £z (to) :
—H‘(tl) + (11 + F:r]‘f’)(tl) = 0

e) dec nao rigidcz complementar:

NBi(6)=0,7i=1,., m"

f) de nao negatividade:
A >0, =01, m.
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Prova: A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em Alexeév
[3, 1987, p. 169 a 178], para problemas com estado final livre e tempo
fixo. Também podem ser encontradas diferentes provas, mas com a mesma
logica na exibigao, utilizando outros espagos na formulacao do problema,
salvo algumas consideracoes abaixo citadas:

e estados inicial e final fixos e tempo final livre, em Girsanov {22, capitulo
13};
e condi¢oes de fronteira: B;(z(-),u(-), to, t1) = ¥;(x(t1),t;) = 0, parai =
1,...,m, e tempo final livre, em Zeidler {40, p. 426 a 433];
e condigoes de fronteira:
B;(x(),u(), to.t) = ¥(x(ty),te) =0, i=1,...,m":
Bi(x(-),u(-),to, 1) = ¥, (x(t1),t1) =0, 1=m +1,..,m,
e tempo final livre, em loffe [26, p. 147 a 159]. B

Observagao 5.1.2 Apresentamos o Principio do Mdazimo Local de Pontrya-
gun. para problemas com tempo final livre, com uma aparéncia diferente
daquela apresentada na pdgina 54, porque aparece com mais fregiiéncia na
li-

teratura. Contudo, em cada condi¢dao do teorema 5.1.1, pdgina 71, fizemos a
rclagdo com a fungdo de Pontryagin e/ou a funcgao p(-) € KC* ([to, 1], B™),
a qual aparece no Principio dado na pagina 54.

5.2 Problema de aterrissagem moderada de
um veiculo espacial - problema de pouso
brando

Um veiculo espacial deve realizar um pouso brando ( aterrissagem mode-
rada), isto &, chegar a superficic plana de corpos celestes privados de at-
mosfera, por exemplo, a Lua, com velocidade vertical nula, minimizando o
consumo de combustivel.
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Observagao 5.2.1 Fm toda essa se¢io consideraremos a superficie da Lua,
por 1850 usaremos também o termo alunagem.

Estamos supondo que o veiculo espacial realize uma trajetéria retilinea
perpendicular a superficie da Lua. Designemos por:

e h(t) a altura do veiculo acima da superficie da Lua no tempo t;
e v(t) sua velocidade vertical no tempo ¢;

e m(t) a massa do veiculo no instante t.

Entao z(t) = (h(t),v(t), m(t)) descreve o estado do veiculo como fungao
do tempo.

Suponhamos que durante a manobra de freagem, o veiculo espacial esteja
sob a agao da forca de gravidade Fy(t) = —gm(t), onde o fator g ¢ uma
constante positiva (aceleragao da gravidade) e sob a a¢ao da forga de impulso
(forga propulsora) Fy(t) = ku(t), onde k é uma constante positiva (aceleracao
de impulso) e u(t) ¢ a forca oposta a velocidade de consumo do combustivel:
u(t) = —m(t). Assumamos finalmente que a funcio u satisfaz a restricdo
0<u<U, Vt>0 (observe a figura 5.1).

Trajetoria de
descida do veiculo

Veiculo—p

"

T I ]
h Forga de
propulsdo = -Km

Superficie da lua

Figurab.1: Forcas atuando sobre o veiculo
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A partir disso, o mecanismo de voo sera descrito, de acordo com a 2¢ Lei
de Newton, pelas equagoes

mh = ku — gm, } (5.1)

m=—u, 0<u<U.

Assumamos que o pouso se inicia no tempo to = 0 e o estado inicial é
dado por

-I:(O) = (h07 o, 7”’0))

onde hg = h(0) > 0; vy = v(0); mp = m(0) &€ a massa de combustivel
disponivel, Al;, mais a massa do veiculo sem combustivel, M, no instante
inicial.

Podemos portanto, juntamente com (5.1), descrever o comportamento
dinamico do veiculo através das seguintes equagoes de movimento:

h = (35
v=k* —g;

m ’ 52
m = —u; (5 )

:13(0) = (hﬂ, Vo, 7774)).
Se t; = T é o momento final da manobra de freagem, entao para que a
alunagem se efetue com suavidade (brandura) deve-se cumprir

h(T)=v(T)=10 (5.3)

Porque T" > 0, dizemos que a funcao u : [0,7] — U = [0,U] é um
controle admissivel, se u € KC([0,T],R) e sc a solugao x(u,t) de (5.2),
associada a u, ¢ definida em [0, 7] e satisfaz (5.3), ou melhor dizendo,

hMu, T) = v(u, T) =0.

Supondo que A ¢ o conjunto de controles admissiveis e considerando que
a massa M do combustivel consumido ¢ igual a diferenca entre a massa
inicial e a massa final, entao o problema pode ser expressado como o seguinte
programa matem:itico (PM):

min {M (u,T) : u € A}. (5.4)

Observemos que:
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e O tempo necessario para o pouso brando nao é fixo;

e As condi¢oes finais h(T) = v(T') = 0 deveriam ser completadas pelas
restricoes
h(t)y > 0, Vvtel0,T};
m(t) > M, vtel0,T], }

onde M, é a massa do veiculo sem combustivel. Entretanto, veremos

que ¢é possivel resolver o problema sem levar em conta, de maneira
explicita, as restrigoes (5.5).

A seguir, colocamos o problema (PM) como um problema de controle

S6timo (PC).
(1) Formalizagao do problema:

PC: min  my—m(T)

mo>m>UT
s.a
h =
1 =kt —g (5.6)
m= —u;
2(0) = (ho,vo, myp):

Ty = »(T)=0;
u(t) € U=1[0.U],vtel0,T]

Aplicaremos agora o Principio do Maximo (pagina 71):

Seja u € KC([0,T], k) um controle 6timo para o problema (PC) e x(l)
a trajetdria otima associada a u(t). De acordo com aquele Principio, devem
existir uma fun¢ao p : [0, 7] — IR? e um vetor A = (Ao, j1;, f15) com g > 0,
tais que as condigoes (a), (b), (¢), (d), (e) e (f) especificadas abaixo, no item
(2), scjam satisfeitas.

Observagao 5.2.2 Nao estamos considcrando a condigao de contorno em
t = 0, pois nao contribuird para a resolu¢ao. As fung¢des sao consideradas
somente para pardmctros varidueis ¢ por isso A € IR®. E para csercvermos a
fungao dc Lagrangc L, iremos fazer uma analogia com o problema geral de
controle descrito na se¢ao anterior:
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B 10, 1) = ol (1) = g =)
= (h,v,m)T;

Y= (’U’k‘% -9 -U)T;

L,=0,7=0,12.

vy (2(T)) = h(T):

gl (1)) = o(T).

A funcao de Lagrange sera escrita como
L@(),u(). T:p(),A) = [y pO)(E — @)dt + 58 A (T, (1))
= Ao (mo — m(T)) + fOT[pl(i.z. — 1) + pa(¥ — £ 4 g) + pa(rn + u)dt
+h(T) + o (T),
onde o Lagrangeano é dado por

L(z,u,t,p) = p(t)(@ — @) = pr1(h —v) + pa(¥ — 2 + g) + ps(1 + ).

VU
m

(2) Condigoes necessdrias:

a) cquagao de Fuler:

Logo,
~p1 =0, =pp—pr=0 e —153+p2% = 0:

b) transversalidade com respeito @ x -

p(T) = —/\OU‘POJ(T) (T) - /111/’11(T)(T) - MQU"?I(T)(T)
= —X(0,0,-1)7 — ,(1,0,0)" — 11,(0,1,0)".
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Portanto,

p(T) = —py,
})2(,]‘) = Ty,
Ps(T) = =g (57)

¢) otimalidade com respeito a u -

min.e L(x, ¢, t,p) = max.qs H(z,c,t,p) =
maxcey p’ (1)t 2, ¢) = maxeer [pr(t)v + pa(t) Gy — P2(1)g — ps(t)e]
maxcey [p2(1) iy — 23(0¢] = P2(V);ugiy — Ps(t)u-

Assim,

l

cE

d) estacionaridade com respeito a T :

Para £ = £(z(T) = Aotio(a(T)) — ey (2(T)) — piytey (2(T)), temos 7 = 0

e portanto, —f7 — £,(1y@(T) = 0 se, e somente se,

0 = —X(0,0,—1)((T),&(T),m(T))" ~
—11(1,0,0)(A(T), 5(T), 1 (T))" —
( )"

T),
—11,(0,1,0)(W(T), ¢(T), 1 (T))T.

Norit(T) + py W (T) + pyo(T) = 0 (5.9)

D

sc, e somente se,

(1) = pu(1) (343 ) =0

e) nao rigidez complementar:

Como nao temos restrigoes de desigualdades, essa condicao nao existe.
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f) nao negatividade:

(3) Controles admissiveis:

Resulta do item a) que

pi(t) =z = cte -
pa(t) = —zt + q; g = cle. } (5.10)
Fazendo
w(t) = —palt) — K22, (5.11)

obtemos w(t) = —ps(t) — ;l%[—pQ (1) m(t) — pa(t)m(t)]. Agora de (a), (5.10)
e (5.2) teremos

dl) = — 2. (5.12)
Na condigao (5.9), de estacionaridade com respeito a T, use (5.7) e (5.11).

Entao

ps(T)u(T) — k2EED 4 gpy(T) = 0 &
ps(T) — k%} u(T) +gpo(T) =0 &

—w(TYu(T) + gpy(T) = 0.

Logo,
w(TYu(T) = gps(T). (5.13)
Agora, obtemos pela otimalidade (5.8) com respeito a u, considerando
w(t)u lincar em [0, U], a seguinte solugao para o controle:

0, sew(t) <O0: .
v { U, sew(t) >0. (5.14)

Se = = 0, de (5.12) vem que

= 0= w(t) = wy = cte.
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Neste caso, se wg = 0, entao em (5.10) pa(t) = ¢ e de (5.13), p(T) =
w(T)u(T)
————— =¢. Mas w(T) = wp = 0 = p(T) = 0 = q. Logo, ;:(t) =0, Vt.

De onde py(T) = —py = 0. Também py (1) = 2 =0 =p,(T) = —p, = 0. Visto
. X - . . ~
que —p3+ [)2—7—; = 0, entao —p3 = 0. Por conseguinte, p3(t) = cte. Da equagao
m

(57), p';(f) = pg(T) = )\0. Entretanto 0 = Wo = IU(t) = ——p';(f) = —‘A(), ou
seja, Ag = 0. Deste modo provamos que todos os multiplicadores de Lagrange
sao nulos. Portanto, se 2 = 0, entao wy # 0. Por esta razao, em (5.14),

No entanto, se z # 0, concluimos que a fun¢ao w é estritamente monétona.
Porque pode existir algum ¢ € [0, 7] tal que w(t) = 0, teremos uma tinica
mudanga do valor de u. Podemos expressar isso da seguinte forma:

ou

Agora por (5.6) e (5.15), para t € [{,T] o veiculo estaria em queda livre.
Assim, quando o veiculo atinge a superficie da Lua, sua velocidade € dife-
rente de zero, portanto um pouso brando é impossivel. Assim, o veiculo se
desloca utilizando u(t) = U durante todo o pouso, ou muda de u(t) = 0 para
u(t) = U mumn certo instante ¢ € [0, 7.

(4) Solugao:

Definamos por 7 o instante de mudanga do valor de u; assumamos que
u(t) =0, vVte [0, 7[eult)=U, Yte[r,T].

Agora busquemos o lugar geométrico dos pontos (h, v) = (h(7), v(7)) para
os quais sc venfica:

WT) = o(T) = 0.

Consideremos o intervalo [0,7], onde u(t) = 0. Entao o deslocamento
doveiculo em queda livre é, com h(0) = hy ©(0) = vy. M(0) = myg, definido
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por:

h(t) = ho+vot — g5 (5.16)
o(t) = wo— gt (5.17)
m() = mg.

(Resolvemos o sistema (5.6) com u = 0).
Isolemos t em (5.17) e substituamos em (5.16):

t = t—10
= e, )
T S S T o 2
h— h,0+p0(t—_:—,n) _g(—jz> s h=ho—rol+ B2y H opy
conseguinte,
~ 1., 1,
L= ——0° + —g + hg. 5.18
37+ 5ot + ho (5.18)

Dessa forma, a trajetéria (h(t),5(1)), ¢t € [0,7] é em conseqiiéncia uma
pardbola, chamada pardabola de queda livre.
Por outro lado, quando u(t) = U, Vt € [r, T}, o deslocamento do veiculo
¢ definido pelas equagoes (5.6), com h(7) = h, v(7) = ©, m(1) = my,.
Determinemos a solugéo funcao de estado do veiculo:

m(t) = —U = [‘m(r)dr = — [LU dr = m(t) - m(r) = -U(t — 7) =

m(t) =me—U(t — 7). (5.19)

o(t) = km(,) -9 = f:i)( f km(r) dr —gf dr = v(t) —v(r) =
——kln[:'”l((?)] g(t — 7). Logo,

v(t) =7 —g(t—7)—kIn[l — #’;(f — 7)) (5.20)

h(t)=ov(t)=7—g(t—7)—kIn [1 — (—(f - T)} de onde segue que,
= 7t — — vr _ Ur LG )
ht)y=h+o(t—7)—5(t—7)°~k f In [1 + } dr. Sabendo que

mg

’ 1 /. 0 Hy
/lnh — Byldy = —ﬁ(v = By)Inly = Byl + ——5— +cte,

I8

terecmos:
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- mo mg mo mo

t T 7 7 e T
Sin 14 U ) gy = mo [—L”“‘T—ﬂ]ln {J—’" ks —L’—']+

4T motlUr _ Ut 4+ Mo [mQ+UT _ U_T] In motlUr _ Ur

mo mg mg mo mo my
_mg |metlir  Ur) _ [_m - ] _ U _ — (1 —
U mg mo | U + (l T) In mo (t T) (t T)'
Assim,

ht) = h+d(t—71) - g(t— TV 4k(t—71)+

+ké’]’° [1 - —(t - T)} In [1 - %(i - T)} - (52D

Suponhamos que o tempo durante o qual se usa o impulso maximo seja
s, ou seja, s = T — 7. Portanto em (5.19), (5.20) e (5.21) juntamente com

(5.3) obtemos: m(T) =mg —Us; v(T) =7 —gs—kln [1 - :—105} . De onde

;
T=gs+kln [1 - l—@] : (5.22)
me

na seqiiéncia, h(7T) = 1_1,+1'*8-—%s2+ks+%‘1 [1 - ;(n—os} In {1 — 1—2—05} . Portanto,

_ k 7 7
h= —%s + %32 — ks — 0 [1 - l—s} In {1 - 2_5} : (5.23)

My

As equagoes (5.23) e (5.22) nos indicam a altura e a velocidade inicials, para
as quais é possivel realizar um pouso brando, usando a for¢ca maxima de freio
durante o tempo s.

, ) ) .. My ,
Para que o problema seja realista, deve-se cunprir: 7 > o g. Isto ¢, a

forca maxima de freio (for¢a de propulsao) deve superar a forca da gravidade

inicial. Devido a (5.5), m(T).> M, e se supusermos que todo combustivel

& consumido no tempo T, teremos A, = M, + M, — Us. Portanto, o maior

tempo durante o ](\ljual se pode frear com forca maxima e pousar brandamente
1q

é dado por T = Ni

Seja I' = {(h(s),zv(s)) 0<s<T= M"'}. Verificamos para os pontos
(h(s),v(s)) € T o seguinte:

Se o estado do veiculo é (h(s), v(s), mp), entao usando a for¢a méxima de
freio, o veiculo pousa brandamete depois do tempo s. Denominaremos I por
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curva comutadora. Esta terminologia nos lembra o fato de fazermos uma
mudanca no valor do controle e acarretarmos uma mudanga na curva plana
que descreve o estado do veiculo.

Podemos eliminar o parAmetro s das equagocs (5.22) e (5.23), e obtermos
uma curva 6(h,7) C TI. Desta forma, dado (hg,v0) e considerando que a
trajetéria (h(t), (1)) intercepta I' no ponto (h(7),#(7)) = (h(s),v(s)) =
(h, ), obtemos o tempo 7 definido como a primeira raiz positiva da equacao

© (ho + vgT — g% , Vg — gT) = 0. (5.21)

Podemos dar portanto, a seguinte resolucao:

Durante o tempo 7 deixamos o veiculo se deslocar em queda-livre, em
seguida propomos uma forga de freio maxima. Se para (ho, 1) fixo, a equagao
(5.24) nao admite solugao, a alunagem branda sera unpossivel.
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Capitulo 6

Novas Perspectivas

Pretendemos, neste momento, fazer alguns comentarios a respeito de su-
posicoes feitas sobre as hipdteses do teorema de Lyusternik. Deixamo-las
para o final, porque foramn motivos para novos rumos tomados nesta drea
de otimizacao, mediante o formalismo até aqui discutido. Ainda mais, essas
consideracoes, que faremos em algumas hipéteses do teorema de Lyuster-
nik, sao no momento novas perspectivas para o surgimento de condigoes de
extremais.

Observemos que o teorema de Dubovitskii-Milyutin pode ser satisfeito
para problemas de otimizacao com restrigoes arbitrdrias de igualdade em
Qnyi1- Se Q41 € dado por {y € Y : F(y) =0}, onde F é um operador do
espago de Banach Y no espago de Banach Z, entao o cone tangente associ-
ado a (2,11 pode ser determinado usando o teorema de Lyusternik (pdgina
37). Contudo, este teorema requer a regularidade do operador F em pontos
candidatos a serem ponto de 6tuno, pots, caso contrario, nestes pontos y o
multiplicador Ag associado a funcao objetivo, pode ser nulo e assum impossi-
bilitar a ligacao da funcao a ser otimizada com as restri¢oes do problema. L
neste caso dizemos que a equacao de Euler-Lagrange é degenerada.

Devido a isto, Avakov [4, 1985], tendo essa visao analitico-funcional para
problemas com restricoes de igualdade, generaliza o teorema de Lyusternik
sobre a hipétesce de duas vezes Fréchet diferenciabilidade do operador nao
regular F. No que se refere aos problemas de otimizagao nao regulares citamos
o trabalho de Silva [37] que ilustra de maneira did4tica essa questao.

Todavia nos restam perguntas referentes as hipéteses de Lyusternik, cu-
jas respostas ainda nao sabemos. Quem sabe o leitor, que apés ler nosso



trabalho, interessou-se no assunto corrente, podera contribuir com solugoes
para as questoes abaixo explicitadas:

e Se InF' () = Z e F nao ¢ estritamente diferenciavel em §, serd que
ainda se pode caracterizar o cone tangente?

e Se ImF'(y) # Z e F nao ¢é estritamente diferencidvel em g, como se
pode tipificar o cone tangente?

Além disso, se F'(y) nao é um epimorfismo, também nao se sabe sobre a
veracidade da caracterizagao do cone tangente: T;Q,+1 = KerF'(y). Entre-
tanto, nada impediu (ou impede) o uso de outros métodos para calcular o
cone tangente, por causa da definicao outrora especificada, a qual independe

do operador F.

A seguir citaremos alguns dos diversos trabalhos desenvolvidos no campo
da otimizacao, que eventualmente servirao para o leitor tanto a titulo de
curiosidade quanto de pesquisa, visto que uns se utiizam dos argumentos
matemdticos os quais usamos e outros abordam os problemas extremais dife-
rentemente a forma aqui exibida. De repente, com as idéias formalizadas
neste trabalho, poder-se-4 fazer outra andlise dos resultados inerentes em
cada um deles.

Comecemos por mencionar o artigo de Ledzewicz [30], que trata da ex-
tensao do Principio do Mdximo Local para problemas de controle 6timo com
tempo fixo, considerados no caso anormal, ou seja, problemas cujo cldssico
Principio do Méaximo de Pontryagin tem a forma degenerada, a qual inde-
pende do funcional a ser minimizado. Ledzewicz utilizou uma extensao do
método de Dubovitskii-Milyutin para o caso nao regular, decorrente da ge-
neralizacao por Avakov do teorema de Lyusternik. E interessante também o
artigo de Avakov [5,-1988] dentro deste contexto.

Sobre problemas de controle nos referimos, além de [30] e {5, 1988], aos
livros de Barnett [6], Shinners [36] e o cldssico de Pontryagin [34].

No que se refere aos problemas de otimizacao que nao sao de con-
trole, cabe-nos apresentar alguns dos resultados recentemente publicados por
Brandao [11, 1996] e [12, 1997]. O primeiro trabalho trata de condi¢oes
necessarias e suficientes de otimalidade para problemas de programacao nao-
hnear com tempo continuo, usando subdiferenciabilidade de anslise con-
vexa; o segundo € constituido por condigoes necessarias e suficientes do tipo
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Karush-"Tucker para programacao nao-suave nnlti-objetiva, onde é assumi-
do que as fungoes sao somente Lipschitz e invexas. Jd na dissertacao de
mestrado de Primo [24] encontram-se condigoes necessérias e suficientes de
otimalidade para problemas de programagao matemética em dimensao finita
e infinita, utilizando teoremas de alternativa do tipo Gordan, tanto para o
caso finito quanto para o caso infinito dimensional, obtendo-se teoremas de
Fritz-John e Karush-Kuhn-Tucker para ambos os casos. Temos como outra

referéncia a abordagem feita por Mateus [32] para problemas de programacao
nao-lhnear.

No contexto de algoritmos para problemas de programacao linear ou nao-
linear e problemas de controle, indicamos, respectivamente, Martinez [31]
e Craven [16]. Juntamente lembramos a pesquisa de Adami [1], na qual
encontram-se ferramentas nmunéricas para a determinacgao do controle 6timo
utilizando o algoritmo BOX de programacao nao-linear.

A nivel de exemplificacao, sugerimos ao leitor o livro de Craven [16],
no qual constam-se aplicagoes do Principio do Méximo a outros problemas
concretos, como por exeniplo, controle de uma epidemna.

No ambito da histéria da matematica fizemos nos rodapés apenas uma
breve citagao biografica de alguns matemadticos, no entanto na bibliografia
constam-se os livros [9], [27] e [29] que sao de agradével leitura para quem
se interessar. Agora, indicamos Dieudonne [18] por se tratar da histéria da
andhise funcional.

Sem mais a acrescentar, acredito que o leitor dar-me-4 a honra de saber
que, pelo menos via uma rapida leitura desta dissertacao, também se encan-
tara com a elegancia da prova do Principio do Maximo Local de Pontryagin,
em virtude da estrutura matemadtica intrinseca a Dubovitskil e Milyutin, ou
ainda, com os ramos da matemdtica através dos quais nos referimos como
instrumento de trabalho e os quais deram-lhe o desejo de enveredar neles.

Termino compartithando a alegria que hd em meu coragao por vencer mais

esta clapa em munha vida, por causa da Sabedoria € Miscricordia reccbidas
de Dcus...
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