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INTRODUÇÃO 

Embora a Análise Complexa em espaços vetoriais de dimen-

são infinita tenha sido objeto de intensa pesquisa (ver, p. ex., [41 

e [lO]), o mesmo não ocorreu com a Análise Complexa especificamente 

em álgebras de Banach, ao menos nos aspectos tratados neste trabalho, 

embora quase meio século tenha decorrido desde o trabalho de Lorch 

([9]). 

Tratamos aqui de uma certa classe de funções holomorfas 

(ou analíticas) com domínio em um subconjunto aberto de uma álgebra 

de Banach A (comutativa e com elemento neutro e tal que Uel=l), e 

com valores em A. Essencialmente, a idéia é usar o fato de que exis 

te um produto em A, e considerar as funções holomorfas para as quais 

os polinômios da expansão em série de potências são da forma partic! 

1 ar n x---anx • Essa semelhança com o caso A=t sugere que estas 

funções possuam propriedades semelhantes às das funções holomorfas 

em abertos de ·t; por outro lado, como A é um espaço vetorial sobre 

t de dimensão infinita, parece razoável que haja alguma semelhança 

com as situações encontradas na Análise Complexa em espaços de Banach. 

De fato, no presente caso se encontram semelhanças e dissemé1hanças 

tanto com os resultados conhecidos para dimensão finita (p. ex., no 

que diz respeito à coincidência de topologias no espaço de funções) 

quanto com os resultados de dimensão infinita (p. ex. no que diz re! 

peito a domínios de holomorfia). Da mesma forma que se passa do caso 

de dimensão finita para o de dimensão infinita na Análise Complexa 

"clássica" (i. e., de t para tn e dai para espaços de dimensão in 

finita sobre t), ampliamos nosso estudo para funções com domínio em 



um A-módulo em com contradomfnio também em um A-módulo. Novamente 

se percebe· que os resultados se constituem numa espécie de meio-ter-

mo entre os resultados válidos para dimensio finita e aqueles vili-

dos para funções entre espaços de Banach. 

No Cap. I estabelecemos as definições e propriedades bá-

sicas das funções Lorch-holomorfas, utilizando os resultados conheci 

dos de holomorfia em espaços de Banach (a referência principal para 

este capftulo é [lO]). 

No Cap. II estudamos as topologias "naturais" nos espaços 

de funções Lorch-holomorfas. Em particular, mostramos que se o domf

nio é um aberto em A" , as topologias ~o e ~w coincidem no esp! 

ço de funções Lorch-holomorfas, ao contrário do que ocorre em geral. 

No Cap. III tratamos das funções Lorch-holomorfas com do 

mínio em variedades de Riemann modeladas sobre n A ; essencialmente, 

se trata de transpor certas propriedades (especialmente aquelas vis 

tas no Cap. II) para este contexto. 

Como no caso geral de funções holomorfas, uma questão que 

surge naturalmente é a extensão de funções Lorch-holomorfas. Os con 

ceitos de domínio de Lorch-holomorfia e domínio de Lorch-existência 

estabelecidos no Cap. IV são inteiramente análogos àqueles consider! 

dos para funções entre espaços de Banach, como seria de se esperar, 

mas os resultados obtidos são bastante diversos.Sabemos que num espaço 

de Banach todo subconjunto aberto convexo é um domínio de holomotfia; 

no entanto, em geral nem mesmo as bolas abertas em A são domínios 

de Lorch-holomorfia. É interessante notar que ao longo do Cap. IV u-

ma ferramenta extremamente útil é o raio espectral ~; em contrapar-

tida, algumas técnicas usuais no caso de espaços de Banach não se a-



plicam {p. ex., teorema de Hahn-Banach e argumentos que envolvem to 

mar potências de funções). De fato, os resultados conseguidos slo vi 

lidos no caso em que a topologia da norma em A coincide com a indu 

zida por ~· Algumas idéias neste capftulo são devidas a M. I. Arra-

tia, que desenvolveu alguns resultados num manuscrito não publicado 

durante sua permanéncia na Unicamp {1980-1983); infelizmente algumas 

demonstrações continham falhas que comprometiam os resultados. 

Finalmente, no Cap. V se trata da construção da envoltó

ria de Lorch-holomorfia para um aberto em A", seguindo a construção 

de Alexander {[1] ). A utilização da topologia Tb ao invés de T o 

nos permite aplicar um argumento de espaços de Fréchet para concluir 

que a aplicação de extensão é um isomorfismo topológico. 

Claramente muitas questões permaneceram sem resposta; en 

tre elas podemos mencionar duas: vale um teorema do tipo Hartogs, i. 

e., uma função com domínio em A" e Lorch-holomorfa em cada variá-

vel é necessariamente Lorch-holomorfa? O espaço de funções Lorch-ho-

lomorfas em um aberto de n A {ou de um A-módulo M), munido da topolo 

gia l
0

, é tonelada? Esperamos que estas e outras questões sejam in 

vestigadas {e respondidas) num futuro próximo. 



NOTAÇÃO E OBSERVAÇÕES PRELIMINARES 

Neste trabalho A denotará sempre uma álgebra de Banach 

comutativa, com unidade e ta 1 que 11 e 11 = 1 ' e u será sempre um con-

junto aberto não vazio. Em An usaremos a norma l<al,a2, ••• ,an}ll= 

= ma x { 11 a j ~ ; l~j~n} . 
Denotaremos por () o elemento neutro para a adição em 

ou em algum A-módulo. ~ denotará o conjunto dos números naturais, e 

IN+ o subconjunto IN- {o}. 

Se 

mos as notações usuais 
n 

lsi=Ls. 
. 1 J J= 

e 

Se x EU, du(x} indicará a distância de x à fronteira 

de U; se BCU, du(B) indicará analogamente a distância de B à 

fronteira de U. 

A 

Lembremos que se E,F são espaços de Banach complexos e 

f: U C E --+F é uma função, f é holomorfa em x E. U 
o 

se existem r>O 

e uma seqüência de polinômios tais que f(y)= 

=L P (y-x ) 
mEU'4 m o 

uniformemente para y E. B ( x ; r). Se 
o 

f é holomorfa em 

cada ponto de U diz-se que é holomorfa em U, e se denota por ~(U;F) 

o espaço vetorial complexo das funções holomorfas em U com valores 

em F. Se F=t, é usada a notação n(u}. 



CAPÍTULO I 

FUNÇÕES LORCH-HOLOMORFAS 

Sejam M e N A-módulos normados completos tais que 

Y aeA e V xeMUN se tenha laxll~llall~xll· 

Definição 1.1- Sejam UCA, x EU o e f:U-A uma fun-

ção. Diz-se que f é Lorch-holomorfa {abreviadamente, L-holomorfa) 

dnf{x )€A V ne:.IN. no sentido - o . 
n! 

em x se f é holomorfa em x e 
o o 

de que existe, para cada n €IN, a €. A 
n 

"n n satisfazendo d f(x ){y)=a y 
- o n 
n I 

V y€A. Diz-se que f é L-holomorfa em U se o for em cada ponto 

de U. 

Denotaremos por ~L {U) o subespaço de ~(U;A) das apll 

cações L-holomorfas em U. 

Dois exemplos de aplicações L-holomorfas surgem de manei 

ra natural: f:G= {x E A; x é inversível} -A definida por -1 f(x)=x 

(ver, p. ex., [ 8], cor. 1.4.3), e a aplicação exp:A~A definida 

por exp(x)=L ~- No primeiro caso, ft::1'tL (G), e no segundo 
k€1N k! 

ex p € )C L (A) • 

Notemos que se f é L-holomorfa em x €. U e se a E. A 
o n 

Y y €A, então ~ ~~f(x 0 )1 =1 ~:f(x 0 )(e)l = é tal que 
,.n n 
d f(x )(y)=a y 
-- o n 
n ! 

=jlanl· Além disso, como todo polinômio A-n-homogêneo P:A-A (i.e., 

n n tal que P ( a x ) =a P ( x ) ~ a, x E. A ) é da f o r ma x...__ c x par a a 1 g um c 

em A (de fato, c=P(e)), uma função f:UCA-A é L-holomorfa em U 



se e só se é holomorfa em U e, para cada nt:IN e xE:U, dnf(x) é 
n! 

A-n-homogêneo. Ora, todo polinômio P:A~N A-n-homogêneo é da for-

n 
ma x...__cx para algum c=P(e) E:N, o que motiva a seguinte general_! 

zação: 

DefiniÇão 1.2- Sejam f:UCA-N uma aplicação e X 
o 

um ponto de U. Diz-se que f é Lorch-holomorfa (abreviadamente, 

L-holomorfa) em X 
o se f é holomorfa em 

todo nEIN, no sentido de que existe z E N 
n 

X e dnf (X ) E N 
o -- o 

n! 
para 

satisfazendo 

An n -d f(x )(y)=y z V yéA. Diz-se que f e L-holomorfa em U se o 
-- o n 
n! 

for em cada ponto de U. 

Denotaremos por KL (U;N) o subespaço de ~(U;N) das a-

plicações L-holomorfas em U. 

O resultado a seguir se demonstra como no caso de fun-

ções f:Uct-a:: 

Proposição I .3- Sejam r:> O e (zn)n €.~ uma seqüência 

em N tal que Cllz llrn <+CX). Então a aplicação 
n EIN n 

tinida por f(x)=Cx"z 
nEIN n 

pertence a HL (B(V;r);N). 

f:B(Il;r)---+N de 

Proposição 1.4- Sejam zEN e k EIN. A aplicação f:.A---+N 

k definida por f(a}=a z V" a E. A pertence a 1tl (A;N) e 

d" f (a)( b) = j(~) a k- n b n z 'f n .:. k ' 'f a' b e. A • 

n! \.m V"n;ok 

k 
D e 111 • : B a s t a o b s e r v a r q u e f ( a + b ) = ( a + b ) k z =L (~) a k - n b n z V a , b E A • 

n=O 
I 



Se f:U CA~N é L-holomorfa em x
0

€ U, entlo existe u-

ma seqüência (zn)n~INCN tal que f(y)=C(y-x
0

)"z un1formemen-
n E.~ n 

te em B(x
0
;r), para r<rf(x

0
)= [11m suplzn~l/n]-l (ra1o de conver-

n-oo 

gênc1a de f em x ). Por outro 1 a do, f o é G-holomorfa em x lo-o' 

go a série acima converge pontualmente em B(x ;du(x )). A relação 
o o 

entre rf(x
0

) e pf(x
0

) (raio de limitação de f em x
0

) é dada P! 

la seguinte proposição: 

Proposição 1.5- Sejam 

rf(xo) ~du(xo>=rf<xo). 

Dem.: Sejam 0( p<r<du(x
0

). Se 

X € U 
o e f€1\_(U;N); então 

z =dnf(x ) (no sentido da defini
n- o 

n! 

ção 1.2), a série ~(y-x )nz converge (pontualmente) se y pe! 
n E.IN o n 

tence a B(x
0

;du(x
0
)), logo existe cE.R tal que c~ll<re)nzn~= 

=lrn'lzn1=11znllrn V nEIN. Se yEB(x
0
;F), temos ll<y-x 0 )nzn~~ 

V n EIN. Assim, a série acima converge u-

niformemente em Ü(x
0

;p) se f<du(x
0

); portanto du(x 0 )~rf(x 0 ). 

Segue que rf(x
0

) ~ du(x
0

)=ft(x
0

)=min{rf(x
0

), du(x
0

>} • 

Proposição 1.6- Sejam UCA 

L-holomorfa em x • Então o f E ')(L ( U ; N ) • 

conexo, X € U o 

I 

e f E: 'K( U; N ) 

Dem.: Seja W=tyEU; f é L-holomorfa em y}; por hipótese W:#C/> e é 

aberto (pela proposição 1.3). Seja (X ) 
n n~l 

uma seqüência em W com 

lim xn=xE.U, e seja é=(du(x))/3. Existe 
n~<X> 

n € IN o tal que 

V n~n; fixemos então mEIN, m~n. Como x EW, pela o o m proposição 

I 5 ( ) d ( } 1 é i ~ d"nf ( x ) n • temos r f xm = U xm , ogo a s r e L___. _ m y 
n€i1 n! 

converge uni 



d(x ,x) < du(x ), f é L-holomorfa em x e m m 

xE.W. Portanto W é fechado; como U é conexo, W=U. 

Definição 1.7- Uma aplicação f:UCA~N é L-analftica 

em x E. U 
o 

f'(z)E:N 

se existe 

tal que 1 i m 

r> O tal que para todo 

~ f ( l + h ) • f ( l ) • h f I ( l >11 : o 
Ih~ 

z E:B(x ;r) 
o 

• Diz-se que 

L-analítica em U se o for em cada ponto de U. 

existe 

f -e 

I 

Observações- a) Se N=A, a definição acima é aquela dada 

em [ 9]; b) Note-se que uma aplicação f é L-analítica se é dife-

renciável no sentido de Fréchet e, além disso, para cada 

plicação -"1 
d f(x ) :A-N o é A-linear. 

X Eu o a a 

P r o p o s i ç ã o I • 8- S e f E. HL ( U ; N ) , e n t ã o f é L - a n a 1 f t i c a 

em U. 

Dem.: Como f E )(L ( U ; N ) C lt( U ; N ) , f é diferenciável em todo ponto 

de U, e além disso é uma aplicação A-linear. 

X o 

I 

Proposição 1.9- Sejam f L-analítica em U, x EU o e r 

o raio da maior bola aberta de centro x contida em U. Então, pa-
o 

ra cada p<r e zEB(I>;~), 

1 
f(xo+z)= 21ri J -1 

(~e-z) f(x
0

+Ãe)dÃ 

I~ I =p 

Dem.: Basta observar que a demonstração dos teoremas 3.3 e 4.1 em 

[ 3 1 se estende ao presente caso, uma vez que, sendo N completo, 



as 1ntegra1s envolvidas estão bem def1n1das e possuem as proprieda-

des usuais. 
I 

Proposição 1.10- Nas condições da proposição anterior, 

c = 
k 

_l_ f f(x 0 +Àe)d;>.. 

2Tri l+l 
IA I =p 

't k~O. 

Em parti cu 1 a r, f € iCL ( U ; N ) • 

Dem.: Temos f(x
0

+z)= 2 ~ 1 f (Àe-z)-lf(x
0
+Àe)dÀ. Agora, li ~~=~1z1 <. 1, 

IÀ I =p 

logo -1 
e- Ã z é inversível e 

mitada em {x
0

+Àe; IÀI=p1, a série 

formemente se IÀI=p e llzll<('· 

k Lf(x
0 

+Àe)z 

kfiN Àk+l 

-1 (Àe-z) = 

converge uni-

I 

O que temos até o momento é, de certa forma, uma extensão 

dos conceitos de função analítica com domínio em um subconjunto abe! 

to de t e com valores em t ou em um espaço de Banach. Parece na~ 

tural estender essa analogia, estabelecendo o conceito de função L-ho 

lomorfa com domínio em um A-módulo M. É o que será feito agora, mas 

para tanto necessitamos de alguns conceitos preliminares. 



Para kE.IN, seja 
+ 

das ap11caÇôes A-k-11neares de 

o espaço vetorial complexo 

N (com as 

çio e mult1p11caçlo por escalar usuais), e seja 

operaçôes de ad1-

k 
LA ( M,N) o su, s 

bespaço das aplicações A-k-11neares simétricas. Se k 
TELA( M,N), seu 

k simetrizado é o elemento T E.~A ( M,N) definido por s ,s 

T (x 1,x 2, ••• ,xk>=L _1 T(x (l)'x ( 2 ), ••• ,x (k)), onde sk é o gr! 
s ~ESk k! JJ JJ JJ 

pode permutações de {1,2, ••• ,k} • 

Seja o subespaço de das aplicações 

contínuas, munido da norma 

11 T 11 = S U P { 11 T ( X l , X 2 , • • • , X k >li ; X j € M , ~ X j 11 ~ 1 , 1 ~ j ' k } • 

É c 1 a r o qUe 11 T ( X l , X 2 , ••• , X k ) 11 ~ 11 T 1111 X 11111 X 211 ••• ~ X k 11 V T E L A ( k M , N ) , 

k k 
V" xjE.M, 1 -'j ~k. O subespaço .t.A,s{ M,N)()LA( M,N) será denotado 

por k LA ( M,N), e identificaremos ,s 
o 

LA( M,N) e o 
LA ( M,N) 

's 
com 

módulo normado N. Definimos, para k 
T E L A { M , N ) , k t. IN+ e X, X.E.M 

J 

para 
r 

Ck .=k: 
j = 1 J 

o k Tx =T; Tx =T(x,x, ••• ,x) e .._______...., 
k vezes 

T k1 k2. kr T ( ) 
xl x2 ••• xr = ~·~·····~ 

k1 vezes k2 vezes kr vezes 

o 

Um polinômio A-k-homogêneo de M em N é uma aplicação 

tal que existe satisfazendo 

neste caso escrevemos P=T. 

Se k kEIN+, denotaremos por J>A( M,N) 

k P(x}=Tx V X EM; 

o espaço vetorial 

complexo de todos os polinômios A-k-homogêneos de M em N, e por 

PA(kM,N) o subespaço dos polinômios A-k-homogêneos contfnuos, no 



qual tomaremos a norma IPI= sup{IIP<x>ll; x EM, llxll.!.l} • Novamente é 

claro que ~P(x>ll ~ IIPIIIx~k k 
't PEPA( M,N), 't XtM. Identificamos 

PA( 0 M,N) com o A-mÓdulo normado N. 

Note-se que é um subespaço fechado de 

(o espaço dos polinômios '-k-homogêneos de M em N contfnuos); de 

fato, se (Pj)jEIN 

em P(kM,N), então 

é uma seqüência em que converge a 

P .-P pontualmente. Então, para cada a EA 
J 

X €. M, P(ax)=lim P.(ax)=lim akP.(x)=ak 
j-CX) J j -lXI J 

lim P.(x)=akP(x), logo 
j- (X) J 

tence a k 
PA( M,N). 

do 

onde 

Se k,n E.IN 
+ 

e M=An, então 

é, neste caso, da forma 

( X 1 ' X 2 ' • • • ' X n ) ~c X r.l1 X 2r z. • • • X r.. z 
lrl=k n r 

n r=(r
1
,r 2, ••• ,rn)EIN, e z E. N. r 

p 

e 

Finalmente, denotaremos por lA(M,N) o espaço vetorial 

complexo das aplicaçÕes da forma P=P
1

+P 2+ ••• +Pk, com PjE.~A(jM,N) 

O~j ~k, kE.IN, e por PA(M,N) o subespaço de J>A(M,N) das aplica-

ções contínuas. 

Definição 1.11- Sejam UCM e f:U-N uma função. Di-

zemos que f é Lorch-holomorfa (abreviadamente, l-holomorfa) em U 

se 

tos 

Y x E.U existirem r>O 
o 

k 
PkE. PA( M,N) tal que 

e uma seqüência 

f(y)=z===Pk(y-x ) 
kEIN ° 

uniformemente em 

B(x ;r). o espaço vetorial complexo das funções l-holomorfas de U 
o 

em N será denotado por Kl (U;N) no caso geral, e por XL (U) no 

caso N=A. 



Observações: a) Essencialmente, o que temos i que f i 

um elemento de HL (U;N) se e só se f€;H,(U;N) e, para cada xfU 

Ak 
e k€1N, d f(x) é um polinômio A-k-homo9êneo; b) Se M=A, a defini 

+ ~ 
ção acima coincide com as definições 1.1 ou 1.2, conforme o caso, d! 

da a forma particular dos polinômios envolvidos. Pela mesma razão,se 

e N=A, esta definição coincide com aquela dada em [ 2 1 • 

Exemplos 1.12- a) Se M
1

,M
2 

e N são A-módulos e a apl~ 

cação B:M
1
x M

2
--+N é A-bilinear continua, então BEHL (M

1
X M

2
;N). 

Com efeito, basta observar que, V x,y éM
1

, 't u,v EM
2

, B(x+y,u+v)= 

=B(x,u)+B(x,v)+B(y,u)+B(y,v), onde a aplicação (y,v)~B(x,v)+B(y,u) 

pertence a e a aplicação (y,v)~B(y,v) pertence 

2 a PA( <.M
1

X M
2

),N). Em particular, são L-holomorfas as aplicações 

A2-A e A X M-M • 
(a,b)~ab (a,x)r--ax 

b) É claro que se f,9 EKL (U;N) então f+9 e af pertencem a 

V a EA. Se f€1{L (U) e 9 E KL ( U; N) então fg:U N 
X ,__f ( X ) 9 ( X ) 

pertence a HL (U;N); a demonstração será vista na parte (b) do exem-

plo 1.24. 

c ) C o mo no c as o M =A , s e tem P A ( M , N ) C HL ( M ; N ) • 

d) Seja uma série de potências de M em N com raio de 

convergência infinito, e tal que para cada m E:IN 

namos f:M~N por f(x)= LPm(x) v- x €M; então f€2-1_ (M;N). 
mE. IN 

e) Seja 

T --+0 m 

1 
(Tm)mt..~ uma seqüência de elementos Tm€LA( M,A) tal que 

pontualmente. Seja f:M--+A definida por f(x)=~(T (x))m. 
m mEIN 



E n tI o f € HL ( M ) • A demonstração é f e i ta de ma n e i r a a n i 1 o g a i do ex em 

plo seguinte. 

f) Sejam (Tm)m €IN como antes e f:M-A definida por f(x)= 

= L [ -n- T . { x )]. Mo s t rem o s q u e f €. 2-CL ( M ) • P e 1 o p r i n c f p i o d a 1 i m i t a -
kE.~ j=l J 

+ 

ção uniforme, existe c >0 tal que ITjll ~c 'tf jEfi. Sejam 8 >0 e 

tais que ó+rc <1. Fixemos xE.M; como lim T .(x)=ll, exis 
j ..... oo J 

te s €IN tal que sup{IIT j (x)~; j ~ s}~ õ. Agora, como 

f { y ) = t: [ fr T . ( y )] + [ TI T n { y )] r L [ fr T . ( y )l] 
n=l J=l J n=l ln~s J=S J J 

podemos considerar apenas o caso s=l. Temos então 

+co> C {cS+cr)m= c [ ~(~6m-kckrk] =C [t(~\.!!!lbm-kckrk]~ 
mEJN mE.IN k=O mE.IN k=O /m! + + + 

~C [t=(~)- 1 C llrJJ{l )(x)ll···IITJJ{m-k){x)IIIITJJ{m-k+l )11···11 TJJ{m)ll rkJ 
mEIN k=O m! 1J E.S 

+ m 

Portanto, temos que 

+CX>>L[C (~)- 1 C!lr (l)<x)ll···llr <m-k)<x)llllr <m-k+l)ll···llr <m)llrkj 
k €. IN m=k+1 m! JJES IJ IJ IJ IJ 

m 

Assim, 
CX> 

+ 00 > c (~) -1 ) : 11 T ( 1 ) ( X ) 11 . • ·li T { m- k ) ( x ) 11 11 T 1J ( m- k + 1 ) 11 • . ·li T 1J ( m ) 11 ' 
m=k+l m! 1J E S IJ IJ 

m 

e a sé r i e ) <X> : (~) _1 C T ( 1 ) ( x ) ••• T ( m _ k ) { x )T ( m _ k + 1 ) • • • T IJ ( m ) 
m=k+1 m! JJE:S IJ IJ IJ 

m 
k 

define, para cada k EIN, um elemento Qk de PA { M,A). Por outro la 

do, temos que f ( y) = L [ Tr T k ( y )] =L [fr T k (X)+ T k ( y- X)] = 
mE.IN k=1 mEIN k=l 

+ + 

Cr (l)(x) ••• T ( .)(x)T ( . l)(y-x). •• T ( )(y-xi= IJ IJ m-J IJ m-J+ JJ m 
JJES m 



·~[~ (~) !! ~e: 5 ~T ~(1) (x) ••• T ~ (m-j) (x)T ~(m-j+l) (y-x) ••• T ~(m) (y-x)] • 

=CQ.(y-x) , uniformemente em B(x;r). Portanto, f€afl(M). 
j t ~ J 

P r o p o s i ç ã o I • 1 3 - S e j a m f E KL ( U ; N ) 1 
e TELA( N,A); se-

jam X Eu 
o 

e yE.M. A aplicação F : ta E A ; x 
0 

+ ay E U} ~ A 

por F(a)=T•f(x +ay) é L-holomorfa em seu domfnio. 
o 

definida 

Dem.: Sejam aE{aEA; x
0

+ayE:UJ e hEA tal que a+h ainda per-

tença àquele conjunto. Então F(a+h)=T•f(x +(a+h)y)= 
o =r[> dkf(x +ay)(hy)l =r[C hkdkf(x +ay)(y)] = 

fuk! 
0 J kE.IN k! 

0 

=L r[akf(x +ay) (y)l hk • 
kE.IN k! 0 j I 

Pro p os i ç ã o I • 1 4- Se j a m f E: 1-fl ( U ; N ) , x 
0 

E U , y E M e r > O 

tal que Xo+ayE.U V' aE.B(O;r). Então, para r<r e at:B(O;('), 

f(x 0 +ayl= 2 ~ 1 f ().e-a)-lf(x 0 +)1y)d~ • 

I 1t I =r 
Oem.: Sejam U = f a E A ; x + ay E U} 

X l O 
o 

=f ( x + ay ) • Então g E 3-Cl ( U x ; N ) 
o o 

1 J -1 "\ g(a)=g(V+a)= 2 ~i (Àe-a) g(~e)dA 

IÀI =p 

e g:U -N 
X o 

definida por g(a)= 

e, usando a proposição I.9, temos 

, ou seja, 

I 

P r o p o s i ç ã o I • 1 5 - S e j a m f E XL ( U ; N ) , x 
0 

E U , z E M e r > O 

tal que x +az f. U o V aEB(O;r). Então, para e a E B(O;f), 



f(x +az)•z===ckak , onde 
0 

k € IN 

convergência uniforme para lia li~ s se S<(>. 

Oem.: Da proposiç&o anterior temos, para llall < l~l=p, 

f(x.•az)=2~1 r(~e-a)-lf(x.·~z)dÀ • 

I À I =p 

, sendo a 

Como (Àe-a)-
1
=C L, e como f é Hmitada em {a+Àz; IÀI=p} , 

k E IN Àk + 1 

a série (Àe-a)- 1 f(x 0 +~z)=C akf(xo+Àz) converge uniformemente se 

k € IN Àk+ 1 

l"l=p e llall~s<p. Portanto como no 

enunciado. 
I 

Proposição 1.16- Sejam fEKL(U;N), x EU, y.EM e 
n o J 

r.>O, l~j~n, tais que x +L::a.y.EU 't (a
1

,a
2

, ••• ,an)EAn tal 
J o . 1 J J J= 

que 1aj11~rj V" jE{1,2, ••• ,n}. Então, para fj<rj e (a 1 , ••• ,an) 

em tal que 

n 
f(x +Ca.y.)= 

o . 1 J J J= 

= 1 ( o,,e-a1)- 1 ••• (À e-a )-lf(x +t:=~.y.)dÀ, ••• dÀ 
( 21Ti ) n ) n n o j = 1 J J n 

I À j I= pj 

n 
Ux ={<a

1
, ••• ,a )E.An· x +La.y.E.U} 

n o . 1 J J 
o J= 

Oem.: Sejam 

n 
nida por g(a

1
, ••• ,a )=f(x +La.y.). A aplicação 

n o . 1 J J 
J= 

e 

g 

g:U -N 
X o 

é L-holomorfa 

em cada variável, e a proposição 1.9 nos dá g(a 1 ,a
2

, ••• ,an)= 



par a 11 a j 11 < p j , 1 ~ j ~ n • A a p 11 c a ç i o 

-1 1 n 
<Ã 1 ,Â 2 , ••• ,Àn)~----+(Ã 1 e-a 1 ) ••• O,ne-an)- f(x 0 +~ 1

ÀjYj) 
J= 

é contfnua 

no compacto t<Ã 1 ,Ã2, ••• ,~n)€Cn; IÀjl=fj' l~j~nJ, e podemos subs-

tituir a integral iterada pela integral múltipla, obtendo o resulta-

do desejado. 

Proposição 1.17- Nas condições da proposição anterior, 

n c s1 s~ s,. f(x +La.y.)= c a
1 

a
2 

••• a 
o.

1
JJ s n 

J - n - sEIN 

n 
t<x +LÂjY. > 

, onde, para cada n sE.IN , 

I 

c = s 
1 4 j=l . J 

~----,1,.--=--=-1 ----=-1 d À 1 d À 2 • • • d" n , s" + , s 1 + , s~ + 
• Esta série conver 

(21Ti)" /\1 /\2 • • •/\n 

IÀ .I =P. 
J I J 

1 ~ j ~ n 

g e u n i f o r me mente p a r a 11 a j li ~ t j < p j , 1 ~ j ~ n • 

Oem.: A demonstração é análoga à da proposição 1.15, usando 1.16 em 

lugar de 1.14, e o fato de que, se llajii<IÀjl=pj (l~j~n), tem-se 

, ) -1 (' ) -1 _ ~ s" 5 1 s" <' s1 + 1 '\ sl. + 1 '\ Sn + 1 ) -1 
(A1e-a 1 ••• 1\ne-an - ~a 1 a2 ••• an Al A2 ••• An • 

s E~n 
I 

Em relação a raio de convergência e raio de limitação de 

um a f u n ç ã o f E: KL ( U ; N ) , o r e s u 1 t a do v i s to p a r a o c as o U c A n ã o é 

válido em geral. Por exemplo, sejam M=C (A) 
o 

e, para cada mE.IN, 



1 
em LA( M,A) converge pontualmente para zero e IITmllal V mEIN. As-

sim, f:M-+A definida por f(x)=~(T (x))m pertence a HL(M) 
mt.IN m 

e 

Proposição 1.18- Sejam U CM, f E.'KL (U;N) e mEIN • Então 
+ 

dmf€.l(L(U;PA(mM,N)), e dj[dmf](x)=dmf dm+jf(x)] 't jE.IN, xE.U. 
m! j ! m! m! l< m+ j ) ! 

Dem.: Decorre do resultado conhecido para funções holomorfas e do fa 

to de que todos os polinômios envolvidos são A-homogêneos. 
I 

Corolário 1.19- Sejam fE:cK.L(U;N), m€.1N+ e yEM, A a-

plicação dmf( )(y):U _ ___,. M é L-holomorfa em U. 
m! "m 

x~~(x)(y) 

m! 

Definição I.2D- Uma função f:U--+N é G-L-anal1tica em 

Use VxE.U,ye.M aaplicação a~f(x+ay) é L-holomorfa em U = 
X 

={a EA; x+ay t. u}. Denotaremos o espaço vetorial complexo de tais fun 

ções por HGL (U;N) no caso geral, e por HGL (U) se N=A. 

E x em p 1 o s I • 21 - a ) É c 1 a r o q u e UL ( U ; N ) C tt6 L ( U ; N ) ; b ) S e 

x,yEM e PEJ»A(M,N), a aplicação Q:A-N definida por Q(a)= 

= P ( x + ay ) pertence a ~A (A; N ) , 1 o g o J> A ( M; N ) E 1t6 L ( M; N ) • 

Nota- As proposições 1.14 e 1.15 são válidas para funções 

pertencentes a KGL (U;N), pois só este fato é usado em cada uma das 

demonstrações. Analogamente, as proposições 1.16 e 1.17 são válidas 



para uma funçlo f G-L-ana11t1ca cujas restrições a subm6dulos 11-

vres f1n1tamente gerados são contfnuas. 

Te o rem a I • 2 2- Se j a f : U c M -N um a função • Sã o e q u 1 v a-

1 e n te s : a ) f E'. 'H L ( U ; N ) 

b) fE'ltGL (U;N) e f é contfnua 

c) f é contínua e, para cada GCM submódulo livre finita 

mente gerado , f e: UL ( G () U ; N ) • 

Dem.: (a)~(b): Imediata. 

(b).::::)(c): Seja GCM submódulo livre gerado por {yj,l~j~n}, 

i. e., G=f"t..a.y.; a.EA, l~j~n}· Seja 
j=l J J J 

x f:Gr\U. Pela observação 
o 

anterior temos f(x +~a .y. )=C c a
1
s1 

o ·-1 J J s 
S., 

• • • a 
n 

, a convergência sen-

J- s EINn 

do uniforme para 

finimos por 

r.>O, l~j~n. Para cada 
J 

Pk(ta.y.)=Cc as
1
" ••• as"; entio 

j=l J J lsl=k s n 

k E..~ de 

é 

n 
um elemento de 

k 
PA( G,N) e temos uma expansão em série f(x +La.y.)= 

o . 1 J J J= 

=CPk(~a.y.), a convergência sendo uniforme para ~aj11~rJ., As-
kEIN j=l J J 

s i m , f E HL ( G f\ U ; N ) • 

(c)~(a): Sejam X E. U 
o e r> O tal que B(x ·r) cu· seJ·a 

o' ' G 

um submódulo finitamente gerado de M contendo X . Então existe u-

ma série de potências LP:(x-x ) 
kG.IN ° 

de G 

PG A-k-homogêneo e f(x)= CP~(x-x ) é 
k 

kEIN ° 
um submÓdulo finitamente gerado contendo 

o 

em N de modo que cada 

x €Gr'IB(x ;r). Se F -v- e 
o 

x , da unicidade da expan
o 



G I F I são em série de Taylor segue que Pk G t\F=Pk G f'\F 't kE'lN. Para cada 

G 
ktiN definimos Pk:M-N por Pk(z)=Pk(z) se G é submõdulo f1n1-

k 
tamente gerado contendo z e x

0
• Entio PkE!A( M,N) e para todo 

xt:B(x ;r) temos f(x)=LPk(x-x ). Como f é conttnua, é local-
o k EIN ° 

mente limitada e existem s>O e C>O tais que B(x ;s) CB(x ;r) 
o o 

e 11 f 11 â ( x • s ) < c • Se z E. M e li z 11 < 1 , se j a G um sub m õ d u 1 o f 1 n i ta-
o' 

mente gerado contendo x e o z. Pela fórmula integral de Cauchy, P! 

ra cada kE.IN temos 

G 1 r \-(k+l), p k ( Z ) = p k ( Z ) = 
2

1ri f (X O+ ÀZ ) 1\ ·d/\ , 

l~l=s 

é continuo e a série ~Pk(x-x ) tem 
k EIN ° 

donde 

raio de convergência não menor que s. Portanto f E 'KL (U;N). 
1 

Definição 1.23- Uma função f:UcM-N é L-diferenciá-

velem U se para cada xE.U existe TxE..LA(M,N) tal que 

~f ( X+ h ) - f ( X ) - T X ( h ) 11 

~~I) llhll = o 

Se f é L-diferenciável, então é diferenciável no senti 

do de Fréchet e T =Of(x), motivo pelo qual usaremos essa notação. A 
X 

reciproca, no entanto, é falsa; basta, por exemplo, considerar uma a 

plicação TE.A' e F:A-A definida por F(x)=T(x)e. 

Exemplos 1.24- a) Se k -P(;PA( M,N) (k~l), P e L-diferen-

ciável em M e, para cada XEM, 
k-1 k-1 

OP(x)=kTx :y~kTx y, onde T 

-e um elemento de 
k 

LA ( M,N) 
's 

tal que P=f. b) Se Q é um A-módulo, 

UCM e VCN são abertos e F:U-N e g:V-Q são funções L-di-



ferenciãveis, com f(U)CV, então 9of:U___..,Q é diferenciável, com 

0(9•f)(x)=09(f(x))o0f(x). Portanto 9of é L-diferenciável. Isto, a 

parte (a) de 1.12 e o teorema abaixo justificam (b) em 1.12. 

Teorema 1.25- Uma função f:UcM-N é L-diferenciável 

em U se e só se é L-holomorfa em u. Neste caso, Oflx)=d 1f(x) V xe.u. 

Oem.: Se f é L-holomorfa em U, é holomorfa em U, e portanto dif! 

renciável com Of(x)=d1f(x) V xE.U. Como d1
f(x) é, V xE.U, uma apl_! 

cação A-linear contínua, f é L-diferenciável. Reciprocamente, se f 

é L-diferenciável em U, fixemos yE.M, xt..U, e seja 9 :U ---+N 
y X 

de-

finida por 9 (a)=f(x+ay), onde 
y 

Ux={a EA; x+ay E.U}. Numa vizinhança 

de zero temos D9Y(a)E:LA(A,N) e portanto g t.KL(U ;N). Para 
y X 

e (' >0 adequado temos, para cada mE IN, 

am g ( ll )(a)= 2!. f a m g (:\e) À- ( m+ 1 ) dÀ = 
-y u1 Y 
m! l?d=f 

=;:
1 
f f(x+Ày)À-(m+l)dÀ = amdmf(x)(y) 

m! 
IÀI =p 

a E. U 

a última igualdade sendo válida porque f, sendo diferenciável, per-

tence a 'H.(U;N). Por outro lado, para cada mEIN, 

dmf(x)(ay)= 2 ~ ff(x+~ay)À-(m+l )dÀ = 
-- 111 
m! l~l=p 

1 ... m m ... m 
=--

1
d g (ll)(a)=a d f(x)(y) • 

m. Y -,-m. 

Portanto dmf(x) é um polinômio A-ro-homogêneo para cada mEIN e f 
m! 

pertence a XL (U;N). 
I 

X 



CAPÍTULO II 

TOPOLOGIAS EM KL(U;N) 

Denotemos por CF(U;N) o espaço vetorial complexo das 

aplicações f:U-N tais que fiK é continua para todo KCU com

pacto e contido num submódulo finitamente gerado de M. Sejam ~F(U) 

a familia de tais conjuntos K e, para cada KE.)<F(U), pK a semi

norma em C F ( U ; N ) de f i n i da por p K ( f ) = 11 f li K • 

Definição 11.1- A topologia loF em CF(U;N) é aquela 

gerada pela familia de seminormas {pK; K€J<F(u>} • 

Note-se que, substituindo "submódulo finitamente gerado" 

por "subespaço de dimensão finita", teriamos o espaço das funções 

f : U - N t a i s que f I U nG é c o n ti nu a se di m ( G ) < + oo , um a vez que to

do subespaço de dimensão finita de M é localmente compacto e fechado 

em M. 

Proposição 11.2- O espaço (CF(U;N), z
0

F) é completo. 

Dem.: Seja (fs)s El uma rede de Cauchy em (CF(U;N),~F); para ca

da x~U, {x}EJ<F(U) e a rede (fs(x))sEI é de Cauchy em N. Fica 

portanto definida uma função f:U~N dada por f(x)=lim f (x) 
s€1 s 

para 

todo X € U. Sejam KéJ<F(U) e X E. K. Dado é >O, existe s E I (de-o 

pendendo de E e K) tal que pK(fs-ft) <é./3 se s,t~s • Passando o 

ao limite, temos llfs-fiiK<t/ 3 V s~s • Como f é continua em K o s o 

existe SK:;.O tal que ~fs (x)-fs (y>jj<é/3 \# yE::Kf'\B(x;SK). Para 
o o 



y nestas condições, 

llf (X)- f ( y) 11' llf (X)- f S O (X) 11 + llf S O (X)- f S O ( y) li+ llf S O ( y)- f ( y) 11 ( {_ • Portan-

to f é contfnua em K. 

É imediato que KGL (U;N) CCF(U;N); tomando em KGL (U;N) 

a topologia induzida por r
0

F (que denotaremos pelo mesmo sfmbolo), 

temos o seguinte resultado: 

I 

Proposição II.3- (HGL (U;N), T
0

F) é um subespaço fechado 

de (CF(U;N), L
0
F). Em particular, é completo. 

Dem.: SeJ·a (f) s s € I uma rede em XGL (U;N) ~oF·convergente a f em 

C F ( U; N ) • Se x E U e y E M, seja r > O ta 1 que {x + ay; !la 11~ r} C U. P a 

mEIN e s~I temos 

s 1 ( - ( m+ 1 ) 
Pm(x)(y)= 2 ~iJ fs(x+~y)Ã dÀ 

r a O<p~r, 

( 1 ) 

lÃ I =f 

Como fjK é contínua Y KEJ(F(U) e {x+.Ày; I~I=~)E;!(F(U), podemos 

definir, para cada mE.IN, 

1 f -{ m+ 1 ) Pm(y)= 2 ~i f(X+Ãy)À d~ ( 2) 

I) I =f 
Como f f, a expressão à direita em ( 1 ) converge para a expre! s 7oF 

são à direita em { 2 ) , e p independe da escolha de r· Como Ps(x) 
m m 

é um elemento m de }'A( M,N) para cada mE.~ e sE I, temos que pa-

ra cada m~~ Pm(x)E:fA(mM,N). Seja agora yGU tal que para al

gum ó :;:.1 se tenha {x+ay; llall~óJ cU; das desigualdades de Cauchy te 

mo s li P: { x )( y ) 11 ~ ~- m s u p { 11 f { x + ~ y ) I ; I /d = S} , e por t a n to 

~ IIP m ( x ){y) 11~ cS: 1 sup {~f ( x+~y >11 ; I À I= cS} < + ~ • 



Assim, a aplicaçlo y~--tg(x+y)= L Pm(x)(y) define um elemento de 
mE IN 

N. Temos 

g(x+y)= L 
méiN 

_1_1 f( À )'\-(m+l )d\ 
21T1 X+ y 1\ 1\ 

I À I= cS 

• 2 ~ 1 f rLf(·•~y)),-(m+ 1 ,1 d>- • 

I ~ I .. ~m é. IN j 

= 2~1f f(x+~y)('),-1 ,-1dÀ 

I À I =cS 

Por outro lado, f s ( x+ y ) • 2~ 1 f f s ( x+ ~ y )( ~ - 1 j~ À 

I 'A I =ó 

ao limite, f x+ - -1 1 J ( y ) - l1t i f ( X+~ Y ) ( ~ - 1 ) d À = g ( X+ y ) = 

IÃI=cS 

'f sE I e, passando 

[~> (x)(y). Como m 
mE IN 

I 

Consideremos agora a famflia )<(U)={KCU; K é compactoJ 

e , p a r a c a d a K E 2< ( U ) , a sem i norma p K em KL ( U ; N ) de f i n i d a por 

Definição II.4- A topologia 7:
0 

em HL (U;N). é aquela 

gerada pela famflia de seminormas (pk; KE:J<(U}}. 

Proposição II.5- ML (U;N) é T
0

-fechado em n(U;N); em pa! 

ticular, é "t' -completo. o 

fE.H(U;N) tal que lim f =f. Então 
s~ I s 

f é contfnua; além disso, 
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e f ~t para s t'oF' logo fEMGL (U;N). Pela pr~ 

po s 1 ç lo I • 2 2, f E UL ( U; N). 
I 

Para cada neiN e K€.~(U), seja PK,n a sem1norma em 

HL (U;N) definida por P K ' n ( f ) = 11 d n tjj K • 

Definição 11.6- Para cada k€1N, a topologia 

KL (U;N) é aquela gerada pela famflia de seminormas 

T em k--

{PK ; KEJ<(U), O~n ~k}. A topologia 'l00 é aquela gerada pela famf ,n 

lia {PK,n; K~J<(U), n€1N}. 

Proposição 11.7- Se 

Dem.: É claro que 'l
0

crkCT00 _ 't kEIN. Devemos mostrar que, dados 

Kf:J<(U) e me.IN, existem LEJ<(U) e uma constante c~O tais que 

P K , m ( f ) ~ c p L ( f ) V' f E éK'L ( U ; N ) • 

Sejam então KEJ<(U), mE~, xEK e, para cada 1 ~ j~ n, 

é .=(U,I>, ••• ,e,Gl, ••• ,I>) EAn, onde e aparece na j-ésima posição. Pa-
J 

n 
ra cada fE.)!L(U;N) e a=(a

1
,a

2
, ••• ,an)EA temos 

n 
dmf(x)(a) = dmf(x)( .L:a.é.) = ) :zs(x)a~ 1 a~z. ••• a~" , onde cada 
m! · m! j=l J J lsl=m 

z (x) é um elemento de N. Assim, 
s 

U x = sup ,zs x a1 a2 ••• an ; ""m ( >I [ ) • ( ) s" s2 s"' 
m! lsl=m 

n 
t=:a.é. ,1, então temos que 
j = 1 J J 

ta .e -1~11. Mas se 
j=l J J J 

i~ 's (x)a~• ·~L····~· ~ ?. 
1 
.J's ( x >11 h li 51ll•zJis' ... h 11•·~ t. 

1
.J•s (x ~~ • 

Por outro lado, da proposição I .17 temos que, para algum r> O tal 
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se lsl=m • Segue que 

n 
R= sup{f(x+LÀ·e.); IÀJ.I=f· l~j~n}. 

X • 1 J J J= 
As-

Corolário 11.8- Se é completo para 

kEIN ou k=co. 

Definição 11.9- Uma seminorma p em JCL,(U:;N) é portada 

por Kf)<(U) se para todo V aberto tal que KCVC.U existe c(V) 

maior que zero tal que p{f)~ c(V>IIfllv Y f€1(L (U;N). A topologia 'tw 

em KL(U;N) é aquela gerada por todas as seminormas portadas por e

lementos de )<(U). 

Notemos que, se KEJ<(U), pK é portada por K, logo 

-r
0

c 7:c..J em HL (U;N). Por outro ladd, se kE:IN ou k=oo, a topologia 

rk em HL (U;N) como definida acima é a topologia induzida pela to

pologia t'k definida em K(U;N). No caso de 'l141 , é claro que uma se 

minorma portada por K em K(U;N) o é em HL (U;N), mas se p é 
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portada por K em ~L (U;N), nlo é necessariamente portada por algum 

compacto em K(U;N). Ou seja, a topologia L~ em UL (U;N), como defi

nida em 11.9, nio necessariamente coincide com a topologia induzida 

pela topologia ~w definida em K(U;N). 

A mesma demonstraçio do caso U(U;N) (ver, por exemplo, 

[11]) se aplica à seguinte 

Proposiçio 11.10- Sejam p uma seminorma em HL (U;N) e 

Kf.J<(U). São equivalentes: a) p é portada por K 

b) V é.>O existe c(é.)~O tal que 
m 

p(f)~ c([) L~ pK (f) V fEKL(U;N) 
mt.IN m. ,m 

c) V t >0 e V aberto ta 1 que K c_ V c. U 

ex i s te c ( é., V ) ~ o ta 1 que p ( f ) ~ c (é , V ) L I d m f 1 V f E. )(L ( U ; N ) . 
mEIN m! V 

Teorema 11.11- Se n M=A 't = T , w o em HL (U;N). 

Dem.: Basta mostrar que 't C't; sejam então KEl!(U) 
w o (' e p uma se-

minorma portada por K em HL (U;N). Pela proposição anterior, dado 

é:>O existe c=c(é)~O 
)1~ tal que p(f)~ cL._. 1 pk (f) V f t.lfl(U;N). 
mE.IN m. ,m 

Sejam f e L como na proposição 11.7; da demonstração daquela pr~ 

posição temos ( f ) (m+ n -l\ m! (f ) 't E (N f~ )f ( U N ) S · 
PK,m ~ n-1 Jrm PL m ' L ; • eJa 

~ t.m (m-n-, m1 .. 
E=P/2; então, para algum c~O, p(f)~ c~-, _1 -· pL(f) = 

I mGINm. n pm 

=cp (f)L-1 (m+n-1'\ 
L mE:IN 2 m~ n-1} 

1f féK (U;N).A série L- 1 -(m+~-ll\ conver-
-1. m €IN 2m \. n J 

ge para algum bt.IR, e portanto p(f)~ cbpl (f) Jt" f E. '1\ (U;N). 
I 
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Corolirio 11.12- Se n 
M=A , (ML (U;N),Tw) é completo. 

Definição 11.13- Se s={wn; n€..1N+) é um recobrimento a

berto enumerável de U, uma seminorma p em XL (U;N) é portada por 

S se ex i s tem c > O e n . E. IN , 1 ~ j ~ k , ta i s que p (f ) ~ c llf 11 W par a 
J k+ 

toda fE.JfL(U;N), onde W= Uw • 
. 1 n . 
J= J 

Proposição 11.14- A topologia bornolÓgica associada a T 
o 

em ML (U;N), Lob' é aquela gerada por todas as seminormas portadas 

por recobrimentos abertos enumeráveis de U. 

Dem.: Dado S={w ; nEIN} recobrimento aberto enumerável de U, con-
n + 

s i de rem os S 
0 

= {f ~ 1fL ( U ; N ) ; 11 f li W 
n 

<+oo V n~l}, com a topologia gera

k 
da pelas seminormas qk(f)= sup{~f(u)~; u E: U W .). Com essa topolo

j = 1 J 

gia s 
o 

é um espaço de Fréchet. Por outro lado, ~L (U;N)=\JS
0

, com 

S percorrendo a famflia de todas as coberturas abertas enumeráveis 

de U , p o i s se f E: UL ( U ; N ) , tom amos 

={xE.U; llf(x)l! <n}. Claramente Sf é uma cobertura aberta enumerá-

v e 1 de U e f f. S: • C o n s i de rem o s a g o r a em )('L ( U ; N ) a topo 1 o g i a 1 o-

calmente convexa ~ dada pelo limite indutivo das topologias dos 

S ; então o 

trar que 

(H. L ( U ; N ) , 't ) é um espaço bornológico, e 't' c. ?: • Par a mos
o 

?: b= 't, basta mostrar que os subconjuntos t' -limitados e 
o o 

o s 1:'- 1 i m i t a do s de ){L ( U ; N ) s ã o o s me s mo s • S e j a e n t ã o B c. KL ( U ; N ) 

'L -limitado, e portanto localmente limitado. Para cada nE=Ii sejam o + 

..n. = { x E U; s u p llf ( x) I < n} 
n fEB 

e W = int(Jt ). Cada W é aberto e se n n n 

x€ U, como B é localmente limitado, existem (''O e c >0 tais que 

sup{lf(z>ll; zEB(x;p), fEB1~c; logo, para n>c, xEW_. Assim. te-



mos U= U 
nEIN 

+ 

w n, e se 
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p é uma seminorma ~-contfnua, existem d) o 

e k E. IN tais que 
+ Y f ~ KL ( U ; N ) • Segue que sup p(f)~ 

féB 

~dk e B é r-limitado. 
I 

Se n M=A , um argumento análogo ao da proposição I.5 (com 

e no 1 u g a r de e ) mo s t r a q u e se X E. u e f f KL ( u ; N ) ' e n t ã o r f ( X ) = 

=rf(x)=du(x). Portanto, se, com l-6 j(m tomarmos 

< d U ( x j ) , e se f €: HL ( U ; N ) , então f é 1 i m i ta da em 

x.EU e o~p.< 
J m J 

s=Uã<x.;r.>· 
j=l J J 

Consideremos então a famflia ~(U) de todos os conjuntos B da for 

ma acima, e para cada Bfjj(U) seja p
8 

a seminorma em l!L (U;N) de 

f i n i da por p B = 11 f 11 B 't f E H' L ( U ; N ) • 

O e f i n i ç ã o I I • 1 5- Se U C A n , a topo 1 o g i a Tb _ em HL ( U ; N ) 

é aquela gerada pela famflia de seminormas tp
8

; BE.j(u)}. 

O seguinte resultado é devido a Baryton (ver [ 2 ], teor! 

ma 2.4) no caso N=A, mas aquela demonstração se aplica ao caso ge-

ral: 

Proposição II.16• Sejam A separável e UCAn. Então 

(HL (U;N),rb) é um espaço de Fréchet. 

Teorema II. 17- Nas condições da proposição anterior, tb 

é a topologia bornológica associada a L' 
o em KL (U;N). 

Dem.: Em vista da proposição anterior, basta most~ar que 

os subconjuntos de ~L (U;N) ~ 0 -limitados e os Lb-limitados são os 
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mesmos. É claro que todo conjunto (b-limitado é t' -limitado; 
o 

seja 

então GCKL(U;N) 

f G : U - Qco ( G; N ) 

~-limitado. Consideremos a aplicação o 

= { (z ) 6 ; z E N e sup llz
9

11<- ao} definida por 
9 9 é 9 g€G 

fG(x)=(g(x))gE.G V x€U. Sabemos que fG pertence a H(U;f ... (G;N)) 

-e, para cada mf.IN, P (fG)(x)=(P g(x)) G:h~----.(P g(x)(h)) G e uma 
m m 9t m gE 

a p 1 i cação A- m- h o mo g ê n e a • Portanto f G E HL ( U ; ~ <»( G ; N ) ) • C o mo r f ( x ) = 
G 

pf (x)=du(x) V xE.U, segue que fG é limitada em todo Bf.;5(U); 
G 

portanto G é uniformemente limitado em B e conseqüentemente é 

I 
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CAPÍTULO III 

FUNÇÕES LORCH-HOLOMORFAS EM 

DOMÍNIOS DE RIEMANN MODELADOS SOBRE A" 

Definição III.l- Um par (X,~) é uma variedade de Riemann 

modelada sobre A" se: a) ~fX é um espaço de Hausdorff 

b) 'f>:x~A" é um homeomorfismo local. 

Se (X,~) é uma variedade de Riemann modelada sobre A" 

e X é conexo, diz-se que (X,~) é um domfnio de Riemann modelado 

sobre A". 

Sejam (X,~) uma variedade de Riemann modelada sobre A" 

e x E. X. Definimos então dX(x)= sup {r> O tal que existe VCX tal 

que X E. V e 'flv:v~s(~(x);r) é homeomorfismo}. Se o~ r~ dx(x), 

seja BX(x;r) a componente conexa de ~-l(B(~(x);r)) que contém x; 

se O~ r< dx(x), seja BX(x;r) a componente conexa de ~-l (B('f(x);r)) 

que contém x. 

Se SCX, definimos dx(S)={inf dX(x); xEs}, e, para 

o~ r~ dx(S), Sr= U Bx(x;r). 
XES 

Se WCA", usaremos a notação x + W ~X se existir uma 

vizinhança ..0. de x em X é um homeomor-

fismo e 'f(x) + W ç 'f>(.O.). Neste caso x + W denotará o conjunto 

(tpl...n.r 1
<'f<x> + w>. Se scx, a notação s + wcx será usada quando 

t + W çx V' t ES, e neste caso S + W denotará o conjunto U (t + W). 
tES 

Proposição 111.2- A aplicação dx:X-IR+ é contfnua e 
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Dem.: A demonstração é a mesma do caso de variedades modeladas sobre 

espaços de Banach (ver, p. ex., [13] ). 
I 

Definição 111.3- Sejam (X,f) um domfnio de Riemann mo-

delado sobre A" e f:X~A uma função. Diz-se que f é Lorch-

-holomorfa (abreviadamente, L-holomorfa) em X se 

O<r<;dx(x) tal que f·('f'bx(x;r))-
1
:B('f'(x);r)-A 

V xE X existe 

-e L-holomorfa. 

Denotaremos por RL(X) o espaço vetorial complexo das a 

plicaçôes L-holomorfas em X. 

Notemos que f;X~A é L-holomorfa se e só se para cada 

e uma seqüencia de polinõmios A-homogê 

neos contínuos de grau m de A" em A, (dmf(x)) IN' tal que mE 

lim bupfllf(y)-t dmf(x}{'f(x)-l('(y))ll ; y€.BX(x;r)} ]=o. 
k-col l m=O m! 

Definição 111.4- A topologia T
0 

em )fl (X} é aquela ge

rada pelas seminormas {pk; KCX é compacto}, sendo pk(f)=ltiiK 

S e k E IN , a t o p o 1 o g i a 't" k em HL ( X ) -e a gerada pelas se 

m i n o r ma s { p K , m ; K C X é c o m p a c t o , O ~ m ~ k} , o n d e p K , m ( f ) = 11 d m til K 

Finalmente, a topologia ~ro é a gerada pelas seminormas 

{PK,m; KCX é compacto, mt:IN}. 

Definição 111.5- Sejam (X,~) um domínio de Riemann mo-

delado sobre n A • Um conjunto B€X é ~-limitado se existem xEB 
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Proposição 111.6- Sejam (X,~) um dom,n1o de R1emann so 

bre A" e KCX compacto. Então K é uma união finita de compac-

tos ~-limitados. 

Dem.: Para cada xE.K, seja { B X ( x ; r x ) ; x e.K} 

é uma cobertura aberta de K, e portanto existem x.EK e r.=r , 
J J X. 

J 
jf{l, ... ,m}, 

m 
KCUBx(x.;r.). Seja, para cada 

. 1 J J J= 

K. 
J 

é compacto em X e está contido em 
m m 

BX(x.;2r.), logo é ~-limitado. Agora, 
J J 

KCU Bx(x.;r.)C V Bx(x.;r.) 
"1 J J "1 J J 

m m J= J= 

logo K=K()( U BX(x.;r.))= U K .• 
j=l J J j=l J I 

Até o final deste capítulo, (X,~) será sempre um domínio 

de Riemann modelado sobre A". 

Corolário 111.7- As topologias T , T:k ( k € IN ) e Ta) em o + 

Ht (X) coincidem com aquelas geradas segundo a definição 111.4, mas 

tomando-se apenas subconjuntos compactos de X ~-limitados. 

Definição 111.8- Uma seminorma p em UL (X) é portada 

por um subconjunto compacto K de X se V V ex aberto contendo 

K ex i s te c ( V ) > O ta 1 que p ( f ) ' c ( V ) 11 f 11 V 't f E KL ( X ) • A topo 1 o g i a 

~w em KL (X) é aquela gerada pelas seminormas portadas por compactos 

~-limitados de X. 

Se p é uma seminorma em HL (X) portada por um compac

to, não necessariamente é portada por um compacto ~-limitado. Assim, 

a topologia Tw em ~L (X) é menos fina que aquela gerada pelas semi 
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normas portadas por compactos (quaisquer) de X, embora elas possam 

coincidir (por exemplo, no caso em que f:X--.An é um homeomorfis-

mo). 

Proposição 111.9- Sejam p uma seminorma em ~L (X) e 

K ex compacto. São equivalentes: a) p é portada por K 

b)Vt>O existe c(é)~O talque 

~ ém 
p (f) ~c (E) L___. pK (f) - 1 V f €. a-t'L (X) 

mEIN ,m m. 

c) V é:>O e V aberto tal que 

KCVCX existe c=c(f,V)~O tal que p(f) ~c L [m ll·dmfll 
mEIN m! V 

y. f E. 

Dem.: A implicação (b)~(c) é clara. Suponhamos (a) válida; co-

mo K é compacto e d é continua, existe 
X 

r >o tal que 

<f ls X ( t ; f) : B X ( t; f ) -- B (<f ( t ) ; r ) é homeomorfismo V tE. K. Sejam então 

O<.E<p, tEK, yE:BX(t;E) e fE.ai:L (X). Temos 

f(y)=L dmf(t)(f(y)-<f(t)), e 
mE.IN m! 

s u p t li f ( Y ) 11 ; Y E B X ( t ; é ) , t E K} ~ 

~c supflldmf(t)('f(y)-'f(t))ll; t~K, yt=.BX(t;t:)} ~c é.m 11 dmfll • 
mEIN l m! m~IN m! K 

Seja W= U B (t;E); W 
tE K X 

ta 1 que p (f) ~ c { W) 11 f li w 

tra que (a)~{b). 

é aberto e contém K, logo existe c(W)~O 

• Assim, p {f ) ~ c ( W) L' ém p K (f). I s to mos 
mEIN m! ,m 

Suponhamos agora {c) válida e sejam W aberto tal que 

Kcwcx e f>O tal que <flsx(t; 2p>:Bx{t;2(')-6{f{t);2p> é homeo-

morfismo v t EK e Usx{t;2p)cw. Sejam ainda E=f/2 e v= 
tEK 

= ~ B {t;P); por {c), existe 
tE.K X \ 

c{~)~O tal que, para 
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p(f)~c<f>LJ.~)m dmf ,c<p>LJ ~) msup{~~fjj 8 ( ·r.>); YE-V] ~ 
oiE:IN\ m! V mEIN\ j X y,\ 

~ c ( P) C -1 
llf 11 w = 2 c ( ~ ) 11 f 11 W • I s to c o m p 1 e ta a de monstra ç & o • 

\ m E.IN 2m · I 

Proposição III.lO- Em l(L(X), 'L
0

=ck=t'(l) Y kEIN+. 

Dem.: É claro que y
0 

C t'kc. TQ) "' k E IN+ • Mostremos que, dados K C. X 

compacto (que podemos tomar ~-limitado) e mEIN, existem LCX com 

p a c to e c ~ O t a i s q u e p K , m ( f ) ~ c p L ( f ) V f € KL ( X ) • S e j a m e n t ã o t 

pertencente a K e p>O tal que KCBX(t;f). Temos S=f(K) com

pacto contido em B('{'(t);~) e 1'
0

='t'k=t:oo em ML (B(Y'(t);p) 1ti kE.IN, 

logo existem C?:-0 e TCB(<f'(t);p> compacto tal que 

= p S • m (f • ( 'fl la x ( t ; f ) ) -1) ~ c p T (f • ('f' la X ( t ; f v y 1 = c p L ( f ) 
onde L=(~IBX(t;p))-l (T) é compacto. 

Proposição III.ll- <HL (X),T
0

) é completo. 

PK (f) = ,m 

V f E: 3-tL ( X ) , 

I 

Dem.: Seja (fs)sE I uma rede de Cauchy em (HL(X),'l
0

). Sejam xEX, 

O<r<dx(x) e, para cada sE.I, hs=fso('flsx(x;r))-
1
:B('f'(x);r)-A. 

Cada hs é L-holomorfa em B('f(x);r) e (hs)s E. I é uma rede de 

Cauchy em )!L (B('f(x);r), T
0

), pois se RC B('f(x);r) é compacto, então 

K = (f ls X ('f( x) ; r)) -l (R ) é compacto em X. Dado 

ta 1 que llf s- f u 11 K < é. 't s,u~s 0 • Se yER e 

é:>O, existe 

s, u ~ s , te mos o 

~h s ( Y l-h u (y l 11 = f s • ('fia x ( x; r J -1 ( Y l - f u • (fia X ( x; r>) -1 ( Y l 11 -" 

~ 11 f s - f u 11 K < f_ ' l 0 9 ° 11 h s - h u 11 R ( é • 

s E I 
o 

Como {x} é compacto, (f
5
(x))s€I é uma rede de Cauchy 
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em A, logo fica definida uma função f:X-+A dada por f(x) = 

=11m f (x) V x€X. Se O<f<d (x) e yEBX(x;f), temos então 
s f: I s X 

11m h (<f(y))=lim f o('fls ( ·())) -l('f(y))=lim f (y)=f(y). Por outro 
sE.I s sE.I s X x,\ sE.I s 

lado, como )(L (B('f(x);f),'t
0

) é completo, existe h E:}fL (B(<f(x);p>> 

ta 1 que lim h =h 
sE I s 

= 1 i m h ( <f ( y ) ) =h ( I('( y ) ) , 1 o g o 
s f I s 

e f € ')I L (X) • R e s-

ta mostrar que f ~f 
s para 't' • Seja então 

o 
KC.X compacto lfl-li-

mitado; para algum tEK e O<r<dx(t), KCBX(t;r). Sejam é>O 

e zEK; como <f(K)CB(f(t);r) é compacto, e como 

(fs('flsX(t;r))-1)sEI converge a f•('f'IBX(t;r)r1 em 

(KL (B('f(t);r),-r
0

), existe s 0 ~ I tal que s~s 0 implica 

~f;('Piax(t;r)t1('/'(z))- f•('flsx(t;r))-1('f'(z))II<E. ou seja, 

se s ~ s • o I 

Dem.: Claramente 't'C."t"w; sejam então KCX compacto <f-limitado e o 

p um a s em i no r ma em 'J(L ( X ) por t a d a p o r K • Se f G. )!L ( X ) , x E. K e 

KCBX(t;p) {para algum tE.K e O<f<. dX{t)), temos 
m 

.. m ( ) { 'Ç""""' - ) ~ ( ) S1 s, -.-º-f x L... a . e . = L___. z x a 
1 

••• a e , c o mo na demo n s traça o da p r~ 
m! j = 1 J J I sI =m s n 

posição II.7, lldmf(x)\1~ C llzs(x)ll~(m~~~ 1 ) Rx&-m , onde O< ó<. r 
m! I sI =m 

n 
sã o ta i s que <p ( K) + {L a . e . ; I a ·li ~ r' 1 ~ j ~ n} c B (!f( t ) ; r ) e 

j=l J J J 

R X s u p { f. ('f lu X ( t; p) r 1 ('f< X)+ js À} j) ; I À j I= s' 1 ~ j.;; n} . AssIm' 

s e L = ('f ls ( t . ) ) -
1 (lf< K ) + J ç À . e . ; I " . I = S , 1 ~ j ~ n 1) , L é c o m-

X •P tJ=l J J J J 
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m I (m+ n -1) m 1 c pK (f)~ sup -·R ~ 1 -· pL(f) • Sejam t•o/2 
, m X' K 6 m x n- ó m 

pacto em X e 

i=L _l_(m+~- 1
1 \; da proposição 111.9 temos que existe c~O tal 

m € ~ 2m\. n / 

que p ( f ) ~ c L é m p K m ( f ) 't f E KL ( X ) • 
md~ m! ' 

m 

As s i m, p ( f ) ~ c L E~ ( m + ~ ~ 1
' ~ p L ( f ) =c Q p L ( f ) 

me.INm.\n /ám 

Seja j(X) a famflia dos conjuntos da forma 

e 

B=UBX(x.;r.), com x.f.X e O<r.<dx(x.), l~j~m, mé.IN. Se B 
j=l J J J J J + 

p e r t e n c e a ~ ( X ) e f E. J(L ( X ) e n t ã o f é 1 i m i t a d a em B • O e f a t o , 

seja B=Bx(x;r)E"~(X). Seja r< p<dx(x); então existe VCX conten 

do x tal que 'Plv=V~B(\('(x);p) é homeomorfismo, e a função 

F=f·('~'.\sx(x;plf 1 :B('f(x);fl~A é L-ho1omorfa em B('f(x);fl· Porta!! 

to ex i s te R > o ta 1 que 11 F lia ( 'P ( x ) ; r ) ~ R • se y E. 8 X ( x; r ) , então z = 

='f' ( y l E ã ( '/'( x l ; r l e 11 f ( y l 11 = f • ('f' 18 X ( x ; (' 1) -
1 

( z l ~ = ~F ( z )~ ~ R , 1 o g o 

llf lls ~ R • 

Definição 111.13- A topologia Tb em ~L (X) é aquela 

gerada pela famflia de seminormas {p
8

; Bt:~(X)}, onde p
8

(f)=llflls 

V fê~(X). 

Proposição 111.14- Sejam A separável e (X,~) um domi 

nio de Riemann modelado sobre n -A • Entao X é separável. 

Dem.: Aplica-se a este caso a demonstração válida para domínios de 

Riemann modelados sobre espaços de Banach (ver, p. ex., [13]). 
I 
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Proposição 111.15- Se A é separável, então (ML (X),lb) 

é um espaço de Fréchet. 

Oem.: Da proposição anterior decorre que (HL (X), rb) é metrizável, 

pois 'tb é gerada pelas semi normas do tipo Ps' com B união fini-

ta de conjuntos da forma Bx(x,r), com X pertencente a um subcon-

junto enumerável e denso de X, e r €(O,dx(x))n~. Agora, usando-se 

a proposição 11.16, um argumento análogo ao da demonstração da prop~ 

sição 111.11 mostra que (KL (X),Tb) é completo. 
I 
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CAPÍTULO IV 

DOMÍNIOS OE LORCH-HOLOMORFIA 

Definição IV.l- Um subconjunto aberto Uc:M é um Domf-

nio de Lorch-holomotfja se.não existem abertos u
1 

e u
2 

em M sa-

tisfazendo: a) ~;u 2 c u1 n u 

b) u14 u e ul é conexo 

c) V f E ML { U) existe f 1 E l(L ( U 1 ) tal que f1lu =flu • 
2 2 

Definição IV.2- Seja 

espectral de a por 

raio espectral de 

definimos du (x)= 
'~ 

={yE:A
0

; ~(y-x) <r] 

~{a)= mãx{~<aj), l~j~nJ, onde 

a . , i. e • , ~ ( a . ) = 1 i m 11 a~ 11
1 1 n • S e 

J J n-.ct:~ J 

~ (a . ) 
J 

inf{~<x-y); yt:uc]. Se O~ r, definimos 

- { n e B (x·r)= yt.A· 
~ ' . ~(y-x)~r}. 

e 

é o 

X EU, 

B (x·r)= 
~ ' 

Propos1ção IV.3- Se U CA 0 é um Domínio de Lorch-holo-

morfia, então U é ~-aberto (i.e., aberto na topologia induzida 

por ~ ) e du (x)=du(x) 't xt:U. 
'~ 

Dem.: Sejam X €.U e f=du(x)>O. Seja f E 3-t'L ( U); então, para y em 

B(x;f) temos f(y)= C zs(f,x) (y-x)s. Definimos f 1 :B~(x;p) A 
n 

S€1N 

por f
1

(u)= Czs(f,x)(u-x)s. Esta aplicação está bem definida; de 

sE IN° 

fato, sejam uEB~(x;f) 

cada j Etl, ... ,n} temos 

xis te c:>O tal que 

do, para cada 
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Assim, para u B~(x;p), 

~ z S ( f ; X }( U- X ) S 1,;; ~ ~ z S (f ' X ) 11 ~ ( U 1 -X 1 ) s, 11 • • ·li ( U n- X n ) S,,, ~ 
s E IN s E IN (r ) 1 s I 

~ c R X r; I s I ( c r~, ) ... ( c r~.. ) = L R X c n i! <:: (() • 

sEINn sEINn I 2 

Portanto, f 1E )(L (B~x;p)). Como f 1 1s(x;p)=f ls(x;p) e U 

é Domfn1o de Lorch-holomorf1a, B~(x;f) c.u. Portanto U é ~-aberto. 

Por outro lado, du,~<x>~r=du(x)~ du,~(x), logo du,~(x)=du(x). 1 

Proposição IV.4- Se para algum 
n x EA e 

f>O, então ~(a)=~al V at.A. 

Dem.: Sejam B(x;f)=B~(x;~) e yEB~(x;f); então ~(y-x)~~ e por-

tanto ~ ((n~l) (y-x~ < ~ V nE IN+. Assim, ("~ 1 ) (y-x) E.B~ (V;f) 't n IN+. 

Como B(x;p)=B~(x;~), temos B(V;f)=B~(Gl;f), e portanto ln~l) (y-x) 

pertence a B(Gl;~) V n€1N+. Tomando o limite com n-co, temos que 

IIY-xll~(? e yE B(x;p>. Assim, B~(x;p)=B(x;f) e segue que B~(ll;f)= 

=Ü(~;~). Isto implica que A é semisimples, pois do contrário exis-

tiria a~ A tal que ~(a)~p e llall> 2p. Neste caso teríamos 

x=(a,Gl, ••• ,Gl) EB~(Gl;r) e xfB(Gl;f). Assim, A é semisimples e pa-

ra todo a EA-{n_J temos 
-1 - -

x=P(~(a)) (a,Gl, ••• ,Gl)E.B (Gl;f)=B(V;f), 1~ 
-\ ~ 

-1 
g o 11 x I= f< ~ ( a ) ) 11 a~ ~ f · P o r t a n to li a 11 s; ~ ( a ) ; c o mo ~ ( a ) ~ ~ a 11 , s e-

gue a igualdade. 
I 

Proposição IV.S- Se B(x;p) é Domínio de Lorch-holomor-

f . 1 X E A" 1a para a gum e f >0, então B(x;p)=B~(x;p). 

Dem.: Temos B(x;f)CB~(X;f) sempre; da proposição IV.3 segue que 

BIJ(x;\)CB(x;\), e portanto a igualdade. 
I 
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Como corolirio das proposições anteriores temos o segui~ 

te resultado: 

T e o rem a I V • 6 - S e J.1 ( a ) < 11 a li p a r a a 1 g um a € A , e n t ã o , p! 

ra quaisquer xt:An e f>O, B(x;~) não é Domfnio de Lorch-holomor 

fia. 

De f i n i ç ã o I V • 7 - Se B C U , o e n v õ 1 u c r o 1(L ( U ) - c o n vexo de 

B é o conjunto BH (U)={xEU; llf<x>ll~ llfll
8 

V fEH'L(U)}. Defini-
L 

a inda B'K ( U ) = [ x ~ U; existe 
L 

c .> o ta 1 que llf ( x >li ~ c llf 11
8 

V f E. 

E :H:L ( U)} • 

Se XCUCAn, seja dU,JJ(X)= inf{du,~(x); xEX}. Denota-

remos por ~ (U) a famili~ de todos os conjuntos da form~ 
k J.l 

UB (x.;r.), com x.EU e r.<:.du (x.), l~j~k. 
j=l J.l J J J J .~ J 

Proposição IV.8- Sejam UCAn um Domínio de Lorch-holo-

morfia e BEj}(U). Então 

A. ,.., 

Dem.: Claramente BC.BJ( (U)C.B1i (U); com este fato e a proposição 
L L 

IV.3, basta provar que du(B)=du(BU (U)). Seja r=du(B)> o, então 
L 

..., 
du(BK (U))~ r e para obtermos a igualdade 

L 
provemos que, para 

o~ ~ < r, x + B ( m ;f) C u -V xE..B'Jt (u)· Sejam x e (' nestas condi-
l 

ç õ e s e f E: HL ( U ) ; de f i n i mo s e n t ã o g : B ( x ; f ) ~ A p o r 

g(u)=Lz
5
(f,x)(u-x)s. Para cada sEINn a aplicação u---A 

n y.---...z (f,y) 
St~ S 
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e, como x€ BK (U)' existe c> O tal que 
L 

llzs(f,x)ll ~ cjlzs(f, >lls· Agora, para f<Ó <r, sEIN" e y~B temos 

llzs(f,y)ll~ Rcçlsl, onde R=llflls+B(O;S)" Assim, se uE.B(x;f), temos 

L z s ( f t X ) ( u- X ) s ~ L llz s ( f t X >li r I s I .( c R L ( r\1 s I • portanto 

s t: IN" s t..INn sE INn ,Ç) 
g e s t á bem de f i n i d a e p e r te n c e a HL ( B ( x ; f ) ) , e s e O < p 

1 
< d U ( x ) , 

u é Domfnio de Lorch-holomorfia, B(x;f)c 

cu, como querfamos demonstrar. 

Teorema IV.9- Sejam A separável e UCA". São equiva-

lentes: a) U é Domínio de Lorch-holomorfia 

b ) d U { B'l( ( U ) ) > O V' B E. ~ ( U ) 
L 

c ) d u ( BotJI ( u ) ) > o .v B €: j3 ( u ) 
' ~ (ltL . 

d) U = U B , com 
m € IN m 

+ 

e tal que 

e) U = U B , com 
mE.IN m 

+ 
~ 

B 
m 

B m 

aberto, limitado, contido em 

aberto, limitado, contido em 

e tal que d U , ~ ( ( B m )'KL ( U ) ) :> O , V m 6. IN + 

B 
m+l 

B 
m+l 

f) Se (x.). ruCU é uma seqüência tal que x.-xGeU, en-
J J €. ., J 

tão existe f ~~L ( U ) ta 1 que s u p { llf ( x j ) ~ ; j f. IN} = + ro • 

Dem.: (a)~(b),(c): Proposição IV.8. 

I 

Sejam Dc.U enumerável e denso, e (x.). r(N c o uma se 
J J c + 

qüência tal que para cada 

y=x. v j E. J • Para cada 
J y 

yGD existe J C. IN infinito ta 1 que 
Y m + 

m€.1N seja B = U B(x.;(l-1/j)p.), com 
+ m j = 1 J J 

B é aberto e limitado, e 
m B C B l m m+ 
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'r rn€1N+. Se X E. U, seja r a:dU(x) >O; como O é denso em U, existe 

YE.D()B(x;f/4) e portanto du(y) ~ (3f)/4)f/2. Pela definição de 

(x.).€1N, existe uma subseqüência 
J J + 

todo k~l.Se kEIN étalque 
+ 

1 xEB(y;(l--. )P. ), logo 
Jk \Jk 

x€ Bm Y m~jk. Portanto, 

U= U B • Por outro lado, para cada 
rn€ IN m 

+ 

mEIN 
+ 

"' ,... 

m - 1 
B CUB(x.;(l--:-)f.)E: 

m . 1 J J J 
J= 

E ~.( U ) • C o mo X c. Y c U i m p 1 i c a XM' ( U ) C Y K ( U ) , as h i pó tese s (b) e 
L L 

(c) implicam (d) e (e) respectivamente. 

Consideremos agora 

suponhamos que suplf(x.)ll < +OO 
j€1N J 

(xj)jE:IN C.U 

V fEt\(U). 

tal que x.-xé.au, 
J 

Então a aplicação 

e 

definida por p(f)= é uma se-

minorma em 'KL (U), semicontínua superiormente em relação a 't'
0

• Por-

tanto p é contínua em relação à topologia bornolõgica associada a 

e existem mE.IN 
+ 

e C>O tais que p ( f ) < c 11 f 11 B V f € KL ( U ) , 
m 

onde {sk; kE.IN+} é uma família de abertos satisfazendo (d) ou (e). 
~ 

Assim, ( x j ) j ~ lN C ( B m ) UL ( U ) ; como x.~x€aU, lim du (x.) ~ 
J j-uo 'JJ J 

(d) e (e). Assim, qualquer destas duas ~ lim du(x.)=O, contrariando 
j-a> J 

hipÓteses implica (f). 

Finalmente, suponhamos (f) válida e U não Domínio de 

Lorch-holomorfia. Então existem abertos u
1 

e u
2 

satisfazendo as 

condições (a),(b) e (c) da definição IV.l. Podemos supor u
2 

uma 

componente conexa de unu 1 ; seja (xj)jEINcu 2 
tal que x.~xE. 

J 

~ u 
1 

f'\ a U f\ d U 
2 

• P o r ( f ) , ex i s t e f E KL ( u ) t a 1 q u e sup lf(x. )I=+«>(*). 
jE~ J 
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Oomfnio de Lorch-holomorfia. 
I 

Proposição IV.lO- Se n 
U c A , se e ~ ~ são equivale~ 

yes em A, e se BE.~~(U), então f é limitada em B V fE.JCL (U). 

Dem.: Basta considerar o caso B=B~(x;p). Seja c :>0 tal que UYII~ 

~c~{y) V y t.A. Como p<du.~(x)~ du(x), a série L'llz 5 {f,x)~p I si 

sE IN" 

c o n v e r 9 e a R E IR+ s e f t :ttL ( u ) • s e y € B ~ ( X ; r ) t e n t ã o 

L z s (f t X )( y- X ) s ~ L 11 z s ( f t X ) 1111 ( y- X ) s 11 ~ 
s~INn SEINn 

~ L 11 z s ( f t X ) 11 c~ ( ( y- X ) s ) ~ c c 11 z s ( f ' X ) li ( ~ ( y- X )) I s I ~ 
s~~n sEIN" 

~ c L 11 z s ( f' X >li f I s I = c R • 

sE~" 

Definição IV.ll- Se seu, definimos B~ (U)= {xEU; 
-L-

I 

~ ( f ( x ) ) ~ ~ 
8 

( f ) V f E 'KL ( U ) } e B ~ ( U ) = { x é U ; ex i s te c > O t a 1 q u e 
-L-

~ (f ( x)) ~ c~ B (f ) V f~ H' L ( U ) } , onde ~ B (f)= s u p { ~ (f ( y) ) ; y f_ B} • 

Proposição IV.12- Sejam A tal que ~ e ~ 11 são equj_ 

valentes, uc.A" um Domínio de Lorch-holomorfia e BEjj (U). Então 
~ 

é limitado e 

- ~~ - ~~ 
-dU,~(BKL (U))-dU(B~L (U)). 

Dem.: Da proposição IV.lO temos que, para cada j~{l,2, ••• ,n}, a a-

plicação 11.: u-A 
J x~x. 

J 

.. 
e limitada em B; logo existe 

~ Y j 11 ~ R V Y = ( Y 1 , y 
2 

, • • • , y n ) E B. , 't j E. { 1 , 2 , • • • , n \ • S e 

R EIR tal que 

""~ 
X E. 8~ ( U) e 
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c é D< + é t a 1 q u e 11 a 11 ~ ql( a ) 'V a E A , e x i s te c 1 > O t a 1 q u e , p a r a 

cada j € { 1 , 2 , ••• , n} , 11 X j ~ ~ C ~J( X j ) =C~ ( 'll'j ( X ) ) ~ C C l ~ B ( 11j ) ~ C C lll'll'jll B ~ 

..... ~ 
V x~B 11 (U)' o que demonstra a primeira 

L 

afirmação. 

Por outro lado, como 

IV.3 segue que basta provarmos que 

usamos a mesma argumentação da demonstração da proposição IV.8: se 

e r=du(x)=du.~(x) >o. Então, se f 

p e r t e n c e a UL ( U ) , a a p 1 i c a ç ã o y ~------+ g ( y ) = C z s ( f , x ) ( y- x ) s e s t á 

sE INn 

bem definida em B (x;ó) e é L-holomorfa neste conjunto. Além disso 
~ 

g\ =f I · como B (x;r) B (x;r)' 
~ ~ 

u é Domínio de Lorch-holomorfia, temos 

B (x;ó)CU e du (x)~ó. 
~ .~ I 

P r o p os i ç ã o I V • 1 3 - Se j a m A t a 1 que ~ e li 11 sã o e q u.:!. 

valentes, UCAn Domínio de Lorch-holomorfia e BE.ji(U). Então 

ã~L (U) é limitado e du,~(B~L (U))=du(B~L (U))=du(B)=du.~(B)= 

- N~ - ~~ 
-dU (Btl (U)}-dU(BH (U)). 

'~ flrl L 

Dem.: É inteiramente análoga à da proposição anterior. 
I 

Definição IV.l4- Diz-se que UCM é um Domínio de Lorch 

- e x i s tê n c i a s e ex i s t e f E. KL ( U ) t a 1 q u e n ã o ex i s tem a b e r t o s U 1 e 

u
2 

satisfazendo: a) i>tu
2
cu 1nu 

b) u
1

q:.u e u
1 

é conexo 

c) existe f 1E:KL(u 1 ) tal que f 11u
2
=fju

2
• 
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Teorema IV.l5- Sejam A separável tal que J.1 e I I são 

equivalentes, e n 
UCA. São equivalentes: 

( 1 ) u é Domfn1o de Lorch-holomorf1a 

v 

< a > d u < ã~ < u > > > o 
L 

""J.I 
( 9 ) d U , J.l ( BKL ( U ) ) > O V B E.~ J.l ( U ) 

(10) U= U B com 
m E.IN m 

B 
m 

aberto, limitado e contido 

B 
1
,etalque m+ 

( 11 ) 

B m+ 1 ' e tal que 

( 1 2 ) 

+ 

U= U B com B 
mE. IN 

m m 
+ 

-- J.l d U , J.l ( ( B m ) :Jll ( U ) ) > O 

U= U B com B 
mé~ 

m m 
+ 

V mE: IN 
+ 

aberto, 

't mE.IN + 

aberto, 

B e tal 
/'"'..J 1..1 v mE.~ 

m+1' q u e d U ( ( B m ) UL ( U ) ) > O + 

( 1 3 ) U= U B com B aberto, 
mE.~ 

m m 
+ 

B e ta 1 
~~..~ v mE. IN 

m+ 1 ' que du, J.1 ( ( 8m )KL ( U)} > 0 

limitado e contido 

limitado e contido 

limitado e contido 

+ 

em 

em 

em~ 

em 
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(14} U é Domínio de Lorch-existência 

Dem.: (1}==:>(2},(3},(4},(5}: proposição IV.l3; (1}~(6},(7),(8},(9}: 

proposição IV.l2. 

Sejam o cu enumerável e denso e (x.). 
1

c.o tal que 
J J ~ 

V y f. D existe J c~ infinito tal que y=x .. 
y + J 

V jG..J • Para cada 
y 

m~IN 
+ 

m 1 
seja B =UB(x.;(l--:-}fJ.}, com fJ·=du(xJ.}, l~j~m. Então ca-

m . 1 J J IJ 
J= 

da B é aberto, limitado e contido em B 
1 

, e m+ U= U B (vide de m 
mE IN 

+ 
m 

monstração da propos1çao IV.9}. Como, para cada m E.IN , B está con 
+ m 

m - 1 -
tido em U B(x.;(l--:-}p.}t:~(U}, as hipóteses (2},(3},(4) e (5} im-

j=l J J J 

plicam (10},(11},(12} e (13} respectivamente. 

Se o e (X . } . 1 
J J ~ 

são como acima e, para cada mE.IN , 
+ 

m 1 
B = U B (x.;(l--:-}P.}, com 

m . 1 ~ J J IJ 
é limitado 

J= 

e aberto (pois e 11 11 são equivalentes} e contido em B 1 • m+ Da 

mesma forma que na demonstração do teorema IV.9, usando ~ em lugar 

m 1 
de 111, se mostra que U= U B. Como B cU B (x.;(l--:-)P.}E.~ (U) 

m€1N m rn j=l ~ J J IJ ~ 
+ 

V mEIN, as hipóteses (6},(7),(8} e (9) implicam (10},(11},(12) e 
+ 

(13} respectivamente. 

S e j a ( x k } k ~ 
1 

c U t a 1 q u e x k ~ x € oU , e s u p o n h amo s q u e 

s u p { llf ( x j } li ; k E. IN + 1 < + co V f €. UL ( U } • E n t ã o s u p t ~ ( f ( x k } } ; k E. IN +! < + ro 

't f E. ífl ( U ) e p: H' L ( U } -IR de f i n ida por p (f}= s u p { ~ (f ( x k ) ) ; k E. IN J 
é uma seminorma semicontínua superiormente em relação a ~ e por-

tanto contínua em relação à topologia bornológica associada a 'L. 
o 

Assim, se {sm; mt.INJ é uma família de abertos satisfazendo qual 

quer das hipóteses (lO) a (13}, existem c>O e mt:IN 
+ 

tais que 
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m 
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k k p(f )=(p(f}) e 
k 

IJ((f(u)) )= 

k 
=(IJ(f(u))) V kEIN+, ft:UL(U) e uE:.U, temos p(f)~IJB (f) para 

m 

toda f E 3-{L ( U ) • Assim, par a k t: IN+ e f € ~L ( U ) , 1J (f ( x k ) ) ~ p (f)~ 

J 1 __........._ IJ ,.__, IJ 
~IJ 6 m(f) e l.xk; kEIN+1C (Bm)1(L(U)C(Bm)KL(U)" Por outro lado, como 

xk-+XEdU, du<{xk; kEIN+})=O=du,IJ<{xk; kEINJ), contrariando (10), 

(11),(12) e (13). Assim, q~alquer uma destas quatro hipóteses impli

ca a ex i s tê n c i a de f E CKL ( U ) ta 1 que s u p tllf ( x k ) 11 ; k E IN+) = + oo • P e 1 o 

teorema IV.9, U é Domínio de Lorch-holomorfia. 

A implicação (14)~(1) é imediata; provemos agora que (7) 

implica (14). Sejam o cu enumerável e denso e (x.). 
1

co tal que 
J J ~ 

V y E O existe J C. IN infinito tal que y=x. V j E. J • Para cada 
y J y 

m - 1 
m~l, seja B =UB (x.;(l--:-)n.), com f.=du (x.), l~j~m. Por (7), 

m j=l 1J J J IJ J ,IJ J 

V mE IN , e sabemos que 
+ 

U= U B • Para cada m 
m E: IN 

+ 
./"'-.. 

temos du (B (x.;('.»=o, logo B (x.;p.><t<s.>l!, (U)" Seja, então, 
,IJ IJ J J IJ J J J nl 

j ~ 1 

.........--... 
para cada jtiN , z.f B (x.;().)-(B.)~ (U); como xJ.=xJ.+k para uma 

+ J IJ J I J J ''L 

infinidade de valores de k, tomando k tal que 
1 

(1-:--k)n. > d(x.,z.) 
J+ IJ J J 

temos z.E B. k" Portanto, passando a uma subseqüência de 
J J+ 

se necessário, podemos supor z.EB. 
1 

"'jEIN. Agora existe g
1 J J+ + 

pertencente a nl (U) tal que 1J(g
1

(z
1

)))1JB (g
1

); multiplicando g
1 

1 

por constantes e tomando potências, se necessário, podemos obter f
1 

em ML ( U ) ta 1 que IJ ( f 
1 

( z 
1 

) ) ~ 2 e 
-1 

1-1
6 

(f
1

)<2 • Indutivamente ob-
1 

t em o s u n1 a s e q ü ê n c i a ( f j ) j ~ 
1 

c J(L ( U ) tal que 

1J(f.(z.)})1+j+IJ(L'f.(z.)) v jEIN+. 
J J . . 1 J 

1 < J \ 

Consideremos a seqüência (>k/ji. 

-j 
116 (f.)< 2 

. J 
J 

e 

se K CU é compa~ 
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c+m k J k+m 
to, para k,mt:.IN temos PK, L f.- Lf. = C f. . Como KCB P.! + j=l J j=l J j=k+l J s K 

k+m k+m 
r a algum sE IN , seja k ~ s. Neste caso C f. ~ C f. ~ + 

j=k+l J j=k+l J K B 
s 

~ sup{ fm:\\f.(ylll; yt.B)~ sup{ (k+m:c~(f.(.y)); 
J=k+l J ) J=k+l J 

2m-l 
= c • Portanto a seqü~ncia 

2
k+m (t f·) é de Cauchy em 

j=l J k~l 

( 'KL ( U ) , (
0 

) , e f i c a d e f i n i d a f= c f . f {el ( U ) • A 1 é m d i s s o , p a r a c a
j~IN+ J 

da jGIN, ~<f<z.))>j, pois ~(Lf.(z.))~L~<f.<z.))~ 
+ J .. 1 J .. 1 J 

1>J 1>J 

~ c.~B. (fi)~ c2-i ~ 1, logo ~(f(z.))= 
1>J 1 1)J J 

=~(Lf.(z.)+f .(z.)+Lf.(z.~ -=7 
"<"1 J J J ">"1 J 1 J 1 J 

4 ~ <f . < z . ) ) - ~ (c f . < z . )) - ~ (c {. < z . ~ ~ 
J J "<"1 J .. 1 J 

1 J 1 > J 

-7 1 + j + ~ (C f . < z . )) - ~ (C f . < z . )) - 1 = j . 
"<"1 J .<.1 J 1 J 1 J 

Afirmamos que U é Domínio de Lorch-existência para f. 

De fato, suponhamos que não o seja; então existe u
1 

e u
2 

abertos 

e f satisfazendo (a),(b) e (c) da definição IV.l4. Podemos supor 
o 

u
2 

uma componente conexa de u
1 
(I U; sejam então a E'Ul(\ au () au

2 
e 

é;>O tal que B~(a;2()CU 1 • Seja xEDclu 2 ns~(a;E); então 

at.óUnB (x;é) e B (x;du (x))CB (x;[)CB (a;2E.)CU
1

• Seja 
~ ~ ,~ ~ ~ 

subseqüência df;! (X . ) . 1 tal que V kE IN · então +' 

para cada kéiN 
+ 

temos 

J J ~ 

z. E B (x;du (x))=B (x. ;(). ) 
Jk ~ ,~ ~ Jk ~Jk 

e, como 

IJ(f(x. ))~jk, sup {~(f(u)); uEB (x;du (x))}= +oo. Por outro lado, 
J k ~ , ~ 

é conexo, B .. (x;d
11 

,,(x))CU
7

• Portanto, fi 
R I v • ri = 

( v ' ' 
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-f I - o B (x;du (x)) e sup{~<f (u}); uEB (x;du (x))l=+~. Segue 
o ~ '~ 

~ '~ 

que, para todo é"> O tal que 

E. B (a;20} =+oo, absurdo, pois 
~ 

limitada. 

B~(a;2t::)cu 1 , sup{~(f 0 (u)); uE 

f 0 ~ WL <u 1 ) e é portanto localmente 

I 

Proposição IV.l6- Sejam A separãvel tal que ~ e ~ ~ 

são equivalentes, xEAn e f>O. Então B~(X;f) é Domínio de Lorch 

-holomorfia. 

Dem.: Como B (x;p)= U B (x;(l-l)p), pela proposição anterior bas-
~ \ mE IN ~ m \ 

ta provar que, para cada 

1 =B (x;(l--)0}. 
~ m I 

+ 

B = m 

Para cada kE[l,2, ••• ,nJ a aplicação B~(x;r) A 

Y yk-xk 

pertence a )(L ( B ~ ( x ; f ) ) , 1 o g o , s e 

I 

Proposição IV.l7- O conjunto G={xt:A; x é inversivel} é 

um Dominio de Lorch-existéncia. 

Dem.: Sabemos que f:G~A definida por 
-1 f(x)=x pertence a 1!L (G) 

e que, se x~G e O~ r <llx- 111-l, temos, para yEB(Il;r), f(x+y)= 

~ k -(k+l) k 
=~(-1) x y • Suponhamos que G não seja Domínio de Lorch-e-

kt.IN 

xistência para f; então existem u
1 abertos e f satisfa-

o 

zendo (a),(b} e (c) da definição IV.l4. Podemos supor u
2 

uma comp~ 

nente conexa de Ur\U
1

; seja então yE ~Gf'lau 2 nu 1 • Sejam é::>O tal 
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que B(y;2é)cu 1 e x~G(\B(y;é/2); então YEB(x;é)cu 1 • Como flu
2

= 

Ó>O é tal que B(x;ó) cu
2

, temos 

~ Am m ~ m -(m+l) m 
=~ E_!

0
(x)u =~(-1) x u =f(x+u) para 

mE:.IN m! mE.IN 

f (x+u)= 
o 

6~~x-l~-l. Da unicidade da série de Taylor t~mos 

tal que 

Assim, y possui um inverso, f (y), uma contradição. Portanto G o 

Domínio de Lorch-existência para f. 

Definição IV.l8- Sejam UCAn e fE.1f'L(U). Um ponto x 

da fronteira de U é chamado de ponto regular para f se existem 

u
1 

e u
2 

abertos conexos em An tais que 

é 

I 

na mesma componente conexa de UfiU
1

, e existe f 0 6~(U 1 ) tal que 

f
0

\u
2
=f\u

2
• Um ponto x é singular para f se não for regular para 

f • um a f u n ç ã o f E. 'KL ( u ) é s i n g u 1 a r em au se todo ponto x E. d U é 

singular para f. 

D e n o t a rem o s p o r S ( U ) o c o n j u n t o d a s f u n ç õ e s f E. ftl ( U ) 

que são singulares em au. Claramente U é Domínio de Lorch-exis-

tência se e só se S(U)f~ • 

P . - IV 19 S A - - 1 UCAn, sa·o equ1·-ropos1çao • - e e separave e 

valentes: {1) U é Domínio de Lorch-holomorfia 

{2) U é Domínio de Lorch-existência 

{3) S{U)#cp 

l 4 ) d{l ( u ) - S ( U ) é de p r i me i r a c a t e g o r i a em ()!L ( U ) , 'Lb ) 



- 47 -

Dem.: São calaras as implicações (3)~(2)~(1). Como (a{L(U),i'"b) é 

de Fréchet, pelo Teorema de Baire temos (4)~(3). Sejam agora u
1 

e 

u2 abertos conexos tais que ~tu 2 c u n u
1 

e u
1

q: u, e seja 

o conjunto das funções f E atL ( U ) t a i s q u e e x i s te f 
1 

m 
m € IN + ·, s e j a ~L ( U , U 

1 
, U 

2 
) = '((L ( u 1 ) s a t i s f a z e n d o f 1 r u = f I u • p a r a 

2 2 

={ffKL(u,u 1 ,u 2 ); jlf 1 11u ~ m}. Afirmamos que 
1 

em m 
XL ( U ) • Com efeito, seja (f j ) j ~ 

1 
c HL ( U , U 

1 
, U 

2 
) 

em KL ( U ). C o mo 11 ( f j ) l 11 U l ~ m V j E IN + , ( ( f j ) l ) j ~ l 

é fechado 

tal que f.~f 
J 

é uma seqüência 

T
0
-limitada em UL (U

1 
), e possui portanto uma subrede que converge a 

f o f. 1-fL ( u 1 ) para t' . Segue que 
o 

e, como (f.)llu =f·lu' 
J 2 J 2 

temos que m 
f 

0 
I u 

2 
= f I U 

2 
• A s s i m , f E HL ( u , U 1 , u 2 ) • 

A g o r a , p o r ( 1 ) , KL ( U , U 
1 

, U 
2 

) é um s u b e s p a ç o p r õ p r i o de 

XL (U), logo KL (U)-KL (U,U 1 ,u 2 ) é 

m do com HL (U)-HL (u,u
1

,u
2

). Portanto 

denso em KL (U), o mesmo ocorren

m Ht<u,u
1

,u
2

) tem interior vazio 

em a.tL ( U ) V m E IN + • S e n d o A s e p a r á v e 1 , HL ( U ) - S ( U ) = U UL ( U , U 
1 

, U 
2 

) ( a 

união segundo as possíveis escolhas de u
1 

e u
2 

com as proprieda

des desejadas) pode ser escrito como uma união enumerável de conjun-

tos da forma m HL ( U , V 
1 

, V 
2 

) • P o r t a n t o a!L ( U)- S ( U) é de primeira cate-

goria. 
I 

Seja S(A) o espectro de A, isto é, o conjunto dos ho-

em 

momorfismos de álgebra h:A~t. Se e h E.S(A) 

-usaremos a notaçao h(a) para denotar o elemento 

de n 
C . O espectro conjunto de a -e o conjunto 

(h(a
1

), ••• ,h(an)) 

<~(a)= U h(a). 
hES(A) 

Sabemos que v(a) é um subconjunto compacto de Cn e denotaremos 
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por ~(v(a)) o espaço dos germes de funções holomorfas em ú(a) , 

com a topologia usual. Um resultado importante que usaremos é o se-

guinte {ver [15] ): 

Teorema {Silov-Arens-Calderon-Waelbroeck): Fixado a= 

=(a
1

, ••• ,an)E..An, existe um único homomorfismo continuo da álgebra 

d-C(v(a)) em A, fa:1({<r(aH A ,tal que: 
f ~'f a ( f ) =f [a] 

(1) ID (c )=e, onde c (x)=e V x 6cr(a) 
r a e e 

(2) <p (u)=u(a) V u E:(Cn)* 
a 

(3) Se 
m-n 

m~n, mEIN, bE.A e c=(a,b), seja 

P :at(u(c))--l((cr(a)) 
m,n 

definido por P (g)(z
1

, ••• ,z )= m, n n 

=g(z
1

, ••• ,zn,w,o, ••• ,w). Então Pm,n(f)[a]=f[(a,O)). 

Notemos que, além disso, segue que h(f[a] )=f(h(a)) para 

todo hE:S(A), fEat(o-(a)). Sejam VCCn um domínio de holomorfia e 

UC.An o aberto definido por U=<r-l(V)={aE.An; cJ(a)cV}. Se ff.at(V) 

de f i n i mos f : U -A por f ( x ) =f [ x] • A f i r mamo s que f E. KL ( U ) • De fato , 

seguindo o esquema da demonstração do teorema acima, podem-se encon-

trar b. E. A 
J 

(1~ j~ p), polinômios P. , (l~i~k) em 

(1~ s ~ n+p+k) reais positivos tais que: 

(1) Se 'Tí:Cn+p-(n é a projeção natural 

e r s 

(z 1 , ••• ,zn,zn+l'···•zn+p)~(z 1 , ••• ,zn)' e D(P 1 , •• ,Pk;r1 , •• ,rn+p+k)= 

{ ) n+p ) I 1 1 = z=(z
1

, ••• ,z ~a: ; P.(z <r ., l~j~k, lz <r, ~s~n+pJ 
n+p J n+p+J s s 

então <>(a) C a-[ a, b] {a) c 1\( D ( P 1 , ••• , P k; r 1 , ••• , r n + p + k ) ) 

(2) Existem é..>O e T analítica em b.{UI;r
1

, ••• ,r k)= 
n+p+ 

{ 
n+p+k } = zE.( ; lz.l <r., l.$j~ n+p+k 

J J 
tal que f{z,, ••• ,z )= 

• n 
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=Tlz
1

, ••• ,z ,P
1 

(z
1

, ••• ,z ), ••• ,Pk(z
1

, ••• ,z )) para todo 
n+p n+p n+p 

(z
1

, ••• ,z )E.ó(G>;r
1

-E., ••• ,r -é:), e o-(x,o,P
1
[(x,O)], •• ,Pk[(x,O)]) 

n+p n+p 

c ,6( I>; r 
1 
-é, .•• , r k- t) C ~ (O; r 

1 
-é., .•• , r k- t) c A (O; r 

1 
, •• , r k ) 

n+p+ n+p+ n+p+ 

(notemos que D(P
1

, ••• ,Pk;r 1 -[.,.~.,r k-é:}Cl1(1>;r
1

-é., •. ,r k-é)). 
n+p+ n+p+ 

Definamos F(z
1

, ••• ,z ,z 
1

, ••• ,z· )=f(z
1

, ••• ,z ); en-
n n+ n+p n 

tão, pelo teorema acima f[a]=(P F)[aJ=T[(a,O,P
1

[a,O], •• ,Pk[a,O])J. 
n+p,n 

-1 
Notemos que se W=ô (1'T'(D(P 1 , ••• ,Pk;r1-é., ••• ,rn+p+k-E))) e xt.W,e.!!_ 

tão ü(x}Ci((D(P 1 , ••• ,Pk;r1-é, ... ,rn+p+k-[}} e podemos escrever 

f[x]=T[(x,o,P
1 

[x,O], ••• ,Pk[x,l>] )] (*). Sabemos que T pode ser de-

senvo1vida em série múltipla de potências em 6(0;r
1

, ••• ,r k), 
n+p+ 

convergente absoluta e uniformemente em E(O;r
1
-[, ••• ,r k-é). As-

n+p+ 

sim, T(z}= ~ c zs 
s 

sE. IN n+p+k 

V zé6(G>;r
1

, ••• ,r k) 
n+p+ 

e, para algum RE 

V zEl(fl;r
1

-t:, ... ,r k-f). Segue que 
n+p+ 

I= C cs (x,fl,P
1 

(x,&>], ••• ,Pk [x,OJ )s é absolutamente convergente 

sE.INn+p+k 

V x E:W. Pelo teorema acima, I=T[x], e por (*) l=f[x]. Segue que 

f[x]= C cs(x,G>,P
1 

[x,Gl] , ••• ,Pk[x,ll] )s uniformemente em W. Por 

sE.INn+p+k 

"' tanto, como w é vizinhança de a em f[x)=f(x) é Lorch-holo-

mo r f a e m W ; s e g u e q u e f t:. lfl ( U ) • 

Proposição IV.20- Sejam VC(n um Domínio de holomorfia, 

u = (J-
1 ( V ) = {a E A n ; cr ( a ) c V} , x E U 

y u(y)=u(x) + D(O;f), onde 
yt_B(x;f) 

e p>O tal que 

D(rl;f)= lÀE.G:n; 

B(x;p)cu. Então 

IÀj'~r, l.$j~n}. 

Dem.: Sejam yEB(x;f), hES(A) e z=h(y}=(h(y
1

), ••• ,h(yn)). Temos 
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e, para cada j E. { 1 , 2 , • • • , n] , I h ( y . ) - h ( x . ) I ~ 11 Y . - x ·li < 
J J J J ' 

Logo z E h ( x ) + D ( 11; r) C <f( x ) + D ( 11 ;(' ) e portanto 

IIY-XII~(:' 

~ 11 y- x 11 ~r . 
u 

y€ B(x;p) 
<f(y)C<r(x) + D(Gl;f). Sejam agora ÀE.D(Il;f) e hES(A); en 

t ã o h ( X ) +À E lí ( X ) + D ( () ; r ) . T o me mo s y = X+" e E A n ; \I y - X 11 = I À I li e 11 = 1/d ~ f ' 

logo yEB(x;f) e h(y)=h(x)+~(l,l, ••• ,l). Segue que o-(x) + D(Gl;p) 

está contido em U <r(y). 
yE.B(x;p)_ 

I 

Corolário IV.21- Nas condições da proposição anterior,se 
k 

B= l) B(x.;p.)Eji(U), então 
j = 1 J J 

de V. 
k 

Ba-= U ú(y) 
y€ B 

é um subconjunto compacto 

Dem.: Notemos que su=U<cr<x.> + D(m;pJ.>> 
. 1 J 

pela proposição anterior, 
J= 

e B<rc V pela definição de u. 
I 

Proposição IV.22~ Sejam A separável e tal que ~ e ~ ~ 

são equivalentes, e Vctn um Domínio de holomorfia. Então U=u-
1

(V) 

é um Domínio de Lorch-holomorfia. 

Dem.: Usando a proposição IV.l5, basta mostrarmos que 
....~ 

d U '~ ( BHL ( U ) ) > 

;;-O V" BEJj(U). Seja então BE;!3(U); pela proposição anterior, Bo-= 

yE..B 

./""-.. 

(Bu)U(V) o é também. Sejam z per-= l) u(y) é compacto em V e 

te n c ente a B~ ( U ) c U e f E: atl ( U ) ; então s u p { I h (f ( z ) ) I ; h E S (A) J ~ 
L 

~sup{lh(f(u))l; hfS(A), uEB} (*). 

Se gfat(V), então a aplicação ""' g:U--A pertence a 
x ..._g [x] 

UL ( U ) e 'V u E U , h E S ( A ) , h ( g [ u ] ) = h ( g ( u ) ) = g ( h ( u ) ) • A s s i m , d e ( * ) d! 

corre que sup{lg(h(z))l; hES(A)}~sup{lg{h(u))l; h€S(A), uE.B}~ 

~sup{Jg(x)i; xEBa-}, e portanto V" h ES(A). Segue 
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~ ,........._ 
que <r(z)C(Ba-)iJ't(V)" Seja Ó=dv((B<r)U(V)):>O; se 

n 
yE.A e 11(y-z)<ô 

então para cada j€{1,2, ••• ,n) temos 11(y.-z.)<8 e lh(y.)-h(z.)l< 
J J J J 

<~ V hES(A). Logo h(y)E<f(z) + B(V;ó) V hE.S(A) e <r(y)C 

C<f(z) + B(V;S)C.V. Portanto yEU e B ( z ;8 ) c u 
11 

"'11 
V z E. BK ( U ) , ou 

L 

I 
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CAPÍTULO V 

ENVOLTÕRIA DE LORCH-HOLOMORFIA 

Neste capitulo, U será sempre um subconjunto aberto não 

vazio de A". 

Seja SA o conjunto dos homomorfismos não nulos da A-ãl 

gebra ~L (U) em A, Tb-continuos. Exigiremos que um homomorfismo de 

álgebra leve o elemento neutro para a multiplicação no elemento neu-

tro e de A. Se h E S A, existem c ) o e BE~(U) tais que 

llh(f)~~ C ~f~B 
"' 
f~ all ( u); denotaremos tal fato por h-<(B,C). Se 

pertence a u, é claro que a aplicação i X :3-f'L ( U) ~A pertence 

f f(x) 
n 

SA. Sejam pj:A __,A, 1 ~ j ~ n, a j-ésima projeção (i. e., p.(x)=x. 
J J 

n 
V x=(x

1
, ••• ,xn)EA) e Tr : S A- A n a a p 1 i c a ç ã o de f i n i d a p o r 'Tí( h ) = 

Se 
n 

m (x)= L'a.p. 
a . 1 J J J= 

n n 
a=(a 1 , ••• ,an)EA, seja ma:A ~A definida por 

n 
( x ) = L a . x . V x E. U • É c 1 a r o q u e ma E. 1(L ( U ) , 

. . 1 J J J= 
e, se 

n n 

X 

a 

h 

é um elemento de SA, m (Tf(h))=L'a.h(p.)=h(~a.p.)=h(m) n -v aE.A. 

Se 

a .lJ J :----'lJJ a J = J = 

e f E KL ( U ) , se j a O f:U~A 
u 

definida por 

( Ou f ) ( x ) =~;>.f ( x + ~ u ) I /. = ID • Então sã o v á 1 i das as segui n te s pro p r i e da de s : 

a) f~Duf é uma aplicação A-linear Tb-continua de ai:L (U) em 

l{L ( U ) V" u E A n 

b) D (D f)=D (D f) 1t{ f~'H:L(U), u v v u 
n 

V' U,VEA 

n 
't À E. 0: , V m ~ IN + , V f E. KL ( U ) , "t u E. A 
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e} D
111
lf }= L ~(osf)·( ot) 

n 
V f , g E JfL ( U } u g s!t! u ug V u E A , v mE: IN 

+' 
s+t=m 

f} (D D ••• D 
( m) 

V f E :J(L ( U ) , f)(x)=f (x)(u
1

,u
2

, ••• ,um) lf X EU, 
ul u2 u 

m 

v u 1 ,u
2

, ••• ,umE A", onde f(m) (x) é a m-ésima derivada (no sentido 

de Fréchet) de f no ponto x. 

Demonstraremos (1 ); as outras propriedades são conheci-

d as ( v i de [ 1 J ) • S e a ~ A , x E U , ( V , O , ••• , Ol ) :t u E A n e f E a! L ( U ) , te-
-

d d 
mos Du(af)(x)=d~ (af(x+Àu)>b,=o=a d:Xf(x+').u)j,,= 0 =aDuf(x). Se B=B(x;r)E 

E~(U), seja 8 >O tal que C=B(x;r+ó) c.U. Se yE B e f.-EG:, com 

I.~ I< óllur
1

, então y+Ãu E c. Seja g:t~Et; lÃ I< ólluii-
1
}--A defini-

d a Por g ( À ) = f ( Y +À u ) ; então 11 g • ( Gl ) 11 ~ 11 u 11 ~ -
1 

s u P {11 g Od 11 ; I À I ~ c§ li u Jl -
1 

] , 

i. e • , 11 D u f ( y ) ~~ ~ 11 u 116 -
1 

11 f 11 C • P o r t a n t o 11 D u f 11 B ~ 11 u 116 -
1 

li f li C • Q u e D u f 

pertence a ~L (U) segue do fato que D f(y)=f'(y)(u). 
u 

m 
Seja h~SA, h-<(B,C). Como B=UB(x.;r.), seja O<t< 

. 1 J J J= m 
<min t du(xJ.)-rJ.; 1 ~ j~ m}; então B + B(ll;t)= U EHx.;r.+t)E.~(U). 

. 1 J J J= 

Para u E: B(ID;t)-{ll} 

h (f)== ~h(Dmf) 

definimos formalmente hu:~L (U)~A por 

u mE!Nm. u 
V f ~ '){L ( U ) , onde h ( D ~f ) =h ( f ) • Se u = Ol , tom a-

mos h (f)=h(f).A série acima é absolutamente convergente. De fato, 
u 

seja 
llu I +t 

c= 
2

llull (uf:Ol); então c,.l e para i\E:t tal que l~l~c 

temos IIÀuii=IÀIIIUll~ uu~+t <t, logo {).u; IÀI ~c}cB(O;t). Se YEB e 

g(Ã)=f(y+;>.u) V .>-tl com l>d.; c, temos lg(m)(O)I :~ llg()d\\{l.>d.;; c)· 

Como B + B(ll;t)f~(U), 

~ m ~~ 11 f 11 B + B ( O ; t ) < + 
00 

' 
c 

a d e s i g u a 1 d a d e a c i ma i m p 1 i c a 11 ( D: f ) ( Y ) li ~ 

1 o g o , V m E IN , \I O :f li B ~ m ~ 11 f 11 B 
c 

+ B(V;t) • As-

sim, para mEU1, \\h<o:f>ll~ c\\o:f\ls~ c~!~fll 6 +B(aJ;t)' 
c 

e portanto 
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Cllh<D~
1

f)ll ~L ~llflls + s(Gl;t)= ~~lllflls +B(Gl;t) em particular, 
mEIN mEIN c 

hu é Yb-contínua. 

Proposição V.l- Se hESA e h-<.(B,C), então existe rJ 
lo 

p os i t i v o ta 1 que , se O < ~ < f
0 

e u E. B ( O ; f ) , h u < ( B + B ( Gl ; 3(' 
0 

) , 2 C ) • 

De m • : V i mos que ex i s te t > O ta 1 q u e , se li u 11 < t , e n t ã o 11 h u ( f ) 11 .$ 

~ ~ ~ 1 11 f 11 8 + B ( () ; t ) V f E: XL ( U ) , c o m 
llu ll+t 

c= 2 ~u~ (se u~~; o caso u=() 

• t 
e c 1 a r o ) • s e j a Po = 3; s e o- < r < r o 11 11 

~= (llull+t)(lull+t _1\-1 e 
u < f ' c- 1 2 llu 11 2 llu ~ J 

= llull+t <2. Como B(Gl·t)=B(Gl·3(.)) segue que t- nu 11 , , l o , h u -<. ( B + ã ( Gl ; 3 f o ) , 2 C ) • 

I 

Proposição V.2.- Nas condições anteriormente fixadas, h 
u 

pertence a SA. 

Dem.: Corno e h são A-lineares, h 
u 

o é; para que p~ovemos que 

basta que verifiquemos que h 
u 

é não nulo e que h (fg)= 
u 

= h ( f ) h ( g ) V f , g E: 1(L ( U ) • S e u :f: ~ , c o n s i d e r em o s a a p 1 i c a ç ã o 
u u 

ce:u~A; ce é o elemento neutro para a multiplicação da álgebra 
x~e 

3-CL (U). Como 

=h(c )=e 
e e h 

u 

é identicamente nula V"mt.IN, temos 
+ 

h (c ) = 
u e 

não é nula. Se u=Gl, h (f)=h(f) 
u 

V f E: 'l(L ( U ) ( e m p a.!:. 

ticular, h (c )=h(c )=e), e portanto h
0 

tampouco é identicamente 
u e e 

nula. 

A g o r a a d e s i g u a 1 d a d e L ! ! 11 h ( D: f ) \\ ~ ~ ~ 1 11 til 8 + B ( ~ . t ) i~ 
m EIN ' 

plica b ~! !!\\h(D~fl\\\\h(D:g>l <+oo e podemos trocar a ordem da 

h (fg)=~ .!_
1
h(Dm(fg))= ~ _!_

1 
~h(Dsf)h(Dkg)= 

u ~ m u L__, m s!k! u u 
mEIN · s+k=m · 

soma, obtendo 

lii€1!'l 
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=[L -s
1

1h(Dsf)]fL -k
1

1 h(Dkg)l =h (f)h (g}. Portanto hué. SA • 
1 s f: IN . u li< E IN . u u u 

Notemos que, para jf{l,2, ••• ,n}, temos D (p.)(x)=p.(u) 
u J J 

m 
e D (p.)z;Cl V m~2. Portanto h (p.)=h(p.)+u. e 1l'(h )= 

u J u J. J J u 

=(h {p 1 }, ••• ,h (p ))=(h(p
1

)+u
1

, ••• ,h(p )+u )=if(h)+u V hESA. 
u u n n n 

Definição V.3- Sejam hESA, h<(B,C), p>O tal que 

B + B(V;f)CU, e Nh,p={hu; uEB{V;f>}c SA. Um conjunto WCSA é a

berto se W= ou se existe, para cada h E W, r>O tal que Nh ÇW• ,r 

Proposição V.4- A família dos conjuntos W como na defi 

nição V.3 define uma topologia T em SA. 

Dem.: É claro que SA é aberto e que, se w
1 

e w
2 

são abertos, 

w
1
v w

2 
o é. Se w

1
n w

2
t:ÇP, seja h pertencente a esta intersecção. 

Para jE{1,2} sejam B.E~(U) 
J 

e C. 
J 

tais que h-<({B.,C.); 
J J 

sejam 

ainda rj >o tais que Bj t B(m;pj>E~(U} e Nh CW .• Sejam B= 
'fj J 

=B 1 U B
2

, ~ =min{f1 ,p 2
} e C=max {c 1 ,c 2

J. Então B e B + B(Cl;~) per-

tencem a ~(U) e h <(B,C); além disso, 

e portanto w
1
n w

2 
é aberto. 

I 

Proposição V.S- A aplicação 
n 

1T: (SA,r)~A , definida por 

~(h)=(h(p 1 ), ••• ,h(pn)) 

Dem.: Em cada Nh ,p 1T 

V h ESA, é um homeomorfismo local. 

é dada por 1T(h )=1Hh )+u, logo basta provar
u 

mos que Nh,p é aberto. Sejam hué.Nh,p' h-<(B,C) e hu-<((D,E); S! 

ja r;>O tal que D + B(Cl;r)E:~(U) e u + B(V;r)CU. Se vEB(Il;r) 

então pãrã fEl\ (ü) temos 
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<h ) <fl=L' _l h <okf)=L _l [L _l h(omokf)l = 
u v kEIN k! u v k 6 1N k! mE.IN m! u v 

=L -
1 

h [L 2.J.._Om0kfl =C ~h (Os f)=h (f). Assim, (h ) = 
sE IN sl k+m=s k!m! u v J sE IN s. u+v u+v u v 

=hu+v e Nh CNh • 
u'r ,p I 

Proposição V.6- (SA,t) é um espaço de Hausdorff. 

O em. : Sejam h , g E S A, h# g, h -<( ( B 
1 

, C l ) e g -\ ( B 
2

, C 
2 

) ; sejam r l e f 
2 

reais positivos tais que Bi+ B(1D;fil€J3(U), iE{l,2). Se 1T(g)f':Tf(h) 

existem abertos disjuntos w
1 

e w
2 

contendo TI(h) e ~(g) res-

-1 -1 
pectivamente. Neste caso Tr (W

1
) e 1T (W

2
) são abertos disjuntos 

contendo h e g respectivamente. 

Se 1\(h)=lr(g), suponhamos que (SA,'t) não seja de Haus-

dorff. Seja 

do, e existe 

n E IN o + 
tal que V n ~ n o N h, 1/n 

h ~ Nh l/ n N 
11 

• Então, para n , n g, n 

e N 
g, 1 In têm senti-

n~n , existem 
o 

u e 
n 

v em B(tl;1/n) tais que h =h =g • Como 1í (h ) + u = 1T( h ) =TI'( h ) = 
n u n n n u v 

n n n 

= Tf ( g ) = if( g ) +v , tem os u =v V n ?:'- n • Par a ta i s v a 1 o r e s de n e f 
v n n n o 

n 

em UL(U), hu (f)-h(f)= L, -1 
h(Ok f) -h(f)=C -

1 
h(dkf( )(un)), 

n kEIN k! un kE:IN k! 
+ 

e portanto llh"n (f)-h(f) 11 ~I-; iJJJh!dkf( )(u
0

»JJ • Como h< (B 1 ,c 1 ), 

+ 

11 h ( d k f ( ) ( u ) ) li ~ C 11 d k f ( ) ( u ) li 
8 

~ C 11 d k f li 
8 

11 u 11 k p a r a c a d a k E IN , 
n n 

1 1 
n + 

logo llh (f)-h(f)ll ~c L ~~~~~\Jktl\ 8 (*). 
un kf.IN 1 

+ 

Das desigualdades de Cauchy temos, para xEB
1

, 

lldkf(x)(v)ll~ k~sup{llt(x+Ãv)ll; IÃI=f}; segue que 

f 

11 v 11 = 1 e k E IN , 
+ 

11 c?fll ~ s, 
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~ ;~sup{llftx+/.vlll; l:<l=r. xEB 1 )~ ~~jjrjj 81 + Ü(O;pl (**).Seja n1 EIN+ 

ta 1 que llu n 11 < r v n ~ n 1 ; então de ( * ) e ( * * ) segue que 

\\hun(f)-h{f)~,;Cjf~Bl+ Õ(D;fl ?E~· <ll"nll(llk=C~flsl+ ã(o;dqn' onde 
+ 

u EB(G>;l/n) 
n 

V n ~ n , segue que 
o 

~i~ llhiJn (f)-h(f)ll =O V fG: '_(L (U). Analogamente, J~~ 11 gun (f)-g(f)ll =O 

V fE:UL(U). Como, para n~n, h =h =g , temos 
o u n u 

n n 
h(f)=lim h (f)= 

n -ro n 

=g(f) V fE:d{L (U), logo h=g, uma contradição. Portanto (SA,r) é 

de Hausdorff. 
I 

Corolário V.7- ((SA,'t'),'il) é uma variedade de Riemann mo 

delada sobre A". 

Definição V.8- Se f t.J(L {U), sua extensão a SA é a apl.!_ 

"" cação f:SA ~A 

h~h (f) 

""' Pro p os i ç ã o V • 9- Se f t; 'U'L ( U ) , sua extensão f pertence 

a }(L (SA). 

D em • : S e j a m h E: S A , h -< ( B , C ) , f E a{ L ( U ) e r > O t a 1 q u e B + B ( ll ; r ) 

pertença a ji(U). Em 'lf(h) + B(W;r) ternos f·(niNh,rtl (7T(h)+x)= 

=f(h )=h (f). Mostremos que a aplicação x~h (f) é L-holomorfa em 
X X X 

B(~;r). Como f é limitada em B + Ü(ll;r) por uma constante E, se 

temos 11 1 {_llxll+rJIIII (llxll+r~ . llxll <r hx(f)l ~ c\r-Uxlll f B + Btll;r) ~CE r-IIXU • F1xemos 

11 vil +r 11 uU +r 
uE.B(OJ;r), e seja p>O tal que B(u;f)CB(al;r) e r-Uvll~ r-Uull +1 

v v EB(u;f). Então, se llv-ull<f, llhv(f) ~~~cE(~~~~:In~cE(l+ Jl~IIII:I~J, 



ou seja, a aplicação x.---. h (f) 
X 

- S8 

é localmente limitada em B(~;r). 

Sejam agora yE.A e t>O tal que u +{Ãy; l~l~t}C 

c B(IJ;r); seja g: {;\E.C; I~ I< t} 9 (/1) =h '\ (f). 
u+"y 

A definida por 

Mostremos que g é analítica em se I À I< t. o 
De fato, se b )O 

é tal que u+·\y+py EB(~;r) para lfi~S, então para I\-À
0

1<8 te 

o o kEIN o o~y 
mos g(Ã)=hu+) y+("-À )y(f)=L ~!hu+Ã Y(o(\-~~ (f)= 

k - b 

-L -1- (), - ). 0\ h ( O k f ) , e e s t e s é r i e c o n v e r g e u n i f o r me e a b s o -
-k~IN k! b ) u+J.

0
y Sy 

lutamente, pois, como visto anteriormente, u+À y+Sy E B(~;r) 
o 

impli-

ca C h /. (D~ f) <+oo • Assim, g é analítica e 
mE.IN u+ oy Y 

X~-----+ h ( f } é 
X 

G-analítica em B(V;r); sendo localmente limitada, é analítica. Ago-

ra basta provarmos que é L-holomorfa em Q). Se v E B(V;r), h (f)= 
v 

h 
0 

( f ) = C ~ h ( O m f ) = L ~ h ( d m f ( ) ( v ) ) • P o r ou t r o 1 a d o , dm f ( ) ( v ) = 
+v ,. IN m. v IN m. me mE. 

= c z s ( ) v ~ 1 
••• v~~ , 1 o g o h v ( f ) =c ~, h (c z s ( 

lsl=m mE.IN lsl=m 

=C ~ C v ls1 ••• v s~ h ( z ( ) ) 
m~IN m. lsl=m n s 

' e é uma aplicação 

L-holomorfa em V. 
I 

üefinição v. 10- Sejam U C An e (X,'f) um domínio de 

Riemann modelado sobre A"; diz-se que X é uma envoltória de L-ho-

lomorfia de u se existe 'P: u ~x contínua tal que <f·f=II u e: 

( i ) para cada f E. XL ( u) existe uma única f E.UL (X) tal que f·f = 

=f; ( i i ) se < v , a ) é um domínio de Riemann modelado sobre An e 

u : U ~ Y é c o n t i n u a t a 1 q u e a o <r = I 1 U e V f E. }(L ( U ) e x i s t e um a ú n i -

c a f E. 'i( L ( Y ) t a 1 q u e f • o-= f , e n t ã o e x i s t e ~ : Y -- X c o n t i n u a t a 1 
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i-1ostraremos agora que, se A é separável e U CAn é co 

nexo, podemos obter uma envoltória de L-holomorfia (EA,~) de U, 

com EA um subcojunto de SA, e de tal forma que a aplicação 

~L (U)~KL(EA) é um isomorfismo topológico se tomarmos nestes dois 

f f 

espaços a topologia ~b. 

Como para cada x 6 U a aplicação i :f ~f (X) 
X 

é um ele 

menta de SA' temos uma aplicação natural i:u~sA. Além disso, te 

x~i 
X 

mos 1T·i(x)=1T(i )=(i {p
1

), ••• ,i (p ))=(p
1

(x), ••• ,p (x))=x, isto é, 
X X X n n 

1T·i=Ilu· Portanto i é biunívoca, e, como ~ é um homeomorfismo lo 

cal definindo a estrutura L-analítica de SA, i é um homeomorfismo 

local L-analítico. Como U é conexo, i(U) é um aberto conexo de SA; 

seja EA a componente conexa de SA que contém i(U). Identifica

mos U com i(U) e i com a aplicação de inclusão j:i(U)~EA; 

1TIEA" Consideremos a aplica

ç ã o i n d u z i d a j * :i( L ( E A ) ___,. 'KL ( U ) d a d a por j * ( F ) = F o j V F E. Jtl ( E A ) • É 

denotaremos ainda por ~ a restrição 

claro que j* é A-linear, e se FE.í('L (EA) é tal que j*(F)=~, en

tão F jj(U)=Il, mas j(U) é um aberto conexo não vazio em EA, logo 

F=v. Assim, j* é biunívoca. 

P a r a c a d a f ~ I{ L ( U ) , s e F = f 1 E A , j * ( F ) ( x ) = F ( j ( x ) ) = f ( j ( x ) ) = 

=i (f)=f(x) V xEU, e portanto j*(F)=f; logo j* é sobrejetiva. 
X 

Assim, j* é um isomorfismo algébrico. Como é uma restrição, 

de Fréchet, pelo teorema da aplicação aberta j* é um isomorfismo 



topológico. Por outro lado, se h,gEEA e htg, existe fE'}fL(U) 

t a 1 q u e g ( f h h ( f ) ; e n t ã o F = f I E A E 1-(L ( E A ) e F ( g ) = g ( f H h ( f ) = F ( h ) • L E_ 

go as aplicações L-holomorfas em EA separam pontos de EA. Temos! 

gora o seguinte resultado: 

Teorema V.ll- Sejam A separável e UcA" conexo. En-

tão existem um domínio de Riemann modelado sobre A" e uma 

bijeção j:U-j(U) (um aberto de EA) tais que: 

(i) ~L (EA) separa pontos de EA 

( i i ) I de n t i f i c a n do - s e U c o m j ( U ) , t o d a f u n ç ã o f € UL ( U ) s e e s 

tende a uma função fE~L (EA) e a aplicação de extensão é um isomor 

fismo topológico entre (){L(EA),t"b) e (KL(U),rb). 

Além disso, EA é maximal com relação a (i) e (ii) no se 

guinte sentido: se (G,~) é um domínio de Riemann modelado sobre A" 

e t:U-t(U) é um bi-L-holomorfismo (i. e., uma bijeção L-holomor-

fa cuja inversa é L-holomorfa) entre U e um aberto de G, e se (i) 

e ( i i ) valem com G no lugar de EA, então G pode ser identifica-

do com um aberto de EA através de um bi-L-holomorfismo que preser-

v a os pontos de u. 

O em.: Só resta provar a maximal idade de EA; seja então G como no 

enunciado, e definamos T:G~sA da seguinte maneira: dados xEG 

e fEK.L(U), identificamos U com um subconjunto aberto de G e com 

um subconjunto aberto de SA, tomamos f a extensão de f a G e 

colocamos T(x)(f)=f(x}. Como vale (ii) com G no lugar de EA, T 

está bem definida; como (i) vale para ~L (G), T é uma bijeção. Se 

mostrarmos que T é um bi-L-holomorfismo local, então teremos T le 
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vando G bi-L-holomorficamente sobre um aberto de EA (pois G é co 

nexo), preservando pontos de U. 

Se j a m então x E G e h= T ( x ) E S A ; por ( i i ) ( par a :t(L ( G ) ) 

temos h< (B,C) para algum BE~(U) e C> O. Seja p>O tal que 

B + B ( ll ; f ) c U e x + B ( Ql ; f ) c. G • S e j a m f G a( L ( U ·) e f s u a e x t e n s ã o a 

G. Agora a aplicação g:À~f(x+Ãu) 

{~EC; l>d~l~ se uEB(Il;~). Como 

é analítica numa vizinhança de 

~ ~m (m) 
g(À)=~ -, g (0), obtemos, 

mEIN m. 

para À=l, g(l )=f(x+u)= C ~(Dmf)(x). Ora, para cada mE~ temos 
mEIN m. u 

Dmf=(Dmf) (pois estas funções coincidem em UC.G), logo f(x+u)= 
u u 

=C~<Dmf)(x)=CJ,r(x)(Dmf)=C~h(Dmf)=h (f). Assim, para 
mEIN m. u mE.IN m. u mE.IN m. u u 

't fE')(L(U), logo T(x+u)=h 
u 

em 

B(~;~). Isto implica que T é um bi-L-holomorfismo local, completan-

do a demonstração. I 
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