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INTRODUGAO

Embora a Andlise Complexa em espagos vetorfais de dimen-
sdo infinita tenha sido objeto de intensa pesquisa (ver, p. ex., [4]
e [10]), o mesmo ndo ocorreu com a Analise Complexa especificamente
em algebras de Banach, ao menos nos aspectos tratados neste trabalho,
embora quase meio século tenha decorrido desde o trabalho de Lorch
([9]).

Tratamos aqui de uma certa classe de fungdes holomorfas
(ou analiticas) com dominio em um subconjunto aberto de uma dlgebra
de Banach A (comutativa e com elemento neutro e tal que [fe|J=1), e
com valores em A. Essencialmente, a idéia & usar o fato de que exis
te um produto em A, e considerar as fungdes holomorfas para as quais
os polindmios da expansdo em série de poténcias sdo da forma particu
lar x——oanxn. Essa semelhanca com o caso A=C sugere que estas
fungOes possuam propriedades semelhantes a&s das fungdes holomorfas
em abertos de -C; por outro lado, como A & um espago vetorial sobre
C de dimensdo infinita, parece razoavel que haja alguma semelhanga
com as situacOes encontradas na Analise Complexa em espagos de Banach.
De fato, no presente caso se encontram semelhangas e dissemelhangas
tanto com os resultados conhecidos para dimensdo finita (p. ex., no
que diz respeito & coincidéncia de topologias no espago de fungdes)
quanto com os resultados de dimensdo infinita (p. ex. no que diz res
peito a dominios de holomorfia). Da mesma forma que se passa do caso
de dimensdo finita para o de dimensdo infinita na Andlise Complexa
“classica" (i. e., de (€ para ¢" e daf para espacos de dimensdo in

finita sobre ), ampliamos nosso estudo para fungbes com dominio em



um A-modulo em com contradominio também em um A-médulo. Novamente

se percebe que os resultados se constituem numa espécie de mefo-ter-
mo entre os resultados vdlidos para dimens8o finita e aqueles vali-

dos para fungbes entre espagos de Banach.

No Cap. I estabelecemos as definigcdes e propriedades bé-
sicas das fungdes Lorch-holomorfas, utilizando os resultados conheci
dos de holomorfia em espagos de Banach (a referéncia principal para
este capitulo & [10]).

No Cap. Il estudamos as topologias "naturais" nos espagos
de fungdes Lorch-holomorfas. Em particular, mostramos que se o domfi-
nio & um aberto em A" , as topologias Tb e T, coincidem no espa
¢o de fungbes Lorch-holomorfas, ao contrario do que ocorre em geral.

No Cap. III tratamos das fungbes Lorch-holomorfas com do
minio em variedades de Riemann modeladas sobreﬁ An; essencialmente,
se trata de transpor certas propriedades (especialmente aquelas vis
tas no Cap. II) para este contexto.

Como no caso geral de fungbOes holomorfas, uma questdo que
surge naturalmente &€ a extensdo de fungdes Lorch-holomorfas. Os con
ceitos de dominio de Lorch-holomorfia e dominio de Lorch-existéncia
estabelecidos no Cap. IV sdo inteiramente andlogos dqueles considera
dos para fungGes entre espagos de Banach, como seria de se esperar,
mas oS resultados obtidos sdo bastante diversos.Sabemos que num espago
de Banach todo subconjunto aberto convexo & um dominio de holomorfia;
no entanto, em geral nem mesmo as bolas abertas em A sdao dominios
de Lorch-holomorfia. E interessante notar que ao longo do Cap. IV u-
ma ferramenta extremamente util & o raio espectral p; em contrapar-

tida, algumas técnicas usuais no caso de espagos de Banach ndo se a-



plicam (p. ex., teorema de Hahn-Banach e argumentos que envolvem to
mar poté&ncias de fungdes). De fato, os resultados conseguidos sdo v
lidos no caso em que a topologia da norma em A coincide com a indu
zida por . Algumas idéias neste capftulo sdo devidas a M. I. Arra-
tia, que desenvolveu alguns resultados num manuscrito ndo publicado
dufante sua permanéncia na Unicamp (1980-1983); infelizmente algumas
demonstragdes continham falhas que comprometiam os resultados.
Finalmente, no Cap. V se trata da construgcdao da envoltd-
ria de Lorch-holomorfia para um aberto em An, seguindo a construgao

de Alexander ([1]). A utilizagdo da topologia T

ao invés de T
b o}

nos permite aplicar um argumento de espagos de Fréchet para concluir
que a aplicacdao de extensdo & um isomorfismo topolédgico.

Claramente muitas questdes permaneceram sem resposta; en
tre elas podemos mencionar duas: vale um teorema do tipo Hartogs, i.
e., uma fungdo com dominio em A" e Lorch-nolomorfa em cada varia-
vel & necessariamente Lorch-holomorfa? 0 espaco de fungdes Lorch-ho-
lomorfas em um aberto de A" (ou de um A-médulo M), munido da topolo
gia Ty é tonelado? Esperamos que estas e outras questdes sejam in

vestigadas (e respondidas) num futuro préximo.



NOTACAO E OBSERVAGOES PRELIMINARES

Neste trabalho A denotara sempre uma &lgebra de Banach
comutativa, com unidade e tal que |ef=1, e U ser& sempre um con-
junto aberto n3ao vazio. Em An usaremos a norma “(a],az,...,an)"=
= max{“aj“; 1¢ j-sn} .

Denotaremos por 0 o elemento neutro para a adigdo em A
ou em algum A-modulo. N denotard o conjunto dos nimeros naturais, e
m+ o subconjunto m-{o}.

n n
Se s-(s],sz,...,sn)é:N e a-(a],az,...,an)e;A , usare-

n
- . s .S, .S s
mos as notagcoes usuais |s|=z sj e =a]‘a21...an“.
j=1

Se x€uU, dU(x) indicara a distancia de x & fronteira
de U; se BCU, dU(B) indicara analogamente a distancia de B a
fronteira de U.

Lembremos que se E,F sdo espagos de Banach complexos e
f:UCE—F & uma fungdo, f & holomorfa em xoe.U se existem r>0
e uma seqiiéncia de polindmios P E P("E;F)  tais que f(y)=

= 2 Pm(y-xo) uniformemente para ye.B(xo;r). Se f e holomorfa em
meN

cada ponto de U diz-se que & holomorfa em U, e se denota por ¥(U;F)
o espago vetorial complexo das fungdes holomorfas em U com valores

em F. Se F=C, & usada a notagdo ®(U).



CAPITULO I

FUNCOES LORCH-HOLOMORFAS

Sejam M e N A-mdodulos normados completos tais que

¥ a€A e ¥ xeMUN se tenha [ax|<|al|

Definigcdo I.1- Sejam UCA, xer e f:U—A uma fun-

¢édo. Diz-se que f & Lorch-holomorfa (abreviadamente, L-holomorfa)

em x  se f €& holomorfa em X, ® d f(x )eEA ¥ nel, no sentido
n!
de que existe, para cada neN, ane,A satisfazendo d f(x J(y)=a y
Y
¥ yeA. Diz-se que f & L-holomorfa em U se o for em cada ponto

de U.
Denotaremos por RL(U) o subespago de ¥(U;A) das apli

cacoes L-holomorfas em U.

Dois exemplos de aplicagbes L-holomorfas surgem de manei
ra natural: f:G={x€A; x € inversive]}—-»A definida por f(x)=x']
(ver, p. ex., [ 8], cor. 1.4.3), e a aplicagcdo exp:A—A definida

por exp(x)=z _xf No primeiro caso, féﬂL(G), e no segundo
keN k!

expleL(A).

Notemos que se f & L-holomorfa em Xo eV e se a, EA

é tal que

anf(xo)(y)=anyn ¥ yEA, entao
n!

d d"f(x )H Id fx )(e)

=||an|. Além disso, como todo polindomio A-n-homogéneo P:A—A (i.e.,
tal que P(ax)=a"P(x) ¥ a,x€A) & da forma X—sC X" para algum ¢

em A (de fato, c=P(e)), uma fungSo f:UCA—A & L-holomorfa em U



se e s6 se & holomorfa em U e, para cada neEN e xe€eU, 3nf(x) é
n!

A-n-homogéneo. Ora, todo polindbmio P:A—sN A-n-homogéneo & da for-

ma  X—cxX" para algum c=P(e)€&N, o que motiva a seguinte generali

zagao:

Definicdo [.2- Sejam f:UCA—-N uma aplicagdo e X,

um ponto de U. Diz-se que f & Lorch-holomorfa (abreviadamente,

[4:1]

L-holomorfa) em X, Sse f holomorfa em X, ® anf(xo)eN para

n!
todo n€N, no sentido de que existe zne N satisfazendo

d f(x Y y)=y" z ¥ y€EA. Diz-se que f e L-holomorfa em U se o
nl

for em cada ponto de U.

Denotaremos por HL(U;N) o subespago de #(U;N) das a-

plicagbes L-holomorfas em U.

0 resultado a seguir se demonstra como no caso de fun-

coes f:UcCcC—L(:

Proposicdo 1.3- Sejam r>0 e (z )new uma seqiiéncia

em N tal que Z:"z “r <+ , Entdo a aplicagdao f:B(0;r)—sN de

finida por f(x)= z x" z pertence a HL(B(O;r);N).
nelN

Proposicdo [.4- Sejam z€N e keN. A aplicagdo f:A—N

definida por f(a)=akz ¥ a€A pertence a %L(A;N) e

an (l:l)ak-nb"z ¥ ngk
d f(a)(b)s= , VY a,beA .

n! 0 ¥n>k

Kk
. k -
Dem.: Basta observar que f(a+b)={(a+b) Z’Z (:)ak nbnz ¥ a,b€A.

n=0



Se f:UCA—N & L-holomorfa em xoé U, entdo existe u-

ma seqliéncia (zn)nemCN tal que f(y)=n§ew(y-xo)nzn uniformemen-

1/n]-1 (raio de conver-

te em B(xo;r). para r<rf(xo)= [li:jroplzn“

géncia de f em xo). Por outro lado, f & G-holomorfa em X o lo-
go a série acima converge pontualmente em B(xo;du(xo)). A relagdo

entre rf(xo) e (Df(xo) (raio de limitagc3o de f em xo) é dada pe

la seguinte proposigao:

Proposigdo 1.5- Sejam xoeu e féﬂ’.L(U;N); entédo
rf(xo)zdu(xo)=(>f(xo).

Dem.: Sejam 0< (3<Y'<du(xo). Se zn=&\nf(xo) (no sentido da defini-
n!

¢ao I.2), a série z ;(y-xo)nzn converge (pontualmente) se y per
n €N

. n
tence a B(xo,du(xo)), logo existe c€R tal que c;“(re) zn“

=|rn|Izn=“zn“rn ¥ neN. Se yeﬁ(xo;p), temos "(y—xo)nzn"g

4"y-x0n||zn“é(3n"zn"$ c(f;_)" ¥ neN. Assim, a série acima converge u-

niformemente em B(xo;(b) se (><du(xo); portanto dU(xo)srf(xo).

Segue que rf(xo);dU(xo)=ff(xo)=m'in{rf(xo), du(xo)} .

Proposigdo I.6- Sejam UCA conexo, xoeu e feH(U;N)

L-holomorfa em X Entdo feJ{L(U;N).
Dem.: Seja w={_y€-U; f & L-holomorfa em y} ; por hipdtese WiQ e &

aberto (pela proposigdo 1.3). Seja (xn)n>] uma seqiiéncia em W com

1im X <x€U, e seja E=(du(x))/3. Existe noelN tal que |xn-x|< &
n+o

v n>,n°; fixemos entdao meN, mzno. Como xmé W, pela proposigao

1.5 temos rf(xm)=du(xm), logo a série 2

anf(xm)yn converge uni
neN

—

=



formemente a f(xm+y) em ﬁ(xm;r), para r<du(xm). e f pertence
a }(L(B(xm;r);N). Como d(xm,x)<du(xm), f & L-holomorfa em x e

XEW. Portanto W & fechado; como U & conexo, W=U.

Definigdo I1.7- Uma aplicagdo f:UCA—N & L-analftica

em xoeu se existe r>0 tal que para todo z€B(xo;r) existe

£1(z) N tal que 14m AElz#h)-flz)onfi(zll

0 . Diz-se que f e

L-analitica em U se o for em cada ponto de U.

Observagdes- a) Se N=A, a definigdo acima & aquela dada

em [9]; b) Note-se que uma aplicagdo f & L-analitica se & dife-
renciavel no sentido de Fréchet e, além disso, para cada xoéU a a

plicagao alf(xo):A—»N é A-linear,

Proposigdo 1.8- Se fé}(L(U;N), entdo f & L-analftica

em U.
Dem.: Como feHL(U;N)CH(U;N), f @& diferencidvel em todo ponto X,

de U, e além disso a]f(xo) é uma aplicagdo A-linear.

Proposigdo 1.9- Sejam f L-analitica em U, xer e r

o raio da maior bola aberta de centro xo contida em U. Entdo, pa-

ra cada (<r e zeB(O;Q),

- -z)"1
f(x0+z)- 209 J (Ae-2) f(xo+/\e)d>\ .
IAl=p
Dem.: Basta observar que a demonstracdao dos teoremas 3.3 e 4.1 em

[ 3] se estende ao presente caso, uma vez que, sendo N completo,



as integrais envolvidas estdo bem definidas e possuem as proprieda-

des usuais.

Proposigdo 1.10- Nas condigdes da proposicdo anterior,

f(x +)e)d)
f(x +z) E zc , onde ¢ = 1 ¥ k=0 .
KEN k 2mi k+1

IX1=p A

Em particular, f GHL(U;N).

-1 1
Dem.: Temos f(x0+z)= 5_‘:!'_1 J (Ae-2) f(xo+7\e)d)\ . Agora, "—;\—"=Fnz| <1,

IAl=p
logo e-X 12 & inversivel e (e->\-]z)-1=z (?\-]z)k. Como (Ae-z)-]=
ke N
](e-xlz)-], temos (Ae-2z) -1 2
k €N
zk
f(x +Z)= ET—T—i = Ak«{-] f(xo-}-xe)d}\ =
IAl=Q
f(x +Ae)dA
=§ 2:{1 kgl zk » pois, como f & 1i
KEN A
[Al=P
fix +e)z
mitada em {x +Ae; l)\|=p‘ , a série —— ——— converge uni-
(] k+1
KEN )

formemente se |[)\|=p e ||z||<()

0 que temos até o momento &, de certa forma, uma extensdo
dos conceitos de fungdo analfitica com dominio em um subconjunto aber
to de € e com valores em € ou em um espago de Banach. Parece na-
tural estender essa analogia, estabelecendo o conceito de fungdo L-ho
lomorfa com dominio em um A-médulo M. E o que serd feito agora, mas

para tanto necessitamos de alguns conceitos preliminares.



Para ke&N_, seja LA(kM,N) o espago vetorial complexo
das aplicagles A-k-lineares de Mk em N (com as operagles de adi-
c&0 e multiplicaglo por escalar usuais), e seja LA’s(kM,N) 0 su-
bespaco das aplicagoes A-k-lineares simétricas. Se TeiLA(kM,N), seu

simetrizado € o elemento TSGELA s(kM,N) definido por

Ts(x],xz....,xk)=§ l_T(xu(]),xu(z),...,xp(k)), onde S & o gru

!
IJ€Sk k!

po de permutagdes de {1,2,...,k} .

Seja LA(kM,N) 0 subespago de LA(kM,N) das aplicagdes
continuas, munido da norma

ITl= sup{lIT(x],xz,...,xk)ﬂ; x; €M, “xj“gl, 1<j$k} .

. k

E claro que “T(x],xz,...,xk)us'"T“Hxlﬂuxzﬂ...ﬂxk" Y TeL,("M,N),

v xje;M, 1 <jg<k. 0 subespacgo LA s(kM,N)(\LA(kM,N) sera denotado

por L (kM N), e identificaremos L, (°M,N) e L (°M,N) com o
A,S 9 L] A L] A,S 9

modulo normado N. Definimos, para TELA(kM,N), keN, e x, xjeM
r
para lgjgr e Z::k.=k:
—  J
Jj=1
o k
Tx =T; Tx =T(X,Xy.0.,X) €
———
k vezes

k,  Ka Ke _
Tx] X, cee X -T(x]"'°’x]'iZ:;;;lf3f"":Lllﬁlliﬁ)

k, vezes k, vezes ... k_ vezes
] 2 r
Um polinOmio A-k-homogéneo de M em N & uma aplicacgdo
P:M—>N tal que existe TG;LA(kM,N) satisfazendo P(x)=Txk ¥ XEM;
neste caso escrevemos P=T.
Se k€£m+, denotaremos por ?A(kM,N) o espago vetorial

complexo de todos os polindomios A-k-homogéneos de M em N, e por

PA(kM,N) o subespaco dos polindomios A-k-homogéneos continuos, no



qual tomaremos a norma |[P|-= sup{IIP(x)II; XEM, ||x||sl} . Novamente e

. k k
claro que [POx)f < |Pffx]™ v PeP,("M,N), ¥ xcM. Identificamos
PA(OM,N) com o A-modulo normado N.

Note-se que PA(kM,N) é um subespago fechado de P(kM,N)
(o espago dos polindmios C-k-homogéneos de M em N contfnuos); de
- o k

fato, se (Pj)jelN € uma seqliéncia em PA( M,N) que converge a P
em P(kM,N), entao PJ.—»P pontualmente. Entdo, para cada ae€A e

x€M, P(ax)=1lim Pj(ax)=11'm akPJ.(x)=.'-.\k 1im Pj(x)=akP(x), logo P per

tence a PA(kM,N).
n = k k .
Se k,ne[N+ e M=A, entédo ;PA( M,N)=PA( M,N), pois to-
do Pe,:PA(kM,N) é, neste caso, da forma

r‘ rl r'\
(x],xz,...,x")-—-—+|§r|=k X Xt e.x Mz,

n
onde r-(r],rz,...,rn)em » e z €N.

Finalmente, denotaremos por ;PA(M,N) o espago vetorial
complexo das aplicacoes da forma P=P]+P2+...+Pk, com PJ.€J_>A(‘]M,N)
0<j<k, KEN, e por PA(M,N) o subespago de ;PA(M,N) das aplica-

¢oes continuas.

Definigdao I.11- Sejam UCM e f:U—N wuma fungdo. Di-

zemos que f @& Lorch-holomorfa (abreviadamente, L-holomorfa) em U

se ¥ xer existirem r>0 e uma seqgiiéncia (Pk)kem de elemen-
tos P EP (kM,N) tal que f(y)=z P (y-x_) uniformemente em
k A KEN [ o ..

B(xo;r). 0 espago vetorial complexo das fungdes L-holomorfas de U
em N serda denotado por RL(U;N) no caso geral, e por ’R.L(U) no

caso N=A.



Observagdes: a) Essencialmente, o que temos & que f &

um elemento de HL(U;N) se e s6 se feH(U;N) e, para cada x€U

e k€N+, akf(x) é um polindmio A-k-homogéneo; b) Se M=A, a defini

k!
¢do acima coincide com as definigdes I.1 ou I.2, conforme o caso, da

da a forma particular dos polindmios envolvidos. Pela mesma razdo,se

M=A" e N=A, esta definicdo coincide com aquela dada em [2].

Exemplos 1.12- a) Se M],M2 e N sdo A-mbédulos e a apli
cagao B:M]X Mz———oN é A-bilinear continua, entado BE}(L(M]X MZ;N).
Com efeito, basta observar que, ¥ x,y e:M], Y u,v 6M2, B(x+y,u+v)=

=B(x,u)+B(x,v)+B(y,u)+B(y,v), onde a aplicagdo (y,v)—B(x,v)+B(y,u)

pertence a PA(](MIX MZ)’N) e a aplicagcdo (y,v)—B(y,v) pertence

a PA(Z(‘M]X Mz),N). Em particular, s&o L-holomorfas as aplicagdes

AZ——»A e A X M—M.

(a,b)—ab (a,x)r—ax
b) £ claro que se f,g EHL(U;N) entdao f+g e af pertencem a

H (U;N) ¥ a€eA. Se feH (U) e geH (U;N) entdo fg:U——N
L L L
x—>f(x)g(x)

pertence a HL(U;N); a demonstragao serd vista na parte (b) do exem-
plo 1.24.
c) Como no caso M=A, se tem PA(M,N)CRL(M;N).

d) Seja E Pm(x) uma série de poténcias de M em N com raio de
mem

convergéncia infinito, e tal que para cada meN PméPA(mM,N). Defi

. = . H € . .
namos f:M—sN por f(x) mzelNPm(x) ¥ X €EM; entdo f H;L(M,N)

. vea s 1
e) Seja (Tm)m cn Uma sequéncia de elementos Tme LA( M,A) tal que

T.—0 pontualmente. Seja f:M—A definida por f(x)=z (Tm(x))m.
meN



Entéo feuL(M). A demonstracdo & feita de maneira andloga & do exem

plo seguinte.

f) Sejam (T ) como antes e f:M—=A definida por f(x)=

Z:

¢ao uniforme, existe c >0 tal que HTJ.

_]TT (x)} . Mostremos que féﬂL(M). Pelo principio da limita-

€¢c V¥ jeN. Sejam &>0 e

0sr<c-] tais que S+rc <1. Fixemos x&M; como 1lim T _(x)=0, exis
j—»m

te selN tal que sup{“Tj(x)"; jzs}sé. Agora, como
s-1 n s-1 n
f(y)=Z[TFT.(y)] s | T[T (y) Z[]Tr.(y) :
n=1[ j=1 J n=1 n n>s | j=s J

podemos considerar apenas o caso s=1. Temos entdo

v ) (6+cr)m=z [ i(:l)ém-kckrk} =Z [i(:)ﬁi_ém-kckrk}}

meEN, meN, | k=0 meN, k=0
K
l" Tu(m)”r

\

meN_ |k=0 P(m‘k)(x)"”Tu(m-kH)
+

5 [z() LT Pyt

Portanto, temos que

+°D>Z : ( ) e:“Tu(l)(X)“ “ u(m-k)(X)"“Tu(m-kH)" "'“Tu(m)”rk

KEN [m=k+]
Assim,
*°°>%—;(T)# ﬁv—;"Tu(l)(X)“"'"Tu(m-k)(X)"”Tu(m-k+1)”"'"Tu(m)"

X
.. m
e a série § k)= 2 :Tu“)(X)”'Tu(m-k)(x”p(m-kﬂ)"

T (m)
m=k+1 m! peES H

define, para cada k &N, um elemento Qk de PA(kM,A). Por outro la

m
do, temos que f(y)= ; {TI_T (y)} E [WTk(xHTk(y-x)] =
EN [ k=1

mEN | k=1

(x)T (y-x)..

=E i(':)_l_ Z:Tu(”(x)..

moues_ n{m-3+1)

'Tu(m-j)



=E :(?j‘)l— :Tu(”(x)...T (x)T

JeN|m=j+1 ¥ mt pes wim-3) T (e ger) XD Ty (yoxd) =

} QJ(y x) , uniformemente em B(x;r). Portanto, f€}f (M).
JEN

Proposigdo 1.13- Sejam féﬂL(U;N) e TELA(]N,A); se-

jam xoeu e yeM. A aplicagao F:{a €A; X tay 6U}—>A definida
por F(a)=T°f(x°+ay) é L-holomorfa em seu dominio.
Dem.: Sejam a€{a€A; x°+ayeu} e he€eA tal que a+h ainda per-

tenga aquele conjunto. Entdo F(a+h)=Tef(x +(a+h)y)=

=T[2 &(x&-ay)(hy)} [2 h d f(x +ay)(y)
€N k! KkEN k!
=§ [d fx +ay)(y)} . "

k€N k!

Proposigcao 1.14- Sejam fE:HfL(U;N), xoe U, YEM e r>0

tal que xo+ayeu ¥ acB(0;r). Entdo, para pP<r e aeB(O;P),

-1
flx +ay)= 2“ (Ae-a) "fix_+Ay)dA .
In=p
Dem.: Sejam Ux ={a €A; xo+ay€U} e g:Ux—>N definida por gf(a)=
0 0

=f(x0+ay). Entédo geafL(Ux ;N) e, usando a proposigdo 1.9, temos
0

2m
IN=p

g(a)=g(0+a)°-—J()\e a) ]g()\e)d)\ , Ou seja,

fix +ay) 2“1§ ()\e-a)qf(xoﬂ\y)d)\ .
IN=Q

Proposigdao 1.15- Sejam fe}CL(U;N), xoeu, 2EM e r>0

tal que x +azé€l ¥ acB(0;r). Entdo, para p<r e aeB(O;(a),



k

f(x°+az)= c.a , onde

Ck:ﬁ]ﬁ f(x°+)\z))\-(k”)d)\ , sendo a
keN

IAl=p

convergéncia uniforme para Jaj<s se s<Q.

K

Dem.: Da proposicdo anterior temos, para ||a||<|)\|=(>,

f(x°+az)=i ‘((?\e-a)-]f(xodz)d)\ .

271
IAl=p
Como ()\e-a)-]=z ak , ecomo f & limitada em {a+)\z; |)\|=()} .
keN >‘k+1
. -1 akf(x +Az)
a série (le-a) f(xo+7\z)= 0 converge uniformemente se
keN k+1
A
- _Z k
I}\I-(3 e ||a||<s<P. Portanto f(xo+az)- ac., com c  como no
k€N
enuncyado. i

Proposigdo I.16- Sejam féRL(U;N), xer, yjeM e

n
n
j | . oo 6

rj>0, 1<jgn, tais que xo+JZ=]ajyj€U ¥ (a],az, ,an) A tal

que laJ."grj v je{1,2,...,n}. Entdo, para pj<T; e (ay,...,2 )

em A" ta) que ||aj“<pj (1<jgn), tem-se

n
f(x +Za.y.)=
M b

n
- 1 _ -1 ) -1
_(271)" J (A e-a,;) oo (A e-a ) f(x°+2=:]'.)\jyj)d}\]...d)\n ]
I)J.l=[>j J
1€J)4<n

n
n .
. 3 = . ey —s 3
Dem.: Sejam Uxo {(a],...,an)EA : xo+J§=]aJ.yJ_€U} e g.Uxo N defi

nida por g(a],...,an)=f(x

n
°+Eaj¥j)' A aplicagdao g & L-holomorfa

j=1

em cada variavel, e a proposigdo 1.9 nos da g(a],az,...,an)=



=-]—F J ()1e-a])-]dX] f (\ e-a ) “Teix +Z)\jyj)d7\
(2m1) X, 1= I)\ | J=1

11=0 'Pn
para "a |<(>J <£jgn. A aplicagéo

-1

n
(k]sA29-~"’>\n)"_’(>\]e-a]) ...(Ane-an)-]f(xo‘*g)\jyj) é contfnua

n X
no compacto {(7\],7\2,...,7\")611 : |)\J.I={'>J., 1< sn}, e podemos subs-
tituir a integral iterada pela integral multipla, obtendo o resulta-

do desejado.

R
Proposigcdo I.17- Nas condigdes da proposigdao anterior,
E s n
fx +Za _y )= c.a 1a ...an“ , onde, para cada SEN ,
s€IN
n
f(x°+}:) yj)
] j ‘.
c_ = d)\ d?\ eeod} . Esta série conver
s (21!1')" s +l>\s +l.”)\:h+] n -
!kjl-pj
1£j<n

: <i<n.
ge uniformemente para "aJ.”gtJ. < Py 1<j<n

Dem.: A demonstragdo é analoga & da proposigao I.15, usando I.16 em
lugar de 1.14, e o fato de que, se ||a.||'<|)\.|=(’j (1<j<n), tem-se

(?\ e-a, ) ]...()\ e-a_ ) -1, } :‘a c..d “()\S‘”)\S H...}\S“”

SEIN

Em relagdo a raio de convergéncia e raio de limitagdo de
uma fungao feﬂL(U;N), o resultado visto para o caso UCA ndo é
valido em geral. Por exemplo, sejam M=CO(A) e, para cada mEN,

T :M—A definida por T ”‘n’new) a . Entdo a seqiiéncia (Tm)mélN



em LA(]M,A) converge pontualmente para zero e ||Tm||=1 ¥ meN. As-

sim, f:M— A definida por f(x)=2 (Tm(x))m pertence a ’RL(M) e
melN

Pf(0)=rf(0)=l , mas dM(0)=+oo .

Proposicdo 1.18- Sejam UCM, fERL(U;N) e mel_. Entdo

am

fe (use, ("m,N)), e @d | (x)=d" d"Jf(x)| ¥ jew, xeu.
m! ALY m! {(m+j)!
Dem.: Decorre do resultado conhecido para fungdes holomorfas e do fa

to de que todos os polindmios envolvidos sdo A-homogéneos.

Corolario 1.19- Sejam f€8'(.L(U;N), melN+ e yeM, A a-

plicagao d"f ( )J(y):U ——M é L-holomorfa em U.
| N
m x+—d"f(x)(y)
m!

Definigcdo 1.20- Uma fungdo f:U—N & G-L-analitica em

U se V xeU, yeM a aplicacdo ar—>f(x+ay) & L-holomorfa em Ux=
={a €A; x+ayeU}. Denotaremos o espago vetorial complexo de tais fun
¢bes por }CGL(U;N) no caso geral, e por }{.GL(U) se N=A.

Exemplos 1.21- a) £ claro que KL(U;N)CHZGL(U;N); b) Se

X, YyEM e P€I’A(M,N), a aplicagdo Q:A—N definida por Qfa)=

=P(x+ay) pertence a J’A(A;N), logo }’A(M;N)eﬂGL(M;N).

Nota- As proposigdes I1.14 e I.15 sao vadlidas para fungdes
pertencentes a HGL(U;N), pois s0 este fato & usado em cada uma das

demonstrag¢des. Analogamente, as proposigdes .16 e 1.17 sdo validas



para uma fungdo f G-L-analftica cujas restricbées a submbdulos 1i-

vres finftamente gerados sdo contfnuas.

Teorema 1.22- Seja f:UCM—N wuma fungdo. Sdo equiva-

lentes: a) f€1{L(U;N)

b) féﬂGL(U;N) e f & contfinua

c) f & continua e, para cada GCM submddulo livre finita
mente gerado, feuL(G NU3N).
Dem.: (a)=3(b): Imediata.

(b)=(c): Seja GCM submdédulo livre gerado por {yj,lsjs n},

n
i. e., G={Zajyj; aJ.éA, 1&jén} . Seja xoeG(\U. Pela observagédo
j=1

n
anterior temos f(x°+Za.y.)= ; csa:‘ ...a:" , @ convergéncia sen-
=1 7 s EN

do uniforme para ”aj “gr‘j, com rj> 0, 1<j<n. Para cada keN de

n E 3 s
finimos P _:G—N por P (Z a.y.)s= c a,'...a_" ; entdo P, @&
k kj=] J7 3 IsT=k s 1 n k

n
um elemento de PA(kG,N) e temos uma expansdo em série f(x +Za.y.)=

joy

n
=§ P (Ea.y.), a convergéncia sendo uniforme para “a."sr.. As-
ken K j=1 39 J J

sim, feﬂL(GﬂU;N).
(c)=>(a): Sejam xoeu e r>0 tal que B(xo;r)cu; seja G
um submdédulo finitamente gerado de M contendo X Entdo existe u-

ma série de poténcias ; PG(x-x ) de G em N de modo que cada
ken ¢ °

[ rp)

G
Kk

[1- 2]

P’ & A-k-homogéneo e f(x)=z :P

(x-xo) VxeGﬂB(xo;r). Se F
kEN

x

um submodulo finitamente gerado contendo L da unicidade da expan-



sdo em série de Taylor segue que ¥ keEN. Para cada

G F

Ple(wF‘Pkler\F
k€N definimos P iM—N por Pk(z)=P(:(z) se G & submbdulo fini-
tamente gerado contendo 2z e X Entdo PkefA(kM,N) e para todo

xeB(xo;r) temos f(x)=§ Pk(x-xo). Como f e continua, & local-
kel

mente limitada e existem s>0 e c>0 tais que E(xo;s)CB(xo;r)

e "f||§(xo;s)<c. se zeM e |z]]<1, seja G um submddulo finita-

mente gerado contendo X, © 2z. Pela férmula integral de Cauchy, pa
ra cada k€N temos

1

b -(k+1)
Pk(z)-Pk(z)-Zm f(xo+}\z))\ dd ,
I

Al=s

é continuo e a série E P
k €N

raio de convergéncia nao menor que s. Portanto fERL(U;N).

donde "Pkngcs-k. Assim, P (x-x_) tem

k k

Definigdo I1.23- Uma fungdo f:UCM—N & L-diferencia-

vel em U se para cada xe€U existe TXELA(M,N) tal que

"f(x+h)-f(x)-Tx(h)"= .
Ih] '

lim
h—0

Se f & L-diferencidvel, entdo & diferenciadvel no senti
do de Fréchet e Tx=Df(x), motivo pelo qual usaremos essa notagdo. A
reciproca, no entanto, é falsa; basta, por exemplo, considerar uma a

plicacdo TEA' e F:A—sA definida por F(x)=T(x)e.

Exemplos I1.24- a) Se PcP (kM,N) (k=>1), P e L-diferen-
A
cidvel em M e, para cada xeM, DP(x)=kak-]:y-—>kak-]y, onde T

e um elemento de s(kM,N) tal que P=T. b) Se Q & um A-mddulo,

‘A

UCM e VCN sdo abertos e F:U—N e g:V—Q sdo fungdes L-di-



ferenciaveis, com f(U)CV, entdo geof:U—>Q & diferencidvel, com
D(gef)(x)=Dg(f(x))eDf(x). Portanto g.f & L-diferencilvel. Isto, a

parte (a) de 1.12 e o teorema abaixo justificam (b) em I.12.

Teorema [.25- Uma fungdo f:UcCM—sN & L-diferenciavel

em U se e s se & L-holomorfa em U. Neste caso, DFIx)=d f(x) ¥ xeU.
Dem.: Se f & L-holomorfa em U, & holomorfa em U, e portanto dife

]f(x) ¥ x€U. Como a]f(x) e, ¥ x€U, uma apli

rencidvel com Df(x)=d
cagcao A-linear continua, f é L-diferenciavel. Reciprocamente, se f
€ L-diferenciavel em U, fixemos yeM, x&€lU, e seja gy:Ux—->N de-
finida por gy(a)=f(x+ay), onde Ux={a €EA; x+ay C—.U}. Numa vizinhanga
de zero temos Dgy(a)C—_LA(A,N) e portanto gyéRL(UX;N). Para acu
e (3>0 adequado temos, para cada mEN,

i"g (0)(a)=g35 | a9, (e (™ ax-

IAL=0

- f—f(x+)y)x"m*"dx = a"d f(x)(y)

2mi
m!

INI=p
a Ultima igualdade sendo valida porque f, sendo diferenciavel, per-

tence a H(U;N). Por outro lado, para cada meEN,

i"i(x)(ay)=]— f(x+>\ay))\-(m” )d)\ =

oy 2mi
' IM=p

b -(m+1) 4 _1 -m __mzm

=5 y()\a))\ d\ = 7d gy(o)(a) a dlf(x)(y) .

m!
IAl=P
Portanto d"f(x) & um polindmio A-m-homogéneo para cada meN e f
m!

pertence a }{L(U;N).



CAPITULO II

TOPOLOGIAS EM H%(U;N)

Denotemos por CF(U;N) o espago vetorial complexo das
aplicagoes f:U—N tais que f K & continua para todo KCU com-
pacto e contido num submdodulo finitamente gerado de M. Sejam )(F(U)
a famflia de tais conjuntos K e, para cada KGJ(F(U), Py @ semi~
norma em CF(U;N) definida por pK(f)="1°||K .

Definigdo II.1- A topologia T p_em CF(U;N) é aquela

gerada pela familia de seminormas {pK; Ké;KF(U)} .

Note-se que, substituindo "submdédulo finitamente gerado"
por "subespago de dimensdo finita", teriamos o espago das fungdes

f:U—N tais que f UNG é continua se dim(G) <+o, uma vez que to-

do subespaco de dimensdo finita de M & localmente compacto e fechado

em M.

Proposigdo II.2- 0 espago (CF(U;N), T .) @& completo.

of

Dem.: Seja (fs)S€I uma rede de Cauchy em (CF(U;N),’C;

F); para ca-

da x€U, {x}€X_(U) e arede (f(x)) _, & de Cauchy em N. Fica
portanto definida uma funcdo f:U—N dada por f(x)=1lim fs(x) para
s€1]

todo xe€U. Sejam Kég(F(U) e x€K. Dado &£>0, existe soelh(de-
pendendo de & e K) tal que pK(fs-ft)<€/3 se s,tzso. Passando

ao limite, temos “fs-f"K<él3 ¥ s;so. Como fs é continua em K
o

existe 8K>0 tal que “fs (x)-fs (y)“<6/3 _yeKnB(x;SK). Para
0 o



y nestas condigles,
||f(x)-f(.v)||<“f(x)-fs (x)“+“fs (x)-f (,v)“+||fs (y);f(y)||<6. Portan-
) 0 ) 0

to f & contfnua em K. '

E imediato que KGL(U;N)CCF(U;N); tomando em RGL(U;N)
a topologia induzida por T _ (que denotaremos pelo mesmo simbolo),

of

temos o seguinte resultado:

Proposigdo II.3- (HGL(U;N), '(OF) é um subespaco fechado

de (CF(U;N), “COF). Em particular, & completo.

Dem.: Seja (f_) uma rede em RGL(U;N) 't'o -convergente a f em

s s€l F

CF(U;N). Se x€eU e yéeM, seja r>0 tal que {x+ay;||a||sr}CU. Pa

ra 0<(Jgr, mEN e sel temos

s 1 -(m+1)
Pm(x)(y)= '2_15{ fs(x+)\y)>\ dA (1)

1A =p
Como f K & continua ¥ Keg(F(U) e {x+ly; I)\I=(>}€2(F(U). podemos
definir, para cada meN,

I -(m+1)
Pm(y)- T f{x+Ay)A d) (2)

IX1=p

Como fST—»f, a expressdo d direita em (1) converge para a expres
ofF

sdo 3 direita em (2), e Pm independe da escolha de . Como P;(x)
é um elemento de ?A(mM,N) para cada meN e se€l, temos que pa-
ra cada meN Pm(x)e‘fA(mM,N). Seja agora yelU tal que para“a’l-
gum S >1 se tenha {x+ay; llallééj C U; das desigualdades de Cauchy te

mos IIP;(x)(y)“sé-msup{llf(xﬂy)l]; I}\|=8}, e portanto

Zmem Ip ) (n)fl¢g2s sup {If (xeay)] 5 IAI=8)<+ .



Assim, a aplicaglo yr—g(x+y)s= Z P (x)(y) define um elemento de

mEN
N. Temos
glx+y)= ) s fxeay)n” (M) gy
meMN
[A]=$
- _1]r_1 P—__:f(xﬂy)%'(m”)J d) =
Ix me N

- L (x+A Yr-1)"Van

zn y .

-4
Por outro lado, fs(x+y)= Z—T]r—;i-gfs(xﬂly)()-])d)\ ¥ sl e, passando

IAl=4

ao limite, f(xty)=

.
o ) F XAy ) (A- 17d) =g(x+y)= ZP (x)(y). Como
e meN

m

P Ux)EP ("M,N) ¥ men, fex, (UsN).
Consideremos agora a famflia X(U)={KCU; K & compacto]

e, para cada K€X(U), a seminorma P, em J'(L(U;N) definida por

P (f)=]fl, -

Definigdo II.4- A topologia T, __em HL(U;N)- é aquela

gerada pela familia de seminormas {pk; KG;K(U)} .

Proposigdo I1.5- HL(U;N) é 't'o-fechado em H}(U;N); em par

ticular, é "c‘o-completo.

Dem.: Seja (fs)56l uma rede de Cauchy em (RL(U;N),'CO) e seja

feH(U;N) tal que lim fs=f. Entdo f @& continua; além disso,
sel



{pK,n; KEX(U),

{pg o3 KEX(U), nel}.

Proposigdo II.7- Se

Osnsk}. A topologia T,

Dem.: £ claro que
KEX(U) e
Py m(f)sch(f)

Sejam entado

é . =(0,0,...,e,0,...,0) €An, onde e

meN, existem

KeX(u), meN, xeK e,

- 20 =~

M:An’ T=T-=
o k

V¥ keN. Devemos mostrar que,

LEX(U) e uma constante c >0 tais

y fea't’L(U;N).

para cada

aparece na j-ésima posicao.

dados

1<

(f sélcu (U;N) e fs—»f para ToF’ logo feHGL(U;N). Pela pro
posiclo .22, fEJ{L(U;N). "
Para cada nelN e K€2((U), seja pKn a seminorma em
an
H (U;N) definida por p, n(f)="d fHK
Definigdo II.6- Para cada kEN, a topologia Tk em
l'fL(U;N) é aquela gerada pela familia de seminormas

é aquela gerada pela fami

Teo em HL(U;N) ¥ ke N.

que

n,

Pa-

S'<Z"zs(x)u.

J
ra cada fé.ﬂL(U;N) e a=(a],a2,...,an)éAn temos
n
d f(x)(a) = 3mf(x)(z ) = E z (x)a>*a>t...a>™ , onde cada
£ J 3 1 2 n
mio m! j=1 Is|=m
z (x) é& um elemento de N. Assim,
n
ﬂf_(x)n= sup{|2 2z (x)a ‘azz...a Sn Z E . Mas se
m! [s|=m
n
Ea.‘é. <1, entdo temos que
Ty J J
j=1
E z (x)a‘a ‘...a Sn Z “z (x)n“ ]“ " "S' “ I
is|=m 2

Por outro lado, da proposiqao 1.17 temos que, para algum

r>0

tal
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n
que K +{Za.éj ; “aj"g', l&jsn}cu e «<r, "zs(x)".

j=1 !
n
f(x+}:>\jéJ)
1 i=1
dA,dA,...d) se |s|=m . Segue que
n S, +148, 41 s, +1 1772 n
(271) AT
|7\j|=p

||zs(x)||\<Rx(:'m, onde R = sup{f(x+2)\ é€.); I)\j|=(’, léjsn} . As-

n
sim, se L = K +{E)\jéj; I)\j|=(’, ls:jgn} » LEX(U) e para cada
e

m+n-1
X €K temos ’d fx)| g 2 "z (x)" E R =( ) Rx(z‘m .
fs|=m n-1
m+n=-1 m+n-1] _
Portanto, Py m(f)g( )(m')(J sup{ ; xeK}= < >(m!)(3mp|_(f).
’ n-1

Corolario I1I1.8- Se M=A", (}{L(U;N),Tk) é completo para

k€N ou k=,

Definicdao II.9- Uma seminorma p em ;hYL\!U:;N) é portdda

por K€ X(U) se para todo V aberto tal que KCVCU existe c(V)

maior que zero tal que p(f)g c(V)"f"v v fé'}{L(U;N). A topologia T,
em ‘KL(U;N) é aquela gerada por todas as seminormas portadas por e-

lementos de X(U).

Notemos que, se KeX(U), Py é portada por K, logo

Toc?;u em HL(U;N). Por outro ladd, se k&N ou k=o, a topologia

T, em KL(U;N) como definida acima € a topologia induzida pela to-

pologia 7, definida em H(U;N). No caso de T,, & claro que uma se

minorma portada por K em H(U;N) o é em HL(U;N), mas se p @&
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portada por K em HL(U;N), n8o & necessariamente portada por algum
compacto em H(U;N). Ou seja, a topologia T, em HL(U;N), como defi-
nida em II.9, ndo necessariamente coincide com a topologia induzida

pela topologia X, definida em H(U;N).

A mesma demonstragdo do caso H(U;N) (ver, por exemplo,

[(11]) se aplica a seguinte

Proposigdo I1.10- Sejam p wuma seminorma em }{L(U;N) e

KE X(U). Sdo equivalentes: a) p & portada por K
b) ¥ £€>0 existe c(€£)>0 tal que

pfccie)y | £ L b () ¥ fEx (UsN)
meN

c) ¥E>0 e V aberto tal que KcVclU
existe c(&,V) 20 tal que p(f)sc(C,v)E d"f

v féifL(U;N) .
meN

v

Teorema II.11- Se M=A",’C“,=”(0 em HL(U;N).

Dem.: Basta mostrar que ’ch'to; sejam entao KE}((U) e p uma se-
minorma portada por K em HL(U;N). Pela proposicdo anterior, dado

m
£>0 existe c=c(f)>0 tal que pl(f)<c -L,p (f) ¥ feH (U;N).
mEN m! “k,m L

Sejam (J e L como na proposicdo II.7; da demonstragdo daquela pro

m+n-

posicdo temos Py m(f)\<< n-1

NBL 0 (F) ¥ meN, fEX (U;N). Seja
(Jm L L

6:(’/2; entdo, para algum c¢c>»0, p(f)gc m' (m ) (f)
me N

—cPL(f)z , (m;n]]) ‘V-fERL(U N).A série } : (Mn ]) conver-

meN 2 mEN 2

ge para algum b€ER, e portanto p(f)&cpr(f) ¥ fe‘)EL(U;N).
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Corolério I1.12- Se M=An, (RL(U;N).?_’N) é completo.

Definigdo I1I1.13- Se S={Hn; n(-:lNJ é um recobrimento a-

berto enumeravel de U, uma seminorma p em RL(U;N) é portada por

S se existem c>0 e nJ.€N+, 1<j<k, tais que P(f)$c||fllw para

k
toda fe}, (U;N), onde W= an .
=1

Proposiqio I1.14- A topologia bornologica associada a ’(o

em }tL(U;N), T

ob é aquela gerada por todas as seminormas portadas

por recobrimentos abertos enumeraveis de U.
Dem.: Dado S={Nn; ne!NJ recobrimento aberto enumeravel de U, con-

sideremos S°={f€}fL(U;N); ||f||N <+ ¥ n;l}, com a topologia gera-
n
k
da pelas seminormas gq, (f)= sup{llf(u)"; uéij}. Com essa topolo-
J=1

gia S0 € um espago de Fréchet. Por outro lado, HL(U;N)=USO, com
S percorrendo a familia de todas as coberturas abertas enumerdveis
de U, pois se fé}eL(U;N), tomamos Sf={wf’n; néINA, com wf,n=
={x€U; e (x) | <n]. Claramente Sf & uma cobertura aberta enumera-
vel de U e fg SZ. Consideremos agora em HL(U;N) a topologia lo-
calmente convexa T dada pelo limite indutivo das topologias dos

Sy entdo (ﬂL(U;N),’C) é um espago bornoldgico, e ’t’ocf. Para mos-
trar que 'C;)b='t', basta mostrar que os subconjuntos 'l’o-limitados e
os T-limitados de HL(U;N) sao os mesmos. Seja entdo BCHL(U;N)

't'o-lim'itado, e portanto localmente limitado. Para cada nr:N+ sejam

J'Ln={xéu; ::g "f(x)ﬂ< n} e Nn= int(JLn). Cada “n é aberto e se

xe U, como B & localmente limitado, existem (>>0 e ¢c>0 tais que

sup“f(z)“; zeB(x;p), féB}sc; logo, para n >c, xXENW . Assim, te-
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mos U= (U

W -
nenN n, e se p @& uma seminorma Z-contfnua, existem d> 0
+

e k€N, tais que p(f)< d||f||u ¥ fe}fL(U;N). Segue que sup p(f)g
Kk feB

<dk e B é& T-limitado.

Se M=A", um argumento andlogo ao da proposicdo I.5 (com
€ no lugar de e) mostra que se xelU e féJ{L(U;N), entdo (Jf(x)=

=r_(x)=d, (x). Portanto, se, com 1< j<m tomarmos x.€U e OS(J.<
f u J m J
<du(xj), e se fél'(L(U;N), entao f é limitada em B=j\=)]8(xj;rj).

Consideremos entdo a famflia B(U) de todos os conjuntos B da for
ma acima, e para cada BGZ—B(U) seja Py @ seminorma em KL(U;N) de

finida por pB=||f||B v fEH (UsN).

Definigdo II1.15- Se uca", a topologia Tb_ em HL(U;N)

é aquela gerada pela familia de seminormas {pB; B€;§(U)}.

0 seguinte resultado & devido a Baryton (ver [ 2], teore
ma 2.4) no caso N=A, mas aquela demonstragdo se aplica ao caso ge-

ral:

Proposicdo II.16- Sejam A separavel e uc A, Entdo

(HL(U;N),Tb) é um espago de Fréchet.

Teorema [I. 17- Nas condigOes da proposigdo anterior, T

b

é a topologia bornoldgica associada a ’C‘o em HL(U;N).
Dem.: Em vista da proposigdo anterior, basta mostrar que

0s subconjuntos de HL(U;N) ’t'o-lim'itados e oS 'l’b-limitados sdo os
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mesmos. £ claro que todo conjunto ’Z’b-Hmitado é To-limitado; seja
entdo GCI{L(U;N) ’C’o-limitado. Consideremos a aplicagéo

foiU—2(G;N) = {(zg)ges; z

g€ N e s:g ||zg||<°°} definida por

¥ x€U. Sabemos que fG pertence a H(U; 2°(G;N))

e, para cada meN, Pm(fG)(x)=(ng(x”geG:h'——’(ng(x“h))geG e uma

fG(X)z(g(x”geG

aplicacgdo A-m-homogénea. Portanto fGe}fL(U;R‘”(G;N)). Como re (x)=
G

(>fG(x)=dU(x) vV x€U, segue que f. & limitada em todo BEB(U);
portanto G & uniformemente limitado em B e conseqiientemente é

Tb-limitado.
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CAPiTULO I1I
FUNGOES LORCH-HOLOMORFAS EM

DOMINIOS DE RIEMANN MODELADOS SOBRE A"

Definigdo IIl.1- Um par (X,¥Y) & uma variedade de Riemann

modelada sobre A" se: a) ¢#X €& um espago de Hausdorff
b) ‘P:X—vA" € um homeomorfismo local.
Se (X,Y) & uma variedade de Riemann modelada sobre A"

e X & conexo, diz-se que (X,f) & um dominio de Riemann modelado

sobre A".

Sejam (X,¥P) uma variedade de Riemann modelada sobre An
e x€X. Definimos entdo dx(x)= sup{r>0 tal que existe VCX tal
que x €V e ‘Flv:V—wB(‘f’(ﬂx);r) é homeomorfismo}. Se Osrsdx(x),
seja Bx(x;r) a componente conexa de “F-](B(‘P(x);r)) que contém x;
se 0gr« dx(x), seja Ex(x;r) a componente conexa de \P_](E(‘F(x);r))
que contém x.

Se SCX, definimos dx(S)={inf dx(x); xES}, e, para

0<r<d(s), s = U By (xsr).
X €S

Se wCAn, usaremos a notagao X + WEX se existir uma
vizinhanga AL de x em X tal que Yl :0—'P(1) & um homeomor-
Q0
fismo e P(x) + WSP(Q). Neste caso x + W denotara o conjunto

(*la

t + WEX ¥ teS, e neste caso S + W denotara o conjunto U (t + W).
tes

)-](‘P(x) + W). Se SCX, a notagdo S + WS X serd usada quaﬁdo

Proposigdo III.2- A aplicagado dx:x——om+ é continua e
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ld_(x)-8, ()1 < [Px)-Piy)l ¥ x,yex.
Dem.: A demonstragdo € a mesma do caso de variedades modeladas sobre

espagos de Banach (ver, p. ex., [13]).

Definigdo IIl.3- Sejam (X,¥Y) um dominio de Riemann mo-

delado sobre A" e f:X—A uma fungdo. Diz-se que f & Lorch-

-holomorfa (abreviadamente, L-holomorfa) em X se ¥ x€X existe

0<r<d (x) tal que fe(‘FLx(x;r)>-]:B(?’(x);r)—»A e L-holomorfa.

Denotaremos por RL(X) 0 espago vetorial complexo das a

plicagdes L-holomorfas em X.

Notemos que f;X—>A @& L-holomorfa se e s0 se para cada
XE€EX existem 0<r<dx(x) e uma seqiiéncia de polindmios A-homogé

neos continuos de grau m de A" em A, (dmf(x))

Tim Fup{"f(y) Z:: d

en’ tal que

f(x)(‘P(x) ‘P(y))" » YEB, (x; r)}J= .

k—-yw .

Definigdo III.4- A topologia T, em J-CL(X) é aquela ge-

rada pelas seminormas {pk; KCX & compacto}, sendo pk(f)="f||K .
Se k€N, a topologia T, em HL(X) e a gerada pelas se

minormas {p ; KCX e compacto 0<m$k} onde p (f)=||3mf“ .
K,m?’ ’ = ’ K,m K

Finalmente, a topologia T é a gerada pelas seminormas

e o]

{pK,m; KCX é compacto, mem}.

Definigdo III.5- Sejam (X,¥) um dominio de Riemann mo-

delado sobre An. Um conjunto BEX & ‘P-limitado se existem x&€B

e 0<r<dx(x) tais que BCBx(x;r).
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Proposigdo I11.6- Sejam (X,¥) um dominio de Riemann so

bre A" e KCX compacto. Entdo K & uma unido finita de compac-

tos Y-limitados.
. 1

Dem.: Para cada x €K, seja 0<rx< de(x), a famflia {Bx(x,rx),xek}

é uma cobertura aberta de K, e portanto existem xJ.EK e r.=rx

J .
m J
1€j¢m, tais que KC\ B (xJ.;rJ.). Seja, para cada jé{l,...,m},

]

j=1 X
K.=KNB_ (x.;r.); cada K. & compacto em X e estd contido em
J L SN R J m m
B,(x.;2r.), logo & ‘Y-limitado. Agora, KC\UB_{x.;r.)C\UB. (x.3r.

m m
logo K=kN (U Bx(xj;rj))= U K

i= =17

Até o final deste capitulo, (X,¥) sera sempre um dominio

de Riemann modelado sobre An.

Corolario III.7- As topologias Ty Ty (kelN+) e T, em

HL(X) coincidem com aquelas geradas segundo a definig¢do III.4, mas

tomando-se apenas subconjuntos compactos de X ¥-limitados.

Definigdo III.8- Uma seminorma p em R’L(X) é portada

por um subconjunto compacto K de X se ¥ VCX aberto contendo

K existe c(V)>0 tal que p(f)gc(V)"f“v ¥ fEH (X). A topologia
T, €m H’L(X) é aquela gerada pelas seminormas portadas por compactos

P-limitados de X.

Se p €& uma seminorma em HL(X) portada por um compac-
to, ndo necessariamente & portada por um compacto ¥-limitado. Assim,

a topologia T, em RL(X) é menos fina que aquela gerada pelas semi
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normas portadas por compactos (quaisquer) de X, embora elas possam
coincidir (por exemplo, no caso em que ‘P:X——,An € um homeomorfis-

mo).

Proposicdo I11.9- Sejam p uma seminorma em KL(X) e

KCX compacto. Sdo equivalentes: a) p & portada por K

b) ¥ £>0 existe c(£)>0 tal que
m

p(f) < c(E)E Px.m (f)—— er}f (X)
meN
c) V £>0 e V aberto tal que

d"f
m!

KCVCX existe c=c(f,V)» 0 tal que p(f)écE Cm
me N

¥ fe

v
€R (X) .

Dem.: A implicacdo (b)=—>(c) & clara. Suponhamos (a) valida; co-
mo K & compacto e dx é continua, existe (>0 tal que

‘P|B (t50)° :B,(t;0) —B(P(t);p) & homeomorfismo ¥ t€K. Sejam entdo

0CELpP, tEK, yéB (t;€) e fé‘a’f(X).Temos

Fly)=) - d™F(t)(Ply)-P(e)), e sup{||f(y)|| yeB (t:€), tek) <

meiN m!
~m m oy Am
<) sup{ d f(t)(‘(’(y)-‘P(t))"; tek, ye Bx(t;é)} <) M|
mEN m! me N m! [[K
Seja MW= U Bx(t;é); W é aberto e contém K, logo existe c(W)>0
t €K
tal que p(f)éc(N)"f”w . Assim, p(f)< c(W)E " . Isto mos
meN m! K,m

tra que (a)=(b).
Suponhamos agora (c) valida e sejam W aberto tal que

KCcWcx e >0 tal que (s 2(3)—’5(‘?“:) 2P) & homeo-

Plo,ctszpr?®
morfismo ¥ t€EK e UB (t; ZP)CN Sejam ainda €= (3/2 e V =
tek

U B (t; ()) por (c), existe C(Q)?O tal que, para féﬂL(x),
t K
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d"f
m!

LY AR .
p(f)Sc(Q)n%(z) vsc((b)meEIN(-E—\) supiﬁﬂfusx(“(ﬂ, yev}é

< C(())nlu‘:ejﬂi' lz-ﬁ"f“fz;(e)"f”w . Isto completa a demonstragéo.

Proposicdo III.10- Em 'HL(X), 'C’O=Tk='t’m ¥ kKEN_ .

Dem.: E claro que ’t’oC_’C’kCT.,D Y kEN_ . Mostremos que, dados KCX
compacto (que podemos tomar -limitado) e méelN, existem LCX com
pacto e ¢ >0 tais que pK’m(f)Sch(f) ¥ feifL(X). Sejam entdo t
pertencente a K e (:>>0 tal que KCBx(t;(J). Temos S=‘F(K) com-
pacto contido em B(f(t);f) e T=T=To em H (B(Y(t);P) ¥ kEN,

logo existem c>0 e TCB(‘F(t);P) compacto tal que Py m(f) =

-1 -1
= pS,m(f°(\P|Bx(t;(>)) )g CPTQO(\OlBX(t;(’» = CPL(f) ¥ f€HL(X),

) -1 ]
onde L-<£P|Bx(t;(>)) (T) @& compacto. "

Proposigdo III.11- (HL(X),TO) é completo.

Dem.: Seja (fs)s€I uma rede de Cauchy em (HL(X),TO). Sejam Xx€X,
-1
0<r<dx(x) e, para cada se€l, hs-fS (\OIBX(x;r)) :B(P(x);r)—A.
Cada h_ & L-holomorfa em B(P(x);r) e (h_) é uma rede de
s s'sel A

Cauchy em KL(B(‘P(X);I'),TO), pois se RCB(f(x);r) & compacto, entédo
-'I V )

= é . €>0,

K (?lgx(f(x);r)) (R) @& compacto em X. Dado 0, existe s €1

tal que ||fs-fu||K<€ Vs,u>/s°. Se Yy€ER e S,uzs , temos

<

h_(y)-nh (y)]} = [f ( )-1 - f o -1
" s u “ " s ﬂBX(x;r) (y) fu (?st(x;r)> (y)

< “fs-fu"K< €, logo "hs-hu“R <€

Como {x} & compacto, (f(x)) ., & uma rede de Cauchy
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em A, logo fica definida uma fungdo f:X—A dada por f(x) =

=;1€mlfs(x) ¥ xXEX. Se O<(3<dx(x) e yeBx(x;(«‘), temos entdo

Tim h_(P(y))=1in f_o (‘P (Py))=14m f_(y)=f(y). Por outro
s €] s€ ] |B (x,())) s€l

lado, como # (B(P(x);p),T ) & completo, existe h €K (B(P(x);pP))

tal que lim h_=h para 7_. Entdo, para ycB (x;p), fly)=
sel ° ° X

-1
= Vim h_(Ply))=h(P(y)), logo h=f-(‘P , e feH (X). Res-
<€ ] le(x,(J)) L

ta mostrar que fs——>f para 'l’o. Seja entio KCX compacto P-1i-
mitado; para algum t€EK e 0<r<dx(t), KCBx(t;r). Sejam &£>0

e z€K; como P(K)CB(P(t);r) & compacto, e como

(fso(‘leX(t;r))-])seI converge a f'(?le(t;r))-] em

(HL(B(P(t);r).TO), existe s €1 tal que s»s_  implica

=1 -1 )
fs"(‘PIBX(t;r)) (Plz)) - f"(\FIBX(t;r)> ((P(Z))"<5’ ou seja,

||fs(z)-f(z)|[<€ . Assim, pK(fs-f)<£ se szs . ’

Teorema II1.12- Em HL(X), 7= T
Dem.: Claramente 'roc'tw; sejam entdo KCX compacto P-limitado e
p uma seminorma em 'HfL(X) portada por K. Se fé}fL(X), XEK e

KCB (t‘()) (para algum teK e 0<()<dx(t)), temos

f(x)(z i J E zs(x)a?1 ...a:" e, como na demonstragdo da pro
=1 [s]|=m

posigdo II.7, "&mf(x)"<§ "zs(x)||$<"‘;[‘;]) RE™ , onde 0<&<r
m! =

sdo tais que P(K) + {i\:%a:’e'] : " J“ }CB(P(t) ()) e

R = sup{“ (‘P|B (ts P’) (‘P(th)‘ )

se L = (‘(’lax(t;()))°](‘f’(x) {Z) E. 5 IN.1=8, 1<j¢ n}) , L & com-

J1JJ J
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m+n-1

|
pacto em X e Py m(f)g sup -m—';leé( n-1

).’.’.‘.’. p (f) . Sejam £=8/2 e
xeK & 6"

9..-.% _]_ﬁ(m:'_';]), da proposig8o III.9 temos que existe c>=0 tal
menN 2

que p(f)ScZé_m_pK (F) ¥ fer (x).
meN m! ’

m -
Assim, p(f)\<c§ -E—r(m;'.'1])—'"—,!,,— pL(f)=chL(f) ¥ fEXR (X).
men ¥° pe) B

Seja ;_TS(X) a familia dos conjuntos da forma

m
B=\JB,(x.;r.), com x.€X e 0<r.<d.(x.), 1< jg<m, meN . Se B
}3] X733 J J X J) J +
pertence a B(X) e fEHL(X) entdio f & limitada em B. De fato,
seja B=§x(x;r)€§(x). Seja r< (J<dx(x); entdo existe VCX conten

do x tal que ‘PIV:V-—rB(‘P(x);(J) € homeomorfismo, e a fungédo

-1
F=fo(f :B(P(x);P)—A & L-holomorfa em B(¥Y(x);p). Portan
(Jax(x;m) POadsp PUxsp n
to existe R>0 tal que "FHE(‘P(x);r)éR' Se yeﬁx(x;r), entdo 2=

=P(YIEB(P(x);r) e [f(y)]= fo(‘PlB (X_P)>-](z)"=I|F(z)“<R, 10go
MEY

[Flg<® -

Definigdo III.13- A topologia T, em HL(X) é aquela
gerada pela familia de seminormas {pB; Bég(x)}, onde pB(f)="f‘"B

era(l(x).

Proposicdo III.14- Sejam A separdvel e (X,¥) um domf

nio de Riemann modelado sobre A". Ent3o X & separdvel.
Dem.: Aplica-se a este caso a demonstragdo valida para dominios de

Riemann modelados sobre espagos de Banach (ver, p. ex., [13]).



- 33 -

Proposigdo III.15- Se A & separdvel, entdo (RL(X),Tb)
€ um espago de Fréchet.
Dem.: Da proposigdo anterior decorre que (“L(X)’TL) é metrizavel,
pois Tb é gerada pelas seminormas do tipo Pgs com B wuniao fini-
ta de conjuntos da forma Ex(x,r), com x pertencente a um subcon-
junto enumerdvel e denso de X, e r €(O,dx(x))f\Q. Agora, usando-se
a proposigdo II.16, um argumento andlogo ao da demonstragdo da propo

sigdo III.11 mostra que (“L(X)’TL) é completo.
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CAPITULO 1V

DOMINIOS DE LORCH-HOLOMORFIA

Definigao IV.1- Um subconjunto aberto UcCM & um Domi-

nio de Lorch-holomorfia se.pnao.existem abertos U] e U2 em M sa-

tisfazendo: a) ¢¢U2C_U]ﬂ ]

b) U]¢U e U, & conexo

1

c) ¥ feﬂL(U) existe f]E}CL(U]) tal que f1|U2=f|U2 .

Definigdo IV.2- Seja a=(a],...,an)e£A". Definimos o raio

espectral de a por p(a)= méx{u(aj), ]SJSH}, onde u(aj) € o

raio espectral de aJ., i.e., u(aj)= Hm"ag“”n. se UcA" e xelu,

1 Ed

definimos. dU p(x)= inf{p(x-y); yéuc}, Se Ogr, definimos Bu(x;r)=

={y€An; u(y-x)(r} e §p(x;r)={yéAn; u(y-x)sr}.

Proposig¢dao IV.3- Se UcA"™ & um Dominio de Lorch-holo-

morfia, entdo U & p-aberto (i.e., aberto na topologia induzida

= €y,
por ) e dU u(x) du(x) ¥ xeu

Dem.: Sejam x €U e (>=du(x)>0. Seja fél'!L(U); entdo, para y em

s - . .
B(x;()) temos f(_y)-E nzs(f,x)(y-x) . Definimos fl.Bu(x,())————-,A
seEN
por f](u)= § zs(f,x)(u-x)s. Esta aplicagdo estd bem definida; de
séwn
X . . _ <
fato, sejam ueBu(x,P) e ()]’(32 tais que p(u x)<(>]< (’2 (J Para
. Covs my,1/m
cada Je{l,...,n} temos u(uJ. xj)— 1im ("(uj xj) ||) <(J], logo e

m->o
xiste ¢ >0 tal que ||(uj-xj)m"$cP']" VmeN, 1< j<n. Por outro la

-ls
do, para cada sean temos "zs(f,x)nsfz| le, onde

Rx="f"§(x;(32)'
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Assim, para u B (x;()).

Zz (£3x) (u-x) I<Z:"z (.00 [ tuy=x )% o]

sen” selN () Is|
E R lsl(c(’l‘)...(cm“) -E Rc -—l  © .
séN sém

Portanto, f.€ HL(Bpx;P)). Como e U

fllB(x;P)zle(x;(ﬁ)
é Dominio de Lorch-holomorfia, Bu(x;(J)CU. Portanto U & p-aberto.

Por outro lado, d (x);(hdu(x)zd (x), logo d (x)=dU(x).

U:l’ U"J U,u .

Proposicdo IV.4- Se B(x;f)=Bu(x;f) para algum xeA" e
¢ >0, entdo u(a)=||an ¥ acA.
Dem.: Sejam B(x;(>)=Bu(x;()) e yeﬁp(x;@); entdo p(y-x)se e por-
tanto p((%)(yﬂd)(? v nelN+. Assim, (’—’;‘—]) (y-x)EBu(O;(D) ¥ nlN+.
Como ”B(X;P)=Bp(X;G)’ temos B(O;f)=8u(0;f), e portanto G%QJ(y-x)
pertence a B(m;e) ¥ n€:N+. Tomando o limite com n—-@®, temos que
"y-x“$(> e yé:E(X;P). Assim, Eu(x;f)=§(x;f) e segue que Eu(ﬂ;f)=
=§(b;Q). Isto implica que A & semisimples, pois do contradrio exis-
tiria acA tal que plalgp e lall > 2p . Neste caso terfamos
x=(a,0,...,0)€£§p(0;f) e x¢EB(0;P). Assim, A & semisimples e pa-
ra todo a€A-{f} temos xj’(u(a))-](a,m,...,ﬂl)él_i (0;0)=B(0;0), To
go qu=€(p(a))-]"aus'P. Portanto |al gula); como wu(a)<lfall , se-

gue a igualdade.

Proposigao IV.5- Se B(x;()) & Dominio de Lorch-holomor-
. n - _ .
fia para algum Xx€A e (J>0, entdo B(x,p)-Bp(x,(J).
Dem.: Temos B(x;())CBp(X;(J) sempre; da proposicao IV.3 seqgue que

B (x;pP)cCB(x;p), e portanto a igualdade.
p( () ( (> p g
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Como coroldrio das proposigdes anteriores temos o seguin

te resultado:

Teorema IV.6- Se p(a)< ||a|| para algum a€A, entdo, pa

ra quaisquer xecaA e £>0, B(X;G) ndo & Dominio de Lorch-holomor

fia.

Definigdo IV.7- Se BCU, o envdlucro ’KL(U)-convexo de

B & o conjunto B, . ={x€u; |flx]< |fl; ¥ fer (1)) . pefini-
L

ainda Eﬂ (U)={xéu; existe c>0 tal que [f(x)]< c||f||B y fe

et (v}

n
S ) = 1 H . -
e XCUCA, seja dU,p(X) 1nf{du’ (x); xEX} Denota

remos por :ﬁu(U) a familia de todos os conjuntos da forme
k
(UB (x.3r.), com x.€U e r.<d (x.), 1<j<k.
j=1 TR RO i J J) <k

Proposigao IV.8- Sejam UCAn um Dominio de Lorch-holo-

morfia e BERB(U). Entdo d (B )=d, (B )=d, ,(B)=d;(B)=

H (U) ﬂ (v)

=d (Bu w)'= du.u(BﬂL(u))

Dem.: Claramente B(_Bu (U)CBI-( (U); com este fato e a proposigao
IV.3, basta provar que d (B)=d (BH (U) . Seja r=dU(B)>0, entdo
dU(EK (U))sr e para obtermos a igualdade provemos que, para

0< e<r, x + B(O;p)CU ¥ xeBRL(U)' Sejam x e © nestas condi-

¢Oes e fGRL(U); definimos entdo g:B(x;(J)—’A por

g(u)=§ zs(f,x)(u-x)s. Para cada selN" a aplicagdo U——A
sen” yr—z (f,y)
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pertence a HL(U) e, como x¢€ BH ()’ existe c¢>0 tal que

||z (f,x)| € c"z (f, )"B' Agora, para (J<6<r, seN" e ycB temos

||Zs(f..v)||\<R “ls I, onde R="f"B+§(0 .5 Assim, se uéB(x;(J), temos
E zs(f.x)(u--x)s E l |s| cRE ((J)IS! . Portanto
sen" sen" sen"\é

g estd bem definida e pertence a HL(B(x;(J)), e se 0<(J]< dU(x) .

=f . = . _ RPN
ng(X;(J]) |B(X'(>.|) Como U é& Dominio de Lorch-holomorfia, B(x,())

cU, como queriamos demonstrar.

Teorema IV.9- Sejam A separavel e uca". sao equiva-

lentes: a) U & Dominio de Lorch-holomorfia

b) d (BH my ¥ Be B(U)

c) dy. (BK (u))> ¥ BEB(U)

d)u=\U B8, com B aberto, limitado, contido em B
mew m m m+1

e tal que d((B ) )>0,Vm€lN+

ﬂ (u)

e) u= U B, com B aberto, limitado, contido em B
mEIN m m m+1

e tal que du’ ((B_ )'}f (U))>O, ¥ men,

f) Se x.). CU @& uma seqliéencia tal que x.—x€éU, en-
) ( J)Jéw q q j
t3o existe féJ{L(U) tal que sup{"f(xj)u; jé.[N} =
Dem.: (a) =>(b),(c): Proposigdo IV.8 .
j avel d . ). '
Sejam DcCU enumeravel e denso, e (XJ)JGN+CD uma se
qiéncia tal que para cada yé&€D existe J C(N+ infinito tal que

m
=x. ¥ jEJ . Para cada meN seja B = B(x.;(1-1/3)pP.), com
y=x; ied, . J n L_) ; 31p;

(;=d (x.)'. £ claro que cada B é aberto e limitado, e B C B
J U m m_ o m+)
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v melN+. Se x€EU, seja P=du(x)>0; como D & denso em U, existe
yeDNB(x;P/4) e portanto du(y)z(B(’)M?(’/Z . Pela definicdo de

(x,)

existe uma subsegiiéncia (xjk)k€m+ tal que xjk=y para

todo k>1. Se k€N, £ & tal que (1-1.—)d (y)> /2, temos "x -x" =
+ Jk U Iy

X.1. ’
i'jem,

Portanto,

1 .
=ly-x|< /4 e xEB(y;(l-j-;)(ij), logo x€B ¥ m>j .

m

u= U B . Por outro lado, para cada mé&EN B CUE(X.;(]-]—.)().)é

meN, " voome 3
+

6-. . C - » ~ ~ * -
B(U). Como XxcyYcCu 1mp11.ca X}(L(U)CYHL(U)’ as hipoteses (b) e

(c) implicam (d) e (e) respectivamente.

J JeN
suponhamos que supﬂf(x.)" <+ ¥ fe?ﬂL(U). Entdo a aplicagado
jen . Y

Consideremos agora (x.) CU tal que xJ.-——»xéBU, e

p:H (U)—R £ definida por p(f)= sup “f(x.)“ ¥ feER (U) & uma se-
L + jeN J L
minorma em ‘RL(U), semicontinua superiormente em relacdo a T, Por-

tanto p @& continua em relagdo a topologia bornoldgica associada a
T, © existem m€lN+ e ¢c>0 tais que p(f)(c"f"B 2 féHL(U),

onde {Bk; k€[N+} € uma familia de abertos satisfazendo (d) ou (e).

i B : . €y, 1i .) £
Assim, (xj)jemC(Bm)ﬂL(U)’ como XJ_’X U, lim du,u(x.])

j—bw
< lim dU(x')=0' contrariando (d) e (e). Assim, qualquer destas duas
J‘—-oo

hipoteses implica (f).
Finalmente, suponhamos (f) valida e U ndo Dominio de

Lorch-holomorfia. Entdo existem abertos U e U satisfazendo as

] 2
condigdes (a),(b) e (c) da definigdo IV.1. Podemos supor U, uma’
componente conexa de U(\U]; seja (xj)jemcu2 tal que xJ.——;xe
eu](\aumauz. Por (f), existe féKL(U) tal que suplf(xj)|=+w(*).

jenN
Agora, para cada JjJEN f(xj)=f](xj); como flé‘l-f.L(U]), é contfnua
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em Xx e f(xj)=f1(xj)—-’f1(x), contradizendo (*). Portanto U é

Dominio de Lorch-holomorfia.

Proposicdo IV.10- Se UCA", se y e || || sdo equivalen
yes em A, e se Bejsu(U), entdo f & limitada em B ¥ féifL(U).

Dem.: Basta considerar o caso B=§u(x;(>). Seja c>0 tal que Jy|g

- E ' I's|
<culy) ¥V yeA. Como (J<du’u(x)$du(x), a série "zs(f,x)l](-’
n
sEN
converge a R€IR+ se fea{L(U). Se ye’Bp(x;(D), entédo

) 2 (. yx)% ¢) 2 0] fiy-0%] <

sen" sen”
< zz:::"zs(f,xﬂ|cu((y-x)s)sQCE::::"zS(f,x)"(u(y-x))lsl <
sen” sen”
cey Jetfaxfpte er
sEN "

Definigdo IV.11- Se BCU, definimos B = {xezu;
HL(U)
p(f(x))suB(f) \ { fe'l{L(U)} e E:{ )" {xéU; existe c¢>0 tal que
_.L_

u(f(x))gcp (fF) ¥ fEW (U)] , onde p_(f)= supiu(fly)); yeBj.
B L B

Proposicdo IV.12- Sejam A tal que p e || sdo equi

valentes, UcA™ um Dominio de Lorch-holomorfia e Be;fap(u). Entao

~ s ysos ~p L (RH _ ) )
BH’L(U) é limitado e du,p(BT{L(U))_dU(BRL(U))-dU(B)'dU,p(B)

_ A . (AH
'du,p(BuL(u))'du(BuL(u))'

Dem.: Da proposig’éo IV.10 temos que, para cada jé{l,z,...,n}, a a-

plicagdo T, :U—A e limitada em B; logo existe RER tal que
X—>X

“yj"gR ¥ y=(y],y2,...,yn)éB-, v je{r,2,...,n}. se xegﬂl(u) e
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CER, é tal que Ja]gcu(a) ¥ a€eA, existe c]>0 tal que, para
cada 36{1,2,...,n), “xj“gcu(x.)=cp(’\TJ.(x))Scc]uB('ﬂ'j)scclll'n:i"B <

\<cc]R. Portanto 3 \<cc]R ¥ xéB“ (u)* ° que demonstra a primeira

afirmagao.

A H -
Por outro lado, como BCBH (U)CB'R (u)® da proposigado

. d . i ?
IV.3 segue que basta provarmos que U’“(B) =d (BK (U)) Para isso

usamos a mesma argumentagdo da demonstragdo da propos‘igao IV.8: se
B jam 8= . . :
xeBuL(U), sejam du’p(B) e r dU(x) dU,u(X)>0' Entdo, se f

. - _ 1S .
pertence a HL(U), a aplicagdo y+——gly)= > nzs(f,x)(,y x) esta
SEN

bem definida em Bp(x;é) e @ L-holomorfa neste conjunto. Além disso

g Bu(x;r)=f Bu(x,r); como U & Dominio de Lorch-holomorfia, temos

. _ 5 .
Bp(x,S)CU e du’u(x)z i

Proposigdo IV.13- Sejam A tal que p e || sdo equi

valentes, UCA" Dominio de Lorch-holomorfia e BEB(U). Entdo

~

Bﬂ, (V) é limitado e d (B“ (U)) =d (B“ (U)) dU(B)=dU,u(B)=

-d ( )d(B ).

Ba (U) # (V)

Dem.: E 1nte1ramente andloga &8 da proposigdo anterior.

Definigéo IV.14- Diz-se que UCM & um Dominio de Lorch

-existéncia se existe feﬂL(U) tal que ndo existem abertos U, e

U2 satisfazendo: a) ¢+U2CU]ﬂU

b) U,¢U e U, & conexo

c) existe fIEH'L(Ul) tal que fllu=flu .
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Teorema IV.15- Sejam A separével tal que yp e | |
equivalentes, e ucA”. sso equivalentes:
(1) U e Dominio de Lorch-holomorfia
Ap —
(2) dU(BHL(U))>O ¥ BeB(U)
(3) 4 (Ba (y)>0 ¥ BEBW)
(4) d (B“L(U)) >0 ¥ BeB(U)
Np -_—
(5) du,p(BHL(U))>O ¥ BeB(U)
Ap maem
(6) dU(BRL(U))70 ¥ Begsp&u)
Ap —
3
(7) du’p(BKL(U))>O ¥ BeB (V)
(8) dU(BHL(U))>0 ¥ BEE (U)
Nu —
(9) dU,p(BHL(U))>o ¥ Begu(u)
(10) u= B com B aberto, limitado e contido
m m
meN
+
Ty H
tal que du((Bm)HL(U))>0 ¥ meN,
(11) U= U B com Bm aberto, limitado e contido
melN
U
tal que dU,u((Bm)H (U))>0 v melN+
(12) u= U B com B aberto, limitado e contido
m
meN
tal qued ((B )“ (U))>0 ¥ menN,
(13) U= U B com B aberto, limitado e contido
m
mew
T
tal que dU,p((Bm)RL(U))> 0 ¥ men,

sao

em

em

em®

em
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(14) U & Dominio de Lorch-existéncia
Dem.: (1) =(2),(3),(4),(5): proposicdo IV.13; (1) =1(6),(7),(8),(9):
proposigdao IVv.12.

Sejam DCU enumeravel e denso e (x.). cbh tal que
332

Y yeD existe J C[N+ infinito tal que _y=xj ¥ jédy. Para cada

y
m
meN ~seja Bm=U

] -
B(x_.;(1-=)pP.), com .=d (x.), 1<j<m. Entao ca-
e ( ; ( J)(33) PJ U( J) j c

e U= L) Bm (vide de

méIN+

da B é aberto, limitado e contido em B s
m m+1

monstragdo da proposigdo IV.9). Como, para cada n|€m+, Bm estd con

m
tido em () B(x

;(1-%4(3)6E§(U), as hipoteses (2),(3),(4) e (5) im-
J=1

J
plicam (10),(11),(12) e (13) respectivamente.

Se D e (x.) 5 sdo como acima e, para cada meam+,

m
1
B = B (x.;(1-+)P.), com .=d (x.); entdo cada B & limitado
mg]u.l J()J i u,uj m

e aberto (pois y e ||| sdo equivalentes) e contido em Bm+]. Da

mesma forma que na demonstracdo do teorema IV.9, wusando p em lugar

m
_ 1 -

de , Se tr U= B . C 8 B (x_;(1-7)[.)€ u
I} mostra que U o+ Como 8 CU u %y J)rz) 8, )

™/ i’
me:lN+ J=1

¥ n16m+, as hipoteses (6),(7),(8) e (9) dimplicam (10),(11),(12) e
(13) respectivamente.

)

X\ U tal que X, X € 93U, e suponhamos que

sup {||f(xj)||; keN,J <+ ¥ fei (U). Entdo sup{u(flx )); keN Jerw

Seja K2 C
¥ féiﬂl(u) e p:Hl(U)——oR definida por p(f)= sup{p(f(xk));kélm+g
€ uma seminorma semicontinua superiormente em relagdo a ZB e por-
tanto continua em relagdo a topologia bornolégica associada a TB.

Assim, se {Bm; mé£m+} é uma familia de abertos satisfazendo qual -

quer das hipoteses (10) a (13), existem c>0 e me;N+ tais que
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p(f)ccuy (F) ¥ fe¥ (U). Como p(f)=(p(rN* e ul(r(uN*)-
m

=(u(f(u)))k Vkém+, f€}€L(U) e uel, temos p(f)éPB (f) para
m

toda f€}{ (U). Assim, para keN_ e feHL(U), u(f(xk))\< p(f)<
T H
gPBm(f) {xk’ ke N }C (B )“ (U)C(Bm)HL(U_)' Por outro lado, como

X, —Xx €3, d ({x . kEN J)=0=d

c ({xk; ké[NJ), contrariando (10),

U,p
(11),(12) e (13). Assim, qualquer uma destas quatro hipdteses impli-
ca a existéncia de f€HL(U), tal que sup {"f(xk)"; kelNJ=+00. Pelo
teorema IV.9, U é@ Dominio de Lorch-holomorfia.

A implicacdo (14)=(1) é imediata; provemos agora que (7)
implica (14). Sejam D CU enumerdvel e denso e (xj)jleD tal que
¥ yeD existe J CN infinito tal que _y=xj ¥ jedy. Para cada

<

= 1
>1, seja B = B (x.;(1-=)pP.), com .=d X.), 1<3j .
m > ja B_ p( j3 J)(’J) (’J U,p( jl» 1<d<m. por (7),

7 5Ca

d ((B)

€ = . j
u, % (U) VmeN_ , e sabemos que U U Brn Para cada j2>1

meEN
+

temos dU, (B (x I ))=0, logo B (x s )¢(B )'}B (y): Seda. entéo,

ara cada JjelN , z.€ B (x.; .)-(B. ; COMO X.=X ara uma
P JEN 25€ 515505 J'K(U) J P

J+k
infinidade de valores de k, tomando k tal que (]-—)() >d(x ,z )

temos zJ.E Bj+k' Portanto, passando a uma subsequéncia de (Bm)méfN+

se necessario, podemos supor z. EBJ ) v jelN+. Agora existe 9,
pertencente a HL(U) tal que u(g](z]))>uB (g]); multiplicando 9,
1
por constantes e tomando poténcias, se necessario, podemos obter f]
em HL(U) tal que p(f](z]))zz e Mg (f])<2-]. Indutivamente ob-
1 .
vem s -J
-
temos uma seqiiéncia (fj)jzl }GL(U) tal que ij(fj)<2 e
p(f (z ))>I+J+u(z :f (z )) ¥V jeN,

i¢d K
Consideremos a seqiiéncia /ij\‘ ; se KCU é compac

- -
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K+m k K+m
to, para k,melN_  temos PK(E f.-E::f. = E f. Como KCBS pa
=1 3 531 Y Aj=k+1 Jllk
k+m k+m
ra algum SEIN_, seja k=s. Neste caso z f f. <
joka1 J K j=x+1 Y8

k+m k+m k+m_ .
ésup+ "f (y)”, yéBSS SUP{E :cu(f (y)) YéB;S c) 279 -

J=k+1 J=k+1 J=k+1
= C 2k-1 . Portanto a seqiiéncia (Z f > é de Cauchy em
+m i
2 J=1 k 21

(K (u), ?’) e fica definida f= E f e}f(u) Além disso, para ca-

JEW,
da jem,, p(f(z.))>j, pois (2 folz, )) E uif, (z )) <
1> 'I>J
& 2 Mg (f ) € 2 2° ¢ 1, logo u(f(z.))=
iy 3 "d i | J
=y E f (z )+f (z, )+§ f (z, 9
i< ] iy
Zulf, (z))p(z (2, )) (Ef (z)
i< 1>
]+J+p(z fi (z. )) (2 1f (z )
i< i<

Afirmamos que U & Dominio de Lorch-existéncia para f.

De fato, suponhamos que nao o seja; entdo existe U] e U2 abertos

e fo satisfazendo (a),(b) e (c) da definigdo IV.14. Podemos supor

U2 uma componente conexa de U]f\U; sejam entédo atEU](\BUf\BUZ e
E>0 tal que Bu(a;ZE)CZU]. Seja erD(\sz\Bp(a;E); entdo

a éBU(\Bp(x;E) e Bp(x;du’p(x))C:Bu(x;C)CLBp(a;Z&)CLU]. Seja

(xjk)k 21 subseqiiéncia de (xj)j;;] tal que xjk=x ¥ kKEN_; entdo
para cada k&N _ temos z.¢& B (x;d (x))=B (x, e, como

Iy H U,u H Jk (%k

p(f(xj )z

f ; UEB 3 d
) sup {u( (u)); u p(x

K U’u(x))}= +oo, Por outro lado,

B (x;d (x)) @& conexo e estd contido em UNU.; como xé&U e U
"] U, 1 2 2

& conexo, B (x;d, (x))CuU,. Portanto, f| =~ -



=foIB (x; (x)) ¢ S“P{P(fo(u)); ues, (x;d (x))) =+w. Seque

dU,u de

que, para todo €E>0 tal que Bu(a;ZC)CZU], sup{u(fo(u)); ué
€Bp(a;2£)}=+q>, absurdo, pois fOEZHL(U]) e & portanto localmente

limitada.

Proposigdo IV.16- Sejam A separdvel tal que p e | “
sdo equivalentes, x€A" e (> 0. Entdo Bp(x;f) € Dominio de Lorch
-holomorfia.

Dem.: Como B (x; F)_ ), B (x; (]-—)f) pela proposicdo anterior bas-
lném

ta provar que, para cada meN_, d ((B )b

u’u “ (B ( G)))>0, onde Bm=

- c(1-1
‘Bp(x,(] m)())-

Para cada kEZ{],Z,...,n} a aplicagao Bu(x;@) —A

yr—m—m yk-x

k

pertence a HL(Bp(x;P)), logo, se ) €

yels_ )a (8, (x; (’))’ uly, =x,
< sup {p(uk-xk); uéZBm}< EE%—G, e portanto p(y-x)< l%;—ﬁ. Assim,

e
" ]
(Bm)ﬂL(Bu(x;f’)) By» € portanto d, ((8, ’u (8, (x f))’>° :

Proposigdo IV.17- 0 conjunto G={xé:A; x e inversive]} e

um Dominio de Lorch-existencia.
Dem.: Sabemos que f:G—>A definida por f(x)=x-] pertence a ﬂl(G)
e que, se XEG e 0$|~<"x-]“-], temos, para y€E€B(O;r), flx+y)=

=§ (-1)kx-(k+])yk. Suponhamos que G ndo seja Dominio de Lorch-e-
k €N

xisténcia para f; entdo existem U] e U2 abertos e f0 satisfa-

zendo (a),(b) e (c) da definigdo IV.14. Podemos supor U2 uma compo

nente conexa de Uf\U]; seja entdo ye aGF\aUZf\U]. Sejam £>0 tal
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que B(y;ZC)C.U] e XEGNB(y;&/2); entédo yé:B(x;C)c:U]. Como f Y

=f | , se &>0 @& tal que B(x;&8)cuU
OU2

,» temos fo(x+u)=

=§ a"¢ (x)um=§ (-1)mx-(m+])um=f(x+u) para 0<é<¢ tal que
—0
mEN m! meEN

5$“x']"‘], Da unicidade da série de Taylor temos 3mfo(x)=(-1)mx-(m+1)
m!
¥ meN. Para u=y-x, fo(x+u)= (-l)m(x)-(m”)um e (x+u)fo(x+u)=
. meN
=(x+u)x-] Z (-1)"(x)" ™" :E 1) z:::(_])mx-(m+1)um+l=e

-

Assim, y possui um inverso, fo(y), uma contradicao. Portanto G &

Dominio de Lorch-existéncia para f. T

Definigdo IV.18- Sejam UCA" e fE® (U). Um ponto x

da fronteira de U & chamado de ponto regular para f se existem

1° X e U2

e existe foé:Hi(Ul) tal que

'U] e U2 abertos conexos em A" tais que +U2C:U(\U

na mesma componente conexa de Uf\U],

f Um ponto x & singular para f se ndao for regular para

°\U2=f\“2'
f. Uma fungado 'fE}ﬂ}U) € singular em oJU se todo ponto x €U é
singular para f.

Denotaremos por S(U) o conjunto das fungdes féiHl(U)
que sao singulares em 93U, Claramente U & Dominio de Lorch-exis-

téncia se e s6 se S(U)#p .

Proposigao IV.19- Se A & separavel e UC:A", sao equi-

valentes: (1) U @& Dominio de Lorch-holomorfia
(2) U é Dominio de Lorch-existéncia
(3) S(u)#¢

(4) KL(U)-S(U) € de primeira categoria em (Hi(U),TL)
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Dem.: S&@o calaras as implicagdes (3)=(2)=(1). Como (HL(U)’TL) é

de Fréchet, pelo Teorema de Baire temos (4)=(3). Sejam agora U] e

U, abertos conexos tais que ¢#U2C Uf¥U] e U]¢.U, e seja

ﬂi(U,U],UZ) o conjunto das fungdes féaﬁ}u) tais que existe f, em

):

. . . m
Hi(u]) satisfazendo f][UZ-fluz. Para rn€m+, seja HL(U,U],U2

={fen (U,u,,0,); ||f]||U]\< n}. Afirmamos que H'(U,U,,U,) & fechado

em HL(U). Com efeito, seja (fj)‘ CZHT(U,U

i1 ) tal que fj-——+f

1°Y2
em HL(U). Como “(fj)]nulgln ¥ Jjemn,, ((fj)l)j 51 @& uma seqiiéncia

tb-]imitada em Hi(U]), e possui portanto uma subrede que converge a

f,EH (U)) para T . Segue que "fouulé m e, como (fj)]IU2=fj‘U2,

).

. m
temos que foluz—f‘uz. Assim, feEHL(U,U],U2

Agora, por (1), HL(U’U]’UZ) € um subespago préprio de

RL(U), logo RL(U)-HL(U,U ) & denso em H&(U), 0 mesmo ocorren-

1°Y2

do com HL(U)-Hf(U,U ). Portanto Hﬁ(U,U],U ) tem interior vazio

1092 2
em HL(U) v meN_. Sendo A separavel, RL(U)-S(U)=K)RL(U,U]fU2) (a

unido segundo as possiveis escolhas de U] e U2 com as proprieda-

des desejadas) pode ser escrito como uma unido enumeravel de conjun-

tos da forma HT(U,V],V ). Portanto HL(U)-S(U) é de primeira cate-

2

goria.

Seja S(A) o espectro de A, isto &, o conjunto dos ho-

momorfismos de dlgebra h:A—C. Se a=(a], ,an)E.An e heS(A)

LPYRRR

usaremos a notacao h(a) para denotar o elemento (h(a])....,h(an))

de ¢". 0 espectro conjunto de a e o conjunto G(a)s= U h(a).
h€ S(A)

Sabemos que G(a) & um subconjunto compacto de ¢" e denotaremos
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por ¥(c(a)) o espago dos germes de funcbes holomorfas em d(a) ,
com a topologia usual. Um resultado importante que usaremos & o se-

guinte (ver [15]):

Teorema (Silov-Arens-Calderon-Waelbroeck): Fixado a=
=(a],...,an)€An, existe um Unico homomorfismo continuo da algebra

H(c(a)) em A, ?a:H(O'(a))—ﬂA ,tal que:
fi——%\Oa(f)=f[a]

(1) ‘Pa(ce)=e, onde ce(x)=e ¥ xegla)

(2) ﬁoa(u)=u(a) ¥ ue(c™’

(3) Se mx=n, melN, be A" " e c=(a,b), seja
Pm n:R(G‘(c))—»'ﬁi(cr(a)) definido por Pm,n(g)(zl”“’zn)=

=g(z],...,zn,0,0,...,®). Entdo Pm,n(f)[a)=f[(a,0)].

Notemos que, além disso, segue que h(f[a])=f(h(a)) para

todo h€S(A), feH(oc(a)). Sejam vee" um dominio de holomorfia e
n .. -1 n

UCA o aberto definido por U=¢G (V)={aeA ; ¢(a)cv}. Se feEH(V)

definimos f:U—A por f(x)=f[x]. Afirmamos que ?6KL(U). De fato,

seguindo o esquema da demonstragdo do teorema acima, podem-se encon-

trar bJ.eA (1€ jgp), polindmios F (1€i<k) em € e r.
(1< s<n+p+tk) reais positivos tais que:

(1) se wW:¢""P—¢" & a projecédo natural
(z],...,zn,znﬂ,...,zn+p)p—->(z],...,zn), e D(Pl""Pk;rl""rn+p+k)=

n+p

= = . £ i< < s &
{z (z],...,zn+p)éc : Pj(z)<rn+p+j, 1< j <€k, IzS|< res l\s\n+p}
- - .
entdo ¢(a)cC [a’b](a)C’ﬂ’(D(P],...,pk,r],...,rn+p+k
(2) Existem €>0 e T analitica em A(m;r],...,rn+p+k)=

={z€¢n+p+k; lz.l<r., 15jsn+p+k} tal que f(z,,...,2 )=
J J | n
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=T\z],...,z ,P](z],...,z ),...,Pk(z],...,z )) para todo

n+p n+p n+p
(z],...,zn+p)€'A(®;r]-€,...,rn+p-5), e c(x,o,P][(x,o)],..,Pk[(x,o)])
C:A(O;r]-é,...,rn+p+k-{)c15(o;r]-£,...,rn+p+k-£)c:A(O;r],..,rn+p+k)
(notemos que D(P],...,Pk;r]-é,.;.,rn+p+k-£)CZA(O;r]-é,..,rn+p+k-£)).

Definamos F(z.,...,z ,z
1 n’ n+l

F)[a]=T[(a,0,P, [a,0],..,P [a,0])].

,...,zh+p)=f(z],...,zn); en-

tao, pelo teorema acima f[a]=(Pn

+p,n
=1
=0 . - -
Notemos que se W VW(D(P],...,Pk,r] 6""’rn+p+k €))) e xé€W,en
tdo G(x)(:ﬁ(D(P],...,Pk;r1-£,...,rn+p+k-£)) e.podemos escrever

f[x]=T[(x,0,P][x,O],...,Pk[x,O])] (*). Sabemos que T pode ser de-

senvolvida em série maltipla de poténcias em A(O0;r.,...,r ),
1 n+p+k
convergente absoluta e uniformemente em A(O;r. -¢,...,r -€). As-
1 n+p+k
sim, T(z)= g cszS ¥ ztEA(a);r],...,rn+ +k) e, para algum RE€
seINn+p+k P

€ER, E lcsllzsl< R ¥ ze&Z(ﬂ;r]-C,...,r €). Segue que

n+p+k-
sc lNn+p+k
I= 2 cs(x,ﬂ,P][x,O],...,Pk[x,(J])S é absolutamente convergente
n+p+k

sEN

¥ x €EW. Pelo teorema acima, I=T[x], e por (*) 1I=f[x]. Segue que

S .
fix]= §n+ +kcs(x,m,P][x,m},...,Pk[x,m]) uniformemente em W. Por
SEN P
tanto, como W @& vizinhanga de a em An, f[x]=?(x) é Lorch-holo-

morfa em W; segue que ?€3KL(U).

Proposigdo IV.20- Sejam vce" um Dominio de holomorfia,

u=<r'](V)={a€A";0“(a)CV}, x€U e >0 tal que B(x;p)CU. Entdo

U gly)=6x) + 0(03p), onde D(o3p)={Xe”s N 1o, 1< i<n).
yeBix;p) )

Dem.: Sejam ye:ﬁ(x;e),i1€S(A) e z=h(y)=(h(y]),...,h(yn)). Temos
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- , da  j D-h(x. )< |y.-x.,
ly-xlse e, para cada je{l,2 nj |h(yJ)h(xJ)I<"yJ x| <

$IIY'X||$(3- Logo z€h(x) + D(0;P)Cco(x) + D(0;°) e portanto

}J T(y)CG(x) + D(0;P). Sejam agora 7\60(0;(3’) e heS(A); en
yE€ B(x;p)

tio h(x)+AeEc(x) + D(0;P). Tomemos y=x+\&é € A"; “y—x||=|}\|||é||=|}\ls(.>,
logo y€§(x;(>) e h(y)=h(x)+A(1,1,...,1). Segue que o(x) + D(m;P)

estd contido em U aly).

yeB(x;p) '

Corolario IV.21- Nas condigGes da proposigdo anterior,se

k
B= L)E(xj;()j)e;ﬁ(u), entdo B,= \_J 6(y) & um subconjunto compacto
i=1

YEB
de 'V,
k
Dem.: Notemos que BO.=U(O‘(xJ.) + D((D;(?J.)) pela proposigdo anterior,
j=1
e B.CV pela definigdao de U. 2

Proposigdo IV.22- Sejam A separdvel e tal que p e | |

sdo equivalentes, e Vvce" um Dominio de holomorfia. Entdo U=G‘-](V)

é um Dominio de Lorch-holomorfia.

(B )>

Dem.: Usando a proposigao IV.15, basta mostrarmos que dU,u aL(U)

>0 ¥ B€B(U). Seja entdo BEeB(U); pela proposigdo anterior, B =

NN
=U6‘(y) € compacto em V e (BW)&C(V) o & também. Sejam 2z per-
yesB

oH . = ]
tencente a BHL(U)CU e fe}CL(U), entéo sup{lh(f(z))l. héS(A)}s

<sup{ In(flu))|; hes(A), ueB} (*).

Se ged(v), entdo a aplicagdo g:U—>A pertence a

HL(U) e ¥ u€U, hes(A), h(glul)=h(g(u))=g(h(u)). Assim, de (*) de

corre que sup{|g(h(z))l; hES(A)}ésup{lg(h(u))l; h€S(A), ueB}S

N

ésup{]g(x)i; xeBc.}, e portanto h(z)é(Bo.)K(v) ¥ hé&S(A). Seque
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S
Bedyg(v)
entdo para cada je{l,z,...,n} temos u(yJ.-zJ.)<6 e Ih(yj)-h(zj)l<

NN
que a‘(z)C(Bﬂwv). Seja 6=dv(( ) >0; se yeAn e ply-z)<é

<8 ¥ h€S(A). Logo h(y)Edag(z) + B(0;8) ¥ heS(A) e odly)C

Cc 6(z) + B(0;8)C V. Portanto yelU e B (z;8)cu ¥ 2€8! , ou
7 ’K.L(U)

(ﬁp )= 4 >0.

seja, ® (U)

4,u
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CAPITULO V

ENVOLTORIA DE LORCH-HOLOMORFIA

Neste capitulo, U sera sempre um subconjunto aberto ndo

. n
vazio de A

Seja SA o conjunto dos homomorfismos ndo nulos da A-al

gebra HL(U) em A, tb-coﬁtinuos. Exigiremos que um homomorfismo de

algebra leve o elemento neutro para a multiplicagdo no elemento neu-

tro e de A. Se hé€S,, existem C>0 e BEB(U) tais que

A’
lh(f)“g C“fHB ¥ fe&ﬂ}u); denotaremos tal fato por h<(B,C). Se x

pertence a U, & claro que a aplicagado ix:HI(U)-——*A pertence a
f——f(x)

A Sejam pj:An——eA, 1<j<¢n, a j-esima projquo (i. e., pj(x)=xj

¥ x=(x

S

],...,xn)GEAn) e ’W:SA——+An a ap]icagso definida por Tr(h)=

=(h(p]),...,h(pn)) ¥ he.SA.

Se a=(a ],...,a )GEA seja ma:An——aA definida por
n
mo (x)= Z:jaJpJ (x)=Z::aij ¥ xeU. E claro que m E.H (U), e, se h
1 J=
€ um elemento de Sy m (M(h))= Z::aJh(p )= h(5_ﬂa P; )=him ) ¥ aeA"

j=1 j=1
se ucA" e felﬂ}u), seja Duf:U——+A definida por
(Duf)(x)=%5f(x+)u) \-p ° Entdo sdo validas as seguintes propriedades:
a) fh—*Duf é uma aplicagdo A-linear Tb-continua de KL(U) em
KL(U) v uea”

n
b) Du(va)—Dv(Duf) erﬂl'_(u), ¥ u,veA

m o Mo n
c) D%uf—A D,f ¥ 2el, ¥ mel , ¥ fe}&(u), ¥ ueA

m _ m! s, .t n
d) D f= E s1t124 40, ¥ u,veAa , ¥ méle+, V'fGHL(U)

u+v
s+t=m




m, m! t n
e) Du(fg)-s+§t_m s't'(o f> (Dug) YueA , ¥ m€lN+, ¥ f,gé}?L(U)

_om)
f) (Du Du ...Du f)(x)=f

(XHu]u%,.“,um) ¥ feﬁLﬂﬂ,-v xEU,
1 72 m

(m)

¥ u],u .,ume An, onde f (x) é& a m-ésima derivada (no sentido

gy
de Fréchet) de f no ponto x.

Demonstraremos (1); as outras propriedades sdo conheci-
das (vide [ 1]). Se a€A, x€U, (0,0,...,0)4u€A" e fEH (U), te-
mos D (af)(x)- (af(x+Au))h 0= 8 %if(x+ku)b=0=a0uf(x). Se B=B(x;r)€
€B(U), seja &>0 tal que C=B(x;r+8)clU. Se yeB e NeC, com
|A|<:é“u“-], entdo y+)u€C. Seja g:{Aec; |A|<:é”u"-]}——+A defini-
da por g(A)=f(y+lu); entdo Hg'(ﬂ)"S Hu"é-]sup mg(k)";|A|$ 5"“"-]}:
i. e., "D fly)] < [ullé ]"f“ . Portanto “Duf"B.guuHé-]”f“C. Que D f

u

pertence a HL(U) segue do fato que Duf(y)=f'(y)(u).

m
Seja hesS,., h<(B,C). Como B=U§(x.;rj), seja 0<t«<

A 2

J
m
<min {du(xj)-rj; 1<Jig m}; entdo B + B(O;t)=1J E(x.,rJ+t)€ip(U)
j=1

Para u€B(0;t)-{0} definimos formalmente hu:ﬂL(U)-—aA por

h (f)= § ——h(D ey 4 féiﬂ}u), onde h(Dﬁf)=h(f). Se u=0, toma-
me N

mos hu(f)=h(f).A série acima é absolutamente convergente. De fato,

luf +t
2 Yull

temos | Aul=|Al|ul <

seja c= (u#0); entdo c>1 e para A€eC tal que |)|lgc¢c

uuu *t ¢t, logo {Mus [Al<c}cB(Ost). se yeB e

| m!
g(A)=f(y+Au) V¥ XeC com |A|<c, temos Mg (D)N ':E "g(A)“{IAlé C}.
Como B + B(0;t)€B(U), a desigualdade acima implica "(Dﬂf)(y)ns
! !
< Zalflg 4 groey < Toson ¥omen, Joyefoc el |, geg,e) - AS
c c

e portanto

sim, para meWN, “h(D f)" C“D f“ Cm'“f"B +8(0;t)’
(o}
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Z"MD f)" " “B + B(O3t)

meN memc

" HB +B(0;t) ; em particular,

5 T -
hu é b continua.

Proposigdo V.1- Se hEESA e h<(B,C), entdo existe fz

positivo tal que, se 0<QP<pP e u€§(0;(3), hu<(B+§(o;3po),2c).

Dem.: Vimos que existe t>0 tal que, se Jull<t, entdo “hu(f)"S

Cc - _Jujl+t ) -
£ c-l"f"B + BlO3t) ¥ fé}&(U), com C= 2] (se u#0; o caso wu=0

) ' ' ¢ _(lull+t\ Jull+t -1

e claro). Seja (=3 X se 0<P<p, e “”“<(°’ C']=<2||““>< 2 |ul -]j
. _ _ _

= ﬂgm:" <2. Como B(0;t)=B(0;3( ), segue que h < (B + B(U;3FB)’2C)'

Proposigdo V.2- Nas condigbes anteriormente fixadas, hu

pertence a SA.
Dem.: Como D: e h sao A-lineares, hu 0 &; para que provemos que
nue_sA, basta que verifiquemos que hu é ndo nulo e que hu(fg)=

=hu(f)hu(g) v f,ge}ﬂ}u). Se u#0, consideremos a aplicagdo

ce:U~—aA; e € o elemento neutro para a multiplicagao da algebra
X— €

# (U). Como D™(c ) & identicamente nula ¥ me N , temos h (c )=
L u e + u e
=h(ce)=e e hu ndo & nula. Se wu=0, hu(f)=h(f) ¥ fé:ﬂi(u) (em par

ticular, hu(ce)=h(ce)=e), e portanto h tampouco e identicamente

0
nula,
Agora a desigualdade 2 1 Cc "f“ = im
m! 1 B+B(0O;t) —
m&EN
plica E m' “h(D f)”“h(D g)“ <{+o e podemos trocar a ordem da
m, K
1 m! s k
soma, obtendo h (fg) ——h(D (fg))= — h(D f)h(D g)=
! m! slk! u u
m€[N s+tk=m

eM
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1 k
z =—h(D g)| =h (f)h (g). Portanto h €5, .
|
[kem k! u } u u u A 1

Notemos que, para je{1,2,...,n}, temos Du(pj)(x)=pj(u)
n m
¥ € = Z L. = =
x€A e Du(pj) 0 ¥vm=2. Portanto hu(pJ.') h(pj)+uj e 'IT(hu)
=(hu(p]),...,hu(pn))=(h(p])+u],...,h(pn)+un)=1T(h)+u v hesA

Definigdo V.3- Sejam hegSs

A° h<(B,C), p>0 tal que

{hu; uEB(O;(ﬁ)}C SA. Um conjunto WCS e a-

B + B(O;(J)CU, e A

Nh’()=

berto se W= ou se existe, para cada heEW, (J>0 tal que Nh Pf;w.-

Proposigdo V.4- A familia dos conjuntos W como na defi

nigdo V.3 define uma topologia 7 em SA’
Dem.: £ claro que SA é aberto e que, se w] e w2 sao abertos,

N]UNZ o é, Se w]nw2¢¢, seja h pertencente a esta intersecgado.

Para je{1,2) sejam BJ.E?(U) e CJ. tais que h<(Bj,Cj); sejam

ainda ()j>0 tais que BJ. t B(G);PJ.)€,]3(U) e Nh,PJCNJ.- Sejam B-=
=B]UBZ,(>=min{()],()2} e C=max{C],C2}. Entdao B e B+B(ﬂ);(>) per-

C W.NH

tencem a B(U) e h <(B,C); além disso, N
] 2

CN. AN
hsp ™= "hspy 0,

e portanto w]n wz é aberto. I

Proposigdo V.5- A aplicagao ’IT:(SA,"C)—>An, definida por

’IT(h)=(h(P]),...,h(pn)) v h€SA, é um homeomorfismo local.

Dem.: Em cada N o T & dada por ’n’(hu)=TT(h)+u, logo basta provar-

mos que N é aberto. Sejam hueN

np h<(B,C) e hu<(D,E); se

h,(J’

ja r>0 tal que D + §(0;r)€§(u) e u + B(O;r)CU. Se veB(O;r)

ent3o para fE}CL(U) temos



ke keN " |[me N
|
) l—Ih[E k?;nn"?‘):f - %—,h(ozwf):huw(f). Assim, (h ) =
s€ N k+m=s =" selN
=h e N _CN .
u+v hoorShp .

Proposigdo V.6- (SA,T) & um espago de Hausdorff.

Dem.: Sejam h,géZSA, h#g, h <(B‘ C]) e 9'<(BZ,C2); sejam @, e Pz

reais positivos tais que Bi+ B(Q5P1)€i§(U)» 1€i{1,23. Se Ti(g)#TM(h)

existem abertos disjuntos N] e wz contendo T(h) e T(g) res-

pectivamente. Neste caso TT-](N]) e ﬂ’](wz) sdao abertos disjuntos

contendo h e g respectivamente,.
Se M(h)=T(g), suponhamos que (SA,T) ndo seja de Haus-

dorff. Seja noélN+ tal que ¥ n;;no Nh,]/n e Ng,]/n tém senti-

do, e existe hné'Nh,l/n(\Ng,l/n . Entao, para n.;no, existem un e
v, em B(0;1/n) tais que hn=hun=gvn. Como ’W(h)+un=ﬂ1hun)=ﬂ1hn)=

='lT(gv )=ﬂ]g)+vn, temos u =v_ Vrmz.no. Para tais valores de n e f
n

1
em '}CL(U), h, (f)-h(f)= Z Fh(D f) -h(f)=z ;—.h(d f( )(un)) ,
n kEN n kém

sZ "h(d fC ) ))| . Como h<(B,,C.),

e portanto Hhu
n kéﬂ‘

“h(&kf( )(u"))nécuékf( )(un)"B < C"Ekf"B]uun“k para cada keN_,

h ) llk.

g “ (*).

logo

kélm

Seja >0 tal que B]+ AB(O;1)cU se N\eC e I)ISQ .

Das desigualcades de Cauchy temos, para XEB,, [vl=1 e keEN ,

nakf(x)(v)ué ?&sup{“f(x+%v)"; I)I=P} ; seque que



(**). Seja n,EN

k! K
< Sosup{If a5 Ii=p, xeBJ< 5 EN,

!
()k"f“81+ E(m;p)

tal que ||un"<(J V. n>n.; entdo de (*) e (**) segue que

“hu > (||u H() [If“B + B0 (J] ,» onde
n
u .
q, (ll nl v nzn,. Como unéB(d);'l/n) v nzn_ , segue que
[al’
rlmlTo lhun(f)-h(f)“=0 ¥ féa_tL(U). Ana]ogamente,‘ Jjo"é gun(f)-g(f)"=

fe . s > s = = s =11 =
U] RL(U) Como, para nx>n_ h“n h g“ln temos h(f)'}lg hn(f)

=g(f) ¥ féﬂ-CL(U), logo h=g, uma contradigdo. Portanto (S A,’l:’) é

de Hausdorff,

Corolario V.7- ((SA,”L’),'IT) é uma variedade de Riemann mo

delada sobre An

Definigdo V.8- Se feﬂL(U), sua extensdo a SA é a apli

cagao F:SA——>A

h——h(f)

Proposigcdo V.9- Se fé'H’L(U), sua extensdo f pertence
a HL(SA).

Dem.: Sejam h€S,, h<(8B,C), feHL(U) e r>0 tal que B + B(O;r)

A’
pertenca a B(U). Em T(h) + B(0;r) temos fo(’n’lN >-](1T(h)+x)=

=F(hx)=hx(f)' Mostremos que a aplicagao xi—>hx(f) € L-holomorfa em
B(U;r). Como f é limitada em B + B(O3;r) por uma constante E, se

x| +r Ixf+r .
Ixj <r temos "hx(f)us ( T “f"B+B(ﬂ ry SCE(S - ) - Fixemos

fvll+r  Jull +r
N
r-fivil =~ r-Ju

+1

uéEsB(l;r), e seja (370 tal que B(u;(D)CB((D;r) e

_ vl +r flull +r
¥ veBlu;p). Entdo, se lv-uf<e “hv(f)"sCE(l‘-llﬂl)ém’:(]Jr r-uf J °



ou seja, a aplicagao m——»hx(f) € localmente limitada em B(0;r).
Sejam agora yceA e t>0 tal que u +{Ay; 1A1< t}C

CB(O;r); seja g:{AéC;I)\I<t} A definida por g()\)=hu+”(f).

Mostremos que g @& analitica em 7\0 se I)\o|< t. De fato, se & >0

&€ tal que u+) y+Py €B(0;r) para |P|s8 » entdo para |A-} I<§ te

k €N

_ E k

1
keN k!

lutamente, pois, como visto anteriormente, u+)\oy+5_yéB(ﬂ);r) impli-

caz

me N

A=A
) 1 k .. .
= ——( 5 ) hu+)\oy(05yf) , € este série converge uniforme e abso

h (0g,f)

U+7\0.Y <+ , Assim, g €& analitica e x»———»hx(f) é

G-analitica em B(O;r); sendo localmente limitada, € analitica. Ago-

ra basta provarmos que & L-holomorfa em 0. Se veB(0;r), hv(f)=

(f) > ]—h(D f) 2 ——h(d "£( )(v)). Por outro lado, d f( Y(v)=
men ™ men ™

=Zzs( )v]‘ ...v:"’, logo h (f)= Z —-:h(Zz ( )v ...v:“, =

|s|=m meN |s|=

=> 1 y 4\,54 coov"h(z () , e x—sh (f) & uma aplicacgado
— m! 1 n s X
me N |s|=m

L-holomorfa em ©O.

Definigdo V.10- Sejam ucaA”" e (X,$) um dominio de

Riemann modelado sobre An; diz-se que X & uma envoltdria de L-ho-

lomorfia de U se existe Y:U—=X continua tal que P°¥Y=1 v &

(i) para cada féHL(U) existe uma dnica FéﬂL(X) tal que £ =

=f; (ii) se (Y,8) & um dominio de Riemann modelado sobre A" e

c:U—>Y & continua tal que 8+T=I y ¢ ¥ feHL(U) existe uma {ni-
ca feﬂL(Y) tal que f-0=f, entdo existe p:Y—sX continua tal

que Yop=8 e p-o=Y,
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Mostraremos agora que, se A & separavel e uca" e co
nexo, podemos obter uma envoltoria de L-holomorfia (EA;W) de U,

com E um subcojunto de S

A e de tal forma que a aplicagao

Ab
HL(U)——>KL(EA) é um isomorfismo topoldgico se tomarmos nestes dois

fr—m7f

espagos a topologia Tb.

Como para cada x€U a aplicagao ix:fh—+f(X) é um ele

mento de S,, temos uma aplicagdo natural i:U—S, . Além disso, te

A

Xs—-—v'i

X

A,

mos ﬂ3i(x)=ﬂ(ix)=(ix(p]),...,ix(pn))=(p](x),...,pn(x))=x, isto é,

TWei=1 u® Portanto i & biunivoca, e, como T & um homeomorfismo 1o

cal definindo a estrutura L-analitica de S i é& um homeomorfismo

A’
local L-analitico. Como U @& conexo, i(U) & um aberto conexo de SA;

seja EA a componente conexa de SA que contém i(U). Identifica-

mos U com i(U) e 1 com a aplicagdo de inclusado j:i(U)——aEA;

denotaremos ainda por M a restrigdo T £ Consideremos a aplica-
A

¢do induzida j*:HL(EA)'_’HL(U) dada por j*{(F)=Fej ¥ Feiﬂi(EA). E
claro que j* @& A-linear, e se Fé:HL(EA) é tal que j*(F)=0, en-
tao =0, mas j(U) @& um aberto conexo ndo vazio em E logo

Flicu) A®

F=0. Assim, j* & biunivoca.

Para cada fe¥ (U), se F=f . FF(F)(x)=F((x))=F(j(x))=
A

=ix(f)=f(x) ¥ xeU, e portanto Jj*(F)=f; logo j* & sobrejetiva.
Assim, j* & um isomorfismo algébrico. Como & uma restrigao,
j*:(ﬂL(EA),Tb)——e(KL(U),TB) & continua. Como estes dois espagos sao

de Fréchet, pelo teorema da aplicagao aberta j* & um isomorfismo
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topolidgico. Por outro lado, se h,géEEA e ht#g, existe fe}ﬂ(u)

tal que g(f)¢h(f); entdo F=f £ éﬁﬂ_(EA) e F(g)=g(f)th(f)=F(h).Lo
A

go as aplicagdes L-holomorfas em EA separam pontos de EA. Temos a

gora o seguinte resultado:

Teorema V.11- Sejam A separdvel e ucA" conexo. En-

tdo existem um dominio de Riemann (EA,WW modelado sobre An e uma
bijecdo j:U—j(U) (um aberto de EA) tais que:

(i) “i(EA) separa pontos de E,

(ii) Identificando-se U com j(u), toda fungdo féiﬂ}u) se es
tende a uma fungado FE’HL(EA) e a aplicagdo de extensdo €& um isomor
fismo topoldgico entre (“L(EA)’ZB) e (Hl(u),tb).

Além disso, EA € maximal com relagdo a (i) e (ii) no se

guinte sentido: se (G,p) & um dominio de Riemann modelado sobre An
e t:U—t(U) & um bi-L-holomorfismo (i. e., uma bijegcdo L-holomor-
fa cuja inversa &€ L-holomorfa) entre U e um aberto de G, e se (i)

e (ii) valem com G no lugar de EA’ entdo G pode ser identifica-

do com um aberto de EA através de um bi-L-holomorfismo que preser-

va 0s pontos de U.

Dem.: SO resta provar a maximalidade de E seja entdo G como no

A;
enunciado, e definamos T:G——*SA da seguinte maneira: dados x€&€G

e féEﬂL(U), identificamos U com um subconjunto aberto de G e com

tomamos f a extensdo de f a G e

um subconjunto aberto de SA’

colocamos T(x)(f)=f(x). Como vale (ii) com G no lugar de EA’ T
estd bem definida; como (i) vale para KL(G), T & uma bijegdo. Se

mostrarmos que T & um bi-L-holomorfismo local, entdo teremos T le
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vando G bi-L-holomorficamente sobre um aberto de EA (pois G & co

nexo), preservando pontos de U.

Sejam entdo x€G e h=T(x)€S por (ii) (para HL(G))

A;
temos h <(B,C) para algum B€B(U) e C>0. Seja p>0 tal que
B + §(0;(7)CU e x+B(0;?) CG. Sejam féa'ﬂL(U-) e f sua extensdo a

G. Agora a aplicagdo g:\—f(x+Au) & analitica numa vizinhanca de

m
{7\6(:; I)\lsls se ueB(O;C). Como g(>\)=§ Ti‘l—'-g(m)(o), obtemos,
meN

para A=1, g(])=?(x+u)=2 ]—l(Dmf-)(x). Ora, para cada mEN temos
=g mt

D':€=(D':f) (pois estas fungbes coincidem em UCG), logo f(x+u)=

| m 1 m E::: ] m ]
meEN mEN meEN

uéB(O;(J), hu(f)=F(x+u)=T(x+u)(f) ¥ fE'RL(U), logo T(x+u)=hu em
B(0;0). Isto implica que T € um bi-L-holomorfismo l1ocal, completan-

do a demonstragao. i
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