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CAPITULO 1
INTRODUGXO

A motivacgéo principal da realizagdo deste trabalho
foi a obsérvagéo de gue um grande némero de problemas praticoes
de otimizacho exigem solugdes inteiras. Mais especificamente ,
solugtes inteiras do tipo 0-1 .

4 partir de um levantamento de aplicag¢bes de progra-
magdo 0-1 foi escolhido como tema do presente trabalho o estu-
do do problema de Representacdo de Congunios (PRC/ e outros
problemas relacionados.

Estes problemas apresentam um nimero grande de apli-
cacBes e estas aplicacgBes sHo provenientes de dreas distintas.
0 problema em si apresenta uma estrutura simples, com um con-

junto de restrigdes lineares com coeficlientes 0-1 .
1.1 - Problemas Estudados

1.1.1 - O Problema de Repaesentagdo de Conjuntos
{PRC)

Considere o problema de desconexdo de ﬁma rede de
distribuic8o de energia elétrica. Deseja~se analisar o ronpi-
mento simulténeo de todos os caminhos gue conectam as estagdes
C) e () da rede G = (N,A) abaixo, onde o conjunto de esta

ctes e ¥/=1{1,2,3,4,5} e o conjunto de linhas de transmissBo e

A={e,,e,,e,,e,,85,€5,,}



FIGURA I

Identificando os caminhos gue conectam as estagSes

C) e () atraves de sequ%ncias de linhes de A ,tem-se:

caminho seguencia de linhas

P e ,€

1 1 5
P e ,e ,e

2 3 LY &
P e ,e

3 2 5
P e ,e ,e

[ 2 & 5
P

Seja P = {?!,P P ,P P} a familia de caminhos de
C) a C) ,sem repeticao de linhas.

Observe gue o corte da linha e, desconecta os cami-
nhos PL e P2 e gue os caminhos Pa,Ph e Ps continuam conectando
as estagaes C) € () . Entretanto , o corte das linhas €,,€,,
es desconecta todos os caminhos entre essas estagges. Supondo
que a linha ei esteja assocociado o custo Ci , deseja-se deter-
minar um conjunto de linhas cujo corte &esconecte as estacgoes
(:) € (:) e gue apresente o minimo custo total.

Este problema & um caso tipico do probleme de Repre-
sentagao de Conjuntos {(PRC/ que sera, agora, formulado:

Considere um conjunte v =11,2,3,......,n}

Considere uma familia de m subconjuntos, nao-vazi-

os de v ,denotada por F = {F:,FZ,FS,....,..,Fm}
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0 problema de Representacao de Conguntos (PRC) con
siste em selecionar um subconjunto S tal que
(a) s v
(b) s N F. O ; i = 1,2,3,....,m

(c¢) = SCJ e minimizada para todo § que satisfaz (a) e {b),
J & Lo - ~
onde Cj e o custo de inclusao do elemento j no

conjunto S.0e j=1,2,3,..c0.4n
QeiiaigEea:
~Se 5 satisfaz (a) e (b) acima, diz-se que S e um Repre-

dentanie.

~-Se S Ap Fi + 0,diz-se que S asnepaesenta o subconjunto F.
na familic F .
~Se 5 ¢ um Repreaentante e se o elemento j e S N F. s diz—

se que o dubconjunio Fi e nepredentado por j em S .

Existindo elementos j € vV tais gque Cj < 0, pode-
se incluir todos eles em S sem perder otimalidade. Assim ,
sem pefda deAgeneralidade, pode-se assumir gue Cj > 03 4=1,
,233,...,0 . No caso do PRC apresentar elementos com custos
nao positivos, este problema pode ser reduzido a um PRC  onde:
a) v esta restrito as variaveis originais j tais que c, > 0
b) F esta restrita aos subconjuntos Fi que ainda nao foran
representados por agueles elementos incluidos em 8 spor te-
rem custos nao positivos.

0 Problema de Representagao de Conjuntos pode ser

formulado como um Preograma Linear Inteirce, cuja forma matrici-



al & a sepuinte:
min z(x) = ¢ .x

suj. M.x 213

onde cz = (Cf’cz""""’Cn}

X = (xl,xa,.......,xn}

1 = (1,1,1,..000...1) ¢ R®
Gbservamse'que:
(1) M = (mj‘) & uma matriz de incidencia (m x n) . Assim, deno
tando por MJ, a j—ésima coluna de M e por Mi , & i-eésima 1i
nha de M, ? linha Mi indica a incidencia do subconjunte Fi e
a coluna.M3 indica a incidencia do elemento j € V¥ nos subcon
juntos F_.

i

(2) As correspondéncias um _a um entre os subconjuntos Fi e as
linhas Mi de M e, entre os elementos je ' e as colunas MY ae
M seraoc utilizadas sempre que necessario.

Pode-se notar que o PRC € um tipo muito especial
de Progranma Linear Inteiro 0-1 pois M e uma matriz binaria
(seus eleméntos égo O's e 1's) e o lado direito das desigualda
des lineares, que representam as restrigoes, e um vetor de 1's

~ _m
pertencente a B .

1.1.2 - 0 Paobdema de Cobertura com ConjunZos
(PCCT

Considere o problema de coleta de lixo de 8 ruas
€,1€34-2+4..,85 de uma determinada regiso. O caminhado de lixo
deve seguir alguma das rotas conhecidas gue partem do depésito
em C} , seguem por algumas ruas e retornam ao depésito em().

Tais rotas sao apresentadas a seguir:



FIGURA II
rota seguencia de ruas
R1 €,1€ 1€,
R, €4,€1,€,
R, € 5,8 3,€ 5
Ry € 7,8 4,8 1,83
R, €€ 4,8 ,,e,
A cada rota esta associado um custo 4, ;i = 1,2,
1

s+ 5 . Observe gue a rua e/ pode ter seu lixo colétado atra
ves da rota RI;R; ou R,. Deseja-se determinar um conjunto

de rotas que permita a coleta do lixo de todas as ruas, mesmo
gue eventualmente uma delas venha a ser percorrida mais de uma
vez. Tal conjunte de rotas deve apresentaﬁ o menor custo total,

que € a soma dos custos das rotas escolhidas.

Definicao:
-Consdidenando~se 04 conjunlos v e F comv no PRC, define-se uma

Cobenrtura T, para o congunio v , pela taomidlia F ,como 4sendo

uma subfamidia T C F Zad que h\w,J F, =% ,ou deja, @ unigo
i/F, eT
i

de zodos o0s subconjuntos, nao-vagzios, Fi de TC F e o con

dunto ¢ .

Designando por di; i=1,2,.....,m ; o custo de



inclusaoc do subconjunto F, na cobertura T para ¥ ,obtém-se o
i

problema de Cobertuna com Conjuntos (PCC), Este problema busca

encontrar uma cobertura T, para v , de custo minimo e sua for

mulagao como Programa Linear Inteiro é:

. T
min wly) = d .y

T
[2] suj. + M .y > 1
y e{o,1}"
T
Ondet d :-(dl,dz,cauq---,dm)
i T
Y = (¥ 1Y 2seneeeeer¥p)
T
37 0= (1,1, 0c0ceee., k) e R"
M = (mij) & a mesma do PRC
1.1.3 - 0 Paoblema de Pa&iigéa com Congunitoas
(PP
Mantendo-se os mesmos significados para c¢,M,% , ¥

e T utilizados no PRC , & formulagao do paoblema de @aatig&o

com Conjunios (PP} ,como Programa Linear Inteiro O0-1 é&:

min z(x) = cT.x
(3] © suj. © M.x = 1
x e §0,11"

[GN1 ]} e [Sal ] mostram gue o probdlema de Panti~
g&u (PP ) apresenta o mesmo conjunto de solugoes otimas que o
problena de Represeniacao de Conjunios [PRC) ,desde que o (pPJ
tenha uma solugfo viavel e que os custos referentes ao {?ﬂC)Sg
jam alterados em fungéo dos coeficientes da matriz M,

Observa-se gue se x € uma sélugao viavel para o
[ep)esta solugao particiona o conjunto de indices das linhas

ii,g,s,..,..,m} da matr;z M pois, denotando por E, = {j/xéz

=1 & j € Vie por I(j) = {i/mij = 1 para todo j € ¥} tem-se

I{r) N 1I(s) = ¢ ,para todo r e E,para todo se E e r + s; e



gmzwgll(r) = {1,2,3,....,m}

1.1.4 - 0 Paoblema de Empacotamento com Conjuntod
' {PECT

Definigao:
~Define-se um pacofe D, em F,como sendo uma subfamilia de F

cugjod elementos F, sao mutuamente disjunioas.

O problema de Empacoiamenio com Conguntos (PEC )

consiste em encontrar um pacote D que maximize ¢ lucro total

:EEZ::ib'd- ; onde di e o lucro obtido pela inclusao de F. em

i/Fi £ Lo 1

D: A formulacao desse problema em termos de Programa Linear In

teiro 0-1 é:

. T
MAX w({y) = d .¥
[ 4] suj. - MT-y 213
vy ¢ {0,117

onde dT,y,M e 1 sao os mesmos definidos no {PCC) .

Observa-se que a inclusac de variaveis de folga
(que sao do tipo 0-1 ) no problema de Empacoifamento ,transfor-

ma-o num paoblema de particao (PP .

1.1.5 = 0 Paoblema de Representagao com Candinald
dade Minima (PRCH)

Este e um caso especial do problema de Representa
g&a de Conguntos (PRC] obtido ao considerar tedos os custos

¢. = 1,para todo j € v . Sua formulagao como Programa Linear

Inteiro 0-1 &



min z(x) = ﬂfo
[5 ] suj. M.x 2 1
% € {O,liA , Qu
le como:
min }S;
suj. ] h‘Fi S ¢ ,para

S g v ,onde |8

Casos particulares dos p

e e équivalente a escreve

i=},2,..c.,m

cardinalidade da
soluggo s .

|

roblemas citados anterior

mente e de grande utilidade, por possbirem tecnicas eficientes

de resolucgao, sao os problemas de Cob

com Arestas num Grafo [ EdLl. ] .

grtura e Emparelhamento

Antes de analisar teais problemas, algumas defini-

Ggoes preliminares serao dadas.
Definicoes:

-Seja V = {i/i=1,2,...,m yum conjunito

o congunito de fodos 04 pares, nao oad

de elemenitos de V, isito &, 5 = iz 4)

finito gqualquern. Sefa S
enados e disdintos (4,41,
. onde

LE;V,%‘SV},

(L;g) e (;;L{ nepreseniam ¢ medmo edemento. O pan G = (V,A4A) ;

AT 5 e chamado GRAFO NAQ ORIENTADO.

-0s elemenitos de V 4go chamados Venti

~Dado um gratfo nao oaientado G = (V,A

define-4e o Grau do Veatice L com neld

nestas K como: gulil numeno de arned

veatice L .

ced de G .

ce de G

} e um subconjunto KGC A,
acae ao aubconjunto de a

tas de K incidented no




g

~Se £F & tad que l€* ) = max 1€y , € = emparelhamento para

G, entao £* ¢ chamado Emparedhamento Méax.imo para o grafe G, on

de |&| = caadinadidaedeln® de anestas] do subconjunio &.

-Se ¢, e 0 . cudto de Lnclusao da aresta a, no emparelhamento

E,define-se o cuato do emparelhamento £, como cf&) = z Cje
- jfajs £

Observa-se gque todo grafo contém; trivialmente,
um emparelhamento pois &£ = 0 C 4 e 9¢(L) = 0 £ 1, para todo
Le Vo,

Ohserva—se, tambem, gue um emparelhamento E tem
custo maximo se c(F) ﬁ,.c(é) , para todos os emparelhamentos

& ,para G

1.1.8 - 0 Problema do Emparelhamento Maximo com
Anestas [PEMA]

Considerando-se ¢ e x vetores |A|-dimensionais ,
onde cj e o custo de inclusaco da arestai% em & e,

= a . .
%5 1, se a; = & | ~

O,caso centrarioy .-

o

o paoblema do Emparedlhamenito Maximo com Aresias & formulado

por: max cl.x
[6] suj. o Mox £ 01
X € ‘IO,ZI.}IAl
onde M é a matriz de incidencia (né x aresta) do grafo ¢ , ou
seja, mi, = [l,se a aresta aj incide no no ;
0,caso contrario
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1.1.7 ~ O Problema do Empurelhamento Perfedto
(PERP]

Uma alteracgao do‘emparelhamento maximo com ares-
tas pode ser feita obrigando as restrigges serem satisfeitas
com igualdade, enquante procura-se encontrar o menor numero de
ahegtas gue solucione este problema modificado.Isto fornece a
formulagao ﬁé problema do Emparelhamento Peafedito:

min cl.x
[7] suj. M.x = 1

x € {0,1_}“1

Observa-~se gue a estrutura do pavblema do Empare-

dhamento Maximo com aaesiasd e a mesma que a do paobdema do Em-

pacotamento (PEC] .. ,enguanto a do problema do Emparelhamen—
to Peateito coincide com a do paobdema de Paaiticao.
Eeﬂinigﬁea:

~Um subconjunto de anestas C e uma Cobertura pare o grafo

G = (V,A} se gcfi} 2 1, para todos o4 veaitices 4 & V.
* ’ ’ .

~( & uma Cobeatura minima para o grafo § = (V,A] se:
* -

IC | = min (|C] ; C = cobertura para §}

~Define~se 0 cuaito da cobertura C, como sendo cfCJ :::; ch,
jlaj ®

onde ay e uma aredfa de A e cj e o0 cugto de incldusao da aresta

a; em c .

* : - * .
-C zem cusito minimo 4e <{C ) £ c(C) , para Zodas a4 cobenturcs

C, para G .
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1.1.8 -~ 0O Parobldema de Cobertura com Anestas .
' (PCAI

Com as Ultimas definig¢Ges, formula-se o paobdema
de Cobentuna com Arestas como o seguinte Programa Linear In-
teiro 0-1

T

min c*.x

[ 8] o osuj. M.x > 1
A
X E{Oil}l l

- 3 . 0 ~ = -
onde M e a matriz de incidencia (no-aresta) do grafo.

1.1.9 - O Problema de Cobeatuna com Nos
' (PCH]

Definicao:

~Qbsenvando o problema de cobeaiuna, tendo pon neferencia o4

noa (ou ventices) do grafo § = (V,A), pode-ge definin Cobeniu-
aa_com Nos como sendo um aubcongunito (N) de nos do grafo  tal
que cada aresia aj de §,tem ponto extremo em, pedo menos, um

ﬁé do subconjunto (N).

Associando a cada no i um custo d. (custo de in-
clusfoc do né i na cobertura ), o problema de Cobentunra com
no4 ,pa}a o grafo ¢ ,sera formulado como o seguinte Programa
Linear Inteire- 0-1

min w(y) = dT.y

[a] suj. MT.y >3
y € {O,lﬂvl
onde ¥; = t{l,se o i-ésimo no esta na cobertura A

OJ,caso contrario

e M é a matriz de incidencia (nd-aresta) do grafo G = (V,A4)
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A figura abaixo representa uma d%s situagoes ante
riormente descritas: grafo G=(V¥V,4) para V={1,2,3,4,5,6} e
A ={{1,2} ; {1,5} ; {2,3} ; {2,8} ; (3,8} ; (3,6} : {3,4} ;
$14,61)

Uma cobertura com arestas em § :

C={{1,2} ; (2,5} ; (3,5} ; {4,61}

FIGURA I1I

1.2 -~ Relagao entre os Problemas Formulados

Observando as estruturas dos problemas formulados,
em 1.1 , vé-se que o paodlema de Cobeatura com nos (PCN)
poésui a estrutura do problema de Coberniuaa com Conjuntos (PCC)

,enguanto o problema de Cobeatura com Aresitas (PCA/ apre-
senta a estrutura do piaoblema de Represeniagao de Conjunios
(PRC) ..

[Mul ] aponta para uma equivalencia entre os pro-
blemas de Repredentagao de Conjuntos (PRC) e de Coberntura com
Conjuntos [(PCC) e [Lal ] mostra unma maneira de fazer esta

equivaléncia utilizando grafo bipartido e a semelhanca das es-—

truturas desses problemas observadas no parégrafo anterior.
Delindigao:

~Um grafo G=(V,A! ¢ chamado grafo biparntido se existem subcon-

juntos V; e V2 de V, Zais que VF N V2 =@ e V7 \J V2 =V, e
toda aresta de G e dincidente com um veatice de V7 e um veati-

ce de V2 .
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Com esta definigao € considerando o (PRC/ formula
do em 1.1.1 , pode-se construir um grafo bipartido para egte
problema da seguinte maneira: os nos en L% sao identificados
com og elementos j € Y ,o0s nos em Vp sao identificados  conm

-

os subconjuntos F; e F e existe uma aresta {j,i} se e so-

mente se o elemento j pertence ao conjunto Fy .

 Assim, considerando o exenmnplo que‘introduziu O
{PRC ) ,tem—se:
sz{eg,ez,ea,......,e,} e ng{Pi,Pz,P3|--u-.-c,P;}
A :.{(elsz)i(elxpg};{ez,Pa);(ez,Pq)i(ea,Ps)ifeq;pz)-(en:?»)i

;(65!?1);(estpk\);(eﬁfpz);(esipi);(e'f’PS)}

FIGURA IV
{Grafo bipartido associado ao PRC)

Associado a este paoblema de Represenitacao de Con
dunitos {PRC) estd o seguinte problema de Cobeatura com Congun

toa (PCCI:

Considere o conjunto I = {1,2,......,m} ,onde m e o numero de

subconjuntos de F.

Para j € Y (j=1,2,.....,n),seja Ij = {i/i e ¥ e j ¢ Fi} .
. n
Como cada F, + ¢ , entac }:{ I; =1 . Seja o =0T, I0)

Dessas relagSes, evidencia-se que um subconjunto



‘6 de 8 e uma cobertura de cardinalidade minima para I se e sob

mente se R = {j/Ij € 3} € um representante de cardinalidade mi

nima para F.
No exemplo citado I = P = {P;,Pa,....,P 1}

ie {P,,P,}; e, = {P,,P.}; Ie,

1

Ie, = {P,, P} Ieg {P,P,} ; 1e = {p,}

& ?

{Ps}; Tew = {P,,P,)

Il
i

il

e g ﬁ{Iel,Ie;,......,IeY}
Redefinindo os nos de vV, por Ie,,I€p,.....,1e, e
mantendc 05 mMesSMOS noSs para V2 ,obtémmse o mesmo grafo bipar-

tido apresentado na figura IV e que corresponde ao (PCC/) .

1.3 - Redugoes no problema de Particao (PP] e no
problema de Cobertura com Congunios {(PCC)

Algumas reducoes no (PPJe no (PC(C/sao possiveis
por observacoes na estrutura da matriz M, [Sal ] e [GN2 ] .
Entre esses resulfados, destacam-se os seguintes:
| 1.3.1 -~ se qualguer linha Mi de M for nula, tanto
o (PP} como o (PCC/ nao apresentam solugao viavel, poig a i-é

sima restricao nao esta satisfeita.

1.3.2 -~ se em uma linha Mi de M exisfe somente um
valor 1 e,sé este ocorre na coluna Mk entao Xy = 1 para gqual-
quer solugao x = {0,1}n e portanto, a i-ésima restricao e as
demals que sao satisfeitas por X, = 1 podem ser apagadas. Com-
plementando esta observacgao para o caso do [PP) ,toda coluna
e 4 vk tal que mg = m, = 1 para algum % + i deve ser apaga-
da, pois xk = 1 e fazendo Xy = 1 para alguma coluna reéulta

n -
I Mpyexy 2 2 + 1 . Isto quer dizer que as variaveils dife-
j=1

réntes de x. com coeficientes diferentes de zero, em qualguer

rstrigao onde Xy também tem coeficiente diferente de zero, de
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vem assunir valor =zero.

1.8.3 - {(Linha Dcminante): suponha Ms e Mr , duas

linhas da matriz M tais que Mr,i MS (isto &, se x, tem coefici

‘ k
ente diferente de zerc na s-esima restrigao, também o tera na
r-esima restrigao). Assim, uma variavel que satisfaz a s-esima

restricao, satisfaz a r-esima restrigao que pode,entiao, ser a

pagada. Diz-se gue Mr & dominada pela linha M . Congiderando
: 5
k
o caso do (FP) ;a0 apagar M , toda coluna M  tal gue m I = 1 e
r < r
m L 0 deve =zer apagada. Isto se deve ao fato que, se alguma
8
coluna Mp é& tal que m = = 1 para poder satisfazer M e,
sp rp 8
se X, = 1l , tem-se:
n
Ioom .x, 2 24 1.
j=1 rji J
1.3.4 - (Coluna Dominante): suponha que para algu

ma coluna Mj de M no (PCC/ exista um subconjunto S de outras

colunas de M cuja soma & maior ou igual & MY, isto &, r M
. - k&8 =

> M9 e, suponha que o custo de x'j seja mencr ou igual que a s90

e

ma dos custos das variaveis correspondentes as colunas de S ,

isto é, I Sk < Cj . Entao, MY pode ser apagada. Isto porgue
keS i ‘
as restricdes que podem ser satisfeitas por Xj = 1 ,tambem se
satisfazem fazendo Xt = 1 para t ¢ 8 e com custo menor,
Complementande essa situagao para o (PP}
k J - J
se I M™ = MY e se A I S« I entao a coluna M ode ser
Kes keSS k= "J " P

apagada.

1.4 - Algumas Aplicagaes

Alem das aplicagges introdutérias, problema de

desconexao de rede eletrica {caso do PRC/ e do problema de co
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leta de lixo (caso do PCC), outras aparecem utilizando a-estru

tura do (PRC}e dos demazis problemas formulados.
1.4,1 -~ Problema de Entrega de Mercadorias

Para Etcheberry [Etl:] ,este problema aparece cgo
mo um (PRC/ e tem a seguinte descricgao: um armazeéem deve fazer
entrega de .mercadorias, atraves de um carregador, para m clien
tes em destinog diferentes de uma regigo. 0 carregador pode
combinar um numero de clientes, mantendo-os juntos, para for-
mar uma rota.

Um cliente pode receber mercadoria, via um namero
diferente de rotas. Uma listagem com as varias rotas viaveis e
possivel ser elaborada. Suponha esta lista contendo n rotas (
(1,2,3,...,n). Se ¢, € o custo de operacao da j-esima rota, o
problema (PRC/) busca enéontrar um subconjunto de rotas de cus
to minimo tal que cada cliente esteja em,pelo menos, uma des-—

sas rotas.

A matriz M ={(m. ) = {1,se a i-ésima rota contém o

1 .
J j-esimo cliente

0,caso contrario
_ 0 mesmo problema_é estudado por.Balinski e Quandt
[BQ1'] » Nesse estudo, o que se procura & um conjunto de ativi
dades que satisfaga'todos os clientes é minimize o custoec to-
tal. Este custo total, por sua vez, & una fungao do custo dos

pedidos e de um custo fixo. O problema ¢ entao, apresentado co

mo um (PP

1.4.2 ~ Localizacao de Hidrantes de Bombeiro
[Et1]

Dada uma rede de ruas {arcos) e cruzamentos (nos)
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o problema consiste em encontrar um subconjunto de nos para le
calizaggo de hidrantes de maneira que cada rua contenha, pelo
menos, um hidrante. i}

l A minimizagao do numero delelementos desse subcon
junte e um - {PRCAHT .
Agui, m,. = {1, se o cruzamento (no) j esta na rua {arco) i

1]
0, caso contrarico

1.4.3 - Recuperagao de Informagoes [ Etl ]

Dados n arguivos, onde.o comprimento do j—ésimo
arquivo e c:, suponha que m pedidos de informagao sejam recebi
dos. Em geral, cada unidade de informagao sera armzenada emn ma
is de um arguivo. ¢ (PRC/) produz um subconjunto de arguives a
serem pesquisados, em ordem, para recuperar todas as informa-
goes pedidas e de maneira gue esta busca minimize o comprimen-
to total dos arquives utilizados,

Nesse caso, m, . = 41, se a unidade de informacao

1] . - . .
i esta no arquivo j

0, caso contrario .

para i=1,2,....,m e Jj=1,2,3,....,0

1.4.4 - Programagao de Tripulagao em Linhas
Aéreas

Em {MSlu] ,Marsten e Shepardson mostram gue a ma-
is frequente aplicagao discutida para o (PP/tem sido no contex
to de tripulacgdes de linhas aéreas. A interpretacgao padrao do
{PP) para este problema e a seguinte:

As linhas Mi representam segmentos de voos (exem-—
plo, voo 740,8ac Paulo-Recife) que devem ser realizados (i=1,

2,3,...,n). As colunas MY represehtam possiveis combinagSes de
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voos gue cada tripulagao pode voar (feito por um programa- de
computacao) . Seja Cj o custo associade a cada combinagaoc j,
entao miy T 1,se o segmento de voO i estad na combinacao j

0, caso contrario

Existe uma variavel de_decisao, binéria, XJ para
cada combinagao j e as equagoes do (PP)afirmam que cada seg-
mento de voo deve ser coberto por, exatamente, uma combinacao
Selecionada‘(szl)

0 problema de otimizaé%o &, entao, selecionar um
conjunto de combinagoes de voos, de custo minimo, que satisfa
¢a as equacgoes do (PP) .Ainda com relagao a esse problema,
Mafsten & Shepardson [Ms1 ] dizem da incerteza de sua utiliza
géo e mostram gue, para peguenas companhias aéreas ou para
combinagaes de voos que durem um tempo pequeno, & aplicacao &

satisfatoria. Em [Etl ] , uma alteragao nas restrigSeS'coloca

o problema como um {PRC/) .

1.4.5 - Localizacdo de Servigos Emergenciais
em uma Comunidade [TsS1 ] ’

Este problema consiste em construir, em uma comu
nidade, um numero minimo de servigos emergenciais (corpo de
bombeiros, hospitais, escolas, centros de saude, etc...) de
maneira gue todo morédor da comunidade esteja, no maximo, a T
minutos de cada um desses servicos. 0 (PRC} & aplicado inter-
pretando ¥ como um conjunto de locais com_possibilidade de
instalagéo dos servigos e Fi e o conjunto de locais acessi-

veis a partir do local i.

Em [Et1 ] ,outras aplicacces do (PRC) e proble

mas relacionados sao apresentadas como: Balanceamento de 1li-
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nha de montagem, designagao de congressistas para comissoes ,

programaggo de enfermeiras para um hospital,etc...
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CAPITULOD 2
ASPECTOS TEORICOS DO ALGORITMO UTILIZADO

Eéte'capifulo apresenta aléuns resultados tedori-
cos gue servem de base para o algoritmo a ser desenvolvido no
présente trabalho., Esses resultados fundamentam o algoritmo de
senvolvido pof Murty [ Mul.] para um PRCH .

Lawler [Lal ] sugere que o procedimento usado
por Murty e util apenas para problemas onde |T7| e grande, se

. Estas observagdes foram analisadas, sob o

comparada com |[F
ponto de vista computacional, por Etcheberry [Etl ] que intro-
duz um método de enumeragio implicita ou PartigBo~-Limitacio
para resolver um PRC genérico.

Os conceitos 'e observagles apresentados a seguir

s8¢ necessérios para a discussfo do algoritmo implementado.
2,1 -~ Resultados Tedricos
2.1.1 - Algoritmo para PRCH [Mul. ]

Definicao:

~SC ¥ ¢ um nepredenianie minimal para ¥ ,ase:

@l 8 nepresenta T,

6] nenhum subcongunto proprio de $ e nepresentante para F .

Seja RM o conjunte de todos os representantes mi

1

nimais de ¥ e RCM o representante de cardinalidade minima , p

T

ra F. Observe que RCM < RM
0 algoritmo utiliza apenas operacgdes sobre con-

juntos {diferenga,interseg¢do,unific) e é indutivo sobre m = |[F|.
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Seja RM(k) o conjunto de fodos os‘RM do PRCH
com vV ={1,2,....,n} e F = {Fx’Fz"""’Fk} .Inicialmente de
termina-se RM{l) e a seguir RM(2},RM{3),.....,RM(m) sucessiva=-
ménte, sempre obtende EM(k) a partir de RM(k-1) considerando a
inclusao da restricao k na formacgao do novo PRCM .

Finalmente, procura-se as solugges de menor cardi
nalidade em RM(m).

As proposigoOes gue Seguem Provam QuUE O pProcesso
indutivo utilizado & valido [Etl ] .

1 + §® entdao S ¢ RM(k+1)

PROPOSIGAO 1: Se S ¢ RM(k) e 8 N Fo,

Prova:

Por hipotese, S ¢ RM(k) =+ S €& um representante
minimal para F = {FI,FZ,....;,FK} .

Por definiggo de RM(k), nenhum elemento pode ser
retirado do conjﬁnto 5 sem violar uma ou mais entre as k pri-
meiras restricoes do problema. _

Como, por hipotese, 8 A Fk+1+ ¢ , a afirmagao con
tinua valida guando a (k+1)-ésima restrigao e adicionada a0
pfoblema, ou seja S e RM(k+1)

PROPOSICAD 2: Se 8 ¢ RM(k) e S n.Fk+l = ¢ ,entao

(i) 8 ¢ R(k+1)

(ii) s\ {jlte R(k+1) ; para todo j € Fk{l
Prova:

(i) clare, pois S ™M Fk+1= ¢ , por hipotese.

{(ii) como j representa F para todo j ¢ F

k+1 7 K+1

e S & RM(k) mas 5 /M Fk+lz $, entaoc sW{jl e Rk+1 para todo

i e F .
J * k+1
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Observa-se que 8\ {jl! ;para tode J ¢ Fk 1 nao &
- +

necessariamente um RM(k+1), pois a inclusido do elemento j per-

tencente a Fk&l pode tornar algum dos elementos de S em Redun

dante,como no seguinte exémplo:

“ = {1,2,3,4,5,6} e F ={F ,F } onde F  ={1,2,3} e F, =13,4,5,6}
Se k = 1, claramente S ={2} ¢ RM(1)

Agora, S kj{S}m {2,3}e R(2), mas nao pertence a RM(2), pois 2
torna-se Redundante, podendo ser apagado e {3} e RM(2),

+ ¢, entao S ¢ R{k+1)

PROPOSIGAO 3: Se $ £ R{k) e 8§ f\Fk+1

Prova: analoga a da proposicao 1

No contexto dessas proposigoes enunciadas, observa
ge gue S poderia, também, estar em RM(k+1l) se:
(i) 8§ ¢ RM(k) (proposigaoc 1)
L= - M F € RM{k
| 1 e [8~ (s k+1)] (k)

{ii) |[s M Fk+1

PROPOSICAO 4: Se S eR(k) & SM F1™ b , entao

(i) 5 § R(k+1)

(it} s {jte R(k+1} ;para todo jeF
‘ k+1

Prova:Analoga a da proposigao 2

Obgerva-se, novamente, gue S5 podefia pertencer a
RM{k+1) se e sbémente se 5 ¢ RM(k) e se n#o existe um elemento
re 8, tal que {j} W {(8=-1r} ) € RM(kK}, ou seja, a inclusio de
J nfo deixa qualquer elemento de B redundante.

Define-gse, a seguif;-éybﬁﬁduto cartesiano néo 0a-

denado (p.c.n.o,lque representa de forma compacta os RM's gera
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dos nas etapas do procedimento. Esta forma torna o metodo para
encontrar todos os representantes (méetodo de Hakimi, segundo

{Mul ] ou de Petrick, segundo [Lal-] )mais eficiente.
Definicoed:

~Sefam DD ,.euevt,D uma famidia de subconjuntos, nao-vazdi

r
o4, mutuvamenite disjunitoq de v ,define-de uma outna famidia

de subconjuntos de ¢ ,chamada paoduto ceafesiano nao oadenado
fpoc.n.o. ], pon:

D = D xD,xD xD %x.....xD, = Ha 5,0 000dpt / JecE Dt,tzl,.,r }

-04 congunos D,,D,,Dy,....,Dp 4o chamados Fatonrea do !p.

c.n. ol

Observagoes:

(1) 0 termo, nao ordenado,.surge do Tfato que o mesmo conjunto

D & obtido trocando a ordem dos fatores.

{2) Em D, qualguer conjunto tem cardinalidade r, pois exata
mente um elemento de cada fator Dt; t=1,2,3,....,r € conside-

rado para a obtengao de um elemento de . Assim, se algum

o .

i

Dy = ¢ , entao D

il

{(3) Em geral, |D] B I IR D 2 P IR VI O B
0 (p.c.n.o. /& utilizado para armazenar conjuntos
de representantes e a preoposigio que segue mostra a constru-

gdo desgses conjuntos.
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PROPOSIGAO 5: Seja D = D;xD;x.......xD € R(k) .0s seguintes
conjuntos sao definidos sempre que seus fatores

forem nao-vazios:
j_

ﬁ = E I R A )
(D, P\Fk+l)xD2xD3x xD_
o’ ¢ N
= D.x(D, Fk+l)xD3x.........xDr
o’ =-DchCx('f)3 M F JxDyXewour XD
: e k+1 r
Dr = DchCxDCx.,..........ch x{b N F )
3 2 3 r-1 r ka1
el c _¢ _cC C r
0" = et e aaaneaaaeaeXD F - D N F :
D xD,xD x % rx( k+1 %Zi( t k+1))
c . .. -
aonde Dt = Dt“ Fk+1 , ¥=1,2,3,....,r e, entao

os subconjuntos assim definidos pertencem a R(k+1) .
Prova:
1
Para todo 1=1,2,3,....,r; tem-se que /0 € D € R(k)
g, como existe um elemento de ¥ ,para cada representante S en
1 .

0 , gue tambem esta contido em Fk 1 entao, pela ‘prcposigao 3,
. +

1 ‘
0 e BR{k+1); 1=1,2,3,....,r

r+l
el Se £ esta definido ent&o, pelia proposigao 4

(i1), 2 & R(k+1).

Portanto 01 e R{k+1) para todo 1=1,2,3,,,,,,r+1

1 12

Por construcfo, observa-se gque o Ny =0
para quaisquer 1 e 1 ¢ {4 a,...,i;,r+laze L, $1, , sempre
que sejam definidos os conjuntos /) e [ .

Com esta forma compacta de representagao, a apli-
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cagao das proposigoes, enunciadas anteriormente, propicia a
busca dos representantes minimais., Esta busca € enunciada na

proposicaoc a seguirp:

PROPOSIGAO 6: Com a notagao usada na proposigao 65,se D @ RM(k),
entao

1
(1) 07 € RM(k+1), para todo l=!,2,.......,r

1 r+l1 ~
{(ii) gr+ ¢ R{k+1) ,{alguns R's de [ poderac estar em
RM{k+1).
Prova: aplicaggo direta das'proposigaes 1 e 2 aos
1
conjunto 0 P R N P AL A N
1
Observa-se que (1) [0} = r

(2) lDr+1|

As proposigoes, a seguir, sugerem possibilidades

= P+l
de cortes no conjunto solugao do PRCM

PROPOSICAQ 7:Para Se R{k),S ¢ RM(k) ++ existe ue S , tal que

e Mg

Je 8={u
onde Ik(j) = I(j)N {1,2,.....,k} ;para todo j& ' e
1(j) = {i/je Fos i=1,2,4....,k} (indices das restricoes

das restricoes que contéem j).

Prova:

{*) como, por hipéfese, S eR(k) mas S § RM(k) ~» existe um sub

conjunto de S que representa F = {Ferz’------st} .Seja S5~{u}

parau £ S, este representante., Como uv€ 8,5 R{k) e 8 - {u} & R{k)
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entao Ik(ulg L__J Ik(j)
Je S—1{u}

(f) como Ek(u)g; “f j Ik (j) , por hipotese, e
J € 5—{u}

S ¢ R{k) + S ~{u} pertence a R{k) e entao S ¢ RM(k), por

definicao de RM(k).

PROPOSICAD .8: Seja V = {si/si e RM(k), 5, N F £ &3

k+l
Seja W = {5, {j} /8, e RM(k); 8, §£ RM{(k+1); j & F e
i i i _ ) k+1
Si U {jleBRM{k+1}} , entao V e W . e uma partiééo de RM({k+1)

Prova:

Pela proposicao 1, se S é v + 8 ¢ RM{k+1l)

Tambem, se S ¢ W, pela definigéo de W = S e RM{ik+1l).

Das definicoes de V e de W, tem-se que V M W = ¢ .Para veri-
ficagao que V e W formam uma particao de BM({k+1l), tem-se que
provar gue para qualguer 5 € RM(k+l) =+ S eV ou S e W .

_Séja S'¢ RM{k+l)} =+ S pode estar em Rm(k) ou em [R{k) — RM(k)!
Se S e RM{k) =+ 58 ¢ V

Se 5 €[R(k) - RM(k)] o+ existe unm subconjunto S' de 8 tal que
S' € RM({k).

Como 8 € RM(k+1) =+ nao existe um subconjunto S' de S tal que
S' & RM(k+1).

Nestas condigaes, pela proposiggo 3, 8 pode ser obtido de 5' a

dicionando, no maximo, um elemento j & F cu seja,

k+l’

| s F =1els -—{(s M F yle g0 pertencente a RM(k) e

k+1E k+1

S' £ RM(k+1) + 8 € W. Isto prova gque V e W formam uma parti.

cao de RM{k+1) .
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PROPOSIGAC 9: Qualguer representante S,tal que

SeW ={5. U U}/Sis RM(k),si ¢ RM(k+1),jeF

a1 © Si-u {31t RM{k+

+1)} conterad um subconjunto préprio de menor cardinalidade gue

estd em V.

Prova:

Para qualgquer S ¢ W ,existe '€ S tal que S' & RM{k+l1) =+ pe-

la prova da proposigao 8 + 8' ¢ V.

PROPOSIGAO 10: Se S e RM(k),S ¢ RM(k+1) e se 5 {jteR(k+1) -
- RM(k+lﬂ ,entaoc existe um ou mais subconjuntos de S {Ulil que

estao em RM{(k+1).

Prova:

Como S e RM(k), pela proposiggo 7,para todo u ¢ 5, existe uma
ou mals das k primeiras linhas da matriz M que 580 representa-—
das exclusivamente por u.

Seja fk(u) = {Ik(u)—[ | } Fk(t)]} ,onde Ik(u) = I(ulnii,
t e 5-{uf

42,3, 0.0,k 1 para todo u e v

Como é ¢ RM(k+1} e siU{jteR(k+1l), por hipotese +j nao & redun-
dante.

Os elementos u/ fk(u) C I (3) podem ser apagados de S pois sho

k
redundantes (Tk{u) é¢ atualizado cada vez que um elemento de S5 €

(6

apagado). Assim obtem-se S'C S, em R{k+1), que em geral nio
{inico pois a ordem de eliminagao dos elementos redundantes e im

portante,.

As proposigoes enunciadas a seguir dizem respeito

as restrigdes do problema e suas @emonstragoes [Etl:]) nao se fa



28

zem necessarias no presente trabalho.

PROPOSIGAO 11: Se D = D, xD xD x.....xD g RM(k), D 4% ¢ e os
: subconjuntos Dt sao subconjuntos disjuntos de v ,para t=1,2,..
..., 3 entao:

J

1

i

jQDka“ + 0

H]

. ] t-1
-Jt _{‘(“]IR{J} - th Jg 3 + ¢ ,para t=2,3,....,r
: 3 eDt s=1

PROPOSICAO 12: I oad, sevennnd e uma partigac de {1,2,3,...,k
Com esta base teodorica, Murty [Mul ] apresenta o
algoritmo cujo esbogo & o seguinte:

Passo 1: Faga k=1 e RM(1l) = {Fl}

Passo 2: Obtenha RM(k+1) a partir de RM(k), utilizando a propo
sicao 8(os representantes nao miniﬁais de Dr+1 serao elimina-
dos,diretamente, pela proposigao 7 ou por investigagéa, sobre
o restante dos RM(k+1), pelo uso das proposicoes B e 9)
Passo 3: Se k = m,PARE
Passo 4: Facga k = k+1
Passo 5: Volte ac passo 2.

Este algoritmo & denominado Algoritmo Indutivo

Cartesiano nao Ordenado (a.i.c.n.o0.),[Etl ] e[Mul ]
2.1.2 - 0 Metodo de Partigao-Limitacao

Essencialmente, o método de Partigao-Limitacao é
um esguema enumerativo para resolver problemas de otimizagao
[Mil].Esse metodo garante a obtengao de uma solugao otima, ca-

g0 exista, para um preoblema de otimizacao discreta.
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Sua utilidade vem do fato de que,em geral, somente
uma parte das solugoces possiveis necessitam ser enumeradas. As
demais saoc eliminadas pela aplicaggo de limitantes gue estabe-
lecem a impossibilidade de tais solugoes serem otimas. Em ge-—
ral, & mantida uma lista de subproblemas a resolver que, inici
almente, contém apenas o problema driginal. Para cada subpro-
blema (problema candidato (PC)) da lista sao aplicadas as roti
nas abaixo:
Limitaggon consiste no estabelecimento de um valor limitan
te da fungao objetivo. Caso eéte valor seja mail
or(para problema de minimizagao) do.que o valor da solugao via
vel ja conhecida , o (PC) & descartado da lista. Casc contra-

rio,executa~se a rotina de partigéo para este {(PC).

Particdo- consiste na partigao do conjunto de solugGes via
veis em subconjuntos gerando novos problemas can

didatos que serao incluidos.na lista.

Para a obtencao do limitante, e comum a relaxagao
do problema candidato, isto e, algumas restrigoes sao relaxa

das podendo ou nao serem incorporadas na fungao cbietivo,
2.1.3 - Relaxagao Lagrangeana

Definicao:

~Diz-se que um problema de minimizacao Pa e uma nelaxag¢go do
problema de minimigacao P ase:
(a) «(Pa] 2 (P!, onde sf.) e o conjunto de solucoes viavedis

do problema (.] .

(biviPal > viPl, onde vi.) e o valoa otimo do problema (.}
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Considere o programa linear inteiro referente ac

PRC ,cuja formulagAo matricial (1.1.1) é:

. T
min z{x) = ¢ .x
suj.  M.x > 1

X e{O,i}n

Suponha qua a matriz M(mxn) seja particionada, se
gundo Suasllinha M; , em duas matrizes Mn(mlxn) e ﬁ(mzxn) , O~
de m,+ m, = m , e que o vetor coluna 1 (mxl) seja igualmente
particionado‘em 1° (mlxi) e 5 (mzxn),respectivamente. Com es-

tas operagoes, o PRC acima pode ser reescrito como:

min z(x) = ¢ .x
[10] suj. M. x 2 30
M. ox b E
x € ﬁ),l}n

. ] 6
Se as restricoes M .x > 1 possuem uma estrutura

especial, define-se a relaxagao Lagrangeana de [10] relativa

. o — “ - ) m
as restricoces M.x 2 3 e a um vetor nao negative » € R 2

y COMOo

w{*) = min [CT.X + AT.(i - M.x)]
]
(x1] : suj. M .x 2 1’
. n
x & {0,11}
ou, wi{r) = min L(x,})
suj. M’ L x > 1o
n
x € 0,11} ,
T — —
para L(x,\) = cT.x + A7 {1 - M.x)

Na pratica, dado A > 0, w(X) nac deve ser dificil

obtengao.
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Definicoes:

-0 vetoa A e chamado vefoa de mudtiplicadones de Lagrange, on

de cada ceooadenada ;L > 0 é o mudtiplicadon de Lagrange as-

s0ciado a i-esima aeét&Lgéo de M.x > 1 cmiz ],

-A funcgdo L(x,)) g chamada funcao de Lagaange adsociada ao

problema [10] .

Técnicas iagrangeanas foram propostas para proble
mas de otimizagao discreta por volta de 1955 quando Loire e Sa
vage sugeriram um metodo simples para resolver problemas de
grogramagaa inteira 0-1, [Shl ] .A meta do uso dessas técnicas
e estabelecer condigges de otimalidade que permitam responder
guando uma solucao X é{O,l}n, 6tima na relaxagéo Lagrangeana
[11] ,Sera otima no problema nao relaxado.

Reescrevendo a fungao de Lagrange como:

L{x,V) = AT.E + (OT - AT.ﬁ).x , o problema [11] fica:
. T - T T =
wi{r) = min 2 .1 + (¢ -2 .M).x
0 0
[12] suj. M .x 2 1
n
x £{0,11}

e, as seguintes condigoes de otimalidade podem ser estabeleci-

#* # * [ *

. Fod Y *
das: o conjunto {x ,X },onde x ¢ {0,1} ; M .x 21 e » > 0,

satisfaz as condigoes suficientes de otimalidade para o progra

ma linear inteiro [10] se:
(i) wi{x ) =2 .42 + (e -2 .Ml.x
{1i) A (F -~ M.x ) =0

(i1i) M.x 2 1
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Mostra-se que se a solugao x¥ satisfaz (i), (ii)
e (iii), para algum A~ ,entao x% & solugao 6tima para [10 ] :
PROPOSICAO 13: Se m*, »¥} satisfaz as condigSes de otimalida-

de para [10], entdo X & solugao otima para [10]

Prova:

n — — ~ 4 - ~ -
Como x € {0,1} e por (iii) M.x > 1 , entao x e solugao via

vel de [10] . Seja x uma outra solugao viavel de [10] . Entao,

por (i}, tem-se:

T T T T

* — . T * - * ¥ -— T * —
w(a™) =2 .1+ {c -x .M).x < ox .1 o+ (¢ - A M).x =
T - - T *
= ¢ .x + » (1 ~ M.x) £ ¢ .x (pois » 2 0 e
= - < s 4 " P - <
(1 - M.x) £ 0 por (iii) e, entiBo [a (1 - M.x) =2 o .
* T n .
Portanto, w{ A } £ ¢ .x , para gualquer x ¢ {0,1} , vidvel,.
* ¥*
Pela condicgB8o0 {(ii) w{ »} = cT.x .

. T _* .z . *
Agssim ¢” .x < el x .para todo x wviavel, ou seja, X

e

[6: R

uma

solucao otima de 10 ].

CORCLARIO 1:(Dualidade Fraca) : Para todo x 2 0; w{d) £ ¢ .x

#* - ™ -
- onde x e solugao otima de [ 10 ].
Prova:

Imediata a partir da proposigao anterior, pois w(x) < ¢ .x ,

para tode x viavel de [10 le, em particular, para x" (btima) .

T _* #
tem-se que wid}) £ ¢ .x = z{x ) .

0 corolario acima mostra que o valor da fungao ob
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jetivo da Lagrangeana [11] & um limitante inferior para o va-
lor da fungdo objetivo de flO] . Assim, a melhor escolha do ve
tor de multiplicadores de Lagrange » > 0 serd aquela gue pro-
dﬁza o maior limitante inferior, ou equivalentemente, qualqguer

A gue seja 6timo do problema dual,[Mi2 ] e [Shi ] :

Max., w{ir)

e

[13] Csuj. A > 0

Usando as condigbes de otimalidade e o coroléario

1, uma outra consequéncia da proposicgdo 13 &€ a seguintes

*®
COROLARIO 2: Se {«x ,1*}satisfaz as condigdes de otimalidade pa

ra [10] ,entéo ¥ e oa solugdo 6tima para o problema dual [13]
Prova:

-3 . +
Come w(r ) = cT.x*, pela proposigio 13 e,wlyr) <« T, . x*= wi{x ),
para todo A 3 0, pelo corcléaric 1, entdo:
wir) £ eT.x*= w(n™), para todo » > O.

*
Portante w(A) < w(2r¥), ou seja, A & uma soluclo étima para

{13] .

A estratégia indicada para a2 aplicacgBo das técni-
cas Lapgrangeanas & a seguinte:

~ - #*
Primeiro, encontrar uma solugao otima A  para [13].
Feito isse, encontrar xTe {0,117 tal gque as condicoes de otima
lidade sejam validas, calculando uma ou mais solucgoes X s{O,ﬁn,
' - =T — :

satisfazendo w(A*) = 2*7.71 + (cf - 2" .M)x .

Esta estratégia n8o fornece garantia de sucesso ,

pois pode ocorrer as seguintes possibilidades;
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(a) pode nZo existir A*(6étimo), para [13] , que dé condigdes de

otimalidade para algum x° {0,117 .

{b) o &timo A*, para [13] ,ndo permite que as condicBes de otima

lidade sejam satisfeitas para qualquer x E{O,l}n .

(c) ol(s) especifico(s}) x¥ (ou x"'s) selecionado(s) pela minimi-
zagdio da Lagrangeana nfo satisfaz {ou satisfazem) as condigdes
de etimalidade, embora algum x¥*, gque seja minimo para a Lagran-

geana, satisfaga.

0 problema dual [13] sera, entfo, tratado como um
problema de otimizag8o ndo diferencidvel, isto &, [13]serd re-
solvido com um algoritmo de busca de uma direg8o de subida, ndo
diferenciédvel, usando o fato que a fungfo w{()} & uma funglo cdn

cava.

PROPOSIGKO 14: A fung¢Bo dual w & uma fungfo cdncava.

Prova:

Sejam A' e A* quaisquer e para ® ¢ [0,1] qualquer, define-se

A= 8.t o+ (1 - 8).ar?

Cw(M) = min [eT.x + AT (T - HM.x)]. Entdo, existe um % tal que
wi{k) = T % + lT.(I - E.%). Pela definicao de w(r!) e w(ar?),
T « T = -
tem-se: wi{x?) £ ¢ .x +2V.(1 - M.x) (I)

- T - =
wir?) <c .x +2%7 (2 - M.x) (II)

Multiplicando a desigualdade {I) por & > 0 e a desigualdade

{11) por (1 - 8) e somando esses produtos, obtem-se:

6wt ) + (1 —0)owhrz) < 0.[ct X o+ a2t (T - M) 4 (1 - 0).
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It
fsa]
o
w2
b
Len
-
k= |
i
=4
M
~—
4
(¢}
w1
-+
b

T . T - - . - .
= ¢ WX + 8. L (F - M.X) + {1 -8), A% (1 - M.X) =
T o T -
= ¢ WX +[8..A0 + (1 -8), 227}1(1 -« M.X) =
T - T

= ¢ X + A ;(i - M.E) = wid )} .

Portanto, 8.w{x!') + (1 8).w(r?) £ w{r) = w[e.A* + (1-8)?%],

- -~
o gue mostra que w e concava,

0 uso de tecnicas Lagrangeanas em otimizacao dis-
creta &, em geral, baseado em duas caracteristicas que sao: a
natureza combinatoria doé algoritmos utilizados pafa 0o proble-
ma [13] e a nao diferenciabilidade de w devido a discretizacao

do conjunto de solugoes,
Fssa ultima caracteristica permite a construcgao
de metodos de busca de uma diregao de subida, usando uma gene-

ralizagao do gradiente.
2.1.4 - Otimizagio com Subgradiefite

Subgradiente @ uma generalizacao da nogao de gra-
diente para se usada no tratamento de problemas de otimizacao

de fungoes nao diferenciaveis [Sal ] .
Defindigao:
~Deline~se subgradienie, da fungao concava W, em um ponio licg

m ,
mo sendo um vetor Y € R ° gque 4datisfaz:
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T - '
w(d) - w{A®) < Y (X°). (A - %), para todo i > 0.
A interpretagao geométrica do subgradiente & a se

gﬁinte: : T
w{r®) + ¥y (A").(x -~ A® ) & a equagdo de um hiper

plano suporte para o gréfico da fungao w, em \' .Assim, se w
e diferenciavel em A" , o uUnico hiperplano suporte para o gra-
fico de w, em A»° , & o hiperplano tangente e Y{(A") =vw(r®) ,
que € o grédiente de w, em 3% , Nesse sentido, o subgradiente
e uma generalizacao do gradiente.

Quandoc o interesse e otimizaggo{ ﬁétodos ugando
gradiente diferem do método com subgradiente, pois a converggg
cia de tais métodos tem como base critérios diferentes, a sa-
ber: no caso gradiente, para uma aproximagao monotonica do vaw
lor de A* ,onde w(k*) assume o valor maximo, ha um crescimen-
to monotonico da fungao w, enquanto que, para este mesmo ‘tipo
de aproximagéo, os metodos subgradientes nao implicam na mona-
tonicidade do crescimento da funcgao objetivo w, podendo ocor-
rer oscilacgao proximo do valor otimo.

Embora aplicavel a uma grande classé de problemas,
6 metodo subgradiente tem sido usado, Principalmente, para en-

contrar solugao de problemas do tipo gue aqui se deseja rescl-

ver:
Max. w(a)
[14] suj. A > O
.z T T, e
onde w{i) = min n[c X o+ A (T - M.x)]
xe{0,0 '

e w & concava {(como visto em 2.1.3 ) e linear por partes sobre
o conjunto {i /% > 0y [FS1] e [HWL ] .

A solugao de [14] fornece o melhor limitante que
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"pode ser encontrado para ¢ problema [10] ,éonsiderandc que o}

P ] -
conjunto de restrigoes M .x 2 1 de [10] dd ao problema uma

estrutura tal gue encontrar a solugao do problema relaxado (11}
nao seja tarefa dificil .
A proposicao seguinte indica uma maneira de encon

trar um subgradiente para w [Mi2 ].

PROPOSICKO 15: Para * 2 0, A e R'* ,
Seja X(A®) = {x & {0,137 /w(x®) = L{x,1°)}, entdo
para tode x ¢ X(A'), tem-se (5 - ﬁ.x) e um subgradiente de w,
em l°..
Prova:

~ T . T - -
Por definigao de w: w(x) < ¢ .x + 2 (2 - M.,x) (1) , para todo
n .
A >0, A e R'2 e xefo,1} .
] . iy Q T Q
Particularmente, para x e X(A%"), w{d?) = ¢ .x + A

Sutraindo (2) de {1}, obtém-se:

wkk) _‘w{x“} < cT.x +XT(§ - ﬁ.x) - cT.x ~KﬁT(§ - ﬁ.x}

-

= (AT - Ag).{i - M.x).

Portanto wi{x) - w(a®) £ (3 - M.x)".(x - »*), ou seja (3 - M.x)

-

e um subgradiente de w, em A7,

Notagao: Denota-se por y(A') = (1 - M.x), x e X{3%), ao vetor

subgradiente de w, em 1%,

' . . T
Seja r(x) = {yl/cT-x Fr = wla)d o=

. s T
= min {cT.x +{Y*n b
X . ;
Isto e, T {x) & o conjunto de todos os vetores y

- ma . L -
pertencentes a R tais que © minimo de L{x,x) e encontrado
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para o indice 1i. A derivada direciconal de w, na direc3o de um
vetor unitario d(qualquer)Ae que fornece a taxa de crescimento
de w ao longo da diregéc d, é ;gual ao comprimento . da menor
cémponente de yi £ F(X) , na direcgio d.

Portanto w'(xr,d) = min {(Yi)T.d/ Yis '{x}} ,onde

w'{x,d) denota a derivada direcional de w, na diregao d.

Definigoes:

~ 1l ) e chamado conjunto dos "gradientes ativos”,em X, [Sai |

- 0 conjunto dos subgradientes de vw,em )\ , e chamado subdife-

renciad de w, em X ,e e denotado poa  swl ] .

Uma generaligagao da Obser#agao feita anteriormen
a e - - )
te pode ser feita e, como conseguencia, obtem-se:

wi(x,d) = min{(vy ) .a/vy € £(N)} ,

i
onde () = 1 v/ y= > 8. Y > o, =1 e © 20} e

iel () i€l (H)
10n) = La/w(d) = ctox + (W)Toa

Sandi, [Sal ] m@stra gue o conjunto dos subgradi-
entes de v, ém A, e igual =ao conjunto das combinagoes convexas
dos "gradientes ativos" de w, em X , isto e aw( A} = T ()

Como w'{a,d) = min{ wﬁ.d/ve aw{ A} } , para um dado
x e d{gualquer), uma condicao necessaria e suficiente para
que o vetor »* seja tal que w( X*) assuma seu valor maximo, &

gque w'{a*,d) <0, ou equivalentemente gue Oc¢ aw( A, [ Hwl § .

Este resultado € obtido da proposicao gque segue:

PROPOSICAOQ 16: Seja w uma fungao concava, A* maximiza w, se e

somente se 0 e swl(A¥).
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Prova:

De fato 0 e w(a*) se e soOmente se w(i) £ w(r*) +.0T(a - ax),
péra todo A € R™M?%

Portanto w{x) < w{a*), ou seja, A maximiza w .

Com esta base teérica, um método de busca de uma

direcao de subida € elaborado no sentido de obter o melhor 1i

mitante, expresso como o maximo de uma fungao descrita como
¢ minimo de um nimero finito de fungdes lineares, [HK1 ] , pa
ra [10] .

Este método e iterativo relativamente ao metodo
de relaxagao para a solugao de sistemas de desigualdades line
ares e, cada iteragao nao necessariamente melhora o valor da
fungao w mas,ao inves, reduz a distancia euclideana ao ponto
;*,'méxiﬁo para w,

Em cada etapa e calculada uma sequéncia de veto-
res {Ak}, de acordo com a seguinte recursao;:

Para inicialiéar, toma-se um vetor A¥arbitrario).

' k+1 K

k
A geguir, calcula-se A = A 4 tk..Y , onde

Y & F(Xk) e {tk} & uma sequéncia de nimeros positivos.

" m
PROPOSIGAQ 17: Bejam Ak e A vetores de R ° tais que w{r)2> w(Ak},
entao:

(v&) T,

(r -~ 3K) 2wy - w(ak) 2.0

Prova:

~ ' T
Seja yk € r(lk) entao w(lk) = cl.x 4 (Tk) .xk (1)
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T . ) ’

Fx o+ rK)Ua > :ninimq{fdr.x + (Yk)T A= wh) (2)
k eI(AX) :

Subtrainde (1) de (2), obtem-se:

wir) - wi k) < T, x 4+ k) )Ta - oTx - (yK)TaK
= (BT 0 - ak) .

Portanto (v*)T.(0 —2K) > w) - w¥) > 0

0 hiperplano, (yk)T.(A - lk) = (0, passando por
gk ¢ tendo Yk como vetor normal, determina um_semimespago fe-

chado contendo todos os pontos A tais que

GFT 00 -2k > wi) - wGK) 2 0, ou seja, w(t) 2 wiK) e,
em cada iteragao A move-se para dentro desse semi-espacgo na
direcao da normal Yk. Em particular, esse semi-espac¢oe incluil
algum ponto A%, maximo péra w.

A escolha dos numeros tkp » 0 gque fazem com que ©

. . - . - +* P
1 esteja o mals prdximo posgsivel de A @&, portanto ,

ponto Ak+
de importéncia fundamental. ¢ valor ideal do passo t, € uma so

lugdio 6tima para o problema:

minimizar MA* - (Ak 4 tk.Yk)ﬂz

Também, & facil verificar que esta solugao oOtima

¢ dada por um t, que verifique fx* - (lk + tk.YkXF = 0 e, isto
ocorre se

gt _or -8 (8]
Ik

Pela proposigéo 17, tem-se que:

(Yk)T.(A* - k) > w(n¥®) - w(2%) , o que implica em:

£, ¥ > win®) u.w(lk)
ey
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Uma aproximagao razoavel para tk* é usar como ta-
mardp do passo t, ¥ - w(1X) ,para & 2 w(r*),
v |

A utilizagao do sobreestimador w, para w(;%), es-
td intimamente ligada & andlise de convergéncia do método pro-

posto. Poljak, [Pol ] mostra que as condigBes:

B

o

T lim t, = O e

= I £, =
kv K k=0 K

sao suficientes para garantir que dado um n¢? arbitrario e > 0,

existe k tal que w(r¥) - w(3:K) < ¢ , onde

r¥ o JA{ = {#/w(ﬂ*} > w{r ) para todo A eR™2, 2 >0} 4

Embora as condigbes acima sejam suficientes, nem
todo tamanho de passo'tk gque as satisfaga & desejdvel em virfg
de da lentid8o com que se‘dé o processo de convergénecia. Para
superar esta dificuldade, Rﬂjak,[?oa ] s pPropde a alternativa

de selecionar, em cada etapa do método, um passo:

tk _ 5k.[w(k*) -~ w(rx¥)

7 ,para ¢, < &, < 2= £ _ ;
v ¥} ] ! k :

e, » 0O ee, > 0, escolhidos de maneira adeguada para gue ¢ in

1

2~ €, Jseja ndo vazio.

tervalo (¢ 2

)

A aplicacg8o desgsa alternativa, no entanto, torna-
se dificil em muitos problemas pelo desconhecimento, é.priori,'
do valor w(rx™).

Poljak em [Po2 1] sugere que wia™) seia substitui-~
do por um sobreestimador # > w(l*) e prova gue a sequéncia ge
rada w(*¥) & tal que w{; k) < %, para tode kX ou w(xk) > W para
algum k e i&g w(;k) = w, com taxa geometrica.

4 proposigaoc que segué indica a redugao da distég

c¢ia euclideana ao ponto X durante a iteragao proposta:
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< 2.[w(f) - w(Ak)] , entao
PRk
k k

| S S N TR TE G S

PROPOSIGAO 18: Se O < €,

Prova:

Por hipotese: t . “Ykliz < 2. 0wx) - w(xkK)]

. k k ' v K k
I - 0%+ gy N2 = L& =% -t vl s
U N R LN L
puiad — k. - - k- -
~ k ~ k.T k kT T
eI B D e e € LU U RS O R
k k.T s kK. T = k
st (b oy (v ) = K = o 205, (TR )
k' ko k
k 2 .“* k 2 k 2 kT " k
- - . - . X - A
ot (e IR = I = A e e T ) v 2(y ) (X 1oz
o k ' ~ k - &
< BX -t s tk[tknyknu 2lw(X). - w(A 1] < 1% - A%
. B ) .
Portanto [[A - Ak+1ﬂ, < x - 2l
Assim se t  estd no intervalo indicado, o novo pon
k+1 ' : - :
to A * . estld mais préximo de X do que estava o ponto A

Iterag8o do tipo aqui citada tinha sido investiga-~
da antericrmente junto com o método de relaxagfo para a solugao'
de um sistema de desigualdades lineares [Agl | e [MS1 ] e, unma
interpretagdo geométrica desta situagdo é-dadé em [HKL ] .

Em virtude da concavidade da funcgfo w, a diferenga
[wipr®) - w(xk)] é maior quando v ¥ estad mais disfante de A*eJ“:
Desta maneira, Bazaraa e Sherali, [BS1 ] prop8em, ao invés da

escolha de um sobreestimador W fixo, uma atualizag8o periddica
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de % de modo gque [W - w(l*)] esteja diretamente relacionada com
kK, .,
hy 1

o intervalo [w(g*) - w(kk) B
' Iy e '

Esta atualizac8o periddica é Teita por:

[

= op.w® + (1 - ak)wp , onde:

w® & fixo'e tal que w® > w(ArT).
wP é o melhor valor presente para a funcg8Bo objetivo w e,

a sequéneia decrescente {ak} tenha as propriedades seguintes:

a, =1 e lim o« = g, > 0 ., Procura-se, nesse processc, €vi-
Koo k

tar que w se torne um subestimador de w(a™)y,

Nesse sehtido, a'sequéncia'{ck} selecionada deve
dar um pesc maior para w® nas etapas iniciais do processo e,
gradualmente, este pesc & transferido para wP a medi&a que wP

aproxima-se de win®y .
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CAPLTULO 3
PROBLEMA DE COBERTURA COM ARESTAS
3.1 - Formulacao Matematica

Definigao:

~Detine-se uma semi-aresta pata um grato G = (¥,A\_JS) como sen

do um eldemento de S € N gque nao foama, com outro no disiinto de

N, uma areata pana o gaafo G.

Seja G = (#,Al_JS} um grafo nac-orientado, onde:
N =4{1,2,....,n}é& um conjunto de nos, A = ((i;j)/i el ,j ¢
A e i+ 31 e um conjunto de arestas (pares nao ordenados de
nés distintos) e S€ N & . um conjunto de semi-arestas.

Seja ¢ =(Cij) um vetor de custos das arestas e

d = {d;} um vetor de custos das semi-arestas.

1

Associa-se a cada aresta (i;3)e A uma variavel Xjj
e a cada semiaresta i€ 5, uma variavel ¥; - Observa-se que Xij
e.xji denotam a mesma variavel.

0 problema de cobertura com arestas consiste em en

contrar_ veitores binarios xc« {O,l}l | e y‘E{Q,i}L 1 gue sejam
solugBo Stima do problema seguinte:

min [ csovxss /(iz5)e A ]+ z[ai.yi/ ie §]

ijr%ij
{15] suJ. by [xij/ (i;i)e Al+ y; 2 1, para todo ic S
i .
b {xij/(i;j) ¢eAd] 21, para todo i ¢ (N-5/
J

Xij e {0,1} , para todo {(i;j) ¢ 4

v, e {0,1} , para todo i & §
i X .

onde _ :§Eﬁ: =3 - :g::h o -
ij = Cij -— liM a di = di -— i.M sa0 08

iefN-§) , ie §

0
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custos relaxados, conforme visto no capitulo anterior.
Considerando que a matriz de restrigoes do proble

ma [15]e totalmente unimodular, pode-se concluir que uma solu

cao otima para esse programa inteiro O-1 & dada por uma solu-

gac Otima basica do seguinte programa linear [Mil ], [Lo1 ]:
min r{c. . .x,  /(i;3)e A} + tla. .y, / ie § ]
ij oig . i _

(16 ] suji E[Xij/(i;j)g A 1+ v, > 1, para todo i€ 3§

;[xij/(i;j)e A 1> 1, para todo ie (N-S)

J

o £ xij < 1 , para todo (i;j)e A

0.2 y, £ 1 , para todo ice S
i

0 problema primal [16] apresenta seu problema du-

al associado, cuja formulagao e:

max £ [v /ie N J+ zlw /(i;5)e A }1+ sfle sie S ]
i ij i

17 ] suj. ﬁi + ﬂj + wij < Eij , para todo (i;jjle 4
T4 8 < d. , para todo i€ S
i i - i

" > 0, para todo ie N
W <0, para todo (i;jle A4

9 < 0, para todo ie §

As condigdes de folgas complementares para o par

de problemas [15] e [ 16 ], sfo as seguintes:

=4
%
——
[RS
§
[}

AR _ - ce S
N z (xij/(l.J)s A ) ' ] 0,para todo it

I

e - § (Xij/{i;j)€ A ﬂ 0, para todo (i;j)efl¥N-5)

w ., (1 - x.. ) =0, para todo (i;j) ¢ A
1] 1]
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ei'(l - yi) =0, para todo it §

S T m w B - .
(Cij - T -7 ij)'xi' = 0, para todo (i;j)e A
(di - - %).yi = 0, para todo i,F S

Definindo o custo relativo da aresta {(i;j) como

sende e, = ¢, . = W, - T, e o custo relativo para a semi-ares
3] iJ i J . -
ta (i) por e, = d_ - T entao para toda solugao 6tima do pro-
: . i
blema de cobertura, tem-se w,. = min{0,e. .} e 08 = minfo,e 1}
ij _ ij i i

Desta forma:

e, <0+ @ =€, . e x_ =1, para todo (i;j)e 44
13 1] 1] 1

e, < 0O =+ 8, = e, e y. =1 , para todoe ic §

i i i i

e.. >0 , u =20 e x .= 0 , para todo {(i;jle 4
1 1) il

e, > 0 + g, = 0 e y, = 0 , para todo ieg §

i i i

-

As variaveis duais w, estao associadas a cada no
i
ie /N , as duais W, & cada aresta {(i;j)e A e as duais ¢, a ca-
i i

da semi-aresta ie 9
3.2 - Conceitos

Antes do algoritmo para cobertura com arestas ser

apresentado, alguns conceitos sao importantes:

Qeﬂ&n&gﬁed:

~Dados 04 vetores x e ¥ ,define-se o conjunio de aresias-sg0lu-
coes e gemi-anesias-so0dugoes como gendo o congunio:

A IS* =i 4le A/ xiér 7yl Jiie § fyi = 1}

~Define-se o congunto AU JS™ =qldizjile A/CLJ gO}U{LES/dL < 0}
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~Dada uma soducao duad viaved de (717] ,define-se o congunto aas
arestas~de-iguaddade e gemi-~aresias de igualdade , come o con-

dunto: (AT _JIS™) =1 (i;4)¢ A‘/eié.: 0t L) {ie S/e; = 0}

Observa~se que o- conjunto A?LMJS* fornece uma c¢co-
bertura de custo minimo ao final do alporitmo.

Dependendce do conjunte onde estao.as arestas-solu-
¢oes e semi-arestas-solugoes uma classificag@o € utilizada para

arestas e nos [MP1 J:

{a) arestas-emparelhadas: correspondem aos elementos de 4 * que

sac unicos para cada no i e que nao estao em 4 .

{b) arestas de cobertura e semi-arestas de cobertura: sac todas

as arestas e semi~arestas de 4*US* que nao estao definidas em
{a).
(glxx“ﬁf"\2h1>o ()20 .
h = 17 — \J
O 22 - FIGURA VII

1 N - "
S 7\ diso ( (i;3) e (h;i) sao ares-

FIGURA V ///>Lfyi=1 tas de cobertura)
(aresta h & nd enparelhado
emparelhada) FIGURA VI i e no tipo 2
{(semi-aresta : j e no tipo 1
de

cobertura)

(c) nos emparelhados: sao nos incidentes com uma aresta empare-

lhada

{a) nos tipo 1: nos incidentes com exatamente uma aresta ou uma

semi-aresta de cobertura



48

{e) nos tipo 2: nos incidentes com duas ou mais arestas ou se-

mi-arestas de cobertura

(f) nos expostos: nos gue apresentam todas as arestas ou semi-

arestas incidentes nao pertencentes ao conjunto A*U S5*

Observa-se, portanto, que se © no i & exposto ,
tem-se § [ 5y / (i;j) e A 1= 0 e v, = O,caso 1 € 5.

Definigoes:

-Caminho Alditernanite e wum cominho constitulido pon edementos de

AUS™ que se adteanam, ao dongo desse caminho, em elemenios

ngo perntencentes a A¥US* e elementos de AMJ 5*,

-

~Caminhos Aumentanites sao caminhos aldternantes que liga um no

exposito a outro no expoafo, ow a-um no Lipo 2 ou a um no Eipo

7o (Neste udéimo cuso v caminho deve fea um numeao impar de a-

nestaal.
Como para todo no i exposto I [Xij /o (3i;3) & Al
J
= Q e y., = 0, caso i £S5, a aresta incidente com a . raiz

By .o Vg
dessa arvore ou caminho alternante nao pertence a A¥JS¥,pois

as arvores sao plantadas om raizes em nos expostos e crescem

pela incorporagac de novas arestas de 4°LJ5 (Lol ].

A manutencgao de arvores alternantes durante o al-
goritmo & realizada pela associagao, para cada nd i da arvore,

de um rotuloc com duas componentes {tipo,predecessor), a saber:

i) se o numero de arestas da arvore alternante, até a sua raisz,
a partir do no & impar ou par, o tipo € interno(-) ou externo

{(+), respectivamente,

ii) ¢ numero da aresta incidente no no gue pertence ao caminho
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do no ate a raiz da arvore alternante é a componente predeces-
sor. |

A utilizagao de arvores alternantes objetiva a de-
términaggo de caminhos aumentantes, afim de que seja possivel a

realizacao de ampliacgdes.
Definicao:

fas4 no caminho aumentante encontaado.

Neste algoritmo cada vez gue uma ampliagéo & efe-
tuada pelc menes um no exposto torna-se nao expoeto. A busca de
caminhos aumentantes e importante e uma cobertura minima & obti
da quando naoc se consegue novos caminhos aumentantes([Gal ][gn1 ].

As raizes das arvores sempre recebem rotulos tipo
externc {(+) e, em todo caﬁinho predecessor, os nos alternam-se
em rotulos tipo externo (+) e interno (-), a partir das raizes.

0 algoritmo considera Pi como sendo o caminho pre-
decessor do no i ate a raiz de sua correspondente arvore alter-

nante.
3.3 - Etapas do Algoritmo
As seguintes operagoes sac realizadas pelo algori-

tmo:

~Plantagaoc da arvore:realizada na inicializacao do algoritmo e

apos cada ampliacao. Consiste na atribui-
gao de rotulo (externo,sem predecessor) = (+,§) para todo no ex

nosto.

~Crescimento da érvore{Rotulagao dos nods):executada quando uma

aresta-de-~igualdade

nao solugﬁo conecta um no externo i com um noé emparelhado j.



50

-Eliminagao das arvores:realizada apos cada ampliacaoc.Todos os

nos em cada arvore alternante perdem

os rotulos.

1)ampliacao dupla- guando existe uma aresta-de-igual

dade nao solucac unindo dois nos

externos 1 e j . A operacgao consiste na troca do papel solucao/

nao solugao das arestas do caminho aumentante Pi\J{(i;j)}k)Pj-

OO (D) o
o, {=Freo(g) {5 preotn) (4, pren(ii) (- pesly) (+&
\“ — 3 .. LY i Vi

[ Wiz Py

fﬁ\ /:? <E> (DEvons)

g () @, 3/ \ /=
—-‘}:ﬁ: \C-',‘g s ) )
{4
FIGURA VIII : (Dupla ampliagsdo)
2) ampliaggo do tipo 1 - guando existe uma aresta-

unindo um né externo i com um
lhado con ‘ﬁj = 0 . v

2a) se a aresta (j;k)e A%~ A4~
papel solﬁggo/néo solucao das

Pi‘J {(i;3),(3:x)1.

~de igualdade nac solugac u-

né do tipo- 1 ou com um no empare-

a operagao consiste na troca do

‘arestas do caminho aumentante

N Gk b= // {ANTES)
J &= '

L

KL:Z {oerPols)

-y

FIGURA IX

(Ampliagac do tipo 1)
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2b) se a aresta (j;k) ¢ 4 o caminho aumentante sobre o qual se

faz a troca e Pi U{i;ihn

@ @ @ @23" 52 @ {AnTEs)

Pi ‘l‘iij\}

O—O———® oo

FIGURA X : (Ampliagao do tipo 1)

2¢c) se j e 557 o caminho aumentante utilizado é PiU{j}U{i;j}

f\ ﬂ ANTES
o -
e M_—I

‘;: [} {3}

FIGURA XI : (Ampliacao do tipo 1)

2d) se j e 5§ , a troca do papel solugao/nao soclugaoc e realiza

da sobre o caminho aumentante PiU{i;j}

’ L°
kLY
o Oy ' :
g h i 3 {anTas)
(;} o N
s ——— ~ .
P {cis i)

{ pePois)

FIGURA XII : (Ampliscgao do %tipo 1)

'3)amp1iagao do tipo 2 - gquando existe uma aresta-
de~igualdade nao solucao

unindo um no externo i com um no j do tipo 2:
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nesta situagao, a troca do papel solugldo/nZ3o solugfio é realiza

[

da sobre o caminho aumentante PiU{(i;j}}.

O—O—0O—0—0

e e
Pz

©)

FIGURA XIII: (Ampliagao ‘do tipo 2)

Durante toda a execugldo do algoritmo um né que se
torna n8io exposto permanece nesta condiglo até o final do algo
ritmo, podendo, no entante, ter sua classificac#o gquanto ao ti
po{( emparelhado, tipo. 1, tipo 2 ) alterada nas etapas do pro-
cess8o.

As seguintes propriedades s#o satisfeitas pelo al
goritmq durante sua execucglo: ~

x. > 0 , para todo i g N
§ -

Lix  /(i;3)e A J+ y, » 1,implica em v, = 0 ,p/cada i ¢ §
3 ij 1 .1

E{x. /(i;3) € 4 ] »1, implica em L 0,p/cada ie (N-5)

Jjoid
X, =1 , implica em e, < O, para todo (i;j) = A4
ij i3 -

yi = 1 , dmplica em ei X O,para todo i ¢ S
x,, = 0 , implica em e,, > 0, para todo (i;j) ¢ A
i3 ig -

yi = ¢ , implica em ei > 0, para todo ieg §

Defindgao:
~Dunante o adgoaltmo, um congjunito de aavores adiennantes e cha

mada uma floresita hungara dempre que a4 condigoed que deguein
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al R 0 ,para cada no indeino (il ¢ W,

bltodo no inteanc {-) & unido -, poa uma anesta emparedhada,

com um no exiteano (+17.

clngo exdiste aresia-de-igualdade unindo um no extezno (+) com

um no exiteanol+! ou sem aotudo.[Mil. ]..

Quando o algoritmo detecta uma floresta hﬁngara .

uma modificagao na solugao dual é realizada.

3.4 - 0 ALGORITMO

0 - INICIALIZAGAO

Atribua 1 =

I - INVESTIGAGAO DA SOLUGAO PRIMAL

1.Apagar rotulos existentes

para
pafa
para
para

para

2. Identificar todos oS nos expostos e para cada um deles

atribuir rotulos (tipo externo,sem predecessor) = (+,0).

Tais nos sao raizes de arvores alternantes.Elaborar uma lista

com esses nos.

3.5e nao existirem nos expostos, termine,

4.5e a lista de nos expostos esta vazia, va para II
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5.85¢ a lista de nos expostos nao esta vazia, retirar o pri
meiro no externc i da lista e examinar cada aresta {i;j)
e cada semi-aresta i, se existir, com custo relativo e, ., = 0 e
. 3 J

custo relativoe ei = 0, respectivamente.

6.5¢ o no j e externo (+), entao existe caminho aumentante
(dupla ampliacao).Modificar a solugao primal e retornar

#o passo 1.

.

7.8¢ o n6 j & interno (-}, examinar a proxima aresta inci-

dente com ¢ no i.

8.5 0 no j & sem rotulo e “j = 0, entao existe caminho au
mentante (ampliacao do-tipb 1). Modificar a éolugéo pri-

mal e repornar_ao passo- 1.

9.5¢ o no j e um no sem rotulo com %3 .> 0 ¢ ou uma aresta
L e : s * »
(J;k)_e uma aresta de cobertura ou j ¢S5 ,entao existe ca
minho aumentante.

Modificar a Soluggo primal e retornar ao passo 1.

10.%¢ uma situacgao distinta daquelas citadas nos passos 6,

7,8 e 9 & detectada, rotular o no j como (interno,predg

cessor(i)) = {(-,pred(i)) e o no k, ligado aoc né j, como (exter
no,predecessor{j)} = {(+,pred(j)). Incluir o nd k na lista para
exame .

Il -~ MUDANGA NA SOLUGAC DUAL

11.Esta etapa e executada quando detecta-se uma floresta
hﬁngara apos a realizagao das etapas anteriores:
Calcular:
8§, = min {,%e*_ /{i;3j) & uma aresta nao solugao unindo dois
. i

noes externosihe
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r

§,= min { e, /{i;j) € uma aresta nao solugao unindo um
, ij
no externo i com um no sem rotulo na componen

te tipo (no j)} .

.= min { ei/ ie 5}

min { Hi/ i e um no interno (-)}

L)
&
b

L4
§ =.min {63,52,63,6“}

Utliliza-se a convengao: min O = o,
ApOs o calculo de & , tem-se: se §+» , o proble-
ma & inviavel e o algoritmo termina, caso contrario, para cada

no i e ¥ , faz-se:

. o+ & ,se o no i e do tipo externo {(+)
i \
. ,se o no i & do tipo sem rotulo ()
T = X ’
i 3
T, -~ & ,8e o ndé i é do tipo interno {(-)
i
-

A seguir, volta-se para o passo 1.
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cAPITULO 4

ALGORITMO PARA RESOLUCAC DO. PROBLEMA DE REPRESENTACAO DE

CONJUNTOS (PRC)

4.1 - Relagao entre o (PRC) e o {(PCA)

. No capituloc 1 apresentou-se a seguinte formulacgao

para o problema de representagao de conjuntos (PRC)

¢ T
min ¢ .z

{18] suj. M.z > .3

ze {0,137 , onde c ¢ RY; z ¢ R e 1 ¢ R".

Na matriz M ., a linha M, indica a incidencia
dos elementos de V= {1,2,....,n } no subconjunto F, da fami-
lia F = {Fa'Fz"""’Fm } engquanto a cecluna 1‘/1’t indica os sub-

conjuntos Fk gue sao representados pelo elemento ¢ eV,

] 0 problema consiste em seiecionar um subgonjunto
5, tal.que:
a) s€ ¥

ISERA Fk + ¢ , para todo k = 1,2,...,n

c) oz c seja minima, onde ¢, = custo de inclusao do ele
tes” t E : .
mento te¥ em S .

Este problema e um caso muito especial de Progra-
ma Linear Inteiro 0-1, pois M e uma matriz binaria (mkt 10,11
para (k,%t) e{1,2,...,m} Xx {1,2,....,n} e ¢ lado direitc das
desigualdades lineares é um vetor de 1's ( ﬁkzl, para k=1,.,m).

Murty {Mull] desenvolve um algoritmo, para este
tipo de probléma, ugando apenas eperagaes com conjuntos (uniao,
intersecac e diferenca). Encontra-se, dessa forma, todas as so
lugoes do problema de combinatéoria gue busca a determinacao de

todos 0s representantes de cardinalidade minima para F(PRCM).
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No capitulo_z, um algoritmo indutivo sobre & car-
dinalidade de F (|F| = m) é resultado de Etcheberry [Et1 ] . De
termina-se todos os representantes minimais RM(l),‘consideranm
do apenas a primeira restrigao como F, isto &, F = {Fi}. Segug
se, a partir dessas solucoes, os representantes minimais RM{2),
RM(3),....,RM{m}.

RM(k+1) e sempre obtido de RM(k) pela inclusao do
vinculo (kil) na formagao do nove PRC.

No capitulo 2 tambeéem, fez-se uma afirmacgao qgue ,
sob certas condigoes, o conjuntoc de restrigoes Mo.x'i 10 apre-
senta uma estrutura especial que torna o problema relaxado[ll]
passivel de ser resclvido de forma eficiente.

Murty e Perin{MP1 ]mostram que se a matriz M apre
senta em cada coluna exatamente dois elementos diferentes de
Zero, entao o problema rslaxado [11] étunproblema de cobertura
com arestas, de custo minimo, num grafo., Negte caso M’ e a ma-
triz de incidencia (n& x aresta) de um grafo nao orientado. Es
ta situacao permite utilizar a propriedade de unimodylaridade
total da matriz M' e, consequentemente conseguir solugoes bési
cas inteiras. para o programa linear obtido do programa linear
inteiro do (PRC) pela relaxacac das restrigdes de integrabili-~

dade do problema [11][Mi1 Je [Lo1 1 .
4,2 ~ O ALGORITMO

Desenvolveu-se neste trabalho um algoritmo do ti-
po Partigao—Limitagao ("Branch and Bound") na resolugao do PRC
associado ao metodo de relaxagao Lagrangeana [Shl ], [Gel ] e
[Et1 ]»

O métodp consiste numa enumeracao parcial das so-

lugoes viaveis e do corte das solugbes nao-otimas pela utiliza
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gao de valores gue limitam inferiormente o valor da fungao ob
jetivo, conforme visto no capi%ulo 2.

Utilizou—se durante todo o al'goritmo~ dois produ~
tos cartesianos nao ordenados (p.c.n.o.), como definido anteri
ormente, |

Observa-se que as caracteristigas: de qualquer
problema candidato (PC) sao:
l.dois (p.c:n.os.): D e E

2.um conjunto de restricoes nao incluidas nestes produtos:

I = {indices das restrigSes nao incluidas}

Em termos das desigualdades M.z > 1 do problema,

tal caracterizacao indica uma partigao nesse conjunto de res-
- ¢ 0 -
trigoes como M .z >1 e M.z

Iv

J wvista no capitulo 2.

]

As restrigoes. M°.z > f correspondem aos vincu-

log F. cujos elementos participam da formacao dos produtos car

tesiancs nao ordenados, enquanto as restricoes M.z 2 1 corres-

podem as restrigoes F, que ainda nao participam da formagao

k
dos produ%os cartesiénos nao ordenados (D ou E) e chamadas de

restrigoes nao incluidas: ke I.

Desta forma, considerando um problema candidato

{PC) cuja sclugao viavel represente F = {F Fz,..,.,Fkl tem-se

‘1
a seguinte formulagao:

. n
min 5 Ct.%Zy

{19] suj poz, 21 3 1=1,2,....,r

ot
v
o
4
=
n
o

Iv
H
=
5]
o]
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Z e {0,1}

t
4.2.1 -~ Estrategia de Limitacgao

A estrategia de limitaggo apresentada corresponde
ao método de Pelaxagéo Lagrangeana vista no capitulo 2. Rela-
xam-se as restrigaes nac incluidas ke 1I. Agsim, ¢ . problema
candidato relaxado oriundo do problema c¢andidato [19 ], apre-~

senta a formulagao seguinte:

in (1 )
min ¥ pt.zﬁ + I 2 - z xt
t=1 k el t ep
2 i L > 1 ; $=1,2,....,r
[ O ] su) _'tEDizt z s & 1<y 1

te E
Zt e{0,1}
Ou,
n
min I i + I (ct - b3 mkﬁ,lk).zt
ke I t=1 ke I
[21] suj. th £ > 1 i=1,2,.....,r
i
‘tEEZt z- 1 ' j=1,2,--.. B
‘ J
zt e{0,1}
onde m = 41, se te F
Kt ; " Tk
O,caso contrario
o ' - 2 omy e » O cus
Iﬂent1f1cando como Cy om Cp - Ke T kt"%k

to relaxado de inclusfo do elemento te¥ na restricao Fk’ tem-
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-se: L X + min ¢ .z
suj. X Z, 2 1; i=1,2,..... , B
[ 22] tep
E z. 2 1; 3:1,2,.,...,s
te k. '
3
=z ¢ {0,1}
E

As solucoes dos problemas candidatos sao obtidas
pelo algoritmo de cobertura com arestas, com custo minimo, num
grafo bipartido descrito no capitulé anterior.

Para que o problema adguira uma estrutura de pro-

blema de cobertura citada, faz-se a seguinte identificacao:

r : 8 &
{a) se £ e [ Ef{Di) r-jl %:{Ej }I, entao t € uma aresta.

n

r .
(b) se ' te 5 =[ (|} jDi) A ( L“JEJ )], entdo t é uma semi-aresta
i=1 F=1

Com tal identificag%o feita para cada problema can

didate, associa-se a variavel Xi* para a ocorrencia de arestas
J

e g variavel yi para a ocorrencia de semi-arestas., Dessa forma

a formulacao do problema passa a ser dada por:

Ay + min Ele. .x, ./ (i35)e A1 + & [a, .y /ie 5]
kEI k [ ig "1 J i

[23] Suj. E‘}Exlj/(l;J)E :4 ] . yi _Z‘ 1 ’.para ie S
%[Xij{(i;j)é Aj 21, para i e ¥ - §
"(xij,yi-} e._{Ol,ll} x {0,121}

onde A = {(i;j) tal qgue existe te D, VE !
, . J
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‘ Observe que cada variavel xij ou y; de [23] corres=
ponde a uma unica variavel z, em [22] e gue cada variavel Zy
corresponde a, no'méximo, uma variavel Xij

Associando aos fatores Di e Ej dos produtos carte-

ou ;.

sianos nao ordenados D e.E, respectivamente, nos do grafo, ob-
serva-se que o problema [23]descrito & identico ao problema de
cobertura para o grafo bipartido [15 ] do capitulo anterior.

‘A caracteristica bipartida do grafo e resultante da
propriedade disjun@éo mutua dos fatores Di,para i=1,2,...,r no
p.¢c.n.c, D. A mesma prépriedade vale para o p.c.n.o. E,

' Conforme, ja visto no qapitulo 2, para gqualquer ve-~

|1

tor de multiplicadores , nao negativos, de Lagrange Aec¢R s B8
sqciado 4s restrigfes ndo incluidas, ¢ valor da fungZo chjeti-
vo para o problema candidato relaxado [20} ¢ um limitante infe
rior para o vaior da funcio objetivo do referido problema.

Obtém~se bons multiplicadores de Lagrange, realizan
do—ée o algoritmo de otimizagio subgradiente, conforne visto
no capitulo 2,

Apds esta etapa, mantém-se como multiplicadores de
Lagrange iniciais nos problemas candidatoeos,ocbtidos a partir de

um determinado (PC), aqueles que estio assoclados a melhor 80

lugdio vidvel do (PC).
4,2,2 - Estratégia de Particio

Considere como exemplo um problema de RepresentacHo

de Conjuntos (PRC) com o seguinte conjunto de restrigBes:

> 1
X 4+ X —
Z 3
>
x + + X+ X = 1
1 5
X+ % + X 2 1
1 2
N
X Kl
A 1
x + X Z 1
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0 algoritmo inicializa-se com R{2) pois sao ﬁtili
zadas as duas primeiras restrigBES na formagao dos p.c.n.,os. As-
sim{ define~se D = D1= F, (12 restricao) e E = El = F2 (2% res.
trigao). Segue~se uma representagao compacta da geragéo dos subm

problemas realizada pelo algoritmo para este exemplo e na ordem

desta geragéo:
PCl: 3(2,3)(1,4,5)

PC2: 4(2)(1,4,5) PC3: 4(3:;1,4)(1,4,5)

PC4: 5(3;1,4)(4) PC5: 5{(3;1,4){1,5;¢)

PC6: 6(3;1,4)(4) . PC7: 6(;0)(4;0) PC8: 6(0;1,4;5)(4)

4 _
PC9: B(2)(4). PC10: 5(2)(1,5;¢)

PC11: 6()(4) PC1l2: 6(2:3,5)(4)

Nesta representag§0 o primeifo numero corresponde
a restrigao Fk+l (proxima a entrar na formacgao dos(p.c.n.os.) .
No primeiro entre parenteses esta o produto cartesiano nao orde-
nado D com seus Fatores separados por (;) e no segundo entre péa-—
renteses esta o {(p.c.n.o.) E com ideéntica representaggo.

A presenca de fator ¢ indica inviabilidade do sub
problema gerado a partir do problema candidato. Cada (p.c.n.o. )
gerado nesge processo da origem a um novo problema candidato.

A geragao desses novos produtos cartesianos naoc
ordenados segue a seguinte regra de partigao:

1. se {k+1) e impar particiona-se o p.c.n.o. DC R(k)

2. se {k+1) e par particiona-se o ﬁ.c.n.o. E € R(k) .



63

Em cada caso citado o produto cartesiano nao orde
nado gue nao & utilizado na etapa de partigao permanece inalte
rado, isto €, nos subproblemas gerados um dos (p.¢.n.os.) e o

mesmo do problema candidato gerador.
4.2.3 - Execugao

Cada subproblema gerado e realizado e nao necessa
riamente resolvido, ou seja, e estudado com o cbjetivo de ob-
tengao de una solugdao otima mas, com frequencia, apenas sao de
terminadas algumas solugSEShcujos valores rélaxados fornecem
limitantes inferiores para o valor da solquo otima do subpro-
blema. Nestes casos, escolhe-se,dentre estas, aquela com o ma-
ior valor relaxado que e denominada melhor solugao do subpro-
blema,

Dado um subproblema,a resolugao deste pode ser
classificada como:
ilviavel ou nao para o problema original.
ii}viavel ou nao para o subproblema em guestao.
iii)viavel ou nao para o subproblema relaxado.

Todas as solugoes encontradas no algoritmo sao 50
1ug5€svviéveis para o subproblema relaxado. Em caso do subpro-
blema relaxado (cobertura minima) ser inviavel, nenhuma solu-
950 e obtida. ,

Dada uma solugaoc z, o valor desta solugao e dada

por obji = cl.z e o valor relaxado e objr = cT.z + Aﬁ(é - ﬁ.z).
Pode-ge afirmar que objr <cbj , como conséqugncia do corolario
1 (capitulo 2).

Para cada solucao obtida e determinade um subgra-
diente associado que indica uma direcgao de melhoria da solugao.

Um subgradiente nulo indica que a solugao obtida € uma solugao
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otima para o subproblema e uma solugao viavel ﬁara o problenma
‘original.

O0s testes adotados para a éplicagao das rotinas
de‘partigao, de corte e de atualizacao do incumbente ( melhor
solucao viavel para o subproblema) foram implementados com a

seguinte sequencia, apos a realizagac de um subproblema:
i} subproblema relaxado & inviavel - cortar subproblema.

ii) melhor valor relaxado e maior do gue © valor do incumben

te - cortar subproblema.

iii} melhor solugac com subgradiente nuleo - atualizar incum-

bente e cortar subproblema,

iv}) melhor soluggo ¢ viavel para o problema original - atua-

lizar incumbente e particionar subproblema.

v) melhor soluggo & inviavel para o problema original - par

ticionar subproblema,

A prioridade na escolha dos subproblemas da lis-
ta utilizada € LIFO, que seleciona o ultimo subproblema gera-
do. Tal armazenamento & eficiente e apresenta um menor nume-
ro de subproblemas candidatos na lista alcanganéo, dessa ma-

neira, solugoes viaveis mais rapidamente.
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CAPITULO 5

RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Foi implementado o metodo de Particao-Limitacao
("Branch and Bound") para resolver o Problema‘de Representacao
de Conjuntoé. Ao método citado esta associado o metodo de rela
xagéGVLagrangeana e otimizagao com subgradienﬁe.

A implementagao fol realizada utilizando-se a lin
guagem FORTRAN 77 e os resultados que seguem foram cobtidos no
microcomputador MICROTEC PCXT2002-Master, tendo na sua configu-
ragéo 2 drives de 5.1/4%" e Winchester de 40Mb, do Laboratorio
de Matematica Aplicada da UNICAMP.

0 metodo utiliza:

(i) estratégia de limitagao — ¢corresponde ao metodo de relaxa-
¢ao Lagrangeana e as solugoes do
subproblema sao obtidas pelo algoritmo de cobertura com ares-

tas aprsentado no capitulc 3,
(ii) estratégia de partic¢ao - apresentada no capitulo 4,
{(iii) disciplina:LIFO.

U0s problemas testados foram gerados aleatoriamen-
te a partir das seguintes constantes para cada problema:

nl numeroc de linhas da matriz

#

ne = numero de colunas da matriz

csto inf. = extremo inferior do intervalo de variaggo dos cus-—
tos de cada coluna.

csto sup. = extremo superior do intervalo de variacao dos cus-
tos de cada coluna

. dens. = densidade da matriz = (n? de 1's)/{(nl.nc)
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Nas tabelas gue seguem foi adotada a seguinte nota

cao:

1li = nﬁmero da linha da matriz

tl = total de elementos nap zero na linha 1i

{cj/ m(li,cj} = 1) & um vetor de numeros, cujas componentes cor

respondem as colunas cj com elementos naoc ze

ro na posigao {(1i,cj).

PR = nimero do problema

T = tipo de execugao implementada

N = nﬁmero da execugao

maior = numerc de iteragoes realizadas para o primeiro subproble
ma, considerando a 1% restricaoc como o (p.c.n.o.):D e

a 22 restricao como o {(p.c.n.o.) : E.

menor = numero de iteracoes para os demais subproblemas.

napo = numero maximo de iteragaes realizadas com o mesmo fator

alfa do passo da otimizacgao subgradiente sem ocorrer me-
lhoria no valor do limitante inferior para o primeiro subproble

ma, Apos esse numero de iteragoces, o valor de alfa e dividido

por 2.

nasp = numero correspondente aoc napo e associado aos demais sub
problemas.

custo - varia no intervalo [csto inf.,csto sup.) , pecdendo assu
-mir Qalor real ou inteiro

tempo de exec. = tempo de execugao medido em segundos ate:

1l.subp. « encontrar =a solugao do 12 subproblema.

l.viav., - encontrar a 12 sélugéo viavel para o problema origi-

nal.

otimo ~ encontrar a solugao otima do problema original.

final - encontrar o término da execugao.

n.subp. = numerc de subproblemas‘(?Cs) na lista (médio e maximo)

n.part.D= numero de partigSes tipe D na lista (minimo, meédio e

maximo)
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n.part.E = numerc de particoes tipo E na lista (minimo,médio e ma

ximo).

tamanho da lista (tamnho médio e maximo).

nct
ncd

nchb

neb

nc?

npt

npl

np3

np4

n,res.

n.ng

1.subp./sol.ot.

l.viav/sol.ot.

il

¢

numero de subproblemas cortados.

cortados pela inviabilidade do subproblema relaxado.
cortados por subgradiente.nulo e nao atualizagdo do incumben
te.

cortadqs por subgradiente nulo e incﬁmbenté atualizado.
cortados peleoc fato do melhor valor relaxado ser maior do que
o valor do incumbente,.

numero de subproblemas particionados.

particionados em virtude da melhor solugéﬁ ser viavel para o
problema original e incumbente atualizado.

particionados em virtude da melhor solugﬁo ser viavel para o

problema original e nao atualizagéo do incumbente.

D

prticionados pelo fato que a melhor solugao do subproblema

inviavel para o problema original.

particionados pelo fato do passo assurir valor zero.

= numeroc total de subproblemas resolvidos.

z,nﬁmero de subproblemas que apresentaram fator vazio na es
trategia de partigao.

qualidade da solucgao do l®subproblema com rela-

i

¢ao a solucao otima obtida.

i

qualidade da 12 soiugao‘viével com relagao a so-

lugao otima obtida.

-

l.subp. = numero de subproblemas examinados ate solugao l1%2subp.
1.viav. = numero de subproblemas examinados ate 12 solugao viavel.
otimo = numeroc de subproblemas examinados ate solugao otima,
total = numero de subproblemas examinados até final da execugéo.
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dos dados de entrada: maior;menor,napo e nasp.
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0 namero da execugao (N) varia com as mudangas

Observando os resultados apresentados para as e

_xebugSes do tipo A realizadas, verifica-se:

PR N (% sol.otima/ 4 subp. ) (%_sol.obima/y viav. )  no de sol.viaveis
1 1 7,59% 23,79% 9
Sz " 77,80% 3
3 . H 1 1t
4 if 1t "
5 1 1" t
2 1 2,54% 100, 00% 1
2 " 4,00% 3
3 1 1 7
4 L H 7
5 .13 n 1]
3 1 9,23% 39,31% 4
2 " 35,99% "
3 " " 5
4 " 34,66% 6
5 " 22,81% 7
4 1 46,38% 70,90% 2
2 " 89,17% 3
3 it 1 "
4 " L] 1
5 " " 2
48 1 46,57% 71,29% 2
2 " 89,30% 3
3 " u 1%
4 1 1% L
5 " " o
5 8,20% 32,20% 7
" 73,33% 6
" 47,00% 7

;bW N

t

n
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PR N (% sol.okivaa/ 1.subp. )} {% sol.otima/ {.viav, ) n? de sol.viaveis
7 1 8,34% - 32,60% 7
2 " 73,33% 6
3 " 47,68% 7
4 11 "t i
5 H " "
6 1 20,00% 100,00% 1
2 " 80,00% 2
3 " 66,67% 3
4 1 " "
5 1" ll_ it
7 1 2,70% 60, 00% 4
- L 35,87% 5
3 1] 1t tr
4 L1 H H
5 " !l 6
8 1 2,18% 67,47% 3
2 " 156,07% 4
5 n " 8
9 1 41,58% 77 ,58% 5
2 ] " ’ f
3 " B0,12% "
4‘ 11 i n
5 " 72,16% 6
10 1 37,07% 57,36% - 1
2 " 100,00% 1
3 " " "
4 " " "
5 ) " " "
i1 1 15,60% 42 ,22% 20
2 " 50,92% 15
3 " " 14
4 " 48,78% 6
12 0,45% 39,80% 5
" 1,42% 8
1 " 32

[ 1T S O IR AN T
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As execucoes de numero 1 ndo utilizam o método de
btimizaggo subgradiente, pols nesses casos os dados de entrada
sa0 (maior,menor,napo,ﬁasp) = {0,0,0,0) .

Uma reducgao do numero de problemas examinados e
observada quando as execugoes realizadas apresentam como dados
de entrada, em geral, (maior,menor,napo,nasp) = (60,10,5,2) ou
(100,80,6,3). Essa reducho e vista comparativémente com aque-
las execugoes de numero 1.

Observa-se, também, em todos os problemas analisa
dos que o tempo gasto para a obtencao da 12 solugao viavel ¢ me
nor guando N = Z(PROBLEMAS:1,2,3,4,4A,5,5A,6,§,8,10,11 e 12),N=3
(PROBLEMAS: 1,2,6,7,10, e 12), N = 4 (PROBLEMAS: 1,2,7,10 e 12),
N = 5 (PROBLEMAS: 1,2,6,7,8,10 e 12).

0 tempo gasto para a obtengao da solugﬁo otima e
menor quando N = 2(PROBLEMAS:1,2,3,4,4A,8), N = 3(PROBLEMAS:7 e
10). |

0 valor da solugao do lﬂsubbroblema e dado pela
soma dos custos das colunas e esta associado a uma solucgaoc onde
todos os elementos {representados pelas colunas) estao presen-—
teé.

A seguir é apresentado um grafico do Valor da solu

cao (obj.) e do valor relaxado (objr.) em funcao do niumero de ite-
ragges (1), para o problema 12, execugéo tipo A e numero da execu-

gao N = 3.
O0s resultados apresentados neo gréfico referem-se

aos dados de entrada (maiocr = 100 e napo = 4) e correspondem as i-
‘teragoes efetuadas para o 12 subproblema examinado na resolugao do
problema 12,

As solugaes viaveis obtidas para o problema 12 nes
. tas iteragSes encontram—-se representadas por um circulo em torno

do valor de obji{(®).
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A seguir sao apresentados élguns.resultadas obti-
dos da execugao tipo B que, ao contrario da execucgao tipo A,
realiza uma atualizagdo periédica‘do sobreestimador utilizado
no calculo do passo {(vide capitule 2),.

Nesse caso, o sobreestimador é‘obtido fazendo uma
combinacao convexa ( Bﬁobjo + & gobjr) , onde 8 & igual ao er-
ro relativo cometido no calculo do vetor de muitiplicadores de

Lagrange para cada iteragéo realizada pelo algoritmo.

Dessa forma , W - 2 3 e (08B £ 1)
Al
§ = (1 - 8 ) e entac (O <8 £ 1), Considerando obji como

sendo a melhor solugéo presente e objr como a solugdc obtida
para o subproblema (problema relaxade), observa-se gue se obir
e maior que obji,entgo Ai = A e decorre B = 0 e § = 1 e todo o
peso no calculo do sobreestimador recai sobre objr.

Por outro ;ado,lse objr €& menor ou igual gue obji
tem-se gue gi + A e entao o maior pesc né combinagéo convexa
que forneée o valor do sobreestimador sera de obj0 ou de objr,
dependendo de Ai estar distante ou nao de A ,respectivamente.

| Procurou~-se, nesse tipo de execucgao, evitar que o
resultado da combinacao convexa fosse Qm subegtimador para a
funcao w(a¥).

0 valor obj0 utilizado nesse processo ¢ dado pela
soma dos custos de todos os elementos representados pelas colu

nas da matriz do problema.
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As execucoes do tipo B nao apresentam vantagens se o -
numero de_iteragaes dos subproblemas gerados a partir do primei
ro e pequeno {por exemplo: menor = 1,2,3 ou B) .

Todavia, para valores maiores (menor = 10,15 ou 20 )
uma grande redugac no tempo de execugioc é observada, se compara
da com & execugéo tipo A e com os mesmos dados de entradsa,

No. caso das execugaes do tipo B, também permanece vé

lida a obsérvacgao feita no sentido da reducao do numero de su-

problemas examinados.
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