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INTRODUÇAO 

Um dos problemas básicos da teoria dos grupos de tranfor 

rnaçoes consiste em achar condiçÕes que garantam que o COUJU~ 

to F(8,G,X) dos pontos fixos de uma açao 8 de um grupo G so-

bre um espaço de Hausdorff X herda propriedades topolÕgicas 

de X. Suponhamos, por exemplo, que G ê o grupo ortogonal O(m), 

X e a esfera unitâria Sn em mn+l (lSm.Sn+l), e que a açao 

8 de O(m) n -sobre S e ortogonal, isto ê, dada por transforma-

çoes lineares ortogonais. Então ê fácil mostrar que F(B,G,X) 

ê uma esfera Sr, onde -1 < r < n e s- 1 indica o conjunto 

vazio. Neste exemplo vemos que o subconjunto F(8,G,X) de X 

herda uma propriedade topolÕgica de X. 

Como F(B,G,X) ~ uma ''funçio'' de tr~s ''variâveis'', e ra-

zoâvel começar por analisar o problema fixando duas delas e 

tomando como X um espaço ''simples'' e como G um grupo ''conheci 

do''. Se consideramos, por exemplo, o caso em que X e G sio co 

mo acima, surge imediatamente a seguinte pergunta: Seri que o 

conjunto dos pontos fixos de qualquer açao de O(m) sobre 

e uma esfera? 

Esta pergunta tem toda a aparencia de ser extremamente 

natural, mas apesar disso (ou, talvez, precisamente por isso) 

ela ficou sem resposta por muito tempo. Um dos primeiros re-

soltados a respeito dela foi o c~lebre teorema que P.A. Smith 

obteve por volta de 1939, e que, na esscnc~a, pode ser descri 

to ass~m. A esfera usual Sn ~ substituída por uma n-esfera de 

homologia mod p, isto ê, por um espaço topolÓgico X que pos-

sui os mesmos grupos de homologia que Sn com coeficientes em 
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Zp = Z/pZ, onde p ~ um numero primo; e em lugar de agir sobre 

X com um grupo ortogonal, se opera com um p-grupo G, _onde p ê 

o mesmo primo que ac~ma. Smith demonstrou que, sob estas hip~ 

teses, F(8,G,X) e então uma r-esfera de homologia mod p, onde 

1 S-1 - < r < n e indica como antes o conjunto vazio. Em ou-

tras palavras, sob as condiçÕes mencionadas o subconjunto 

F(B,G,X) de X herda uma propriedade topol6gica de X. 

Por volta de 1965, G.E. Bredon exibiu um exemplo que mo~ 

trou a necessidade da utilização da homologia com coeficien-

tes em Z na hipótese e na tese do teorema de Smith acima des 
p 

crito. Na sua forma mais simples, o exemplo de Bredon consis-

te em exibir uma involuçio (ou seja, uma açao 8 do grupo z2 ) 

sobre uma variedade diferenciável X, difeomorfa a esfera usual 

s 5 , tal que F(B,z 2 ,x) e um espaço lenticular L de dimensão 3. 

Como z
2 

~ isomorfo ao grupo ortogonal 0(1) e L nio ~ homeomor 

fo a uma esfera, o exemplo de Bredon fornece uma resposta ne-

gativa i pergunta que formulamos acima. 

Mais geralmente, Bredon constrói variedades diferencii-

veis I 4m+l, homeomorfas ã esfera usual e açoes 9 do 

grupo ortogonal 0(2m+l) b 
~4m+l 

so re L tais que o subconjunto 

F(9,0(2m+1), <4m+l - -de L nao e homeomorfo a nenhuma esfe-

ra. Em outras palavras, estas açoes nao sao ''equivalentes'' a 

nenhuma açio ortogonal do grupo 0(2m+l) ou, dito 

de outra forma, um grupo compacto tio ''usual'' como o grupo o~ 

togonal pode agir sobre dois espaços indistingufveis (desde o 

ponto de vista da Topologia Geral) de maneiras essencialmente 

diferentes. As construçoes de aç~es ''ex~ticas'' devidas aBre-



-v-

don, Brieskorn, Hirzebruch, Mayer e outros (para as re:'ferên-

cias ver o livro de Bredon, p. 54), são de muito interesse p~r 

que elas fornecem importantes esclarecimentos sobre a comple

xidade das aç~es de grupo~ compactos sobre variedades. 

Resumindo, podemos dizer que o nosso tema principal ê a 

determinação de limites para o campo de validade do teorema 

de pontos fixos de Smi th para açÕes sobre esferas. Pareceu-nos 

que o .tema, alêm da sua importincia especffica na teoria dos 

grupos de transformaçÕes, poderia ser de muito interesse a 

alunos que desejem iniciar-se nesse ou em outros ramos da to-

pología algébrica e, talvez, a pessoas ativas em algum campo 

da geometria ou da topologia. A apresentação feita por Bredon 

do seu exemplo no seu artigo original e no seu livro ~. contu 

do, muito concisa, o que dificulta a difusio desses importan

tes resultados fora de círculos altamente especializados No 

seu livro, Bredon simplificou alguns detalhes, mas como seu 

principal objetivo ali era o de prevenir o leitor das dificul 

dades que surgem no estudo dos grupos de transformaçÕes, e não 

o de fazer urna anilise detalhada do seu exemplo, ele se limi-

tou a indicar, em pouco ma1s de tr~s p~ginas, os passos 

importantes da construçao. 

mais 

O objetivo desta tese e, entao, apresentar os resultados 

de Bredon mencionados acima de um modo que esperamos seja con 

siderado acessfvel pelos leitores. Como o nosso 

produzir um texto que pudesse ser lido sem muitas 

desejo foi 

dlficulda-

des por pessoas que se iniciam no estudo da topologia algêbri 

ca, optamos pela inclusão de muitos detalhes nas construçoes. 
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A organ1zaçao do trabalho responde tarnb~m a esse desejo•. As-

sim, na parte inicial do primeiro capitulo fazemos um resumo 

de alguns conceitos sobre grupos de transformaç~es e colagens 

equivariantes de espaços topol6gicos. Ali tamb~m introduzimos 

vZn-1 
as variedades L mencionadas antes, e que nos chamamos de 

''esferas de Bredon'' neste trabalho. Estes espaços sio obtidos 

por colagem equivariante de dois toros sÓlidos atrav~s de um 

homeomorfismo que ''deforma'' e identifica os bordos. No segun-

do caprtulo estudamos o grau homológico e o grau difi:erenciâ-

vel de uma aplicaç~o, e o automorfismo induzido em homologia 

pelo homeomorfismo de colagem. A sequência de Mayer-Vietoris 

ê utilizada no terceiro caprtulo para calcular a homologia 

singular sobre os inteiros das esferas de Bredon. Finalmente, 

o quarto capÍtulo contêm uma expot:açao ma1s detalhada do. exem 

plo, dado por Bredon, de uma involução exótica sobre a esfera 

s 5. 

Quero externar aqui meus agradecimentos ao Prof. Dr. Hu-

go H. Torriani pela proposiçao do trabalho e pela orientação. 

Registro, ainda, meu reconhecimento ao Prof. Dr. Francesco 

Mercuri pelas valiosas indicnç;es recebidas durante a Última 

fase da preparaçao do manuscrito; ao Prof. Dr. Antonio Conde 

e ao Prof. Michaol Bix por diversas consultas a respeito des-

te trabalho; e ao Prof. Dr. Wolf Iberkleid por ter me enviado 

um exemplar da sua tese de mostrado, que foi necess~rio utili 

zar aqui. Agradeço tamb~m aos meus colegas Sueli Irene Rodri-

gues Costa e Josê Luiz Boldrini pelas sugestoes recebidas. 
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1.1 - ALGUNS CONCEITOS SOBRE GRUPOS DE TRANSFORMAÇDES 

Referincia: Bredon, pp. 32,44. 

(1 .1 .1) Definição. Bejam G um grupo topoi6gico e X um 

espaço de Ha.usdorff. Dizemos que o grupo G age sObre X como gru 

po ~ transformaçÕes se existe uma aplicação contÍnua e: GxX+X 

satisfazendo as seguintes condiçÕes: 

(i) 6(g,8(h,x)) "' 8(gh,x), para todo g,h € G e to-

do x € X. 

(ii) 6(e,x) = x, para todo x 8 X, onde e e a identi 

dade de G, 

A aplicação 8 - -e chamada uma açao de G sobre X • O espaço X JU.!!. 

to com a açao 8 ~chamado um G-cspaço (~esquerda). 

(1.1.2) Exemplos. 

(i) Seja G • 50(2) o grupo das matrizes reais or-

togonais de ordem 2 com determinante igual a 1, agindo sobre 

R
2 

da maneira usual, isto e, atravês das rotaçÕes do plano eu 

clidiano sobre a origem. 

(i i) Seja {:!::1} (com a topologia discreta) o grupo 

multiplicativo de dois elementos , Este grupo age como grupo 

de transformaçÕes sobre a esfera • - . 2 unltnrta S em 
3 

JR ,, se defl-

• • - h {+ } 2 2 + ) + + + nlrmos a apl1caçao v: -1 xS -+ S por .fl(-1, (x,y,z) =(-x, -y, -z). 

(1 .1.3) 9bservaç6es. 

(i) Usamos g(x) ou gx no lugar de 8(g,x) quando Q 

- 1 f • esta exp Lclta no conte~to. Neste caso as condiçÕes (i) e (ii) 
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de (1.1.1) podem ser escritas:g(h(x)) = (gh)(x) e e(x·) = x 

Se CCG e ACX colocamos C(A) ""{g(x) / g6G, x € A} Um sub-

conjunto A de X é dito invariante sob a ação de G se G(A) "" A. 

A ação 8 de G sobre X induz uma ação de G sobre todo subcoju~ 

to invariante de X, que será denotada também por 8. 

(i i) Para cada elemento g € G seja 6g X-+ X a apli-

caçao definida por e ( x) 
g 

e o 1x temos e 9 . ; 
e g g-1 

9 - homeomorfismo de e um 
g 

(1.1.4) Definição. 

o g ( x) 

9 o 1. o 

e X 

X. 

Seja X um 

8(g,x). 

9 9 g-1 g 

Como 6g9h o 9 gh 

, e portanto· 

G-espaço,Um ponto X e 

e 

cada 

X -e 

chamado um ponto fixo de G em X se G(x) o { x} • Denotaremos o 

subespaço dos pontos fixos de G em X por F(G,X) ou por XG 

Assim, F ( G, X) o { x€X I g ( x) o X para todo g€G}. Se H e um 

subgrupo de G, o conjunto dos pontos fixos de H em X seri de-

H notado por F(H,X) ou por X , 

(1.1.5) Exemplo 

F(S0(2), JR 2 ) o {O} e 

Com as notaçÕes de (1.1.2) temos 

F({!1), s 2
) "0 

(1.1.6) Definição. Sejam G um grupo de transformaçÕes so 

bre 1Rn e A um subespaço topolÓgico de JR.n invariante sob a ação 

de G. A açao 8 de G induzida sobre A ~ dita linear (respecti-

vamente ortogonal) se e somente se 0g ~ a restrição de uma 

transformação linear (respectivamente ortogonal) de JR.n para 

todo g€G. 
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(1.1.7) Exemplo. Sejam me n inteiros tais que· n:m.?:l , 

G o grupo O(m) das matrizes reais ortogonais de ordem m agin

do de maneira usual sobre Em, ou seja, por multiplicação(e so 

n - m m ( bre 1R a traves da inclusão JR + 1R x O, •.. p) (n-m zeros)), e 

- n-1 n - - n -A a esfera unitaria S em ffi • Entao a açao de G sobre JR e 

-ortogonal e induz uma açao (ortogonal) 
n-1 

sobre S 

(1.1.8) Observação. Sejam GL(n,JR) o grupo das 

-
matrizes 

reais na o singulares de ordem n e G um subgrupo de GL (n,lR) 

agindo de maneira natural sobre 1Rn. n Se x,y 8 F(G,JR_) e o: E' IR 

temos 6.~(x) "'X 
g 

e e. (y J 
g 

= Bg(x) + Bg(y) = x+y 

8· ~ linear. Portanto, 
g 

e 

para todo geG, donde e (x+y) 
g 

= 

=a:B(x) 
g "' a; X , pois cada 

~ um subespaço vetorial de lRn. 

Seja agora G um subgrupo de O(n) agindo de maneira natural so 

bre JR
0

, Como G induz uma 
n-1 

aplicação sobre S (c f. (1.1.7))' 

n-1 n-1 - n-1 
temos F(G,S )C S . Entao F(G,S ) F(G;lRn) n Sn-l"" (r-s.!:!_b 

esp:aço), () Sn-l 

s-1 = Q 

(1. 1.9) Exemplos. 

(i) Consideremos a açao antLpoda (cf. (1.1.2 (ii))) 

de 0(1)~ {±1} sobre s 2 Como vimos em (1.1.5) vale aqui 

-1 s . 

(ii) Seja agora G = S0(2) agindo sobre s 2 
atravês 

de rotaçoes ao redor do eixo .z. Como G esti parametrizado pe-

lo ângulo QJ (O_.:QJ_-:2n), a açao 8 de G sobre e dada por 
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IÍ 2 2' 
6($,(x,y,± 1-x -y )) = (x cos~ + y sen~, -x sen~ + y ·cos~ , 

IÍ 2 2' 
± 1-x -y ). Portanto, so ficam fixos os palas (0,0,±1), ou se 

(iíi) Seja G = 0(1) agindo sobre s 2 pela reflexão so 

bre o plano xy. Como G = {±1} esta ação ê definida por 

IÍ 2 2' 
9(-1, (x,y,± 1-x -y ) 

-;í 2 2' = (x,y, + 1-x -y ) . claro que 

F(O(l) ,s 2
) • s 1 • 

(iv) Finalmente, seja G um subgrupo qualquer de 0(3) 

agindo trivialmente sobre s 2
, isto ê, g(x) = x para todo g€G 

d S
2 d f' . -e to o x€ . Por e 1n1çao - 2 temos entao F(G,S ) 

1.2 - COLAGENS DE ESPAÇOS TOPOLÓGICOS 

Refer~ncia: Dugundji, p. 127. 

(1 .2.1) Definiç~o. Sejam x
1 

e x 2 espaços topol6gicos . 

Consideremos x
1 

x{l} e x
2 

x{2} com a topologia produto da to

pologia de x
1 

(respec. de x
2

) com a topologia discreta de {1} 

(respec. de {2}). Então a ~n~ ~isjunt~ de x1 com X2 
-e o 

conjunto 

com a seguinte topologia U c(X
1

+x
2

) ê" aberto*==> U(\{X
1
x{l}} e 

'lJil {X
2

x{2}} são ambos subconjuntos abertos. 

(1.2.2) Definição. Sejam A um subespaço fechado de x
1 

e 
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$: A + x2 uma funçio contfnua. A relaçio R, na uniio ·disjunta 

x
1

+x
2

, dada por (x,l) R (x,l), para todo xex
1

; (y,2) R (y,2), 

para todo y€X
2 

; (x,l) R (y,2), se y = ~(x), xBA ; ê urna rela 

ção de equivalência. A colagem dos espaços x 1 e x 2 através de 

-1 e o espaço 

com a topologia quociente. 

(1.2.3) Sejam X a bola unitária D0 em En, Y :X, A=Sn-l 

e~ a identidade em A, Entio a colagem D0 UD 0 ê homeomorfa a 
id 

S0
. Tomando-se n ~ 2, 

2 
teremos X = D , Y = X, A s 1

, <P identi 

dade em s1 , ê f~cil vermos geometricamente (v. figura) 

colagem de X e Y ê homeomorfa a s 2 

qne a 

(1.2.4) 

cartesiano e A 

X. Tomemos X 

----->-

<:co~ 

s2 

n-1 n 
Sejam X = S x D com a topologia do produto 

n-1 n-1 -
"" S xS , e n t ao A ê um subconjunto fechado de 

- n-1 n-1 
Y e <P a aplicaçao identidade em S xS . En-

No caso em que n 1 é fácil vermos geometricamente (v, figu-
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u 
id 

(a aplicação identidade 

sobre s0 xs 0 ) é homeomorfa a s 0 xs 1 

cs 0 xo 1 ) u cs 0 xo 1 ) 
id 

----1- 00 

(1.2.5) Concluímos estes exemplos mencionando o seguiu-

te resultado, cuja demonstração pode ser encontrada em 

Godbillon, Prop. 1.7, p.JJ 

Lema. Sejam p e q inteiros nao negativos tais que p ~ 1 

e m = p+q Então a m -esfera S e homeomorfa ao espaço obtido 

p q p-1 q+l - -pela colagem de D xS e S xD atraves da aplicaçao idcnti 

dade sobre sP- 1 xsq 

Se tomarmos m = 2n-1, p = n, q = n-1, X= DnxSn-l 

n-1 n n-1 n-1 -
Y = S xD , A = S xS e ~ a aplicaçao identidade sobre A, 

teremos 

· n-1 n n n-1 
Como (S xD ) U (D xS ) 

id 

2n-l 
sobre S . 

ê homeomorfo a (DnxSn-l) U (Sn-lxDn), 

id 
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podemos concluir que existe também um homeomorfismo 

(Sn-lxDn) U (Dnx8 n-1) : 8 2n-1 

id 

1.3 - COLAGENS EQUIVARIANTES 

Feferência Bredon, pp. 48,50. 

(1.3.1) Definição. Sejam X e Y C-espaços e tj>: X -+Y uma 

aplicaçio contfrtua. Dizemos que tjJ e uma aplicaç~~ equivariante 

se tP comuta com a açao do grupo, -isto e, ~(g(x)) = g(~(x)) 

para todo g6G e todo x€X. 

(1.3.2) Observação. Sejam X e Y C-espaços disjuntos, 

ACX um subespaço invariante (cf. (1.1.3 (i))) e rj>: A-+Y uma 

aplicaçio cont{nua equivariante. Como g(rj>(a)) = rJ>(g(a)) para 

todo a€A e todo g€G, a colagem XUY dos espaços X e Y através 

~ 

da rJ> é também um G-espaço. 

W/>:> 
a 8 g(a) 

g 

// /f// 
/ /:» 

~ (a) 9 
~(g(a)) 

g 

Se rp e um homeomorfismo equivariante de A sobre sua Lma-

gem podemos supor que A é um subespaço de X e de Y com a mes-
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ma G-ação sobre A nos dois casos. Se ~:A-t-A se estend.e a um 

homeomorfismo equivariante de X sobre si mesmo (resp. 

sobre si mesmo), então XUY;:; 

~ 

XUY como G-espaços, 
id 

o 

de y 

homeo-

morfismo sendo dado por $em X e pela identidade em Y (resp. 

por $ em Y e pela identidade em X). Entretanto se ~ na o 

estende a X ou a Y, XUY pode ser um novo G-espaço. 
~ 

(1.3.3) Agora vamos·aplicar as consideraçÕes precedeu-

tes ao caso particular em que G ê o grupo ortogonal O ( n) ' 
X e Y são iguais 

. n-1 n 
ao produto cartes~ano S xD e A é o bordo 

se r ao dadas pela 

As açoes de O(n) sobre estes 

n-1 
açao usual sobre S n e sobre D , 

espaços 

e pela 

ação diagonal 
n-1 n 

sobre S xD • A construçao de uma famflia e-

numerâvel de O(n)-espaços por colagem equivariante de duas 

n-1 n -c6pias de S xD atraves de auto-homeomorfismos equivarian-

n-1 n-1 
tesde S xS , que descrevemos nesta secçao e na seguinte, 

é devida a G.E. Bredon [artigo], [livro]. 

O primeiro passo da construçao e encontrar urna aplica-

çao . . e sn-1 equLvarLante : --+ O ( n) conveniente que 
n-1 

leve x€S em 

Bx 6 O(n), onde O(n) age sobre si mesmo por conjugaç~o. Uma 

discussão a respeito das distintas possibilidades que se apr~ 

sentam ''a pri~ri'' pode ser encontrada em Bredon [livro]p.50. 

Para nossos propÓsitos sera sufieiente considerarmos a apli-

- n-1 
caçao 8:S--+ O(n) definida por 

e < Y J 
X 

2 < x, y > x-y 
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n-1 € lRn, para todo x€5 e todo y onde <x,y> denota o produto 

interno usual de x e y. A aplicação está bem definida pois 

2 2 

lle <Ylll ~ <2<x,y>x-y, 2<x,y>x-y> =IIYII entao e Cyl eocnl 
X X 

(1.3.4) Lema. A aplicação 8 ê equivariante com respeito 

a O ( n) , 

Demonstração n-1 n 
Para cada g€0(n), x6S e y 8 R temos 

por definição 

eg(x)(g(y)) = 2 <g(x),g(y)>g(x)- g(y) 

Corno x r-+ g(x) ê·uma transformação ortogonal de Rn ela pre-

serva o produto interno, logo 

2 < g(x) ,g(y)>g(x)-g(y) "" 2 < x,y>g(x)-g(y)=:os(2<x,y>x-y) 

pela linearidade de g. Portanto, 

(1) 

d e ., n 
mas para to o y ~ temos 

eg(x) (y) = eg(x) 
-1 

(g(g (y))) 

e por (1) 

-1 
eg(x) (g(g (y)) g 

-1 -1 
8x(g (y)) = g exg (y) 

Dai vem que 

-1 e = g e s g (x) x 
(2) 

Portanto, 8 e equivariante, como desejávamos. 
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(1.3.5) Lema. ~ n-1 n-1 n-1 n-1 Seja a aplicaçao ~:S xS 7 S xS 

definida por ~(x,y) (8 (y), x). Então <f> ê um homeomorfismo 
X 

equivariante (a menos de menção em contrârio, em produtos car 

tesianos consideraremos a ação diagonal). 

Demonstração. Esta asserçao decorre do fato de <f> poder 

ser decomposta em duas aplicaçÕes 

que sao homeomorfismos equivariantes e do fato que 8 (x) ~ x. 
X 

(1.3.6) L ema. Para cada inteiro k (positivo, negativo 

~ . k n-1 n-1 n-1 n-1 ~ 
ou nulo) a potência k-esJ.ma cp : S xS ~ S xS de <f> e 

um homeomorfismo equivariante, 

Demonstração. k 
É- claro que <f> ê um homeomorfismo para t~ 

do k. Alêm disso a identidade <P
0 ê uma aplicação equivariante e 

já vimos que <f> ê equivariante, logo a afirmação vale para k="O 

e k = 1. Suponhamos a válida para k ~ n. Pela hipÓtese de in 

dução e o fato de ~ ser equivariante temos 

para todo g € G. Portanto, 

n+l n+l 
~ (g(x,y)) " g(~ (x,y)) 

k -donde ~ e equivariante para todo k ~ O Além disso, do fa-
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to de ~ ser equivariante decorre que -1 
~ também o e. Com efei 

to (cf. Bredon~ p.35), se y ""'(jl(x) e g € G vale 

.-1(g(y)) ".-1(g(.(x)) ".-1(t(g(x))) "g(x) ~ g(t-1(~)) •· 

Aplicando o processo de indução para o conjunto dos inteiros 

k < 1 d d . "k - h f. . . _ - e uzLmos que ~ e um omeomor Lsmo equLvarLante para 

cada inteiro k. 

(1.3.7) Observação. Com as notações de (1.3.6), e fá-

cíl ver que todas as potências ~k de ~ sao auto-difeormorfis

mos (equivariantes) 
n-1 n-1 

de S xS 

1.4 - ESFERAS DE BREDON 

Referências Bredon [livro] pp. 50,55; Bredon [artigo]. 

(1.4.1) Definição. Sejam n um numero natural >1 e k 

um inteiro (positivo, negativo ou nulo). O O(n)-espaço 

obtido por colagem equivariante de duas cÓpias 
n-1 n 

de S xD atra 

k n-1 n-1 
vês do homeomorfismo equivariante ~ de S xS recebe o no 

me de esfera de Bredon de dimensão 2n-1 ~ típo ~ 

A seguir daremos alguns exemplos de esferas de Bredon. 
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(1.4.2) Sejam n qualquer e k =O, o homeomorfismo ~k ' e 

então a identi~ade e já vimos em (1.2.3) que a colagem de duas 

n n-1 - n cÓpias de D pela identidade em S e horneomorfa a S . Por-

tanto temos um homeomorfismo 

Aqui O(n) pode ser considerado como agindo sobre 

atrav~s da inclusão de O(n) em O(n+l) dada por 

para toda matriz A € O(n), onde os zeros denotam vetores nu-

los de n componentes. Se fizermos O(n) 

n-·1 n 

agir diagonalmente so-

bre S xS o homeomorfismo precedente se torna um homeomorfis 

mo de O(n)-espaços. 

(1.4.3) Sejam n qualquer e k l, Primeiramente observe 

2n-l 
mos que L também pode ser descrita corno espaço obtido pe-

k 
n-1 n n n-1 - . -la colagem de S xD a D xS atraves da aplLcaçao 

definida por <f!' (x,y) = (x, 8 (y)). Com efeito·, <j)' nada mais 
X 

do que cp composta com uma mudança de fatores. Has 6 (y) € Dn 
X 

-e 

para todo y e Dn , pois 8 (y) ê a 
X 

reflexão de y sobre a reta 

que passa pela origem e pelo ponto x (cf. (1.3.3)); logo cjl' 
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pode ser definida sobre todo o conjunto S 0
-

1 xD 0 
• Seja 

a aplicaçio definida pela mesma f5rmula que ., . ~ 6bvio que 

~' ê um auto-homeomorfismo equivariante de Sn-lxD0
. Como ob-

servamos em (1.3.2), existe então um homeomorfismo (claramen-

te equivariante) de 

n-1 n 
sobre (S xD ) u 

id 

um homeomorfismo de 

por (1.2.5) existe 

(Sn-lxDn) U (DnxSn-1) 2n-l 
sobre S 

id 

também 

, onde 

2n-l .. . 
S e cons1derada contida em ~n x R 0 e O(n) age diagonalme~ 

· 2n-1 
te sobre S , Prova-se que este segundo homeomorfismo ê ta.!!: 

2n-l 
equivariante, então I 

1 Zn-1 
a esfera usual S onde as 

ços são mencionadas acima. 

ê equivariantemente homeomorfa 

ações de O (n) sobre estes esp~ 

(1.4.4) Sejam n e k quaisquer. Consideremos dois pontos 

Então identificamos P com Q se e sOmente 

se Q = ~k(P), ou seja, se e somente se P 4>-k(Q). Isto signi:_ 

fica que, trocando os pap~is desempenhados pelas duas 

de Sn-lxDn, obtemos um homeomorfismo 

2n-l 2n-1 

I I 
k -k 

cópias 

que ~obviamente equivariante. Seri suficiente entao conside-
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rarmos esferas de Bredon do tipo k > O • 

(1.4.5) Sejam n = 1 e k qualquer. Neste caso ~ ê um au-

tohomeomorfismo de s 0 xs 0 , e como s 0 
= {±1} basta conhecermos 

0±1 (±1) para conhecermos <fl. Pela definição de 6 (y) 
X 

dada em 

(1.3.3) temos 8
1 

(1) = 1, 8
1 

(-1) = -1, 8_
1 

(1) = 1 e 8_
1 

(-1)=-1. 

Portanto e - . o -e identLdade para todo x € S . Entao ~ fica defi-
X 

nida por <fl(x,y) = (y,x), e dai segue imediatamente que 

identidade, se k é par > O ; 

se k ê Ímpar > 1 

Se k ê par > O , temos por definição 

(SO x D1 ) U (S 0 x D1 ) 
id 

onde id é a identidade sobre s 0 xs 1
. Vimos em (1.2.4) que 

u 
id 

(Prova-se facilmente 

que o homeomorfismo ~ equivariaritc com respeito a 0(1)), Logo, 

se k ê par~ O existe um homeomorfismo de 0(1)-espaços. 

1 
l: z 

k 

Se k é Ímpar > 1, vimos acu:ta 
k 

que 4> = cp • Como 

consiste dos quatro pontos (±1,±1) e ~: s 0xs 0
-+ s 0 xs 0 

faz cjJ(x,y) (y,x), para todo o o (x,y) € S xS , podemos 

sentar 

satis-

repre-
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(s 0 xo 1
) u (S 0 xo 1 ) 

t 

Neste caso, observemos a figura seguinte, onde as flechas ~n-

clicam as identificaçÕes a serem feitas pela ~ 

(-1 '1) (1,1) 

/ (-1,-1) (1,-1) 

Fazendo-se essas identificaçÕes deduzimos que se k -e Ímpar 

> 1 existe um homeomorfismo de 0(1)-espaços 

1 
l: 

k 

Nos casos particulares descritos acima as esferas de Bre 

Zn-1 
don Í reduziram-se as esferas usuais (ou produtos delas) e 

k 

as açoes do .grupo ortogonal O(n) sobre aqueles espaços foram 

tambêm as usuais. No capÍtulo IV veremos que quando n > 2 e -
k 2 esferas de Bredon 

2n-l 
fornecem exemplos de O(n)-e~ > as l:k 

paços com propriedades inesperadas. 

000 ;:: 000 
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2.1 -GRAU TOPOLOGICO 

Referências Vick, Greenberg. 

(2.1.1) Lema Sejam q e n inteiro~> O. Ent~o a homolo-

n -gLa da esfera S e a seguinte: se n = O 

e se n > 1 

o 
Hq (S ) = 

n 
Hq(S )= 

l @ l , se q O 

o se q > O 

se q = O ou q = n 

o , se q f O e q f n 

Demonstração. Ver Vick pp. 7, 10, Greenberg p. 62. 

(2.1.2) Sejam n>l 

gerador de H (Sn) ~ l. 
n 

- n n f uma aplicaçao de S em S , e ~ um 

homomorfismo induzido por f 

em H (Sn), entio f*(~) =ma para algum inteiro m. 
n 

Observe-

mos que este inteiro independa da escolha do gerador pois 

-m ~ m(-oo) 

(2.1.3) Definição. Nas condiçÕes de (2.1.2) definimos m 

como grau de f e denotamos m = d(f). 

(2.1.4) As seguintes propriedades seguem imediatamente da 

definiçio anterior: 

-18-
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(a) d(identidade) = 1 

(b) Se f e g são aplicaçÕes de entao, 

d(f 0 g) = d(f) .d(g). 

(c) d(aplicação constante) = O 

(2.1.5) Lema Sejam n >O e f uma aplicação de Sn em Sn 

dada por 

Então d(f) = -1 . 

Demonstração Ver Vick p. 31. 

(2.1 .6) Coro1irio. 
. ~ ... n 

Seja A a apllcaçao antLpoda de S em 

n - )n+l S • Entao d (A) = (-1 

Demonstração Segue imediatamente do Lema (2.1.5) e da 

parte (b) de (2.1.4). 

' 2.2 - GRAU DE UMA APLICAÇAO DIFERENCIAVEL 

Referências Conde, Milnor. 

(2.2.1) Definição. Sejam B e B' bases de um espaço vet~ 

rial real E de dimensão finita. Dizemos que B e B' determinam 

~mesma orientação de ! se a transformação linear que leva B 

em B' tem determinante positivo. 
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A relação B ~B' ~ B e B' determinam a mesma orientaçao 

de E e uma relação de equivalência sobre o conjunto das bases 

/ • A 

de E e da ortgem a exatamente duas ·cla.sses de equívalencia que 

chamaremos orientaçÕes de E 

(2.2.2) Definição. Seja M uma variedade díferenciá'vel de 

dimensão n. Uma orientação em M e uma escolha de orientaçao 

nos espaços tangentes a M em cada um de. seus pontos, de tal mo 

do que a seguinte condição seja satisfeita: Para cada x de M 

e xis te uma carta local (U, h) com x€U tal que Dh (y) leve a orien 

tação escolhida em T(M) 
y 

para todo y€U, na orientação 

dada por sua base A • 
canon~ca, Se a variedade M tem dimensão 

zero, dispensa-se esta condição. 

(2.2.3) Sejam agora M e N variedades 
/ 

difcrcnciaveis e 

de mesma dimensão, suponhamos que M ~ compacta sem bordo. Se-

- 00 

jam f uma aplicaçao C de M em N e y um valor regular de f. 

Pelo teorema de Sard e o fato de M ser compacta deduzimos (cf. 

Conde pp. 52-53) que tem so um n~mero finito de pontos, 

Além disso, 
-1 

se x € f (y), então Df(x) e um isomorfismo entre 

T(M) e T(N) 
X y 

Dizemos que i preserva a orientação ~ M em 

X se Df(x) leva uma base de T(M) 
X 

pertencente a orientaçao 

de M, numa base T(N) f(x) pertencente a orientaçao de N. Se 

isto não ocorre, dizemos que f inverte a orientaçao de M em x 

(2.2.4) Observação. Com as notaçao e observaç~es ante-

riores, esta definiç~o pode ser reformulada. Seja (U, h) com 
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X € u uma carta do atlas que dâ orientação de M e (V,k) com 

y € v uma carta do atlas que dâ orientação de N, Então dize-

mos que f preserva a - orientação de M em X se o jacobiano de 

-1 
determinante positivo, dizemos f inverte k 0 f 0 h tem e que a -

orientação de M em x se este jacobiano tem determinante nega-

ti vo o 

Associemos a x € f-
1 (y) o valor sgn Df(x) 1 se f pr~ 

serva a orientação de M em x e sgn Df(x) ~ -1 se f inverte a 

orientação de M em x. 

(2.2.5) Definição. Com as notaçoes de (2.2.3) e (2.2.4) 

o grau deferenciâvel de f em y e definido por 

a(f,y) " L sgn Df(x) 

x€f- 1 (y) 

Observemos que 3(f,y) esta bem definido po1s, como menciona 

-1 
mos em (2.2.3), f (y) tem so um numero finito de pontos, 

( 2. 2. 6) L ema . 
00 

Sejam M e N variedades C de mesma dimen-

sao, orientadas e sem bordo, Suponhamos que M e compacta e N 

e conexa. Seja f uma aplicaçio C
00 

de M em N. Entio 3(f,y) tem 

o mesmo valor para todo valor regular y de f. 

Demonstração. Ver Conde, p. 83 

Sob as hipGteses de (2.2.6), o valor comum de 3(f,y) pa-

ra qualquer valor regular y de f será chamado o grau diferen-
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ciâvel de f e denotado simplesmente por d(f). 

(2.2.7} Proposição. O grau topolbgico e o diferenciável 

são iguais, isto ê, d(f) "" d(f). 

Demonstração. Ver W. IBERKLEID, p. 16 . 

2.3 - CÃLCULO DO GRAU DE UMA APLICAÇAO DEFERENCIAVEL 

Referências Bredon, Conde. 

(2.3.1) Consideremos a aplicação F de Sn-l em S n-l dada 

1---+ 6 (..*) = 2 <x,*' >x- ··*· 
X 

Esta aplicação e a restri-por x 

-çao a Sn-l da aplicação f: En--+ Fn definida por 

f ( x) 

X ) 
n 

n 
em JR 1 e * = (1,0, ... ,O) € ffin. 

(2.3.2) Lema. Seja f como acima. Então a imagem inver-

sa de qualquer valor regular y de f tem exatamente dois pontos. 

Demonstração. A matriz jacobiana de f em -x e 

4x
1 

o o o 
2x 2 2x1 o o 

J f(x) " 2x
3 o 2x

1 
.... o 

2x o o ... 2x
1 n 
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Como seu determinante 
n+l n 

vale 2 x
1 , ele se anula se e somente 

se x
1 

= O. Concluímos entao que o Único valor crÍtico de f ê 

(-1,0, ... 0). 

Se y é um valor regular de f podemos escrever y ~ f(x) 

onde x"" (x
1

,x2 , ..• 1xn) é tal que x
1 

f O. Suponhamos que ex~s-

donde, em particular, 2 
2z -1 "" 

1 

Então 

2x~-l. Assim z~ 

Mas também vale 2z
1

zi = 2x
1
xi (2:=:i:;n), donde (±x

1
)zi=x

1 
xi, 

e como x 1 f O obtemos zi = ± xi • A relação z 1 zi = x 1xí im-

plica que se z
1 

= x
1 

(resp. z
1 

= -x
1

) entao Z. = X, 
1 1 

(resp. 

z. = -x.) para todo i C2:-:i.:::n) Portanto z = x ou z = -x . 
1 1 

(2.3.3} Observação. n-1 -Se y 6 S e valor regular de f, 

n-1 
então y ê valor regular da restrição F de f em S . Sabemos 

que 1Rn ê uma variedade orientâvel e que 'n-l lRn b · l d S c su varl.ela e, 

n-1 - - . - n S e uma variedade orientavel e a or~entaçao de JR induz uma 

orientação 
n-1 

em S que definimos do seguinte modo. Seja 

dada pela orientação de ~n e tal que v
1 

ê vetor normal exter 

no a Sn-l em x e (v
2
,,, .,v ) ê base de T(Sn-l) Assim sen-

n x 

determina 

uma orientação de 
n-1 

s ' que chamamos de induzida n 
pela de JR • 
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(2.3.4) Lema. n-1 
Seja a aplicação F de ; S em 

n-1 s 

dada por X......__,.._ 9 (t) definida em (2.3.1) 
X 

n ê par e d(f) = o, se n e Ímpar. 

Então êl(f) "' 2~ se 

Demonstração. n-1 - . . 
Como S e var~edade conexa/ o grau 1.nde-

pende do valor regular y considerado (cf. Lema (2.2.6)l Fixemos 

y = (1,0,.,.,.,,0), cuja imagem inversa -ser a {y,-y} ( cf. Lema 

(2.3.2)). 

Para o ponto regular y, consideremos a base canônica de 

-(portanto t
1 

e vetor normal externo a 

é coerente com a orientação 

n-1 
anterior dada a S . Analisemos o caso em que f(y) "'F(y) ="f. 

Temos que Jf(y) (Q.
2

) = n 
n 

triz mudança de base (de ordem n-1) de (9 .. 
2
,t

3
, 

Logo a ma-

·} ) 
n 

para 

(2t 2 , 2t
3

, .•• ,2.R.n) tem determinante positivo, entãoFpreserva 

a orientação 
n-1 

deS emy. Associamos então ao ponto regular 

y, o valor 

sgn DF(y) = 1 

" independendo do fato de n ser par ou ~mpar. 

Para o ponto regular -y, consideremos uma base em T(Rn)(-y)' 

(-Q,l' -i 2 , t 3
, ... ,in), (portanto -i 1 ê 

n-1 
S em (-y)). A base (-i

2
,t

3 
•••• ,in) 

rente com a orientação anterior dada a 

vetor normal externo a 

n-1 
de T(S ) (-y) e coe-

n-1 
S . Temos que 

Jf(-y) (-t ) 
2 -n3 , ... ,Jf(-y) ( ~ ) =-a 

n n' 

A base fixada anteriormente em y F(-y) -e logo 
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a matriz mudança de base, (de ordem n-1), em T(lRn) , de 
y 

vo, se n e par e tem determinante negativo, se n ~ Ímpar. En-

tao (cf. (2.2.4)), 

sgn DF(-y) = 1 , se n e par 

e 

sgn DF(-y) = -1, se n ê Ímpar, 

Portanto 

3F = 2 -se n e par, 

dF = o se n ê Ímpar. 

2.4 - C~LCULO DE UM AUTOMORFISMO EM Hn-l (Sn-lxSn-l) 

Referências: Bredon, Greenberg, Vick, 

Em nosso estudo consideraremos sempre os grupos de homo-

logia com coeficientes inteiros. 

(2.4.1) Sejam X e Y variedades CUJOS grupos de homologia 

de dimens~o menor que n sio livres, entao 

H (XxY) 
n 

H (x) @H (y) 
p n-p 

Kste resultado~ conhecido como F6rmula de Kilnneth (cf. c. g. 

Greenberg, p. 198). 

Exemplo. Seja X n>1 n n . Calculemos H (S xS ) . 
n 



-26-

Utilizando Lema (2.1.1) e o fato que 1l. ® 1!..;; Tl,concluimos que 

(2.4.2) 

geradoras 

Sejam ~ 1 gerador de 

de Hn-l(Sn-lxSn-1) 

H (Sn-1) ; 7l 
n-1 

o: e S elas-

~ l ® l . Entio 

e S 
~ n-1 n-1 

== (O,cc
1
). Seja c!J a aplíc:açao de _S xS , dada por 

onde 6 (y) ê a aplicação definida em (1.3.3). Então !f>· induz um 
X 

automorfismo 
n-1 n-1 

em Hn-l (S xS ) , dado por <P* (o:) == a
1 

cc + a
2

B e 

, b. (i=1,2) são constantes 
1 

a serem determinadas. 

(2.4.3) Lema. Sejam*= (1,0, ... ~0) um ponto f i xo de 

n-1 i - i 
S ,eF(i=1,2)aaplicaçaoF =p.o<Poi(p.= projeção 

1 1 

no i-êsimo fator) 

n-1 n-1 
S xS 

cp n-1 n-1 
--+ S xS 

n-1 s . 

Então com as notaçoes e observaçÕes de (2.4.2) temos que 

a. (i = 1,2) e o grau de I<'
1

(i = 1,2). 
1 
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Demonstração: 

(I) Para i 1 1 
1 temos F "" p

1 
o cp oi, Sabemos que F 

induz um automorfismo n-1 
em Hn-l(S ) dado por 

Entao 

além disso, temos (c f. (2.1.3)) 

Portanto, concluímos que 

(II) Para i = 2, F
2 

= Pz o cp o i . F
2 

induz um auto-

n-1 
morfismo em H 

1
cs ) dado por = p 21, otjl*o i* . Então de ma 

n-

neira id~ntica a parte (I) provamos que a
2 

= d(F
2
). 

(2.4.4) Lema. Sejam·*= (1,0, •.• ,0) um ponto 

n-1 i 
S e G (i=1,2) a aplicação 

jeçao no 
. /. 
I.-esi.mo fator) 

1 
composta G =p.otjloi 

1 

n-1 n-1 
S xS 

<P n-1 n-1 Pi 
---+- S X S ___,. 

fixo 

n-1 s 

Então com as notaçoes e observaçÕes de (2.4.2), temos 

bi (i=l, 2) é o grau de Gl. (i=l, 2). 

Demonstração. ' Analoga a do Lema (2.4.3). 

de 

que 
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(2.4.5) Proposição. Seja um automorfismo 

H (Sn-lxSn-l) nas condiçÕes anteriores. Então 
n-1 

isto ê, a
1 

"' 1 + (-1) n , a
2 

"' 1 , b
1 

= (-1) n-l , b 
2 

~ O, 

Demonstração. 

(i) Temos que a
1 

(c f. Lema (2. 4 •. 3)), Então 

1 
=d(F),e 

1 F (x,*) = (p 1 o~oi)(x,f) = (p
1

otfl)(x,:,\:) 

Logo, 

de 

Utilizando Lema (2.3.4) e o fato que o grau de uma aplicação 

diferenciável é igual ao grau topolÕgico (cf. Proposição (2.2.7)), 

temos que 

a = 
1 

1 + (-l)n 

e parte anterior (i)), temos que 

:::: X • 

1 (cf. (2.1.4)
1

parte (a)). Portanto 
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(iii) Pelo lema anterior 

1 . ) 
G (*, x 

onde 

1 
Portanto, d(G ) (-l)n-l (cf. (2.1.4), Lema (2.1.5) e coroli 

rio (2.1.6)), ou seja 

b1 " (-l)n-1 

(ív) Temos que b
2 

= d(G
2

) e G
2

(-k,x)=(p
2 

o<Poi)(*,x), 

entao 

n-1 2 
Para todo x 6 S , Logo d(G) = 0 (cf. (2.1.4), parte {c)), 

en tao 

(2.4.6) Concluímos entao que a matriz do automorfismo 

n-1 n-1 
de Hn-l(S xS ) em relaçio a base usual serâ dada por 

1 + (-l)n 

1 

(2.4.7) Lema. Se'j-a:m num numero natural, tal que n::: 1, k 

um n~rnero inteiro. Entio 
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(i) Se -n e par e k qualquer,. 

t~ [1:k -k] 
" 1-k 

(i i) Se • e k -n e 1.mpar e par, 

t~ " [~ :J 
(iii) Se • e k • n e 1.mpar e 1.mpar 

t~ [: ~] 

Demonstração. 

(i) O resultado ê verdadeiro para k 

logo 

Para k "" 1 , temos 

t* " [2 -1] " [1+1 -1] 
1 o o 1-1 

o 
==O,<P*=id, 

Entio o resultado~ verdadeiro para k=l. Suponhamos válido 

quando k = r-1 e provemos que vale para k=r, 

r-1 _ [r 
t* -

r-1 

-r+1] 
2-r 
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r r-1 
Como ~* = ~*o ~* , vem que 

~: = 12 -1] [r 
L1 O r-1 

-r+l] 
2-r 

~~ = [r+1 -r] 
r 1-r 

donde o resultado e válido para todo k~O. Se k < -1 aplica-

mos analogamente o processo de indução~ lembrando apenas que 

a matriz de ~~l é a matriz inversa de ~* , Logo 

Com um raciocÍnio análogo provamos (ii) e (iii), 

000 - 000 
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3.1 - SEQUtNCIA DE MAYER-V!EJORES PARA ESFERAS DE BREDON 

Referências: Bredon, Greenberg, Vick, Artin. 

Para efetuarmos o cilculo da homologia das esferas de 
2n-l 

Bredon, Í (n~2), necessitaremos construir uma sequência 
k 

de Mayer-Vietoris. 

{3.1.1) -Definição. SejamXumespaço topolÕgica 

1l = {U,V} uma cobe~:étura de X, tal que, (ínt U) U (int V) = X 

Então podemos estabelecer a partir da sequência exata curta 

O-> S (U) ® S (V) 
n n 

h .. 
---+ 

'\)., 
S (X) 

n 

uma sequência exata longa dos grupos de homologia 

o 

6 g * 
---+H (UnV)---;.. H (U) ®H (V) 

h 
~H (X)~ 

n n n n 

que recebe o nome de sequência de Mayer Vietoris. 

2n-l 
(3.1.2) -Consideremos X I 

k 

tornemos uma cobertura de X dada por 

11. = {U,V} onde U = (Sn-lxDn) L{CAxSn-l) 

~ 

v= (Sn-lxA) U (Dnxsn-l) e A = {x€Dn I ô<llxll~l,o<o<l} 
~k 

um subconjunto aberto de Dn 
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e 
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{3.1.3) -Lema. Sejam U e V, como em (3.1.2) subespaços 

topol5gicos de X. Entio U e V sio subconjuntos abertos de X. 

2n-l 
Demonstração. A topologia em Í ê a topologia quoci~ 

te. Consideremos a projeção 
k 

2n-1 
~I 

k 

como um subconjunto aberto. 
2n-l 

Portanto uci 

logamente provamos que 
Zn-1 

v c I 
k 

ê aberto. 

(3.1.4) Observação. Temos que 

int(U) U int V= UUV ""X 

k 
ê aberto. Ana-

(3.1 .5) Nosso passo seguinte e a construçao da sequência 

exata curta 

o~ 

h 
S (U) E!) S (V) 1# 

n n 
o 

Para isto precisamos primeiramente definirmos algumas aplica-

-çoes. Seja 

~ 1 : unv---" v 

isto ê, 

dada por rp
1 

(x,y) = ~(-x-

]]xj] 
....l'._) 

]]y]] 
(cp definida c.f. Lema (1.3.5)). 
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(3.1.6) Lema. Sejam <P e 4> 1 como definidas anteriormente. 

Então para todo k inteiro, temos que, 

k k( X y ) t1 (x,y) = t fXl ' FJr 

Demonstração. Para k=l ê válido por definição, Suponha-

mos verdadeiro para k = r-1, isto ê, 

r-1 
~1 (x,y) 

provemos que vale para k~r. Temos que 

sabemos que entao 

r-1 x 
~ <M 

n-1 n-1 
= (x' ,y') e S xS • Portanto, 

rp
1 

(x' ,y') = rp(x' ,y'). 

Temos que 

<fl(x' ,y') 

Logo, 

r r x 
11 ;li) 1 t1 (x,y) = ~ <M ' r > -

Para k=O, ternos ~o "" id = ~o Se k<O, colocamos 1 
k <t-1)-k X 

11;11) ~1 (x,y) = <M 



-36-

e a prova é feita de maneira anâloga ã anterior. 

{3.1.7) Com as consideraçÕes anteriores definimos 

g
1

._: S.(unv)...;. S.(U) ® S.(V) 
# J J J 

dada por 

= (i
1 

(b.), c. 1 

é a inclusão. É fâcil ver que gl~ -e mono-

morfismo. g
1

# induz um homomorfismo 

gl*(b) = (i 1 {b), ~kl (b)) 
c* * 

(gl* não ê necessariamente um monomorfisrno). 

Vamos agora construir um homomorfismo 

Zn-1 
...;. S.(I ) 

J k 
, 

dado por hl* (ai,aj") = cp~(aj_) - !lj' 
hl* é epimorfismo. Além disso ker h 1 ~ 

Ê fâcil vermos que 

(3.1 .8) Temos portanto a sequ~ncia exata curta 

o ...;. s (unv)~ 
n 

h 
s (v)...l!L. 

n 

1.l 2n-1 
S(L )-;>O 

n k 

A partir desta, obtemos a sequência exata longa dos grupos de 

homologia, sequência de Mayer-Vietoris 

H. (U) (!)H. (V)---> 
J J 

h 1 * 2n-1 
~H.(I )...;. ... 

J k 
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Ou seja, 

2n-1 
... _..,. H. l(L )--> 

J+ k 

hl* 2n-l 
--"--" H • ( L ) ...--;. . . . 

J k 

Visando facilitar o câlculo dos grupos de homologia des-

ta sequência de Mayer-Vietoris introduziremos algumas conside 

raçÕes que nos ajudarão bastante. 

( 3.1, 9) O b.servação. Se X ê um espaço topolÓgico e B um 

subespaço de X tal que B e um retrato de deformaçio de X. En-

tao os grupos de homologia H.(B) e H. (X) 
J J 

são isomo.rfos para 

todo j (j natural). (ver Artin, p .51). 

(3.1.10) Lema. Com as definiçÕes e observaçÕes anterio 

res, temos que, para todo j, j=O,l,2, .•. 

ií) 

iii) 



• 
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Demonstração. 

i) Para demonstrarmos nossa primeira afirmação provar~ 

mos que Sn-lxDn é-retrato de deformação de (Sn-lxDn) Uk(AxSn-\ 

t 
para isto consideremos a aplicação, 

x I-----?- (Sn-lxDn) Uk(AxSn-l) 

t 
dada por, 

X X 
= <IXI + t(x - IXI) ' y) 

É evidente que H
1 

ê contínua, e H
1 

ê uma homotopia entre a 

identidade de (Sn-lxDn) Uk(AxSn-l)e a__composição de v
1 

cóm a inclusão 

t 

X' 
dada por v 1 (x,y) = (fil[ y) , v 1 e uma retração de deformação. 

Logo Sn-lxDn ê um retrato de deformação de (Sn-lxDn)Uk(AxSn-l). 

~ 

Pela observação (3,1.9) temos que 

para j=O,l,Z, •.. 

ii) A demonstração da afirmativa (ii) é anâloga a ante-

rior, logo 

H, ((Sn-lxA) Uk(Dnxsn-l)) 
J t 

para j==O,l,Z,-... 
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iíi) Consideremos a aplicação, 

H
3

: (U()V) x I--;. (U()V) 

definida por 

H
3 

ê uma homotopia entre a identidade de UnV e a composição 

onde v3 e 

dada por v 3 (x,y) " (ll~ll , 11 ;~) 
-que e uma retraçao. Portanto, 

n-1 n-1 - -
S xS e retrato de deformaçao de UÍIV. Pela observação 

anterior, 

para todo j natural, ou seja, 

(3.1.11) Consideremos o homomorfismo 

definido por g#(b.) ~ (i (b.), 
~ c# I. 

onde 

-e ~ e a c 

inclusão. É fãcil vermos que g~ e monomorfisrno, e que g~ in-



... -

-1>0-

duz um homomorfismo 

dado por (i (b) ' 
c* 

mente um rnonomorfismo) 

i o 
c* 

(que -nao e necessaria 

(3.1.12) Com todas as consideraç~es anteriores temos que 

o seguinte diagrama ê comutativo 

2n-l 
n. ,n: )~ 
J~· k 

Temos entao a sequencia exata, 

o que vai facilitar bastante nosso trabalho. 

2n-l 
a. c I J ___,. ••• 

' k 

3 .• 2 - aLCULO DOS GRUPOS DE HOMOLOGIA DE Sn-lxsn-l e 

Referências Greenberg, V ick 

No capÍtulo anterior· vimos que a fÓrmula de KÜnneth pa-

ra variedad~X e Y, cujcs grupos de homologia de dimensio:me-

no~ que n são livres, se reduz a 

\_·_h ! 



H (XxY) 
n 

n 
• ® 

p•O 
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H (X) 
p ® H (Y) 

n-p 

Utilizando esta fÕrmula, como fizemos para alguns casos no Cap. 

II, provamos facilmente os seguintes resultados. 

(3.2.1) Para n>l consideremos o produto cartesiano 

n-1 n-1 
S xs , entao 

H (Sn-lxSn-1) - ll ® ll • n-1 

H (Sn-lxSn-1) - IZ • o 

H. (Sn-lxSn-1);; o ' se 
J 

J i 2n- 2, n-1, o 

(3.2.2) Para n>l n-1 n 
, tomemos S xD temos que 

se J f O, n-1 

(3.2.3) Portanto nossa sequencia de Mayer-Vietoris pode 

ser reescrita como, 



2n-1 
0 -----;. H2n-1 0: ) ~ 

k 

2n-1 
o H <I ) 

n k 

2n-l 
Hn-1 <I ) -----" 

k 

-----'> o 

Ou seja, 

2n-l 
o ----;. 

H2n-1 <I ) -;. 

k 

_L,. g* h* 2n-l 
//_ ____,. o ----;. H <I ) -----;. 

n k 

_L,. g* h* 2n-l 
il lll //_ ----;. 1!. ® //_ ----;. Hn-1 (I ) -k 

_L,. o _L,. 1!. 
g* h* 2n-l 

_A_,. ----;. 7!. ® 1!. Ho<I ) o 
k 
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3.3 - CÃLCULO DOS GRUPOS DE HOMOLOGIA DAS ESFERAS DE BREDON 

Refer~ncias: Bredon, Greenberg , Vick, Bourbaki. 

(3.3.1) Proposição. Sejam num numero inteiro n:::z k 

um numero natural k f O. Colocamos n=2m ou n=2m+l (m~l), en-

tao segue que 

4m+2 l., se p=O, 2m, 2m+l, 4m+l 

i· i) H <I ) " 
P par 

O, outros casos 

4m+l l, se p=O, 4m+l 

iii) H <I ) 
P Ímpar 

O, outros casos 

(cf. Bredon p.52). 

Demonstração. Ê consequência imediata dos lemas seguiu-

tes. 

(3.3.2) Lema Sejam n inteiro, n:::z, eK natural (Kf:O). 

Então 
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Demonstração. Por (3.2.3) vem que 

o~ ____,. ... 

como a sequência é exata entao ~ ê isomorfismo. Logo 

2n-l -. 

H2n-1 <I ) ;; 1!. 
k 

(3.3.3) Lema -Sejam n natural n~Z e k um numero natural, 

ki'O, Então 

i) Se n par e k qualquer, 

2n-l 
H <I ) = o 

n k 

ii) Se n Ímpar e k par, 

Zn-1 
H(I )-ll. 

n k 

iii) Se n Ímpar e k Ímpar, 

Zn-1 
H <I ) o 

n k 

Demonstração. Por (3.2.3) ternos 

2n-l 
H <I ) 

n k 

onde ker ~ = Im h*= {0}. Pelo teorema do homomorfismo se 

gue que, 
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2n-1 
(Hn <I ) / Ker ~) ; Im ~ 

k 

Mas, Im 11::: Ker g* entao 

2n-l 
H(L )•Kerg, 

n k 

nosso problema se resume entao no câlculo de Kerg*. Por cons-

truçao, temos que g* = (ic , 

* 
guinte diagrama, (n~Z), 

------> 7l 

{a} 

Consideremos o se-

onde f
1 

e f
2 

sao isomorfismos dados pela formula de K~nneth 

a e um gerador de ~({a} base de~), ~ = (a,O) e B = (O,a) 

Ou seja, 

fl fl f2 

ll 0 7l 
[~~J 2x2 
----'-+ 7l ® lZ 

[lo] lx2 
7l 

r~,sl (rr,S} (a} 



-46:-

Mas, conforme Lema (2.4.7) , 

-k] 
1-k 

se n par 

' se n 1mpar 

' " [01 01]· <P~mpar ' 1.mpar 

Então 

[1+k -k] [1 o]. " [1 +k -k] 
k 1-k 

~k oJ.[: :] {",Sl 
L o " [1 " [1 o] 

c* * {a} 

[1 o][: :J 
{",Sl 

[o 1] 
{a} 

Então, 

l~,sl 

se n par 
{a} 

se n Ímpar,kpar 

' k ' se n 1.mpar, 1.mpar 

® H .. (Sn-lxDn) 
n.:.1 
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-Assim, se n e par, 

(i o~~)(~))~ (a,(l+k)a) 
c* 

o l(a,O) + (l+k) (O,a) 

Logo, 

E ainda 

g*(B) o (i (B), (i c o~~) (B)) ~ (o ' -k. a) 
c* * 

o O(a,O) - k (O, a) 

Logo, 

g* (B) o o ~ - k s 

Portanto, 

Analogamente provamos que se n Ímpar e k par 

' 

- -e se n Lmpar e k Lmpar, 
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Concluimos entao que 

i) Se n par e k qualquer, 

Kerg* = {(x,y) I (x,(l+k)x-ky) = (0,0)} = {(0,0)} 

Então, 

Logo, 

H C'2n-l) ; O 
n "k 

ii) Se n Ímpar e k par, 

Kerg* = {(x,y) I x =O} = {(O,y)} ; Z 

H (~:2n-l) ; 1l. 
n Lk 

iíi) Se n Ímpar e k Ímpar 

Kerg* = {(0,0)} 

(3.3.4) Lema. Sejam n natural, n>2 , e k inteiro, k~O. 

Então segue que 

i) Se n par e k qualquer 

H (~:2n-l) - !Lk 
n-1 Lk 

ii) Se n Ímpar e k par 

H <'2n-l) ; 1/_ 
n-1 Lk 
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iii) Se n Ímpar e k Ímpar 

H (,2n-l) ;; O 
n-1 L.k 

Demonstração. Por (3.2.3) temos, 

••• __,.. 7L 

Pelo teorema do homomorfismo e pelo fato da sequência ser exa 

ta, temos 

Precisamos calcular Img* , Entio 

i) Se n par e k qualquer 

, 

(cf. Lema (3.3.3)), -Logo a Img* sera formada por 

Concluímos que Im g* ::: l. Gl k/Z • Então 

2n-l 
Hn-l <Ik ) ;; (l ®l) f (l ®H:) 
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Como 1!.. e k !l são submÕdulos de ll temos (c f. Bourbaki p .A II 

14) 

Então 

íi) S n Ímpar e k par, 

(cf, Lema (3.3,3)). 

Então Img* = {(x,y) /x=y}- l. ~ ll ® -0. Logo 

2n-l 
Hn_

1 
<l: ) ; (;Z ® l) I (l ® O) 

k 

Como l e O são ambos subm6dulos de ll, segue que 

(ll ® ll) I (ll ®O) ; (lllll) ® (ll/O) - O ® ll ; ll 

Portanto 

iii) Se n Ímpar e k Ímpar 

(cf, Lema(3.3.3)). Entio Img* 

2n-1 
Hn-1 (L ) ; O 

k 

l @ ~ . Concluímos que 
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(3.3.5) Lema. Sejam n inteiro n>2 e k inteiro, k~O. 

Então temos 

Demonstração. 
2n-l 

Temos que I é conexo por caminhos 
k 

pois ê união de dois espaços conexos por caminhos com inter 

secçao nao vazia. Logo, (cf. Vick Prop. 1.4 p. 9), 

2n-l 
Ho<l: ) = 1l. 

k 

(3.3.6) Observando a Proposição (3,3.1) vemos que a ho-

4m+l 
mología de L 

par 

d S
4m+l 

ma e 

- 2m 2m+l 
e a mesma de S xS e a de 

000 - 000 

4m+l 

l:, -e a mes 
1.mpar 
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4.1 -PROPRIEDADES TOPDLDGICAS DAS ESFERAS DE BREDON 

Referências: Lyra, Spanier, Munkres, Massey, Bredon. 

(4.1.1) Lema. 

-sao simplesmente conexos para n>3. 

Demonstração. P d 1 d . n- "' . ara to o n> , o ~sco D e contrat1l e 

portanto simplesmente conexo. Por outro lado, para todo n>3 

f n-1 - . 1 a es era S e s1mp esmente conexa (ver e . .g. Lyra, Teor.(10.4), 

n-1 n - n-1 n ( ) p. 50). Como rr(S xD ) ""'!T(S ) x n(D ) (ver Lyra,Teor. 7.3),p.36 

podemos 
. n-1 n 

conclu1r que S xD ê simplesmente conexo, Analoga-

n n-1 n-1 n-1 - . 
mente provamos que D xS e S xS sao s1mplesmente cone-

xos. 

v 

(4.1.2) 

(Sn- 1 xA) 

Lema. 

conjuntos U,V, Uf\V 

Demonstração. 

Sejam n~3, e U = (Sn-lxDn) U (AxSn-l) e 
~k' 

definidos em (3.1.2). Então os 

-s ao simplesmente conexos. 

Ê fâcil vermos que u,v, unv sao conexos 

por caminhos. Sabemos pelo 1ema (3.1.10) que U,V e UÍIV sao 

- n-1 n Dnx 5 n-1 e 8 n-1x 5 n-1, retratos de deformaçao de S xD , res-

pectivamente. Podemos portanto concluir (ver Lyra, Teor.(7.2), 

p.35) que 

~(u) = ~csn-lxnn) 

rr(V) rr(Dnxsn- 1 ) 

Como desejávamos. 
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= {o} 

= {o} 
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mente conexas. 

Demonstração. 
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2n-l 
As esferas de Bredon Í 

k 

-sao simples-

2n-1 
Consideremos a cobertura aberta de I 

k 

dada por {U,V}, onde U e V s~o como no Lema (4.1.2). Por esse 

-lema sabemos que U,V e unv sao simplesmente conexos. Como 

2n-l 
unv r 0, podemos concluir que a espaço I 

k 

conexo utilizando o Teor. (10.3) de Lyra, p.48. 

ê simplesmente 

O nosso prÓximo 
4m+l 

Bredon I 
objetivo e demonstrarmos que as esferas 

-de sao esferas de homotopia para todo a>l. Chama 
Ímpar 

00 

remos de uma esfera ~ homotopia a uma variedade C , M, de di 

mensio finita, que e homotopicamente equivalente a urna esfera. 

Para isto veremos alguns resultados. 

(4.1.4) Observação. Toda variedade é triangularizâvel 

(ver Munkres p. 103, Teor. 10.6) e portanto e um complexo CW. 

(ver Spanief p. 145, 401) 

(4.1.5) Lema. 

00 

c sem bordo, 

imersas, 

Demonstra~ão. 

M -e uma variedade 

uma variedade c r 

2n-l 
A esfera de Bredon I e uma variedade 

k 

-sao subvariedades 

A demonstração e análoga a prova de que se 

c r com bordo, entao o dobro de M, D (M) , -e 

sem bordo do qual M -e uma subva-
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riedade imersa (ver Munkres, Def. 5.10, p.56). Basta 

apenas observarmos que em D(M) a colagem ê feita através da 

identidade no bordo de M, enquanto que no nosso caso esta co-

~ .. k n-1 n-1 
lagem e realizada atraves do difeomorfismo ~ de S xS , 

2n-l 
Concluímos então que I ê um complexo CW. 

k 

(4.1.6) Teorema (Whi tehead) . Sejam X e Y complexos 

CW simplesmente conexos e f:X -+ Y uma aplicação contÍnua tal 

ê um isomorfismo, Então f -e uma equív~ 

lincia homot5pica. 

Demonstração. -Pela parte rec1-proca do teorema de Whitehead 

(ver Spanier, Teor. 9, p.399) sabemos que f é uma equivalência 

fra~a de homotopia (Ver op. cit., p.404); e pelo Cor. 24 de 

op. cit, p.405, f é uma equivalência de homotopia. 

(4.1.7) Teorema (Hurewicz). Sejam X um espaço topolf 

gLco, conexo por caminhos e num número inteiro n>l. Então 

existe urna aplicação ~ : TI (X) -+ H (X) 
n n n z • 

n 

onde z e o gerador canônico de H (Sn) (; Z). Além disso se 
n n 

~. (X) 
L 

O) i<kJ então ~k: rrk (X) -+ Hk (X) ê um isomorfismo, 

Demonstração. Em Spanier p, 388, temos a definição de 

~n e pelo teor 5, p.398, de op. cit, temos que nas condiç~es 

acima ~k é um isomorfismo. 
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(4.1.8) Proposição. Seja M uma variedade compBcta sim-

plesmente conexa, sem bordo. Se H*(M) ~ H*(Sn) então M ê homo 

topicamente equivalente a sn. 

Demonstração. Temos que ~. (M) 
L 

n 
TI. (S ) para 

L 
i=O,l, pois 

M e simplesmente conexa. Pelo teorema de Hurewicz Yem que 

Além disso, por hipÓtese 

Logo 

~2(M) 
-• o 

E assim sucessivamente, temos 1Tn-l (M) = O, Então 

~. (M) :; 0 
L 

- n • ~.cs l 
L 

para, i<n. Utilizando novamente o teorema 

anterior, vem_que 

Seja W um gerador de H (M) :;;; l , cjl : 1T (M) --+H (M), 
n n n n 

entao 

-1 t (H) € ~ (M) • 
n n 

Seja f:Sn -+ M contÍnua tal que 

Como M1 
n -S sao conexas, entao f*,0; H (Sn) -+H (M) 

o o 
- . e ~somar-

fisma .. . Temos ainda que f*' i' H. (5°) ~H. (M) 
L L 

ê isomorfismo 

para i'#n, pois H. (Sn) ;; H. (H) = O . Para i=n, f*,n: H (S 0 )+H (M), 
~ 1. n n 

dada por f,.,n(Z
0

) = ijl( [f]) = w pela definição de rjl • Logo f*,n 
u n 

n 
leva o gerador z de H (S ) no gerador w da H (M), entao f*,n 

n n n ·· 

ê isomorfismo. 

Pelo teorema ~hitehead, f e uma equivalincia homot6pica. 
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4m+l 
Conclufmos entao que I 

Ímpar 
tem o mesmo tipo d~ homoto-

S
4m+l 

pia que 

Veremos a seguir que í: 
4m+l 

ê homeornorfa a 
Ímpar 

(4.1.9} 

8 4m+l. Para isto utilizaremo~ o seguinte resultado, provado 

por S. Smale em 1960, para n~S, (cf. Annals of Mathematics 

74 (1961)' pp. 391-466). 

''Seja M uma variedade de dimensio n, compacta, sem bordo 

e do mesmo tipo de homotopia que a esfera usual S
0

. Então· 

n " nf3,4 M ê homeomorfa a S 

se 

Nota. Para n=l ê trivial (ver Milnor, p.55). Para n=Z 

foi demonstrado por Poirtcarê, que conjeturou a proposição p~ 

ra n=3 (na realidade ele conjeturou que uma variedade simple~ 

mente conexa compacta, sem bordo, de dimensão 3 é homeomorfa 

3 
a S • E uma tal variedade, pela prop. (4.1.8),· tem o mesmo ti-

po de homotopia que s 3). Por isso a afirmação, 

"Se M ê uma variedade de dimensão n, compacta, sem bordo 

e do mesmo tipo de homotopia que Sn, então M ê homeomorfa a 

sn " 

ê conhecida como co_hjctura generalizada de Poincarê e ainda 

está em aberto os casos em que n=3 e n=4. (cf. Massey, p.l42). 

\4m+l - 4m+l 
L~ e homeomorfa a S . 
~mpar 

Podemos então afirmar que 

Em op. cit, p.241, pode ser encontrada uma tabela (devida 

a Kervaire-Milnor) que dá o nÚmero de estruturas diferenciá-
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veis distintas sobre a esfera usual Sn. Por esta tab~la a es 

fera s5 tem uma Única estrutura diferenciável. Kervaire-Milnor 

mostraram tambêm, que para cada inteiro n, -o numero de estru-

turas diferenciáveis distintas sobre Sn é finito . Em geral a 
4m+l 

esfera ex5tica I nio ê difeomorfa a esfera usual ~ 4 m+l 
impar 

4m+ l 
4.2 - AÇAD EXÕTICA DE O (n) SOBRE L 

1mpar 

Referência: Bredon. 

Chamaremos de açao exôtica a uma açao de um grupo compac 

t_Q que nao "se assemelha" a nenhuma ação linear (muito menos 

a uma açao ortogonal) 

Vimos no cap. I que o grupo O(n) agindo linearmente so-

bre esferas tem como conjunto de pontos fixos esferas. 
4m+l 

Vamos 

mostrar que existem açoes de O(n) sobre I que na o tem 

como conjunto de pontos fixos esferas, 
Ímpar 

logo não sao equivale.!!_ 

tes a açoes 
. . s4rn+l 

ortogona~s sobre 

(4.2.1) Observemos que se r,:::n e se Dr C Dn (pela inclu-

s ao comum) , 
~ k r-1 r-1 . r-1 r-1 

entao ~ preserva S xS e restr~ta a S xS 

dá a ~k definida da O(r)-ação. Isto ê claro se observarmos que 

as duas componentes 9 x(y) e X de t(x,y) sao obtidas de X e y 

pela rotação do plano que contêm X e y' desde y a x, por um 

ângulo ângulo Então 
k 

igual ao entre X e y. t (x,y) depende so-
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mente do subespaço gerado por x e y. 

(4o2o2) Se H ê um subgrupo de O(n) e se 

tomando a restrição ~k (k Ímpar, k>l)a Sr-lxSr-l teremos 

2r-l 2n-l 2r-l 
I , logo F(H,I ) = I . Isto produz diretamente alg~ 

k k k 

mas características nao usuaLs destes exemplos, 

Sejam n=3 e t
2 

; 0(1) C.0(3) o Como F(O(l), n
3

) = n
2 

te-

mos r=2, e entao a inclusão leva o elemento não trivial de l 2 

na matriz 

-1 o o 

o 1 o 

o o r 

5 3 3 
Então F(O(l), I ) = 1: o Mas, H C/: ) ; !Z (ver Propol3o3ol)) o 

1 k k 
k k 

Isto di uma involução (um homeomorfismo de perÍodo 2) sObre 

s5 , cujo conjunto de pontos fixos F, tem o primeiro grupo de 

- z 
k 

, para k Ímpar, Concluímos que esta homologia H1 (F) 

0(1)-ação sobre 1:~ -; s5 não e equivalente a nenhuma açio orto 

gonal, pois o conjunto de pontos fixos tem homologia ~k (k -Lm 

par, k>l) no grau 1. 

(4o2o3) Mais geralmente para i~l a 0(2m+l)-açio sObre 

4m+l 
I ; s 4m+t nio e equivatente'a nenhuma aç~o ortogonal pa-

2i+t 

ra m~l e a açao restrita a 0{1) e, portanto, a O (r) para 
4m+l 

l~r22m+l, e tambêm nio ortogonal desde que F(O{l), L ) = 
2i+l 
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4m-l 
L tem homologia z2i+l no grau 2m-1 (cf. Prop. (3.3·.1)). 
2i+l 

000 - 000 
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