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INTRODUGAO

Um dos problemas basicos da teoria dos grupos de tranfor
magoes consiste em achar condi¢oes que garantam que o conjun
to F(G,G;X)Idos pontos fixos de uma agao & de um grupo G so-—
bre um espag¢o de Hausdorff X herda propriedades topolbgicas
de X. Suponhamos, por exemplo, que G 2 o grupo ortogonal O0(m),

ntl (1 < m < n+l), e que a agao

X & a esfera unitaria S" em R
8 de 0(m) sobre S" e ortogonal, isto &, dada por transforma-
gaes lineares ortogonais, Entao e facil mostrar que F(0,6G,X)
& uma esfera S°, onde ~1 <r<mn e S_l indica o conjunto
vazio. Neste exemplo vemos - que o subconjunto F(5,G,X) de X
herda uma propriedade topologica de X.

Como F(8,G,X) & uma "fungao"” de tres "variaveis", e ra-
zoavel comegar por analisar o problema Ffixando duas delas e
tomando como X um espag¢o "simples™ e como G um grupo "conheci
de". Se comsideramos, por exemplo, o cago em gue X e G sao co
mo acima, surge imediatamente a seguinte pergunta: Sera que o
conjunto dOs.pontos fixos de qualquer agao de 0(m) sobre g™
e uma esfera?

Esta pergunta tem toda a aparencia de sér extremamente
natural, mas apesar disse {(ocu, talvez, precisamente por isso)
ela ficou sem resposta por muite tempo. Um dos primeiros re-
sultados a respeito dela foli o celebre teorema que P.A, Smith
obteve por volta de 1939, e que, na essencia, pode ser descri
to assim. A esfera usual S" & substituida por uma n—esfera de
homologia mod p, isto e, por um espago topoldgico X que pos-—

. . n . .
gsul os mesmos grupocs de homologia que S com coeficientes em

-~ AA -
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Zp = Z/pZ, onde p & um nimero primo; e em lugar de agir]sobre
X com um grupo ortogonal, se opera com um p-grupo G, Pnde p a
o mesmo primo gque acima. Smith demonstrou que, soh estas hipé
teses, F(0,G,X) & entao uma r-esfera de homologia mod p, aonde
—L < r <n e S_1 indica como antes o conjunto vazio. Em ou-
tras palavras, sob as condicoes mencionadas o'.., subconjunto
F(6,G,X) de X herda uma propriedade topologica de X.

Por volta de 1965, G.E. Bredon exibiu um exemplo que mos
trou a necessidade da utilizacao da homologia com coeficien-
tes em Zp na hipotese e na tese do teorema de Smith acima des
crito. Na sua forma mais simples, o exemplo de -Bredon consis-
te em exibir uma involugao (ou seja, uma agao © dofgrupo 22)
sobre uma variedade diferenciavel X,_difeomorfa a esfera usual
SS, tal que F(8,Z,,X) 6 um espaco lenticular L de dimensdo 3.
Como Z2 & isomorfo ao grupo ortogonal 0(l) e L nao & homeomox .
fo a uma esfera, o exemplo de Bredon fornece uma resposta ne-

gativa a pergunta que formulamos acima.

Mais geralmente, Bredon constroi variedades diferencia-

Lm+1

. + - -
vels Xém 1, homeomorfas a esfera usual S , e agoes § do
Adm+1 . -
grupo ortogenal Q(2m+l) sobre E tais que o subconjunto
+ -
F(6,0(2m+1), Eém+l) de 24m 1 nao e homeomorfo a ncenhuma esfe-
ra. Em outras palavras, estas agoes nao sao "equivalentes" a

+ .
SzHll 1; ou, dito

nenhuma agao ortogonal do grupo 0(2m+l) sobre
de outra forma, um grupo compacto tao "usual” como o grupo or
togonal pode agir sobre dois espagos indistinguiveis (desde o

pento de vista da Tepologia Geral) de maneiras essencialmente

diferentes. As construgoes de agoes "exoticas" devidas a Bre-
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don, Brieskormn, Hirzebruch, Mayer e outros (para as referen-—
cias ver o livro de Bredon, p. 54), sao de muito interesse por

que elas fornecem importantes esclarecimentos sobre a comple-

xidade das agoes de grupos compactos sobre variedades.

Resumindo, podemos dizer que o nosso tema principal & a
determinacao de limites para o campo de validade do teorema
de pontos fixos de Smith para agoes sobre esferas. Pareceu-nos
que o tema, alem da sua importancia especifica na teoria dos
grupos de transformagoes, poderia ser de muito interesse a
alunos que desejem iniciar—-se nesse ou em outros ramos da to-
pologia algébfica e, talvez, a pessoas ativas em algum campo
da geometria ou da toﬁologia. A apresentacaoc feita por Bredon
do seu exemplo no set artigo origina& e no seu livro &, contu
do, muito concisa, o que dificulta a difusao desses importan-—
tes resultados fora de circulos altamente especializados. No
seu livro, Bredon simplificou alguns detalhes, mas como sau
principal ijetivo ali era o de prevenir o leitor das difiecul
dades que surgem no estudo dos grupos de transformagoes, e nao
o de fazer uma analise detalhada do seu exemplo, ele se limi-
tou a indicar, em pouco mais de tres paginas, os passos mais
importantes da construcao.

0 objetivo desta tese &, entao, aprescuntar os resultados
de Bredon menciconados acima de um modo que esperamos scja con
siderado acessivel pelos leitores. Como o mnosso desejo foi
produzir um texto que pudesse ser lido sem muitas dificulda-
des por pessoas que se iniciam no estudo da topologia algeébri

ca, optamos pela inclusao de muitos detalhes nas construgoes.
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A organizacao do trabalho responde também a esse desejo’. - As-
sim, na parte inicial do primeiro capitulo fazemos um resumo
de alguns conceitos sobre grupos de transformagaes e Eolagens
equivariantes de espagos topologicos., Ali também introduzimos
as variedades X?n_l mencionadas antes, e que nds chamamos de
"esferas de Bredon'" neste trabalho. Estes espagos sao obtidos
por colagem equivariante de dois toros solidos atraves de um
homeomorfismo que "deforma" e identifica os bordos. No segun-
do capitulo estudamos o grau hoﬁolﬁgico e o.grau diflerencia-
vel de uma aplicagaoc, e o automorfismo induzido em homologia
pelo homeomorfismo de colagem. A sequencia de Mayer— Vietoris
& utilizada no terceiro capitulo para calcular a  homologia
singular sobre os inteiros das esferas de Bredon. Finalmente,
0 quarto capitulo contém uma exposiggo mais detalhada do exem
plo, dade por Bredon, de uma involugao exdtica sobre a esfera
57,

Quero externatr agul meus agradeciméntos ao Prof., Dr. Hu-
go H. Torriani pela proposigao do trabalho e pela orientagao.
Registro, ainda, méu reconhecimento ao Prof, Dr. Francesco
Mercuri pelas valiosas indicagoes recebidas durante a ultima
fase da preparagﬁo do manuscrito} ao Prof. Dr. Antounlo Conde
e ao Prof. Michael Bix por diversas consultas a respeito des~
te trabalho; e ao Prof. Dr. Wolf Therkleid por ter me enviado
um exemplar da sua tese de mestrado, que foi necessario utili
zar gqui. Agradeco tambem aos meus colegas Sueli Irene Rodri-

gues Costa e José Luiz Boldrini pelas sugestoes recebidas.
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- ALGUNS CONCEITOS SOBRE GRUPOS DE TRANSFORMAGOES '

Referencia: Bredon, pp. 32,44,

(1.1.1) Definicao. $Sejam G um grupo topologice e X um
espago de Hawsdorff. Dizemos que o grupo G age sobre X como gru

po de transformacoes se existe uma aplicacac continua 6! GxX~+X

satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) 9(g,8(h,x)) = 6{(gh,x), para todo g,h € G e to-
do x € X.

(i1) 8(e,x) = x, para todo x 8 X, onde e & a identi
dade de G,
A aplicagao 6 & chamada uma agao de G sobre X . O éspago X jun

to com a agao § & chamado um G-espaco (a esquerda).

{1.1.2) Exemplos.

(i) Seja G = S0(2) o grupo das matrizes reais or-
togonals de ordem 2 com determinante igual a 1, agindo sobre
R2 da maneira usual, isto &, através das rotagdes do plano eu
clidiano sobre a origem,

(ii) Seja (13 (com a topologia discreta) o grupo

multiplicativo de dois elementos ., Este grupo age como grupo

~ s 2 3 .
de trausformagoes sobre a esfera unitaria 57 em R7,s5e defi-

>
+
2+

nirmos a aplicacao ﬂ:{il}xs 82 por ﬁ(il, &gy,z))Zﬁ%g iy, -z} .

(1.1.3) Obsefvagaes.

(i) Usamos g(x) ou gx no lugar de 8{g,x) quando 6
esta expl{cita no contexto. Neste caso as condigoes (i) e (ii)

_.02_
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de (1.1.1) podem ser escritas:g{h(x)) = (gh)(x) e e(x) = x .
Se CCG e AT X colocamos C(A) = {g(x) / g€G, x € A} Um sub-

conjunto A de X & dito invariante sob a agao de G se G(A) = A.

A agao § de G sobre X induz uma ag¢ao de G sobre todo subcojun
to invariante de X, que sera denotada tambem por 9.

{ii) Para cada elemento g € G seja 8g1 X+X a apli-

Go definid 5 = = ,x) . g, =
cagao definida por g(x) g (x) GFg x) . Como ageh 'egh e
Be = lX , temos Séﬂg;i = Gé = lﬁ = eg;leg , &€ portanto’ cada
eg 2 um homeomorfismo de X.
(1.1.4) Defini¢ao. Seja X um G-espago,Um ponto x € X e
chamado um ponto fixo de G em X se G(x) = {x}. Denotaremos o

subespago dos pontos fixos de G em X por F(G,X}) ou por XG

Assim, F(G,X) = {x€¥X / g(x) = x para todo g€G}. Se "H e um
subgrupo de G, o conjunto dos pontos fixos de H em X sera de-

notado por F{(H,X) ou por XH.

(1.1.5) Exemplo’. Com as notagoes de (1.1.2) temos

F(S0(2), R%) = {0} e ({13, 82) =

(1.1.6) Definigdo. Sejam G um grupo de transformacoes so
bre R" e A um subespaco topologico de R" invariante sob azmao

de G. A agao O de ¢ induzida sobre A e dita linear (respecti-

vamente ortogonal) se e somente se Og & a restrigéo de uma
~ . . n
transformagaoc linear (respectivamente ortogonal) de R para

todo g€G.
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(1.1.7) Exemplo. Sejam m e n inteiros tals que - n>m>1 ,
G o grupo 0(m) das matrizes reails ortogonais de ordem m agin-
do de maneira usual SObreiEm, ou seja, por multiplicacao (e SO
n - , ~ m m
bre R atraves da inclusao R = R x (0,..40) {(n-m zeros)), e

. - + n'"]. n - o~ n -
A a esfera unitaria 5 em R, Entac a agao de G sobre IR e

ortogonal e induz uma acao (ortogonal) sobre Sn_l

(1.1.8) Observacao. Sejam GL(n,R) olgrupo das matrizes

reais nao singulares de ordem n e ¢ um subgrupo de GL{n,R)
agindo de maneira natural sobre R™. Se X,y & F(G;R?) e = € R
remos Gé(x) = x e Bé(y) = y para todo g€G, donde eg(X+Y) =
= Bg(x) + Bg(y) = x+y e Bg(mx) = « Gg(x) = «x , pois cada
9 e linear. Portanto, F(G;Rn) & um subespago vetorial de r™.

g
Seja agora G um subgrupo de 0(n) agindo de maneira natural so

bre R™., Como G induz uma aplicagao sobre gn-1 (cf. (1.1.7)),
temos F(G,Sn_l)c Sn_l. Entao F(G,Sn_l) = F(G;Rn)f\sn_l = (r-sub
espago)lr1sﬂ_l = Sr, ou seja, F(G,Sn_l) = g* (-1<r<n-1), onde

st = ¢

(1.1.9) Exemplos.

(i) Counsideremos a agao antipoda ef. (1.1.2 (ii)))

de 0(1)= {1} sobre 82 . Como vimos em (1.1.5) wvale aqui

FO(1), 8%) = g™t

(ii) Seja agora G = S0(2) agindo sobre 32 atraves

de rotagoes aec redor do ecixo z. Como G esta parametrizado pe-

lo angulo ¢ (0<$p<2m), a acao 8 de ¢ sobre 52 e dada por
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8(¢,(x,y,i\/1-x2~y2)) = (% cos¢ + y send, ~x seng + y cosd ,
ifl—xz-yz). Portanto, so ficam fixos os polos (0,0,%1), ou se

ja, F(s0(2), s%) =sY .

(111) Seja G = 0{(1}) agindo sobre S2 pela reflexao 50

bre o plano xy. Como G = {#1} esta acao & definida por

. 9(—1,(X,y,iy1—){2—y2) = (x,y, + I“XZ“YZ)- o claro que

F(0(1),8%) = st .

(iv) Finalmente, seja G um subgrupo gqualquer de 0(3)
agindo trivialmente sobre Sz, isto e, g(x) = x para todo g€G

e todo xGSz. Por definicao temos entao F(G,Sz) = SZ.

COLAGENS DE ESPACOS TOPOLOGICOS

Referencia: Dugundji, p. 127.

(1.2.1) Definigdo. Sejam X, e X, espagos topologicos .

Consideremos Xy x{1} e X, x{2} com a ropologia produto da to-

pologia de X, (respec. de Xz) com a topologia discreta de {1}

1

(respec. de {2}). Entao a2 uniao disjunta de Xl com Xz e o

conjunto

X +X, = {(xl,l),(xz,Z), para todo x; € X, e todo x, € XZ}

com a seguinte topologia U C(X1+X2) e aberto <= Uﬂ{Xlx{l}}e

N {X,x{2}} sio ambos subconjuntos abertos.

2

(1.2.2) Definican. Seijam A um subespago fechado de X, e

1
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¢: A > X, uma fun¢ao continua. A relagao R, na uniao disjunta

2

X1+X2, dada por (x,1} R {(x,1), para todo xGXl ;s (v,2) R (y,2),

para todo y€X, j (x,1) R (y,2), se y = ¢{x), x6A ; e uma rela

gao de equivalencia. A colagem dos espagos X, e X, através de

b e o espago

X = X +X2/R

. U X

1 2 1
¢

com a topologia quociente.

(1.2.3) ‘Sejam X a bola unitaria D" em R", Y = X, a=s?7!

e p a identidade em A, Entgo_a colagem p™® "™ & homeomorfa a
' id

n 2

$°. Tomando~se n = 2, teremos X = D , ¥ = X, A

Sl, $ identi
dade em Sl, & facil vermos geometricamente (v. figura) que a

colagem de X e Y & homeomorfa a g2

(1.2.4) Sejam X = Snﬂlx D" com a topologia do produte

. n~-1 _n-1 s - .
cartesiano ¢ A = 8 x5 ,entao A & um subconjunto fechado de

X. Tomemos X = Y e ¢ a aplicacao identidade em Sn_len-l. En-

tio a colagem (Sndlan nleDn) & homeomorfa a S lxs®

(s
' Y

No caso em que n = 1 & facil vermos geometricamente {(v. figu-
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ra) que a colagem (SoxDl) ¥, (SOxDl) (a aplicagao 1identidade
. id '

sobre SOXSO) e homeomorfa a SOxS1 .

e

X

d /ﬁ p’

4 -~ &-

4-’,

————
SD
(Soxnl) kJ'(SOXDI) SOXS1

"id

(1.2.5) Concluimos estes exemplos mencionando o seguin-
te resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada em

Godbillon, Prop. 1.7, p.33

Lema. Sejam p e q inteiros nao negativos tais que p >1

e m = p+tq . Entao a esfera 8™ & homeomorfa ao espago obtido
: - + - . ~ .

pela colagem de Dpxsq e sP lxDq 1 atraves da aplicagao identi

dade sobre Sp_leq

Se tomarmos m = 2n-1, p = n, g = n—-1, X = DHXSHdl ,

Y = Sn"lan, A = Sn_lxsnul e ¢ a aplicagao identidade sobre A,
teremos um homeomorfismo de (anSnﬂl) o (Snﬁlan) sobre SQn—P

id

Comé (Sn_lan) LJ(anSnﬁl) ¢ homeomorfo a (anSn_l)LJ(Sn—lmfb,
id id
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podemos concluir que existe tambem um homeomorfismo

(Sn_lan) U (ansn—l) ~ SQn-l
id '

COLAGENS EQUIVARIANTES

Referéncia : Bredon, pp. 48,50,

{1.3.1) Definigao. Sejam X ¢ Y G-espagos ¢ ¢: X>Y uma

aplicagao continua. Dizemos que ¢ & uma aplicagiao equivariante

se ¢ comuta com a agao do grupo, isto e, ¢{g(x)) = g(¢(x))

]

para todo g&€G e tode xE6X.

{(1.3.2) Observacao. Sejam X e Y G-espagos disjuntos,

ACX um subespacgo invariante (ef, (31.1.3 (i}))) e ¢: A~>Y wuma

aplicacao continua equivariante. Como g(¢(a)) = ¢(g(a)) para’

todo a€A e todo g€G, a colagem XUY dos espagos X e Y atraves

¢

da ¢ & tambeém um G-espago.

frr e —

. ".-'//I-‘// A
6Ca) o 9(8(2))
8

Se ¢ @ um homeomorfismo equivariante de A sobre sua ima-

gem podemos supor que A e um subesgpaco de X e de Y com a mes-
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ma G—agEo sobre A nos dois casos. Se ¢:A+A se estende a unm

homeomorfismc equivariante de X sobre si mesmo {resp. de Y

sobre 81 mesmo), entao XY = XY como G-~espagos, o homeo-—
id
morfismo sendo dado por ¢ em X e pela identidade em Y (resp.

por ¢ em Y e pela identidade em X). Entretanto se ¢ nao se

estende a X ou a Y, XY pode ser um novo G-espago.

(1.3.3) Agora vamos-aplicar as consideragoes preceden-—

tes ao caso particular em que ¢ @ o grupo ortogonal 0{(n) ,

~ . . n~-1_.n -
X e Y sao lguais ao produto cartesiano § kD" e A e o bordo

g% g™l ge g™ xp®,  4s acoes de 0(n) sobre estes .espagos

~ -~ ' -1
serao dadas pela acao usual sobre st e sobre D, e  pela

agao diagonal sobre Snﬂlan. A construcao de uma familia e-

numeravel de O(n)-espagos por colagem equivariante de duas

- n-1_.n - . . .
copias de 8" "xD atraves de auto-homeomorfismos equivarian-

n-1 _.n-1
b

tesde 5 5 , que descrevemos nesta secgao e na seguinte,

¢ devida a G.E. Bredon [ﬁrtigoj,[&ivro].

0 primeiro passo da construgao e emcentrar uma aplica-

gEo equivariante B:Sn:£+ 0(n) conveniente que leve xGSnﬂl em
GX € 0(n), onde 0{n) age sobre si mesmo por conjugacao. Unma

discussao a respeito das distintas possibilidades que se apre
sentam "a priori" pode ser encontrada em Bredon [1ivro]p.50.
Para nossos propositos sera suficiente considerarmos a apli-

cagao 6:s "L+ 0(n) definida por

Gx(y) = 2 <%,y > X~y ,
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para todo xGSnFl e todo y € Rn, onde <x,y> denota o produto

interno usual de x e y. A aplicagao estd bem definida pois

2 ) 2
le (DIl = <2<x,y>x-y, 2<x,y>x-y> =[y[| , entdo 8_(y) €0(n)

(1.3.4) Lema. A aplicagao O e equivariante com respeito

a 0(n).

Demon stragao Para cada g€0(n), xe307! ey € RY temos

por definigao

Bg(x)(g(y)) = 2 <g(x),g(y)>glx) - gy

Como x —+ g(x) & uma transformag¢ao ortogonal de R" ela pra-

serva o produto interno, logo
2 <g(x),g(y)>e(x)-gly) = 2 <x,y>g(x)-g(y)=g{2<x,y>x~y)
- pela linearidade de g. Portanto,

8, ) (803 = 80 (y) . (1)

mas para todo y € R” temos
_ -1
e por (1)
0,y (a(g (¥ =g 0 (g7 =g e g (¥
g (X} & X

Dal vem que

-1
eg(x) = 8 eX pod (2)

' - - . . 7
Portanto, O e equivariante, como dese]avamos.
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(1.3.5) Lema. Seja a aplicacgao ¢:Sn—lx8n-1 + Sn_lxsnhl
definida por ¢{(x,y) = (ex(y),x). Entao ¢ e um. homeomorfismo

equivariante {a menos de mencao em contrario, em produtos car

tesianos consideraremos a ac¢ao diagonal).

Demons tracao. Esta assergao decorre do fato de ¢ poder

ser decomposta em duas aplicagoes

(x,y) == (B_(x), 08, (y)) = (8 _(y), 8 (x))

que sao homeomorfismos equivariantes e do fato que 6 (x) = x.
(1.3.6) Lema. Para cada inteiro k (positivo, negativo

-~ . - . - “1 - i -

ou nule) a potencia k—esima ¢k: st len — g1 lxsn t de ¢ e

um heomeomorfismo egquivariante,

Demonstragao. T claro que ¢k & um homeomorfismo para to

do k. Além disso a identidade ¢O ¢ uma aplicacao equivariante e
ja vimos que ¢ e equivariante, logo a afirmagao vale para k=0
e k =1. Suponhamos a valida para k = n. Pela hipdtese de in

dugao e o fato de ¢ ser equivariante temos

$ (g™ (x,y)))

Il

6 (o (g (x,y))

Ii

g (b (™ (x,y))) ,

para todo g € G. Portanto,

n+l

g(o (x,¥))

I

o g x, vy

donde ¢k'5 equivariante para todo k > 0 . Alem disso, do fa-
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to de ¢ ser equivariante decorre que ¢—1 tambem o &. Com efei

to (cf. Bredon, p.35), se y = ¢(x) e g € G vale

-1

8 8 (3)) = 67N (0) = 67 (g (x0)) = g(x) = g6 L(¥))..

Aplicando o processo de indugao para o conjunto dos inteiros
. k - . . . .
k < - 1 deduzimos que ¢ e um homeomorfismo equivariante para

cada inteiro k.

- -

(1.3.7) Observagio. Com as notagdes de (1.3.6), & fa-

cil ver que todas as potencias ¢k de ¢ sao auto-difeormorfis-

mos {(equivariantes) de Sn_lxsnfl .
ESFERAS DE BREDON
Referancias: Bredon [}ivrd] pp. 50,55; Bredon [artigo].
(1.4.1) Definigio. Sejam n um niimero natural >1 e k
um inteiro (positivo, negative ou nule). © 0O{n)-espago
2n-1 '
) = ™™ U ™ o™
k ¢k

.o .. S n-1 _n
obtido por colagem equivariante de duas c¢opias de S xD" atra

- . . . k n-1_.n-1
ves do homeomorfismo eguivariante ¢ de S xS recebe 0 no

me de esfera de Bredon de dimensao 2n-1 e tipo k .

" A seguir daremos alguns exemplos de esferas de Bredon.
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(1.4.2)} Sejam n qualquer e k = 0, o homeomorfismo ¢k e
entao a identidade e ja vimos em (1.2,3) que 2 colagem de duas
- . n . . n—-1 - !
copias de D pela identidade em § e homeomorfa a S, Por-
- tanto temos um homeomorfismo

2n-1 -1 ﬁ
z jar Sn x5 .
Y '

Aqui 0(n) pode ser conmsiderado como agindo sobre SHC:ﬁBn+1
atraveés da inclusaoc de 0(n) em O(n+l) dada por
A 0

A b—
0 1

para toda matriz A € 0(n), onde os zeros denotam vetores nu-
los de n componentes. Se fizermos D{n) agir diagonalmente so-

n

n-1 . .
bre S X877 0 homeomorfismo precedente se torna um homeomorfis

mo de O(n)-espacgos.

(1.4.3) Sejam n qualquer e k = 1. Primeiramente obsérvg

-t “Zn—l
mos que E também_pode ser descrita como espago obtido pe-

k .
la colagem de s™ 1XDn a p"xs® l'através da aplicagao

ot gl g0~ Snﬂlxsn—l
definida por ¢ (x,v) = (=%, Gk(y)). Com efeito, ¢' nada mais &
do que ¢ composta com uma mudanga de fatores. Mas Bx(y) e p"
para todo y € D™ , pois 6 (¥) e a reflexao de y sobre a reta

que passa pela origem e pelo ponto x (cf., (1,3.3)); logo ¢'
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pode ser definida sobre todo o conjunto Sn_lan . Seja

o' 8% lep® — g7l pn
a aplicacao definida pela mesma formula que ¢' . E Obvio gque
-'--III - - . . . Il""l n
¢’ e um auto—homeomorfismec equivariante de S xD" . Como ob-

servamos em (1.3.2), existe entao um homeomorfisme (eclaramen-

te equivariante) de

1

¥ = (s™ "xp™) L$‘(an8n_ )

sobre (Sn—lan) W (anSn”1

id

Y. Mas, por (1.2.5) existe tambén

um homeomorfismo de (Sn_lan) L)(ansn—l) sobre 82n~1 » onde

id _
52n~1 & considerada contida em R" x R" e 0(n) age diagonalmen

te sobre S2n_l

. Prova-se que este segundo homeomorfismo a tam
. Zn-1
bem equivariante, entao X e equivariantemente homeomorfa

1 .
a esfera usual 52n L , onde as acgoes de 0{(n) sobre estes espa

¢os sao mencionadas acima.

1.4.4 Sejam n e k gquaisquer. Consideremos dols pontos
( i q q p

n—lxsnwl.

P e g de 8 Entao identificamos P com Q se e somente

se Q = ¢k(P), ou seja, se e somente se P ¢_k(Q). Isto signi

fica que, trocando os papeis desempenhados pelas duas copias

n-1 n

de § XD, obtemos um homecmorfisumo
Z2n—1 : E211—1
k ' -k

que & obviamente equivariante. Sera suficiente entao conside-
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rarmos esferas de Bredon do tipo k > O .

(1.4.5}) Sejam n = 1 e k qualquer. Neste caso ¢ & um au-—

tohomeomorfismo de SOXSO , & como s0 - {£1} basta conhecermos

Gii(il) para conhecermos ¢. Pela definicao de Bx(y) dada em

(1.3.3) temos 81(1) =1, 81(—1) = -1, 9_1(1) = 1 e 9_1(;1)=“1-
0

Portanto GX e identidade para todo x € § Entao ¢ fica defi-

nida por ¢(x,y) = (y,x), e dal segue imediatamente que

identidade, se k & par > 0 ;

o ‘ , se k & Impar > 1 .

Se k & par > 0 , temos por defimigao

‘1
E = (SO X Dl) v (SO X Dl)
k . .
1d
. - . . O 1 . -
onde id @ a identidade sobre 8 x5 . Vimos em ' (1.2.4) que
(SoxDl) U (SoxDl) ¢ homeomorfo a SOXS1 {Prova—-se facilmente

id
gue o homeomorfismo & equivariante com respeito a 0(1))}. Logo,

se k & par > 0 existe um homeomorfismo de 0(1)-~espagos.

1
7 o= sOxst .
k
T , . k _ : 3. .0
Se k e 1mpar > 1, vimos acima que ¢ = ¢ . Como 8 xS
0o .0 0

consiste dos quatro pontos (£f1,%f1) e ¢: S'x5°— 8 xSO satis-
faz ¢(x,y) = (v,x), para todo (x,y) € SOXSO , podemoes repre-—

sentar
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L 0.1 0, 1
} o= (s7xDT) W (8 xD)
k b
Neste caso, observemos a figura seguinte, onde as flechas in-

dicam as identificagoces a serem feitas pela ¢

| (-1,1) (1,1)

(13_]—)

Fazendo~se essas identificacoes deduzimos que se k e impar

> 1 existe um homeomorfismo de 0(l)-espagos

Nes casos particulares descritos acima as esferas de Bre

Zn—1
don z reduziram—-se as esferas usuailis (ou produtos delas) e
k

as agoes do.grupo ortogonal 0(n) sobre aqueles espagos foram
também as usuais. No capitulo IV veremos que quando n > 2 e
k > 2 as esferas de Bredon Eﬁn—l fornecem axemplos de 0(n)-es

pagos com propriedades inesperadas,

00D = Q00
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2.1 - GRAU TOPOLGGICO

Referéncias Vick, Greenberg.

(2.1.1) Lema Sejam q e n inteiros > 0. Entao a homolo-

. n - .
gia da esfera S e a seguinte: se n = 0

8 Z , seq=20 ;
Hq(SO)=

we

0 , se g > 0

e sen > 1

. Hq(s™) =

Demonstragcao. Ver Vick pp. 7, 10, Greenberg p. 62.

(2.1.2) Sejam n>1 , f uma aplicagao de S" em S", e = um

gerador de Hn(Sn) = Z. Seja f, o homomorfismo induzido por f
em Hn(Sn), entao f*(m) = m « para algum inteiro m. Observe-

mos que este intelro independe da escolha do gerador pols
f*(—&'j) = —f*(o:) = —m = = m(—--d:)

(2.1.3) Definigao. WNas condicoes de (2.1.2) definimos m

como grau de f e denotamos m = d(£f) .

(2.1.4) As seguintes preopriedades seguem imediatamente da

definigao anterior:

~-~18~
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(a) d(identidade) = 1
(b) Se f e g sao aplicagoes de . S™ em 8" entao,

d(fog) = d(£).d(g).

(¢) d(aplicagao constante) = 0
(2.1.5) Lema Sejam n>0 e f uma aplicagao de s® em 8"
dada por
f(xl,x2,gqxn+1)= (Xl""’_xi’ ...;xn+1)
Entao d(f) = -1 .

Demonstracao Ver Viek p. 31.

(2.1.6) Corolario. Seja A a aplicagzo antipoda de st em

s™. Ent3o d(A) = (“l)n+l

Demonstragao Segue imediatamente do Lema (2.1.5) e da

parte {(b) de (2.1.4}.

2.2 - GRAU DE UMA APLICACAQ DIFERENCIﬁVEL

Referencias: Conde, Milnor,

(2.2.1) Definicdo. Sejam B e B' bases de um espago veto

rial real ¥ de dimensao finita. Dizemos que B e B' determinam

a mesma orientagao de E se a transformagao linear que leva B

em B' tem determinante positivo.
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A relagao B=B' <> B e B' determinam a mesma orientacao

de E & uma relagao de equival@éncia sobre o conjunto das bases
-~ . . i . - * -~ .

de E e da origem a exXatamente duas 'classes de equivalencia que

chamaremos orientacgoes de E ,

(2.2.2) Definicao. Seja M uma variedade diferenciivel de
dimensao n. Uma orientacao em M & uma escolha de orientacao
nos espagos tangentes a M em cada um de seus pontos, de tal mo
do que a seguinte condigao seja satisfeita: Para cada x.de M
existe uma carta local (U,h} com x€U tal que Dh(y) leve a orien
tagao escolhida em T(M)y; para todo y€U, na orientagao de R

dada por sua base candnica., Se a variedade M tem dimensao

zero, dispensa-se esta condigao.

(2.2.3) Sejam agora M e N variedades diferenciaveis e
de mesma dimensao, suponhamos que M & compacta sem bordo. Se-
jam f uma aplicaciao C de M em N e y um valof'regular de f.
Pelo teorema de Sard e o fato de M ser compacta deduzimos (cf.
Conde pp. 52-53) que fal(y) tem so um numero finito de pontos.

-1

Aléem disso, se x € £ “(y), entao Df(x) & um isomorfismo entre

T(M)x e T(N)y . Dizemos que f preserva a orientagao de M em

x se Df(x) leva uma base de T(M)K » Pertencente a orientagEO

de M, numa base T(N)f(x) , pertencente a orientacao de N. Se

isto nzo ocorre, dizemos que f inverte a orientacao de M em X

(2.2.4) Observagao. Com as notagao e ohservagoes ante-

riores, esta definicao pode ser reformulada. Seja (U,h) com
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x € U uma carta do atlas que da orientacaoc de M e (V,k) comn

y € V uma carta do atlas que da orientacao de N, Entao dize-

mes que f preserva a orientacao de M em x se o jacobiano de
-1 ; s . .

kofoh tem determinante positivo, e dizemos que f inverte a

orientacao de M em x se este jacobiano tem determinante nega-

tivo,

l(y) o valor sgn Df(x) = 1 , se f pre

Associemos a x € f
serva a orientagao de M em x e sgn Df(x) = -1 se f inverte a

orientagao de M em X.

(2.2.5) Definig¢do, Com as notagoes de (2.2.3j e (2,2.4)

o grau deferenciavel de f em y e definido por

a(f,y) = 3 sgn Df{x)
xefnl(y)
Observemos que 3(f,y) esta bem definido poeis, como menciona —

mos em {(2.2.3), f_l(y) tem so0 um numero finito de pontos.

- 3 o -
(2.2.6) Lema. Sejam M e N variedades ¢ de mesma dimen-
sao, orientadas e sem bordo. Suponhamos que M & compacta e N

& conexa. Seja f uma aplicacgac c” de M em N. Entdo d(f,y) tem

o mesmo valor para todo valor regular v de £..

Demonstracao, Ver Conde, p. 83 .

Sob as hipoteses de (2.2.6), o valor comum de 3(f,y) pa=

ra qualquer valor regular y de f serad chamado o grau diferen-



2.

3

*’22— ]

ciavel de f e denotado simplesmente por 3(f).

(2.2.7) Proposigdo. O grau topoldgico e o diferenciavel

sao iguais, isto e, d4(f) = 3(f).

Demonstracao. Ver W, IBERKLEID, p. 16 .

CALCULO DO GRAU DE UMA APLICACAQ DEFERENCIAVEL

Referencias © Bredon, Conde.

{2.3.1) Consideremos a aplicagao F de s™ ! em st dada

por x ¥+ Gx(ﬂ) = 2 <x,% >x — %, Esta aplicacao & a restri-

cao a Snﬂl da aplicagao f: R R" definida por
E(x) = (2 2 -1, 2%x. X 2 x )
X % s L Faseeea2¥) X ),

_ n _ n
para todo x = (XI’XZ . an em R* , e x (1,0,...,0) € R,

(2.3.2) Lema. Seja f como acima. Entao a imagem inver-

sa de gualquer valor regular y de f tem exatamente dois pontos.

Demonstracac. A matriz jacobiana de f em x &

4xl 0 0 ... 0
2x2 2x1 0 .... 0
J f£f({x) = 2x3 0 le 0
2xn 0 0 2x1
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. n+l n
Como seu determinante vale 2 X; s ele se anula se e somente

se x; = 0. Concluimos entao que o unico valor critico de f &
(-1,0,...0).
Se vy e um valor regular de £ podemos escrever y = f(x) ,

onde x = (Xl’XZ"'”Xn) e tal que X4 # 0. Suponhamos que exis-

ta um ponto z = (zl,zz,...,zn) em R" tal que v = f{z). Entao
(2 2—1 2 z 2 )=(2x2—l 2 x
zy=1, 2z, z5,...,2272,) 1 > 2Xy Xp,en

s 2 2 . 2 2
o — = — = = +
donde, em particular, 251 1 2xl 1. Assim Zg =%y & 2y =% x,

Mas tambem vale Zlei = 2x1xi (2<i<n), donde (ixl)zi=xl X: s
e como X, # 0 obtemos zi'= + X . A relacao z, %4 = X X, imm=
plica que se zg = % (resp. 2y = —xl) entao z, = X, (resp.
z, = -xi) para todo i (2<i<n). Porténto Z = X oUu Z = =X
(2.3.3) Observagcao. Se y € sl & vator regular de £,
entao y e valor regular da restrigao F de f em Sn—l. Sabemos

n - , . - .n—1 n ,
que R 2 uma variedade orientavel e gque § T R subvariedade.

s%" 1 2 uma variedade orientivel ¢ a orientagao de R induz uma
orientagao em Sn_.1 que definimos do seguinte modo. Seja
x € Sn—l, escolhemos uma base (vl,vz,..qvn) de TﬂRn)x (=ﬁRn)

. - n -
dada pela orientagao de R e tal que v, e vetor normal exter

1

n—1 .
)x , Assim sen-

no a ™% em X e (Vz,...,vn) & base de T{S

do a escolha de (vz,...,vn), para cada x & Sn_l, determina

. ~ n-1 . . n
uma orientagao de S , que chamamos de induzida pela de R,
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(2.3.4) Lema. Seja a aplicagao F de gl em sl

dada por x b—+ 6 (%) definida em (2.3.1). Entao 3(f) = 2, se

n e par e 3(f) = 0, se n & Impar.

Demonstracao. Como Sn_1 e variedade conexa,o grau inde-

/

pende do valor regular y considerado (cf, Lema 2.2.6)) Fixemos

y = (1,0,.,..,0), cuja imagem inversa sera {y,-y} (cf. Lema

2.3.2))

Para o ponto regular y, consideremos a base canonica de

n L e
TR )Y (El,ﬂz,...,ln)-(portanto 11 e vetor normal externo a

gt 1 em y.)}) A base (EZ,E % ) & coerente comaorientagao

3,.‘0’ n
n-1

anterior dada a § . Analisemos o caso em que f(y) =F(y) = ¥.
Temos que Jf(y)(ﬂz) = 222,...,Jf(y)(2n) = ZRn . Logo a ma-
triz mudanga de base (de ordem n-1) de (22,23,..92n) para
(222, 223,...,22n) tem determinante positivo, entao F preserva

. - n-1 . ~
a orientacgao de S5 em y. Associamos entdo ao ponto regular
vy, o valor
sgn DF(y) =1

independendo do fato de n ser par ou fmpar.

Para o ponto regular -y, consideremos uma base em Tafs(_yr

(-2., -2 2 .,ﬂn),(portanto —Rl & vetor normal externo a

1’ 2 T3y
n-1 n~-1 -
S em (~y)). A base ( QZ’RB"'”RH) de T{S )(—y) e coa-
. —- ' n—-1
rente com a orientagaoc anterior dada a § . Temos que

JE(~y) (~£2) = 2% JE(-y) (23) = =285 , ..., Jf(-y) (san)wzgn,

2 3

i

. A base fixada anteriormente em y F(-y) e (22,...,£n), logo
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a matriz mudanga de base, (de ordem  n-1), em T(Rn)f, de

(% ...,Rn) para (222, —2£3,...,422n) tem determinante positi

2’

vo, se n e par e tem determinante negativo, se n & impar. En-

tao {(cf. (2.2.4)).

M

sgn DF(~-y) =1 , se n par
. .

sgn DF(-y) = -1, se n e impar.
Portanto

3F = 2 , se n e par,

3F = 0 , se n & Impar.

CALCULO DE UM AUTOMORFISMO EM Hn_](S”"sz”")

Referencias: Bredon, Greemnberg, Vick.,

Em nosso estudo consideraremos gsempre os grupcs de homo-

logia com coeficientes inteiros.

(2.4.1}) Sejam X e Y variedades cujos grupos de homologia

‘de dimensao menor que m sac livres, entao

n
H (XxY) =@ H (x) ®E___(y).
n b0 P n-p

Este resultado & conhecido como Formula de Kinneth {(cf. e.g.

Greenberg, p. 198},

Exémplo,. Seja X = Y =5, n>1l . Calculemos Hn(SnxSn).
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n 13 il n
Hn(S x5) HP(S ) ® Hn_p(s )

1
1@ s

p=0

[HO(S.H) en (sH] ® [, (sM aH _;6M] e
e [H_s™ @ s™]

Utilizando Lema (2;1.1) e o fato que Z ® 1Z = Z,concluimos que

Hn(SnxSn) 27 eI

n-1

(2.4.2) Sejam *, gerador de H__,(8 ) =Z, = e B clas-—

ses geradoras de Hn_I(Sn_len_l) =7 ®7%7 . Entao « =(°C1 , 0)

n-1 _n-—1
x

e B = (0,¢1). Seja ¢ a aplicacgo de S S , dada por

d(x,y) = (Gx(y), %)

onde Bx(y) ¢ a aplicacgao definida em (1.3.3). Entao ¢’ induz um

n-1 _n-1
X

automorfismo em H _1(8 8 ), dado por ¢, (=) = a;« + a28 e

n
$,(B) = blOC + bZB , onde ai(i=1,2) s bi(i=1,2) sﬁp constantes

a serem determinadas.

(2.4.3) Lema. Sejam * = (1,0,...,0) um ponto ' fixo de
Sn_l, e FY(i = 1,2) a aplicagao rt = P cp oi (pi = projegao

no i-esimo fator)
_ i . ]
xe - - - -1 - -1
gm lx(*ycr¢ gt 1xSn 1” gh 1xSn 1 i, gn )
Entao com as notagoes e observagoes de (2.4.2) temos que

a; (L = 1,2) & o grau de Fr(i = 1,2).
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Demonstracao:

(T) Para i = 1 temos F1 = Py odoil., Sabemos que Fl

induz um automorfismo em H (Sn—'1

1 \
n-1 ) dado por Fo = pl*()¢*()1*.

Entao

It

1 . |
F*(ml) (pI* 0¢*0%*)m1 =(P1* 0¢*)(m1'0)*

(p]_*OEb*) (=) P]_*(a]_a: + aZB)

+

= Pyw(a(®,00 + a,(0,%0) = ay =

alem disso, temos (cf. (2.1.3)) que F}(¢1) = d(Fl)oc1 .

™~

Portanto, concluimes que

Co
.'—11 = d(F7) .
' ) 2 : 2 .
(I1) Para i = 2, F~ = Py o¢poi . F” induz um auto-
morfismo em Hn_l(Sn_l) dado por Fi = Pox OBO0 iy, Entao de ma

neira identica a parte (I) provamos que a, d(Fz).

(2.4.4) Lema. Sejam % = (1,0,...,0) um ponto fixo de
Sn_.1 e GY(i=1,2) a aplicagdo composta ¢t = Py o¢ oi (pi = pro
. .
jecao no i-esimo fator)
n-1 ¢t on-1_.n-1 % n-1_.n-1Pi .n-1
(*) xS S x5 —5 x5 e .

Entac com as notagoes e observagoes de (2.4.2), temos que

bi(i=1,2) & o grau de Gl(i=l,2).

" Demonstracio. Analoga a do Lema (2.4.3).
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(2.4.5) Proposicas. Seja by um automorfismo de
Hn_l(Sn—len"l) nas condigoes anteriores. Entao
$,(%) =1 + (-1)% = + B
0,8 = -V«
. - . _ 1 = . _ n—-1 =
isto e, a; = 1 + (-1) s Ay = 1, bl = (-1) , b2 0.
Demonstracgao.
. N 1 oL .
(i) Temos que a; = d(F ), e F (X,*)=(p1 odoi) (x,x)

(cf. Lema (2.4.3)). Entao

Flix, ) = (py 0b0i) (x, %) = (py 09) (x,%)
= P Bk, ) = p (6, (),
Logo,
Fh(x, %) = (%)

Utilizando Lema (2.3.4) e o fato gue o grau de uma aplicagao
diferenciavel & igual ao grau topoldgico (cf. Proposicae (2.2.7)),
temos gque
a; = L+ (-7,

(ii) Como Fz(x,%) = p, o¢oil(x,*) (cf, Lema(2.4.3) .
e parte anterior (i)}, temos que

rl(x,% = x

Entao d(Fz) = 1 (ecf, (2.1.4) parte (a)). Portanto
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(iii) Pelo lema anterior b, = d(G'), onde G (x,x) =

(p1 0¢oi) (x,*), temos que Gl(x,*)= 0, (x).

Logo se x = (xl,xz,...,xn), entao
1. . .
G (*,x) = 2<%, x>% =X = (2x1,0,..90)—(Xl,x2,...,xn)
Gl(* x) = (x;,-%x -x_)
> l: 2:--') 1'!_
Portanto, d(Gl) = (---1)11_1 (ef. (2.1.4), Lema (2.1.5) e corola
rio(2.1.6)), ou seja
L s_3 01
. 2 2, .
(iv} Temos que b2 = d(G") e G (*,X)=(P2 edpoi) (*,x),

entao

6%k x) = %

Para todo x € Sﬂ_-1 . Logo d(Gz) =0 (cf. (2.1.4), parte {(c)),

entao
bz = 0
(2.4.6) Concluimos entaec que a matriz do automorfismo
b, de Hn"l(Sn_lxsn_l) em relacgao a base usual sera dada por
n n=-1
1+ (- (-1
by =
1 0

- (2.4.7) Lema. Se¢jam n um numero natural, tal que n>1, k

um numero inteiro. Entao



(i) Se n e par e k qualquer,
L i -k
Py =
k 1-k
(ii) Se n é Impar e k & par,
K 1 0
¢,1‘- -
0 1
(iii) Se =n 2 impar e k e impar
K 0 1
by =
1 ]
Demonstracao.
(i) 0 resultado & verdadeiro para k = 0, ¢: = id ,
logo
o 1 0
¢:’c =
0 1
Para k = 1 , temos
2 -1 I+1 -1
(b* = =
1 0 0 1-1
Entao o resultado & verdadeiro para k=1. Suponhamos valido
quande k¥ = r~1 e provemos que vale para k=r,
T ~r+l

-1
o5

r—1 2-1
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Como ¢: = ¢,.0 ¢§_1 y Vem que
r 2 -1 r -r+l
by = .
1 0 r—1 2-r
. r+1l -r
b, =
T 1-1r
donde o resultado e valido para todo k>0. Se k < -1 aplica-

mos analogamente o procegso de indugao, lembrandoc apemnas que

1

a matriz de ¢, & a matriz inversa de ¢, . Logo

0 1
~1
P4

-1 2

'. T . - . o P
Com um racliocinio analogo provamos (ii) e (iii).

000 = 000

UNICAMF{"J |
p1BLIOTECA ceniRAl
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3.1 - SEQUENCIA DE MAYER-VIETORES PARA ESFERAS DE BREDON

Referencias: Bredon, Greenberg, Vick, Artin.

Para efetuarmos o calculo da homologia das asferas de
2n-1 .
Bredon, z (n>2), necessitaremos construir uma sequencla
k.

de Mayer-Vietoris.

{3.1.1) - Definigdn. Sejam X um espago - topoldgico e
W= {U,V} uma cobertura de X, tal que, (int U) Yy (int V) = ¥
Entao podemos estabelecer a partir da sequencia exata curta
By hy
Q0 —> Sn(UfWV)——é Sn(U) C)SR(V) — Sn(X) -~> 0

uma sequencia exata longa dos grupos de homologia

A : g Ry
. f_9 Hn(UrWV) —n Hn(U) ® Hn(V) — Hn(X)->

A

que recebe o nome de sequencia de Mayer Vietoris.

! 2n-1 n-1__mn n_.n-1
(3.1.2) - Consideremos X = '} = (8% "xD )\wﬂ(D x3 Y
k ¢

tomemos uma cchertura de X dada por

1

% y

{U,v} onde U = (8™ 'xp™ L{Q(Axs“"
¢

(s™ 1xa) L_Jk(nnxsn"l) e A = {x8D" | 8<[x[[<1,0<8<1}

_ o :

um subconjunto aberto de D"

v

]

-3
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{3.1.3) - Lema. Séjam UeV, como em (3.1.2) subespacgos

topoldgicos de X. Entdo U e V sao subconjuntos abertos de X.

2n-1
Demonstracao. A topologia em E' e a topologia quocien
: _ K ;
te. Consideremos a projegao
n-1__n n_.n-1 2n-1
p: (8™ “xd™ + (d"xs™ ) =
k
e observemos que pdl(U) = U esta contido em (Snﬂlan)+(anSn_l)
Zn-1 .
como um subeconjunto aberto. Portanto UC:E e aberto, Ana-
_ 2n-1 k
. logamente provamos que VC‘E g2 aberto.
k
(3.1.4) 0bservagac. Temos que .
int{U) Uy int V = UV = X
(3.1.5) Nosso passo seguinte e a construgao da sequencia
exata curta
814 h 4 '
0 = s WA s wes Mm% st - o
B _ n n n
Para isto precisamos primeirameﬁte definirmos algumas aplica-
goes. Seja
cpl: ity — v,
isto e,
n-1 ' n-1 a-1 n_,n-1
H A — D
65 (8™ ) U s TH = (s xa) Uy (078
dada por ¢1(x,y) = ¢ , ——) (¢ definida c.f. Lema (1.3.5)).

Bl Iy
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(3.1.6) Lema. Sejam ¢ e $, como definidas anteriormente,.

Entao para todo k inteiro, temos gque,

Demgnstracao. Para k=1 e valido por definigao. Suponha-

mos verdadeiro para k = r-1, isto &,

r

r—-1 _ -1, x
by Gy =0y Tiﬁ)

provemos que vale para k=r, Temos que

ORI N O CR S N N = i
sabemos que ¢r—1(“3_ s L.y ¢ Snﬂlxsn_I , entao
= ¥
¢i_1(ﬁﬁﬂ .—i—) = (x',y") € g2 Lyl Portanto,

r-1, x ¥ - ' ' - ' ty -

Temos que

T : r~1, x v
] = ( ', ') = (v ) __""))
ERA A N E I £
Logo,
r r, X y
( > ) = G ) 3 > 1
SR I FT A
Para k=0, temos ¢; = id = ¢0 . Se k<0, colocamos
- ~1,-k x v
) (7= > 7o)
=) ° vl

PG,y = (6
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e a prova e feita de maneira anazloga 4 anterior.

{3.1.7) Com as consideracoes anteriores definimos

By sj(UfWV) = 5.(U) ® Sj(v)

dada por

gy (1) = cii#(bi), 85, (6.))

onde ii: UNV — U & a inclusao., E facil ver gue 81 e mono-

morfismo. gl# induz um homomorfismo

B () = Gy (b)), of o)

(gl+ nao @ necessariamente um monomorfismo).

Vamos agora construir um homomorfismo
2n-1
h : SL(UY @ 5.(V) —~» S,
147 S50 ;0 J(Zk )

T I — k ] - 1 =3 - L]
dado por hlﬁ (al,aj ) = ¢1(ai) aj . E facil vermos que

By, © epimorfismo. Alem disso ker hl& = IﬂlgI& .

(3.1.8) Temos portanto a seguencia exata curta
h - 2n-1
i U

0> s wnn-th s ) @ s (-t g 9 Y= 0
n Il sl n

k

A partir desta, obtemos a sequcéncia exata longa dos grupos de
homologia, sequencia de Mayer-Vietoris

2n-1 B1%
o ) S H AT H (D) @ 1y (V) —>
2n-1
— H, (] ) —
Tk



Ou seja,
2n-1 n-1 - n—1
—> Hj+1(zk ) —> Hj((s xA) L&'Jk(AxS ) ) -
Brx n-1_ _n, ., n-1 -1 n .n-1
> B ((s" xDH)H U, (Axs"T)) © H. ((s® "xa) U, (08" 5>
3 , ) J : ¢k L
h 2n~1
_l:* H.(z ) ——> e
IToy .

Visando facilitar o calculoe dos grupos de homologia des=-
ta sequencia de Mayer-Vietoris introduziremos algumas conside

ragoes que nos ajudarao bastante.

(3.1.9) Observacao. Se X & um espago topologico e B um

subespago de X tal que B & um retrato de deformagao de X. En~
tao os‘grupos de homologia Hj(B) e Hj(X) sao isomorfos para

todo j . (j natural), {(ver Artin, p.51l)}.

(3.1.710) Lema. Com as definigoes e observagoes anterio
res, temos que, para tode j, 3=0,1,2,...
i) B (MM U (axs™Th)

4
~
LN
"
o]
t

i1y B ey U, 0xs™ YY)y 2w, (p"xs
j S5 Vo 3

-1 n—-1 ~
i11) H.((s™ "xA)U . (AxS )y =
i ¢k. V3* ]



Demonstracgao.

1) Para demonstrarmos nossa primeira afirmacao provare

mos que Sn_lan'éretrato de deformacao de (Sn_lan)ka(AxSn_IL
. | Sk
para isto consideremos a aplicacgao,
Hl:((sn_lxnn)L)k(Axs““lj) x I — (s“'lxD“)LJk(Aerl)
¢ ¢

dada por,

X

2" Foe(x = o), Y)

LI

Hy ((x,y),8) = (

I

F evidente que H, & continua, e Hl e uma homotopia entre a

1

n-1

identidade de (5 an) Uk(AxSn_l)e a composigao de vi com a inelusao

¢
Sn_lanc: (Sn—lan)k)k(AxSn_l), onde v
$

1 e a aplicagao ,

i-1 n—l) n—1 n

: (S an)L}k(AxS — § xD

v
L 4

dada por vl(x,y) = Wgr ., ¥) v, ¢ uma retracao de deformac3o,
' n-1 n-1,

Laogo Su_lan e um retrato de deformaggo de (S anﬁJk(AKS

¢

Pela observacgao (3.1.9) temos que

n-1 _n n—-1 ~
Hj((S xD ))k)k(AxS ) B m* Hj(S

q) v

—

para j=0,1,2,...

ii) A demonstracao da afirmativa (ii) & analoga a ante-

rior, logo

1

Hy (05" M xa) Uy 0™xs™T))

: ¢
para j=0,1,2,...
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iii) Consideremos a aplicacao,
Hy: (UNV) x T —> (U A V)

definida por

H,o((X,7),t) = (- + £(x =—o"), —2— + t(y =-—2))
3 1] R I M R4

H3 e uma homotopia entre a identidade de UNV e a composicao

de v, com ainclusio S 1xs™ 1 unAv » onde v, e

vy TNV —> gh lysnt
dada por V3(x,y) = (Wgw s W%F) , que & uma retracgac. Portanto,
n~1l__n-1 = o ~ .
5 x8 e retrato ‘de deformagao de UMV, Pela obsetrvacgao
anterior,

B (UNY) = Hj(s““lxs“"l)

para todo j natural, ou seja,

Hj((Sn—le)LJk(AxSn—l))

= H.(S xS ).
b Vag

(3.1.11) Consideremos o homomorfismo

n*lxsn—l) — Sj(Sn_lan) @ Sj(Sn_lan) ,

Byt Sj(S

.. . o . Kk
definido por g#(bi) = (lc#(bi)’ IC#O ¢ﬁ (bi))’ onde
08P lgs™ L 5 gPTlg e 1 : 8% xS - 8™ *xD

e a

inclugsao. E facil vermos que 8y e monemorfismo, e gue g, in-



duz um homomorfismo

gt B, 5% Ixs™h s r 5™ ™ @ v, (5™ hd™)

dado por g, (b) = (ic (b), ic o ¢§(b)), {que nao & necessaria
% %

1

mente um monomorfismo).

(3.1.12) Com todas as consideragoes anteriores temos que

o seguinte diagrama e comutativo

2n-1 ) :4 : . in=1
A =1 n-1 1% n-1__n n-1 n-1 n_.o-1 wae
"i*l(Ek e L PR M C )u.;k(axs ) ® H, (s m)k;ktn x8°7 )y aj(Ik y—>

s
AT (\’1* ® VZ*)

w1 a1, 8 . .
Hy(s® gy 2 W s Lo™y @ Hj(n“xs“ 1y

Temos entaoc a sequéncia exata,

_ Ly hy 21
Hj(sn 1xnn) C)Hj(n“xs“ 1)—~+ Hj(E y—-
"

in=1 .
A n-lxsn—l

N (1,89
Hi*l{ik ) == ongs )———

0 que vai facilitar bastante nosso trabalho.

3.2 - CALCULO DOS GRUPOS DE HOMOLOGIA DE 5" 'xs™1 & s"-1xp" (n>1)

Referencias : Greenberg, Vick .

No capitulo anterior  vimos que a formula de Kinneth pa-
ra variedadesX e Y, cujcs grupos de homologia de dimensao:me-.

nor que n sao livres, se reduz a




_Z‘I_.

n
H  (XxY) = ®

& M e M

Utilizando esta formula, como fizemos para alguns casos mo Cap.

IT, provamos facilmente os seguintes resultados.

(3.2.1) Para n>1 , consideremos o produto cartesiano
R , entao
n—-1 n—1 o~

Hy , (8" xs™TH =7

n-1 n~1 -~
H _,(8 S y =71 & 1
1" ksl 2oz
Hj(s““lxs““l)é 0, se j # 20-2, a-1, O

(3.2.2) Para n>l , tomemos S lep® s temos que

n-1__n, =~
B, (8 xD7) = I
T ,an=l _n
'.'HO(S S TxD) = F
Hj(Sn_lan) =0, se j # 0, n-~1

(3.2.3) Portanto nossa sequencia de Mayer-Vietoris pode

ser reescrita como,



A n-1__n-1, 2%
H2n—2(s X8 )
Aw s he™h S H
. n-i n—1
A A n-1_n-1, 5%

= 0 = Hy(s" xs" ) —> Ho(sﬂ"

Ou seja,

-2

n-1 _n
(s" ™ ®H__ (S

1xDln) @HO(SH_IXDH)
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3.3 - CALCULG DOS GRUPOS DE HOMOLOGIA DAS ESFERAS DE BREDON

Referencias: Bredon, Greenberg , Vick, Bourbaki .

(3.3.1) Proposigao. Sejam n um numero inteiro n>2., k

um numero natural k # 0. Colocamos n=2m ou n=2m+1l (m>1), en-

tao segue {Jue

4m—1
i) Hp(zk ) = Zk , se p = 2m-1
0 , outros casos
hme? £, se p=0,“2m, 2m+1, 4m+1l
i)y ®_(} ) =
P Tpar
0, outros casos
Lt 1 Z, se p=0, 4m+l
iii) H () ) = -
P “{mpar

0, outros casos

(cf. Bredon p.532).

Demonstracac. E consequéncia imediata dos lemas seguin-

tes.

. (3.3.2) Lema Sejam n inteiro, n>2, ek natural (K#0)..

Entao
2n-1

Hoprth ) 52
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Demonstragao. Por (3.2.3) vem que

2n—-1 g '
& *‘\. e, %
0o — HZn—l(Ek ) Z 0 -

como a sequencia e exata entao A e isomorfismo. Logo

(3.3.3) Lema Sejam n natural n>2 e k um niimero natural,

k#0. Entao

i) Se n par e k qualquer,

2n—1
Hn(ik )

il
D .

ii) Se n Impar e k par,

2n-1
Hn(Xk ) = I
iii) Se n impar e k . Impar,
2n-1
B _( )y =0

Demonstracao. Por (3.2.3) temos

h, 2n-1 A 8.
cee —> 0 — H_(] Yy —> IL@®IL — Ll — ...
k . '
onde ker A = Im h, = {0}. Pelo teocrema do homomorfismo se

% : ] £

gue que,
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- 2n-1
CNVI / Ker£) = Ima

Mas, Im A= Ker g, entao

Zn-1 :
B_(} ) = Ker g,
k

nosso problema se resume entao no calculo de Kerg,. Por cons-

~ . , k .
trugao, temos que g, = (1c s lc o] ¢*) . Consideremos o se-
% %
guinte diagrama, (n>2),

i :
n-1_.n-1 Cx ' n~-1_ . =n
Ho 4 (s x8 )y, —=> H 4 (s xD)
fl fZ
I ® Z > 7
{«,8} o {a)

onde £, e f, sao isomorfismos dados pela formula de Kinneth ,
a & um gerador de Z({a} base de Z), « = (a,0) e B8 = (0,a)
({=,B} base de Z ® Z).

Ou seja,

k i
¢ % C ¥
n-1 _.n-1 n—~1 .n-1 n~1 _.n
o, (s x5 )—> H__, (87 "x8 ) — H _, (8 D)
£q £y £,
k
Eb* [}
0]
VARG _n_“2§£$ Z @2 - olz2 7
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Mas, conforme Lema (2.4.7) ,
x 1+k -k
b, = se n par
k 1-k
par L 0
" se n impar
0 1 :
f par 0 1]
¢:.; pat . se n impatr
1 0
C :I,{m,ﬁ}
e 1 = |1 0O
Cx {al
Entao
M+k -k _ {e,8}
[1 O]_ = [l+k —k] se m par
x 1-k {a}
« 1 0] {=,8}
ic 0 ¢, = [1 0]_ = [l 0] se n impar, k. par
* 0 ] fa}
[0 1] {=,8}
[1 0] = [o 1] se n impar, k Impar
. -} | a
Entao, Kk
(i s1 0 ¢y
n-1 _n-1 Cx Oy n-1 _n n-1 _n
gyt H (S x5 ) ; H (S xD7) ® H (S xD )
6-1 n-1 o1
fl f2 C?f2
I ® 7 > 7 & Z
{«,8) {<,B)
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Assim, se 1m e par,

[}

ga() = (i, (=), (i 083 (=) = (a,(1+)a)

Cy

Il

1(a,0) + (1+*k) (0,a)

Logo,
fe(e) = 1= b (008
E ainda
g (B) = (i, (B), (i, 043 (B) = (0, -k.a)
= 0(a,0) - k (0,a)
Logo, ]
g,(B) = 0 « = k§ |

Portanto,

1 0
g-;‘= '
1+k -k

-
Analogamente provamos que se n 1mpar e k par

1 0
g*= »
1 0

- Ld
e se n lmpar e k impar,

1 0
gx T
0 1
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Concluimos entao que

i} Se mn par e k qualquer,

Kerg, = {(x,y) / (x,(1+k)x-ky) = (0,0)} = {(0,0)}

Entao,

2n=-1

Hn(zk ) =0

ii) Se n impar e k par,

Kerg*‘= {(x,y) / = =0} = {(0,y)} =1

Entao,

It

2n-1 | B
B (3, ) =1Z

11i) Se n impar e k impar
Kerg, = {(0,0)}

Loge,

HH(EE“"I) =0 .

(3.3.4) Lema. Sejam n natural, n>2 , e k inteiro, k#0.

Entao segue dque

i) Se n par e k qualquer

It

2n-1
Boo1Qy ) =4

ii) Se n impar e k par

2n-1 st
Hn—l(zk ) =1



..Z,g_ '
1ii) Se n fmpar e k Tmpar

2'.[1"1 -
Ho 1y ) =0

Demonstracao. Por (3.2.3) temos,

h

B & 2n-1
e IO —S I ®L —> Hn-l(i "

k

[

) > 0 —
Pelo teorema do homomorfismo e pelo fato da sequencia ser exa
ta, temos
H (Ezn_l) =71 ®L / Ker;h¢= Z®Z | Img
n—-1"4k | * %

Precisamos calcular Img, . Entao

i} Se n par e k qualquer

1 0
g*= . »
1+k =k

(cf. Lema (3.3.3). Logo a Img, sera formada por

SR PSRN 3 R
o BB

Concluimos que Img, = Z & KZ . Entao

it

H Q. ) Faen / (I 9kl
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Como Z e k/Z sao submodulos de Z temos (cf. Bourbaki p.A II

14)

— —~

(Z@®L [ (Z®RL) = (L/L) ® (Z/WL) =0 Q1L Z, -

Entao
2n-1

Hn—l(zk ) k

[k
P

ii) 8 n impar e k par,

1 0
By =
1 0

(cf. Lema (3.3.3)).

nt

Entao Img, = {(x,y) /x=y} =1 Z ® 0. Logo

: 2n-1 _
B (0 DE@Een / Zeoy
k

Como Z e 0 sao ambos submédulos de Z, segue que
(Z @Iy /] X ®0)y = (Z/IZ) ® (Z/o) =0 @ Z =1

Portanto

sy - -
iii) Se n impar e k impar

(cf. Lema(3.3.3)). Entaoc Img, = Z &®Z . Concluimos que

2n—-1

Hn_l(ik ) 50
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(3.3.5) Lema. Sejam n inteiro n>2 e k inteiro, k#0.

Entao temos

20-1
HO(-{ y = 1
k
. 2n-1
Demonstracac. Temos que E & conexo por caminhos ,
k

pois & uniao de dois espacos conexos par caminhos com inter -

secgac nao vazia. Logo, {(ef. Vick Prop. 1.4 p. 9),
2n—~1
Hy (], ) =1

{3.3.6) Observando a Proposigao (3.3.1) vemos que a ho-

: 4m+1 om . 2m+l Am+1
mologia de ) =~ & a mesma de S xS e a de ) e a mes

-+
par impar

ma de 34m+1

000 = 000
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4,1 - PROPRIEDADES TOPOLBGICAS DAS ESFERAS DE BREDON

Referencias: Lyra, Spanier, Munkres, Massey, Bredon.

(4.1.1) Lema. Os espagos Sn—lan’ ansn_l, e sPTlygnl

sao simplesmente conexos para n>3.

Demonstracao. ‘Para tode n>1 , o disco D & contrfitil e

portanto simplesmente conexo, Por outro lado, para todo n>3 ,

a esfera Sn_.1 e simplesmente conexa {(ver e.g. Lyra, Teor.(10.4),
n-1

Tr(Snﬂl) x T(D™) (ver Lyra,Teor.(?.3),P-35)

nt

p. 50). Como w(s" ~xD%)
podemos concluir que Snnlan 2 simplesmente conexo. Analoga —

n_.n-1 n-1__,n-1 - .
mente provames gue D xS g § x5 szo simplegsmente cone-

X0S8.

. ema. Sejam n>3, e U = (S xpHU . (AxSsT )
4.1.7 L > n-1 _n ( n-1

k.
_ n—1 : n_on—1 . ¢ ~
V = (8 xA) L$k(D %85 )} como definidos em (3.1.2). Entao os

conjuntos U,V, UNV szo simplesmente conexos.

Demonstracao. E facil vermos que U,V, UMV sao conexos

por caminhos. Sabemos pelo tema (3.1.10) que U,V e UNY . sde

retratos de deformagao de Sn_lan, pPxs™ 1 o Sn—lxsn—l’ res~
pectivamente. Podemos portanto concluir (ver Lyra, Teor.(7.2),
P-353) que

T Uy = ™ txp® = {0} ,

w(v) = m"xs™hy = {0},

n-1 n=-1
X

T(UNV) = (8 s"Ty = {0} ,

Como desejavamos.
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2n-1
(4.1.3) Lema. As esferas de Bredon ) sao simples-
k
mente conexas,

2n-1

Demonstragao. Consideremos a cobertura aberta de X
: Lk

dada por {U,V}, onde U e V sao como no Lema (4.1.2). Por esse

lema sabemos que U,V ¢ UMV sao simplesmente conexos. Como
. 2Zn-1
UMYV # @, podemos concluir que o espacgo E ¢ simplesmente
-k

conexo utilizando o Teor. (10.3) de Lyra, p.48.

0 nosso proximo objetivo e demonstrarmos que as esferas
fm+1
de Bredon } sao esferas de homotopia para todo a>l. Chama
impar :

- . @ -
remos de uma esfera de homotopla a uma variedade C , M, de di

mensao finita, que & homotopicamente equivalente a uma esfera.

Para isto veremos alguns resultados.

{(4.1.4) Observacao. Toda variedade & triangularizavel

(ver Munkres p. 103, Teor. 10.6) e portanto e um complexo CW.
(ver Spanief p. 145, 401)
2n—-1

(4.1.5) Lema. A esfera de Bredon } & uma variedade
k
[ral

C , sem bordo, da qual Snﬂlan e ansn~l sao subvariedades

imersas.

Demonstracao. A demonstracao & analoga a prova de que se

- : . r ~ . -~
M & uma variedade C com bordo, entac o dobro de M, D{(M), e

- r e
uma variedade C sem bordo do gual M e uma subva-
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riedade ‘imersa (ver Munkres, Def. 5.10, p.56). Basta
apenas observarmos que em D(M) a colagem e feita atraves da
identidade no borde de M, enquanto que no NosSsSo caso esta co-

lagem & realizada atraves do difeomorfismo ¢k de sU lxsn™1

S L
_ 2n-1 '
Concluimos entao que X e um cempleéxo CW.
k

(4.1.6) Teorema (Whitehead). Sejam X e Y complexos
CW simplesmente conexos e f:X¥ — Y uma aplicagac continua tal
que f4: Hge(X) — Hg(Y) & um isomorfismo. Entao f & uma equiva

lencia homotapica.

Demonstragéo. Pela parte reciproca do teorema de Whitehead

(ver Spanier, Teor. 9, p.399) sabemos que f & uma equival@ncia
fra~a de homotopia (Ver op. cit., p;404); e pelo Cor. 24 .de

op. cit, p.405, f & uma equivalencia de homotopia.

{(4.1.7) Teorema (Hurewicz). Sejam X um espago topold
gico, conexo por caminhos e n um numero inteiro n>1. Entao

existe uma aplicacgao ¢n: ﬂn(X) -— HH(X) tal que ¢n[@1=“* %,

T
onde zn & o gerador canonico de Hn(Sn)(§ ). Além disso se
Wi(X) = 0) 1<kjentao ¢k: Wk(X) —r Hk(X) g um isomorfismo,

Demonstracao. Em Spanier p.388, temos a definigao de
¢ e pelo teor 5, p.398, de op. cit, temos que nas condigoes

I

acima O & um isomorfismo.
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{4.1.8) Proposigao. Seja M uma variedade compacta sim-

plesmente conexa, sem bordo. Se H (M) = H*(Sn) entao M & homo

. . n
toplcamente equivalente a S .

Demonstracac. Temos que ﬁi(M) = Hi(Sn) para i=0,1, pois

M & simplesmente conexa. Pelo teorema de Hurewicz Vem que
T, () = H, (M)

Além disso, por hipotese

~ n
H,(M) = HZ(S )
Logo
M) 0 S
1T2( ) -
E assim sucessivamente, temos ﬁn_l(M) = 0, Entao
ﬂi(M) =0 = wi(Sn) para, 1<n. Utilizando novamente o teorema

anterior, vem.que

= et My = Oy 'z
m, (M) QIH“(M) H (5) m (87 =X
Seja ¥ um gerador de Hn(M) = F , ¢n: ﬂn(M) — Hn(M), entao

¢;1(W) € ﬂn(M). Seja £:37 — M continua tal que [f] € q;l(wL
Como M, s™ s3ao conexas, entao £,,01 HD(Sn) — HO(M) e isomor-

fismo. , Temos ainda que f£,, i: Hi(Sn) — Hi(M) a isomorfismo

1R}

' . : ny, - 5 : . .1
para 1#n, pois Hi(S ) Hi(M) 0 . Para i=n, f,,n: Hnﬁa)+ﬂn(M),
dada por f*ﬂﬂzn) = ¢$[}]) = w pela definigao de ¢ -Logo fy,n
leva o gerador zn de Hn(Sn) no gerador w de Hn(M), entdo f*,n

€ isomorfismo.

Pelo teorema Whitehead, f & uma equivaléncia homotopica.
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4m+1
Concluimos entao que z : tem o mesmo tipo de homoto-
impar
. 4m+1
pia que S .
fm+1
(4.1.9) Veremos a seguir que } & homeomorfa a
impar .

+ . .y A
S“:}m l. Para isto utilizaremos: o segulnte Tresultade, provade

por 8. Smale em 1960, para n>5, (cf. Annals of Mathematics

74 (1961), pp. 391-466).

"Seja M uma variedade de dimensao n, compacta, sem bordo
. . n e
2 do mesmo tipo de homotopia que a esfera usual § . Entao se

L1}
n#3,4 M & homeomorfa a st .

Nota. Para n=1 e tri#ial (ver Milnor, p.55). Para n=2
foi demonstrado por Poincare, gue canjeturou a proposigao pa
ra n=3 (na realidade ele conjeturou que uma variedade simples
mente conexa compacta, sem borde, de dimensao 3 & homeomorfa

3

a S°. E uma tal variedade, pela prop.(4.1.8), tem o mesmo ti-

po de homdtopia que 83). Por isso a afirmacgao,

"Se M e uma variedade de dimensao n, compacta, sem borde
. . ol o -
e do mesmo tipo de homotopia que S, entao M e homeomorfa a
Sn I

¢ conhecida como - .conjetura generalizada de Poincaré e .ainda

estd em aberto os casos em que n=3 e n=4, {(cf. Massey, p.l42).

~ . dm+l -~ +
Podemos entao afirmar que z{;par e homecomorfa a S‘!HTl 1.

" Em op. ¢it, p.241, pode ser encontrada uma tabela (devida

a Kervaire-Milnor) que da o numero de estruturas diferencia-
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" . - ° 1 )
velis distintas sobre a esfera usual § . Por esta tabela a es
5 - . . . . .
fera S5~ tem uma unica estrutura diferenciavel. Kervaire-Milnor
mostraram tambem, que para cada inteire n, o nimero de estru-
. P . . . n - .. .
turas diferenciavels distintas sobre S e finito . Em geral a
4m+1
4m+l

esfera exotica ) nao e difeomorfa a esfera usual § .
impar

dm+1
4.2 - AGAO EXOTICA DE O0(n) SOBRE }

impar

Referencia: Bredon.

Chamaremos de aggo exotica a uma agao de um grupo compac

to que nao "se assemelha"” a nenhuma agao linear (muito menos

a uma ag¢ao ortogonal),

Vimos no cap. I que o grupe 0(n) agindo linearmente so-

bre esferas tem como conjunto de pontos fixos esferas. Vamos
4m+l

mostrar que existem acoes de 0(n) sobre ) que nao tem
impar

como conjunto de pontos fixos esferas, logo nZo sao equivalen

~ . . 4m+1
tes a agoes ortogonals sobre S

(4.2.1) Observemos que se r<n e se p' < p" (pela inclu-

r—lxsr—l e restrita a Sruler_l

~ ~ k
sao comum), entao ¢ preserva S
da a ¢k definida da O(r)-agao. Isto & claro se observarmos que
as duas componentes 0_(y) e x de ¢(x,y) sao obtidas de x e ¥y

pelé rotacao do planc que contem X e y, desde vy a x, por um.

angulo igual ao angulo entre x e y. Entao ¢k(x,y) depende so-
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mente do subespago gerado por X e y.

(4.2.2) Se H @ um subgrupo de 0(n) e se F(H,D") = D¥,
tomando a restricgao ¢k (k impar, k>1)a Sr—lxsr—l teremos
2r-1 2n-1 2r-1 '

s, logo F(H,E D Z . Isto produz diretamente algu
k k k N

-~ . ~ -
mas cavacteristicas nao usuals destes exemplos.

Sejam n=3 e 12 = 0(1) < 0(3). Come F(O(1), D3) = D2 te-

mos r=2, e entao a inclusao leva o elemento nao trivial de.l2

na matriz

-1 0 0
0 1 0
0 0 1 -
e -
5 3 ' 3
Entao F(O(1), } ) =% . Mas, H.(} ) = Ek (ver Prop.(3.3.1)) .
Lk k Tk
Isto da uma involu¢ao (um homeomorfismo de periodo 2) sobre

SS, cujo conjunto de pontos fixos F, tem o primeiro grupo de

homologia Hl(F) = Z, , para k impar. Concluimos gque. esta

n =

0(1)-acao sobre zi S° nio & equivalente a nenhuma agac orto

gonal, pois o conjunto de pontos fixos tem homologia Zk (k im-

par, k>1) no grau 1.

- (4.2.3) Mais geralmente para i>1 a 0(2m+l)-agao sobre
24m+1

2i+l

41]1'!'1 ~ - - \ ' ~ . ’
3 nao e equivalente'a nenhuma agao cortogonal pa-

i?

ra m>1 e a ag¢ao restrita a 0(l) e, portantao, . a .0{(xr) para
: ' dm+1 .
1<r<2m+l, & também nao ortogonal desde que F(0(1), } ) =
' Zi+l



4m~1
tem homologia Z,. no grau 2m-1 (cf. Prop.(3.3.1).
2i+1 21+l

000 = 000
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