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INTRODUCAO

O produto tensorial nao abeliano de grupos (; e H, da maneira comeo foi introduzido

por R. Brown e J.L. Loday {6. 7], generaliza o produto tensorial usnal el Cig gj dos
grupos abelianizados, uma vez que leva em conta acoes de (G sobre H e de H sobre
(. Especificamente, sejam G e H grupos munidos de uma acao (g,h} +— ¢" de H
sobre G e uma acao (h, g) — h? de (G sobre H, de tal forma que para todo g,4; € G

e h,hy e H.
g(hgl) — ggflhaz e RU@™) _ hhf]srha, (1)

onde G e [{ atuam sobre si mesmo por conjugacao. O produtoe tensorial nao abeliano
G & 1 dos grupos G e H é o grupo gerado por todos os simbolos gD h,g € G, h € H,

sujeito as relagoes

991 G h= (g% C R} (g O h)
g & hhy = (g & h) (g™ o W)

para todo g,¢1 € G, h,hy € H.

Em particular, como a agao por conjugacac de um grupo (& sobre st mesmo satisfaz

(1). o guadrado tensorial G = G de um grupo G é sempre definido.

A introduc@o deste conceito deve-se originalmente a razoes topoldgicas. ja que
o produto tensorial nao abeliano aparece no estudo das aplicacoes de um Teorema
de Van Kapem Generalizado na teoria de homotopia. {7]. Além disso. invariantes
importantes do grupe (7. tals como o muitiplicador de Schur e o quadrado exterior

nao abeliano, aparecem como secoes de G & G.

Logo apds a publicaciu dos trabalhos de Brown e Loday [6. 7]. que mostram a
importancia topologica do produto tensorial nao abeliano de grupus, vartos artigos
surgiram subre esse assuntu. Alguns investigam propriedades gerais do produto tenso-
rial nao abeliano. enquanto outros (por exemplo, [2] e [5]) concentram-se na descricac

do quadradoe tensorial nao abeliano de certas classes de grupos. tais como diedral.
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quaternionico. metaciclico, p-grupo 2-gerado de classe 2. grupos livres e grupos per-

feitos.

Brown e Loday em [7] estabeleceram a finitude do gqnadrado tensorial nao abeliano
de um grupo finito. Logo apds, Ellis em [9] estendeu este resiltado para o produto

tensorial nao abeliano de grupos finitos.

N. Roccoe (23] introduzin uma construgao relacionada ao quadrado tensorial nao
abeliano e é definida como segue: Sejam G e G¥ grupos isomorfos por ¢ : G —
G, g g¥, Vg € G. O grupo é definido por

V(@)= (G,G? | g1, 651" = 9", (92")*] = (91, 51, Y91,92.95 € G

A relagao entre v(G) e G @ @ esta no fato de que o subgrupo comutador |G, G¥]

de v(G) é isomorfo a G (3G, [23]. H4 também uma conexao entre ©(G) e um grupo

¥(G). introduzido por S. Sidki {29]. definido por
x(G) = (G,G" | {g,¢¥] = 1, Yg € G).

Esta relacao foi usada para dar uma prova alternativa da finitude de #(G), quando

(G é finito e, conseqiientemente, de G & G.

Rocco [23] mostrou que v(G) preserva propriedades do argumento G tais como
finitude. conjunto de primos divisores. nilpoténcia e solubilidade. Além disso, para G-
um p-grupo finito. encontrou uma limitacao para |G & G:. Posteriormente. G. Ellis
e A. McDermott [11] melhoraram a cota de Rocco e a estenderam para o produto
tensorial nao abeliano de um p-grupo finito e um ¢-grupo finito. onde p e ¢ sao primos

(ndo necessariamente iguais).

O objetivu deste trabalho é estudar o produto tensorial nac abeliano-de grupos
solivels, em especial problemas relativos a limitagoes da ordem de G & f{. Para isso.
estudaremos também uma generalizacio do grupo #{G). definida em [25] como segue:
Sejam (G, H dois grupos agindo compativelmente um sobre o outro e H¥ uma cépia
de H.isomorfo por o : H — HY h+s h™. Yh € H. Entao

WG H) = (G H7|jg, k) = [g”, (k")) [g. 0¥ = |, (W], Vg, 00 € G b,y € H}

Observamos que se (7 = H e as agdes sao conjugagao. entao {(z, H) = v((3).
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A seguir faremos um resumo dos capitulos que compoem esta tese.

No Capitulo 1 (Segbes 1 a 7} fixamos notagoes e abordamos vs principais conceitos
e resultados relevantes para o desenvolvimento da tese. Neste sentido. incluimos ar,
nas Se¢oes 5 e 6, 0s resultados gerais subre o produto tensorial nao abeliano de grupos
G e I e também resultados sobre v(G). Na secao 7. exibimos o resultado de Ellis e
McDermott {11], que fornece uma estimativa para |G & H|. quando G e H sao grupos

de vrdem poténcia de primo.

O Capitulo 2 divide-se em quatro segdes. Na primeira secio deste capitulo (Secao

8) introduzimos o grupo (G, H) e provamos o seguinte resultado:
Proposicao 8.3 O subgrupo [G, H?] de n(G, H) é isomorfo a G & H.

Vamos denotar o subgrupo [G, H?] de #(G, H) por 7(G, H). Com o isomorfismo
da Proposicao 8.3 podemos estudar o produto tensorial G & H cumo um subgrupo
comutador de n((z, H) e usar as propriedades que conhecemos de subgrupos comu-
tadores. Usamos esse método para obtermos a descricav das séries central inferior
e derivada de G © H. em termos das respectivas séries de |G, H] e [H,G]. onde
[G,H] = (g7'¢"lg € G, he H) < Ge|H,G] = {(h"'W|g € G. h € H) < H.

Provamos na Secdo 9

Teorema 9.2(1) Para i > 2 o i-ésimo termo da série central descendente de (G, IT)
é dado por
’}'?(T(G’ H)) = [’}I-—l([(;? H]) EH* G];]

(i1) Para 7 > 1 0 7-ésimo termo da série derivada de 7((. If) é dadv por

(G H); =[G, H)i_y. [H.GI)]
Consecitlentemente. se o subgrupo [G, H] de G ¢ nilpotente (respectivamente sohivel),
entao (7 = I é nilpotente (respectivamente soliivel). A descricdo das séries central

inferior e derivada de 7((, H) obtida no tecrema anterior nos permitiu estabelecer



cotas para a classe de nilpoténcia de G ¢ I{ e para o comprimento derivado de G & 1]

semelhantes as de Visscher [31}. Provamos

Teorema 9.3(i) Se [G, H] é nilpotente de classe ¢ entac G = H é nilpotente de classe
conc+ 1.
(ii) Se [G, H] é soliivel de comprimento derivado I entdo G & H é soltvel de compri-

mento derivado {ou 14 1

O caso particular em que G = H e as agbes sao conjugagdes ja aparece em [5].
Uma das questoes levantadas em [5] faz referencia & existencia de uma caracterizagao
de grupos soliveis (G tais que o comprimento derivado de G @ G é I e de grupos
soliveis (7 tais que o comprimento derivado de GG é1—1, onde [ ¢ o comprimento
derivado de G. Na Secao 9 estabelecemos uma condigao suficiente sobre [, H| para

que G = H seja solivel de comprimento derivado igual ao de [G, H].

Proposicac 9.7 Suponhamos que G e I sdo subgrupos normais de algum grupo M
agindo um sobre o outro por conjugacao em M. Se [G, H] é solivel de comprimento
derivado I > 1 e [G, H|i-; é ciclico. entao G & H € sohivel de comprimento derivado

L.
Conseqiientemente obtemos

Corolirio 9.8 Se G é sohivel de comprimento derivado { > 2 com G;_; cidlico, entao

(7 > G é sohivel de comprimento derivado 7 — 1.

Uma vez que o grupo () preserva algumas propriedades do grupo argumento
(G, uma questdo natural é: quais propriedades dos grupos G e H{ sac preservadas
por 7((G, H)? Foi observado em [25] que se (7 e H s&ao grupos finitos, entao (G, H)
também é finito. Mustramos na Secao 10 que a solubilidade de G e H é preservada
por (G, H). Entretanto, nilpoténcia de G e H nao implica nilpoténcia de n{G, H)
(conforme exemplo 1 dessa secdo). Issu ocorre porque os termos da série central
inferior de #(G, H) dependem das agbes de G subre H e de H sobre . Assim.

devemos impor algumas condigdes sobre essas acbes. Provamos na Secau 10
Teorema 10.6 Sejam G e H grupos nilpotentes de classes a e b respectivamente.
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Suponha que a agdo de H sobre G é I-Engeliana e que a acao de G sobre H é k-
(G, H)
{G,HY
1)m, onde ¢ = max{a,b} e m = max{l,k}. Em particular. se além disso G e H sdo

Engeliana. Entao satisfaz a n-ésima condicao de Engel para n = c+ (2¢ —

grupos finitamente gerados, entdo n(G, H) é nilpotente.

Teorema 10.7 Sejam G e H grupos nilpotentes de classes ¢ and b respectivamente,
tais que a acdo de H sobre G € l-nilpotente e a acdo de G sobre H é k-nilpotente.
Coloquemos ¢ = max{a,b}, m = max{l,k},n =c+(2c—1)m e s = 1+ min{a, b, k,1}.

Entdo 7(G, H) é um grupo nilpotente e sua classe ndo é maior que nCsyq2 — Ci2.

No final da Secao 10 estendemos o resultado de Ellis e McDermott (enunciado na
se¢ao 7} que fornece uma cota para a ordem de G ® H, quando G e H sao grupos de
ordem poténcia de primo, para o caso em que G e H sado grupos nilpotentes agindo

nilpotentemente um sobre o outro.

Na Secdo 11 estudamos limitacoes para a ordem do quadrado tensorial nao

abeliano de um grupo solhivel finito. Provamos af

Teorema 11.7 Se G é um grupo solivel finito de comprimento derivado I, entdo
-1
i )
=1

Gi’ ©z [g;] d (g—:)

2:’—1

Gﬂb ®Z Gﬂb

Gt ®ZG% I (g:)

GGl < G® @z G

2:—1

Para o caso em que G é um grupo metabeliano mostramos
Teorema 11.8 Seja G um grupo metabeliano finito. Entao

Gab ®Z Gab

G ® G| divide G’ NG| |G &z 1(G™)]

onde G' AG' € o quadrado exterior (usual) do Z-mddulo G'. No caso particular em
que [G'. G = 1, entdo

Gab ®Z Gab lG! Rz Gab

G G| <

vii



Concluimos nosso trabalho dando exemplos de grupos metabelianos G tais que

(; © G| atingem a cota obtida no resultado anterior. Em alguns desses exemplos

calculamos também o quadrado tensorial.

Grande parte do trabalho apresentado aqui foi realizado durante o periodo em que
estive na Universidade de Brasilia - UnB. Agradecu ao Prof. Norai R. Rocco, pela
orientagio e constante estimulo recebidos durante o desenvolvimento desta pesqguisa
e também a todos vs membros do Departamento de Matematica da UnB. pela hos-
pitalidade e por terem oferecido as condigdes necessdrias para a realizacdo deste

trabalho.

Deixo também o meu agradecimento aos meus amigos de Campinas. Brasilia.

Maringa e. em especial, ac meu marido. Emerson. pelos incentivos recebidos.

Finalmente, agradeco 3 CAPES pelo suporte financeiro.
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CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, as trés primeiras secbes tém por objetivo fixar notagdes, além de
destacar alguns resultados da teoria de grupos que serdo uteis ao nosso trabalho. Esses
resultados terdo suas demonstracbes omitidas e como referéncia citamos [21], [22] e
28] para a se¢ao 1, [19] e [17] para a 2 e [27] para a 3. Na se¢io 4 damos a definigao
do funtor quadratico de Whitehead e citamos algumas de suas propriedades. Como
nosso trabalho envolve os produtos tensoriais ndo abelianos e uma generalizacio do
grupo v(G), as secdes 6,7 e 8 sao dedicadas a estes grupos. Nelas introduzimos
os conceitos, damos algumas de suas propriedades bdsicas, além de enunciarmos os

resultados relevantes para todo o trabalho.

1 Calculo de Comutadores

- Sejam 1, g, ... elementos de um grupo. O conjugado de z, por x4 é
T3 = gy X Ty
e 0 comutador de x, e z, (nesta ordem) é

{21, 30) := 2725 Ty 3 (= 27 13]2).

Para n > 2 o comutador simples de peso n é definido indutivamente pelas regras

Escrevemos (2.1 4] = (2 41, ] com [z, ] = [z, 4]

Seja G um grupo. Se X é um subconjunto ndo vazio de GG, entao escrevemos (X}

para o subgrupo de G gerado por X e {X)¢ para denotar o fécho normal de X em G.
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O centro de G é indicado por Z(G). Para X, Y subconjuntos ndo vazios de G, [X,Y]
denota o subgrupo de G gerado por todos os comutadores |z,y], comz € X, y €Y.

Para Xy, X3, --, X, subconjuntos ndo vazios de G, com n > 2, definimos
[Xla X21 Tty Xﬂ] = [[Xla M 1Xﬂ—l]1Xn]

Usamos a notagao

X.Y]=[X,Y, Y]

T

A seguir daremos algumas propriedades basicas referentes a comutadores.
Proposicao 1.1 (¢f. [21], pag. 119). Sejam z,y, z elementos de um grupo. Entio

() lzyl=ly27 =y V="

(ii) [zy, 2} = [z, 2%[y, 2] ; [z,y2] = [z, 2][z, )"

(iti) [z, y)* = [z, 9][z, , 2] = [2*, "]

(i) [,y 2y, 271, 2?2, 271, y|" = 1 (identidade de Hall-Witt).

Se a : G — G é um homomorfismo do grupo G no grupo (1, entao escrevemos

(g)a para a imagem do elemento ¢ (de G) por . Se X é um subconjunto ndo vazio

de G, entdo (X)a denota o conjunto {(z)a|zx € X}.

Proposicao 1.2 (cf. [22], pag. 12). Sejam H, K subgrupos de um grupo G. Entdo

() [H. K| (H,K);
(ii) [H, K] = [K, H];
(iii) Sea :G — G é um homomortfismo de grupos, entdo ([H, K|)a = {(H)a, (K)al;

(iv) Se H e K sdo normais (respectivamente caracteristicos) em G, entdo [H, K] é

um subgrupo normal (respectivamente coracteristico) de G;

(v) Se K = (Y) entdo[H. K| = [H,Y]X;



(vi) Se H={(X) e K =(Y), entdo [H, K] = [ X, Y]"H.

Denotamos por ; ao i-ésimo termo da série derivada de um grupo G. Assim,
Go =G, Gy = [G,G] e.para i > 1, Gi = [Gi_y, Gi_)]

. L &
E comum escrever G’ no lugar de G e G* para indicar o Quando G;_; # Gy = 1,

o grupo € solivel, de comprimento derivado I. Se G é solivel indicaremos o seu

comprimento derivado por H{G).

Escreveremos v;{() para o i-ésimo termo da série central] inferior de (. Desta
forma, v1(G) = G € v41(G) = [1:(G),G] para i > 1; esta série satisfaz:
(i) %(G)2G, 1>
.. Y{(G) ( G ) .
i) ——< <7 , 121
( Yi+1(G) 7i+1(G)
Se 1.(G) # v.41{G) = 1, entdo dizemos que G € nilpotenie, de classe de nilpoténcia

c. Para um grupo nilpotente G, denotaremos a sua classe por cl(G).

Algumas propriedades basicas referentes a grupos nilpotentes estao resumidas no

resultado a seguir:

Proposigao 1.8 (¢f. [21], pag. 118 € 126).

(1) Seja G um grupo nilpolente de classe ¢. Entdao todo subgrupo e grupo quociente

de G sdo nilpotentes ¢ suas classes de nilpoténcia sdo no mdrimo c.
(ii) Um produto direto de um nimero finito de grupos nilpotenies € nilpotente.
(111) Todo p-grupo finito € milpotente.

(iv) Um grupo finito G € nilpotente se ¢ somente se € o produto direto de seus

subgrupos de Sylow.

Se r ¢ um numero natural, escreveremos (', 3 para o coeficiente binomial r{r—1)/2.

O préximo resultado fornece uma condicao para um grupe ser nilpotente.



Teorema 1.4 {Critério de P. Hall, cf. (28], VI.6.g). Se N é um subgrupo normal
de G tal que N € N sGo nilpotentes de classes s e n, respectivamente, entdo G ¢
nilpotente e cl{G) < nCyy12 — Csa-

Definigao. Dizemos que um grupo ¢ é um grupo engeliano, ou que satisfaz @
condicao de Fngel, se para qualquer par de elementos z,y de G, existe um inteiro
n (que pode depender de z e y) tal que [z,,y] = 1. Se existe wm inteiro n (fixo) tal
que [z,, y] = 1 para todo z,y em G, entéo G é dito ser n-engeliano ou que satisfaz a

n-ésima condi¢do de Engel

E claro que todo grupo nilpotente de classe n € n-engeliano. Dois resultados im-

portantes sobre grupos engelianos sao o0s seguintes:
Teorema 1.5 (Zorn, cf. [21], pag. 358). Todo grupo engeliano finito é nilpotente.

Teorema 1.6 (Gruenberg [13]) Todo grupo engeliano solivel finitamente gerado €

nelpotente.

2 Grupos Livres

Nesta secao introduzimos os conceitos de grupo livre e apresentagao de um grupo

bem como algumas de suas propriedades.

Defini¢ao. Um grupo F € dito livre sobre um subconjunto X C F' se, para qualquer
grupo G e gualquer funcéo 8 : X — G, existe um tinico homomorfismo ¢ : F — G
tal que -

2 = z6 (2.1)

para todo z € X. O cardinal |X]| é chamado o posto de F.

H4 outras formas de expressar a propriedade (2.1). Por exemplo, podemos dizer

que ¢’ estende € ou, denotando por i : X — F ainclusao de X em F, que o diagrama



X — F

0| e
G

é comutativo, i.e., i## = #. Observemos que a composi¢cao de funcdes é feita da

esquerda para a direita.

Substituindo a palavra “grupo” por “grupo abeliano” nos dois lugares em que ela

aparece obtemos o conceito de grupo abelieno lvre.

Proposicao 2.1 (¢f. [17], pag. 7). Todo grupo € uma imagem homomdrfica de

algum grupo livre.

Seja G um grupo e ¢ : F' — (G um epimorfismo de um grupo livre F = F'(X) sobre
G. Temos entao G = F/N onde N é o nicleo de ¢. Agora seja B € F um conjunto
que gera N como subgrupo normal de F, i.e., < R >f= N. Observemos que X e
R determinam G (a menos de isomorfismo). Assim escrevemos G =< X | R > e
chamamos este par uma apresentagao livre, ou simplesmente apresentacao, do grupo
(G. Os elementos de X sao denornjnqdos geradores e 0s de R relatores. Dizemos que

G ¢ finitamente apresentado se existe uma apresentacao G =< X|R > onde X e

R sao finitos. Quando X = {z1,...,2,} € R = {ry,...,rm} é comum escrevermos
G=<zy,...,85 |71 =1,...,rm = 1> Neste caso chamamos r; = 1,1 <i < m, de

relagées definidoras para G.

Exemplo. O grupo diedral de grau n, D;,, tem apresentacac

Dy<zyla?=1¢y" =1y =y"1>.

Proposicao 2.2 (cf. [17], pag. 27). Se G,H, K sdo gruposea:G — H, B:G —
K sdo homomorfismos com « sobrejetora e tais que Nuc{e) € Nuc(f) entdo existe

um homomorfismo v : H — K tal que oy = 3
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Nue 3 H

=}

: v

Nuc a ’ K
Teorema 2.3 (Teste de Substituicdo, cf. [17], pag. 29). Sejam G um grupo com
apresentagdo < X|R >, H um grupo e 8 : X — H uma funcdo. Entdo 0 se estende a
um homomorfismo & : G — H se, € somente se, § € consistente com todas as relagoes
definidoras para GG, i.e.. se para todo x € X e todor € R, o resultado da substituigio

de r por z6 em r dd a identidade de H.

Proposicao 2.4 (c¢f. [17], pag. 32). Se G e H sdo grupos com apresentagdes
< X | R>¢e< Y |S > respectivamente, entdo o produto dircto G x H tem a

apresentacdo

<X Y| RS [X,Y]>

Sejam G =< X | R > e H =< Y | S > duas apresentagoes. O grupo
< X,Y | R.S > é chamado o produto livre de G ¢ H e € denotado por G * H.

Proposicao 2.5 (c¢f. [21], pag. 167). Seja G * H o produio livre de dois grupos nao
triviais. Entdo o subgrupo comutador [G, H) de G« H € normal. Além disso. |G, H)

€ um grupo ltvre sobre o conjunio

{lg.h) | g€ G. he H, g h#£1}

3 Multiplicador de Schur

Definigdo . Seja G um grupo com apresentacao < X{R >. O multiplicador de Schur
de G € definido por




onde R denota o fécho normal de R em F = F(X).

Proposicao 3.1 (cf. [27], pag. 363 e 202).

(i) M(G) depende apenas de G e ndo da epresentacdo < X|R > para G;

(ii) Se G € wm grupo finito entdo M(G) é um grupo abeliano finito e o expoente de
M(G) divide |G|.

Proposicdo 3.2 Sejam G um grupo finito e G um grupo que possui um subgrupo
central A tal que G/A = G. Entio ANG' é uma imagem homomdrfica de M(G).

Seja G um grupo. Um grupo G que possui um subgrupo A tal que A < Z(G)NE'
e G/A & G é chamado um grupo de recobrimento de G. Se além disso 4 = M{G),

entdo dizemos que G é um grupo de recobrimento total de G.

O exemplo a seguir mostra que um grupo de recobrimento de um grupo nao é
necessariamente anico.
Exemplo. Sejam

Dy ={zyl2z*=1Ly" =14 =y
Q: ={a,bla?=0 b =1a"=a)

Temos R
Dy=Z(Dy)={" e 2(54) = 7, X Ly
Q= 2(Q) =) ¢ 2 =z, %z,

? Z(Qy)

Logo Dy e @9 s8o grupos de recobrimento (nio isomorfos) de Z, x Zs.

|



4 O Funtor Quadratico de Whitehead

Nesta secdo definiremos o funtor quadratico de Whitehead I' e veremos algumas de
suas propriedades. As demonstragoes dos resultados aqui apresentados podem ser

encontradas em [30].

Definicio. Dado um grupo abeliano (aditivo} A, I'A é o grupo gerado por todos os

simbolos ya com g € A satisfazendo as relagoes

v(-a) = na; (4.1)
Ya+b+e)+ya+vb+yc = yla+b) +vb+c)+v(c+a) (4.2)

para todos os elementos a,b,¢c € A.

Z,, se n éimpar

Proposigao 4.1 I'Z, ={ Z,. se n épar

Proposigao 4.2 Sejam A e B grupos abelianos. Entao

[(A®B)XTA&TB®(A®y B)

Proposigac 4.3 Se A é um grupo abeliano finito entdo I'A também €.

5 O Produto Tensorial Nao Abeliano de Grupos

Nesta secao introduzimos o produto tensorial ndo abeliano de grupos e destacamos
os principais resultados referentes a este assunto e que serao importantes no nosso

trabalho,

Uma agéo de um grupo G sobre um grupo H é um homomorfismo & : G —
Aut(H), onde Aut{H) é o grupo de automorfismos de H. Escrevemos (h)gé como
h9, representando assim uma agao a direita de H. Se 6 é o homomorfismo trivial

entdo dizemos que G age trivialmente sobre i ou que H ¢ (G-trivial.

Sejam G e H dois grupos munidos de uma agdo de G sobre H e de uma acho

de H sobre G. Suponhamos que cada um desses grupos atue sobre si mesmo por
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conjugagao, i.e., para g,7 € G e h,y € H,¢° = z7'gz e i¥ = y~lhy. Dessa forma
temos uma acao do produto livre G * H sobre G ¢ H. Vamos dizer que as acoes de

G sobre H e de H sobre G sao compativeis se: para todo ¢, g, € G.h,hy € H

g(hsl) = gyflhgl _— ((ggfl)h)gl (5.1)
™) = phieR . ((RF )M (5.2)

Se G ¢ H atuam um sobre o outro compativelmente, o produto tensorial (ndo
abeliano) de G e H, como introduzido por R. Brown e J.L. Loday em (7], é definido
como o grupo gerado por todos os simbolos g ® h,g € G,h € H satisfazendo as

relagoes

951 @ h = (g% @ h*) (g1 ® h) (5.3)
9@ hhy = (g @ hy)(g™ ® A™M) (5.4)

para todo g,9; € G e h,hy € H. Tal grupo é denotado por GQ H.
Notemos que as relagoes (5.3) e (5.4) tém a forma das identidades de comutadores
quando g ® h ¢ substituido por g, h] € as agdes por conjugagao.

Uma vez que a acio por conjugacdo de um grupo G sobre si mesmo satisfaz (5.1)
e (5.2), o quadrado tensorial ndo abeliano G ® G de um grupo G pode sempre ser

definido.

Observacdo 1. Fazendo g, = lem (5.3) e iy = 1 em {5.4) vemos que g 21 = 1 Q h,
onde g € G e h € H, é 0 elemento neutro de G @ H.

Observagio 2. E facil ver que se G ¢ H sao grupos agindo um sobre o outro, com

(G abeliano e H G-trivial. entdo as agOes sao compativeis.

Exemplo 1. Sejam G =< a |{ > > e H =< b | ¥ >. Suponhamos que H age
trivialmente sobre G e que G age sobre H por h® = h='.h € H. Pela observacio
anterior temos que essas agbes sao compativeis. Da definicko de G & H e da

observacao 1, G @ H é gerado por {a @ b,a ® b?}. Mas, por {5.4)
ag b =(a@b)(d @) = (a@b)agb) = (a &b
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Logo G @ H =< a @ b >. Tambeém temos
19b=a*0b={(a"@)a®b}=(a®t)(¢’b) = (a®b)

é facil verificar que a aplicagdo G @ H = Z3,a @ b r+ 1 é um isomorfismo. g

Exemplo 2. Sejam Z, = (z|z7}, compprimo,p# 2 e A = {a,b}a? b, [a.b]) (&

(', x C3). Suponhamos que Z, atue trivialmente sobre A" e que a acdo de A" sobre

Z , seja dada por:

Pela observacao 2, essas acdes sdo compativels. Logo o produto tensorial néo

abeliano Z, ® K esta definido. Observamos que Z, ® A" é gerado pelo conjunto
{z"®a, 2™ b, 2" @ abm=1,2,---.p—1}

Mas
’@a=@"@d)NzQad)=(z8ad){zQ®a)=(z® a)’

e, por inducao, mostramaos que
P Rae=(r®a)”, VmE {1-,2,---.p— 1}
Como z? =1, (z @ a)” = 1. Analogamente
T ab=(r@b", (b =1, 2"Qab=(2Q ab)" e (x D ab)’ =1
Além disso.
rZab=(z @B T ) = @ @B @a) = iz C bz @a)  (55)

Logo. Z, = K é gerado por (z T a) e (z @b). Mas

(z @ ab)® = (r & ab)(z ® ba)

= (2 @ b}{z* @ &)z @ a)(z® = b%)
=(z 22?1 Ca )(rc@ J( - t%’b)

= (z@b)(z ® a}P(z © a){x 2 b)""
= (z @ b)(z ® a)*(a @b)"l
=(r®b)(z & b)*~
={x @b
1
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Como também (x ® ab)” = 1 e mdc(2, p) = | segue que x @ ab = 1. Isto. juntarmente
com (5.9), nos da

z@b=(r®a)y "V
e, portanto,
Zp QK = <:E & a}
Vamos verificar que Z, @ K = Z,. Seja X = {z" Qa't' | m,4,7 € Z, 0 < m <
p—1, 0<1,7 <1} edefinamos
a: X — Z,
™ & aibj — ™
onde ¢;,;, = O0sei=jee;; =1set# j Paratodommn e {0,1,---,p—1} e
5,j €{0,1}
(2™r" ® b = (2™ © a'V)a

= (" a‘bj)a_(a;“ Q a'bl)a _
(2™ @ (a‘bJ)“'")a(;r:“ @ a'¥)a

pois Z, age trivialmente sobre K. Além disso, para todo m € {0,1.---,p—1} ¢
4,5, k1 € {0,1}
(l.m & aibjak&:')a- — (xm @ ai+kbj+!)a

(2™ @ a®*b) a  (pois a® = b = 1)

— ™kt

i

Por outro lado.

i ERt o i1svakpl R e i1
(:I.m 5 akbn’)a ((:rm)a b & (a:bj)a b ) a = x™eki (I{ 1) 6 dm =, alb_}) o
— mmskbgm{—l]ck»‘msw

_ Im(ek,a-H—l}S*Js,J)

Vamos verificar que

o
o

€e ey = Ska T (=1)* e (:

Temos 4 casos:

(1) i = 7 e k = I. Neste caso, ¢;; = £;; €. entao
Seipyy — 0= gt (_I)Ek‘lsf'j
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(2) i =7 e k # 1. Isto implica que ¢; 4 # ¢;; ¢, entdo
Eeipeye = 1 = g T (=1)™es;

(8) 1 # 7 e k = 1. Este é andlogo ao anterior.
(4) 1 # j e k # [. Neste caso,

eri+ {(—1)™e;j=14(-1)"1=0
Se i =k , entao devemos ter 7 = . Dai
Eey iy = €00 =0
Sei#k ,entdo j # 1. Conséqﬁentemente
Ceipeyy =E11 = 0
Em qualquer caso, (5.6) ocorre. Logo,
(™ @ a'baftha = (™ @ *t)a ((xm)akb! ® (aibj)“kbi) a

Segue entao que ¢ € consistente com as relacdes definidoras de Z, @ K e, portanto,
estende-se a um homomorfismo o’ de Z,R K em Z,. Como (zQa)o' =z, Z,& K =

{r@a)e(r®a) =1, temos que o’ é um isomorfismo. Portanto,

Z,0K=17Z,
A seguir veremos alguns resultados obtidos por R. Brown e J. L. Loday [7].

Proposicao 5.1 Os grupos G € H atuam sobre G & H de modo que
(@R =gl @h®, (g&h) =g" = hf

para todo g.gy € G.h, hy € H. Conseqientemente, temos uma agdo de G+ H sobre
G & H dada por
(g@h) =4"CR

onde g GGhe Hepe G+ H.



Proposigao 5.2 {cf. [7]). Suponhamos que a : G — A.3 : H — B sejam homo-
morfismos de grupos, A, B atuem compativelmente um sobre o outro e que a ¢ 3

preservem as agdes, no sequinte sentido:
(r%)8 = (hB)™* , (g")a = (ga)*
para todo g € G, h € H. Entdo emste um idnico homomorfismo
a®@P:GQH > ARB

tal que (g ® h){a ® B) = ga @ hP para todo g € G, h € H. Além disso, se a e 3 sdo

sobrejetoras entdo a ® 3 também é.

Proposicao 5.3 (cf. [7]). Existe um dnico isomorfismo
v:GQH—-HQG (5.7)

tal que (g @ h)v = (h® g)~! para todo g € G,h € H.
Proposicio 5.4 (cf. [7]). Para todo g,g1 € G e h,hy € H temos

(a) (7' @R =(g@h) = (g@hT)";

(6) (g@R) g & m)gSh) = (g: ® )M = (g @ B} = (g, ® by )P,

(c) (97" el =(goh) g™,

(d) g € h=Sh = (g@Rh)™" (g R h);

(e) [g@h.gi@hi] =g 1g" & hi%hy.

Defini¢ao. Um mdédulo cruzado é um homomorfismo de grupos g : A/ — P junto

com uma agdo de P sobre M satisfazendo as seguintes condigdes

(MC1) (mP)y = p*(m)up, pe PmeM
(MC2) (ml)(m)“ = m~'mm, mm- €M
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Proposigao 5.5 (cf. [7]).

(a) FErzistem homomorfismos de grupos A : G® H — G,p: G @ H — H tais que
(9®h)A=g7g", (g®h)u="h"*h;

(b) Os homomorfismos A, i com as agdes dedas na Proposicdo 5.1 sdo mddulos

cruzados;
(¢) Sege G,he H,t € G® H entao
tA®h = ¢t
g@tpy = t79;
(d) tA@t 1=t t1] para todo t,t, € GQR H;

(e) As agioes de G sobre Nuc(p) e de H sobre Nuc()) sdo triviais.

Proposicao 5.6 (¢f. [7]). Se G atua trivialmente sobre H ¢ H atua trivialmente
sobre G entdo
GeH=G*gy HY

A seguir veremos algumas propriedades de produtos tensoriais ndo abelianos de

grupos.

Proposigao 5.7 (G. Ellis, [§]) Sejam duas extensées centrais

1l M- 02451

1-—+N—&H'—B~>B—+1

tais que G e H sdo grupos cada um atuando compativelmente sobre o outro, A e
B também, «, sdo homemorfismos que preservam as agdes com Nuc(a), Nuc(5)

atuando trivialmente sobre H,G respectivamente. Entdo eriste uma segiiéncia exato
(G2 N)x MaH) »GoHE AeB —1
na qual Im@ é central em G @ H.
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Em particular, dada uma extensdo central

inc

] —- A K 26— 1

existe uma sequencia exata
(ASK)x (KA KoK GaG — 1

na qual fm: é central.

Sejam G um grupo e ZG o anel de grupo de G sobre Z. Um elemento tipico de

ZG tem a forma Y _z,9 onde os 2, € Z e apenas um nimero finito deles é diferente
de
de zero. Consideremos o seguinte homomorfismo de anéis, chamado de aplicagao de

aumento
e ZG = Z
Z‘EQQ s Z‘Tg
g€G gEG

O micleo deste homomorfismo € dito o tdeal de aumento de (G e é denotado por
I{(G). é facil vermos que J{G} é gerado como Z-mdédulo pelo conjunto {¢g —1;g €
G\ {1}}. Também I{G) (como ideal de ZG) é um ZG-médulo.

Se A é um grupo abeliano com uma acdo de G, (a,g) — ¢, Ya € A, g € G,

facamos r = Y 49 € Z G operar a direita sobre um elemento ¢ € A por

a.z T,g = Z:rgag

g€G g€l

Facilmente se verifica que para todos a,b € Aer.s € ZG
{a+b)r=ar+br alr+s)=ar+as alrsi=(ar)s al=a

de modo que A é um ZG-mddulo a direrta.

Proposicao 5.8 (D. Guin. [14]) Sejam A ¢ G grupos como acima e suponhamos que
(¢ seja A-trivial. Entdo

A& G = AQze I{G)
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R. Brown, D.L. Johnson e E.F. Robertson [5] provaram que sob certas condigoes

favoraveis, o produto tensorial nao-abeliano se distribui sobre produtos diretos.

Proposigao 5.9 Sejam A, B,C grupos com a¢bes dadas de A sobre B eC ede B ¢

C sobre A. Suponhamos que essas dltimas agées

(o) comutem: a® = a®, de modo que B x C atue sobre A;
(b) induzam a agio trivial de B sobre AQC : (a®c)’=a@ce

{c) induzam a acdo trivial de C sobre A® B : (a®b)° =a®b, para todo a € A,
be B,cec C. Entdao

AR(BxCYX(A®B)x (Az ()

Deste resultado e da Proposicio 5.3 obtemos

(BxC)@AY (B®A) x (C & A)

Sejam G e H grupos com cada um atuando trivialmente sobre o outro e sobre si
mesmo por conjugagao, de modo que pela Proposicao 5.6, G@H, H ® G séo produtos
tensoriais usuais. Nestas condigoes temos
Proposigao 5.10 (cf [5])

(GxH)Q(GxH)=(GRG)x (G@H)x(H=G)x{H®H)
Definigao Sejam G e H subgrupos normais de um grupo 3 agindo um sobre o outro
por conjugagio em M. O produte exterior (nao abeliano) G A H é o grupo obtido do

produto tensorial ndo abeliano G & H adicionando as relacdes z & ¢ = 1, para todo
r€GNH.

Em [5], R. Brown, D.L. Johnson e E.F. Robertson provaram o seguinte resultado:

Proposigao 5.11 Se G é um grupo finito (resp. p-grupo finito, p primo), entdo
G & G também € finito (resp. um p-grupo finito).
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Ellis, em [9], estendeu o resultado acima, provando a finitude do produto tenso-
rial ndo abeliano de grupos finitos. Entretanto, sua demonstragio usa argumentos
homoldgicos (como veremos a seguir) e nenhuma prova puramente por métodos da

teoria dos grupos desse resultado é conhecida.

Teorema 5.12 Se G ¢ H sdo grupos finitos entdo G Q@ H também €. Se, alem disso,
G e H sdo p-grupos entdo G @ H também (.

Demonstragdo. Ellis primeiramente demonstra este resultado para o caso especial em
que G € H sdo subgrupos normais finitos de algum grupo M, onde cada um deles
atua sobre o outro por conjugacido em M. Esta demonstragao usa duas seqiéncias

exatas de R. Brown e J.L. Loday ([7], Teoremas 2.12 e 4.5), a saber

— H3(GH/G) @ H3{GH/H) -V — H)(GH) —

NGNH/GH)» GRH>GAH =1

onde V € o niicleo da fungao comutador G A H — [G, H],g A h — [g,h]. A finitude
de G ® H, neste caso, segue do fato que a homologia de um grupo fnito é finito (veja
[26], Capitulo 10) e da Proposi¢io 4.2. No caso em que G € H sao p-grupos finitos a

prova é analoga.’

Caso geral: Sejam G e H grupos finitos e seja N o subgrupo do produto semi-

direto Gr< H gerado pelos elementos (g7 'g" . h~'h9) com g€ G,h € H.

Afirmacao 1. N é um subgrupo normal de G>< H. De fato. sejam g.7 € G e
h.y € H. Enlio temos que

(g7'g". RTTR)EY = (27 )¢ g, AT R (2, 1)
= ((g7'g"y, (h'RE))
= (" &), ) THR)P) e N

{g—lgh’ h—lhg‘)[hy) — (]1y—l)(g—lgh’ h_lh‘g)(l ) y)
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g’ ",y‘g_'ghh‘lhgy)

oy

h

(

(g—lgh,y(yw“g )y(h—lhg)y)

= (g-—lgh(g—lgh)-y(g—lgh)yjyy-[&'_lgh}y(h—lhg)y)
(

99" (g7 ") y“g_lgh’y’_ly")((g'lgh)“r(h‘lhg)”)

Ii

Agora como

-1 h]

T B v ML

T=yY y yy =y gl

segue que (g~ 'g", R 1RI)IY) € N Assim {g”1¢" A™1R?)™¥) € N uma vez que (z,y) =
{z,1)(1,y). Logo N é normal em Gp< H.

Gro< H

Seja GoH = e denotemos a classe lateral (a direita) de (g, k) por (g, k).

Afirmacao 2. Existe uma agao de G o H sobre G e H dada por
g.h A gk A
gt Wi
para todo ¢,¢, € G,h,h1 € H. De fato, para cada g € G.h € H a fungdo

h):G -

h
n o~ g

é claramente um automorfismo de (. Definamos

f:GoH — Aul{{)

(g,h) — 9(9_91}

Se g,¢' € G, h, k' € H sapo tais que (g,h) = (g', k') entdo (g.h) = n.{g'. k') para algum

rn € N. Agora como
-1,
e lrvy=lyt
91 =G

para todo g,2 € G e y € H concluimos que 8,5 = 84 4, ou seja, § esta bem

definida. Claramente § é um homomorfismo de grupos.



Afirmacao 3. Os homomorfismos

o:G = GoH v:H — GoH

g — {g,1) ko= (1,h)

sao modulos cruzados. De fato. Sejam g,z € G e y € H. Temos que

x

(g, 1) = (27,5 Yg, L)@, y) = (65,57 y) = (¢°(¢°) ¥,y 9 ) g™, 1)

e como (gz(gz)'y,y'ly(gxrl) € N segue que

(§" o = (g, 1) = (z,9) (9)o(z.y)

Claramente ¢°° = z~'gr e portanto ¢ é um médulo cruzado. A prova para v é

analoga.

Para todo A€ H e £ € Nuco

h.r — h(:,l) — hz:a — h

Logo Nuco atua trivialmente sobre H. Analogamente, a agdo de Nucr sobre GG é

trivial. Além disso, para todo g € G ez € Nuco

¢ gll)

g =g g =g

ou seja, Nuco € central em (. Analogamente Nucy é central em H. Dessa forma, as

extensoes

1 = Nuce > G = fmo = 1

1 - Nuev = H = Imrv—= 1

sao centrais. Para cada g € G,h € H

."w) (],h}) {1.k) — { -).‘m

(g")e = (¢")o = ("o = (go) g0

(h%) = (h%)v = (nv).

ou $€ja, 0 € I Preservam as agocs.



Assim, pela Proposigao 5.7 existe uma sequéncia exata
(G & Nucev) x (Nuce @ H) > GQ H - Imo % Imv — |,

Agora, como ¢ e v sao mddulos cruzados segue que Imo e fmy sdo subgrupos normais
de G o H. Assim, Imo ® I'mv é finito. Pela Proposicao 5.8, G @ Nucv = I{G) Zizc
Nucv, o qual é finito pois I{G) ®ze Nucy é um grupo abeliano finitamente gerado
de torcao. Da mesma forma, Nuco @ H é finito. Segue entao da seqiiéncia anterior
que G @ H é um grupo finito. Se G e H sao também p-grupos entdo I{G) Rzc

Nuev, NucoQze I(H) e Imo® Imy sdo p-grupos e consequentemente GQH também.

6 Uma Construcao Relacionada ao Quadrado Ten-
sorial

Nesta secao vamos ver um pouco do trabatho de N. Rocco ([23] e [24]), sobre uma
construcgao de grupo relacionada ao quadrado tensorial nao abeliano. Especificamente,
sejam G e G¥ dois grupos isomorfos por um isomorfismo p : G — G¥, ¢ — ¢%,

para todo g em G. O grupo ¢ definido por

V(G) : <Ga Gl‘o | [.913939]93 = [ 131(9-33)¢‘] = [glsg;o]géra Vgl:'gZagB € G>

I

Consideremos o subgrupo
Y(G) =[G.G7]
A relagao entre v(G) e G & G € dada pelo seguinte resultado:
Proposigio 6.1 (¢f. [23]) T(G) = G ¢ G.

Observamos que T((G)} é normal em () e, portanto, ¥(G) pode ser descrito como
Y(G) = Y(G) GG¥. Assim do resultado acima e do Teorema 5.11 segue que v(G) é

finito se G € finito. Rocco da uma prova alternativa da finitude de v{G) quando
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é finito usando uma conexédo entre v{G) e um grupo, x(G). introduzido por S. Sidki
[29], definido por

X(G) = (G,G? | [9,9*] =1, VgeG)
A seguir citamos um resultado de [29] sobre x(G).

Teorema 6.2 Seja G um m-grupo finito (7 um conjunto de primos), nilpotente finito
ou solivel de grau finito. Entao x(G) é também um w-grupo finito, nilpotente finito

ou soluvel de grau fintto.

O grupo x(G) tem um subgrupo R(G) tal que as relagoes
l91, 68155 = [o%°, (45°)"]

sao satisfeitas em %(%l) para todo g1, g2, 93 € G (cf. [29]). Aqui R(G) = |G, L(G), G¥],
onde L{G) = {g7'¢¥ | g € G).

Seja A(G) o subgrupo de ¥{G) gerado por todos comutadores [g, g¥], com g € G.

Temos

Teorema 6.3 (¢f. [24/) Para todo grupo G

Além disso, A(G) < v(G)Y N Z(w(G)).

O teorema anterior e a Proposicao 3.2 implicam que A((G) € uma imagem ho-

G
momdrfica do Multiplicador de Schur de EEG;

. Isto, juntamente com o Teorema 6.2

e Proposicao 3.1 (b), fornece

Proposigao 6.4 (c¢f. [23]) Seja G um n-grupo finito, nilpotente finito ou sohivel de
comprimento derwado finito. Entdo v(G) € também um w-grupo finito, nilpotente

finito ou solivel de grau finito.
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Observe que o resultado acima da uma prova alternativa da finitude de G ® G

quando G é finito. A seguir citamos algumas propriedades do grupo {G).
Proposicao 6.5 (cf. [23] € [2{]) As sequintes relagoes se verificam em v(G) :

(‘) [gi,gz‘ﬂ][gg,gf] = Lgl'.g;g][ga'gdjs Vgl'sg%g&g‘i = G;

(ii) [9’11939:93] = [91-.92:9??] = [glag’f:gg] € [9’1‘9,92,93] = [Q‘fagzsgg] = [9?19’&93]? Va1, 92,93 €
G;

(i) [g,97] ¢ central em v(G), Vg€ G;

(iv) lg1,921l01, 93] € central em v(G), Vg1, 42 € G;

(v) lg.9"1=1, VYge &,

(vi) [g,h?1[h, g*] = [gh, (gh)?] - [0, h¥] 7} - g, 9%]7. Va.h € Gt
(vii) lg,h¥][h, g*] = [h,g*](g. k*], VYg,h € G;

(vili} Se h € G’ entdo [g,h?][h,g¢] =1, Vg,h € G;

(ix) Se gG' = hG' entdog, g¥] = [h,h¥], Vg, h€G.

Seja N um subgrupo normal de . O epimorfismo canénico 7 : G — G/N induz

um epimorfismo 7 : v(G) = v{(G/N) tal que g — Ng, ¢¥ — Ng¥.
Proposigao 6.6 (cf. [23]) Com a notagdo acima Nuck = (N. NN, (¥} [G, N¥].

O préximo resultado fornece uma descricao da série central inferior e da série

derivada de v((G) em termos das correspondentes séries de (5.

Teorema 6.7 (cf. [23])

]
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(i) Parai> 2 o i-€simo termo da série central inferior de v(G) é dado por
%(W(G)) = H(CI(G*)ir(G), G?)[G %1 (GF));
(ii) Para o i-ésimo termo da série derivade de v(G) € dado por
v(G)i = GiGY[Gi1, Gy
Como consequéncia

Corolario 6.8 (cf. [23]) Se G ¢ um grupo nilpotente de classe ¢ (resp. solivel de
comprimento derivado 1}, entdo v(G) € nilpotente de classe no mdximo ¢+ 1 (resp.

soliivel de comprimento derivado no mdzimo 1+ 1).

Proposicao 6.9 {cf. [23]) Seja G = N-H um produto semi-direto de seus subgrupos
NAG eH <G. Entdo

(i) v(G) = (N,N¥)[N,H¥||H,N¥]- (H,H¥);
(i) (H,H*) = v(G).

Proposicao 6.10 (c¢f. [28]) Seja G = N x H o produto direto de seus subgrupos

normais N e H. BEntdo

(i) v(G) = (N,N¥}-[N,H*]- [H,N¥|- (H,H?)
(i) (N,N¥) = p(N); (H. H?) = p(H)

(ili) T(G) = T(N) x T(H) x [N, H¥] x [H, N¥]

Proposicao 6.11 (cf. [23]) Seja G = P; X ... x P, um grupo nilpoiente finito onde
{Py,...,P,} €0 conjunto de p-subgrupos de Sylow de G. FEntio,

(1) v{G) Zv(P) x ... xv(F)

23



(i) T =2TP) x...xT(P,)

Para G um p-grupo finito Rocco encontra um limite polinomial para a ordem de

v(G).

Teorema 6.12 (cf. (23]) Sejo G um p-grupo finito com |G| = p" e |G| = p™. Entdo
lv(G)] divide p* +2n—mn

Este limite é atingido para G = @, 0 grupo quaternionico de ordem 8. Em

particular séo obtidos limites para a ordem de G ® G.

Coroldrio 6.13 (cf. [23]) Sejo |G| = p™ , 16-"1 = p™ e d = d(G) o numero minimal
de geradores de G. Eniio

pdﬁ < |G ® G1 S pn{n—m).

7 Produtos Tensoriais de Grupos de Ordem Poténcia
de Primo

G. Ellis e A. McDermott {11] melhoraram a cota que Rocco encontrou para a ordem
de G ® G, quando G é nm p-grupo finito (veja Coroldrio 6.13) e a estenderam para
o produto tensorial ndo abeliano de um p-grupo finito e wn ¢-grupo finito, onde p
e g s@o primos. Vamos apresentar aqui esta cota. Nesta secdo ¢ serd um p-grupo

finito e H um ¢-grupo finito.

Primeiramente vamos supor que existe um grupo F contende G € H como sub-

grupos normais. Definimos
Gy = {g € G |3h € H tal que gh™" ¢ ZIGH)}

Notamos que Gy € um subgrupo normal de G e que Gy = G se G C H. Vamos
denotar o subgrupo de Frattini de G por ®(G)
Proposigao 7.1 [11] Suponhamos que G ¢ H sdo subgrupos normais de E e que as

agées orginam-se da conjugacdo em E. Entdo
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(1) Se p# q entdo |G @ H| = 1;

(11) Se p = q e G € um grupo d-gerado de ordem p*, H € um grupo d'-gerado de
ordem p* € |G| /|Gy N®(G)| = pF, entdo

G @ H| < o'ttt =)
Demonstra¢do. (i) Suponhamos p # ¢q. Como [G. H] C G N H segue que |G, H] é
trivial. Logo, pela Proposicao 5.6 '
~ gab ab
o qual é trivial.

(ii) Suponhamos p = ¢. Primeiramente vamos considerar o caso particular [G, H| =
1. Seja H?® 22 0y x C3 X ... x Cyr, onde C; denota um p-grupo ciclico. Pela Proposicao
5.6

G@HgGabﬁngEb%(Gab@CJ X (GQEE?’CQ) X ... X (Gabt?\*cd*).

Portanto,
GeH! <|g*ec|x|GPe s x... x|6* o Cyl
S Gade
<G’
— pnd )
Uma vez que k < d temos
|G H| <p™

- pnn'—(d-}—n—d){n*—d’)

S _p‘nﬂ’—{k-i—ﬁ- dyin' =)

COmO GUeTIamos.
('aso geral: A demonstragao se dara por indugdo sobre ¢, onde t é tal que |G| [H]| = p'.
Set = 2 entao ou GNH é trivialou G = H = (',. Em qualquer caso temos [G. H]| = 1

e o resultado segue de (i). Suponhamos f > 2 e que a proposi¢io é verdadeira para

todos os p-grupos G*, H™ com |G*| |H*| < p* e sejam G, H dols p-grupos nao triviais,
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com |G||H| = p*'. Por causa do caso anterior podemos supor (G, H| # 1. Como
(G, H| <G H temos [G, H{NZ(GH) # 1 e, portanto, existe um subgrupo N de [G, H]
central em G H e tal que |N| = p. Da Proposicao 5.7 segue que existe uma sequéncia

exata

(G®N)x (N@H)—)G@H-—)%@{[——}I (7.1)
A inclusio N C |G, H] implica que a imagem do homomorfismo canénico a : Gy @
N — G @ H estd contido na imagem do homomorfismo canénico 8 : N @ H —
G @ H. De fato, sejam g € Gy e u = [g1, k1] - [gs. i} um elemento de N. Seja
i=1{(g1 @h) (g @ hx) (€ G& H). Observamos que (u)A = (@)p = u, onde A, p
sao os homomorfismos dados na Proposicao 5.5. Pela definicao de Gy existe h € H

tal que gh™! € Z(GH). Dai, para todo 1,
=gf e hl=h!
Assim, @" = @7. Agora, pela Proposicao 5.5 (c)

gQu=g@ =i u=0a"a= """ = (@A&h)" = (ueh)”

Logo (Gy ® N)a C (N @ H)B. Isto, juntamente com 7.1, implica numa seqiiéncia

exata G
G H
SON)x(NOH) » GeH + 50y~
(GH @ (N®H) ® NN

Esta seqiiéncia o isomorfismo — ® N = ——2— dio

sta sequéncla e o 1somorfismo — e

! G Gu®(G)
GoH|l <igodllZ ﬂ'lvﬂm
_ Q H
TINYN Hmm
& d— k df
=|e i
< p a—1)(r'=1)—(k+n—d—1){v' -2’ =1 }+d—k+d’
= p"" n'={k+n—d)(n'-d’)

como queriamos.

Conforme observaram Ellis e McDermott em [11], nem todas as a¢des compativeis

se originam da conjugacdo em um grupo £ contendo G e H. Por exemplo: sejam
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G = (z|z®), H = (y|y®) e as agoes dadas por

Se essas aches se originassem da conjugagio, entao teriamos

Porz=g =y Yy =y lyl=y?

e, assim, a contradicao
= @ = Y =y =
Sejam G um p-grupo finito e H um ¢-grupo finito quaisquer, agindo compativel-

mente um sobre o outro. Vamos usar a acao de (G sobre H para formar o pro-

duto semi-direto Gi>< H. Assim como na demonstracao do Teorema 5.12, seja
GoH G<< H
8] ==

(g~ g" h~'h9). Vimos 14 que os homomorfismos

, onde N é o subgrupo (normal) de Gi>< H gerado pelos elementos

c:G-—GoH, gr— N(g,1), v:H—GoH h— N(1.k)

sao modulos cruzados, que preservam as agoes, Nuco age trivialmente sobre H e Nucy
age trivialmente sobre GG. Segue entdo que Nuco é um subgrupo central de G e que
" € Nuco, Vg € Nuco e h € H. Logo Nucd é um Z H-médulo. Analogamente,

Nucr é um ZG-médulo. Coloquemos G = I'mo, H = Imv e sejam

[Nuco, H] = (¢7'¢"|g € Nuco,h € H) e [Nucr,G] = (h"'R|h € Nucr.g € G)

Notemos que [Nueo, H] é um Z H-médulo e [Nucy, G} um ZG-médulo. Denote-
mos o primeiro grupo de homologia de G com coeficientes em um ' -modulo A por

H (G A).

Teorema 7.2 [11] (i) Se p # ¢ entdo G @ H = [Nuco, H} x [Nucr.G] ¢, con-
sequentemente,

G 2 H| = |[Nuco, H]| [[Nucv. G]

oS ]
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(i1) Suponhamos que p = q, G € um grupo d-gerado de ordem p™, H € um grupo

@ﬁ /|§§ N&(G)| = pF. Enido

d'-generado de ordem p™ | e
|G ® H| < Kpr=nmdi’=)

onde K = |H)(G, Nucv)||H{{H, Nuco)||[Nuco, H]| || Nuev, G]|.

Demonstragio. A Proposicao 5.7 fornece a seqiéncia exata
(G & Nuev) x (Nuco@ H) — G H —- G®H — 1 (7.2)

Observamos que G e H sdo normais em (o H e agem um sobre o outro por conjugacao.

Pelo Corolario 3.3 em [15] existe uma sequéncia exata
1 — H,(G,Nuew) — G @ Nucv — [Nuev,G] — 1 (7.3)

(i} Suponhamos p # ¢. Pela Proposicao 7.1 (i), G ® H = 1. Como G é um p-grupo

e Nucv é um g-grupo, Hi{G, Nucv) = 1. Segue entao de 7.2
G ® Nucv = [Nucr, G]

Analogamente
Nuco @ H = {Nuco, H]

U'ma vez que o homomorfismo composto

[Nucv, G] S G@Nuew — G2 H—H

leva [ Nucw, G] injetivamente em H, o g-grupo [Nucv. G] é isomorfo a um subgrupo
de G = H. De modo andlogo, o p-grupo [Nuce. H| é isomorfo a um subgrupo de

G = H. Como p # ¢, temos por 7.3
[Nuco. Hl X [Nuer. G} = G2 H

(i1} Suponhamos p = q. Neste caso. o limite desejado segue da Proposigac 7.1 e das

seqiiéncias 7.2 € 7.3. O



CAPITULO II

Produtos Tensoriais nao Abelianos de
Grupos Soluveis

8 O Grupo 5(G,H)

Comecaremos esta secao considerando uma generalizagao da construgao apresentada
na secao 6, definida em {25} como segue: Sejam G, H dois grupos agindo compativel-
mente um sobre o outro e H¥ uma cépia de H, 1somorfo por ¢ : H — H¥ h— A%,
Vh ¢ H. Entao

0(Gy H) = (G, HO|[g, b = (g%, (k" 1], [, 91 = [g", ()], Vg, g € G, b, b € H)

Observamos que se G = H e as acGes sdo conjugagoes, entdo (G, H) = v(G).

Exemplo. Sejam G = {ala®) e H = (b|6?}. Suponhamos que H ¢é G-trivial e que H

b

age sobre G por o’ = a”' (= ¢%). Entio

HGH) = foble? =1 00 = 1 [ = (0.0l = o
[a. )Y = [a2,87], [a® 7] = [a?,b%], a2 0¥)"" = [a®,b7), [a?,4°)" = [a, b))

Temos

[0, 6] = [0, ia.5°] = [a,b][a, b = [a.b°]".
Logo.

— (1.5 = %05 = [0, ) e [a.57]" = [%5¥).
Dai

n(G, H) = (a.,b“’]a,'d =1, () =1, [a,b%]* = [a.b7], [a,b"r]“ = la, "1™

Seja V = {z,y 2%, ¥, [z,3]) (= (3 x C3) e seja a o automorfismo de V' tal que

r—xy, yr—ry '
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Consideremos o produto semi-direto V ><i{a}. E facil ver que a correspondéncia:
a — z, b = o é consistente com as relacoes definidoras de n(G, H) e, assim,

estende-se a um homomorfismo
6, : p(G, H) — V >{a)
A aplicagao 8, : V >d{a) — n(G, H) definida por:
(2'y’, %) /—> a'[a, B*) (%)

para todo 1,7 € {0,1,2} e ¢ € {0,1} é um homomorfismo de grupos. E claro que
thdy = 1y, € 8,0, = 1V >a(a)- Portanto,

NG, H) =V >a)

Nesta secao GG e H serao sempre grupos agindo compativelmente um sobre o outro.
Diremos que um subgrupo M de G é um H-subgrupo se m" € M. para todo m € M
ehe€H.

Proposicao 8.1 Sejam M, N subgrupos normais de G ¢ H respectivamente. Se M
€ um H-subgrupo de G ¢ N € um G-subgrupo de H, entdo

(i) [M,N¥] dn(G, H);
(1) [y(M), (v (N1 Qn(G H), Yujzlh

(iii) [Mi, (N;))*]<n(GLH), Vi, j>0.

Demonstragdo. (i) Pelas relagbes definidoras de n{G, H) temos
[m.n¥)¥ = [m?,(n)¥], Vme M, ne N, geG.

Como M <G e N é um G-subgrupo de H segue que & normaliza [M, N¥]. Analoga-
mente H* normaliza [M. N¥]. Portanto, [M, N¥] d7{G, H);.

(i1) e (iii) sdo comsequéncias da Proposicao 1.2 e parte (i). O
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Vamos denotar o subgrupo (G, H¥} de n(G, H) por 7(G, H). Observamos que pelo
resultado anterior 7(G, H) é um subgrupo normal de n{(G, H). Além disso, (G, H)

pode ser descrito como
NG, H) = 7(G, H)GHY

H4 uma outra construgao de grupo devida a G. Ellis e F. Leonard [10], que
é isomorfa a n(G, H). Este grupo é construido da seguinte forma: Sejam G ¢ H
grupos agindo compativelmente um sobre o outro. Consideremos Zg, Zy conjuntos
de geradores para G e H, respectivamente e coloque Z = Zg U Zy. Agora sejam U,V
outros conjuntos de geradores para G, H, respectivamente, satisfazendo a seguinte
condigao

gelUeheV, VzeZ, geU heV.

H,ondeG*HéOprodutoljvredeGeHeJofécho

Tomamos entdo o grupo ;
normal em G * H do seguinte conjunto
{z7Yg,hl2[h*,g°); g€ U, heV, z€ Z}

G;H’ H-—»G*H

assim, podemos identificar G e H com suas imagens em

sao injetivos (cf [10]) e
G+ H

Os homomorfismos candnicos G —

Pela Proposicao 5.1 existem agdes de G e H sobre G € H dadas por
(g@h)*=g" @R

onde = estd em G ou H. Usamos a acdo de G sobre G @ H para formar o produto
semi-direto
Go< G& H

O grupo H age sobre Gi< G ® H por
(9.8)" = (g, (g @ W)t")

paratodo g € G, h € H, et € G ® H. Esta acdo ¢ utilizada para formar o produto
semi-direto

He< (Go< G ® H)
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Teorema 8.2 (G. Ellis e F. Leonard [10]). Existe um isomorfismo
| GxH

¢ — He< (Gb< G ® H)

tal que ()¢ = (1,9,1), (R)¢ = (h,1,1) e ([g,h))d = (1,1, g h)

E facil ver que o subgrupo [G, H] de GrH

é isomorfo a 7(G, H). Agors, o

isomorfismo do 1iltimo teorema fornece
[G.HI=2GQH

Conseqiientemente, temos
Proposicao 8.3 O subgrupo 7(G, H) de n(G,H) é isomorfo a GR H.

A seguir damos uma prova alternativa para este dltimo resultado

Consideremos o produto livre G * H?. Pela Proposicdo 2.5 o subgrupo [G, H¥] de
G x H? é livre, livremente gerado pelos comutadores [g, h¥], onde g € G \ {1},h¥ €
H¥\ {1}. Tomamos os seguintes subconjuntos de G * H¥

R={lg.hT-1g". ()], lg. b1 - g%, (¥},

S = {[ggls Hp]_l ) [991: (h’gl)w] ) [gla h{P]a {gs ("ihl)"g]‘1 ’ [gs hf] ) [ghla (hhl)p}}
para todo g,¢,,x € G\ {1}, h,hy,y € H\{1}. Como |G, H#] é um subgrupo normal
de G x H*, R, S sao subconjuntos de [G, H¥] . Por definicao

Gx HY
G., H == T Oegv -
Mostraremos que
(S) GH <« G« H? . (8.1)
e
(RYS™H" = (S)leH] (8.2)
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Para (8.1), seja s = [gg1, h¥]7Y[g*, (h#*)¥}[g1, 2¥] um elemento de S e £ € G. Entéo

pelas identidades de comutadores, temos
s* = [gg1, h*]~"[g", ()¢ g1, R¥]"
= ([(gg1)z, k¢1z, 117 ([97 2, (h#)#][=, (h)?] ) (12, h¥) [z, ] 1)
= ([z, h*][gg1z, K] ([99 =, (B )¥][z, (h9)%] 1) [993%, (h937)¥] M [g9 z, (o)
g%z, ()17 [ggrz, h][gguz, B) g1, (h9%)¢] ([gaz, R¥) [, h#] )

= ((sl)_{ggl z,(h91)¥] " [gglz’w]SQ) [z, k%] |

onde
= [g7z, (W]~ - [g77, (h7)¥] - [z, (h81)7]

s2 = [ggz, )71 [g9%, (h917)¥] - [guz, ¥).

Isto implica que s* € (S)I¢H*]. Agora, para y € H, observamos que

()" = gvv, (e < pow (53
Novamente pelas identidades de comutadores, obtemos

= [gg1, k#] " [g%, (h91)?]¥" gy, RPP¥*
= ([gg1, (h)*1 (991, 7)) ([9%, ¥*1 g%, (R 9)?)) (g1, 9] o, (Ry)*])

= (lggs, (hy)¥17 (991, 9°]) [g¥g¥, (%] [g¥gt, (h¥)#17" [(g) @, ((hw) o))" ]
Lot ()]l ()91 [g2¥, (RE)]) 7 ([g, 7] [, (R1y)¥)) .

Aot (yeligt, ()] (lon, 971 o, (RyXD) by (8.3))

= s3salg, (W) 557 (g, (h¥)]sg

onde
= [gg1, (hy)?1 91, ¥¥] [9¥47 . (R¥)¥],

= [gvg¥, (h)?) " [(g"), ((a)e*) ] (g, (b)),
= [g°, (Bg)?) " [9%. 9] g%, (h9)7]
=[o ( Y717 g, y¥ g, (R¥)7].
Assim, s¥° € ($)I%#*), De modo andlogo verificamos que o conjugado de um elemento
em S do tipo [g, {kh,}*]" g, h¥][g", (R"1)¥] por um elemento em G = H¢ estd em
(S)ICH7]. Portanto, (SHCH'T <4 G « H?. Agora sejam
r=[g, k17" [g", (h7)?] e 7' =[g h¥]V"[g¥, (h¥)"]
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elementos de R. Entao

r = [g,h*]"[g%, (R7)¥]
= [z, h*]lgz, h*]7 (g, (A7)¥]
= [z, h¥]s[z, h¥]!

onde s = [gx, h*]7[g%, (R®)?][z, h¥] (€ §}. Analogamente.
r' = {g, (y)*] ' [g w¥ g, (R¥)?] (€ S).

Logo R C (S)I6H"] ¢ (S)IGH] C (R)S*H*. Como (S)“H*] 9 G x H? nés temos
(RYG*H? == (S)IGHY] ¢ (8.2) esté provado.

Gx* H¥
De (8.1) e (8.2) segue que n(G, H) = EE)_}"TH—““ e, conseqiientemente,
_ |G, B¥]
TG ) = (g

Portanto, o0 homomorfismo 7y do grupo livre (G, H¥] sobre G ® H tal que {[g, h¥])y =
¢ ® h induz um epimorfismo a : 7{G,H) — G @ H. Por outro lado, a funcio
B8:G® H — 7(G, H) definida sobre os geradores por (g € k)8 = [g, h¥] estende-se a

um epimorfismo de G ® H sobre (G, H). Temos aff = 1, g e fa =1ggy. O
A Proposicdo 8.3 pode ser reenunciada da seguinte maneira:

Proposicao 8.3’ Existe um isomorfismo
a:7(GGHY-=GQH

tal que {[(g, h"))a = g ® h.

L G *
Ellis e Leonard [10] usam sua contrugdo de grupo ( ) na elaboragao de um

algoritmo para ealcular produtos tensoriais ndo abelianos de grupos finitos. Nossa

opcao por trabalhar com o grupo (G, H), ao invés de , deve-se a uma questio

J
notacional. Em 7(G,H), se H age sobre G pelo homomorfismo § : H — Aut(G),
entdo g* é o elemento (g){(k)9), Vg € G, Yh € H, enquanto que g"* é o conjugado

de g por h¥. Assim, facilmente se diferencia a acdo da conjugagdo (o que ndo

ocorre em &), Isso ird facilitar 0 nosso trabalho, uma vez que estaremos lidando

freqiientemente com elementos dos tipos (g)({h)8) e h—gh.
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Proposigao 8.4 (i) As seguintes relagées acontecem para todo g,z € G and h,y €
H:
(a) [g, he)E¥’) = [g, RO = [g, he) V",
(b) [g, b = [g, h¥]=7 = [g, he]o %,
(c) lo~"g" y*) = lg, h*] " [g, B]"
(d) [z, (hoR)?] = [g, h*]"[g, h¥];
(e) llg:7%) [z, 9*)) = 979" (y™"9)°);
() (lg,he), [z, 971" = lg7"g", (7 '%")*).
(ii) Ezistem homomorfismos de grupos A : 7(G,H) — G, pu:7(G,H) — H tais
que (l9,B) A = g7'¢", (lg:h¥]) o = h7%h;

(iii) [(2), ((t)p)?] = [t 2], para todo t,t;, € 7(G, H).

Demonstragdo. (i) (a)

[g,hw]iz,y“’l = [g1 h{p]z'ly"’zy“’ -
=7, (b= Yoo =v?

=[g= v, (b )P
= [gz_ly“zy, (hx‘ly“my)cp]

fl

Mas

g= v = (gf“‘y_’-")y - (gy‘”)y =g*"¥ (pelas relagdes de compatibilidade)

e
hx“y_l@y = (yh:r—ly—l)xy = (yfhy—fc)y = (h_y_i)y = h¥ 7Y
Portanto,
[g, hw][z,y‘*’] — [gy""y: (hy—’y)w] — [g’hw](y“y)‘*’
Analogamente,

9, hw]lx‘y“’] =g, hv](r_‘ry)
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(b)

g, b = [g, he] T
= [g,h?]E T (pelas relagbes definidoras den(G, H))

=lg e (por (a))
— [g} h‘p} ((y:)—: ye (por (a))
ou seja,
[g, hq,]lm,ywq—i _ [g, hw]ﬂ_": _ L% h"’] ((y’)—z yz) '
Mas
sz =z )P =2z VW =2 =z e Yz =27
e
W) =) =y
Portanto
9, 1= = [g, W97 = [g, b))
(c)

lg7ig", ] =g 7tg" ¥

=) (@)

=g g, (y" )] )

=g, (")l g, (agh T

= g7 1" " (g, A g, (y)

= [g,9%]7% " [g, ke~ g, ¥]lg, REYT

= [g,2*] 7 g, v*] Mg, A¥]lg, R*) g, w7 ][g, R7TY”
= [g, h*] g, h?]¥*

(d) é provado de modo andlogo a (c).
(e)
llg: b [, 97]) = [g, h#)7 g, h] o]

= [g,R?]" g, h?}¥Y"  (por (a))
= [g7'¢" (y"y)¥] (por (c))
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lg: 29, 12,9171 = llg, A7, [ y7)']
= [lg, 7], (=71, (y7)*]]
= g7 7)) (por (o))
(ii) Consideremos o subgrupo (livre} [G, H?] de G+ H¢ e seja a : (G, H?] = G tal
que

(lg-b*])e = g7 g".

Para todo ¢,91 € G € h,hy € H temos

((lggr, h#Da) ™" - ([g°, (h*)*]e) - (L1, k¥ (991 (991) )_1(991)_, (991)"91 gr'g}
=g g gg (g™) ™97 gf
= 97" g9 g" gt
-1

Analogamente,

(g, (hh)* ) @)™ - (lg. (k) - ([g- (")) @ =1
Logo o induz um homomorfismo

A%HG

(5>[G”'][9 he] —r g7'g"
onde

S={ [gg.h?]t - [g®, (h)*] - [g1- ). g, (hhy)?1" - [g, AY] - [g, (R*1)?] tal que
g.91, 1 € G\{l}? h?h’hy € H\{l}}

Como C, 1)
. G, H¥
T(G, H) = (W
identificando [g. h¥] com (S)I€H*][g. h*] obtemos que X é um homomorfismo de 7(G, H)
em G tal que {[g. h*])A = g7 'g", para todos g € G e h € H. O outro caso é provado

de modo analogo.

(iii) segue de (i) e (i1). O

Observagao. A Proposi¢do 8.4 é tambem uma consegliéncia imediata das Proposigoes

8.3", 5.4 e 5.5.



9 As Séries Central Inferior e Derivada de G Q H

Vamos denotar o subgrupo {g~'¢"|g € G, h € H) de G por [G, H]. Este subgrupo é
chamado derivado de G relativo ¢ H. Observamos que se G e H sdo grupos agindo
compativelmente um sobre o outro entdo [G, H] = ImA enquanto que [H,G] = Imy,
onde X e u 830 0s homomorfismos da Proposicao 8.4. O préximo resultado fornece

algumas propriedades desses subgrupos.
Proposicao 9.1 (1) [G, H] é um H-subgrupo normal de G e [H, G] é um G-subgrupo
normal de H.

(ii) Para todoi>1 e j >0, %([G, H]) e{G,H]; sGo H-subgrupos normais de G e
v([H,G)) e [H,G]; sdo G-subgrupos normais de H.

(iii) [G, H): = (r(G, H):)A e [H,G) = (+(H,G):)u.

(iv) g = g®H ¢ HX = % pora todo g € G, he H, t e 7(G, H).

Demonstracdo. (i) Para todo g,z € G e h € H, temos
(g—lgh.)I — (g—l):rgh:: = (gx)—dgzx_l(hz) —_ (g:c)-l(gz):c_lha: — (g.r)—l (gz)hz

pela compatibilidade das a.éﬁ&a . Logo, |G, H] é normal em G. Além disso, para todo
geG. hhye H

_ ¥ ~ - —1 — -1 - w
(97'9")" = (g7 Vg™ = (¢") g™ W = (¢") g M = (¢) )"
e, portanto, |G, H] é um H-subgrupo de G. De modo andlogo provamos que {H, G} é

um G-subgrupo normal de H.

(ii) Como (|G, H]) € um subgrupo caracteristico de {G. H] e (por (1)) [G, H] é um
H-subgrupo normal de G temos v{[G, H]) um H-subgrupo normal de G. Os outros
¢asos sdo analogos.

(iii) segue do fato que [G, H] = (7(G, H))A, [H.G] = (r(G, H))1 e ), i sdo homo-

morfismos de grupos.
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(iv) Sejam g,z € G e y € H. Pela compatibilidade das a¢des temos:

gx—ly—lxy — (gr’y"x)y — (gy")y — gy"y

Além disso,
g = (ag)
_ my—lgy—lm_yq)xb‘
= m_lm?"_lgy_lzr‘y_lx)y
=g VYzgzla¥
o= ix¥

Logo, g{l#¥* DA = o(=4*Dk para todo g,2 € G ey € H. Como 7(G, H) é gerado por

todos comutadores [z,y?] com z € G ey € H e A, u sdo homomorfismos temos
gt = g% vee G, ter(G H).
O outro caso é andlogo. 0O

Pela Proposigdo 8.3, o subgrupo 7(G, H) (= (G, H¥}) de (G, H) é isomorfo a
G ® H. Isto nos permite considerar G ® H como um subgrupo comutador de (G, H)
e usar as propriedades que conhecemos de comutadores. Usamos esta técnica para

obter uma descricao da série central inferior e também da série derivada de G ® H.
Teorema 9.2 (i) Parai > 2 oi-ésimo termo da série central descendente de (G, H)
¢ dado por

'T?(T(GaH)) = hi—l([Ga HD! [H G]‘a]

(ii) Parai > 1 o i-ésimo termo da série derivada de 7(G. H) € dado por

T(G H)? = [[G? H]?'v"l: [‘H G]:—I]

Demonstracgo. Primeiramente nds observamos que se [G. H- = 1 entdo pela Proposigio

8.4 (i)-(a)

g, h#]E¥*) = [g, h?]" " = [g. k"]
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para todo g,z € G, h,y € H. Portanto, 7(G, H) é um grupo abeliano e, con-
seqiientemente, [H, G] (= Imy) também. Assim, podemos assumir que |G, H] é ndo

trivial.

(i) Pela Proposicao 8.4 (iii)
[, 0] = [uA, (vp)?]
para todo u,v € 7(G, H). Como |G, H] = ImA e [H,G] = I'my, temos
(G, H)} = [n([G, H]), [H,G]*].
Suponhamos, por indugio sobre ¢ > 2, que
%(r(G, H)) = [v-1 (G, H]), [H, G¥]

Entao

Vs (T(G, H)) = [ (G, H]), [H, GI*, 7(G, H)]
Assim, pela Proposicao 1.2 (v)
Y1 (T(G, H)) = ([z, (vp)*, 1" | # € %1(IG, H]), vt € 7(G, H), z € [%-a([G, H]), [H, G .

Agora
[z, (vp)?)A, {tp)?]  (pela Prop. 8.4(i4i))

- [g;_lzt")‘, (m)ﬂ (pela Prop. 9.1(iv))
Como [v(|G, H)), [H,GI¥] <7(G, H) (pelas Proposigoes 8.1 (ii) e 1.2), temos

[z, (wp)? 1] € [%([G, H]),[H, G)]
para todo z € vi_1([G. H]), v, € 7(G, H), z € [y_1([G, H)), [H, G]¥). Portanto,
vy (T(G. H)) € [%((G, H), [H, G)7]
Por outro lado,

(G, H]), [H, G1?] = ([, vAl, (tp)*) | = € %a([G, H]), v.t € 7(G. H), g € %([G. H]))
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Uma vez que v;.1(7(G, H)) < 9(G, H)
e, oA, ()Y = 2722, ()] = [, (op)?, 1]

o qual pertence a v (7(G, H)), Vz € v.1{[G, H]), v,t € 7(G, H), g € v([G, H)).
Portanto, '

%+1(7(G, H)) = %((G, H]), [H,GT],
COImo gueriamos.

(1) Para i = 1, temos
7(G, H) = 1(7(G, H)) = [[G, H}, [H.G]"]
Suponhamos entdo i > 1 e que
(G, H): = |G, H]i~1, [H, G]7,]
Entao
(G, H)in1 = [r(G, H)i, 7(G, H)i} = (G, Homs, [H, G4], (G H]io, [H, GILL)
e, portanto, pela Proposicéio 1.2
(G, H)ier = [X, X CHNr(CH)
onde X = {lg,h*] | g € [G,H]._1, h€[H,G)i1}. DaProposicio 9.1 (iii) segue que
(G, H, [H,GIf] = [(7(G, H))A, (7(G. H):)u)* ]

Logo,
G, H;, [H,GIY] = [V, Y, "GRG M

onde

Y [t 'U]/\‘ t'U‘ET(GHt._l}

{
{(it.wlw)? | tuer(G.H)in}
Agora sejam g, ¢; € |G, H] _, e h,hy € [H,Gl;_,. Pela Proposicao 9.1 (iii). existem

t,t,u v € (G, H);_; tais que

= (A, ¢ = (LA, h={u)p, by = (u)p
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Temos

lo.h7] on h5)] = g—lgh,(mmm (o Prepsiio 40—
= N @0 (e l)p%_ﬁ
= [((BX) ) u)k, ~te il (Prop. 9.1(iv))

= [([t, u]) A, (([tla ul )[p]

Isto mostra que
(X, X] =[Y,Yi]

Como [|G, Hl;, [H, G}f] 4 7n(G, H) (pelas Proposigbes 9.1 (ii) e 8.1)
(G, H)ipy = [X, X" CH) — Iy v/ OHGHY C (G, H);, [H, G]?]
Da mema forma,
(G, Hs,[H,GI] € 7(G, H)ina

Portanto,
T(G$ H)i+1 = [[Gl H]ir [H: Glf] ?

provando o resultado. O

Do teorema anterior segue que se |G, H| é nilpotente (respectivamente soltivel),
entao G ® H é nilpotente e ¢l(G ® H) < (|G, H]) + 1 (respectivamente solivel e
HG & HY < (|G, H]) + 1). Vamos ver que algo semelhante ocorre no caso em que
|G, H] é n-engeliano, e também a determinacio do limite inferior para ¢l(G ® H) e
(G ® H), em funcao da cl([G, H]) e l([G, H}), respectivamente.

Teorema 9.3 (i) Se [G. H| ¢ nilpotente de classe ¢ entdo G & H € nilpotente de
classe ¢ ouc+ 1.

(ii) Se |G, H] € sohivel de comprimento derivado | entdo G & H € sohivel de compri-

mento derivado { ou l + 1.

(iii) Se |G, H| satisfaz a n-€sima condigdo de Engel entdo G % H e [H,G] satisfazem

a {n+ 1)-ésima condicdo de Engel.
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Demonsiragdo. (1) Suponhamos que [G, H| € nilpotente de classe ¢. Pelo Teorema

9.2 (1)

Yer2(T(G, H)) = [Yera([G, H]), [H, GI*] = {1}

Portanto, (G, H) é nilpotente de classe no maximo ¢+ 1. Vamos mostrar que sua
classe nao pode ser inferior a ¢. Sejam M = [y.-+{[G, H]),[H,G]*] e @ a restrigio do
homomorfismo A a M. E claro que Ima = [y.1([G, H]),[H, G]] . Mas,

g7'¢" | 9 € ve1([G, H]), h € [H.G])
= (g g™ | g € 7.1 ([G, H)), t € T(G. H)
={g1gW | g € 71 {{G, H]), t € 7(G, H)

(pela Proposiciao 9.1)
= ’}(C([Ga H])

[F}(c—l([G'! H])? [Hv G]]

Uma vez que a classe de nilpoténcia de [G, H] é ¢ temos v.([G, H]) # {1} e, portanto,
{ma # {1}. Assim, devemos ter M # {1}. Agora, pelo Tecrema 9.2 (i)

TC(T(G?H)) = ['Yc——l([Ga H]),[H, G]w] = M 7£ {1}

Portanto, cl(7(G, H)} > c. Agora, o 1tem( ) segue do isomorfismo 7(G, H) 2 G H.
(i1) é provado de modo andlogo a (1).

(ii1) Sejam u,v € 7(G, H). Vamos provar por indugao sobre ¢ > 1 que

i v} = [[(W) Aoy ()2, (0)0)°] (9.1)

O caso 1 = 1 é a Proposi¢ao 8.4 (iii). Agora

[y o] = ([ v].0]
= {[fw) Aoy (vm ((0)n)?] . }
()Mo (m (@) Asgimry ()N, ((0))¢]  (Prop. 8.4(ii))
= [[(um ()AL (0)A], ((v)mv} (Prop. 9.1(iv))
= [[(w)As (v ) ], ((v)u)?]

Suponhamos que [(7, H]| satisfaz a n-ésima condigao de Engel. Entao. por (9.1)

[us(n+1] "'"] = H(H)’\m (v)’\].‘-((”)#)w} = 1
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para todo u,v € 7(G, H). Portanto 7(G, H) satisfaz a (n + 1)-ésima condicio de
Engel. Agora sejam h,h, € [H,G)]. Existem t,t; € 7(G.H) tais que h = (t)p e
hy = (t1}p. Temos

Pt Pa] = [(O)tnsr (B1)p] = (B i =1

Logo, [H,G] também satisfaz a (n + 1)—ésima condicdo de Engel. O

Observacao. Resultados semelhantes aqueles no Teorema 9.3 também foram obtidos

por M. Visscher em [31].

Observagao. Os itens (i) e (ii) do Teorema 9.3 generalizam o seguinte resultado que

aparece em (5]
Teorema 9.4 (i) Se G € um grupo nilpotente entdo G € G também € nilpotente ¢
d(G <e{GRG)<d(G)+1
(i) Se G € um grupo sohivel entdo G ® G também ¢ solivel e
UG) -1 <H{G® G) <UG)
Em em [5] Brdwn,. Johnson e Robertson levataram as seguintes questoes:

1. Existe alguma caracterizacdo de grupos nilpotentes G tais que cl(G ® G) =
cl(G') + 1 e de grupos nilpotentes G tais que cl(G @ G) = cl(G') 7

2. Existe alguma caracterizacao de grupos soliiveis G rais que (G % G) = (G} e
de grupos soliiveis G tais que {G & G) =1{(G)—-17

M. Bacon e L.C. Kappe, em [2], provaram
Teorema 9.5 Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Entdo G @ G é abeliano.

Uma outra contribui¢do ao Problema 1 é fornecida também por Bacon e Kappe.

juntamente com R.F.Morse em [3]
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Teorema 9.6 Seja T, o grupo nilpotente livre de classe 3 e posto n. Fntdo Th ® T,

¢ abeliano e T,, @ T,, € nilpotente de classe 2 pare todo n > 3.

Este resultado sugere que a resposta para o Problema 1 depende nao sé da classe

de nilpoténcia de G mas também do nimero de geradores de G.

A seguir damos nossa contribui¢éo ao Problema 2.

Proposicao 9.7 Suponhamos que G e H sdo subgrupos normais de algum grupo M
e que as agoes de G sobre H e de H sobre G se originam da conjugagdo em M.

Temos
(i) [e,e¥)=1, Vee|G, H);

(ii) Se [G, H] ¢ solivel de comprimento derivado I > 1 e |G, H|;_;, € ciclico, entdo

G @ H ¢ solivel de comprimento derivado L.
Demonstracdo. (i) Seja ¢ € [G, H]. Entao ¢ tem a forma

¢= (g1, b1l . . [gn, in]

onde g1,...,qn € G, hy,...,hy, € H. Como as agdes de G sobre H e de H sobre G

séo por conjugacao em M, temos
c= ()X e c= (t)u
onde ¢t = [¢g1,h7].. . [¢gn, ] (€ 7(G, H)). Logo, pela Proposi¢ao 8.4 (iii)
,¢%] = [(OA ()] = [1,1) = 1

(i1) Suponhamos que [G, H| é solivel de comprimento derivado I > 1 e que
|G, H];1-1 = (z). Pelos Teoremas 9.3 (ii} e 9.2 (ii). basta provarmos que o subgrupo
comutador [[G: Hli_1.[H, G‘]'f_l] de 7(G, H) é trivial. Mas isto segue do fato que

(G, H]ia, [H, 617, ] = ([, (29)¥] | 1.5 € Z)
e, [¢%, (7)) = [z,2?]Y = 1. Vi,j € Z (por (i)). !
Como conseqiiéncia deste resultado, temos
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Corolario 9.8 Se GG € solivel de comprimento derivado [ > 2 com G_1 ciclico, entdo

G @ G ¢ sohivel de comprimento derivado [ — 1.

Nao é verdade que para todo grupo soltivel G temos (G ® G) = I(G) —1. A seguir

damos exemplos de grupos soluveis G tais que [{G 2 G) = [{G).

Exemplo. Seja G um grupo abeliano nao trivial. Pela Proposicao 5.6

GoGE=EZGRrG
o qual é abeliano ndo trivial.
Exemplo. O grupo alternado A, é solivel de comprimento derivado 2 e [{ A, & As) =

2, pois Ay ® Ay = Q2 X Z3; (conforme [5]).

10 Nilpoténcia de n(G, H)

Vimos na se¢ao 6 que se G é um grupo nilpotente {respectivamente solivel), entao v{G)
é nilpotente (respectivamente soluvel). Veremos a seguir que se G ¢ H sao soliveis,

entdo p(G, H) também é solivel.

Proposigio 10.1 Se G ¢ H sdo grupos soliveis entio (G, H) € solivel €

G H)) <UG)+1(H) + 1.

Demonstracdo. Uma vez que 5(G, H) = (G, HYGH?| temos

G, H)

AG.H) o

Logo. se G e H sao grupos soluveis, é também solivel ¢

(G, H)

] (??(G‘ H)

ﬂQHJSmMWQMHH
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Pelo Teorema 9.3 (ii) , 7(G, H) é também solivel e
Ur(G. H)) <min{l{[G, H]},I([H, G} + 1 <min{liG),{{H)} + 1.
Portanto, (G, H) é soltvel e

(G, H)) SHG)+I(H)+1. ©

Exemplo 1. Consideremos o grupo 7(Cs, C3), onde C3 = {a|a®), Cz = (b|b?), C>
age trivialmente sobre C, e C, age sobre C3 por a® = ¢~!. Temos

[a,b%,6%] =la'a®b?] (pela Proposicao 8.4 (c))
=[a"a™', 8] (10.1)
= [a,5?]

De um modo geral vale:
la,n %] = [a,b%], Vn > 1

Agora, do exemplo 1 da secdo 5 concluimos que [a,b%] £ 1. Logo, n(Cs, () nao é

nilpotente.

O exemplo anterior mostra que nilpoténcia de G ¢ H nao implica nilpoténcia de
(G, H). Isto ocorre porque os termos da série central inferior dependem das agdes
de G sobre H e de H sobre G (como pode ser visto em (10.1)). Assim, precisaremos

impor algumas condic¢bes sobre essas agoes.

1 1 4

Para g € G, h € H colocamos {g.oh] := ¢, [guh = g 'g" e para i > 1,

[Q‘,g+1 h] = [[g.; h], h]

Dizemos que a acdo de H sobre G é n-engeliana (a direital se [g., h] = 1. Vg € G. h €
H. Em particular, se G = Il e a agao ¢ conjugagao em G entao a a¢do n-engeliana

(a direita) coincide com a n-ésima condigao de Engel.

Proposicao 10.2 Sejam G = C, = {9]¢") ¢ H = C,,, = {(h|h™). Suponhamos que o
grupo H age sobre G por

=9
onde 1 < r < n—1. mder,n) =1 ¢ tal que exisie k € IV dc modo que nj(r — 1),

FEntdo a a¢do de H sobre G € k-engeliana.
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Demonstragdo. Sejam 0 <{i<n—-1e0 < j<m—1. Vamos mostrar por inducio
sobre | > 1 que
g k] =g (x)
Paral=1
g W] = g7 ¢\ =g7'g" =g

Suponha que [ > 1 e que (*) é verdadeiro. Entao

g1 A7) ={lg".i '], W]

= [g5 1 p]

i1yt {1\
= g~ -1) (i1
=g

— gw;(ri —1)i+1

_s(ri—l)igrii(riq)‘

Em particular, para l =k

i(?‘j-—l)k i(f—l)k(rj—1+...+r+1)k -1

lg' ] =g =g
uma vez que o{g) = n e n|{r — 1)%. Logo, [z, y] = 1, paratodoz € Gey € H e,

portanto, a agdo de H sobre G ¢ k-engeliana. O

Exemplo 2. Sejam G = Dy = (z,ylz*, o2, (zy)?) e H = Cy = (h|h?). Suponha que
H age sobre G por
o=zl o =gy

Os elementos de G séo da forma z%y’ com 0 <i<3¢0 _<_‘j <1 Comozi=1

ly, b h) = [y B = [y ey h] = a2 ] = ot = 1

Também para 7 € {1,2,3} temos
[.’lfi,hjh] — [:I:—z'(xz‘)h1 h] = [x—im—{‘h'] — 3:21'(55.—21‘)}1 — x41’ =1

Como y~zy = 7%, temos para ¢ € {1,2,3}
[y, b, R} = [y~ 2 (@iy)", Al
= [y a2, A
= [£26-1)_p]
— $—2(i—1}($h)2(z’—1)
_ - 2i-1) -2 1)
—1

48



Logo, [a,2b) = 1, Ya € G, Vb € H e, portanto, a acdo de H sobre G é 2-engeliana.

Sejarn [G=0 H] = G& [Gsl H] = [G!H] €, para ¢ 2 11 [Gsi+1 H] = [[G:z’ H]aH]

Definigao. Dizemos que a agao de H sobre G é n-nilpotente (¢ direita) se [G,, H] =

(1}.

Exemplo 3. Se G é um grupo nilpotente de classe n, entdo a agdo de G sobre si

mesmo por conjugacdo é n-nilpotente.

Exemplo 4. Sejam G e H grupos como na Proposi¢ao 10.2. Vimos 14 que
', b = gi¥ ) V0<i<n-1,0<j<m—1

Assim, paratodo 0 <i<n—1, 1< 3<m~1,1=12,---k

i{'r-fl—l)} hjz, - hj"]
Uri=1)(r72=1) pis ... piE]

[gi’hjl’ e ’hik] —

IS

=gl=1
k . A
i[[(r = 1P (e e+ 1N
= gizl
:gz’(r—l)kc
k
ke |
onde ¢ = (r — 1)i=1 [[(r +-- +r+ 1) Como g" =1 e n|(r — 1)¥, temos
=1

[gz‘?hjx,_,_,hjk}____l
paatodo 0 <i<n—1, 1 <5 <m—1, E=1,2.---,k.Ecla;roquesej;=0pam

algum 1 < < k, entao

[gi’ hjl, . h.‘f:] =1
Portanto a acao de H sobre G € k-nilpotente.
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Proposicao 10.3 Se o agio de H sobre G € n-engeliana (resp. c-nilpotente), entdo

|G, H] satisfaz ¢ n-ésima condicdo de Engel (resp. € nilpotente de classe no mdrimo

c).

Demonstracdo. Sejam g, 74, +, 2, € [G, H]. Como [G, H] = Im), existem t,,---,t, €
7(G, H) tais que z; = (£:)A, ¢ =1,2,---,c. Pela Proposigao 9.1 {iii)

lg,21) = lg, (£1)2] = g7 g"* = g7 gtk =g, (t;)y]

e, por indugdo

[gsxla e :Ic] = [g! (tl)f—"ﬂ ' (tc)lu]

Logo, se a agdo de H sobre G ¢ c-nilpotente, entdo [G, H] é nilpotente de classe no
méximo c. Analogamente, se a ago de H sobre G é n-engeliana entao |G, H| satisfaz

a n-ésima condi¢ao de Engel. 0O
Como consequéncia deste resultado e do Teorema 9.3, temos

Corolério 10.4 Se a acdo de H sobre G € n-engeliana (resp. c-nilpotente), entdo
G ® H satisfaz a (n + 1)-ésima condigio de Engel (resp. é um grupo nilpotenie de

classe no mdrimo ¢+ 1).

Mais adiante daremos as condigdes sobre G e H suficientes para n(G, H) ser nilpo-

tente. Para isso. precisaremos do seguinte lema técnico.

Lema 10.5 Sejam g € v(G), h € v;{H),z € G,y € H e escrevamos
Ci; = i1 (G). v (H) (G, v (H)).

Fntao

(i) (g, r*], (2. 4711 € Cys ;

(i) [g, hﬂz = [g. h{P] [Qv [ham]‘p] (mod Ci.?');
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(iii) (g, h*)*" = [9,1#] g, ), b¥] (mod Cy);

(iv) [g, hw]zyw = [g, 2*][g, [, x]sc] [[g: vl A% [l9, ¥*), [, htp]_l] (mod Cy;).

Demonstragdo. (i) Pelas Proposicdes 8.4 (i), 9.1 (iii) e identidades de comutadores,

obtemos
lg, he]=w] = g7, (Y]
= |72 g7 "] g, ly"y, h~]* ]
= [le'a?,g7"], k¥’ [g, ¥} [le~"2%, 971, [y ~*y, h71)¥)
ol 7]

gh¥

Disto segue que

9.1, (2,971} = [9,#)~"[g, b=
= [[w—lx!’, 9—1] , hw]s[y.h“’l [[m—lmy, 9—1] , [y_xy, h_l]ﬂ

. [g, vy, h‘l]ﬂ h¢

Agora como Cy; <dn(G, H) (pela Proposigao 8.1 (i)}, segue que [|g, %], [z, 4*]] € C;.

gh¥

(ii) Das relagbes definidoras de n(G, H), temos
lg. 71> = 9", (h")¥]

= [[z,97"] 9, {h")¥]
= [[z,g7], (B*)?) Ig. (h*)¥] (pelas identidades de comutadores)
=g, (r")?] (mod Cj)
=g, (RA7'A")?]  (mod C;)
= [g. (h"1R®)?] [g, 7] (mod Cyy)
= [g, [h, 2]¥] [g,h"g][""“w]-1 (mod C;;) (pela Propos. 8.4 (i)-(b))
= g, [, 1}#] lg, h#] 9. B 7 [g. AT (mod Cyy)
= (9, k¥] [g, [, 21*] [lg, [h, 1], {9, A*]] [lg, A*), [z. h7] 7'} (mod Cyy)
= [g.h*)[g,[h,2]*] (mod Cy)  (by (i)

A prova de (iii} é andloga a (ii), enquanto que a de (iv) segue de (ii}, (iii) e

Proposi¢ao 8.4 (i)-(f). O
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Teorema 10.6 Sejam G e H grupos nilpotentes de classes a e b respectivamente.

Suponha que a aggo de H sobre G € l-Engeliana e que a agdo de G sobre H € k-
n(G, H)
7(G,HY

1)m, onde ¢ = max{a,b} e m = max{l,k}. Em particular, se além disso G ¢ H sdo

Engeliana. Entdo satisfaz a n-ésima condi¢do de Engel paran = ¢+ (2¢ —

grupos finitamente gerados, entdo n{G, H) é nilpotente.

Demonstragéo. Primeiramente notamos que pela Proposigao 8.1 (i1), [%(G), v;(H)*]<
n(G, H), para todo i,j > 1. Sejam u,v elementos de 5(G, H) e coloquemos ¢ =

max{a, b} e m = max{l, k}. Vamos provar por indugdo sobre s > 0 que

[tyetem ¥} = 1 (mod (G, H)'ﬁ ['y,-(G),'ys_,_gm,v(H)""]) (10.2)

i=1

Para s = 0 observamos 7(G, H) = 7(G, H)GH? implica

n(G. H)\ o, o .
g (T(G,H)) 2 w{G)v(H?), Vi.

: n(G, H)
Assim ’Yc+1( G, H)

) = 1 e, portanto, [u,.v] = lmod (7(G,H)). Agora
suponhamos $ > 0 e que (10.2) é verdadeira. Entédo [u,c_;_sm v] tem a forma

a4+l r;

[yt sm V] = H H [g,;t, h:-’:] {mod T(G,‘H]’.) ,

i=1i=1
onde ¢;, € %(Q),hi, € Yopoi{H)1 <t <11 <4 < (s +1). Podemos escrever
v (€ n(G,H)) como v = zzy?, onde z € 7(G,H),z € G ey € H. Assim, usando
que 7(G, H) < (G, H) e as identidades de comutadores, obtemos

[u:c+sm+1 ?’I] = [u:c+sm o, U]
[s+1 i

[T 11 {5 1g] 224" (mod 7(G. H))

i=1it=1
¢

— rﬁl ﬁ [91:1 ] .'L‘y""] Lﬁ f] [g,;t,hf:] ,zry {mod (G, H)")

i=1t=1 =11=1

52



= [?[1 ﬁ [g,-t, h‘f;] ,:cy"’] (mod 7(G,HY) (pois z € 7(G,H))

i=1 t=1

=TI 11 [gs. 7] " [0 €] (mod (G, HY)

i=11=1

=0 11 g0 28] (o0 HE] [ 1] 5000 22 [l 7, 2]

i=11i=

(od (G, Y TT (1 (6): vsa-s( )1 (C). Awvo-ssa (H)7]) )

{(pelo Lema 10.5 (iv))
s+1 7

=0 1 g a2 [l 91 12 (mod (G, HY T ((G), tesss(H)7))

Agora usando, passo a passo, argumentos andlogos aos da prova da identidade
anterior e a Proposicio 8.4 (i)-(f) mostramos (por indugdo sobre j > 1) que
s+1 T

[u,c+sm+j v] =111] [gm [h’i: ) x]‘P] [[giuj vl h:’;]

i=1t=1

(mod (G, H) i[lz [%(G), 7&+3—£(H)w})

Em particular, se j =m entao
I 542
[ty et (srymy ¥} = 1 (mod (G, H) [ [’Yi(G)a’}’(s+1)+2-~f(H)‘a])
i=1
uma vez que (R, g} = [g,m k] = 1,¥g € G, h € H. Assim, (10.2) acontece para todo
52 0.
Finalmente, observamos que se s = 2¢ — 1 entdo s +2 — ¢ > ¢ 4+ 1 sempre que
i < ¢. Conseqiientemente

[t, (et (2e—1)m) V] = 1,

(G, H)-
(G, HY

Se, além disso, G e H sfo grupos finitamente gerados, entao

satisfaz a n-ésima condicao de Engel pata n = ¢+ (2¢c — 1)m
??(G’H)- é um grupo
7(G,HY

(G, H) |

(G, HY
nilpotente. Como, pela Proposicao 9.2, 7(G, H) é também nilpotente, segue pelo

e, portanto,

engeliano soluvel finitamente gerado. Logo, pelo Teorema 1.3, é um grupo

Critério de Hall (Teorema 1.4) que n(G, H) é nilpotente e o teorema estd provado.
O
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Teorema 10.7 Sejam G ¢ H grupos nilpotentes de classes a and b respectivamente,
tais que a a¢do de H sobre G € [-nilpotente € a agcdo de G sobre H € k-nilpolente.
Cologuemos ¢ = max{e,b}, m = max{l,k}, n = ¢+ (2¢—1}m ¢ s = 1 + min{a, b, k,1}.

Entdo (G, H) € um grupe nilpotente e sua classe ndo € maior que nCyyy2 — Cs 5.

Demonstragdo. Utilizando argumentos analogos aqueles usados no resultado anterior

G, H)
(G, H)
Corolério 10.4 7(G, H) é nilpotente de classe s. Portanto, n(G, H) é nilpotente e

provamos que ¢ nilpotente de classe no maximo n. Pelo Teorema 9.2 e

sua classe nao é maior que nC,y12 — C, 2 (conforme Teorema 1.4). D

Os limites que se obtém para a classe de nilpoténcia e para o comprimento derivado
de v(G) (= 5(G,Q)) através do Teorema 10.7 e Proposicao 10.1, para o caso par-
ticular em que G = H e as agdes sdo por conjugacao, sao maiores do que as cor-
respondentes limitacdes dadas pelo Teorema 6.7. Cabe observar, entretanto, que o
caso geral aqui em foco nao contempla relacdes que sio verdadeiras em v(G). Por

exemplo, a relagao
[2,9%, 2] = [z, y,2%] = [2,4¥,2], Va,y,2 € G

em geral nio faz sentido em (G, H).

Por -outro lado, vemos a seguir que as propriedades de v((G) apresentadas pelas

Proposicdes 6.6, 6.10 e 6.11 se estendem para 7(G, H).

Proposicao 10.8 Suponhamos que o : G — A, f: H — B sdo homomorfismos de

grupos € que o, [J preservam as a¢oes. Entdo

(i) Eziste um homomorfismo v : n(G, H) — n(A, B) tal que g — ga. h7 — (h3)¥;

(ii) Se a € 8 sio sobrejetores entao v também € e

(8) Nuey = (Nuca, (Nuef)?)[Nuca. H[G, (Nuc3)?):



(b) Se v € a restrigido de vy a 7(G, H), entdo a sequinie seqiéncia de grupos

¢ erata:

1 — [Nuce, H)[G, NucB?] ™5 (G, H) 5 7(A, B) — 1

Demonstragdo. Sejam a : & — A, 8 : H - B homomorfisnos que preservam as.

acoes. Observamos que o, induzem um homomorfismo o : G * H¢ — n(A, B) tal
G« H”
que g > ga, h? 3 (RB)¥. Uma vez que n(G, H) = ran

= {[g'} hr,a]—r ’ [g.r, (hz)tpla [gs hw]—y“’ ' [gy’ (hy)"c] 191 S G} h: Y€ H}u
é suficiente mostrarmos que B C Nuc(o). Para todo g,z € G e h € H, temos
(fg", (h") Do =[(¢")a (((h 18)"]

=
= [(ga)*e, ((RB)**)Y] (pois 3 preserva a agao)
= [ger, (RB)¥}** (pelas relagbes definidoras de n( A, B))
= ({g, h*]%)o

isto é , [g, h¥]™% - [¢%, (R*)¥] € Nuc(a). Analogamente [g,h?]| V" - [¢¥, (h¥)?] € Nuc(o)
para todo g € G e h,y € H. Portanto, R C Nuco e ¢ induz um homomorfismo
v: (G, H) = n(A, B} tal que g — go, h% — (hF)¥.

(i) Suponhamos que os homomorfismos a, § sido sobrejetores. E claro que, neste
caso. ¥ também é sobrejetor. |

(a) Escrevermos M = Nuca e N = NucB. K facil ver que K = (M, N*)[M, H¢}[G, N¥]
estd no nicleo de y. Além disso, K A 7{G, H), pois M é um H-subgrupo normal de

G e N é um G-subgrupo normal de H. Logo. ¥ induz um epimorfismo

7 ﬂ%ﬂ —s (A, B)

tal que Kg — ga, Kh? — (A8)¥. Mostraremos que 7 admite um homomorfismo
inverso, Sendo a e 3 sobrejetores, para cada e € Ae b ¢ Bexistemg, € Ge hy € H
tais que

(gaja=a e (h)3=10

Assim definimos
6:AUBY — 1A
a — A g,
b — KRy

W) 4
[y )



Uma vez que M = Nuca € K e N = Nucf C K, 8 esta bem definida. As re-
stricoes de # a A e a B sao ambas homomorfismos, de modo que existe um udnico

homormorfismo ¢* do produlo livre A+ B a ﬂi—ﬂl estendendo 8. Como

((g))a=a® e ((h))B = (hyB)on)” = b

temos,
(la, 8] [a®, (b)) )8 = [K g, KR{)" 9 [K (ga)* K (Ry™)9] 7! =1
Analogamente,
([a, 6P [, (87)) 7106 =1

Portanto, 8 induz um homomorfismo

ﬂ(Ga H)
K

0: (A, B) =

tal que @ — Kga, b — KhY. E claro que g7= lya,p) € Y9= 1@

b) Seja +' a restrigao de y a 7{G, H}. Sendo a e § sobrejetores, 4’ é um epimorfismo
de 7(G, H) em 7(A, B), tal que [g,h*] — [ge, (hB)¢], Vg€ G. Vh € H. Uma vez
que L = [M, H¢][G, N¥] C Nucy' e é normal em (G, H¥], 7' induz um epimorfismo '
de |G, H?]/L sobre 7(A, B). Como em (a), mostramos que existe um homomorfismo

v:T(A,B)— —T(GI’/H)

tal que [a,b¥] = L{ga, k], onde g, € G, hy € H sio tais que (go)o = a, ()0 = b.

Logo, 7' € um isomorfismo e, conseqiientemente, a seguinte seqiéncia € exata:

1 — [Nuca, H|[G, NucB?) 5 (G, H) 25> 7(4.B) — 1 O
Lema 10.9 Scjam g um elemento de G € h um elemenio de H. Temos:

(i) Se [g,h] = | entdo [g,(h™)¥] = |g,h¥]", para todo n € Z. Consegqiientemente, se

h € um elemento de torcdo de ordem o(h), enido o([g.h¥]} | o(h);

(ii) Se [h,g) = 1 entdo [¢", h¥] = [g,h*]", para lodo n € Z. Conseqienlemente, se

g € um elemento de tor¢cdo, entdo o[g, h?]) | o(g).
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Demonstragio. (i) Se [g,h] = 1 entdao g" = g. Dai, pelas identidades de comutadores,

lg, (R%)?] = [g, h¥][g, h*]*
= g, h¥][g", k¥] (pelas relagoes definidoras de (G, H))
= [g, h*][g, h¥]

= [g, h*]?

Por indugdo, mostramos que [g, (k"}¥] = [g, h¥]*, ¥n > 0. Para n < 0, observamos

que
[g: (R™)°] = [g, (A1) = ([g, R¥] )"0 = ([g. D7 = [g, B¥)"

Portanto, [g, (h")?] = [g, h¥]", Vn € Z.

(ii) E provado de modo andlogo a (i). O

Proposigio 10.10 Sejam G = P x M ¢ H = ¢ x N produtos diretos de seus
subgrupos normais P,M e Q,N, respectivamente. Suponhamos que P, M sdo H-
subgrupos de G ¢ que Q, N sdo G-subgrupos de H, de modo que as agées de G e de
H induzem acoes de P sobre Q, @ sobre P, M sobre N ¢ de N sobre M. Entdo
(i) Se Q € M-trivial e P ¢ N-trivial

(G, H) = (P,Q°) [P,N?] [M.Q“[{M,N*}); (P,Q%)=n(P,Q)

(ii) Se G ¢ H sdo grupos finitos tais que mde(|Q|,|M|) = mde(|P|,|N]) =1, Q e

M agem irivialmenie um sobre o outro e P, N analogamente, entdo

(a) n(G.H)=(P.Q*) (M, N¥);, (P,Q*)=n(P,Q) (M ,N¥)=Zn(M, N)
(b) 7{(G. H) "‘T(PQ x (M, N).

Demonstracao. (1) Pela Proposicao 8.1 os subgrupos [P, Q7] [P, N¥]. [M.@Q¥], [M, N¥]

sao todos normais em 7{G, H). Com isso,

G, H) = [P x M,Q¥ x N¥] = [P,Q°] [P, N¥] [M, Q%] [M, N¥]

(S]]
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e, assim,

WG, HY =7(G,H)GH?
= [P, Q%] [P, N?][M, Q%] [M, N*](P x M) - (Q¥ x N¥)
= {P,Q%) [P, N*][M,Q*] (M, N¥}.

Sejama: PxM — P, (:Qx N — ) os epimorfismos canonicos. Uma vez que

N age trivialmente sobre P, temos paratodop € P, me M, g€ Qen € N que

((pm){qn)) o= (pP'm™ o =p' = ((pm)a)(q“}ﬁ

Logo a preserva as acbes . Analogamente, 3 preserva as agoes. Assim, pela Proposigao

10.8 existe um epimorfismo

v:9(G H) — (P, Q)

tal que (g)y = p, (h¥)y = ¢ seg =pmcomp € P, m € M, e h = gn, com
g€ Q, n€N. Arestri¢io v, .,, de 7 ao subgrupo {P, Q%) vai sobre n(P, Q). Por
outro lado, as inclusdes P — G, @ — H também induzem um homomorfismo

8 :n(P,Q) — n(G, H) tal que p— p, ¢¥ ++ ¢*. E claro que
4 (Fn(P,QW)) = 1’?(P;Q) € (’}(I(P,qw)) 0= I(P,Q")

Portanto, {P, Q%) = 5(P, Q).

(ii)-{a) Uma vez que mdc(|P|,|N]) =1 e N age trivialmente sobre P temos pelo
Lema anterior que [P, N¥] = 1. Analogamente, [M,Q%] = 1. Agora a parte (i)
implica

16, H) = (P,Q°) (M. N*)

onde {P, Q%) = n( P, Q). Como também M é Q-trivial e N ¢ P-trivial temos (também)
por (i)) que (M, N¥) 22 n(M,N).

(b} Uma vez que [P, N¥] = [M,Q¥] =1 temos
(G, H) = [P,Q%][M.N¥]

Vamos verificar que isto é um produto direto. Se ¢t € [P, Q¥] N [M, N¥], entdo
r 5 5 55
t= ]:[ [pi.q]] € t= H [mj._nﬂ
=1 1=1
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ondep, € P, €Q,e;=%1,¢=1,...;rem; e M, n; e N, §; =41, j=1,...,s.

Desta forma

r 5

A =TL(') €eP e =TI (m;'m}P)” e M

=1 j=1

Sendo PN M = {1} temos [P,@%] N [M,N¥] = {1}. Além disso, set € [P,Q¥] e
{y € [M, N¥], entao pela Proposicao 8.4 (iit)

[t,1a] = (1A, ((t)u)*) € [P,N¥] = {1}
Logo, {[P,Q¥],[M,N¥]] = {1}. Portanto
(G, H) = [P,Q%] x [M,N¥]
€, agora, a parte (b) segue de (a). 0
Nosso interesse agora € obter uma decomposicao de (G, H) e de 7(G, H)
semelhante a que foi obtida no resultado anterior para o caso em que G € H sao grupos

nilpotentes finitos agindo nilpotentemente um sobre o outro. Para isso, precisaremos

do seguinte lema, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [12].

Lema 10.11 Seja p um primo. Se A € um p'—grupo de automorfismos do p-grupo
finito P, entdo
[P, A, A] = [P, A]

Em particular, se [P, A, A} = {1} entdo A = {1}.
Sejam P um p—grupo finito e @ um p’-grupo finito. Suponhamos que seja dada

uma acao de @ sobre P e que 8 : () — Aut(P) seja o homomorfismo representando

esta acao . E claro que
Nuch = Co(Py={he€Q|g" =g, VgeP}

e. portanto, ¢/C é um p’-grupo de automorfismos de P, onde C = Cg(P). Pelo
Teorema 10.11

Q Q] [ Q]
pEYl_ipZ
[ CC C
Assim, se [P_.,n %] = {1} para algum n > 1, entao g— = {1} . Consegiientemente.

temos o seguinte



Lema 10.12 Se P € um p-grupo finito e Q € um p'-grupo finito tul que a acdo de Q

sobre P ¢ nilpotente entdo @ age trivialmente sobre P.

Suponhamos que (G e H sfo grupos nilpotentes finitos e que as agoes de H sobre

G e de (G sobre H sao nilpotentes. Podemos escrever G e H como
G=Px..XP.-xXPy x...x Py, H=QixX.. XQrXQrp1 X...xXQy {*)

onde P; é o p;-subgrupo de Sylow de G, 1 = 1,2,...,m , @, € 0 g;-subgrupo de Sylow
de H,j=1,2,...,n, pr=quparak=1,2,...;repp #q.r<k<m r<l{<n
E claro que cada P; é um H-subgrupo normal de G e que todo @; é um G-subgrupo
normal de H. Assim, as agdes de (G sobre H e de H sobre (7 induzem agoes de P;
sobre @; e de @; sobre P, para todo i,j. Além disso, pelo lema anterior, P; e Q;
agem trivialmente um sobre o outro sempre que p; # ¢;. Assim, usando a Proposigio

10.10 (iii) e inducdo, obtemos

Proposi¢ao 10.13 Sejam G ¢ H grupos nilpotentes finitos (como em (x)) tais que
as agoes de G sobre H e de H sobre G sdo nilpotentes. Fntdo

(i) WG, H)=p(P,@Q1) % ... x (P, @) X (Prj1 X oo X P) X (Qrg1 X ... X Q)7
(i1) (G, H) = 7(P1, Q1) X ... X 7(Pr, Q)

Em particular, se v = 0, isto €, se mde({G|,[H|) = 1 entdo p(G,H) = G x HY €
(G, H) = {1}.

Vimos na se¢do 7 uma cota dada por Ellis e Mcdermott (Teorema 7.2) para a
ordem do produto tensorial ndo abeliano de grupos de ordem poténcia de primo.
Usando aquele resultado, juntamente com a ultima proposi¢do acima, obtemos a

seguinte

Proposicao 10.14 Sejam G e H grupos nilpotenies tais que as agoes de G sobre H

€ de H sobre G sao nilpotentes. Temos
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(i) Se mdc(|G|,|H|) =1 entdo p(G, H}Y = |G| |H| e |7(G,H}| = 1;

H

(1) Se mde (|G|,|H!) = p{*...P2", p1,...,pr numeros primos distintos, P, e
@ s@o os p;-subgrupos de Sylow de G e H respectivamente, tais que P €
um grupo d;-generado de ordem pi*, Q); € um grupo c¢;-generado de ordem

pzn.', IEEI/IEE’TD@(F]' :p?i’ o; = JIP‘ eV, = VlQ.‘a 1= l,...,r, entao

|G ® Hl S H hr’:pﬂ‘.m'_(ki+ni_dl}[mi—c,']

1
=1

(G, )| < |G [H]| ] Kippemehemmadom=e)

i=]

onde K; = |H\(P;, Nucv;)| |H(Qi, Nucoy)| | D(Nucai, Q)| | D(Nuevy, B)|.

11 Quadrados Tensoriais nao Abelianos de Gru-
pos Soliiveis Finitos

Os quadrados tensoriais ndo abelianos foram determinados em [5] para varias classes

de grupos. Citamos, a seguir, alguns desses calculos:

Proposicao 11.1 Se G € um grupo livre, entéo
G®G2G xI(GY),

onde I' € o funior de Whitehead descrito na secdo 4.

Proposicdo 11.2 Se G € um grupo perfeito, entdo G& G € o grupo de recobrimento
de (5.

Sejam @, = (z,y|z" = y?. #¥ = z~!} o grupo quaterniénico de ordem 4n e
D, = {a,bja* = 1,b" = 1,b* = b~'} o grupo diedral de ordem 2n.
Proposigao 11.3

00 & Oy = Zyx Z, sen € impar.
PN T To X gy X Honr X By sen=4r + k. ondek =0 ouk = 2.
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Proposi¢ao 11.4

Zo X L, n umpar,

Dn@Dn:{ZgXanzngQ n par.

Em [24] e [10] foram encontradas cotas para a ordem do produto tensorial nao
abeliano de grupos de ordem poténcia de primo (como vimos no Coroldrio 6.13 e
‘eorema 7.2). Na secdo 10 a limitacao dada pelo Teorema 7.2 foi estendido para os
produtos tensoriais nao abelianos de grupos nilpotentes finitos agindo nilpotentemente
um sobre o outro (Proposicao 10.14). Nesta secao obteremos um limite para a ordem
do quadrado tensorial ndo abeliano de um grupo solive] finito e veremos alguns

exemplos de quadrados tensoriais, cujas ordens atingem este limite.

Seja G um grupo. A conjugacio em G induz a¢des compativeis entre os termos
da série derivada de (5, de G; sobre G; e de (G, sobre G|, para todo i, 7 >> 0. Assim,

o produto tensorial ndo abeliano G; ® G; esta definido para todo z,7 > 0.

Lema 11.5 Sejam G um grupo finito e 1,37 > 0 com i > j. Entdo

(1) Existe uma seqiéncia exate

1 — (G5, GEGirs, 6] — 7(Gy Gy) — 7 (G2, %) !

onde Gy, GY e [Giy1, GY] sdo subgrupos de 7(G;, Gi);

(i) [G: @ G} < |G @ Gy [Gis1 ® G

Ge ®Z[%] (&)

Demonstragdao. Sejam 4,7 > 0 com ¢ > 7 ¢ definamos
.G G
0: 5 — Aut (£

Gh 0,

onde 8y, ¢ o automorfismo de F'l tal que
7

(Gi41)0 = Gipag"
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Se h.hy € G; sdo tais que G;h = G;h; entdao hy = ¢h com ¢ € G;. Dali, para todo
g € Gy,
(Gis19)0n, = Gina g™
= G Q'Ch
= Gin ghgthCh)
= Gy gh[s’ac]h)

= G£+19h
= (Gis19)
Logo # estd bem definida. E claro que 8 é um homomorfismo de grupos. Assim,
G .
temos uma acio de — sobre * dada por
> Gi G:‘+l P

(Gi19)%" = Gina (Qh)

£

para todo g € G; e h € ;. Também, a conjugacdo em G induz agéo trivial de

G Gigt
sobre EJ uma vez que para todo g € G; e h € G;
Gi(h?) = G;(hh™'h®) = G;h[h,g] = Gih
; . . .. G; . )
Como G © um grupo abeliano agindo trivialmente sobre —=, essas agoes sdo
i+l S Er

compativeis. Consideremos os seguintes epimorfismos canonicos:
a:Gi— Gif/Gin, f:G;— Gi/G;
Paratodo g € G; e h € (5

(") @ = G (9") = (Gira9)™" = (90)**

(h%) B = Gy (h%) = Gih = (G;h)19 = (h3)
Logo. a e 3 preservam as a¢bes. Assim, pela Proposicao 10.8, existe um epimorfismo

G G
Giy1' G:

¥ :9(Gi, Gy) = T!(

tal que gy = ga, (h¥)y = (AB)¥, g € G;, h € G;. Além disso, sc 4’ é a restricio
de 7 a 7(G;, G;), entdo a seguinte sequéncia de grupos é exata

1 — (G, GF)[Giys, 67 9 1(Gi, G) 2 7 ((;:b, -

) —1
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(i) E facil ver que os subgrupos |Gy, Gf] e [Giy1, GY] sao imagens epimérficas de

G; ® G € Giy; @ G, respectivamente. Assim, de (i) e Proposigao 8.3, temos

G;

G
Feg

|G: @ G| £ |G: @ Gi| |Gi1 ® G

Agora como G é um grupo abeliano e age trivialmente sobre G;/G;, a Proposi¢io

1 H ab Gy e b G .
5.8 implica GY° @ g = G ®Z[%¢_] ] (E{') , provando (ii). »

1

Lema 11.6 Sejam G um grupoe finito e 1 > 0. Entdo

(i) Eriste uma seqiéncia ezata
1 — [Gia1,GF] — 7(Gi, Go) — 7 (G2,G2*) — )
onde [Giyy, Gf] < 7(G;, Gi);
(1) |G:®Gi| <

G @z G| |G ® Gi|.

Demonstragdo. (i) Consideremos o epimorfismo canénico 7 : G; — G?. Pela

Proposi¢ao 10.8, 7 induz um epimorfismo
7 9(Giy Gi) = 0 (G2, GY)
e se 7 é a restricao de v a (G4, (;}, entdo a seguinte seqiéncia de grupos é exata
1 — [Gir, GE1[Gi Gyl =25 7(Gi Gi) T 7 (G2, 624) —» 1
Vamos mostrar que [Gi, G5,] C [Giy1. G]. Dal obteremos
(Gitr, GENG:, Gyl = (G 6]
Como (3; age sobre si mesmo por conjugacao, as seguintes relagdes acontecem em

n(Gi, Gi) (veja Proposicdo 6.5 )

[z, 4%, 2] = 2.y, %] = [¢,y*. 27] (11.1)
[2%,y,2] = [2%,y,2%] = [2%, 9. ] (11.2)
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Pela Proposicao 1.2

(Gi, G%] = & [y, 2])° | ,y.2 € Gi, ¢ € Ginr)

Agora, para todo z,y,z € G, e ¢ € G,

[.ly, 2] =[y*,2%,2]~¢
= [y z,2%]™  (por (11.2))
= [lz, 9], 2]~
= [,y 2]
= [271, (y7)%, 2¥] ¢
=[z7hy%2¥]7°  (por (11.1))
o qual é um elemento de [Giy,GY]. Assim, [G;, G}, ] C [Giy1, GY]

(i) Como [Giy1,G¥] é uma imagem epimérfica de Gy ® G; ¢ G¥ ® G¥ =
G* @z G (cf. Proposi¢do 5.6), obtemos

G: ® Gi| = |7(Gi, Gi)| < |G 02 G2

|G & G| O
Teorema 11.7 Se G € um grupo soluvel finito de comprimento derivado I, enldo

i )

sz ®z[_§i} I (g:)

k

2i—1

Gab ®Z Gab

GG < G @z G

G?b ®Z[G£] I (Gg,)
21—-]

i-2 i-1
-1 11

i=1 k=i+1

Demonstragdo. Por repetidas aplicacdes do Lema 11.5(i1), provamos que se 2 > j

entao

i—1

G: 2 G;| <[] 1Ge ® G|

=t

Seja ¢ um inteiro, 0 < ¢ <! — 1. Pelo Lema 11.6 (ii)

Gab ®Z{§i} ](g—;)‘ (11.3)

k

1G: ® Gi| < |G ®7 G

|Gin1 @ G|
e por (11.3)
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IG: @ Gi| < |G?b ®z G

-1

[1

k=141

|Gis1 @ Giga] -+ [Giy ® Gia| -

Gr' 041511 (&) (114)

Assim, para 1 =0
|G1 ® Gif -+ [Gi1 ® Gi—y| -

k

|G ® Gl g |Gab Rz Gab

i—1
- I1

k=1

sz ®Z[

Agora, usando (11.4) com ¢ =1

GRG| <|6*®zG*
=1 =1
. H1 Geb ®Z[3;G—} I(G%) kHz

k= .

G @z GP||G2 @ Gof* - |Gio1 @ Gi_y|? -

Gib @Z[%] I (gi)

k

Aplicando (11.4) repetidas vezes obtemos o limite desejado. O

O limite dado no resultado anterior pode ser melhorado para o caso em que GG é

solivel de comprimento derivado 2.

Teorema 11.8 Seja G um grupo metabeliano finito. Entdo

|G @ G| divide |G® @z G**|1G' A G|

G’ Q@zgas I(Gab)‘

onde G' A G' € o quadrado exterior (usual}) do Z-mddulo G'. No caso particular em
que {G',G] =1, entdo

!G ® G[ S Gab @ZZ Gab

|Gf Oz Gab

Demonstracao. Comecaremos provando a segunda parte do resultado. Seja entao
G um grupo finito tal que I(G) = 2 e [G’'.G] = 1. A Proposi¢io 5.6 daG' @ G =
G' @z G*. Assim, pelo Lema 11.6 (ii)

an @'Z Gab

IG & Gl S IGab @2 Gab G-" @'Z Gab

|G’®G|§
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Agora seja G um grupo metabeliano finito qualquer. Fazendo ¢ = 0 no Lema 11.6,

obtemos uma seqiiéncia exata
1— [(, 6] — (G, G) — 7 (G*,6™) — 1
onde [G',G¥] < 7(G, G). Logo

7(G,G)} = |r (G, 6)

G, G¥]] (11.5)

E claro que a correspondéncia [z,6%] — [z,9%], = € G'. g € G estendese a um
epimorfismo

a: (G, C) — [G",G¥)

Como [G’,G¥] < 7(G, G) segue da Proposicio 9.7 que
[z,2¥]=1, Veedl

Logo, o subgrupo S = {|z, z%]|z € G’} de 7((', G) esta contido no nicleo de a. Além
disso, S < 7(G’, ). Assim, e induz um epimorfismo
(G, G)

,8 : 'T — [G’,G(‘o]

e, consequentemente
(G, G)
Ay

Agora, pelo Lema 11.5 (com ¢ = 1 e § = 0) existe uma sequéncia exata

[|G", G¥]| divide (1i.6)

L — [G,(G")°] 25 7(G, G) 2 7 (G1.G™) — 1

onde [G',(G")¥] < 7(G',G) e 4 é o homomorfismo tal que ([z,¢%])y = [z, (G'¢)"].
para todo z € (/, g € . Observamos que

SC Nuey' e ScC[G(G)
Logo. a seguinte sequéncia é exaja:
[G" (G')] (G, G)

S —>“q—~—>T(G’,Gﬂ‘h)—>l
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e, portanto,

(GG . » pasy| |G (G)%]
5 divide |'r (G G )l — (11.7)
/ TAYS ’ ,
onde < . deja X = {x Quy|z,y € G'}. E facil ver que a aplicagao

91:X '—‘:**L—)‘T G;‘G
Iy > S[z,y¥]

¢ consistente com as relagdes definidoras de '@ G’. Além disso, z@z € Nuct, Vr €

G’. Assim, 8, induz um homomorfismo

0:G NG — ¢.6)
S
} Iy
tal que Imd = [—G’—(ﬁ—)—] Logo
E%ﬂ divide |G' A (7| (11.8)

Como {(G) = 2, G’ é abeliano e, entdo, pela Proposi¢ao 5.6
GI®G.!’§G!®ZG!

Logo, o grupo G' A G' é o quadrado exterior (usual) do Z-modulo . Agora, de
11.5,11.6, 11.7 e 11.8

ir(G, &) < |r (6, 6%) |16 A G |7 (&, 6*)
Usando as Proposigbes 8.3 e 5.8, obtemos

G ® G| divide |G @z G

|G' A G|

G G o I(G“b_)|

como queriamos. O

Observacgao. Se G é um grupo soluvel finito com G’ ciclico, entao G! A G é trivial.

Dal, pelo resultado anterior,

G ® G divide |G* @z G*

|G’ @z 1(G™)
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Exemplo 1. Seja G = ;. Temos

[G,G]=1, G'=Z; e G2Z,x Z,.
Logo, pelo Teorema 11.8
G @z G*| =2*.9% = 28,

|G ® GI S Gmb @Z Gab

Este limite é atingido uma vez que @, ®@ Q2 = (Z2)* X (Z4)* (conforme Proposigao
11.3).

Observagao. Notemos que o homomorfismo A : 7(G,G) — G, definido por
([g, h°])A = g g é sobrejetor. Logo, se G é um grupo finito, |G| divide |7(G, G)).
Usando esse fato e o Teorema 11.8 vamos calcular alguns quadrados tensoriais.
Exemplo 2. Seja G = D, = {a,b|a* =1, b" =1, b* = b™"}, com n impar. Temos

G =2 Z, e G¥=(z)=Z,

onde z = (Ya. Vamos determinar G’ @ zga 1{G*). Observamos que a conjugagio

em G induz agdo trivial de G’ sobre G** e uma a¢ao de G sobre G’ dada por
== bu]

Assim, um elemento r = i1 + ja de ZG* opera (a direita) sobre o gerador de G’

(que a partir de agora consideraremos um grupo aditivo) por
b-r="b-(i1+jz) =tb+ jb* = b — jb
Notemos que
HG*M = {a(z — 1) |a € Z}
Definamos

0:G x I(GY) —s Z,
(mb.al{z — 1)) — Ma
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onde 0 < m<n-—1eaé€ Z E caroque para todo m,m’ € {0,1,---,n—1} e
o,feZ

(mb+ m'b,a{zx — 1))8 = (mb,a(z — 1)) + (m'b, a(z — 1))#

(mb,a(z - 1) + Bz — 1))8 = (mb,a(z — 1))}8 + (mb, B(z — 1))
Além disso, se r = ¢} 4 jz,com,j € Z

(mb-r,a(z — 1)) = (mb- (214 jz),a{z —1))f
= (zmb — ymb,a(z — 1))8
= (1 — jma

enquanto que
(mb,r-a(z —1))§ = (mb,(ia — ja)(z —1))8
= m(ia — ja)
= mafi )
Assim,
(mb-rya(z —1))8 = (mb,r - a(z — 1))§

para todos r € ZG*®, 0 <m <n—1ea€ Z. Logo existe um homomorfismo
91 - G ®ZG‘G(‘: I(Gab) —=> Zn
tal que mb® a(z — 1) — Ta. Agora definamos

92 : Zn - G’ ®zgab I(Gab)
m —~ma®(z—1)

f; esta bem definida pois se m,{ s&o tals que m = I, entdao m = kn +{ para algum

ke Z edai
me®(x—1) =(kn+a®(x—1)
=la®@(z—-1)

E claro que f2 é um homomorfismo e que 86, = lG'®ZGGbI(G"“) e 8,8 = 1z . Portanto.
G Qg (G®) = Z,

Como G* @z G = Z, e G' A G' = 1 segue do Teorema 11.8 que |+{G,G)| divide

2. Pelo Lema 11.6 existe uma sequéncia exata
1 — [G,G¥] — 7(G,G) — 7 (G*,G”) —+ 1 (11.9)
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onde [(',G¥] < 7(G,G). Assim, como |7(G,G)| divide 2n, 7 (G“b,(}“b) ~ Z e
n = |G’ divide |7(G, G)| (conforme observagio anterior) temos |[G', G¥]| = n. Agora
sendo G’ ciclico, o Corolario 9.8 implica 7((, G) abeliano. Segue entao da sequéncia
(11.9) e do fato de m.d.c.(n,2) = 1 que

G, G) = [, G¥] x Z,.

[

Uma vez que o homomorfismo A : 7(G,G) — G’ € sobrejetor e G’ = Z,, temos
[G,G?) = Z .. Portanto,

GeG=27(G,G)=Z, X Z,.

conforme resultado em [5], enunciado aqui como Proposi¢ao 11.4.

Exemplo 3. Sejam Z, = (z|z?), com p primo, p # 2 e K = {(a,bla? b* [a,b]).

Suponhamos que K age sobre Z, por
=371, P=27" (11.10)

‘Usamos esta agdo para formar o produto semi-direto G = K< Z,. Neste caso,
G' = Z, e G°® = K. Segue entdo do Corolario 9.8 que 7(G, G} é um grupo abeliano.
Observamos que G’ ® zgas [(G¥) = 1(G',G*) = 7(Z,, K), com Z, agindo trivial-
II;ente sobre K e a agao de K sobre Z, dada por (11.10). Com isso, 7{Z,, K) = Z,
(veja exemplo 2 da segdo 5). Assim, como G* @ G* = (Z;)* e ' AG' =1, 0
Teorema 11.8 implica Ique |7(G,G)] divide p2*. Pelo Lema 11.6 existe uma seqgiiéncia

exXata

] —+[G’,G‘”’]—fr(G?G)_ﬁr(G“b,Gab) — 1 (11.11)

onde [G',G¥] < 7(G,G) e 7{G®,G*) = G* ® G®. Assim, |[G',G¥]| divide p.
P

Concluimos entdao de (11.11) que
oG, G) & Zy x (Z2)*

uma vez que 7(G,G) é abeliano, m.d.c.(2,p) = 1 e p = |G| divide |7(G, G)].
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