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Introducao

Neste trabalho, estudamos a propagagio de ondas acisticas tridimensionais (3D) em um
plano vertical que representa um meio especial cujas propriedades ndo variam na direcdo orto-
gonal ao plano.

Este problema é decorrente de um tipo de levantamento de dados muito comum na sismica de
exploragao: a aquisicfo de dados sismicos ao longo de uma linha na superficie da Terra. Assim,
qualguer método de modelamento ou de inversdo que use os dados coletados nesta linha deve ter
como base alguma hipotese que acomode a restricio imposta por esta geometria de aquisicio de
dados. A hipotese mais simples é considerar que os eventos sismicos ocorrem somente no plano
vertical que contém a linha de levantamento de dados. Considerar esta hipdtese é 0 mesmo que
considerar que os parAmetros deste meio nao variam na diregdo ortogonal ao plano, ou ainda
que, estes parametros variam tac pouco nesta direcdo que se pode desprezar 0s efeitos causados
por essa variacao. Um meio que é independente de uma dire¢do horizontal é de fato um meio
bidimensional (2D) e do ponto de vista 3D este meio tem simetria cilindrica.

O objetivo principal deste estudo é descrever a propagacao de ondas somente no plano ver-
tical que contém a linha sismica. Afinal, é dele que se esperam as respostas dos experimentos
realizados na linha sismica, gragas a hipétese simplificadora do problema.

Parece ser razodvel que para modelar ondas actisticas neste plano basta utilizar a equagio da
onda 2D dentro do plano, desprezando todo o resto do espago 3D. Entretanto este procedimento
é incorreto, pois embora o plano que representa o meio seja estruturalmente 2D, o fato de fontes
pontuais serem usadas no levatamento sismico implica que as ondas emitidas sdo dependentes da
diregdo ortogonal ao plano, destruindo a simetria cilindrica do problema. A analise quantitativa
(Segho 2.3) mostra que, embora a propagagdo aconteca completamente dentro deste plano e,

portanto, a cinematica do problema seja corretamente descrita pela equagdo da onda bidimen-
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sional, as amplitudes das ondas do meio 2D e 3D sdo completamente diferentes. A solugao
obtida no plano quando modelado por uma equagdo em duas dimensGes é diferente da solugio
no mesmo plano quando modelado por uma equagio em trés dimensdes.

Resumindo, o meio é 2D mas o problema é 3D. Este tipo de situagdo denomina-se Problema
2.5-Dimensional (2.5D) oun ainda Modelo 2.5D. Assim, apesar das propriedades do meio serem
dependentes de duas varidveis, deve-se usar, em principio, métodos tridimensionais para se
determinar a propagacao de ondas no Problema 2.5D.

Vale lembrar que se as fontes fossem linhas ortogonais ao plano, o problema seria puramente
2D. Entretanto, isto contraria a premissa bédsica de que o levantamento sismico é realizado sobre
uma linha contida no plano.

O Modelo 2.5D considerado neste trabalho tem as seguintes caracterfsticas: as fontes e os
receptores estdo sobre o eixo z, a profundidade é representada pelo eixo z. A dire¢do sobre a

qual as propriedades do meio néo variam é o eixo y. A Figura 1.1 mostra um exemplo deste

modelo.
—— linha sismica ———

8Y

Z

Figura 1.1: Neste meio 3D os parametros nac dependem de y. O Modelo 2.5D € o plano que representa

este meio, juntamente com a hipdtese de fonte pontual sobre a linha sismica.

1.1 Equacao da Onda 2.5-Dimensional

Devido ao alto custo do modelamento 3D, hd um grande interesse em se buscar métodos para
os Problemas 2.5D que tenham um custo computacional de um problema 2D.

Para. ilustrar somente a importancia do custo computacional, sem levar em conta a qualidade
da solucdo, pode-se considerar o problema de propagar uma onda usando o método das Diferencas

Finitas com esquema explicito aplicado & equacio da onda. Para a equagdo 3D devem ser



1, Introducédo 3

armazenadas trés matrizes tridimensionais de dados a cada iteragdo, enquanto para a equacio
2D devem ser armazenadas apenas trés matrizes bidimensionais de dados. Desta maneira, pode-
se dizer que, em termos de memdria e tempo de execucdo, a simulag¢do de ondas usando a equacao
3D é cara em comparagio a simulacdo com a equagao 2D,

Por esta razdo, ja existem alguns métodos originalmente tridimensionais que sdo adaptados
para o problema 2.5D. Por exemplo, o modelamento por Teoria dos Raios e por Kirchhoff
apresentados por Bleistein (1986). Outra classe sdo 0os métodos bidimensionais que por meio de
termos corretivos se ajustam ao Modelo 2.5D como por exemplo, o modelamento por Corregao
da Amplitude 2D (Bleistein, 1986).

H4 outro método que tenta contornar a dificuldade imposta pelo Modelo 2.5D ¢ que tem
um custo bidimensional. E o conceito de uma equagao diferencial parcial especial chamada
Equacdo da Onda 2.5-Dimensional. Tal equagao modela a propagacao de ondas corretamente no
plano que representa o Modelo 2.5D, aproveitando a parte cinemética da propagacéo 2D {que é
correta} e corrigindo as amplitudes para 3D. Gragas a este papel duplo da equagdo (tempos 2D
e amplitudes 3D) é que vem o nome 2.5D.

Pode-se definir a equacgdo da onda 2.5D mais precisamente pelas seguintes propriedades:

> A equagdo da onda 2.5D ¢ de fato 2D, isto é, ela depende de dois pardmetros espaciais
{z,z) e um temporal (t);

> A equagio tem o compromisso de simular ondas tridimensionais restritas ao plano vertical
que representa o meio 2D. Tais ondas seriam simplesmente a resposta 3D do meio restrita

ao plano do Problema 2.5D.

Em poucas palavras:

“Uma Equacdo da Onda 2.5-Dimensional dd uma resposta tridimensional com

custo de um modelamento bidimensional.”

Uma equagdo 2.5D tem a seguinte vantagem sobre outros métodos: néo é necessario consi-
derar separadamente os eventos elementares. Ondas refletidas, refratadas, difractes, milltiplas,
entre outros eventos, seriam todos levados em conta na simula¢do usando uma equacao 2.5D,
ao contrario do que ocorre com outros métodos aplicados a0 Modelo 2.5D, nos quais deve-se
definir a priori quais eventos serdo observados. Além disso, outros métodos podem ser criados

ou aperfeicoados tomando como base a prdpria equagdo da onda 2.5D.
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Deve-se ressaltar que a utilizagfio da equagéio da onda 2.5D s6 tem sentido para problemas
2.5D. Isto €, ela ndo serve para modelar ondas em qualquer plano imerso no espaco.

No espirito de aproveitar a simetria do Modelo 2.5D, Liner (1991) propds uma equacao
da onda 2.5-dimensional com uma caracteristica a mais. Ele apresentou uma equagdo que, a
principio, cumpria as duas propriedades acima e que, além disso, era adequada & simulacio por
Diferengas Finitas. Entretanto, Williamson e Pratt (1995} mostraram que a equagéo apresentada
por Liner ndo ¢ exata. O objetivo deste trabalho é avaliar se esta equacido é valida (ou nédo) do
ponto de vista numérico, isto é, se a solugio numérica obtida por esta equagdo constitui uma
boa aproximagdo para a modelagem de ondas. Em outras palavras, vamos verificar se vale a
pena utilizar esta equacgdo para simulagoes numéricas mesmo sabendo que ela é analiticamente
incorreta. Ressaltamos que deste ponto em diante tal equagdo passa a ser denominada Equoc¢do
de Liner.

Para tanto, vamos computar a solugdo numérica da Equagao de Liner, usando o método
das Diferencas Finitas com o esquema explicito. Em seguida comparamos esta solucio com
duas outras solugdes aproximadas. A primeira é dada pela Teoria dos Raios em Modelo 2.5D
(Bleistein, 1986} e a segunda é dada pela Corre¢io da Amplitude da solugiio obtida através das
Diferengas Finitas aplicadas & equacgéo da onda em duas dimensdes (Bleistein, 1986).

Vale a pena lembrar que é usual considerar que o resultado obtido usando o método das
Diferengas Finitas para a equacdo em trés dimensoes € a melhor possivel dentre todas as solugdes
aproximadas, quando tratamos de modelos cuja velocidade de propagagéo é varidvel {meios ndo
homogéneos). Entretanto, nio usamos este método, pois os modelos nos quais realizamos nossas
simula¢bes numéricas sdo bem simplificados. Assim, consideramos que a solugio dada pela Teoria

do Raios € suficientemente boa para as comparagoes.



Equacoes da Onda Aciuistica

Neste capitulo sdo abordados as equagles da onda acistica para meios com densidade con-
stante em duas e trés dimensdes, bem como suas respectivas solugdes fundamentais, também
chamadas fungdes de Green, para o caso em que o meio tem velocidade constante.

As fungoes de Green das equagbes da onda 3D e 2D tém uma grande importancia no estudo
da propagacdo de ondas e também na compreensao dos préprios operadores diferenciais. A
partir das fungbes de Green pode-se construir solugdes de equagdes mais complexas, cujo termo
da fonte é uma funcdo qualquer. Assim, pode-se encarar cada funciao de Green como sendo o
nicleo do operador inverso da sua respectiva equagdo da onda.

Além disso, para problemas ainda mais complexos (meios nao homogéneos), as funcées de
Green servem como base para a construcao de solugdes aproximadas através de outros métodos
de resolucdo. Um exemplo deste fato é a propria derivagio da Equacdo de Liner.

As equacdes da Onda 3D e 2D e as expressdes das suas funcbes de Green sdo mostradas
nas Secoes 2.1 e 2.2, respectivamente, enquanto na Se¢do 2.3, € ressaltada a grande diferenca
existente entre as expressoes da funcdo de Green 3D, restrita ao plano y = 0, e a funcfo de

Green 2D.

2.1 Equacao da Onda Tridimensional

A equagdo diferencial parcial que determina a propagacdo de ondas acisticas em um meio

3D com velocidade de propagagdo c(x) e densidade constante €

1

_c(x)zaﬂ — Opy — Oyy — 0, | ulx,t) = S(x,1), (2.1)
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juntamente com as seguintes condig¢Ges iniciais

u(x,0) = 0,
du(x,0) = 0.

(2.2)

onde x = (z,y, 2} € R® sdo as coordenadas no espago e S(x,t} é o termo forcante da equagcio.
Uma solugdo ¢(x,?) é chamada de fundomental, quando esta solugfio resolve o problema (2.1)-
(2.2) para S(x,t) = §{x)5(t), onde §(x) = 6(z)d(y)é(z) é a fungdo Delta de Dirac tridimensional.
A grande vantagem de se conhecer ¢(x,t) é que para encontrar uma solucdo para (2.1)-(2.2)

basta computar
u(x,t) = d(x, t) = 8(x, 1), (2.3)

onde % representa a convolucdo em R® x R.

O problema de propagacio de ondas acusticas mais comum na Geofisica é aquele que cumpre
duas hipéteses: a fonte é pontual e vale o Principio da Causalidade, isto €, ndo ha propagacio
de ondas até o instante em que ha uma excitagdo no meio dada pela fonte. Em outras palavras,
este principio diz que as ondas néo propagam para o “passado”. Em geral considera-se, sem
perda de generalidade, que este instante é ¢ = 0.

Este problema pode ser representado por uma caso particular da equagdo (2.1), cujo lado
direito assume uma expressio mais simplificada:

1
c(x)?

onde X, = {z;,¥s, 2;) € R é a posi¢do da fonte, ¢ 6 o tempo e f é o sinal emitido pela fonte. Além

Bt — Onw — Oy — 0oz | u(x,2) = 6(x — %) F(E), (2.4)

da equacdo (2.4), as seguintes condigbes iniciais, que representam a o Principio da Causalidade,

40
u(x,t) = 0, <0,

Gu(x,0) = 0.

(2.5)
No caso em que S(x, 1) = §(x — x,) f(t), utiliza-se o resultado (2.3) chegando-se a
ulx,) = 9o 1) [0(x —x)f(2)
= [ody [t slx—y,t=£)oly ~x:) /()
= /_ °; dt' d(x — x5yt — £)F (1)
= $x—x,0) % (0 (26
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onde * representa a convolugdo apenas no tempo.
Para o caso particular em que ¢(x) = ¢ (constante), é possivel obter uma expressao para a

solugio fundamental (veja Apéndice A):
8t — lIxll/co)
b(x,£) = Gy(x, £) = W20, (27)
061) = Gl ) = ol
onde ||x|| = 1/z? + y? + 2% . Esta solugdo recebe o nome de funcdo de Green para a equagao da
onda actstica com velocidade constante em trés dimensoes. Aplicando este resultado em (2.6),

a solugéo do problema (2.4)-(2.5) é

u(x,t) = Gi(x — x,,1) * f(t) = f—(z—;—ﬁgﬂ, (2.8)

onde R = [|x — x,|| = \ﬂx -2 )24+ (y—y)?+ (z—2)? e = R/co.

Vamos tentar dar um interpretacio fisica para (2.8). Na equacgao (2.4), podemos interpretar
f(t) como sendo um som de curta duracio ! de intensidade unitdria que foi emitido em ¢ = 0
por um alto falante localizado em x;. Fixando um observador a uma distancia R de x,, pela
equacio (2.8) podemos presumir que antes de ¢ = 73 e depois de t = 73+ ele ndo ouvird qualquer
som. Entretanto, no tempo ¢t = 73 até t = 73 + [ ele ouvird 0 mesmo sinal emitido com uma
“intensidade” de 1/4r R. Em outras palavras, a solugiao possui Simetria,.radial, seu suporte é a
regiao do espaco que satisfaz { = 73 e quanto mais o tempo passa, este suporte, que se chama

frente de onda, afasta-se cada vez mais da fonte.

2.2 Equacao da Onda Bidimensional

No caso da equacdo da onda bidimensional, o vetor posicao tem apenas duas dimensdes

x = (z,z) € R*>. Mesmo assim, a equagdo e as condi¢des iniciais sdo semelhantes a (2.4)-(2.5),

isto é
1
@8& - 3m - azz U(K, t) = 6(}{ - Xs)f(t), (29)
com as condicdes iniciais
u(x,t) = 0, t<0 (Causalidade); (2.10
w(x,0) = 0. '

Uma observacao interessante é que o modelo representado pela equagdo em duas dimensées
com fonte pontual pode ser interpretade como sendo um problema tridimensional cuja fonte é

uma linha infinita paralela ao eixo y.
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A grande distincdo entre as equagdes bi e tridimensional fica evidente pela expressao da
solugéo fundamental para ¢(x) = ¢y, constante. A funcéo de Green Ga(x,t) para a equagao da

onda actstica com velocidade do meio constante em duas dimensoes é (confira a dedugdo no

Apéndice B)

H(t /e -
O o el (

onde ||x|| = V22 + 22 e H é a funcio de Heaviside, i.e.,

Ga(x

0, t<0;
Ht) = (2.12)
1, ¢>0.
Como antes, a solugdo da equacdo (2.9)-(2.10), para velocidade constante, é representada pela

convolugio da fun¢éo de Green 2D com o lado direito da equagdo

u(x, £) = Gax — x,,1) [ dt’QHt_t ) g, (2.13)

wy/ (E — t)? — 72

onde 79 =rfcper=|x—x4 = \/(3: — 2,2+ (2 — z)% .

Vamos tentar, novamente, dar uma interpretagao fisica para (2.13). Na equacio (2.9), pode-
mos interpretar f(¢) = é{t) como sendo uma bomba que explode na posigao da fonte em ¢ = 0.
Posicionando um observador a uma disténcia r da fonte, pela férmula (2.11) podemos observar
que antes de ¢ = 7y ele ndo ouvird qualquer som. Por outro lado, logo depois do tempo ¢ = 7 ele
ouvird som da bomba para sempre, com volume decaindo conforme o tempo passa, indicando que
o sinal emitido é distorcido na propagagio. Neste caso a solugdo também possui simetria radial,
mas o suporte desta solucdo é a regido do espago que satisfaz ¢ > 7. Com o tempo passando, o

suporte torna-se cada vez maior, com sua borda, que é a frente de onda, afastando-se da fonte.

2.3 Diferenca Fundamental

Existe uma grande diferenca entre as fung¢des de Green 2D e 3D. Basta notar que no plano

y = 0 as duas fungdes tém expressdes completamente diferentes

Gl 0,21y = LT 4 —r (/ /c)) = Gylz, 1) (214)

onde r = /z2 + 22, E esta diferenca que nos impede de utilizar a equagio 2D para modelar o

que acontece num plano imerso numa regido do espago. Na realidade, podemos usar a equagio
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da onda 2D para computar tempos de transito, desde que sejamos cautelosos, na medida em que
sabemos que as amplitudes estdo erradas.

Na Figura 2.1 ¢ mostrado um exemplo de como as propagacoes 2D e 3D sbo diferentes. Para
construir este exemplo, um receptor é posicionado no plano ¥y = 0 a 20 metros de disténcia da
fonte pontual, isto é r = 20 m. Consideramos o meio homogéneo com ¢g = 1 m/ms. O sinal da

fonte e as solugdes 3D e 2D sdo, respectivamente, dadas por

L, 0<t<],
0, ccy
1
—, 7<t< 741,
us(z,0,2,1) = 4y (2.15b)
0, c.c.;
' 1 )
%iog[t/'r—k {t/7) —1], Tt T+,
WS 2
uglz, 2,t) = < -l—log b+ v -7 Lt T4, (2.15¢)
21 Tt ==t - 12— 12
| 0, c.c.;

onde 7 = 20 ms e [ = 2 ms. Na Figura 2.1.a € mostrado o sinal emitido pela fonte, enquanto nas
Figuras 2.1.b e ¢ sao mostradas as respostas 3D e 2D, respectivamente, percebidas pelo receptor.

A partir da observagio destas figuras, trés consideragdes podem ser feitas:
> Os tempos de transito das propagacoes 3D e 2D sio iguais;
> Para ondas diretas, a forma do sinal ¢ preservado somente na propaga¢io 3D, enquanto
na propagacio 2D ele é distorcido;
> A amplitude do sinal recebido na propagagéo 2D é muito maior do que na propagacao 3D.

Uma observagao final: como as fungdes de Green estdo associadas a operadores diferenciais
lineares com coeficientes constantes, é facil ver que uma translagiio no sistema de coordenadas
nao altera as férmulas (2.7) e (2.11), bastando-se trocar as definigbes de R e r. Portanto, deste
ponto em diante assumimos que as fungbes de Green estdo associadas a problemas cujas fontes

pontuais podem estar em qualquer lugar, isto é
3(t — |lx — x.[}/co)

Am||x — X,

Gg(}(, t) = (216)

__Hi-lx—xll/e)
27/ — (JIx — X,||/co)?

Ga (X, t) (2.17)
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(a)

041

T

0.2

-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Tempo (ms)

Figura 2.1: Ondas no plano y = 0 registradas por um receptor a 20 m da fonte, em um meio com

velocidade ¢g = 1 m/ms. (a) Sinal da fonte; {b} solucdo 3D; (¢) solugdo 2D.



Equacao de Liner

Neste capitulo é abordada a Equagdo de Liner, bem como sua validade e sua dedugéo a
partir dos conceitos expostos no Capitulo 2. Além disso, é mostrado como lidar com o problema
da falta de uma fonte nesta equacgio (lado direito da equagéo ), de modo que a equacdo fique
adequada para uma modelagem por Diferencas Finitas. Por fim, é discutido o principal problema
da Equacéo de Liner: a funcio de Green 2.5D ndo é de fato uma funcio de Green (solugao
fundamental) para a Equagéo de Liner.

A dedu¢io da Equacdo de Liner é feita considerando-se duas hipdteses razodveis: o meio
¢ homogéneo em uma regiao suficientemente proxima da fonte e o tempo de duragio do sinal
da fonte é pequeno em comparagdo ao tempo de simulagdo. Com estas hipdteses, chega-se
analiticamente a uma equacdo que é valida para a funcio de Green 3D restrita ao plano.

Esta equacdo, que é bidimensional, serve como ponto de partida para a deducdo da Equacéo
de Liner. Liner extrapola, por meio de uma conjectura, a validade desta equacfo para uma
regido distante da fonte, considerando uma equacao mais geral que seria vilida para meios
nao-homogéneos.

Pode-se adiantar que a parte fragil de toda esta dedugio é justamente o fato de se derivar

um caso geral {velocidade varidvel) a partir de um caso particular (velocidade constante).

3.1 Funcao de Green 2.5D

Como a Equagio de Liner é uma equacio em duas dimensdes que tem o propdsito de modelar
a propagagio de ondas tridimensionais em um plano (y = 0) que representa 0 Modelo 2.5D, isto
leva a crer que a Equagdo de Liner tem alguma conexdo com a equagdo da onda em duas
dimensoes. Assim é natural desconfiar que a Equacao de Liner seja uma equacgio da onda 2D

com termos adicionais que corrijam a solugdo.

11
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Para chegarmos 4 uma equacio de fato, definimos a fungio de Green 2.5D, que nada mais é
do que a fungio de Green 3D para a equagio da onda com velocidade constante (cy) restrita ao

plano y =0, isto é

dt—rfe
G2-5($:z:t) = GS(mtyZOaz:t) = _(_4;_‘;/_02 (31)

onde r = +/(z — 2,)* + (2 — 2,)? . A Figura 3.1 ilustra o suporte da fungio de Green 2.5D, onde

a casca esférica representa a frente de onda (ou suporte) da funcéo de Green 3D.

F 3

|_\““"---\_______ Z

y=0

Figura 3.1: A fungfo de Green 2.5D é simplesmente a fungdo de Green 3D restrita ao plano y = 0.

Claramente, (55 € solugdo da equagio tridimensional, pois é um caso particular da funcao
de Green 3D. Por outro lado, seria 6timo se encontrdssemos uma equagio bidimensional tal que
G5 fosse sua solugio, pois deste modo obteriamos uma equagdo 2D que modelaria a resposta
3D do meio e o problema estaria resolvido, pelo menos no caso de velocidade constante.

Como procuramos uma equacio que esteja relacionada de algum modo com a equacgio da onda
2D, aplicamos o operador diferencial da onda bidimensional em G»5 e guardamos o resultado
em L,

Lz, 2,t) = [%E)ﬂ — Oz — azz} Go5(z, 2,1). (3.2)
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Podemos mostrar (veja Apéndice C) que para x # X,,
1 1
Lz, %t) = — |- =0+ 3| Gasla, ), (3.3)
cot T
Assim, substituindo L(z, 2,t) em (3.2}, obtemos
. 95,4 @ =0 3.4
o) att‘l‘__at"i'_i '—89;3;—-832 02_5($,2,f) - ( - )
c2 r T
que de fato é uma equagio da onda 2D com dois termos adicionais. Observando que o suporte

da fungdo Gas(2, 2, t) é a regido do plano que satisfaz
r = C(}t, (35)

pode-se substituir a expressdo acima na equagao (3.4), obtendo-se

c t t2

0

3.2 Conjectura de Liner

Embora a equacio (3.6) seja exata, ela tem duas caracteristicas importantes: € obtida
assumindo-se que a velocidade do meio é constante (cp) e € vdlida somente para a fungio de
Green 2.5D. Estas caracteristicas vio contra o nosso objetivo que é conseguir uma equagio para
um meio ndo homogéneo (um meio cujo campo de velocidades é varidvel) que possa ser simulada
por Diferencas Finitas.

Para alcancar tal objetivo, devemos modificar a equagéo (3.6), usando as seguintes hipéteses

> A velocidade c(x) varia pouco para x suficientemente préximo da fonte (origem), de modo

que ¢(x) = c(z, 2s) para x numa vizinhanga da fonte.

> O tempo de simulagdo € muito maior que a duragdo do sinal da fonte, de modo que ¢ & 7,
onde 72 é o tempo de transito (em um meio homogéneo: 7 = r/cy). Em outras palavras,

o suporte da frente da onda propagada ¢ bem estreito.
A primeira hipdtese implica que o meio é homogéneo suficientemente perto da fonte, de
modo que podemos utilizar a equagao (3.6) com ¢y = ¢; = (%, 2,) para simulagdes nesta regido

especifica, obtendo

1 Co cz
EE 3“ + ?at + ﬁ — 8_7_;3_; - (9zz 'U;(x., Zy t) = 0, (37)

&
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Neste caso, podemos observar que os coeficientes dos termos adicionais s&o
cofr=1/m e cafr’=1/7;. (3.8)
Assim, usando a segunda hipétese, substituimos 1/7, por 1/, obtendo
Ll—z (au + %at 4 %15) B — a,,z] w(z, 2, ) = 0. (3.9)

A conjectura de Liner (1991) é considerar que a equagfo obtida até entao passa a ser vélida
para uma regido longe da fonte, onde o meio é ndo homogéneo. Portanto, extrapolando o
resultado da equacdo acima para além da regido perto da fonte, chegamos a uma expressdo mais

geral para a equagio (3.9)

1 1 1
- g i T VYrer T Ugzz 1Ay = 310
lc(x)2 (aﬁ+ 20, + tz) Bre — B ]u(:s 2 =0 (3.10)

que chamamos de Equacdo de Liner.

3.3 Termo da Fonte

Cabe observar que a equagdo (3.10) nio possui qualquer termo de fonte. Isto representa
outro problema a ser resolvido, pois para uma simula¢io completa por Diferencas Finitas uma
fonte é necessdria.

Nao podemos usar a fonte bidimensional usual é(z)d(z) f(t), pois esta fonte representa uma
fonte em linha no meio 3D, contrariando a nossa intenglo que é registrar a resposta do meio
a perturbagdo causada por uma fonte pontual. Por outro lado, nfo podemos usar a fonte
tridimensional usual d(x)é(y)é(z)f(t), pois simplesmente a varidvel y ndo existe na Equagio de
Liner.

Uma forma de solucionar este problema € usar novamente primeira parte da conjectura de
Liner que diz que o meio é homogéneo suficientemente perto da fonte pontual. Assim, podemos
considerar que, por um pequeno periodo de tempo contado a partir do zero, a propagacio
acontece em um meio homogéneo, cuja solucio é representada pela convolugio de f(¢) com a
funcdo de Green 3D. Depois deste instante, podemos tomar esta solugio (que pode ser calculada
analiticamente) como condigdo inicial para a Equagao de Liner. Este procedimento é adequado
a0s nogsos propositos, pois pode ser facilmente traduzido em termos de Diferencas Finitas.

Resumindo, temos duas etapas: Para 0 < ¢t < #; computamos a condigdo inicial

fli—r/es) (3.11)

w(z, z,t) = G3(z,0,2,t) x f(t) = y ,
-
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onde ¢, = ¢(z,,0, 2), e para t > tg
[—1— (0 + 1o+ 1) By - 64 w(z, 7,4) = 0. (3.12)
e(x)? t t?
onde i, deve ser da ordem da duracdo do pulso. Se tomamos f, muito grande, estaremos ex-
trapolando em demasiado a hipétese da homogeneidade ao redor da fonte. Por outro lado, se
escolhemos #o muito pequeno, ndo hd tempo suficiente para o pulso ser espalhado.
Outra forma de se lidar com a falta do termo da fonte é deduzida por Williamson e Pratt
(1995). Neste caso, a fonte bidimensional §(x)4(t) é corrigida por meio de um filéro, de modo
semelhante ao método da Correcdo da Amplitude. Entretanto, os préprios autores reconhecem

que ndo hd um filtro que seja adequado & simulagio por Diferengas Finitas e, portanto, nio

implementamos este método neste trabalho.



Diferencas Finitas

Neste capitulo é apresentado o método das Diferencas Finitas com o esquema explicito para
a equacao da onda bidimensional e para a Equagfio de Liner.

A solugdo dada pela modelagem da equagio da onda tridimensional (ou bidimensional) por
Diferencas Finitas é considerada como sendo a melhor dentre todas as solugdes aproximadas. A
solugdo € tdo boa quanto mais refinadas forem as malhas espacial e temporal. Outra vantagem
é que este método considera todos 0s eventos ao mesmo tempo, pois nao faz qualquer hipétese
adicional sobre a solucio. A desvantagem é que é um método caro, sobretudo para meios
tridimensionais, e é mais adequado para configuracoes de tiro tnico, isto é, uma fonte pontual e
varios receptores. Quando se deseja produzir um sismograma cuja configuracio de aquisi¢io é de
afastamento comum (um ntmero fixo de pares fonte-receptores, cujo afastamento é constante)
deve-se simular a equagio da onda tantas vezes quantas forem o niimero de pares fonte-receptores.

Neste trabalho a solugdo dada pelas Diferengas Finitas aplicadas & equagio bidimensional é
usada como dado de entrada para o método da Corregdo da Amplitude 2D.

No final deste capftulo, sdo abordados as condigdes de estabilidade para os esquemas de
Diferencas Finitas e a dispersfio numérica causada pela malha espacial e como solucionar este

problema.

4.1 Discretizagao

Para nossos experimentos numéricos, utilizamos o método das Diferencas Finitas com o
esquema explicito e uma discretizagde uniforme no espago e no tempo.
As derivadas de primeira e segunda ordem no tempo sao aproximadas, respectivamente, pelas

seguintes diferengas:

16
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Ju u(z, 2,1+ Af) —u(x, 2,1 — At)

ou - _ 2 4.1
5 5 + O(AE) (4.1)

Pu ulz,z,t+ At) — 2u(w, 2, t) +u(r, 2,1 — At) L O(a®) (4.2)

a2 AP ' '

Para as derivadas de segunda ordem no espago usamos a seguinte aproximacao

Pu —ulp+24Ap,t) + 16u(p + Ap,t) — 30u(p, £) + 16u(p — Ap, ) — u{p — 2Ap, ¢t)
Op? 12 Ap?

+ O(ApY),

(4.3)
onde p faz o papel de x ou z. Deve-se destacar que as discretizagoes das derivadas sao todas
obtidas usando-se combinagtes de aproximagdes de Taylor em torno do ponto (z, 2,1).

Além disso, deve-se discretizar o dominio onde ocorre a simulagéo de propagagdo de ondas.
Para um dominio bidimensional, duas hipdteses sdio consideradas: (a) uma caixa [z,,z;] X
24, 25) C R?, que contenha a regifio de interesse e que seja suficientemente grande, a fim de evitar
as reflexdes indesejveis das bordas, e (b) uma janela de tempo [0,7] C R. Estes conjuntos sdo

discretizados do seguinte modo:
Ti=2,+ (i —1)Az, 1<i<L, Azx=(x,—xz,)/(L—1)
zi=zo+ ([ — 1Az, 1<i<M, Az=(z—2z,)/(M—1); (4.4)
tr = (k - 1)AL, 1<k<N, At=T/(N-1).

Por ultimo, pode-se definir as sguintes quantidades
Uije = ulTi, 25, tk), S = F(e) e oy =c(m, 2). (4.5)

Para domfnios tridimensionais a discretizagdo é claramente semelhante s definicdes acima,

com a diferenca de que é acrescentada uma dimensée adicional.

4.2 Equacao da Onda 2D

Nesta se¢ao apresentamos um esquema numérico para a equagdo da onda 2D, lembrando que
a solu¢ao numeérica dada por este esquema é uma parte necessdria no método de modelamento
Correcao da Amplitude 2D, descrito no Capiulo 6.

Para a equagdo da onda bidimensional, usando as aproximagdes (4.1)—(4.3) e as definigdes

(4.4)-(4.5), obtém-se a seguinte equagdo discretizada
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Uiy kgl — DUgyk T Uig k-1 _ Uity T 161155 — 30ui 5 + 16U 155 — Uiz
AP 12Az2
-—’U,-gj+2k + 161}1§j+1k - 30’&”,& -+ 16uij_1k — U2k
12A22
+ Gy, (4.6)
onde a;x € a aproximagio do termo §(x — x,) f(¢):
57:7:3 5.?-.7‘3
6(xi = @i, 25 — 23, ) [ (B) = Aopg B = Gtk (4.7)

onde (z;,,2;,) é a posigio da fonte na malha e dp5 € 0 delta de Kroneker: §,, = 1,se p =g e
0pg = 0, caso contrario.
Considerando a malha espacial regular, i.e., tomando Az = Az = A, chega-se ao esquema

explicito para a equacgao da onda 2D

_ 2 2 42
Uijhyl = (2 - 5)\1;3;) Uijr — Uijr—1 T C; AL G

2

- _15(“?,—{-23]9 +'Um—23!c + Uij12k +u1j Zk)

160

2 (ui+1jk + Ui 1k Uik T Uij1 k), (4.8)

onde Ay = c;;At/A é o nimero de Courant. Pelas condigdes (2.10) deduzimos as seguintes

condigOes iniciais para o esquema (4.8): u;;, = uije = 0, paratodoi=1,...,Lej=1,..., M.

4.3 Equacao de Liner

No caso da Equagdo de Liner, o Laplaciano é discretizado da maneira usual, usando (4.3), e

a aproximacao da parte que envolve derivadas temporais é

[att+ -0, + ] w(zy, 24 t;)

(xwzj‘)

~ 1 (uz'jk-f—l"Quijk“‘Uz'jk—l uijk+1_uij!c—1+ WUijk )

e AP 2k — AEE T (k—1)2A82

. (4.9)

1
= ——[br s pp1 4 oty + by k1)
¢ At? 7 & J
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onde , ok 3
by = %ﬁ{%; by = U _(;(_kl‘)zl) ). by = E—Q-k—:—z% (4.10)
Portanto, a Equacao de Liner discretizada, é
by ks + Do Usjre + B3 Uije _ —Uigajk + 16016 — 30uU; 0 + 16U 15k — Uiaji
c At? 12Az2
—; gk + 16U 416 — 30u;54 -+ 16515 — Uij—2k’ (4.11)

12A22

Tomando Az = Az = A e reagrupando os termos, o seguinte esquema explicito para a Equacio

de Liner é obtido:

1
Uijktl = a [('_52 - 4)‘é2j) Uijk — b Uijhk—1
A2
i .
12 (ui+2jk + Ui2jk + Uijpor + uij—?k)
162%
+ T ('Uw;+1jk+ui—lj’k+uij+lk+u1j—lk)} (4.12)

Em virtude do que foi discutido a respeito da condi¢io inicial para a Equacdo de Liner, as

condigdes iniciais para o esquema (4.12) podem ser tomadas como sendo:

[ (nolAt —r35/¢i,5,)

Uil = pre— e (4.13a)
+ DAt — 1y
Uijz — f((n[] ) T‘J/Csajs)’ (413b)
4’J‘Tﬁj

para todo i = 1,...,Lej =1,..., M, onde ry = ﬂxi—mis)z—l-(zj —z;,)% . O namero

interiro 1y ¢ escolhido de modo que nyAt seja da ordem da duracio do pulso da fonte.

4.4 Estabilidade

Como estamos usando esquemas explicitos para as equagdes da onda bidimensional e de

Liner, devemos impor alguma condigio em At e A para que esses esquemas tenham estabilidade

numerica.,
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Definindo cmsx = méx{cy | 2 = 1,...,L; 7 = 1,..., M}, no caso da equagdo da onda

bidimensional, usamos a condigio dada por Alford et al. (1974)

AbCmgx o [3 (4.14)

A 8’

e para a Equacdo de Liner, exigimos que (Bording & Liner, 1993)

At Cmiy 1 (4.15)
A 2

4.5 Dispersao Numérica

As condigdes apresentadas na segdo anterior garantem a convergéncia e estabilidade dos
esquemas {4.8) e (4.12) na norma Euclidiana. Entretanto, o erro da aproximacao nesta norma
néo consegue detectar oscilagdes na solugdo aproximada. Isto representa uma dificuldade quando
estas oscilagBes crescem em magnitude, pois podem atrapalhar a interpretacao dos resultados.

O papel intromissor destas oscilagdes recebe o nome de dispersio numérica. Em geral, pode-
mos diminuir o efeito da dispersdo tomando a seguinte medida: logo depois de determinarmos At
e A que satisfacam a condicdo de estabilidade, fazemos A e At diminuirem na mesma proporcio,
de modo que a condi¢do de estabilidade continue valendo.

A Figura 4.1 mostra um exemplo no qual a dispersédo acaba comprometendo a qualidade
na interpretacio dos dados. Na Figura 4.1.a podemos identificar dois eventos: a onda direta
(com o pico em aproximadamente 90ms) e a onda refletida (com o pico em aproximadamente
em 240ms}. No entanto, nas Figuras 4.1.b e 4.1.¢ conseguimos identificar com clareza somente a
onda direta, pois a onda refletida fica mascarada pela dispersao devida & malha espacial. Para
construir este exemplo, usamos o esquema (4.8) com trés valores diferentes para A e um valor
para At de modo a satisfazer a condi¢do de estabilidade nos trés casos. Neste caso observamos

que, quanto maior A, isto €, quanto mais grosseira é a malha, maior a disperséo.
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(a)

0.05-

-0.05

0.05

-0.05

0.05

1 1 R R |
0 50 100 150 200 250 300
Tempo (mMs)

Figura 4.1: Ondas direta e refletida (bidimensionais). Solugfo numérica usando o esquema, (4.8) com:

(a) A=5m, (b) A=10m e {¢) A = 15m. Em todos os casos At = 1 ms.



Teoria dos Raios

Neste capitulo apresentamos alguns resultados relativos & Teoria dos Raios de ordem zero,
também chamada de Optica Geométrice.

Este método é principalmente utilizado para modelamento, isto é, para a construgio de
sismogramas sintéticos. Além disso, esta teoria auxilia na derivagio dos métodos de inversdo de
dados que, por hipGtese, assumem um comportamento assintético na fregiiéncia.

Basicamente, vamos utilizar a Teoria dos Raios para alcancar quatro resultados. Mostramos
que as equagdes Iconal-2.5D e Iconal-Liner sdo iguais, provando que a parte cinemética da
equacdo de Liner estd correta. Em seguida, estimamos a diferenca entre as amplitudes obtidas
pela Equacao de Transporte 2.5D e Equacdo de Transporte da Equacéo de Liner, para o caso
especial em que a velocidade depende linearmente da profundidade. Por ultimo, utilizamos a
Teoria dos Raios para obter duas aproximagoes assintéticas: fungdo de Green para meios nao
homogéneos e fungdo de Green para o problema da onda refletida em uma interface suave.

Um quinto resultado € prépria derivagdo do método da Corregio da Amplitude 2D, o qual é

abordado no Capitulo 6.

5.1 Aproximacao Assintdtica

Em primeiro lugar, como as aproximagoes assintéticas sao realizadas na freqiiéncia, é pre-
ferivel se trabalhar com a equagdo da onda reduzida, também chamada de Fquagdo de Helmholiz,
2

W 3 —
6;5;5 + 6yy + 6;,2 + Z}'c)—zil TJJ(X., ‘lU) = 0._. (51)

que ¢ obtida pela Transformada de Fourier no tempo da equacéo da onda 3D para x # 0.

A idéia principal da Teoria dos Raios é assumir, por hipotese, que a solucdo do problema

22
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acima tem uma expressao assintdtica do tipo

06) % 3 (i)™ Ay €7 52)

No caso da ()ptica Geométrica, considera-se apenas o primeiro termo da série assintética, isto é
4o, 0) & Alx)e 70, (53)

onde, por economia de notacao, A = Ap.
Quando a solugéo tentativa (5.3) é inserida na Equagao de Helmholtz, obtém-se uma equagéo
polinomial de segundo grau em w (veja Apéndice F). Igualando os coeficientes deste polinémio

a zero, trés equacoes sio obtidas

W AA(x) =0, (5.4a)
wh:  2VA(x) - Vr(x) + A(x) Ar{x) =0, (5.4b)
i Ve = - (;)Q, (5.4c)

onde V é o Gradiente e A é o Laplaciano, que sdo definidos por

Vi = (8fs 3f,8.f) (5.5a)
Af = Opuf +0yf +0.f. (5.5b)

Assume-se que a equacio (5.4a) é satisfeita. As equacgdes (5.4b) e (5.4c) chamam-se respectiva-
mente Fquacdo de Transporte e Equacdo Iconal.

A Equacgio Iconal traz informacgao somente sobre tempos de trinsito 7. Por outro lado,
a Equacdo de Transporte relaciona os tempos de tramsito 7 com as amplitudes 4, mostrando
como estas quantidades sdo transportadas, como diz o préprio nome da equagio. Assim, o
procedimento natural é buscar uma solugdo da Equacgao Iconal em primeiro lugar, para em
seguida substituir esta solugdo na Equagio de Transporte. Em poucas palavras, a Equacdo
Iconal resolve a parte cinemaédtica do problema enquanto a Equacdo de Transporte soluciona a
parte dindmica.

Em geral, utiliza-se 0 método das caracteristicas para se encontrar solucdes da Fquacdo
Iconal. As caracteristicas, ou raios, sdo curvas que cobrem toda uma regido do espaco, de modo

que ao longo cada raio os tempos de transito ficam determinados. Por outro lado, para cada
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raio, estes tempos de transito podem ser inseridos na Equacio de Transporte, determinando-se,
portanto, a amplitude correspondente a cada tempo de transito.

Resumindo, para se computar a solucio assintética do problema de propagacdo de ondas
em uma regifo do espaco, procede-se do seguinte modo: cobre-se densamente tal regido com
um feixe de raios que sdo regidos pelas equagdes caracteristicas, derivadas da Equacdo Iconal;
em seguida, ao longo de cada raio, computa-se o tempo de transito e determina-se, através da

Equacao de Transporte, a amplitude correspondente a cada tempo de transito.

5.2 Equacgoes do Raio

Como a Equacdo Iconal sé depende de 7(x), busca-se primeiro a sua solucéo, usando o método

das caracteristicas. Basicamente o método das caracteristicas € uma mudanga de varidveis,
(z,9,2) +— (0,0,4), (5.6)

de maneira que quando se insere estas novas varidveis no problema, a Equacgéo Iconal, que é uma
equagdo diferencial parcial (EDP) néo-linear de primeira ordem, é transformada em um sistema
de equacoes diferenciais ordindrias (EDO), cujo pardmetro é o. As outras duas varidveis, 8 e ¢,
sdo responsaveis pela parametrizacio de uma superficie no espago, onde, por hipétese, a solugao
do problema é conhecida.

Utilizando este método (Bleistein, 1984), obtém-se as Equagdes do Raio (ou equacdes carac-

teristicas)
% = p (5.7a)
& = (%) o
j_; N c(ic)z o7
p = Vr (5.7d)

As Equagbes do Raio envolvem sete quantidades a serem determinadas e por isso sio ne-
cessdrias sete condigoes iniciais. Como o problema congiderado é a determinagio de um campo
de ondas devido a uma fonte pontual, é dessa informagdo que se obtém as seguintes condi¢des

iniciais:

X(O) = ($3,‘y5,zs) (58&)
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p(0) = cl(cosqbsinﬂ,sinqbsinﬂ,0059) (5.8b)
{0) = 0 (5.8¢)

onde ¢, = ¢(x,). Os parAmetros ¢ ¢ § parametrizam a superficie inicial, que neste caso se reduz
a uma esfera infinitesimal cujo centro é x;.

Das equagdes (5.7a) e (5.7d), pode-se tirar uma importante concluséo: o vetor tangente ao
caminho que o raio percorre e o gradiente do tempo de trénsito sio sempre colineares. Dai,
conclui-se que os raios interceptam ortogonalmente as superficies de nivel do tempo de transito.

Em outras palavras, os raios sao ortogonais as frentes de onda.

5.3 Solucao da Equacao de Transporte

Ao introdugzir as informacoes das Equacdes do Raio na Equacgao de Transporte, ela é trans-
formada em uma EDO dependente do pardmetro o. Mais precisamente, usando as equacdes do

raio (5.7a) e (5.7d), pode-se reescrever a Equacido de Transporte como

dx
2—— VA + AAT =0, .
i VA + =0 (5.9)

Multiplicando a equagdo acima por A e usando a regra da cadeia, chega-se a

E(i? (4?) = —aAAr. (5.10)

Entretanto, como é mostrado por Bleistein (1984},

d
AT = d_g'_ (log Jg) 3 (511)
4 +# . - o . ' + 8(3:‘] y',l z)
onde J3 é o médulo do Jacobiano da transformacao de varidveis, isto €, J; = m . Rees-
crevendo a EDQO, vem o
d 5 d
e integrando em ¢, chega-se a
Jg(O'n)
Aley=A ——, 513
(0) = Alooly| (5.13)

Para a definicio completa da formula acima, sao necessdrias duas condigdes iniciais A(oy) e
J3{0y), quando gy — 0. Estas condiges iniciais devem ser obtidas das préprias condigdes (5.8a)-

(5.8c). No entanto, no caso da fonte pontual, J5(0) = 0. Para se evitar esta singularidade, o
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procedimento consiste em aproximar as condigdes iniciais obtidas sob a hipétese de fonte pontual,
considerando uma esfera infinitesimal com centro na fonte x,, tal que no interior desta esfera o
meio é homogéneo com ¢(x) = c{x;). Nesta esfera, aproxima-se p(o) por seu valor inicial (5.8b).
Deste modo, nesta regiao

g . . .

x = —(cos ¢sind, sin ¢ sin 4, cos §) + x,, (5.14)

Cs
onde og € pequeno o suficiente para que x pertencga ao interior da esfera. Assim, pode-se computar
o Jacobiano
oZsiné 5

3 5.15)

)

Jg(o‘g) ~

Por outro lado, pode-se tomar A(op) como sendo a amplitude da funcdo de Green 3D no
interior desta esfera, tomando o cuidado de considerar a fungio de Green 3D na freqiiéncia,

dada pela equacdo (A.15). Isto é,

Afo) = ETI_R’ (5.16)
onde R = ||x — x,||. No entanto, usando a equagdo (5.14),
R =|x —x,| = go/cs, (5.17)
g, portanto,
A(oo) ~ M;ﬂ = (5.18)

Inserindo as expressoes (5.15) e (5.18) na formula (5.13), chega-se A soluciio da Equagio de

Transporte ao longo de um raio parametrizado por &

Ao) = é,/%. (5.19)

5.4 Teoria dos Raios Aplicada ao Modelo 2.5D

No caso do Modelo 2.5D, a velocidade nio depende de y, isto é,
c = ¢z, 2). (5.20)

Além disso, deseja-se obter somente a solugéo restrita ao plano y = 0. Gragas a estas duas
condigbes simplificadoras, podemos particularizar as equagdes Iconal e de Transporte para o

caso 2.5D.
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5.4.1 Equacao Iconal 2.5D

Como a velocidade ndo depende de g, pode-se analisar facilmente a equagio para a quantidade

p2. Da equagdo (5.7b) vem
dpz i 0 1
—— = —t——== 0,
do 2 Oy \ ¢z, 2)

entdo, usando a condigdo inicial {5.8b),

' in &

Por outro lado, utilizando (5.7a), pode-se computar a quantidade y

(o) = o sin ¢ sin §
AT ey, z)

Comparando as duas equagbes acima, conclui-se que

y(o) = opa().

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

Além disso, como se deseja analisar as ondas confinadas ao plano y = 0, deve-se tomar ¢ tal

que sin ¢ = (, implicando que cos ¢ = 1.

Eliminando y e ps das Equacdes do Raio e suas condigoes iniciais, chega-se as Equagdes do

Raio 2.5D e suas condigBes iniciais:

dx

Ao = p(o),

ap 1 1

i 2V(c(x>2)‘
dr _ 1

do T o(x)”

x(0) = x;,

p(0) = e )(sinﬂjcose?),
(0) = 0,

{5.25a)

(5.25h)

(5.25¢)
(5.25d)
(5.25€)

(5.251)

onde 08 vetores X e p € o operador V sao todos bidimensionais. Pode-se observar que as Equages

do Raio 2.5D sdo simplesmente as Equagdes do Raio 2D, mostrando que a parte cinemaética da

equacdo da onda 2D aplicada ao Modelo 2.5D é correta.



5. Teoria dos Raios 28

5.4.2 Equagao de Transporte 2.5D
Reescrevendo a equacgao de transporte,
2VA-Vr +8,A 0,7+ AAT+ A D, (0,1) =0, (5.26)

onde o gradiente V e o Laplaciano A devem ser entendidos como operadores em duas dimensoes.
Procedendo como antes, usando as Equacoes do Raio 2.5D, a Equagdo de Transporte ¢ trans-

formada em uma EDO dependente de 0. Lembrando que

Y =0opy = 00,T, (5.27)
conclui-se gue
Y 1
8, (0,7) = 8, (3) =-. (5.28)
Portanto, para ¥ = 0, a Equagao de Transporte 2.5D é
A
2 VA2_5 -Vr + A2.5 AT + 02_'5 = O, (529)

onde Ag5 = A(z,0,z). Prosseguindo com o desenvolvimento da equacéo, obtém-se

A3, 1 d d
25 _AZ - = — —A2 . .
7 55 (J + = log Jz(a)) 2.5 ( e log({oJs (J))) : {5.30)
Nz, 2)| . s
onde Jp = |det e foi usado o resultado (Bleistein, 1984)
o, 8)
d -
AT = T log J, (o). (5.31)

Integrando a equagdo diferencial em ¢, chega-se ao resultado

GUJ:a(Jo)

Az.s(ff) = Az (0‘0) O’JZ(O') .

(5.32)

Considerando as seguintes condigdes iniciais para Ass(oo) e Jo(oy), obtidas a partir das

condigdes (5.15) e (5.18)

1
Ass(og) = P (5.33a)
o
Jo(og) = -, (5.33b)
C&’
obtém-se a expressao para amplitude ac longo do raio parametrizado por o
1
Ays(o) = (5.34)

dmyfody (o) '
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5.5 Teoria do Raios Aplicada & Equacao de Liner

O procedimento com a Equagfo de Liner é 0 mesmo que é aplicado & equacac da onda 3D.
Isto é, deve-se inserir a solugéo tentativa (5.3) na Equacgéo de Liner na freqiiéncia, para em
seguida considerar separadamente o coeficiente de cada poténcia de w. Primeiramente, deve-se
aplicar a Transformada de Fourier no tempo na Equacio de Liner, para obter a Equacao de

Liner na freqiiéncia (veja Apéndice E):

2
c(x)? [am + 0y + ?Z?} Ouwti{X, w) + 3wd,4(x, w) + 24(x,w) = 0. (5.35)

Em seguida, ao inserir a solucgao tentiva (5.3} na equagio acima e agrupando os termos, obtém-se
uma equacao polinomial de segundo grau em w {Apéndice F). Igualando os coeficientes de cada

poténcia a zero, sao obtidas trés equacoes diferenciais ordinarias:

W AL V() - T(x) AAL(x) = 0, (5.36a)
whi 2VAL(X) - Vr(x) + AL(x) AT(x) + _cfj:—r)dz(’ri();(j = 0, (5.36b)
2 I WIP = C(i)g, (5.36¢)

onde os operadores V e A sao bidimensionais. Assume-se que equacio devida & poténcia de
ordem zero ¢ satisfeita. Chamamos as outras duas equagdes, (5.36b) e (5.36¢), de Fquacdo de

Transporte- Liner e Fquacdo Iconal-Liner, respectivamente,

5.5.1 Equagao Iconal-Liner

Uma primeira conclusdo pode ser tomada: as equaces Iconal 2.5D e Iconal-Liner sdo iguais.
Vale lembrar que ambas equagtes se reduzem & préopria Equagio Iconal 2D, mostrando que tanto
as equagoes da onda 3D e 2D e Equacdo de Liner produzem os mesmos tempos de transito no
Modelo 2.5D, ao menos para eventos de alta freqiéncia. Pode-se concluir, portanto que a parte

cinematica da Equagao de Liner € correta.

5.5.2 Equagao de Transporte-Liner

Como antes, a Equacdo de Transporte-Liner é reescrita como uma EDO cujo pardmetro é ¢.
Para isto, as préprias Equagbes do Raio 2.5D (5.25a)—(5.25f) podem ser usadas, uma vez que as

equagoes Iconal 2.5D e Iconal-Liner séo iguais.
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Usando a equagao (5.25a) na expressio (5.36b), obtém-se

AL AL p d

—1
do cAr Y do og(2)

d
onde foi usado que A7 = T log(Jy). Dividindo por A%, segue que

d 9 1 d
— = —— — —log(J5).
do (log AL) v do log(2)
dr 1 N
Por outro lado, lembrando que == (equagdo (5.25¢) ), chega-se a
1 1 dr d
&7 A do )
Portanto,
d 5 d
E‘—log (AL) =—a log (7J3)

Integrando em o, obtém-se

Ar(00)’ 7(0)J2(0)
ou melhor,
(o) = (o), DD,

Considerando as seguintes condigées iniciais para Ay, {o;) e J(oy):

1

Av(o0) = drag/c

a9

Ja2(og) = —

2( 9) cg 3
chega-se & formula da amplitude ao longo do raio parametrizado por o:

AL(O') = !

- dmifc2r(o)Ja(0) .

5.6 Comparacao das Amplitudes: Liner x 2.5D

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

Comparando as expressdes das amplitudes da Teoria dos Raios 2.5D e Teoria dos Raios

aplicada a Equagdo de Liner, dadas pelas férmulas (5.34) e (5.44), respectivamente, chega-se a

2
Ay _ O
Ar o
Definindo esta razdo como «, pode-se reescrever a equagio acima

Ass = oAy,

(5.45)

(5.46)
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onde o = (/c27/0 . Esta equagdo mostra como corrigir a amplitude obtida pela Equacao de
Liner para a amplitude 2.5D, de modo semelhante a0 método da Corre¢iio da Amplitude 2D
(Capitulo 6). Na prética, com uma solucio numeérica da Equagdo de Liner € uma boa estimativa
para o parametro ¢ pode-se corrigir a solucdo de Liner para a solugéo 2.5D usando a equagao
(5.46). H4 uma vantagem desta correcdo sobre a Correcdo da Amplitude 2D: nfo necessita da
correcdo da forma do pulso, operagio que, na Correcdo de Amplitude 2D, é executada pela
Semi-derivada.

Vale observar que hid uma outra maneira de se chegar ao fator corretivo «, onde néo é
necessario o conhecimento prévio das férmulas das amplitudes A, 5 e A;. Este desenvolvimento
é feito no Apéndice G.

O fator o dd4 a medida de quanto a Equagio de Liner ¢ precisa. Para meios homogéneos
conclui-se que & = 1, implicando que Ay e Ay, séo iguais e mostrando que neste caso Equacgdo
de Liner d4 a resposta correta no sentido da aproximagao assintética de ordem zero. Por outro

lado, pode-se notar que o fator ¢27 é uma aproximagio para o, isto é
7 2
o= / ctdr' = ¢l (5.47)
0

Portanto, para meios ndo homogéneos a aproximacéo de o por ¢?7 jd nao ¢ tio boa, implicando
em uma perda na qualidade da solugio da Equacio de Liner.
Acreditamos que a Equacio de Liner possa ser aperfeigoada, usando-se melhores apro-

ximagdes para 0. Um exemplo, ndo trabalhado neste texto, pode ser considerar a velocidade

I3 AL
ms — A\ < . 5.48
Cr S AL ( )

em lugar da velocidade ¢, na Equacio de Transporte de Liner (5.36b). Neste caso, assume-se

“root mean squore” (RMS)

que a velocidade do meio depende somente da profundidade e aproxima-se 0 meio por camadas
horizontais. A velocidade RMS ¢ uma média ponderada das velocidades c; destas camadas. O
peso de cada ¢; nesta média é At;, que é o tempo para um raio vertical atravessar a camada 3.

Para melhor exemplificar o erro cometido pela solucio da Equagdo de Liner, pode-se con-
siderar a velocidade dependente apenas da profundidade, isto é, ¢{x) = c(z). Neste caso, as

expressoes para o e 7 sdo (Bleistein, 1986)

1 sin® @

7= /: dzr(t:(z’)2 - C(zs)2)_1!21 (5.4%2)
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: —1/2
2 1 1 sin®g\ "'
= - . A
T = ¥y (c(z')2 () (5.49D)

No caso em que a velocidade do meio varia linearmente com a profundidade
cx)=clz) =cy+az, (5.50)

as integrals acima podem ser computadas, chegando-se a

0 — /1 —p2leo + a{z — 2,))?
.o oS \/ p[c: a{z — 2] | (5.51a)
ap

- llog (1 + cos@)jeg + a(z — z;))

@ CU+CO\/1—p2[Co+G(Z—Zs)]2

(5.51b)

onde p = sin#/¢,.
Considerando z; = 0 m, 2 = 400 m e ¢y = 1 m/ms, pode-se computar o erro relativo entre Ay,
e Ay 5, onde a € [—0.0005,0.002] e # € [0,7/2], usando as férmulas acima. Este erro é mostrado

na Figura 5.1, onde a regido vazia indica a ndo existéncia do raio para o par (g, ).

25|

Erro relativo (%)
[=]
!

0.5

1

d v, . >

e."ondade (10“‘3/ 1.5 0 r?_g\%
n?s)

e Yariacs,

Figura 5.1: Frro relativo entre as amplitudes Ay, e As s, quando a velocidade do meio varia linearmente
com a profundidade, com uma taxa linear a entre —0.0005 ms™! e 0.002 ms™! e com o

angulo inicial do raio & entre 0 e 90 graus.

Para o caso especial em que sin @ = 0, isto é, quando o rajo estd na diregio vertical, e tomando

z, = 0, as expressoes para ¢ e T Sao

o = cpz+a, (5.52a)
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(5.52b)

Usando as férmulas acima, podemos analisar previamente o erro cometido pela Equagio de
Liner com o auxilio das Figuras 5.2 e 5.3. A Figura 5.2 mostra o erro relativo entre as amplitudes
Ar e Ay s, no caso do raio vertical (f = 0). Neste caso, sdo desenhadas quatro curvas dependentes
da taxa da variacdo da velocidade a, onde cada curva corresponde a uma profundidade final do
raio. A Figura 5.3 também mostra o erro relativo entre as amplitudes A;, e Az5, no caso do
raio vertical (# = 0). Eniretanto, neste caso, as quatro curvas desenhadas sdo dependentes da
profundidade final do raio, onde cada curva corresponde a uma taxa de variacido da velocidade.

As curvas da Figura 5.2 se cortam em a = 0 e neste ponto os erros relativos sao nulos, pois
al a razdo ¢2r/c ¢ igual a um, indicando que a aproximacio é 6tima. Podemos observar que,
quando a taxa linear a é positiva, a amplitude computada pela Equacdo de Liner é maior do
que a amplitude computada pela Teoria dos Raios 2.5D, pois a aproximagdo ¢ subestima o
parametro g, implicando que o < 1. Por outro lado, quando a taxa linear é negativa, a amplitude
da Equagao de Liner é menor do que a amplitude da Teoria dos Raios 2.5, pois a aproximagao

¢t superestima o parametro o, fazendo com que & > 1.

100 T

9]
o
T

]
4
\
1
!
b
|
i

Erro relativo (%)

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
Taxa de variagao da velocidade (1/ms) X107

Figura 5.2: Erro relativo as amplitudes Aj, e Ass5, quando a velocidade do meio varia linearmente
com a profundidade, para o rajo vertical: z = 500 m (linha continua), z = 1000 m (linha

tracejada), z = 1500 m (linha ponilhada) e z = 2000 m (linha ponto-tracejada).

Como os erros relativos para as taxas lineares positivas e negativas tém sinais contrérios, isto
pode sugerir que para uma onda refletida os erros relativo das ondas descendente e ascendente
se cancelem, levando a um erro acumulado pequeno. Entretanto, isto nio é verdade.

Para analisar o que acontece com o erro relativo de uma onda refletida, pode-se considerar
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Figura 5.3: Erro relativo entre as amplitudes Ay e Ass, quando a velocidade do meio varia linear-
mente com a profundidade, para o raio vertical que representa a onda direta registrada
na profundidade z ou a onda refletida na profundidade z e registrada em z = 0. Taxas
lineares: @ = —0.0005 ms~! (linha continua), & = 0.0005 ms™* (linha tracejada), & = 0.001

ms~! (linha pontithada) e ¢ = 0.002 ms™! (linha ponto-tracejada).

que as amplitudes Ags e Ap, a0 longo de todo raio (incidente e refletido) satisfazem a seguinte

relacdo

Azs = oy Ay, (5.53)
onde

oy = Cil , (5.54)

onde 73 € oy sao computados ao longo de todo raio refletido. No entanto, o tempo de transito da,
onda descendente é igual ao da onda ascendente e o pardmetro ¢ do raio descendente também

é igual ao ¢ do raio ascendente. Isto implica que valem as seguintes relagbes: m = 27 e 6, = 20

e, portanto
ay = 2547 _ o (5.55)
1= % = 5 .
implicando que
A2‘5 = OiAL, (556)

isto é, o erro relativo da onda refletida é igual ao erro da onda descendente.
Para melhor exemplificar, pode-se considerar o raio vertical em wm meio cuja taxa linear
de crescimento da velocidade é @ = 0.001 ms™!, a profundidade final do ralo é z = 400 m e a

velocidade inicial é ¢p = 1.6 m/ms, Utilizando as férmulas (5.52a) e (5.52b), chega ao seguinte
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valor para « correspondente a onda refletida

.62 2
a:\/lfi x 1000 x log 1.25 ~ 0.8907 (5.57)
720
implicando que o erro relativo da amplitude de Liner é
— A 1
A=A _ L n190m (5.58)
Ass &

este erro é confirmado numericamente pela anélise do erro da amplitude na figura 7.17.

5.7 Onda Refletida

Para o caso de uma interface suave, que separa o meio em duas camadas, a onda refletida
agsume a seguinte expressao
R(x)

uR(x! t) = z(?)f(t - T(X)): (5'59)

onde R é o coeficiente de reflezio, L é o fator do “abrimento” geométrico e 7 é o tempo de
chegada da frente de onda. Além disso, assume-se que o ponto de reflexdo x, sobre o refletor ji
estd determinado.

O coeficiente de reflexdo R (Bleistein, 1984) é computado, aproximando-se em x, a frente
por uma onda plana e o préprio refletor pelo plano tangente em x,. Por outro lado, o fator
do abrimento geométrico (Schleicher et al., 1993) leva em conta nio s6 como a onda se espalha
antes e depois da reflexdo, como também no préprio ato da reflexdo. Em outras palavras, R
depende somente do angulo de reflexdo e do contraste entre as velocidades ¢ £ depende de ¢ a0
longo do raio e da curvatura do refletor.

No caso em que 0s semi-espacos acima e abaixo do refletor plano sio homogéneos, com

velocidades ¢y e ¢;, respectivamente, as férmulas para os coeficientes R, £ e 7 séo

7= dfeg; (5.60a)
- i_;__ "Zii; (5.60b)
L = 4nd (5.60c)

onde
o = [(eo/cr)? - 1] (sect)’ (5.61a)

d =[x — x| +lIx ~ x|, (5.61b)
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onde x; e X, sdo a posicdo da fonte e 0 ponto de reflexdo, respectivamente, e # ¢ o angulo que o
raio faz com a normal ao refletor no ponto de refexdo. Quando o refletor é um plano horizontal
e a fonte e o geofone estdo situados & mesma altura, pode-se especializar ainda mais as férmulas
acima. Considerando que a distancia que separa a fonte e geofone é 2h e que o refletor plano

estd a uma profundidade H, temos:

o = [(eofer)? = 1] [(h/H)? +1] (5.62a)
d = 2R+ H?, (5.62b)



Correcao da Amplitude 2D

Neste capitulo é apresentado o método de modelamentro chamado Correcao da Amplitude
2D. Como o préprio nome diz, a principal idéia deste método é corrigir as amplitudes de solugdes
bidimensionais computadas por algum método 2D, como por exemplo, Diferencas Finitas ou
Elementos Finitos.

A Correcio da Amplitude 2D é deduzida a partir da Teoria dos Raios aplicada ao Modelo
2.5D. Basicamente, a corre¢io consiste em convoluir no tempo um fator especifico com a solucao
2D. Lembrando que convolugbes no tempo sdo multiplicagbes na freqiiéncia, é natural que a
correcao da Amplitude 2D seja realizada no dominio da fregiiéncia.

De fato, a correcdo efetuada por este fator pode ser dividida em duas partes distintas: a
correcdo da forma do pulso e prdprio escalonamento da magnitude do pulso. A parte do fator
que ¢ responsavel pela correcio da distor¢do do pulso é a operacio de Semi-Derivada no tempo.
Por outro lado, a parte do fator que corrige a magnitude da amplitude envolve o fator ¢, calculado
pela Teoria dos Raios 2.5D.

Neste trabalho, consideramos que o dado de entrada para a Corregio de Amplitude 2D é a

solugao dada pelas Diferengas Finitas aplicadas a equagao da onda 2D.

6.1 Teoria do Raios 2D

Para se aplicar a Teoria dos Raios em um modelo 2D, basta lembrar que este modelo é
completamente cilindrico, tanto estruturalmente, quanto em relagao a propagacio de ondas.
Portanto, pode-se aproveitar bastante da Teoria dos Raios 2.5D), sempre lembrando que nela se
utilizam fontes pontuais enquanto na Teoria dos Raios 2D deve-se utilizar fontes em linha,

A Equaclo de Transporte 2D é simplesmente a Equacio de Transporte 3D com uma varidvel
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a menos, que neste caso é a varidvel y:
2Vr - VA + AsAr =1,

onde os operadores V e A sdo bidimensionais e as quantidades A; e 7 dependem somente de z e
2. Observe que a equagio acima seria igual & Equacio de Transporte 2.5D se inclufsse o termo
A/o. Procedendo da maneira usual, usa-se a informacéo das Equacdes do Raio 2.5D na equagao

acima, para transformé-la em uma EDO cujo pardmetro é ¢. Portanto,

d A2 d
do’z = —A%—E 10g JQ(J),

d
onde é usado o fato de que At = o log J5. Integrando em ¢, obtém-se
g

J2{09)
JQ (O’) )

AQ(O’) = AQ(O'U) (61)

Em seguida, deve-se obter valores para as condicGes iniciais Ja(0g) € As(oy).

Para J3(cq), utiliza-se a mesma expressao (5.33b) que é utilizada na Teoria dos Raios 2.5D,

isto é
Og

Ja(o0) = 2
lembrando que ¢; = c(xs, 2,). No entanto para A,(oy) nao podemos usar a expressio (5.33a),
pois a derivacdo desta condigdo foi feita sob a hipotese de fonte pontual em x,. Para obter uma
aproximacdo para A;(vp) deve-se considerar que a fonte ¢ uma linha infinita passando por x,
e ortogonal ao plano y = 0. Assim, considera-se que o meio é homogéneo no interior de uma
circunferéncia cujo centro é x, (ou um cilindro em 3D, cujo eixo passa por x;}. Portanto, para
Ay(op) toma-se a amplitude da fungdo de Green 2D transformada por Fourier no tempo, dada

pela equagéo (B.9)

e—i?r;‘élsignw
Ag(go) N,
2./2m|wlr/c,
Portanto, inserindo as condiges iniciais na equacgéo (6.1}, chega-se a
e—iﬂ';’flsignm

Aylo) = —————.
= o)

Quando se compara as expressées da Amplitude 2.5D e Amplitude 2D, dadas respectivamente

(6.2)

pelas equacdes (5.34) e (6.2), chega-se a

A, Vono ’

que, de fato, é o préprio fator de ajuste entre as amplitudes.

Asg ||l (im/4signw
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6.2 Correcao no Dominio da Freqiiéncia

Sejam uy(z,2,£) a solugio obtida pela simulacio da equacdo da onda 2D e wy(z,0,z )
a solucio 4 qual se deseja chegar (solugdo tridimensional no plano y = 0). Considere suas
Transformadas de Fourier no tempo: is(z, 2, w) e 43(z, ¥, z,w). Usando a equacio acima, chega-
se & expressao de como corrigir uma solugio 2D para uma solucdo 3D no plano y = 0:

(2,0, 2, w) = Z'm::r(m 2)

exp {EE sign{w )]ﬁ;g(m}z,w), (6.3)

onde o(z, z) é dado por
o(z,2) = [ o', 2 ) dt = [ e(', 2')ds. (6.4)
r
Na integral (6.4), I é o caminho percorrido pela frente de onda do ponto (z,, z,) até (z,z) e ds é
o diferencial de comprimento de arco. No caso em que a velocidade é constante (cg), a expressdo

ge reduz a

o = cpd,

onde d é a distancia percorrida pela frente de onda que sai da fonte e chega a0 geofone.

Cabe dizer que, embora este método apresente uma resolugdo simples para o problema das
amplitudes erradas da solugio 2D, a dificuldade aparece no célculo da integral em (6.4). No
caso em que © meio é ndo homogéneo, o caminho percorrido I' pela onda nio é conhecido e tem
que ser determinado independentemente, usando a solugio da equagio Iconal. Portanto, para se
achar I' no caso geral, deve-se fazer uma modelagem por Teoria dos Raios, chamada Tragamento
de Raios, implicando que o custo de determinar ¢ € equivalente ao custo de uma modelagem por

Teorlia dos Raios.

6.3 Correcao no Dominio do Tempo

Pode-se definir o operador Semi-Derivada de uma fungdo ¢(¢) como sendo (Oldham &

Spanier, 1974)

DY24(1) = %gdg/_;dfﬁ%’ (6.5)

onde ¢(t) é uma uma funcéo tal que a integral faga sentido.

Tomando a Transformada de Fourier na equagdo acima (veja o Apéndice D) chega-se ao

seguinte resultado

[Dl;’z ] = \/- exp[@% sign{w )] gl{w).
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Comparando a equagdo acima com a expressao (6.3), pode-se concluir que

us(z,0,2,1) = —~—1———D1”2u2($, z,t), (6.6)
2no(x, 2)

onde o ¢ dado por (6.4). A expressio acima mostra como corrigir a amplitude no domjinio do

tempo, onde D'/? corrige a forma distorcida do pulso e o fator (275)~!/2 reescala a amplitude.



Experimentos Numéricos

Neste capitulo sdo considerados trés modelos para testar a viabilidade da Equagdo de Liner,
do ponto de vista numérico. Nos trés modelos, a qualidade da solugdo é investigada usando-se
ondas refletidas por uma interface que separa o meio em dois semi-espagos.

Vale lembrar que os experimentos realizados neste trabalho, bem como os graficos, foram

todos implementados usando rotinas do MATLAB.

7.1 Sinal da Fonte

Utilizamos para nossos experimentos um pulso de Ricker, cuja expressdo ¢ dada por

[1—2(x(t = t) /)] e g >0
ft) = ‘ (7.1)
0 , t<0,

onde i, ¢ o ponto de maximo de f(¢). O pardmetro {, também regula em proporcio direta a
dura¢do do sinal. Se ¢, é bem pequeno, obtém-se um sinal curto com poder de alta resolucio,
uma caracteristica desejavel. Além disso, quanto menor a duragio do sinal, mais “verdadeira” é
a segunda parte da conjectura de Liner, de modo que o pulso das ondas simuladas pela Equacéo
de Liner ficam menos distorcidos. Por outro lado, um ¢, muito pequeno causa o problema
da dispersdo cujo pior efeito € a deterioracio da propria resolucdo. A Figura 7.1.a mostra o
sinal de Ricker no tempo, enquanto na Figura 7.1.b é mostrado o sinal de Ricker no dominio
da freqiiéncia, onde o pico estd exatamente em 1000/t. Hz. Usamos f, = 36 ms em todas as

simulagbes deste trabalho, portanto, a freqiiéncia de pico é de aproximadamente 28 Hz.

7.2 Modelos

Todos os trés modelos considerados séo compostos por uma tinica interface dividindo o espago

em dois semi-espagos. O meio abaixo da interface é sempre homogéneo. A configuragdo fonte-
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Figura 7.1: (a) Pulso de Ricker com duragfo de 72 ms. (b) Representacio do pulso de Ricker na

frequiéncia.

geofone escolhida para os modelos chama-se tiro comum, onde a fonte é fixada na origem e o0s
geofones afastam-se da fonte.

Para o Modelo A computamos com a Equagdo de Liner as ondas direta e refletida e para os
Modelo B e C computamos somente a onda refletida. No caso da onda direta, comparamos a
solugdo obtida com a solugdo dada pela Corregdo da Amplitude da onda direta 2D (Capitulo 6)
e com a solugdo analitica da onda direta dada pela formula (2.8). No caso da onda refletida,
comparamos a solugdo obtida com a solucao dada pela Correcdo da Amplitude da onda refletida
2D e com a solugdo computada através da Teoria dos Raios, usando a férmula (5.59).

0O Modelo A estd representado na Figura 7.2. Consideramos 22 geofones com 20 metros de
separacao entre cada um. A distancia entre a fonte e o primeiro geofone é de 200 m. O refletor
é um plano horizontal situado a 400 m de profundidade. A velocidade do meio acima do refletor
é ¢g = 2.0 m/ms e do meio abaixo é ¢; = 2.5 m/ms.

A Figura 7.3 mostra as se¢des sismicas da onda direta computadas através da solucgéo
analitica, da Corre¢do da Amplitude da solugdo 2D e da simulagfio por Diferencas Finitas da
Equagao de Liner, respectivamente.

Pelos tracos exibidos nestas figuras, podemos observar que o tempo de chegada da onda
direta pela Equagdo de Liner ¢ quase coincidente com o tempo de chegada analitico. Este fato
pode ser visto em detalhe pela Figura 7.4 que mostra o trago sismico do geofone situado a 300m
da fonte. Entretanto, isto nfo quer dizer muito, uma vez que até mesmo o tempo de chegada
obtido pela equacdo 2D é correto, como é discutido na Subsecdo 5.5.1. No entanto, podemos

encarar isto como um primeiro teste no qual a Equacdo de Liner se mostrou satisfatoria.
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Figura 7.2: O Modelo A é composto por 22 geofones, uma fonte pontual e um refletor plano horizontal

(ue separa 0 meio em dois semi-espacos homogéneos.

Um segundo teste, mais importante, é analisar a amplitude da onda computada. Pela Fi-
gura 7.4, podemos observar que embora o trago da onda de Liner esteja um pouco distorcida,
seu maximo (o pico) é quase coincidente com o pico do trago analitico. A distor¢do do pulso
computado pela Equagao de Liner se deve ao ndo cumprimento da hipdtese ¢t = 7. Quanto mais
longe do posic@o do pico, que representa o tempo de chegada 7, mais violada estd a hipétese,
implicando em uma perda na qualidade da solucgio.

A Figura 7.5 mostra os picos registrados em cada geofone e o erros relativos cometidos pela
Correcao da Amplitude 2D e pela solucdo da Equacdo de Liner. Podemos observar que o erro
relativo tem seu maximo em torno de 1.5%. Este erro jéd havia sido previsto, pela prépria
constru¢ao da Equacdo de Liner, na qual se assume que o meio é homogéneo.

No caso da onda refletida, a Figura 7.6 mostra as secdes sismicas computadas através da
solugdo dada pela Teoria dos Raios, da Correcdo da Amplitude 2D e da simulagio da Equacio
de Liner por Diferengas Finitas, respectivamente. A Figura 7.7 mostra o trago sismico do geofone
situado a 300m da fonte.

Novamente, podemos observar que o tempo de chegada da solu¢do de Liner é praticamente
o mesmo computado pela Teoria dos Raios e pela Corre¢io da Amplitude da solucdo 2D. Com
relagdo as amplitudes, pela Figura 7.8 podemos observar que o erro relativo da solucio dada
pela Equacéio de Liner tem seu maximo pouco abaixo de 3%. De fato, a solugdo de Liner estd
mais préxima da solugdo 2D com amplitude corrigida, indicando que parte do erro cometido

pela Equacgdo de Liner seja apenas de natureza numeérica,
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Figura 7.3: Secdo sismica da onda direta do Modelo A obtida por: (a) Solucdo analitica; (b) Corregaio

da Amplitude da solugio numérica da onda bidimensional; (c) Modelagem da Equacao de

Liner.
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Figura 7.4: Trago da onda direta do Modelo A registrada pelo geofone localizado a 300 m da fonte.
Modelamento por: Solucdo analitica (linha continua), Corregio da Amplitude 2D (linha

tracejada) e Equagdo de Liner (linha pontithada).
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Figura 7.5: (a) Méaxima amplitude da onda direta registrada nos nos gecfones do Modelo A . Modela-
mento por: Teoria dos Raios (linha continua}, Corregdo da Amplitude 2D (linha tracejada)
e Equagio de Liner (linha pontilhada). (b) Erro relativo entre: Corregio da Amplitude
2D e Teoria dos Raios (linha continua), Corregdo da Amplitude 2D e Equacio de Liner

(linha tracejada) e Equacdo de Liner e Teoria dos Raios (linha pontithada).
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Figura 7.7: Traco da onda refletida do Modelo A registrada pelo geofone localizado a 300 m da fonte.
Modelamento por: Teoria dos Raios (linha continua), Correcio da Amplitude 2D (linha

tracejada) e Equagdo de Liner (linha pontilhada).
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Figura 7.8: {(a) Maxima amplitude da onda refletida registrada nos geofones do Modelo A. Modela-
mento por: Teoria dos Raios (linha continua), Correco da Amplitude 2D (linha tracejada)
e Equagdo de Liner (linha pontilhada). {b) Erro relativo entre: Corregdo da Amplitude
2D e Teoria dos Raios (linha continua), Correcio da Amplitude 2D e Equacio de Liner

(linha tracejada) e Equagdo de Liner e Teoria dos Raios (linha pontilhada).
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O Modelo B estd representado na Figura 7.9. Consideramos 31 geofones com 40 metros
de separacio entre cada um. O primeiro geofone esta situado a 600m & esquerda da fonte. A
velocidade do meio acima do refletor é ¢; = 2.0 m/ms e do meio abaixo é ¢; = 2.5 m/ms. Na

Figura 7.9 também sdo mostrado os raios computados pela Teoria do Raios.

g 100

8 200

g

5 300

c

= 400

e

a 500
600

-1 | 1 | ]
—600 -400 -200 0 200 400 600
Distancia (m})

Figura 7.9: O Modelo B é composto por 31 geofones, uma fonte poniual e um refletor néo linear com

um vale, que separa o meio em dois semi-espagos homogéneos.

A Figura 7.10 mostra as se¢Oes sismicas da ondas refletidas computadas usando a Teoria dos
Raios, a Corregao da Amplitude 2D e a simulac¢do por Diferencas Finitas da Equacdo de Liner,
respectivamente. A Figura 7.11 mostra os trac¢os sismicos dos geofones situados a 440 m, 240 m
e 80 m da fonte, respectivamente.

Podemos observar que na se¢dio sismica computada pela Teoria dos Raios, Figura 7.10.a,
faltam alguns eventos sismicos. Mais precisamente, os geofones distantes 440 m, ou mais, da
fonte ndo captam as difracGes presentes no modelo. Isto acontece, pois a Teoria dos Raios usada
neste trabalho € de ordem zero, nio sendo possivel modelar eventos de ordem superiores, tais
como difracées. Esta caracterfstica é uma desvantagem clara com relagdo ao dois outros métodos
usados, pois, como mostram as Figura 7.10.b e ¢ (e em detalhe na Figura 7.11.a), estes eventos
de ordem superior sdo modelados pela Corregiio da Amplitude 2D e Equagio de Liner.

As Figuras 7.12 e 7.13 mostram os picos de amplitude e o erro relativo da primeira e segunda
ondas refletidas, respectivamente. No caso da primeira onda refletida o erro relativo méximo
fica em torno de 10% e o erro relativo mdximo entre a solugio da Equagdo de Liner e solugdo
2D com a amplitude corrigida fica em torno de 5%. No caso da segunda onda refletida, o erro
relativo aumenta pois esta onda sofre interferéncia da primeira e terceira onda, ainda assim, o

erro relativo entre solugdo da Equagio de Liner e Correcdo da Amplitude 2D fica abaixo de 10%.
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Figura 7.11: Trago da onda refletida do Modelo B registrada pelo geofone localizado a:(a) 440 m da

fonte, (b) 240 m da fonte e (¢) 80 m da fonte. Modelamento por: Trago obtido por Teoria

dos Raios (linha continua), Corre¢io da Amplitude 2D (linha tracejada) e modelamento

da Equacdo de Liner (linha pontilhada).
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Figura 7.12: (a) Mdxima amplitude da primeira onda refletida registrada nos geofones do Modelo B.
Modelamento por: Teoria dos Raios (linha continua), Correcio da Amplitude 2D (linha
tracejada) e Equagdo de Liner (linha pentilhada). (b) Erro relativo entre: Correcio da

Amplitude 2D e Teoria dos Raios (linha continua), Correcdo da Amplitude 2D e Equagéo
de Liner (linha tracejada) e Equagfio de Liner e Teoria dos Raios (linha pontilbada).
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Figura 7.13: {(a) Maxima amplitude da segunda onda refletida registrada nos geofones do Modelo B.
Modelamento por: Teoria dos Raios (linha continua)}, Correcao da Amplitude 2D (linha
tracejada) e Equagao de Liner (linha pontilhada). (b) Erro relativo entre: Correcio da
Amplitude 2D e Teoria dos Raios (linha continua}, Corre¢do da Amplitude 2D e Equacio
de Liner (linha tracejada) e Equagio de Liner e Teoria dos Raios (linha pontilhada).
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O Modelo C estd representado na Figura 7.14. Consideramos 22 geofones com 20 metros de
separacao entre cada um deles. A distdncia entre a fonte e o primeiro geofone é de 200 m. O
refletor é um plano horizontal situado a 400 m de profundidade. As velocidades do meio acima

e abaixo do refletor sdo respectivamente ¢ = (1.6 + z/1000) m/ms e ¢; = 2.5 m/ms.
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Figura 7.14: O Modelo C é composto por 22 geofones, uma fonte pontual e um refletor plano horizontal

que divide o meio em dois semi-espagos. Abaixo do refletor o meio é homogéneo e acima

do refletor o meio é ndo homogéneo.

Como o meio acima do refletor é ndo homogéneo, os raios da Teoria dos Raios sdo arcos de
circunferéncias, cujos raios e centros podem ser computados usando as férmulas da Segéo 5.6.

A Figura 7.15 mostra as se¢oes sismicas da onda refletida computadas através da solugao
analitica, da Correcdo da Amplitude 2D e da simulagdo por Diferencas Finitas da Equagao de
Liner, respectivamente. Na Figura 7.16 € mostrado em detalhe um trago da onda refletida,
registrada pelo geofone situado a 300 m da fonte. Por estas figuras, podemos notar que o tempo
de trinsito da Equacdo de Liner é claramente diferente dos tempos de transito computados pela
Teoria dos Raios e Correcdo da Amplitude 2D, no entanto, o erro ainda é bem pequeno.

A Figura 7.17 mostra as amplitudes msiximas registradas pelos geofones, bem como seus erros
relativos. Podemos notar que a curva do erro relativo entre Equacdo de Liner e Teoria dos Raios,
cujo o maximo estd pouco abaixo de 15%, ¢ decrescente com a distancia. Isto parece indicar que
a qualidade da solucao da Equacio de Liner melhora quanto mais longe da fonte. No entanto, a
curva do erro relativo entre a Correcdo da Amplitude 2D e Teoria dos Rais também tem o mesmo
comportamento, mostrando que este decréscimo é um efeito da dispersao numérica. Neste caso,
uma medida mais confidvel é o erro relativo entre a Equacdo de Liner e a Correcéo da amplitude
2D, cuja curva estd em torno de 10%. Este erro confirma a previsiio feita no final da Segéo 5.6,

onde a estimativa do erro foi computada por Teoria dos Raios aplicada a Equagio de Liner.
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Figura 7.15: Segéio sismica da onda refletida do Modelo C obtida por: (a) Teoria dos Raios; (b)

Correcio da Amplitude 2D e {¢) Modelagem da Equacéao de Liner.
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Figura 7.16: Traco da onda refletida do Modelo C registrada pelo geofone localizado a 300 m da fonte.
Modelamento por: Teoria dos Raios (linha continua}, Correcdo da Amplitude 2D (linha

tracejada) e Equagdo de Liner (linha pontilhada).
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Figura 7.17: (a) Méaxima amplitude da onda refletida registrada nos geofones do Modelo C . Mo-
delamento por: Teoria dos Raijos (linha continua), Corre¢do da Amplitude 2D (linha
tracejada) ¢ Equagdo de Liner (linha pontilhada). (b) Erro relativo entre: Correcao da
Amplitude 2D e Teoria dos Raios (linha continua), Corre¢io da Amplitude 2D e Equagio

de Liner {linha tracejada) e Equacio de Liner e Teoria dos Raios (linha pontilhada).



Conclusoes

Uma equagio da onda 2.5 dimensional é uma ferramenta poderosa no processamento sismico,
pois ela simula verdadeiramente ondas tridimensionais no Modelo 2.50), com um custo compu-
tacional de um modelamento 2D, Com esta equacio novos métodos poderiam ser criados ou
testados e até mesmo aperfeigoados. Além disso, 0 modelamento usando esta equagdo leva a
vantagem adicional de considerar todos os eventos sismicos presentes ﬁo modelamento, como por
exemplo, ondas refratadas e miltiplas.

Até o presente momento, as equagoes propostas na literatura nfo se mostraram satisfatérias,
tanto do ponto de vista tedrico quanto do ponto de vista computacional. Em outras palavras,
as equagOes analiticamente corretas sdo imprdprias para simulagoes, pois 880 baseadas em filtros
e as equagOes adequadas a simulacio numérica sdo analiticamente incorretas.

O objetivo deste trabalho é verificar se a equagdo da onda 2.5 dimensional proposta por Liner
(1991), chamada Equagao de Liner, é satisfatéria do ponto de vista numérico.

A Equacdo de Liner foi derivada considerando-se duas hipGteses corriqueiras na sismica: o
meio é homogéneno perto da fonte e a duracdo do pulso é curta. Além disso, foi conjecturado
por Liner que a validade da equagfo pudesse ser extendida para longe da fonte, onde o meio é
ndo homogéneo. Obviamente, esta conjectura ji d4 a medida do erro cometido pela Equagdo
de Liner, pois implica em generalizar um resultado a partir um caso particular. Uma outra
caracteristica é que a Equagdo de Liner foi construida visando uma simulag¢éo por Diferengas
Finitas.

A Equagéo de Liner trouxe bons resultados nos experimentos numéricos relativos aos modelos
mais simples. Vale a pena ressaltar que, embora estes experimentos realizados sejam pequenos,
seus resultados dao uma, idéia clara do comportamento da Equacdo de Liner, indicando que em

experimentos maiores, os resultados seriam muito semelhantes.
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Nos nossos experimentos, o resultado da comparacio entre Equagdo de Liner e Teoria dos
Raios foi, em geral, pior do que o resultado da comparagio entre Equagio de Liner e Corregao
de Amplitude 2D. Isto se deve ao fato de que ambos métodos de modelamento sdo baseados em
Diferencas Finitas, levando a crer que uma parte do erro cometido pela Equagio de Liner ¢ de
natureza numérica.

Nossas andlises foram dividas em duas partes: analise do tempo de trnsito e andlise da
amplitude. Na anélise da amplitude, foram observados somente a magnitude do pulso, deixando
de lado uma andlise mais detalhada da forma do pulso.

A Equacio de Liner simulou quase perfeitamente os tempos de transito, comprovandoe nume-
ricamente o que fol mostrado na Segdo 5.6: as equagdes Iconal-Liner e Iconal-2.5D sao iguais.

No caso das amplitudes, a Equacdo de Liner produziu um erro relativo pouco abaixo de 3%
para um meio homogéneo acima de um refletor plano. Quando o refletor ficou mais complexo,
o erro relativo subiu para cerca de 10%. Finalmente, quando o meio acima do refletor planc se
tornou nado homogéneo, com a velocidade variando linearmente com a profundidade, o erro subiu
para pouco abaixo de 15%, lembrando que, neste caso, o erro relativo entre Equacao de Liner ¢
Correcao de Amplitude 2D ficou em torno de 10%. Vale lembrar ainda que a amplitude 2D sem
a correcdo € cerca de cem vezes maior que a amplitude computada pela Teoria dos Raios.

Para os modelos mais simples, a Equagdo de Liner é uma alternativa a equacio da onda
2D, no caso do modelamento em Problemas 2.5D, pois seu custo da simulag¢io é 0 mesmo que o
da equacgdo da onda 2D e, além disso, seus tempos de trinsito estdo corretamente computados.
Entretanto, para modelos mais complexos, que envolvem meios ndo homogénenos, a Equagdo de
Liner deixa de ser uma boa escolha, pois a qualidade da sua solucdo fica deteriorada.

Trés possiveis trabalhos futuros sdo apresentados:

> O tratamento da fonte na Equacdo de Liner pode ser melhorado com a criacdo de uma

fonte bidimensional adequada ou com a corregdo por filtros da fonte bidimensioanl usual.

> Uma nova Equagdo de Liner “modificada” pode ser construida tomando como base a
funcdo de Green 2.5D assintética (ou aproximada) para o caso em que a velocidade varia

linearmente com a profundidade.

> A aproximagdo para ¢ ao longo do raio, que Liner aproxima por ¢,7, pode ser melhorada
usando a velocidade RMS, levando a crer que a equagio de Liner possa ser aprimorada

usando esta aproximagao.
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Funcao de Green 3D

A fungio de Green 3D é uma solugfo para a equacao

1
lggau — Oy — Oy — 6,,2,} Gs(x,t) = §(x)é6(1), (A.1)
com as seguintes condi¢des iniciais
Gs(x,0 = 0,
3(x,0) (A.2)
3tG3(x, U) = 0

Para achar a expressao da fun¢éo de Green 3D, definimos o par de Transformadas de Fourier

de u(x,t) no tempo e no espago como sendo

a(k,w) = /_Zdt /_dee—*‘(wt-k*)u(x,t) (A.32)
u(x,t) = (2;) [ dw [7 ek, w), (A.3b)

onde k = {k1, k2, k3). Aplicando a Transformada de Fourier na equacio {(A.1), chega-se A seguinte

equacio para Ga(k,w)

Gs(k,w)(k* — %) =1, (A.4)
isto é
Galk,w) = -2 (A.5)

W)= ——
ck? — w?’
onde k? = ||k||>. Tomando a Transformada de Fourier Inversa na expressio acima obtém-se

ik x—wt)
Ga(x,8) = /dw/ U s (A.6)
onde € é um contorno de —o0 a 400 passando logo acima dos pdlos w = +¢pk.
A escolha dos contornos é feita baseada no Principio da Causalidade. Para t < 0, o contorno
escolhido é fechado por cima, assim, como o integrando é uma fungdo analitica nesta regido,

conclui-se que Gi(x,%) = 0 para ¢ < 0.
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-

—cok cok w

—1

"Cok Cgk W

Figura A.l: Contornos apropriados para a integragio na frequéncia.

Para t > 0, o contorno é fechado por baixo. Avaliando somente a integral em w, obtém-se

e—z’wt . oWt . e—iwt
fcdwm = —2ui Res {an — w; w= —cuk} — 2mi Res {an " - w = cok}
icokt __ ,—icokt
- (), (A7)
Cgk
Substituindo o resultado acima em (A.6), temos
zcgkt zcukt .
Galx, “"” / k& T gikex, (A.8)

Considerando a direcdo do vetor x como sendo o0 eixo polar, introduzindo-se na expressao acima

coordenadas esféricas, obtendo
Gs(x,t) = ?:Co / k dk/ sin @ df dip et*Rcosd(gicokt _ o—icokty (A.9)

onde R = ||x|| e S1 é a esfera de raio um centrada na origem. Continuando a avaliacio da
integral, cabe observar que integral em & é divergente. No entanto, prossegue-se com as contas,
interpretando esta integral como uma distribuigdo agindo sobre a integral da parte angular.

Como nao hd dependéncia de ¢ no integrando,

. [»] ) . ® .
Gs(x,) = g [ dk (e — o) [" dp(ikRsin g)eRe?
0 0
_ 8;;3{ 0°° d (icokt _ gicokt) (kR _ p=ikRY (A.10)
Apds alguma manipulagdo algébrica, chega-se a
o N 0o ,
Gs(x,1) = oo [ [7 dretetn g [ g e*(coﬁm] . (A.11)
—0d -0

Lembrando que a representacio integral da Delta de Dirac é dada por (veja, por exemplo,

Bleistein {1984), Capitulo 2):
1 e
8() = 5= [ dke™, A12
@)= [ dre (A12)
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conclui-se que

€
Gs(x,t) = 4—5%[5((:0;: — R) +8{cot + R)). (A.13)
Como o argumento da segunda Delta é sempre positivo, chega-se & expressio da Fungao de
Green 3D,
§(t — R/co)
= - A,
Gg (X, t) ArR ’ ( 14)

onde é usada a seguinte propriedade: é(at) = 6(¢)/|al.
Usando a expressio acima, pode-se calcular facilmente a Transformada de Fourier no tempo
da Func¢do de Green 3D |

—iwR]eg

§3($,y,z,w) = [00 dt Me—iwt — €

-5 47 R 4T R (A.15)



Funcao de Green 2D

A funcdo de Green 2D é uma solugdo da equagao
1
lgatt — 3335,» — 324 Gz(x,t) = 6(X)5(t), (B].)
0
onde x = (z, z), com as seguintes condigGes iniciais

Gg (X} U) = 0,

0Ga(x,0) = 0. (B.2)

A equagio da onda bidimensional com fonte pontual pode ser interpretada como sendo a
equacdo tridimensional cuja fonte € a linba (0,y,0), y € R. Pelo principio da superposigio, o
efeito causado pela fonte em linha (0, y, 0), registrado em (z, 0, 2}, é a soma dos efeitos causados
por fontes infinitesimais, quase pontuais, localizadas sobre esta mesma linha, registrados em
(z,0,2). Veja Figura B.1.

Assim, para obter a expressao da fungdo de Green 2D, integra-se a fungéo de Green 3D, dada
por (A.14), ao longo de toda linha {0,%,0), y € R. Isto é, acumula-se o efeito de todas estas
fontes infinitesimais:

6@ — R/Co)
ir R

= 2/ dy R/CO) (B-3)

Go(z,2,t) = f_m dy Gs(z,y, z,t)=j:wdy

onde R = /22 + y? + 22 e fol usado o fato de G3(x, t) ser uma funcgéo par com relagio & varidvel

y. Fazendo a mudanca de varidvel u = R/cy, obtém-se

Galz, 2, 1) = 2i 7 du o — )

B

62

(B.4)
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Figura B.1: A fonte em linha pode ser encarada como uma seqiiéncia infinita de fontes pontuais {infi-

nitesimais) sobre esta linha.

onde r = vz?+22. Set < r/cy, a fungio Ga{z,7,t) é nula. Por outro lado, se t > r/cy,

chega-se a
1
Ga(z, 2, 1) = . (B.5)
2m\/t2 —r2/c3
Portanto, a funcao de Green 2D para a equagao da onda 2D é
Ht-
Gol, 2, 1) = — L T/) (B.6)

o J — (r]ce)?

onde H é a fungio de Heaviside definida em (2.12).

Usando a expressio (B.3) pode-se calcular a Transformada de Fourier no tempo da fungéo

de Green 2D

P * —iwt [ é{t — R/co

Go(z,2,0) = /_wdte */_mdy(—ﬁ—)
= /. o (B.7)
N -0 y 47TR k ’

onde foi usado a troca da ordem de integracdo. A integral resultante pode ser avaliada em termos
assint6ticos, isto é, pode-se achar uma aproximagio desta integral quando w tende para infinito

(ou w muito grande). Para se chegar a tal aproximagao, um método que pode ser utilizado é o
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método da Fase Estacionaria (Bleistein, 1984), a saber:

27
lwe” (3]

para jw| > 1, onde y, é um ponto estaciondrio isolado de ¢(z), isto €, ¢'(y,) = 0 e ¢"(1,) # 0.

1/2
* ; . ¥ "
[oan sy o [Tl ) exp bt + T imntest )] B9)
— 0
Aplicando este resultado na expressio integral de §»(x, z,w) dada por (B.7), obtém-se

ol 2,) ~ exp[—i(wr/co—kﬂfélsignw)])
’ 2y/27 Jwlr /o

onde o ponto estacionario usado é y, = 0.

|ew| > 1, (B.9)



Deducao da Equacao de Liner

Como foi dito antes, deseja-se computar
1
L(.’L’, Z,t) = {C_Zatt - 8a:m - azz] Gg(x, 0: Z, t): (Cl)
0

onde G3(z,y, 2,t) é a fun¢do de Green 3D (deduzida no Apéndice A), cuja expressdo é dada por

3(t — R/c)
Gi(z,y,2,t) = ——L, 2
3(#,9, 2, 1) R (C.2)
onde R = /2% +y2 + 2?2 . Além disso, sabe-se que G3(x, v, 2, t) satisfaz a seguinte equagio
1

para x # 0 e ¢ # 0. Reescrevendo a equagio acima, obtém-ge

1
l%att - a:B:r - azz] GB (3;1 Y, 2, t) = any3($s iz, t) (04)

Especializando (C.4) em y = 0, chega-se a

1
{g@u - am - 8zz] G3 (:1?, 0, Zy '-f) = 8ny3 (:C, Y, Z, t) ‘y:(]' (05)
Finalmente, comparando as equagdes (C.1) e (C.5), conclui-se que
L(.’E}Z,t) :anyEv(marya Z,t)‘ . (06)

y=0

Resta computar a derivada 0,,Gs(x,y, 2,t) para, em seguida, aplicar em y = 0. A derivada

de primeira ordem de (3 com relagao a y é dada por
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6'(t — R/co) 3(t — Rfco)

ang = T(ﬂyé(t - R/Cn) — T R? 8yR
¥ Y
= —aeGaR—cu - G3§§: (C.7)

onde o apéstrofe (') indica derivada da fungdo com relagdo ao argumento. Derivando novamente

com relagéo a y, vem

_ _y|R (_ Yo i) _ac-Y _a Y
ayy G3 — R2 [Cﬁ at 3tG3 Rco GS R2 atGS RCO G3 RQ}
1 y? 1 2y
— 33G3 (EC_U + R2C()) — G3 (E + ﬁ . (08)

Tomando 4 = 0 no resultado acima, chega-se a,

1 1
6ny3($,y,Z,t)|y:D = _;c_oatGl’s(m:O:z&t)_T_QGS(xaoaz}t)
1 1
_ _[aaﬁﬁ] Ga(z,0, 7, 1), (C.9)

onde r = V2 + 22 . Finalmente, conclui-se que

1 1
L{z,z,t) = — {aﬁt + 13] Gos(z, 2,1). (C.10)



Semi-Derivada no Dominio da

Frequéncia

Pode-se reescrever a definicdo do operador semi-derivada dada em (6.5) como sendo

1 d fo  H(t-—7)
vt )= 9 (D1

onde H é a fungdo de Heaviside definida em (2.12). Identificando esta dltima integral como uma,

D'2g(t) =

convolugdo em %, observa-se que

1/24(

D2g(t) = L {g(t) « (1), (D.2)

onde p(t) é definido por

H(t)
£ = . .
u(t) Tt (D.3)
Portanto, quando a Transformada de Fourier € aplicada na expressdo da Semi-Derivada,
obtém-se
1/2 d : . .

FIDVg(0)] = F{Z[o@) )] = iw Flg)« u(6)] = iw §(0) alw), (D.4)

onde é usada a propriedade de que a Transformada de Fourier da convolugio de duas funcgdes é

o produto das transformadas das fungdes. Computando a Transformada de Fourier de p(t):

—twt
/ dt et = / dt (D.5)

e introduzindo uma nova varidvel de integragdo y = viwt, obtém-se

Fluw)] = =" e = — (D.5)
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Substituindo a expressdo acima em (D.4), chega-se a
F [D?4(t)] = Viw §(w). (D.7)
Se a raiz quadrada de um ndmero complexo z = z + iy é definida como sendo

Ve = /p explif/2], (D.8)
onde p = |z| e 8 = arg(z) € (—, 7), pode-se reescrever a expressdo acima, chegando-se a

F[D29(t)] = lw| expliz: sign(w)] §(w), (D.9)

que é a expressdo da Semi-Derivada no dominio da freqiiéncia.
Vale observar que existe uma conexdo entre a funcio u(f) e a funcdo de Green 2D dada pela

férmula (B.6). Computando a equagio (B.6) para t =~ r/co, chega-se a

H(f—-’f‘/Cg) 1

Ga(z,2,t) =~ = it —r/co), (D.10)
27r1,!2r/60\/t——?"/c:0 2./271/co
onde y é definida pela equagdo (D.3). Ou em termos da freqiiéncia
oz, 2,w0) = —l——f[,u(t — T/Cg)}
2:/2nrfc—0
e—iwr,/r_-g e—-wlvr,hlsignw
= (D.11)

24/2mr /e \/m ?

onde fol usada a propriedade de mudanca de fase na Transformada de Fourier.
Pode-se observar que as equagdes (B.6) e (D.11) sdo iguals. Além disso, pela equacdo acima
chega-se a

w . .
§3(3;,0,z,w) - §'2(x:zaw) :?;J?lcuewﬁlmgnw (Dl?)

1
Gs(x,0,2,t) ~ 4/ Trre. D Galw,2.t) (D.13)

que é um caso particular da Corre¢do da Amplitude 2D.

ou, no dominio do tempo,




Equacao de Liner na Frequéncia

Para obter a Equacdo de Liner na freqiiéncia, deve-se aplicar a Transformada de Fourier no

tempo. Para facilitar as contas, multiplica-se a Equagiio de Liner (equagéo (3.10)) por ¢(x)*#?,

obtendo-se
|e(x)* #? (po + Bz — £ 8 — 0, — 1 | u(x,2) =0 (E.1)

As duas expressoes que se seguem sdo as definicdes do par de transformadas de Fourier no tempo

~

ix,w) = Flulx,t) = [ °; dt e~ “u(x, t), (E.2)

1 ogeo
u(x,t) = F Hulx,w)] = 2—/ dw e“*i(x, w). (E.3)
mJS=eo
Derivando ag expressdes acima k vezes, chega-se a

Fax,w) = /°° dt (—it) e “tu(x, 1)

w

= Fl(—it)*u(x, t)] (E.4a)
oFu(x,t) = %/_‘: dw (iw)* e i (x, w)
= FY(w)ru(x, w)), (E.4b)

onde assume-se que estas operagées sejam validas para u(x, ) e @(x,w).

Especializando as equagbes (E.4a) e (E.4b) para k=1, vem
du(x,w) = Fl(—it)u(x,?)] (E.5a)

du(x,t) = FH(w)i{x,w)). (E.5b)
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Utilizando em sequéncia as férmulas acima, pode-se calcular

T[t(’)’tu(x, t)] = i@wf[atu(x,t)]

= —Gwilx,w)] (E.6)
Por outro lado, especializando (E.4a) ¢ (E.4b) para k = 2, vem
awwﬁ(xa w) = F[-—tQH(Xa t)] (ETa‘)

615{“-()(, t) - f[—WZ’&(X, Ld)] (E?b)
Manipulando as expressfes acima, pode-se calcular

F[tgauu(x, t)] = - wwf[attu(x: t)]

= 6ww[w2‘ﬁ.(x,w)]. (ES)

Tomando a Transformada de Fourier no tempo de {(E.1) e usando as expressdes (E.6)—(E.8),

chega-se a
— (%) 2Oy [Buz (X, W) + Bpati(x, )] — B wi(x, w)] + Opfwii(x,w)] — 4(x,w) =0.  (E.9)

Por fim, usando a regra do produte e reagrupando os termos, chega-se 4 Equacio de Liner

na freqiiéncia
2
lc(x)2 (BM + 8., + —?7) O + 3w 8y, + 2} fi{x,w) = 0. (E.10)
e(x



Aproximacao Assintotica

Para inserir a solugdo tentativa
a(x, t) = A(x)e™ (F.1)

na Equacdo de Helmholtz, deve-se computar as derivadas de segunda ordem no tempo da solugéo

acima. Em sequéncia sdo computadas as derivadas de primeira e segunda ordem desta solucio

0z 1(x, w) G A(X) €77 — i Py (x) A(x) e, (F.2a)

Ouii(x,w) = Bx[a,:A(x) e-*‘“"(x>]+ax[~z'w 8,7(x) A(x) e—mtxl}
= ) ]
+ [—2?; 07 () 0, A(x) ™) — By () A(x) e
+ wﬁ[—(aﬂ(x))z A(x) e-w(x}]. (F.2b)

Expressoes semelhantes sio obtidas para as derivadas parciais com relagao a y € z, bastando
trocar & nas expressdes acima por y ou 2. Assim, somando e agrupando todos os termos e usando

notaco vetorial, chega-se & seguinte equagfo polinomial de segundo grau
0 = [AA(X)] w?

+ [—ZiV'rA(x) - r(x) — ?}A(X)Ar(x)] wt

Ak _ x)||Vr(x)|?| w?
|25 - ool o ®3)

Para que a equacdo acima seja satisfeita, os coeficientes de cada poténcia de w devem se

anular independentemente. Assim, trés equagdes diferenciais parciais sao obtidas

71
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W AA(x) =0, (F.4a)
w':  2VA(x) Vr(x) + A(x) Ar(x) =0, (F.4b)
S VP = (F.40)

A Equagdo de Liner na freqiiéncia é (Apéndice E)

2
c(x)? [SM + 8, + —Eu—)gJ Duwt(x, w) + 3wd,t(x, w) + 24(x,w) = 0. (F.5)
c(x

Ao inserir (F.1) na equaco acima, deve-se computar derivadas parciais de até quarta ordem. A
formulas que se seguem sio as expressoes destas derivadas.

Derivadas com relagio a w:
Gi(x,w) = —ir(x)A(x)e ™ (F.6a)

Buti{x,w) = —7(x)?A(x)e T (F.6b)

Derivadas com relacdo a w e a z (ou z):

Oeluuli(x,w) = —27(x) 0pr(x) (x, w) — 7(x)” By 1(X, w) (F.7a)
Bz O (X, w) =  — 2(8p7(3))? G(x,w) — 27(x) Bpe7(X) 4(x, 1)
— 47(x) 87 (x) pti(x, w) — T(x)” e i, w) (F.7b)

Usando as expressoes (F.2a) e (F.2b) na equacéao (F.7b), segue que
Buabosi) = =2 [(0r (X)) + T(x) Quar ()] Alx) €700
— 47(x) Gu7(x) [t%A(X) — iw O, 7{x) A(x)] i)

— T(X)z[ w” (SMA(){))
+ wl(—% Oy T(X) Op A(X) — @ Opp7(X) A(x))
) ] g (F.8)

lembrando que a expressio para a derivada 8,,08,,1 é semelhante & expressdo acima, bastando

trocar z por z.
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Somando e regrupando todos os termos e usando notagdo vetorial, obtém-se a seguinte

equacdo polinomial do segundo grau em w:

0 = [2,4(}:) — 2¢(x) AR) (I — (x) Ar(x)

— o) 7(x) Vr(x) - VAR) — o(x)’(x)? AA(X)} WO

+ {4’15 e(x)? 7(x) || Vr(x)||® Ax) + 26 c(x)’r(x)? VA(x) - Vr(x)

+ ic(x) 7(x)2A(x) AT(x) — 3i7(x) A(X)} w!
+ [c(x)%(x)u(x) 1% (|2 — 7(x)? A(x)] W2, (F.9)

Anulando os coeficientes do polinémio acima, chega-se a trés equagdes diferenciais parciais

W' AR V)T - 7 AAR) = 0, (F.102)
wh: 2VAX) - Ur(x) + Ax)AT(x) + —J;%(;;—)(E = 0, (F.10b)
W [EEP = s (F.10¢)

c(x)?



G

Correcao da Amplitude da Equacao

de Liner

Pode-ge achar uma relagio entre as amplitudes Ass ¢ A, sem utilizar as suas expressos

explicitas ao longo de um raio. Em outras palavras, procura-se a(¢) tal que a relagio
A2_5 - QAL (Gl)

seja valida ao longo de um raio parametrizado por 0. Pode-se considerar também que em ¢ = ¢y

a relagdo é dada por

A2_5 = agAL, (G2)

onde ap é uma constante. Sem perda de generalidade, pode-se considerar gque oy = 1, pois
deseja-se comparar as amplitudes A, 5 e Ay, ao final de um raio.

Inserindo a expressao {G.12} na Equagéo de Transporte 2.5D (5.29), chega-se a
A
2ALVe - VI + 20VAL - Vr + aALAT + a?“ =0. (G.3)

Reagrupando os termos, obtém-se

. 1
Ve - Vr )=(].

VAL - Vr + AL A7 + Ay (2 (G.A)

Comparando a equagdo acima com a Equagio de Transporte-Liner (5.36b), conclui-se que a
quantidade « deve satisfazer a seguinte equacio

Vo - V7 1 i

2 a + o = E‘- (G.5)
d d
Multiplicando a equagdo acima por o2 e usando a relagéozjw = Vo - —&% = Vo - Vr, chega-se a
d 1



G. Correcao da Amplitude da Equagdo de Liner 75

Integrando, obtém-se

1
2 _
log o = / Wdo — log(o) (G.7)
por outro lado, lembrando que j—: = ¢” (equagdo (5.25¢), chega-se a
In(e?) = In(7) — In(o) + log(K), (G.8)

onde K é uma constante. Assim,

K
a=/=T (G.9)
02

Com foi dito anteriormente, a condigio inicial para o é a{oy) = 1. Por outro lado, tem-se que

(o) = 0o/c2, implicando que K = ¢2. Portanto, a quantidade « é dada pela férmula

T
a |[€b

(G.10)

e
Il

Assim, a expressdo que corrige a amplitude de Liner (Ap) para a amplitude 2.5D (Ay5) ao

longo do raio parametrizado por ¢ é

C%T

Ays = Ay (G.11)

o
Uma observagao final: para o caso em que o = 0, isto é, quando o raio que comeca na fonte,

basta trocar ¢y por ¢; na expressdo acima, isto é

C

LY S

T

A2_5 — AL, (Glg)

o

onde ¢ = ¢(x,) ¢ velocidade na fonte.



