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SUMARTIO

-

Este trabalho tem como finalidades:

1) Revisar alguns resultados classicos em Modelos - Li.
neares, discutir as restrigoes impostas ao espago de parametros

quando a matriz.de covaridncias é singular e interpretar geometri

camente alguns resultados importantes.

2) Apresentar um conjunto de condigGes' equivalehtes
sobre o modelo linear geral para que o estimador simples de -ming

mos quadrados de fungdes estimiveis seja BLUE,quando a matriz de

-

covariancia & arbitraria.

3) Discutir'alguhs ekperimentos finitos aleatorizados:
(amostra aieatéria simples sem repbsigéo,.experimentos completa .
mente ao acaso e blocos completamente ao acaso) e mostrar que pa
ra esses experimentos o estimador simples de minimos quadrados_de
qualquer fungdo estimdvel & BLUE, embora a matriz de covariancia

dos erros seja distinta de 02I e possivelmente singular.



SUMMARY

The'scope of this.Wdrk is:

l),TQ review some classical results'in'Lineér.Models}
to discuss the restrictions imposed on the parameter space when
the covariance matrix is singular and -to provide geometric inter .

pretation of some relevant results. -

‘2) To present a set of equivalent conditions on ' the
general linear model in order that the simple least squares  esti
mator of any estimable function be BLUE, when the covariance ma

trix is arbitrary.

3) To discuss some finite randomized experiments (sim
pie random sampling without replacement, the complete randomized
design and the complete randomized block design) andgto show that
for these experiments the Simple Least Squares estimétor of any

estimable function is BLUE, although the covariance matrix of the

errors is not 021 and may be singular.
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INTRODUCAO

o) objetiv& da_presente dissertagcao & apresentar, para
o .modelo liﬁearvgeral, alguns resultados importantes sobre estima
g&oAde_fun§5esﬂ1ineares.dqs'par§metfos, quando a matriz de covari
5hcia é arbitréria e cqnhecida7'a menos de um fator escalar.

| Embora a sﬁpqsigéovde.qﬁe a matriz V & conhecida pos
sa parecér.uma restriggb_forte; existem muitas situagSes imgportan
tes em gue as condiéSés ficsicas do experimenﬁo fornécem informa
cao suficiente para éupormos uma deéterminada estrutura pafa a ma
triz de covariancia. Além disso. em alguns casos, & possivel se
determinar a matriz de covariancia'a.menoé_de um fator escalar,
.cqmo por exemplo,.para.aiguné éxperimentos-finités aleatorizédos.
‘ Mais concretamente, apresentafemos um nﬁmerb de condi
goes necessarias e suficientes sobre o modelo linear geral de tal
forma que os estimadores simples de minimos quadrados sejam
BLUE's (Best Linear Unbiased Estimators).

Esses resultados serao apresentados por dois qaminhos
distintos: na sua forma original, cdmo estabelecidos por Zyskind
(1967), e de uma forma mais simplificada, utilizando um instrumen
tal matematico pouco sofisticado.e que foram estabelecidos por
Kempthorne (197?). Daremos, sempre que possivel, algumas interpre
tagOoes geométricas para esses resultados.

Verificaremos também, para alguns modelos derivados

de experimentos aleatorizados - experimentos esses muito wutiliza



dos na pratica - que podemos tratar o problema da estimagao de pa

rametros como se fossem validas as : hipdteses do teorema de

A

Gauss-Markoff, embora os erros sejam correlacionados e, em alguns

casos, a matriz de coVariéncia seja singular.
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CAPITULO 1

MODELOS LINEARES

1.1 - A QUESTAO DO MODELO

Na inveétigagéo ciéntifida, quando esﬁamos diante de
ph'fénémen@ qué podé sef'mensufado,;um dos primeiros passos e pro
¢ufar obter'resﬁltados expérimentais e relacioni-los de .alguma
-forma;' o | | |

Consideremos a situacao bastante geral em que medimos
uma caracteristica-Y,Asob certas condigdes experimentéis; con
digOes essas estabelecidas  por um conjunto de variaveis
X(l)' Xk2;' cae 7 X(p)} previameﬁte’fixadaé, as quais -chamareﬁos
de variaveis explanatdrias. Denotaremos por y o valor obserVado
da caracteristica Y.

O que geralmente se deseja & conhecer o comportamento
da caracteristica Y de tal forma que, fixada uma particular condi
cao experimental, possamos prever a resposta y. Esse problema, na
linguagem matemdtica, traduz-se na determinagdo de uma fungao £

tal que

y = f(x(lj ,...,X( ) .

p)

Na. quase totalidade dos cascs & impossivel a determi
nacao de uma tal funcao £ e os motivos variam desde a complexida

de de tal fungdo até a existéncia de fatores que influenciam na



- resposta y e que, por varios motivos, nao foram considerados.
O que geralmente conseguimos determinar & uma fungdo

f de tal forma que -

YT EE gy X gy)

'Chamaremos de

e=‘y—f(X(l),...,X(p).)

o erro devido i falta de ajuste.

’ Suponhamos que - para o estudo da depéndéncia funcig
nal de.y em‘relagao é X(l)’“"’X(p) dispomos de um cénjunto dé n
observagSes da caracteristica Y, vy i=1,2,...,n , sendo ' o
valor observado da varidvel Y sob a condigao experimental

(Xilfxiz”"'xip) e Xij o valor da variavel X(ji sob a qual foi
obsefvado 6 valor y; - |
| E a partir do conjunto de dados disponiveis

{(yi,xil,...,xi ), 1i=1,2,...,n} que procuraremos estabelecer um

P
modelo matematico que explique o comportamento de Y éomo funcao
de X(l)""’x(p)' Obviamente jogamos com dois critérios basicos
na pesquisa do modelo, critérios esses que nem sempre se comple
mentam. Se por um lado deséjamos gque o modelo a ser ajustado ex
plique o melhor possivel o compbrtamento real do fendmeno, por ou
tro lado desejamos que o modelo, o qual se traduz numa forma fun

cional, seja o mais simples possivel.

Se escrevemos

Y

= £ (X,
i i

l,.o.Xip) + ei



entao e, & o erro devido & falta de ajuste dos dados em relagio i

funcdo f e poderemos utilizar os valores €y,...,e, para medir a
_ ;

"qualidade" de ajuste do modelo.

Cada famifia de fungOes que podemos ajustar dependera

de um conjunto de parametros ByrBoreensBye Entao podemos escrever:

Yi A= f(Xil"‘.’Xip ;_81’82,...,8}{) + ei -

'Escélhida‘ﬁma.detefminadé relagéo funéibnal £, os va
lofeé el’f;"eﬁ depénde&gd do valor particular dé B ='(Bl,...,8k)
’a'ser utilizado. Coloquemos O problema de ajuéte sob o poﬁto de
Vista‘algébrico. . |

B Representemos o conjunto de dados yl,...-,yn nelo ve
tor y = (yl,f..,yn) o qual & um ponto-do espago rR". Cohéideremos
~que o Vetof B = (Bi""ka) é um pohtolbérténcente a um‘subconjug

to de Rk. 0O vetor

f(X;B) = (f(xlll"'lep;sll"'lsk)I'O'If(xnll"‘Ixnp;Bll-"IBk) )

& também um ponto de R™. Para valores diferentes de B podemos ter
valores distintos de el,...,en. Entao, para uma dada forma funcio
nal, o problema de ajuste da fung&o‘pode ser reduzido d escolha de
um determinado valor é de tal forma que o ponto f(X;E) esteja o
mais "proximo" possivel do ponto y. Naturalmente, para se medir a
proximidade desses pontos, temos que estabelecer uma fungao  dis
tancia conveniente em RN,

De um modo geral, se pretendemos compreender O COMpPOX
tamento de uma caracteristica Y através dos meios propostos na

discussao efetuada acima, temos que responder convenientemente as



| ' seguintes questSes:
| » 1) Quais vgfiéveié ekﬁlanatéfias utilizar?:;
2) Que'forma'fuﬁcionaljajustar? : |
3):Quél fun¢do distdncia utilizar?'-
‘Uma das familias de fungSés;com‘estrutufa razoévglmeg ’
te‘siméles, tendo 'X(l)""’x(p) como argumentos>e'81f.;.,3k‘ Tég
.mo paréﬁetros, é a familia'de fungoes que podemvser'colocadasi,ha
forma_z? . o
TR gy X gy Bl,.;.,sk)———izle £, (x(l),...,x(p)) (1.1.1)
que & uma fuhééo.linear nos parametfos.'Essa familia de - fungaes
. desempenha-um papel impbrtante no tratamento estatistico de’dados}_
Quando queremos ajustar um conjunto de dados a uh con
junto de variéveis explanatérias, as aproximacoes mais simples de
~vem ser procﬁradas entre funcoes do tipd (1L.1.1). Fungoes mais
complexas tornam o tratamento matematico extremamente arduo e de
resultados pouéo praticos. :
Ao longo desse capitulo discutiremos o a%uste do mode

lo
X, .8, !
Yy, = X, + e, i=1l,..0/n
1 J=1 ij J 1 :

com a suposicao que

p _
e, =y, - L X,.B. i=1,...yn
i =1 1373

s3o varidveis aleatdrias com valor esperado igual a zero. Apresen

taremos brevemente alguns resultados classicos em Modelos Linea



res relativos a estimagdo de parametros sem nos preocuparmos com

aspectos relativos 3 distribuicao de pfobabilidades das variaveis
o ;
aleatdrias envolvidas.

1.2 - EQUACOES NORMAIS

Dispomos, por 'hipétese, dé um conjunto de dados
{ﬂYi,Xil,...,Xip)}'%=l,{.;)n} para o qual vamos ajustar um modelo
da forma

. p . . . , .
yi" .E Xiij+ei o7 l"'l!.'o’n .
S 5 I
Utilizando notagdo matricial podemos escrever o mode

lo suposto na forma

Yy=XB +e
sendo
- =
71
Y2
y= |- - vetor de observagdes,
Ynl

Xll X12 .o le
X

22 -+ %3p
X = . ; - matriz de planejamento,

L nl n2 np



>

SR = | - vetor de parametros,

. : - vetor de erros.

Essa notag@o facilitard enormemente a exposi¢ao dos
resultados.

- Denotando por E o operador esperanga matematica temos
_por hipotese que

Ef{e) = 8 .

A covariancia entre e, e ej, cov(ei,ej), sera deno
, daeno

j

tada por o Vij' Portanto a matriz de covaridncia dos erros é

- -
Vll V12 v Vln
v \%

) V
9 21 22 2n

vcov(e) E(ee') = ¢

Va1 Va2 v+ Vin)

O vetor y de observagdes € um ponto do espago rRY, es

pago esse que denominaremos de espago de dados.



Sejam xl""’xp 0s vetores formados pelas colunas da
matriz X e C(X) o espago vetorial gerado pelas combinagoes 1linea

res de Xl,...,X C(X) & um subespaco de R,

p.
Podemos escrever

Xs = Ble + gzxzbf ces + Bpo #

Porténto XB &€ um ponto perﬁencenﬁe‘a Ckx)."

0 pgréméﬁro E(y)-% X8 & deséonheciéo, Com'Base no ve
tor de observagSesiy Queremos encéntrar um vetorlxé; portanto ﬁm ‘
Veﬁér bertencente a C(X), que esteja o mais préximo de y seQundo
uma norma estabelecida. Chamareﬁbs Xé de estimativa de E(y) = XB.

0 critério cldssico utilizado para se encontrar o ve

tor B de tal forma que XB seja a estimativa de XB € minimizar a

X

soma dos quadrados dos erros. Esse critério ¢ uma aplicagdo . do
Princfpio de‘Minimos Quadrados, principio egse introduzido inde
pendentemehte por Legendre e Gauss. A fun¢cdo distdncia que & uti
lizada & a norma euclidiana.

Do ponto de vista algébrico queremos encontrar um ve
tor Xé de tal forma que a distdncia entre o vetor y e o vetor Xé
seja a menor distancia entre o vetor y e o subespago C(X). Nao fa
remos aqui nenhuma suposigao sobre a estrutura da matriz de cova
riancia dos erros e, por conseguinte, nao discutiremos ainda a
qualidade da estimativa conseguida. O objetivo, por enquanto, se
ra obter um sistema de equagOes, através do processo de minimiza
cao referido acima, o qual se mostra extremameﬁte fértil para o
desen&olviménto e a compreensao da teoria de Modélos Lineares do

ponto de vista da Estatistica.
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Seja a fungdo

0B) = 2 e.2= 1 ( r )2
= e, = Y. = I X..B. .
i=1 * i=1 % =1 3737
Nosso objetivo & encontrar um vetor B'talfque'-- 0 (B)

seja minimo.
Derivando 0(B) em relagdo a B, k = 1,...,p e. igua

lando cada equagao a zero temos: .

8@(8) n n
— = -2 5L X.,(y;, - ZX,.B:) =0 k=1,...,p .
aek i=1 ik i je= ii"3 - ! ! »
Poxtanto -
P n " n ‘ |
Z ( ZX X )B = ZXikyi k=l,.oo,p L]

g=1 =1 13773 oy

As p equaglbes acima sao chamadas Equag¢des Normais.
Em termos matriciais as equag¢oes normais tomam a se

guinte forma:
X'XB = X'y (1L.2.1) .

Qualquer vetor B que satisfaga (1.2.1) & um ponto cri
:tico de 0(B8). Podemos mostrar que existe pelo menos um vetor B sa
‘tisfazendo (1.2.1) e que qualquer B satisfazendo (1.2.1) torna
0(B) minimo. Antes disso enunciaremos um teorema que sera utiliza

do ao longo dessa dissertacdao para provar consisteéncia de sistema
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."‘dé equagdes lineares.

Teorema 1.1 - O sistema de-equacdes.
Ax = b & consistente se e somente se.qualqdérva tal

que a'A = f => a'b = 0.

Demonstracao:
(=>) Ax = b & consistente ehtgé'
ata=8 = aax=4 = ab=0

( <= ) O conjunto dos vetores a tal que a'A =0 & o

subespago compleﬁento ortogonal do espago coluna de A que. denota

| remos por C(A)l.'Entab,se qualquer a € C(A)1.=> a'b =0, b e

ortogonal a C(A)l. Entao b € C(A) e AX = b & consistente.

Teorema 1.2 - As equagles normais sdo consistentes .

Qualquer B solugdo das equagCes normais € um ponto de minimo de

0(B) . | ;

1

Demonstracao:

Qualquer a tal que
a'X'X =g => a'X'Xa % o] ¥> a'X'=4¢d => a'X'y=0 .
Entao as equagdes normais sd3o consistentes.
Seja é qualquer solucao das equagOes normais.

Temos

e = (y-XB) = (y-XB) + (XB-XB)
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n
O(B) = I e = e'e = (y-XB)'(y-XB) =

[(y-XB) + (XB-XB)}'{(y-XB) + (XB-XB)} ="

(y-XB) ' (y=XB) + (XB-XB)' (XB-XB) + 2(y-XB) ' (XB-XB)=

(y=XB) ' (y-XB) + (XB-XB)' (XB-XB) =

fdesde que 8 satisfaz X'XR = X'y.

que (Xé-

quagoes

(y—Xé)'(y—Xé) nao depende de B e.para todo B temos
XB)'(XE—XB) >0 e & igual a zero se B = B.
Portanto 0(B) & minimo para quaiguer B solugdo das e

normais. : -

solucao
quagoes

estimar

Se X'X for ndo singular existe um Unico vetor B8 que &
das equacdes normais. Se X'X for singular a solugdo das e
normais nd3o & Gnica. No entanto estamos interessados em

E(y) = XB. O teorema seguinte estabelece a unicidade da

estimativa de E(y) para qualquer B solugao das equagoes normais.

-

Teorema 1.3 - Se Bl e 82 sao dois vetores solugoes

das equagoes normais entao

xél = XB, .

-
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Demonstracao: ;

Sejam él e 82 solugoes de R'XB = X'y. Entao

] 7 —_ -.vl —— a
X'X8; = X'y = X'XB,

i
o
I

> X(B,-By) =4 .

(B17B5) 'X'X (B =8,)

Portanto.
A invarifncia de XB implica na invaridncia de
~ (xB) ' (XB), conhecida como soma dos quadrados devido aos parime

tros, e também na invaridncia de (y-XB)'(y-X8), conhecida como so
ma dos quadrados dos residuos.
Ao vetor XB tal que g & solugdo de X'X8 = X'y chamare

mos de Estimador Simples de Minimos Quadrados (ESMQ)* de XB.

1.3 - INTERPRETACAO GEOMETRICA DAS EQUACOES NORMAIS

‘0 vetor y pode ser escrito como
y = X8 + (y-XB)

onde B & solucdo das equagdes normais.

* Nos textos de lingua inglesa & usada a notagdao SLE (Simple

Least Squares estimator.)
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Temos que XB € C(X). Como é satisfaz X'Xg = X'y te

—

mos que
X'XB = X'y => X'(y-Xg) =
ou seja, (y-XB) & ortogonal a todas as colunas da,méfriz X‘e pog'
tanto (y-XB) & ortogonal.a C(X). Entdo iy—xé) € C(X)l; comPlemeg*‘Q
to oftogonal de C(X). | '
Podemos demonstrar que a deéomposiéaq de y € Rn em
XB e C(X) e (y-xB) € c(x)' & dnica.
| Sejam |

| | T
Yy, €C(X) e y,€ec(x

tal que
Y—yl+Y2 v
Y, € C(X) => Yy = X8 para algum B.
Assim
v = XB + (y-XB) = XB. + (y-XB) .
Entao

(y-X8) - (y-XB) = (XB-XB) = X(B-B) .

'Pgrtanto, (X8-XB) & um ponto de C(X) e também de c(x)1 e, como
C(X) e C(X)l sd3o subespagos ortogonais, o dnico vetor comum aos
dois subespagos & o vetor zero. Entao

Xpg-XB= £ => XB = XB .
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Portanto
y, = X = XB e

Yy, = (y-XB) = (y-XB) - .

O vetor XB tal que (y—Xé) é. ortoébnal ao Stbéspago.
C(X) é chamado de pro;egao ortogonal de y em C(X) A
O vetor (y—XB), o erro estlmado, pertence a C(X) De -

nominaremos C(X) .de espago de errqs.

Até agora procuramos caracterizar algebricamente a es

tlmatlva.dexs xB tal que B minimiza a soma dos quadrados dos er

ros. Procuraremos exp11c1tar de uma forma geral, a estimativa XB

-

deduzida acima. Para isso precisamos do seguinte teorema:

Tebrema 1.4 - Dada uma matriz qualquer X de dimensao
nXp & semprebpossivel encontrar-se uma matriz B, de dimensao pXn,
satisfazendo

X'XB = X'.

Além disso a matriz XB & uUnica.

Demonstracao:

Consideremos as equagoes normais X'XB8 = X'y. Substi

. tuamos sucessivamente o vetor y pelo vetor fi,_i=l,...,n, onde fi

& um vetor com zeros em suas coordenadas, exceto na i-ésima linha

@

onde o componente € a unidade, ou seja, consideremos as n equa

¢Oes normais
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X'XB = X'f, i=1,2,...n .
A consisténcia das equagSéé normais garante a existég

cia de uma matriz B tal que-

Além disso, a unicidade de X8 garante a unicidade da

matriz XB.

Prdppsigéo'l'f By-é soiugéo das equagdes normais.

' DemonStragﬁﬁi
X'XBy = X'y.
Portanto expressamds o vetor Xé como combinagéo 1i
near do vetor derobserva95e§ y e XBy é Udnico. |
As matfizes B'e XB<possuem-alguﬁas propriedades_‘intg
-reééantes. Antes de.apresenté—las définirémos a inverSa'generali

zada de uma matriz.

Definigao:
Dada qualquer matriz A, dizemos que a matriz 3 é uma
inversa generalizada de A se 3 satisfaz

AJA = A.

Propriedades da matriz B e da matriz XB:

1. XB & simetrica

X'XB = X'
B'X'X = X

B'X' = B'X'XB = XB
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2. XB é idempotente

XBXB = (XB)'XB = B'X'XB;= XB

3. posto . (X)

posto (XB)

\pbsto (X) = posto (X') ='pbsto (X'XB) <

IA
IA

'Posto (XB) posto (X) .

" 4. B '@ uma inversa generalizada de X

B'X'.= XB => B'X'X = XBX => X = XBX .

Vimos que, dada uma matriz X de dimensdo nXp, . qual

_ 7 n ‘ . o
quer vetor y € R pode ser decomposto de maneira unica como

~

y = XB + (y-XB)
para qualquer B solucao de X'XB = X'y, sendo que o vetor Xé e a
projecdo ortogonal de y em C(X) e o vetor (y-XB) & a projegao or
togonal de y em C(X)l.
Por outro lado temos:
XB = XBy
y - XB =y - XBy = (I-XB)y .
Entdo XB &€ a matriz do operador projegao ortogonal em
C(X) e (I-XB) & a matriz do operador projegao ortogonal em C(X)l.

Estabeleceremos a seguinte definigao:

Definicdo:
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A toda matriz quadrada A, tal que para qualquer y de
dimensoes apropriadas Ay € a projeg§§§ortogonal de y no espago
coluna de A,‘chamaremos de matriz do operador proje¢ao ortogonal.
| | Ja estabeiecemos a unicidade do vetor projegao orto
gqﬁal. Séjam_Pl e P2 duaé-matrizes do‘opefador projecao ortogo
<.nal ém um mesmbssubespago.bEntéo |
| ‘ . Py % Péy“" qualquer y .

" Portanto

Outro aspecto a ser ressaitadq em estimagéd‘de -mini
mos quadradoé é que o.importante e o_espago-ge:ado pelés colunas
.dé_matfiz‘de planejaﬁénﬁo e nio a particular parémetriZagéo‘ uﬁiu
lizada, ou seja, o problema de se estimar E(Y) no modelo \y=XB+e
€ o mesmo se utilizarmos o modelo y = WO+e desde que C (X) seja
idéntico a C(W). A estimativa de minimos quadrados de E(y) € ob
tida pela projecdao ortogonal do vetor de observagOes y no espago
coluna de X. Se W & qualquer matriz de dimensdo n x k, tal que
C(W) = C(X), entdo a Unica projecdo ortogonal de y em C(X) & da
da por Wé, onde é € qualquer vetor satisfazendo W'WO = W'y e con
sequentemente Wé = Xé.

Vimos até aqui que dado o modelo

y = XBte ,
para qualquer B solucdo das equagOes normais, XB & a projecao or

togonal de y em C(X) e XB é Unico. Por outro lado, se XB & a pro
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jecao ortogonal de y em C(X). entdo é § solucao das equagdes nor
mais. Caracterizamos também a matriz d$ operador projegao ortogo
nal de R" em C(X) como a mat;iz XB ond; B & qualquer matriz satis
‘-fazéndo X'XB = X'. Além disso XB & Gnica, simdtrica e idempoten
.te,  | |

Os. resultados ac1ma estabelecem condigoes gerais para

que uma matrlz real A seJa matrlz de um operador progegao or togo

_nal Podemos estabelecer o segulnte ‘teorema:

Teorema'l.5 - Para que uma matriz real A seja matriz

de um operador projecdo ortogonal & necessirio e suficiente que A

seja-simétrica e idempotente.

_Dembnétraqéo:
A necessidade ja fdi'demonétrada aciﬁa.
‘Seja U um espago vetorial n-dimensional e S uﬁ subes
pago de U. Seja A a matriz do operador linear T tal que T(U) = 8.
Suponhamos que A' = A e A2 = A,
Para qualquer y € U, y pode ser escrito como
y = Ay + (y-ay) .

Temos que
(Ay)'(y—Ay) - y’A'y - ylAlAy = y'Ay - Y'AY =0 .

Portanto Ay é ortogonal a (y-Ay) e o operador T & o operador pro

jecdo ortogonal de U em S sendo A sua matriz.

Ao lado de seu interesse em problemas de estimagao de
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parametros em modelos lineares, as equagCes normais sao de grande
utilidade, como vimos, para caracterizar alguns conceitos impor
_ A L

tantes da élggbra linear.

1.4 - FUNCOES ESTIMAVEIS

Umfconceito_importante em modelos lineares € o de fun
¢Bes estimdveis. Antes de apresentarmos a definigdo formal de fun
rgées,éstiméveis procuraremos, através de um exemplo, motivar a de
' _finigéo.'
Seja o seguinte modelo linear
y; =M +oa; +e
Yo =M + oy + e2

y3 = u + a2 +e3 A..

Entao temos:

Y' = (yy, ¥y, v3)

B' = (u, oq, a,)

e' = (el, €5 e3)
1 1 0

X =11 1 0 .
1 0 1

Suponhamos que E(e) = #, E(ee') =V e |V]| # 0.
Qualquer combinac¢ao linear dos parametros pode ser es

crita como A'S, sendo A' = (A;, X,, A3). Consideremos a " fungao
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A'B = u. Entao A' = (1, 0, 0). O problema que seri colocado &: se

ra que existe alguma combinacio linearfdas observagoes, b'y, tal
. ;

que b'y & uma estimativa nao viciada para A'B = u. Para que a

resposta séja afirmativa a seguinte igualdade deve ser satisfeita

E(a'y) = u
E(afy),= a'XB‘=‘(al+a2+a3)u + (al-+a2)al + a3aé = q
- u, al;qz quaisquerf
EntSo., .
a3 = 0 .
a ta =20

e a igualdade nao se verificé;
| Portantb,Anéo'existe_umé funcdo linear das observa
¢Coes que éeja uma estimativa ndo viciada para A'B = yu.
‘Por outro lado, se considerarmos a funcdo parametrica
A'B = aq-a, podenmos verificar facilmente que a'y = Y17Y3 & uma es
timativa n3o viciada para Qy=Oye |
Portanto, para algumas fungOes lineares dos parame
tros,existe uma estimativa n@o viciada formada por uma combinagdo

linear das observagoes, sendo que existem situagoes onde isso nao

ocorre. Esses fatos nos sugerem a seguinte definicgao:

Definicdo: Uma funcdo linear paramétrica A'B & dita
estimivel se existe uma combinagdo linear das observacdes b'y que

é uma estimativa ndo viciada para A'B.

Estabeleceremos algumas condigdes equivalentes para



22

que uma fungdo linear paramétrica seja estimavel. Essas condigdes
nos permitirdo caracterizar o espago de fungdes estimaveis.

: s

Suponhamos que para o modelo linear

y = XB+e” , E(e) =4 , E(ee') = o2V

a matriz v séja;néo singular. Nessas coﬂdigGes nao temos restri
¢Bes no espago de parimetros.

Seja A'B uma funcdo estimavel e a'y uma estimativa
nao Viciadg para A'B. Entdo

"E(a'y) = a'XB = 2\'8 VB_G_RP = a'X = 2A'.
Portanto o vetor ) pertence ao espago gerado. pelas linhas da ma
triz X (A € C(X') ).

~ Consideremos que agora a matriz V é arbitraria (possi

velmente §ingularj. Ent3o existe uma matriz T = T nio singular
Ty
com Tl de dimensido ( k x n), k = posto V, tal que
&} 1 [ ]
T, T,VT' T,VT, I, #
V[Tl' TZ'J = = .
| L}
T2 TZVTl T2VT2 | Ji| Ji|

Se aplicamos a transformagao T ao modelo y = Xf+e ob

temos

T,y T, XB T e
Ty = 1 = 1 + 1 .
T,Y T, X8 T,e
= | - =
Cov(Tze) = TZVT2 = f e temos que sz TZXB com pro
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babilidade 1. i

Nessas condigOes o espago ée parametros esta restrito
‘a uma variedade linear gq.t.p.

Portaﬁto, éuando a matriz de covariancia é arbitraria,
& falso o teorema que estébelece que se a'y € ndo viciado para
YX'Q ‘entéo.a'xfé At |

| Por:oﬁtro lado, qualqﬁer B solugao do sistema

'TZXBVQMszlpode serxegcrita comoﬁi-f

B =vaéX)fT2j + (I4(T2X)—T2X)Y .SQndo y'arbitrério e
IX.

(sz)_ © uma inversa genefalizada de T2
- Se a'y € uma estimativa ndo viciada para A'B  entdo
(a'X-1")B = 0

para todo B solucdo de T,X =AT2y. Entdo

(a'X-A")R =0 => (a'X-\"') {(sz)‘T v + (I-(TZX)—TZX)Y} =0 ¥y

2
entao )
(@'X=1") (I-(T,X) T,X) = 8
=> (a'X-1") = (a'X-1") (T,X) T,X .
Assim
A' = a'x - (a'x—x')(sz)"sz =
= (a' - (a'X = A') (TyX) T, )X =

= b'X .
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A'Pdrtanto, »Se . A'B & estimavel —entdo A ecix'), v arbitra
:ria.' o C - T ;
Por outro lado, se A € C(X') temos que
A' = b'X.
‘Entao'a funcdo paramdtrica A'S & _estimével~.‘poi§
E(b'y) = b'X = A'B.

Assim fica demonstrada a seguinte condig¢8o:

Condicdo 1 - Uma condig¢do necessaria e suficiente pa

ra que uma fungao linear A'B seja estimavel & que o vetor A = per

tenga ao espago gerado pelas linhas da matriz X.

Teorema 1;6 - Seja

b= a' - (a'x-A") (T,X) T,

‘com a'y nao viciado para A'R. Entao

b'y = a'y com probabilidade 1.

Demonstracao: i

b'y = a'y - (a'x—A')(sz)"sz

' -
CTZVTZ c=20 '

Var{(a'X-1") (T,X) T,y}

il

c (a'x—x')(sz)'

Condicdo 2 - A'B & estimivel se e somente se existe

um vetor p tal que X'Xp = A.

Demonstracao:



25

C(X') = C(X'X). Portanto X, pertence ao espago linha
de X se e somente se A pertence ao espégo coluna de X'X.

. \\

As fungoes (X'i)'B, i=1,2,...,n, onde X'i é a i-ésima

linha da matriz X, sdo fungoes estimaveis e para qualquer funcao

aiX'i.'Portanto o conjunto das

[l Rie

Aeétimével A'B8 temos que A =
- =1
fungdes estimidveis forma um espago vetorial de dimensdo igual ao

posto ‘linha da matriz X.

Consideremos novamente o modelo linear
Yy T uot %1 + €
¥y S uo+ ooy tey

o+ a2 + e3 .

o
w
I

Para a fungao paramétrica A'f = a)-a, existe uma com
binagdo linear das observacdes que & uma estimativa nao viciada
para A'B. De fato, como a matriz X nao & de posto linha completo,
existe mais que uma combinacao linear das observagoes com essa

propriedade. Qualquer combinag¢ao linear da forma

by, + (1-b)y, ~y; , DbeRr

€ uma estimativa n3o viciada para ay=0y.

Suponhamos que E(ee') = 021. Entao

var( (b, 1-b, - 1)y) = o2(b, 1-b, = 1) |1-b] =
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b2 + (1-b)2 + 1 .

N

var( (b, 1-b, - 1l)y) & uma fungdo quadritica de b.
. Dentre os valores possiveis de b podemos escolher um bO tal que

0
Estabeleceremos entdo como crit@rio procurar  dentre

V(‘(bo, l—bo; - 1)y) seja minima. No exemplo acima b, = % .
os estimadores lineares nio viciados de A'B aquele que possui a
propriédadé_de.ter a menor varidncia.

‘Definicao.- Um estimador linear a'y de uma fungdo pa

ramétrica estimdvel A'B & dito Melhor Estimador Linear nao-Vicia

do se sua.varidncia ndo excede a varidncia de qualquer outro esti
mador linear nao viciado para A'B. Denotaremos esse estimador por

BLUE (Best Linear Unbiased Estimator).

1.5 - O TEOREMA DE GAUSS-MARKOFF

Seja o mcdelo

y = XBte , E(e) = g4 , E(ee') = OZI

e A'B uma funcgdo estimavel. Estamos interessados em enéontrar um
vetor b, de dimensdao n x 1, tal que b'y seja BLUE para A'é. Nosso
objetivo ent3o & encontrar um vetor b que minimize E(a'y—A'B)2 su
jeito a condigdo que E(a'y) = A'B. Antes precisamos dos dois le

mas seguintes.

Lema 1.5.1 -~ Se XA'B & estimdvel existe um Gnico esti

mador linear ndo viciado para A'B, b*'y, com b* € C(X). Se b'y e

um estimador ndo viciado para A'B entdo b* & a projegao ortogonal
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de b em C(X).

Demonstracao:

‘

Se A'B & estimavel existe um vetor b, de dimensao nxl,
tal que b'X = X' e existe um vetor p, de dimensao pxl, tal que
X'Xp = A. Ent3do temos

X'Xp = X'b.
' Essas -equacSes tém estrutura de equacdes normais.
- Fazendo b* = Xp temos:

1. b*'y & ndo viciédo para A'B.

]
>

2. se p; e p, sdo duas solugdes de X'Xp

- Xpy = Xp, e .b* € unico.

li

* 3, Para qualquer vetor b tal que E(b'y) AT temos.

que b* & a projegdo ortogonal de b em C(X).

Lema 1.5.2 - Se A'B & uma fungdo estimavel o BIUE de

A'B €@ p'X'y para algum p satisfazendo X'Xp = A. Além disso p'X'y
e uUnico.

Demonstracao:

E(p'X'y) = p'X'XB = X'B
Consideremos (p'X'+8')y outro estimador qualquer nao

viciado para A'B. Entao

E( (p'X'+8'")y) = E(p'X'y) + E(S8'y) = A'B+8'X8B
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‘Por outro lado ;

02(Xp+6)'(Xp+6) =

Vér{(p'X'+6')y}.

oz(p'X'Xp+29'X'6+6'6) =

2

GZ(D'X'XD+5'6)20 p'X'Xp=Var(p'X'y)f

Portanto existe um idnico estimador linear b*'y=p'X'y

que € BLUE de A'B.

Teorema (Gauss-Markoff) - Seja o modelo

y = XB+e , E(e) =g ., E(ee') = o°I .
0 BLUE de A'B, A'B estimével,é‘o Gnico vetor A'B8 onde B é

qualquer solucao das equagdes normais.

Demonstracao:

i

O BLUE de A'8 & A8 = p'X'y,
p satisfazendo X'Xp = A.
Seja B tal que X'XB = X'y. Entao

-~
]

ATB = p'X'y = p'K'XB = (X'Xp)'B = A'B.

Corolario - Se (Al'B,...,Ak'B) sdo fungoes estimaveis

k -
entao qualquer combinag¢ao linear 0= I hii,'8 & estimavel e
i=1
. k ~ - ~ ~
o BLUE de 6 e I_h.A.'B, B qualquer solugao das equagoes noxr

i=1 i%i
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mals.

Demonstracao: ;
: \
Ja mostramos anteriormente que o conjunto das funcgdes

estiméveis.é um espago vetorial. Portanto, qualquer combinagao 1i

near de fungles estimidveis & estimavel. Por outro lado, fazendo

. -'
| Pidy'8

[l

'8, A'A='2hili' ;, temos que o BLUE de A'SB e
i ‘ . : p )

- -

.A!S,,ééndo B qualqugrAsolugéo daé.eQuagées normais.

o A hipéteéé bééica do teorema de Gauss-Markoff & que
os erros sejam ndo correlacionados e due tenham a mesma variancia.
Se a'matriz de covaridncia é da forma dzv, V- simetrica positiva
definida, uma transformagdo linear conveniente no modelo torna
possiVel'expliciﬁar a estrutura do BLﬂE,deva'B, A'R estimavel.

. Seja d modelo lihear. | |

N

Y = XBpt+e , E(e) = g ; E(ee') = UZV ’ IVI # 0.

Como V é simétrica positiva definida existe uma ma

triz T nao singular tal que

TVT' = I.

Consideremos a seguinte transformagao linear

N
il

Ty = TXB + Te = WB+f



30

E(f) = E(Te) = ¢

E(££') = o?TVT' = o°I .

' Qualquer linha da matrig X pode ser escrita como uma
vjcombinagéo lineér'das liﬁhaé da matriz W. Entdo qualquer » funcao
qde é;estimévelisob b_moaelo‘y"¥_x8fe‘também & estimavel sob o mo
‘delo z = WB+£. O modelofz-; WB+£ satisfaz as condi¢oes do Teoremé
de'Gaﬁss—Markoff. Egtéo, se A'B élestimével,,o BLUE de A'B @ A'é
_6nde,évé qualquer solucgao de |

W'W'B =W'z.

As equagSes normais acima podem ser reescritas como:

X'T'Ty

X'T'TXBR =
ou

X' ixg = x'v'ly (1.5.1) .

As equagdes (1.5.1) sdo conhecidas como equagoes de
Aitken.

O teorema de Gauss-Markoff pode ser enunciado entao

de uma forma mais geral.

Teorema - Seja o modelo linear

y =Xgte , E(e) =g , E(ee') =ov , |V] #0 .
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O BLUE de qualquer funcao estimavel A'B é A'f onde B

é qualquer solucdo de

x'v kg = X'V-;y.

1.6 — INTERPRETACAO GEOMETRICA DO TEOREMA 'DE‘

. GAUSS~-MARKOFF

Seja o modelo linear -

¥y = XB%e ’; E‘e) = ﬂi , E(ee") = O?I .

Qualquef matriz B satisfazendo‘X'XB = X', cuja exié
téncié foivdemonstrada}anteriorménté, é uma inversa generalizada
de X e B' & uma inversa generalizada de X'. |

Seja A'R estimavel. Entao o sisﬁgma X'b = ) é éonsig

tente. Qualquér vetor b solugﬁo de X'b = A dee sexr esbrito como :
bj=bB'A +V(IFB'X;)Y ; B\ + (I-XB)Y , Yy arbitrario.
Tenmos:
B'A = B'X'b = XBb.

Portanto, B'A & a projeg¢ao ortogonal de qualquer solu
cdo de X'b = X em C(X). Além disso B'A & unico.

O operador (I-XB) projeta o vetor y ortogonalmente em
C(X)l. A decomposicao de qualquer vetor b satisfazendo X'b = A em

= B'A + (I-XB)Y , b, € C(X) e b_ € C(X)l é Unica.

b, + b 1 5

1 2
A matriz de covariincia dos erros & 021. Entado
Var(b'y) = ozb'b. Portanto, o BLUE de A'B & dado por b'y onde b &

o0 vetor de menor norma satisfazendo X'b = )\ e esse vetor & obtido
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fazendo-se vy = f. Entao a estimativa de menor variancia dentre as
combinagoes lineares de y que sejam ndo viciadas para A'B é dada
por A'By e & Unica. Mas By & precisamente uma solugdo de X'XB:X‘y;
Portanto o BLUE de A'B & A'é onde é évqualquer sélugéo das equ3. 
¢oes normais e isto‘é o mesmo que afirma o Teoreha ' ae
Gauss-Markoff . N | ‘

| O conjunto formado‘peios vetores b da forma
'B'A + (I-XB)Y , - y,arbitrério} é uma variedadé 1inear‘U paraleia
a C}X); e a distancia entre U e C(.X)1 & dada por - | é'A [ (consi
:dérando a norma euclidiana).‘ | ‘

) . 2, : iz
O diagrama abaixo em R ilustra essas ideias.

cx)?t
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CAPITULO 2

CONDICOES PARA QUE O ESMQ SEJA BLUE

| Definimos nb dapitulb anterior como ESMO (Estimadof
'Simples de Minimos Quadrados) de A'B, X'B estiﬁével,ao'vetor X;é
onde é'é qualquér-sélugao de X'Xg = X'y. |

‘ ' Quando a matfiz de covariéncié dOé érros, &ZV, Aé nao
singular o BLUE (melhor estimador ndo viciado).dé A'B é A'él onde
B e qualquef solucdo de X'V—1XB'= X'V—ly, resultédo esse estabelg
cido pelo teorema de Gauss-Markoff. Se V = I entdo A'f = l'g.

Apreéentaremos nesse capitulo é-condigao necessiria e
suficiente'para qﬁe o ESMQ de A'8, A'B estimével,éeja BLUE, consi
~derando-se 6 modelo linear geral com mafriz de covariancia arbi
triria..

Essa condicao foi apresentada pela primeira vez, na
forma geral, por Zyskind (1967) e ela & conhecida coﬁo a "CONDICAO
DOS AUTOVETORES".

Para a demonst;agéo do teorema principal desse capitu

lo precisamos da forma candnica do modelo linear que sera estabe

lecido logo em seguida.

Considere o modelo linear

y = XB+e, E(e) =g Elee') = 02V (2.1)
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Seja Ol' ﬁma'base.ortonormal para C(X); le] .subespago
“;-diﬁensicnai gérado peias qoiuna§ da matriz X, e'seja‘eo' quél 
Querybase ortOnormalfpafa o subespago.C(X)l) compléﬁehtarvp:togg )
ﬁal:de‘C(X), dé:dimeﬁsaé n-r. . |
‘ Entao_eox =-ﬂ,v"ﬂ—matriz-nulal

1

A matriz 0 = aplicada ao modelo linear . pro

9,

duz a seguinte transformagao:

0,y z 0,X8 0,e 0.XB £
SV e o U 1 I e S TR R A I s e P R T
NOs ﬁos referimos a forma
VA 0.XBR f :
1 = 1 + 1 (2.2)
zq g f2

como forma candnica do modelo linear.

=~ . . g -’
Para a demonstragao do teorema principal desse capltu

lo usaremos 0 seguinte lema:

Lema 2.1 - Seja a matriz 0 como a definida acima. En
tdo qualquer funcao linear estimdvel A'R pode ser escrita como

D'@lXB.

Demonstracao:

A'B € estimavel se e somente se ) puder ser escrito
como uma combinacdo linear das linhas de X. O gue temos que pro

var essencialmente & que as r linhas de le geram o espag¢go linha
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de X.

O sistema

(0X) 'by = X';, i=1,2, ..., n (X'y ~’§—§sima co
-~ luna. de X') -

& consistente pois
a'(OX)" = g => a'X'g' = ,@ => a'X = ﬂ>.=> a;xli = 0, i=.l,2,_'.'..r_1.

Portanto qualduer liﬁha de X pode ser escrita :'éomo
o ) - o jegx | o
combinagao linear das linhas de 0X. Mas 0X = . Portanto as

: r .

r linhas de_OlX geram o espag¢o linha da matriz X.

O teorema segquinte, devido a Zyskind (1967), estabe
lece a condigéo necesséria e suficiente sobre o modelo linear -ge
- ral para dque os estimadores simples de minimos quadrados de todas

as fungoes lineares estimiveis sejam também BLUE's.

Teorema 2.l - Uma condigao necessaria e suficiente pa

ra que todos os estimadores lineares simples de minimos quadrados
sejam também BLUE's das correspondentes fungdes estimaveis 'S
no modelo linear y = XB+e, E(e) =g, E(ece') = 02V, V simétrica
positiva semidefinida, posto(X) = r, € que exista um subconjunto

de r autovetores ortogonais de V, os quais formam uma base para o

‘espago coluna da matriz X.

Demonstracdo (suficiéncia):

Suponha que V tem r autovetores ortogonais, os quais
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formam uma base para C(X). Entio V tem também (n-r) autovetores
qrtogohais os ‘quais formam uma base para C(Xfl. ‘Sejam Gl' e OO'F
duas matrizes cujas colunas sdo formadas respectivamente por. cada -
um dos dois cbnjuntos’dé vetores acima.

A matriz 0' = (Ol'/ OO')' & tal que

OVe' = D,  sendo D uma matriz diagonal e 04X = fg.

Consideremos a forma candnica obtida pela  seguinte

transformagao ortogonal:

%1 2 _ o2 2P
Z, # D,

Seja A'B = 0'0;Xp uma fungdo estimdvel. O estimador
. simples de minimos quadrados de PO, XB é p'@lXé, g solucdo de

X'Xg = X'y. Mas

p'elxé p'@l(Xé+Y“Y) = p'el(y~(y-X§) ) = p'0yy.

p'OY é Unico e p'0; € C(X).

Seja a'y um estimador ndo viciado para p'OlXB. Entado,
como vimos no capitulo 1l,existe um vetor b satisfazendo A'=b'x e

Var (a'y) = Var (b'y). Além disso o vetor b pode ser decomposto
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* de maneira Gnica como

Podemos escrevef_bz-% a‘oo. Entao-

b =-p"@l + 'aleo' , , p'Ole.C-'(X‘) e a'@oeC(_X)l
Var (b'y) = Var ( (p10+a'0,)y) =

Var (0'0,y) +.Var(a'éoy)ﬁ-2Cov(p'Oly,a'Goy)

it

Var(p'ely) + Var(a'eoy) > Var(O'Oly).

Portanto o ESMQ de P'0 X & também BLUE.

'(Necessidade) - Suponha que para qualquer funcao esti
mavel A'B o estimador simples de minimos quadrados & também BLUE.
Qualquer matriz ortogonal 0' = (Ol, OO') com Ol de dimensao rXn

e OO de dimensao (n-r)Xn construida de tal forma qué 0

E

oX = # quan

do aplicada ao modelo linear y = XB+e produz:

Oy = = = : + = +
Seja p'olxs uma funcdo estimavel.
1 A 1 —_ '
O ESMQ de p OlXB e p Gly 0 Zl'

Temos por hipdtese que P'Zq & BLUE de P'OXB.

A fungao p'Z; + a'Z & um estimador ndo viciado para

0



38

t 1 1 . —
p'0,XB qualquer o Ppois E(p'Z2, + a'Zy) = E(p'Z;) = p'0,XB.

I}

Var (p'Z2., + a'ZO)

1 L] Y —_
1 Var (p Zl)+Var(a ZO)+2Coy(p'Zl,a'ZO) =

1 Nt
OVGO af2D>61V@0

= p'0,V0, 'p+a'0 'a2p'0,VO;'P ¥ a

Portanto pP'0 Voofﬁ =0 Yo  => COV(Zl, ZO) = ﬁ;

1
, . z W #
" Entao .cov 1 = rlr :
| %0 1

n—rWOnér

“Seja agora uma matriz oxrtogonal Rl de dimensao r¥r e

uma matriz ortogonal R, de dimensao (n-r)Xi{(n-r) tal que R,W.R.'=D

0 1171 1
A - D et e 5 e Nalalcs + V - sa
e ROWORO DOf fobtem Rlﬂe RQ nessas condigoes pois Wl e WO a0
matrizes simétricas positivas semidefinidas.
Seja a matriz
s |T? Ovl _ | B %1,
g R % Ry 9
$ & ortogonal
[ " 1 1) 1
Ry 91 — I B 5 h T R R e e R
01"y "r Op'Ro™) = =
1 1 1 [}
Ro 99 Rg0p%1 " Ry" Rp9 "9 'Ry
- rr # = T .
i g n-r ' n-r
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Multiplicando-se a matriz V 3 esquerda por S e a di

reita por S' temos:

v

] — Rl Ol ] [ ] [} L] —
SvVs!' = \V/ (ol Ry, 90 R, ) =
R, O
0o % o
i Yy ] a l. 1
_ [R1OV8 Ry Ry03V300 Ry
' A L ' -
RGO,VO; 'R Ry0,V0, 'R,
. r‘ ' : ’
Ry g | oy 7
]
3 RoWoRo ' | A Dy

As linhas da matriz S formam um conjunto de autoveto

res de V. Além disso as linhas R, 0, sdo combina¢des lineares das

171
linhas de 0, e geram C(X) e as linhas de R0, sdo combinagoes 1i
neares das linhas de 90 e geram C(X)l. Entdo as colunas de Ol'Rl'

e OO'RO' formam bases ortogonais de C{({X) e C(X)l respectivamente.
N6s nos referiremos daqui por diante ao teorema 2.1

como a "condigao dos autovetores®,

Se podemcs de algum modo determinar que V tem um éug
conjunto de r autovetores formando uma base para o espa¢o coluna
da matriz X,entao nds sabemos que todos os estimadores simples de
minimos quadrados sdo também BLUE's.

A condigéo dos autovetores, na forma do teorema 2.1,

ndo & necessariamente simples de ser aplicada na pratica. Entre



40

tanto & possivel se estabelecer algumas condigdes  equivalentes
que tornam mais facil de se verificar a validade do teorema 2.1.
Além disso essas condigoes equivalentes possibilitam uma inter

pretagdo geométrica mais clara da "condigdo dos autovetores”...

Equivalencia 1 - Um conjunto de r autovetores. de V: .,

perténce ao subespago C(X)‘r—dimenéionél, e‘portantb gera . CKX)

~se e somente se C(X) & um subespag¢o invariante de V.

Demonstracao:

( =>) O subespago C(X) tem dimensdo r. Sejam . -

(l) 61(2), ooy Ol(r) . r autovetores de V-tal que ¢]

(1)
l ’

i =1,2, cees T pertence a C(X) e a colegao de vetores {Ol(l),

i 1,2, ....r} gera'C(X). Portanto, para qd@lquer vetor b tal

que b € C(X)'temos que
(1)

a,0 R a
1 i“l

constantes.

o
i
N~

i

Temos entao:

(i)

aiAiGl

<
5
i
<
I~ R
Q
(O]

i
I~ H
Q

-
<
[©}
I
I~ R

1 i

i
N~
o
o)

portanto Vb € C(X).
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( <= ) Suponha que qualquer vetor b € C(X), Vb € C(X).

Sejam Ol e Oo matrizes com dimensdo rXn e n-rXn -

respectivamente tais que as linhas de @l e.OO geram_C'(X)-e,C(X)l
respectivamente. |

Vo, ' & entdo uma matriz cujas'cdlunas pertencem a .
C(X). Portanto,

Ove,' =4 => ‘ove ' =g .

0" "1 1
Pela mesma construgdo desenvolvida na prova da neces .

sidade do teorema 2.1,a matriz V tem um subconjunto de r autove

tores formando uma basc¢ para C(X).

‘Equivaléncia 2 - C(X) & um subespago invariante de V . -

se e somente se VX = X0Q para alguma matriz C.

Demonstracao:

( => ) Se C(X) & unm subespac¢o invariante de V entao .
para qualquexr vetor b € C(X) o vetor Vb € C(X).

Para qualquer y € rP o vetor Xy € C(X).

Portanto,

VXy = Xg para algun g € rP |

Facamos y = e, i=1,2, ..., p onde e, & um ve
tor com coordenadas iguais a zero exceto na i-ésima linha, a
qual tem a ﬁnidade como elemento.

Temos entao que:

VX = XQ para alguma matriz Q.

( <= ) Para qualquer vetor b tal que b € C(X), exis
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tey € RP tal que b = Xy. P
Entao,
Vb = VXy = XQy € C(X).
Portanto C(X).-& um subespago invariante de V.
Antes de enunciarmos a equivaléncia 3 precisamos de
" um resultado conhecido da Algebra Linear, o qual iremos enunciar

sem demonstrar.

Teorema 2.2 - Seja_Z'um.espago vetorial n-dimensional

e T um operador'linear sobre Z. Sejambwi, Wopewar Wy subespacgos

de 2 tal que 2 = wl@w’e..;ew operadores soO

2 x © Epj, E

l, 2' a.‘o' Ek
bre Z tais que '
’ V © e ) R ~ 2
_a) ca@; Ei e uma projegao (Ei = Ei) ’

b) EiEj_——-‘ﬁ' se i # 3.,

-C)I=Ej+E2+...+Ek,

d) a imagem de Ei e Wi .

Entao,uma condi¢do necessidria e suficiente para que cada subespa
¢o seja invariante sob T & que T comute com cada uma das ~ proje

-

¢coes E;, isto &,

Equivalencia 3 - Seja P matriz do operador projecao

ortogonal de R" em C(X). Entdo C(X) & invariante sob V se e somen

te se
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Demonstracao:

-

O ESMQ de E(y) = XB & XB % Py onde B & qualquer ve
tor satisfazendo X'XB = X'y -e P & a matriz do operador proje
- ¢d3o ortogonal do espago de dados, R", no espago coluna de X. Ja
verificamos anteriormente que P & simétrica e idempotente e que
"C(P). = C(X). A matriz (I-P) & a matriz do operador projegio orto
gonal do espago'de dados no éspago complemento ortogonal do espa
'¢o coluna de X, C(X)l.

Podemos eécrevér
R" = c(xecx)t
com P e (I-P) satisfazendo:
o - .~ L2 2
a) P e (I-P) sao projecgoes (P =p, (I-P)" = I-P ),
b) P(I-P) = § ,

¢c) I =P+ (I-P) ,

d) qualquer y € R Py € C(X) e (I-P)y € C(X)l.

Aplicando o Teorema 2.2 temos que C(X) & invariante
sob V se e somente se PV = VP,

Se dispomos de um algoritmo para calcularmos a meatriz
P pédemos verificar se os estimadores simples de minimos quadra
dos sao também BLUE's verificando se o produto VP & simétrico

pois

pv

\'2%

(pV) "' .




44

Podemos resumir o Teorema 2.l com as condlgoes equiva

1lentes ao mesmo no segulnte teorema..

Teorema 2 3 - Seja o modelo y = X8+e onde X é uma ma'v-

triz conhe01da nXp de posto r < p, E(e) = ﬁ, E (ee' ) = ozv,.v sime

trlca positlva semldeflnlda Cada uma das segulntes condlgoes‘~'é
'necessarla e suf1c1ente para que o ESMQ de qualquer fungao parg

métrica linear est1mave1 seja BLUE .
1. Existe um subconjunta de r autovetores de V forman
do uma base para o espa¢o coluna de X.

2. Uma reparametrizagao de posté,completo existe tal
que E(y) = XB = WO onde as colunas de W sdo autovetores oftogg
nais de V.:

3. C(X) é um subespago invariante de V.

4. VX = XQ para alguma matriz Q.

5. 0 produto VP é simétrico.

Se a matriz de covariancia & singular, os valores per
mitidos para o vetor B ficam restritos a um subconjunto de rP.
Ja estabelecemos no capitulo 1 que quando a matriz de

covariancia é arbitraria e falsa a afirmativa
E(a'y) = A'8 => a'X = A' .

A falsidade desse resultado foi estabelecida por

Zyskind (1967) embora Rao (1971) tenha utilizado esse resultado,



45

fato esse apontado por Kempthofne (1972).

A restrigao no espago de parémetros; provocada por .
singularidade na matriz de covariancia, parece ser um fato 'aiﬁda
nao muito compreendido.

Se_estabelecgmos_a_"éondigao dqs'éutovetorés“; na for -
ma . |

. ESMQ = BLUE se e soménte se VX = XQ
para élguma matriz Q ' -
_podehos concluir imediataménte que ESMQ = BLUE =>VV(C(X)) C C(X).

Nessas coﬂdigGes é falso o Teorema 1 estabelecido
por Watson (1967). A segunda parte do Eeorema'diz que se oAESMQ.é
BLUE para todas as fungdes estimaveis entao V(C(X))=C(X), sendo a .
matriz de coyariéncia'arbitréria. v
Mostraremos d'falsidéde dessa afirmativa atravéé da

construgao de um contra exemplo.

Seja o modelo linear
yl=u+el
Yy =W - oy te,

Yq = M + oy + €3

111
‘E(ei) =0 , V=E(ee') = 111
111
Entdo V € singular e posto (V) = 1.

A matriz de planejamento do modelo é



1 0
X = 1 -1
1 1l

00
111 1 0 3 0
VK =111 1 -1 = 3 0
111 11 30
e
1 0 3 0
. 3 0
XQ = |1 -1 = 3 0 .
0 0

-
L
W
o

Portanto VX = XQ para alguma matriz Q e temos que

ESMQ de gqualquer fungao estimdvel & BLUE. Mas

V(C (X)) # C(X).

46
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;’I
J

CAPITULO 3 !

BLUE COM MATRIZ DE COVARIANCIA ARBITRARIA

Nesse capitu;o'apresentaremés condigdes sobre o vetor

b;dé tai forma qué'b'y éeja éstimativa ndo viciada de menor vari

énéiéaéara uma dada‘fuhgéo estimével'k's sem impof'condigées so
bre é_matriz de éovériéﬁdia de err§§. |

"Dado o modeio iinear Yy = XBt+e, E(é).= ﬂ,vE(ee'Y = 02V,

'sempré que a ﬁéﬁriz v é pbsitivq definida; o teorema de Gauss-

Markpff.eétabelece que o BLUE de uma fungao estimavel A'B & A'é,

é solugao de X?VleB =_X'V—ly;‘Portanto, sendo (X'V-lX)—;uma in

1

versa generalizada de X'V "X, o conjuntb'defvetores b tal que b'y

& BLUE de A'B & dado pér

ly + (I~(x'v"lx)"(x'v'lx) ) vy} + vy um vetor ar

At LRy TR
bitrario.

O Teorema de Gauss-Markoff, na sua versao classica,
nao trata da situagaoc em que a matriz V & singular. Modelos linea
res em gque a matriz V & singular surgem frequentemente no trata
mento de ptoblemas préticos; Matrizes com uma estrutura de covari
ancia singular sdo induzidas por experimentos finitos aleatori
zados,; como por exemplo o caso de blocos aleatorizados. Tratare
mos deoalguns desses experimentos no proximo capitulo.

Mesmo para o modelo y = XB + e, E(e) = 4, E(ee')=021,
a introdugao de restrigdes nos parametros da forma AR = c conduz

ao modelo
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i

z=(¥) = (R)8+ (5) =W+t

e a matriz de covariancia de f &

In g

g 8

Divérsaé teﬁtatiﬁas tém sido feitas para se produzir

uma teoria geral sobre BLUE de fungdes estimaveis. |
. Uma deSgaé tentativas estd apresentaaa num artigo de
Zyskind e Martin . (1969). Nesse artiéo o teorema de Gauss-Morkoff

e generalizado no sentido de se construir uma classe de inversas

*

generalizadas da matriz V, GV,

de tal forma que para qualquer fun
¢ao estimavel A'B, .0 ELUE de A'8 & dado porrl'é, onde é é solugao

Vdés equagoes
* ok
X'V Xg = X'V y, v ec, .

E interessante notar que em muitas situag¢bes o conjun
* - . ]
to G esta estritamente contido no conjunto G, das inversas gene

ralizadas da matriz V. Como exemplo, para o modelo

yl = al + el
E(e) = ¢ E(ee') =1 ,
Y, = %y t e,

a introdugao do contraste ay +a, = 0 produz o modelo
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Yyl . 107 - ’“‘  : .el U :
Yol = (01 S T = sendo
o) -lud . Lo
~ o
| - I, 8 ]t
; .V = E(ff') = , £ = e,
L |8 # o

A‘prépria matri; Q é uma‘inversé gene:alizada‘ de éi~
meéma.'Se considerarmos a fﬁngéo eStimé?el A'B = Oqr .soluQSes de;-
X'VXB'= vay nao cocnduzem ao BLUE de A'B. | |

VO procédimento para o célcglo de uma matriz V*,.: na
forma proposta'por Zyskind e Martin (1969), énvolVe'ﬁm ‘algOritmo
nao muito'éimples. | |

Em um de seus artigos, Rao (1971) procura tam
bém dar um tratamento unificado para a teoxria de estimagao linear.
No capitulo 3 do referido artigo, Rao estabelece quego BLUE de

-

- :
A'B & A'B onde B = c)y ou B = czy, onde c, e cg sdo matrizes

2
©p
tais que a matriz é uma inversa generalizada da matriz
c -c,|- : :
3 4
VvV " X _
r X matriz de planejamento e V matriz de covariancia dos
R
erros.

Uma contribuigéo recente nesse assunto, e sobre a qual
nos prenderemos com detalhes, estid contida em um artigo nao publi

cado de Kempthorne (1972?). A forca do citado artigo esta em desen
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volver os resultados de uma forma bem elementar, utilizando um
instrumental matemadtico pouco sofisticado.No capitulo 1 foram de
senvolvidas algumas idéias sobre modelos lineares e fungdes esﬁi
miveis a partir das informagdes contidas nas eqﬁagaes ﬁoimais; 0.
desenvolv:mento apresentado no trabalho.de Kempthorne utiliza em .
grande parte as equagoes‘normals. ASs condlgoes para a 1gua1dade'
entre o BLUE e o ESMQ de uma fungao est1mave1,~estabelecidés por
FZyskind e que tratamos no‘capitﬁlo 2, sao deduzidas éomo conse
quencia direta dos teoremas que estabelecem as condlgoes sobre o

vetor b de tal forma que b'y se]a BLUE de A' B

Seja o modelo y = XB'+ e, Ele) = g, E(ee') = czv, \'
simetrica, pésitiva semidefinida e seja A'B uma fungéo estimd
vel. Enféé existe um vetor 5 satisfazendo X'b = 1A' e b'y‘é um
‘estimador nao-viciado para A'B. A variancia de b'y & dada por
ozb'Vb. Para determinarmos o BLUE de )A'B temos entdo que en
contrar um vetor b tal que b'Vb seja minimo sujeito & condigao
que b'Xx = A' .,

Serao apresentadas duas solucoes para o problema,uma

delas utilizando multiplicadores de Lagrange e a outra utilizan

do argumentos puramente algébricos.

3.1. SOLUCAO UTILIZANDO MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Teorema 3.1 - Seja A'B uma fungdo estimavel. Entao o

BLUE de A'B € b'y onde o vetor b satisfaz as seguintes equagoes:

UNICAMBP
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v X b 2 X - matriz de planejamento
X' g m A V - matriz -de covariancia

dos erros.

Demonstracao - O vetor b satisfaz b'X = k'. Temos en

tao que minimizar Var (b y) = b Vb sugeito a. condigao b’ X = A'.

Seja o’Lagrangeano.
a = b'Vb + Z(B'X-A')m,. m vetor devmultipliéadbres.
Derivando-se a em relagao a by, 1=1,2, ..., n, e

igualando—-se ao zero temos:

xikmk = o i = 1,2,'...,1'1. o
v S
Em termos matriciais- essas equagOes tornam-se

2 _oyp+2xm =g .
ab
Juntando-se essas equa¢des com as restrigoes temos
que um ponto critico da fungao a deve satisfazer -
V b + Xm=g

ou
X' b = A

(3.1.1).

a) O sistema (3.1.1l) & consistente.
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v X1
Prova: (al', a2') ' =g = al'V + az'x' =g

X' g :

L] —
a; X =46
~ ' - n 1y ‘=
Enta.o‘al Valv— a, X ay 4ﬂ.
Portanto a, ﬂ e az'x' = f.
’ =‘ ' = 1y ._._.‘ ;
~ Entao (al -2, | .a2 A a2 X'b 0‘ e o siste
md (3.1.1) é consistente.
‘bl b2 C . ' -
b) Se e : sao solugoes de (3.1.1) entao
™ Mo ‘
] . — ot »
by b, e

Prova: Sejam e solugoes de (3.1.1).

' m, m

1 2

Entao:
Vbl-i-Xml=ﬂ=Vb2-i-Xm2
] = - 1
X bl A X b2.
Temos

1) V(by-b,) = X(m,~m;)
2) X' (by-b,) = ]

Multiplicando 1 por (bl—bz)' temos
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(bl-bz)'V(bl-bz) = (bl-bz)?X(mz-ml) =0 .

i\

. => V(b;-b,) = g => Vb, = Vb, .

Portanto)

liVbz = bz.Vbz.

" Além disso ’

Vby + X = Vby + Xmy, => Xm) = Xm,.

c) Qualquer SOlugéo de (3.1.1) & minimo global.

Prova: Seja b, tal que
Vbo + xml =g
! =

Consideremos o vetor (b0+6)' satisfazendo
. ] = ]
(bokd) g At
"Entao

! Iy — ' — 'Yy = 1y =
b0 X+ 6'X A bo X => §'X J 2}

2 ' =
o (b0 + §) V(b0 + §) =

Var {(b0 + 68) 'y}

2 ! 1 ) T
0° (by'Vb +8'Vb +b  'VE+§'VE) =

1
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2

o° (by'Vb, + 28'Vb

+ §'V§)

il

0 0

{

=-02 (bO'Vb - 26'Xm, + §'V§)

0 0

2, o 2
o fbo'Vbo + §'V8) 2 o“b'Vb,.

Portanto
Var {(b, + &) 'y} > Var (bo'y) com igualdade se e sO
_mehté se V.8 =vﬂ{' - ' ' |

' Assim completamos a demonstragdo do Teorema 3.1.

c, C
Se tomamos 1 2 ] como uma inversa generalizada
_ . c, -C » '
3 'd
vV X’ . ‘ o _ _
. de _ o0 resultado estabelecido por Rao (1971), .so
; X' P . S |

bre o qual nos referimos no.inicio desse capitulo, pode ser obti
do a partir do teorema 3.1 da sequinte forma:

O BLUE de A'8B é& b'y onde b' satisfaz

vV X b y/]
X' g m A
cq 62 ‘ vV X
Seja X uma inversa generalizada de .
- 1]
cy "Cy | X' g
. b ¢, S, g1
Entao = _ é uma solugdo de (3.1.l1). Portan
m c, —C A
3 4
to temos que
b ='02A e o BLUE de A'B é dado por kicz'y.
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Corolarlo 3.1.2 - Uma fungao linear das observagées

b'y e 'BLUE de E(b'y) se e somente se Vb e C(X)

Demonstragao:

( => ) b'y & BLUE de b'XB = A’B. Entao, pelo teorema‘

3. l, o vetor b satisfaz
Vb =- A—Xm.

Portanto Vb € C(X).

7 "b'y € um estimador ndo-viciado para b'Xg = X'B. Supo
nhamos que Vb € C (X) .. |
Entao Vb = -Xm para algum m.
Portanto b satisfaz
vV X b J4]
X' g m A

STV

e b'y & BLUE de A'B.

O resultado do coroldrio (3.1.2) foi estabelecido por

Zyskind (1967) -mediante aréumentos puramente algébricos.

Corolario 3.1.3 - O estimador simples de minimos qua

drados de XB & BLUE se e somente se existe uma matriz Q tal que
VX = XQ.

Demonstracao:
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. c1 cé - v X |
Se - : e uma inversa generalizada de
. o _ LT , ) : '

C3 =G, X' g
oL cl"q3‘, -f_ o D ' - vox)
entao T e tambem uma inversa generalizada de R P

ey ¢y | | R A N
Entdo
R ©" <3’ g L
= é também solugdo de
m '02' -C4 A . " .. :

(3.1.1) e temos

"b = ¢3'% e o BLUE de A'B & dado por b'y = i'c3y.‘

. Corolario 3.1.1 - O BLUE de X8 & A'y onde A & uma ma

.triz satisfazendo

VA + XM =@

X'A = X'. _ ‘
z |

Demonstracdo: Substituindo sucessivamente o vetor A

em (3.1.1) por X'i, i =1, 2, ...,n, onde X'i & a i~ésima coluna

da matriz X' obtemos o sistema

VA + XM
(3.1.2).

X'a X!

Entdo o BLUE de XB & dado por A'Y, A satisfazendo

(3.1.2).
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( => ) O estimador simples de minimos quadrados de

XB & XBy onde B € uma matriz que satis%az X'XB = X'.

Se XBy & BLUE dé XB entdo

-VXB + XM.= ¢ para algum M

VXB = XM A

_vxéx = =XMX "

VX‘=’XQ-‘ ‘com Q = -MX.

(»<% )4Se-VX'=‘XQ 'eﬁtéo .

VXB = X0OB

VXB f XM =g com ﬁ = -QB.

| Po?tanto XBy é BpﬁE de xg.e témos que o ESMdee_XB é
" BLUE. o - | o
| - 0 corolario (3.1.3) & exatamente a "condigao aos'autg

vetores" estabelecida por Zyskind, a qual nds tratamos no capitg

lo 2.

Corolario 3.1.4 - Uma fungdo b'y & ESMQ e BLUE de sua
esperanga se e somente se ambos os vetores b e Vb pertencem a
C(X).

Demonstracao:

(=>) Se b'y é ESMQ de b'XB entdo b € C(X)  (Lema

1.4.1 e 1.4.2). Pelo corolirio 3.1.2, se b'y & BLUE de b'XB entdo
Vb € C(X).

( <= ) Seja b'y um estimador nao viciado de b'XB}
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a) Suponhamos que b € C(X). Entdo b = XBb e

(XBb) y = b'XBY b! XB" B~sqlugao'de X'XB = X‘y. Portanto -
b'y & ESMQ de b'X8: . | -

“

b) ‘Se Vb e C(x), pelo corolario 3.1.2 temos que b Yy e;
BLUE de b'Xg, portanto o ESMQ de b'XB & BLUE. ' :
0 corolirio 3.1.4 € uma condigdo equivalente 5 "condi

'gao dos autovetores“ e f01 também estabelec1do por Zyskind (1967).

3.2 - SOLUCAO ALGEBRICA
A demonstragdo do teorema que explicita a forma  do
BLUE de XB necessita do lema seguinte:

- Lema 3.2.1 - Seja E um espago vetorial n-dimensional,

I um vetor fixo em E e G uma matriz simétrica positiva semidefini
da. Seja g uma fungao definida em E da sequinte forma
| g(x) = 2x'f + x'Gx X € E (3.2.1)3
Uma condig¢d3o necessaria e suficiente parg que g(#) te
nha um minimo global em E & que o sistema de equagdes Gx + £ = g

seja consistente. O minimo de g(x) & g(xo), onde x, é qualquer so

lugao de Gx + £ = 4.

Demonstracao:

( => ) Se G é n3o singular ent3o Gx + £ = § & consis
tente,
Suponhamos que G & n3o singular. Entao existe um ve

tor b, b # g, tal que b'G = § e portanto b'Gb = 0.
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g(b) = 2b'f + b'Gb = 2b'f.

Se b'f > 0 tomamos x = -kb; k > 0 e arbitrario e
. \

nos temos que

g (-kb) =‘2(—kb'f) + (-kb')G(-kb) ~2kb'f & arbitra

‘riamente pequeno.
Se_b?f,< 0 tomamos x = kb' com k > 0 e arbitrario e
témos;p mesmo résultado{ |
| | Portanto g(x),é limitadé inferiormente se e somente
- b'G =g =3 b'E =0
‘qué é;precisamehte'; éondigéo de consisténcia do si#tema Gx+f = 4.

( <= ) Suponhamos que o sistema Gx + £ = § & consis

tente, ou seja, existe X, tal que Gx, + £ = B.

Entao |
g(x0+6)f= 2(x0+§5'f + (#0+6)'G(x0+6) =
= 2x0'f + 26'f + xO'Gx0 + 26'Gx0 + 6'GS =
= 2x0'f + xo'Gx0 + 26'(f+G#0) + 8G§ =
= 2x0'f + xo'Gxo + GfGS > ng'f + xo'Gxo.
Portanto

glxy + 6) 2 g(x,) qualquer §

= - ' =
e g(xo) 2x0'f + xo'Gx0 = 2x0'Gx0 + X5'Gx,

= -XO 'GxO .
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Sejam x, e X, duas solugdes de Gx + £ = f#.

|

P

Entao
) y

= G ' -
Gxqg = 6Gx; e x4'G=1x,'G

: ' - (ol - ' '
X0 Gxo = X, le = Xy le..

Pdrtahto g(X)‘é.invariante qualquer x soluééo de
- Gx + f = g. . |
I Estamos*ago}a;em éondi§6es de‘demonsﬁraf o seguinfe
Téore@a.' |

Teorema 3.2 - Seja o modelo linear y = XB+e, E(e) = @

E(ee') = ¢%V. O BLUE de XB & dédo por A'y sendo
| A = XB + (I-XBIN ,
ANtQuaIQue} solugdo dQ'Sistemé.. |
(I-XB)V(I-XB)N + (I-XB)VXB = § (3.2.2)
e B tal que XBX = X.

Demonstracao:

Seja A'B uma fungao estimavel. Portanto existe b tal
que X'b = A. e b'y & um estimador ndo viciado para A'8. Qualquer

b solugao de X'b = A pode ser escrito como

b

B'A + (I-B'X')y =

B'A + (I-XB)Y , Yy arbitrario (3.2.3).

Var (b'y) = b'Vb = {A'B+y' (I-XB)}V{B'A+(I-XB)Y} =
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= X BVB A + ZY (I—XB)VB A+ y! (I—XB)V(I~XB)Y.

XBb0 € anico para qualquer b0 solugao de A' = b'X.

¥

A'BVB'A =.(XBb0)'VXBb0; Portanto A'BVB'A & invarian |
te. ‘ . . ' |
'Para encontrarmos b, da forma (3.2. 3), que _ minim;ié

Var(by) temos que determlnar o vetor vy que minimiza

2y'(I—x3)VB'A'+ y'(I-XB)V(I-XB)Y '~(3;2.4,) :

Fazendo
x =
f = (I-XB;VB'A
.G = (I-XB)V(I~XB)
a expressao a ser miniﬁiéadé assume a'fqrma (3.2.15 que & a ex

-pressao do Lema (3.2.1). Entd3o temos que verificar se
(I-XB)V (I-XB)Y + (I-XB)VB'A =g & consistente.

Podemos reescrever a expressao acima na forma
j

(I-XB)Z Z'(I-XB)y = (I-XB)Z (-Z2'B'\) (3.2.5)

W' WY W' -z

que & a forma das equagdes normais. Portanto a expressao (3.2.4)
tem um minimo global e esse minimo & alcangado para qualquer y sO

lucao de (3.2.5).
Seja v, uma solugao.

Wy, = Z'(I-XB)YO é anico assim como
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n
A

"Ent3o o BLUE de A'B & b'y, b = B'A + (I-XB) v,
e Y, qualquer solugdo.de
(I-XB)V(I-XB)y = (I-XB)VB'A. .
. Se fazemos A sucessivamente como as linhas da matriz
X temos que o BLUE de X8 & A'y sendo
J A = XB + (I-XB)N
onde N é1dualquer soiugéq'de |

' (I-XB)V (I-XB)N + (I-XB)VXB = #.

Alguns-corolérios'podem ser deduzidos imediatamente
do,teorema'3;2,relacionando as idéias déSenVolvidas no capitulo 2.
.oicorolério 3.2.3 sera de paftidular interesse pois fotngce'um-mé
todo pratico para se verificar a validade da "condicao dos aﬁtovg
tores" para alguns planejamentos de experimentos aleatorizados

que veremos no prdximo capitulo.

Corolario 3.2.1 - Os estimadores simples de “minimos

quédrados coincidem com os BLUES se e somente se
(I-XB)VXB = 4.

Demonstracao:

( => ) 0 estimador simples de minimos quadrados de X8
é XBy que & também BLUE. Entdo, pelo teorema 3.2, A = XB e - pode

mos tomar N = #. Portanto
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(I-XB)VXB = 4.

( <=) Se (I-XB)VXB = f§ entao N = b € solugdo de -
(3.2.2) e portanto A = XB &€ BLUE e ESMQ de XB. '
| Uma observacgao impbrtante merece registro agora.-'
Quando considefamos que (I—XB)VXB‘=-ﬂ . |

entao
(IQXB)V(I—QB)N:= 8
'N'(I-XB)V(I—XB)N =4 e
V (I-XB)N ; ﬁ. 

-Portanto se consideramos os estimadores

XBy e- (XB + N'(I-XB) )y temos que

E{(XB + N'(I—XB) )y}-Q E(XBy) + E(N'(I-XB)y) =
= XBXB + N'(I-XB)XB = XB = E (XBy)

Var {(XB + N'(I-XB) )y} = (XB + N'(I-XB)V(XB + N'(I~XB) )' =

XBVXB + XBV(I-XB)N + N'(I-XB)VXB + N' (I-XB)V(I-XB)N =

XBVXB Var (XBy).

Ent3o nao existe uma Unica matriz A sob a condigao
que (I-XB)VXB = g mas se A, e A, sdo solugdes A,Y = A,Y com proba
bilidade 1. Portanto, quando escrevemos que os ESMQ coincidem com
os BLUES queremos dizer que ESMQ e BLUE sao equivalentes com

probabilidade 1.
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Corolario 3.2.2 - (I-XB)VXB

J se e somente se

VX = xQ.para élguma‘matriZ'Qs' B

Demonstracdo:

a

i

( =>) (I-XB)VXB = g => VXB . XBVXB

=> VXBX

XBVXBX => VX = XBVX.
Portanto

VX = XQ com Q = BVX

i

(<= ) VK = XQ => VXB = XQB

(I-XB)VXB = (I-XB)XQB = g.

Corolario 3.2.3 - (I-XB)VXB = ¢ se e somente se

vV = XTlx' +_(I—XB)T2(I—XB) + kI para alguma constante k e matri
zes T, eT,.

Demonstracao:

( => ) Podemos escrever V como ;

v = {XB + (I-XB)}V{XB + (I-XxB)} (3.2.6)
= XBVXB + XBV (I-XB) + (I-XB)VXB + (I-XB)V(I-XB).
Assim

V = XBVXB + (I-XB)V(I-XB).

Da mesma forma que em (3.2.6) podemos escrever
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(V-kI) = {XB + (I-XB)} (V-kI) {XB + (I-XB)}.

Assim
V-kI = XB(V + kI)XB + (I-XB) (V + kI) (I-XB).
Portanto

\'4

li

kI + XB(V-KI)XB + (I-XB) (V + kI) (I-XB) =

.

i}

kI + XB(vakI)B'xf"+‘(I—xg)(v-kI)(I-XB) =

kI + XT

X' (I—XB)TZ(I-XB){

(r-xB) {kI + XT

X' ¥_(I—XB)T2(I—XB)}XB

‘(I—XB)VXB 1

(I-XB)kIXB+(I—XB)XTlX'XB+(I—XB)T2(I~XB)XB.

=g

Se para um modelo particular conhecemos a matriz V e
existem matrizes Tl e T2 e uma constante k de tal forma que V pos
sa ser escrito como XT, X' + (I—XB)TZ(I—XQ) + kI entao para deter
minérmos o BLUE de qﬁalquer fungao estimével A'B tudo o que preci

samos & de uma solugao do sistema X'XB = X'y.
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CAPITULO 4

ALGUNS EXPERIMENTOS FINITOS ALEATORIZADOS

Alguns modelés'iineares interessantes e de muita uti
iizagéc, qnde & valida- a "condicido dos autovetores", sdo modelos
derivados de experimentbs‘finitos aleatorizados. - |

Dev1do ao proprlo processo de aleatorizacgao,esses mo
delos geralmente apresentam erros correlac1onados e, sob algumas
condigoes, a matriz de covariancia dos erros e singular.

| Examinaremos com detcalhes trés desses modelos: amos
tra aleatéria simples‘sem.reposigéo; experimentos  completamente
’_aieatorizados e blocds’aleatorizados. ' |

Pode-se notar, na apresentacdao dos modelos a \seguir,
que poucas hipdteses sdo feitas e toda hipoOtese & uma decorreéncia
direta do modo como o experimento &€ levado a cabo. Contraste-se
tal dedugao com os postulados usados nos livros textos de Modelos
Lineares ou de Planejamento de Experimentos em que se comega por

'y = XBte, E(e) =0, E(ee') = o°I
e o vetor de erros tem distribuicao normal multivariada. A nosso
ver, o modelo acima deficilmente se realizard num caso pratico.

E boa fortuna no entanto que, conforme provaremos em
alguns casos a seguir, procedimentos obtidos com o modelo suposto

sejam identicos aos obtidos pelo modelo deduzido finito.

Mesmo assim,somos de opinido que as apresentagles de
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Planejamento de Experimentos baseadas nos modelos supostos sao

nocivas, pelo que implicam de divorcio com a realidade.

4.1 - AMOSTRA ALEATORIA SIMPLES

Quando &esejamos estimar o pérémetro u; média-‘populg |
cional, e o esquema amostral'ﬁtilizado'é aiamostraéem" aiéatéri;:J
simples, sabemos que a média‘émostral_é-o ﬁelhqr estimador linear
'nao viciado para M, se a amoStra.é retirada com reposigéo-ou,aibg
pulagdao tem um nimero infinito de~eiementos. Sabemos também que,
‘mesmo quando o nﬁmérolde elementos da populacdo & finito e‘rétifg
mos é amosﬁra sem repoéigéo, a médié amostral_ainda e BLUE‘para He -

‘Colocaremos ovproblema de se estimar yu, atravéé de
uma amostra aleatéria simples sem reposigéok_sob a forma do mode
lo linear geral e verificaremos que, utilizgndo a teoria exposta
nos cépitﬁlos anﬁeriores, a "condigéo dos autovetores" & valida
para esse ﬁodelo. |

Consideremos uma populagao com N individuos e uma va
. no j-ésimo individuo da populacao,

J
j=1, 2, «.., N. Denotaremos por u a média populacional

riavel Y que assume o valor Y

1 N
(. u = - Z Y- ) .
N j=1 J

Seja a seguinte iqualdade algébrica

Yj =nu + (Yj—u) j =1, 2, ..., N .

Retiramos da populagao uma amostra aleatoria simples
de tamanho n, sem reposicao.

Seja Vi i=1, 2, ..., n o valor da variavel Y no
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i-ésimo elemento da amostra. Cada amostra possivel (yl,yz,...,yn)

de ocorrer.

)

tem probabilidade

D2 |-

(

Podemos' relacionar cada resultado y; da amostra com
os valores Yj,da populagao utilizando varidveis aleatdrias  amos. ,

trais <6% definidas da seéuinte fbrmaé -

se o i-ésimo elemento da amostra & o

§. =1 v

] A j~ésimo elemento da populagao
i - ’ - .

Gj =0 caso contrario .

‘A utilizagdo dessas variiveis aleatdrias em planeja . -
mento de experimentds é devida a Kempthorne (1952).
Temos n.N dessas4variéveis, todas com a mesma distri

buicdo

I
2| =

iy

.!.

i
P (65=0) .

Algumas propriedades dessas variaveis sao facilmente
estabelecidas:
i’

1 el 2 1) = prssy = i_9y) .pst=1) =
ERCT R RN B



como:

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

1 1
N-1 N
i i
P N " = =
‘(63 63. 1) =0
i it
P(8F &% = =
(3, 3 1) 0
i2 i '
E(sY) = g(6¥)% = p(st =
( J) - E( J)_ .\( 3 1)

g (st a%.) =0

L,
E((S; 5_3% ) =0

1

gl sty =

i °3

N (N-1)

N .
T st =1 .
=1 J

N
y; = (L 85 Y., entao

‘Zl'l—‘

i#
3 #

Ed

i

i A
j #

i'

i'

pode entao ser
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escrito



N
yy = 2
J——.
Fazendo
o N
e, = I
i .
J=
y; = ut

.i’

O
Lo Ppete
~
-

+
o~
=

.

1
=
~
~

1]
=

3

i=1,2, ..., n

que € o modelo 1inear.deduzido.‘;

Escrevamos o modelo sob a forma y = XB+e

Yy 11
| ¥, 1
sendo - Yy ={ . ’ X = . B =
| ¥n '
N i , N 1
Efe;) = E( £ 85(Ys-u) ) = I (Y4-uE(8])
j=1 7 3=
1 N
= - 2 (Y-"'U) = 0 I 2 i = 1, 2,
N j=1
N )
i 2
. = (Y.~ =
Var(el) E(.i 63( j u) )

J

1l

N~

temos:

i
Gj(Yj n).

* e o n
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N ﬁ N -
T (Yj—p)zE(s%)2+ Tz (Y.—u)(yk—u)a(a? si) =
j=1 3" 5e1 k=1 3 )

j#k

- L (Y;-u)" =o¢
N j=1. 3 |

2

) : ‘ ’ i Jj - .
-Cov (e e.) = E(e;e;) = E( I 6 (Y, -u) L 6-(Y -u) ) =
hl .i' 3 | s k=1 k'"k p?l PP .

N N | L5
LI (Y -u) (Y -wESE &) =
k=1 p=1 = P kP

-

T (Y -w)2E(6: s0)+ I T (Yo-u) (Y -wE (s &3)=
k=1 & k "kl pe1 X p kx °p

k#p

1 N N
=0+ —— 3 pX (Yk-u) (Y ~p) =
N (N-1) k=1 p=1 p

k#p

1l N 2 1 N 2
— (I (Ymu) )P - —— 1 (y-w© =
N (N-1) =1 N(N-1) k=1

n

1 N 1
T = e—— F (Yk"ll)z == 02 .
N(N-1) k=1 N-1
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A matriz de covariincia dos erros € formada entdo por

=

F, —
1ppeesp
: . . ’ 2 plpo . op l
V = Cov(e) = E(ee') = o0 . y p = - —
. - N-1
PPPessl
| _
Podemos ‘reescrever-a matriz ;% V da seqguinte forma:
_ - B 5 A
. - . ] B N v 1
) 1 1 N-1 - 1 -1
l e s e - e—— 1. . - ) * 0o e T —
" N-1 N-1 N-1 N-1 N-1
1 1 1l N-1 1
—— l e s e .- —— - ® o e - -
-1- N-1| = N-1 N-1 N-1 =
1 1l 1 1l N-~-1
- LI Y 1 - - o o ® rep—
N-1 N-1 N-1 N=1 N-1
N 1 1 1
_—_— O s e 0 - - P e
-1 N-1 N-1 N-1
N 1 1l 1l
0 —— * oo 0 - - * & @ - S——
N-1 + N-1 N-1 N-1 =
N l 1 1
0 0 o e e S—— - - LA 2N - —
N-1 i N-1 N-1 N-1
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N 1 |
= eI+ (= —) J, J matriz quadrada com "1" em
N-1 N-1 ;
' tbdas as posicdes.
Portanto

V= o%( (1-p)T + pJ).

Pelo corolario 3.2,3 do capitulo 3 temos que o estima
~dor simplés de minimos guadradds (ESMQ) de uma funcdo estimavel &

© BLUE se e somente se

V = XT;X' + (I—XB)TZ(I-XB)'+ kI para alguma constan

te k' e matrizes Tl,e T2.

. Faéendo Tl'= poz, ' T2 =g, k_= (l-p)o2 temos :

X7, X' = poz . (1 l...l)==p02J

. -4

‘KI = (l-p)o2I.

Entdo V satisfaz as condigoes do corolario 3.2.3.

0 estimador simples de minimos quadrados de p é:



i c ] -1 _
r . 1
1 41
\
po= (X'X) X'y = | (11...1) (1 1...1)
1 y
] L‘ Iy | ¥n]
.l‘ n  _
= = LYy:. =Y .
Aog=lh

. i:l

Portanto y & o BLUE de p.

' De uma forma geral, sempre que a matriz V for da

ma al + bJ e a matriz X puder ser colocada na forma

. N
Fl '
}
1 !
!
R ’ podemos tomar
. |
* !
l
| 1 |
e temos:
XT.X' = bJ , kI = aI.
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for
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Entdo V pode ser escrita sob a forma

V = XT X' + (I-XB)T,(I-XB) + kI

e sob essas condigSes ESMQ = BLUE.

4.2 - PLANEJAMENTO COMPLETAMENTE ALEATORIZADO '

Suponhamos.qué temos n=rt hnidades'expériﬁéhtais e t
'£ratamentos que serao aplicados as unidades com a reétriqéd qﬁe
cada tfataﬁentb seja éplicado em r unidades. Denotaremos a i—ési:
ma.replicagao do i-&simo trataménto pelo‘par.(i, j) . i=l;2,..;t}~
j=1,2,...,r. .

Cada par (i, 3j) éeré aplicado éleatbriamente 5s'unid§
des éxperiméhtais. Isso'pode sér feito, pdr exemplo, sorteando-se
sequencialmente ao acaso os pares (i, j) e aplicando-os sucessiva
mente as unidades experimentais, as quais deverao esgar previamen
te ordenadas. A alocagao aleatdria dos pares (i, .j) %s unidades
experimentais permite controlar fatores desconhecidos do pesquisa
dor que podem estar influenciando nos resultados do experimento.

A cada possivel combinagdo tratamento-unidade experiy
nmental temoé uma "resposta conééitual" Yik’ k=11, 2, ... , n;
i=1,2, ... , t,onde Y, & a resposta da k-ésima unidade expe
rimental ao tratamento i.

Estamos denominando Yik de resposta conceitual porque
nao temos disponiveis esses valores mesmo por que, quando aplica

mos o tratamento i a unidade k, de alguma forma alteramos a unida
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. de experimental em sua capacidade de resposta a outro tratamento

'4dis£into j» quando néovdestruimosfa unidéde experimental.

) Denotaremos poriyij’_aAobservagao resultante da j-ési

ma replicagao do i-ésimo tratamento. -
_ _ | L S _ x - :
Usaremos as variaveis aleatorias amostrais Gij _para
associar os resultados experimentais com as réspostas-cdnceituéis
Y. .
“ik

Definiremos as variaveis dfg’ da éééuintexfprma:

k

Gij = 1 _se a j~ésimé replicaqéd'do i~-ésimo
tratamento estd aplicado na k-&si -
ma unidade experimental.

§5. =0 - . caso contrario.

2 V -
Temos n.t.r = n° dessas variaveis e

| =

k

P(6ij

) = — .

n

Como na segao anterior, obtemos facilmente algumas pro

priedades dessas variaveis.

1
K\ _ ooyxk 12 _pesk =1y o
K k' _ ook o k' oy o
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= P(§ k! —1/6k —1)P(<sk =1), = ! (i,3) # (i'.j')
= [ Tt s T LT ’ ’
113 13 1377 nm-b
5 kK # k°
kK . k. k k _
3. Egsij ai.j,) p(sij si,j. 1) =0
(L1,3) # (1',3")
ok kY k k'
4. E(834 Gij) (aij 815 1) =0
k # k'
n | -t r
5. 5?.-= 1= 3 1 &8

=1 3=1 M

As observagoes yij sdo associadas aos valores Yik da

seguinte forma:

a—

5. v (4.2.1)

n
¥i3 = 2 %15 Yix

Cada resposta Y5 € uma funcdo linear das variaveis
aleatorias amostrais.
Escreveremos Yik da sequinte forma:

Y =Y + (Yi.-Y ) + (Y k-Y ) + (Y

ik .. . ik~ Yy, 7Y,

k+Y-.) (4.2.2)
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sendo

1 n
Y = - R 4
e n k=1 ik,<
1l t
Y B = 2 Y ‘e

Quando dizemos que a resposta da ﬁnidadé_k.ao ' tfafé
mentg i, Yik’ & um valor fi'xo, eétamos supondo que temos cont;role
absoluto sobre.quaisqqer outros fatores externos que podem‘ influ -
ir na resposta da unidade k. Entao a respoéga conceitual Yi# sera
devida a carécteristicas da unidade k, a prqpriedades‘do tratamen
toiea ﬁmafpoSéivel interacdo entre a unidade k a o tratamento:
i. Suporemos aqui qué os efeitos da unidade e do tratamento sao .
aditivosve que nao existe interagao entre a unidade e o tratamen
to, ou seja, que Yik pode ser escrito como soma de duas parcelas
X, e w

i k'’
de k. Entao temos:

sendo xi o efeito do tratamento i e Wy o efeito da unida

Yik = xi + wk .

Como consequéncia dessa suposigdo temos:

Y., -Y. = X.+w, =X, '"-w, = x.-x,' ou seja B
ik~ itk A N T iT*y Ja.

se pudéssemos aplicar ambos os tratamento i e i' a uma mesma uni

dade experimental, entao a diferenga das respostas seria constan
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. te para cada unidade é'dependeria-apenas dos trataﬁentos “aplica
7dos;: | | | o | | |
Definlremos quevtratamento e unidade sdo aditivos se
e somente Yik é expressavel como. soma de duas partes, uma devido'
ao trataménté‘evoutra devido 5 unidade.,

Valendo a aditividade entre tratamento e unidadé ftg_

mos; .
Y. = x +w =.
Vi, T Xyt
Y =

Kk X v

e a identidade (4.2.2),torna—se

F< .
!

ik = owhlxgmx ) o+ (2,2 )

= ute, + gy (4.2.3)

De (4.2.1) e (4.2.3) temos

n k n '
Y,..= % &,. Y,, = I (p+t,+e,) =
ij k=1 13 ik k=1 ik
Nk

sendo que
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t t ;
Lt, = I (x,;~x) =20 :
g=1 1 4=y 17 :
. A
\
t r t t n kd
z I e = I z I 6,.(2,-2 ) =
i=1 3=1 13 4= j=1 k=1 130K
n t r
= I (2,~2) E L 6;,=0.
k=1 "%+ i=1 j=1 *J
" 0 modelo =
Yij =u+ti+eij _l“' i = 1’2"-oo"t'; j = 1'2' o'o.’r r é

o modelo linear deduzido para o experimento completamente ao aca

SO.

~ Colocando o modelo na fOrma'matricial Y = XB+e temos:

T I .
Y11 | €11
Y12 €12
. r T .

[ u .
e
ylr tl .1r
y = , B = t, ,r €= ..
. e,
Ye1 : £l
e
yt2 i tt .t2
e
i Ytr L tr,



E (e

Vaf(e.

Cov(e

ij

ij

ij’

)

: )

E( Z 8,

O ses B
o -

Pt eoe
=]

I—‘l | e
(=]

=~ eee
o
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" Entao
lpp .cop
o S : 'zlv plp ... p .1
V = cov(e) = E(ee') = ¢ , : ap = - —
_ e ' n-1
P PP euel
L o

que.- & andloga i forma da matriz de covariancia dos erros deduzida
na segao anterior com a réssalva que agora, como temos °

-.t r

I I ey = 0, a matriz V & singular. Temos também que a ma
i=1 j=1 *J , , .
: . _ . F T
triz de planejamento X se escreve como 1
. : 1 | .
. R | 13
: l.¢ .
I ]
Tl

Portanto V pode ser escrita como

XTlx' + (I-XB)T, (I-XB) + kI e obtemos o BLUE de qual

quer fungiao estimidvel, no planejamento completamente:kao acaso, co
i ‘

‘
1

mo se estivéssemos trabalhando com o modelo

Yij = u + ti + eij

satisfazendo as hipoteses dowteoreha de Gaués-Markoff, ou seja,
E(e) = § e E(ee') = oI.

Os resultados acima podem ser estendidos para o plane
jamento completamente ao acaso, na situagao em que temos N unida

des na populacdo e sorteamos n = rt (n < N) unidades experimen

tais a serem submetidas aos tratamentos. A matriz de covariancia
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1
dos erros tem a mesma estrutura deduzida acima com p = = — e
:5 N-1
» 1 N 2 t | r
g =— I (zk—z ) . Nesse caso L X e #0 e a matriz
Nk=l * " = . i=1 j=1 *J

- de covariancia € ndo singular.

4.3 BLOCOS COMPLETAMENTE AO ACASO

.-No pianéjamén£o de'bl¢c§s completameﬁte ao acaso te
mdé ainda n' = rﬁ unidades e#perimentais, as qﬁéié sao agrhpadas
en r-ﬁlOcoé com ﬁ ﬁnidades céda um; os t trafamentos sao . aplica
dos aoracéso dentro de cada bloco e independentemente entre cada
bloco. Esse procedimento produz bons resultados quando éApossivel
agrupar as tnidades'experimentais em blécbs’de unidades que apre
sehtam um\alto grau'de'homogeneiaéde (dentfo de cada blbcq) em fg'
iagéo a alguns fatores que sabemos que influenciam na resposté da
unidade ao tratamento. Os outros possiveis fatores influentes;deg
conhecidos do pesquisador, s3o controlados pelo processo de aleg
torizacao dentro de cada bloco.

& j-ésima unidade experimental dentro de cada ' bloco
chamaremos.de j-&sima parceia.

Denotaremos por Yi a4 resposta conceitual devido ao

jk
i-8simo tratamento aplicado a j-ésima parcela do k-ésimo bloco,

i=l'2,oo-t; j=l,2’-.o't; k=l,2,...,r.

Podemos escrever Y,., da seqguinte forma

ijk

-Y ) + (Y -Y (4.3.1)

15k Y YOO 7Y, k)
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sendo
1 t t r
Y = e T X I Y,.
eer ¢2p 4= §=1 k=1 13K
1t ot |
Y L= e B T Y,
1 ¢
Y . = - z Y .y -
Jk L 4oy i3k

Suponhamos que temos aditividade dos efeitos de tfatg
mento e unidade, ou seja
Y

ik T ¥i ot Wk

Entao temos

Y = X 4w ="u
(Y 7Y, ) = (xHw =x -w ) =w,=w = by
(Vi 5x7Y 5k) = (RgHtwypX mwy ) = (%37 ) = ¢y

(Y ¥, ) = (X AW X oW ) = wgtV g S ey

Substituindo as expressoes acima em (4.3.1) temos:

Y = wHbttitey | (4.3.2)

ijk k

Cabe aqui uma observagido. Uma razao para decompormos

o valor conceitual numa soma de parcelas, como fizemos em (4.2.2)
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e (4.3.1), & que essa decomposigao goza de uma propriedade inte
ressante: a soma das quadrados dos termos a esquerda da identida
de € igual & soma dos quadrados dos termos a direita,-e sao eséa§ 
somas de quadrados que sdo utilizadas najanélisé'dgﬁvaﬁiéncié- do?
modelo. Essa propriedade vale pbrque os,experimentos'que’;fatamqs,
até aqui sao éxperimentﬁs éoh‘eStrutura bélanceéda.»Aiém\ diSS6;
sob-a‘hipétese de aditividade-enfre unidade e tratamento, b'valor-‘
conceitual & decomposto em efeitos aditiﬁos-de blocoé e 'trata@eg _
to, como podemos:qbservariem (4.3.2). | | _

| Denbtafeﬁos a resposta_observéda-devidd ao i—ésimo
tratgment& no k-ésimoublqcé por'yik. | |

. Sejas as variaveis aleatOrias amostrais definidas co

mo: v
6;k =1 se o i-8simo tratamento & aplica&oA
na j-ésima parcela do k-ésimo blo
co.
st =0 caso contrario
jk , :
As propriedades das variaveis 6§k que nos interessam
sao:
1 EG6h) = meb)? = peet =1 = -
jk jk : jk N

- 7 ) 1 i#i
i i i i?
2) E(8:, 8%,.) =P(8;, 6,4, =1) = —m
jk J'k jk "'k t(t“l) i #£ 3
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3) (st 5.1’y = . X # k°
3 » ' . —
jk "3'k 2 :

As observagoes Yik podem ser associadas aos., . valores -

conceituais Yijk da seguinte forma:
t oy 't‘k' I
i T E S T T8y e -
g=r '
= | +‘bk + Zi + ?ik
sendo_que .
r t
LT b = ¥ t, =1 e =0 .
k=1 ¥ 4=1 * i g ik

O modelo Yip = + b, + t, + e €0° modelo deduzido
para o planejamento de blocos completamente ao acaso. Os parémg

tros do modelo sao:

t t 1 t

i i
E(e,,) =E(IL §;,€..) = I €, E(§;)) =— L €. =0
ik 5=1 jk “jk j=1 ik ‘Jk t j=1 jk
t
- i 2 _
Var(eik) =E( I ijejk) =

J=1
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t . . t ot ‘
A 2 i 2 . i
= I e, E(8, )"+ I I e, E(G §.)
. T | T e
1 -t" ‘ . A
Vamos supor que o ® = o_, ’ k = l 2,...,r .

Dentro de um mesmo bloco k a 51tuagao é analoga a de'
um planejamento completamente ao acaso; Entdo, pelos mesmos argg
ﬁehtos da-Segéo 4.2, | L

9 1 B

cov(eik ey 'k) = cj(— ;:I') .

.como a aplicacao dos tratamentos & independente entre blocos te
mos que -

\

cov (e, = E( = E (e, k)E(e

ik ik €k k") i'kt) <

k # k'

A matriz de covaridncia dos erros tem entdo a seguin

te forma: . — " .

V = Cov(e) = E(ee') =

™ s
=
<
a]
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{ Jt se i;= j

I/ se 1'# 3

If ]
g 8
Entao o
¥ ¥
X. I 8 X' Xo' ... X!
N 2 VY2 r 1 %2 r
i E E ﬂ ﬂ lpl' ‘Pz' ‘pr' =
e V)
r~ —~l
X, # |
x ﬂ T | I 1
i .2 . [xl X' eee Xy i
T Lwl'  PLES %
¥ 7]
= g 8 ... 8
'} Jt ces B
Lﬂ g ... Jt—

Fazendo Tl = pqu, T, = g e k = (l—p)o2 temos
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- 1
Jt}ﬂ oo B
gi3....8
XT X' + (I,—XB')TZ(I-‘XB)_' + kI = poz . + (1-p)021 =
L g B ...
, Lo

; Pofténté,.av"condigéo'dos autovetores" & valida para
blbcosjcdmpletamente aleatorizados quando a vériéncia infra—blg
‘cos & igual qualquer que seja o bloco;‘EntSO, nessa condigao, os

estimadorés simples de minimos quadrados sao BLUE's.
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