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Portanto, temos i\g A =TI onde A;“ & dernominada irversa & esmuerda
-

de AL
-1

Observagac: [ Sbvio que Al ou 2%51 existen apenas em casog particulares,

quande o rosto da matriz mm é n ou m.

<)  Representacao Geral da Inversa a esquerda e a direita:

Seda K uma ratriz de ordem mxn. Uma solugao geral de AX = I cuando
POST(R) =m & X = VAX(AVA*)™' onde

Vo6 uma matriz arbitraria tal que POST{AUVA*) = DOST(A)
B solucao geral de XA = L onde P@A) =n &

X o= (A%R) TP OAMY

cryle Vo @ tna makriz tal que POST{(A*WVA) = POST(R).

1.3, Definicao de Inversa Generalizada

Definicdc 1 - Seja A uma matriz de ordem myn e de posto arbitrario.

- S —

Uma inversa generalizada de A € uma matriz G tal que x = Gv & uma solucao de

Mx = v para alqum v que faz a equacac consistente.

Notacao & Inversa Generalizada

Iema 1 - G existe se, e 80 se AGA = A



Demonstracio:

Teros oy definicao Ax = v um sistema consistente se v = AZ para alaus
vetor & de ordem nxl .”. pelo fato da existencia de G temos:

4

e Bx =y & x =0y mas oomo Vv = AZ temos
%= (AT« By = AGA) - v = A(GAZ)AZ = A(GAZ) » | A = AR |

S—

{+ ) Assuadmos que © sistema Ax = vy e consistente - = um vetor v tal que
Av = v. Dor hipftese temos AGA = A -+ AGAv = AV = vV » AGAV = v om0 AV = v

teremos

Mo
b

+ x =y & solugao da equacac  Ax = V.

Dmando o Lera i;} rrdemos fazer a seguinte definicao equivalente de uma

Dofinicdo 7 - ima inversa generalizada de A uma matriz de ardem mam & a

matriz G de ordem nxn tal que

MW = A

fama 2 -

T existe se, e SO se H = GA & idenpotente e POST (H) = ¢xil = POST(A).

-
N

Al



h) C existe se, e SO se F = AG & idemotente e POST(F) = trf = POST(A).

Demonstracao:

(+ ) Por hipbtese G existe + NA =A > GAGA =GA-+ H - H=H -

> B2 =H-+H & idempotente.

I

{+ ) Tems que 1 =0GA & ldemmotenie e ainda POST (H) POST(A) -
MIAF) = M{ITR) -~ G{I*) = \9 f}\*) ordle MA*) e o espaco vetorial
qgerado pelas ocolunas de hF.
'L -
@Ii*) = M{H*) e o complemento ortngonal de M) logo podemos afirmar

que (T - ) =0 pois 1 =1 de M(I~1) =H~-H =H-H=0n

Goe H{I ~«H) =0 » A{l -~ H) =0 =54a(I-GA] ou A =AGA.
Pois A(T - 1) =A - =A~ANA=A~-~"=0>P58-AGh =10+ A= AGEA,

Observagao: A deronstracao do item (b) & equivalante ac anterior.

Definicdao 3 - Uma inversa generalizada de A de ordem nxn € uma matriz G de or
&
dem rxm tal que GA e iderpotente e POST((A) = DOST(A) ou AG e idempotente e

DOST (AG) = POST(A).



1. 4. MVERSA GENERALISADA DI MOORT, ~ PENTOSE

Definigas - Muma matriz G de ordem (reon) 8 a inwversa generalizada de R de or

demn ¥ Se
A = P
O/ = I .

onyle }'A e o agneracor matriv; ornlotando verores Jo © soire MA) 2 T

bl - . b . = bl it e
e ¢ ocerador (matriz; nrodetando os vetores de B em MG},

Dhservacoes: 1) M@ espaco das colimas de Aj
2y MIATY esparn fag linhas Se Al

Definicao: (Penrose)

....... s

4

& a inversa generalizada de X se:
b

a)y AGA =4

h) (A )E = AC

e

£
Ty
Jis
]
1 |
!

4y G A = GA
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- Corsideramos o vetor orhbitrario v e € = C
1

+x  tal me % £ E oa u

, ol v o ox
1 5 1 1 2 2 i

-

1 orerador T oo v ar e

A chamado o neodetor e O

T

O rroietor P oo onerador linear homooaneo,

Tecrema 1.2

ft]

=t e
i

Iirear oroaoneo Do oum nrodetor se, ooge ae

B e ley

AT

DoransTracao:

g S

Pour nrodetar sobhre £ A0 oo de £, -

b Geda

(Esorverns onie mara fovlo w0 e B

s’

1. . .. —_ - — .
LOTYNS Nara Yox o= oy

+ X
2 N 1

1 Iy N

X
1E

{ ~ 1 Tewvs P operador linear homoaeneo.,

Comstruireros £ = {v| v = Pu mara alam u «
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& ) {U.! Ty o= N 1
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Claramente £ o £ g30 gsubespacos de £ e, ainda
1 2

£ = F (B E
i 2

¥ £ + m=vt+u oxle ve £

1
u gz g
2
Play = Plv +u) = RP(v) + P(uw) =Pv) + 0=v ", P & m projetor so

hre £ ao lomo de E
i z
Iema L~ Se P & projetor sochre £ ao longo § , entac I - P & um pro
1 2 Hia

Jetor somre £ oao lomgo £ .
2 1

lj}eamnstracz%g :

P o um projetor sobre £ ao longo € > YWx g £ P = x

]
1

para n = % o+ W

(L ~P){g = F00) ~P(X) =% -~ X =X 4% ~x =% .",
1 2 t 5

. (I -~ PYix) = x +I~P & umprojetor e £ ao longo £ .
Z b 1

2. Lo Prodetor Ortogonal

Seda £ oum espaco vetorial scobre o corpe dos conplexos oom um produto in

termo {u, v ) definido para cada par de vetores u, v em £ .

i

Definicac - O prodetor em El ao longo de £ & dercminado nrointor ortoao
A NS . . =

nal sobre £, se £ & o complemento ortogonal de £ oem £
i b 1



Teoyerma 2.2

Um operador ldnear honogeneo P & um projetor ortogonal se, 2 80 ser

@) pP2=p;

j . . . . L
{h) Pﬁ =P onde P e o adjunto de P, definido pelo condicac
13
x, Py} = (®%¥x, vy} para cada x, vem E.
Demonstracao:

{al Ver Teorema (2.1):
(b}  Observemos inicialmente que ?X . E} e
{I ~Plye E ¥y, ve &
Uma vez que, se P e tn nrojetor ortoional, temos:

s #
(T -Pyg, Px) =0 ¥x,ve £ + (P (L-Ply, x) =

; #
=0 ¥y, ve £ PP a-Plv=n ¥yeE +P (T~P)=0

3.2, PROJEIOR ORTOCONAL - Definicdc 2

Definicac: P : E + H
P{u} = {u, ul) u1+=-—--+ (U, u. ) u

T

¥ u ¢ B, chama-se projetor ortogonal de E sobre H.
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3. ALGORTIMD OR

= ; P eari * o (3l
Anxk thk‘ kak O unitaria @ Q

R triangular superior

a, eq sio colunas i, das matrizes A, Q respectivamente.

) r = llail =/a* +a*® + ...+ 32
il it 11 21 nit
J'/ 9 13 1
j !
[ g \ a a 1
i : T2y L ! — b —
{(ii} q. = N | = =
i Vo Ha 1 r r
\ » RS TR 1 11
\ g, /

Para K = 2, .., N

{iii} rv.. =4d* a , Awl, 2, o.. , K-1

jk i Tk
k-1 ‘ ‘
(iv) z, = 'la - 151 rgod 1= g 0,
X1
A = I Ty 9y
(v) - . i=1 ' _

xﬂ
H
H
£ |~

—— RS
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Ohservacan 1 - Xer (B) = H

R A

Yhaervacao 2~ pl =pa B = Ker (P) @.9m (P)

Ohaervacas 3 - E =H + H

4, TMPLEMENTACEQ DE UM PROJETOR

Seja A una ratriz de ordem nxk cujas colunas sac linearmente independsn

tes, logo ela node ser fatorada na forma:

- r 7 . TR
A= 0 - =[0 o Voo
Z o | 1 i) 4 0
- : b n . -
onde 1= Ol . Qz J e uma matriz ortogonal nxn, R e uma matriz trianagular

superior, e nao sinqular ~ 0 denota as primeiras k colunas de O e 0, as
)] ) 2

regtantes -k colunas.

O reojetor PN‘ sohre o espaco nulo de A, denotado por N(A z} , & dado pela

matriz:

» = by
N Qz Qz
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Ho caso em que A, possul colunas linearmente dependentes, procedeimos da

sequinte maneira:

Se a coluna jo & eliminada da matyiz A, resultando a matriz ﬁz, cuia fato

ragao & a sequinte:

Nt

iy = 0 PR

e h ¢ - i
L

onde H & uma matriz de Hessenberg superior, a qual & obtida de R por alininacan
da jovfsima enluna de R,
Para obbermos esta fatorizacao anlicaremos uns secudncia de transformadas

de (Givens, do scaquinte mocio:

. . o
A= 00 - (] T T ¢ S S SR
z -7 o -1 4 Tkl S1e 6
- 1 - -
TR "1l 6"
= B - ordle § ~ |
_ 0 - ; i . |
t
LB N
! T
i o .\ vl )

e -~ ocupan as posigoes v e vl na Jdiacgonal principal, e

onde vy
vk p%= 1.
- - - - ro= - = ' i
' A =0 .R =A = ¢ 07 e e . onda
T 2 z = e
9  denota as primeiras k colunas de Q e @9 as n-k rastantes.
1 2
3 Sty & Jadd | - T o= F:) O‘F
Iogo, o projetor e asds By 2 Y
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Para o processo oposto, a adicac de uma coluna em A, podemos escrever:

s a

Aplicando uma secquéncia de transformadas de Givens, obtemos a fatoragao

da sequinte forma:

- [ {-Riv«]
= _— = - S - — — oo i 1 -
A, L QG Sesnd LG S S
- O, v _
2
. T RLvog _ R
= 0 l—*;"l' = 0 === onde
L od I o |
e
a= ( v];.vz,n,-«--«-,mr

Observagao -~ Este tipo de projetor serd utilizado na solucio de sistema 1i

near schredeterminado na norma L1 .

" 5. QONDICAC DE HAAR

Dizemos que um conjunto de n + 1 fungoes
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A } satisfaz a condicao de Haar rium comjunto compacto

(1) Cada £ & contima em X;
{1i1) O determinante gerweralizado de Vandermondes

i | - A1
fo(xu} ilm

]
[}
+
1

é diferente de zero para algum conjunto de n+l pontos distintos x, e X,

Un sistema de funcdes, satisfazendo a comdican de Haar, & denominado siste

ma de Chebyshev.
Exerplo:

{1, c0g®, cos A, — ~ — , cosnB, senf, — - — , sen nd } & um sistema
s f

de Chebyshev no intervalo [0, 2r. ou  {-m, 7.
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6. DEFINICAC DF FUNCAD CONVEXA

‘( w=hp+ (I -~ h)g

L or{x) = hff{q) +{l - 1) £in)

.

ih

(x) = £(hp+ (1 ~ hlep) < r(x) = h £(q + (1 - h) £(p)

fix) <h fg + (L - h) £,

Teorema:

A funcac residuo definida nor:

1 3

1 . T -

®(x) = ! Arx ~b = ¥ aix- hi‘ e convexa
i=]

Demonstracao:

sejan p e ¢ vetorves . Fazendo x=hp + (1L ~ hla e

= ¥ i — !
bi by + {1 1) Dy

¥

g
£ {p)-f (@)

m T
etp+ (L-hlg = & lai hp+ (1-hq ~ (b + 1 -a) b|cs

\-

!
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m r moo

h ¥ fa,p~b |+ (~h Iia g=>b
o . =1

1A

h &{p) + 1 = h) o{g}.

7. OBIETTV) 0O ESTUDD

Nosso chijetivo & criar uma fungdo aproximagdo linear a uma funcdo dada,
isto &, consideremos uma func@o f(x) definida em valores reais num subconcon

junto discreto,

_ _ — - 1
= s
2 {Pl F .F)2 r ¢ Dﬂ

do espaco Euclideano 5.

Dadas ainda as funcoes v 4 (o) de valores reais, definidos em p, logo cons

)

trulrancs uma fungae aproximacio linear,

n
Liz, p) = T X0 fpi} para alaur conjunto
3=1 -
x={x ,“*-“,xn} de nimeros reais.
1 .

Feito isto, determinaramos a melhor aproximacdo L(x*, p) de modo que a
m

I jflpy) =~ L0y by
i=1

seja minima possivel.
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Podemos garantir cue sempre existe uma melhor aproximacdo de uma funcio
dada; varios algoritmos foram deserwolvidos para resolvé-la mas, alquns des-
tes algoritmos requerem varias restrictes a respeito do conjunte dado de
funcoes

{y ), ——-- v ip}
exigindo por exemplo cgue as funcoes

) i=l,---+n
sejam linearmente independentes am p, cu que satisfacam as condigoes de Haar

em 1,

Iogo, no experimento pratico estas condigtes restringem quase gue total -
mente sua aplicacac, uma vez que dificilmente a interpretacdo de um experimen—
to cientifico raramente constituird um polindmic de uma {nica variavel indepen
dente (ja que funcoes continuas com mais de uma varifvel independente nunca -
constituem um conjunto de Hear)

Agora, se o problema de aproximagac for apresentado de maneira equivalen=
te a um determinado sistema de equacOes lineares, poderd estar totalmente difi-
cultada a decisfo de antemac sobre o posto da matriz dada. ILogo, nao teremos

a necessaria base inicial para aplicagio do método.

7.1. RELAGED ENTRE FROGRAMACRO LINEAR E APROKIMACRD L .

Inicialmente, para o problema L1 vamos utilizar a sequinte notacdos

aij = Yj{pi) £ bl = ff{-"i)



— l‘? -
e definir as variavels nao negativas u 4t Vi bj’ S5 oolocande agora:

b, - By Xy Ty TV i=1l, ~--,mn

ex,=r, -8, para 3 =1, -~ =, n logo, uma melhor aproximacio de pro

gramagiio linear primal & dada por:

i
Mindmize X {1.'1j + v i)
i=1 -
(2) r’ TS
S.8. §| b, = [ {r.=-33,)a,.+u, -v
| . i
J 4=1 3 i3] i
3
E

TEOREMA:
Se 0 poste de wma matriz A = {aij}r de ordem mxn & k(<n) entdo existe uma

melhor aproximacdo L , a qual interpolara f(b) em pelo mence k pontos de b,
i

Alquns autores tém sugeride que, para © caso en que m assume um valor gran

de (2} poderd ser resolvido utilizando o dual, que & mais conveniente, ou seia,

{3) ; n n
5



pd

Obviamente ha, ainda, outras maneiras para resolver o problema, oaro
por exemmlo: duas formas de algoritmc simplex revisado e © algoritmo pri-
mal dual. Mas, devido 3 densidade da tahela condensada correspordente a
(2} e & viabilidade de uma solugdo basica inicial factlivel passar por va-
rios vértices simplex muma iteracdo separada, podemos garantir que a for-
ma padrio do méetodo simplex & a forma vifvel para solucicnar o problema

L L]
1



U s
CAPITULO IT

TECNICAS PARA MINIMIZACEO DE FUNCDES DIFERENCIAVEIS POR PEDACOS
SOLIGRD L PARA UM SISTEMA LINEAR SOBRE.DETERMINADO (1]

1 = INTRODUGED
Seja A uma matriz real de ordem nxim (b > n 2 2) com as colunas

a == = a. gela b um vetor de m componentes reais b
1

-——1
] m

Construlres o sistana determinado:

1.1, AI‘}C = b

de equagces lineares para © qual devamos determinar um vetor X que seja a me-

lhor aproximacio do sistema na norma L , ou sejat

1.2, mininmize
Il
]

d{x) = 1A' ~ k] = I [arw - b,
o Hh A1 i

"

4
im

Para alqum ponto x (no momento ndo faremos nephuma restrigdo sobre o pon

to %) vames considerar o conmijunto

=

1.3, % = {i fa.x - bj. =0} = {5 === ik}

1

[

isto & , o conjunto dos Indices para os Quais as 2quacoes sao satisfeitas, e

2 indlcard o complementar de Z.
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Associado a0 conjunto Z nos terfamos a matriz . °.

S (1. 4) B, = {ail o aj'}é} i,j ¢ %, cujas colunas sao obtidas de
A, para os Indices em gue eguacoes-sdc satisfeitas. Consideremos o espago i
lo.

(1.5} N=nu{,) = {v]| aFi v=0 para 1¢%2 ).

Denotaremps nor Py oo projetor ortogonal sohre o espaco nmilo,

i

Consideremos, nara cada nonto ¥, o vetor

(l.6) r=A ~h = 0,7 T T P e
' - - T
(1.7} 8 = Sgn{x} = Sonlp )y, ==~ 4 Sonlp,) | =

rep ,

- ! ’ qm .

Ainda consideremns o sequinte conjunto:
1.8) A= {a !2e 2° - fop > 9}
- = a, ' Le LTe n,o=-p, /S a ;P e q { .

O objetivo deste estudo & um algoritme; que solucicrara o sistema (1.1),
o qual deve ser considerado sob dois pontos de vista distintos: O matematico
e o camputacional. Consideremos também que a matriz A tem posto completo, is
to @, as linhas s3o linearmente independentes. O casc de dependéncia lipear,

requerera consideracoes esrecials que serao estudadas em seu devido momento.



2 -~ PROGRAMACED TINFAR E A NORVA L .

A fungao (1.2) pode ser expressa como um problema de programacao linear

equivalente. Isto é:

m
« a6 - tal o o b
Min @) = | Ax=Db}| = I ,aix-b.f -
i=1
- m
++ Min 2" W= [ Wi
i=1
Suieito a
"3>*apx-b=' mara i =1 =, = - - m
L , !
onde L= 1, --=,10 & w= MW,e--,u51"
o= - el ’ . 4 _1! £ U me
isto, ainda pode ser reescrito na forma:
TeEmos
W, Xa'r. w - b
i=-"1i i
I _ I i T _bi y _ . r - b
", x biggwi+wi5aix p S W, g8, x i
r
x h -
k J\Ti}: < a,; X

logo, fazemps Min £ W,

r
Sujeito a W, 2 (a‘i £~ b, ) e

: r
Wigtb.maix) para 1 =], - = = -, m,
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Colocando na forma matrieial, obtemos:

( 0o i_w 1
| 2.1 Minimize [0, 0'] ! |

)‘ Lx )

Al ~ f
! Ffy ald Ty }
! [

S.a ' | i |
l IS S O
\

Fazendo v = | u, v !
1 . Fop T
Man: -[__Li,v ]‘ l
1+‘bl
- r.
< I T[I -
' S.a i, v]1! <
‘I +Ar_f

b oonde u, v 2 0

N

Desenvolvendo o resultade dual, teremos:

r Al
N . T
w.v] poo=Le a0
r_ﬁ_I +A__|
r
g +v =8 +~u+y = L0
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Portanto, temos:

/ Max—urbd-vrb
L1+'v=£
< S. a. u >0 e v >0
Av + An = 0
Y Colocando—se v = L — u e vo=Ju~- i

Chservacdo: A funcao 9(x) serd minimizada mmn nimero f£inito de nassos, apro

ximada por minimizagao de funcoes diferencidvels por pedacos.

Seja x algum ponto, Az & a matriz definida (1.4), entdo, a descontinuida

de do aqradiente @ e ¥ serao manipuladas usando o Proietor no esnaco milo  de

r
A .

sl

3. MUDARCA LINEAR NO ARGIMENTO DE 8.

Seja x um ponto, e P comp sendo o vetor que defimirid a direcao de trans-

lagao do ponto x.

Vamos caloular o valor da fungao & para o nonto transladade x + oP Pa

rza o >0 ouseia,

m
pctaP) = [ x+ap -b] . 8m la x+op ~b | =
1 " 1 1
1]
n r r . p T Ty
= & [aix——bi-i-aial’-’ﬂ- » Sgno A yx - bi-!-aaizf_s =

i=1
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-

1 - .
isto deve-se Ao fato de que py = a g X~ bi e zero para i ¢ 7,

Se n e um esgalar remueno, particularmente se 0 < a < Min A para A

definidn anteriormente, entao teremos:

- I - - . C
Scm;_pi+aaiT>‘;=Sano.I=0. para i & 2

este resultado & valido nomme, se o= Min A~

’_}' i _ 1)’i
T e
S
a P
1
Temos :
1e
- i r ) - "o 1 r
BCT*!,01+-*]:—"— r{iT’_u=.7r_m 2opy = B5an o .
™
a i-
Cormn < omEpTee otwiarente, o resultado acima torna-se valido.
d iP

Portanto, temog:

(3.1) & +aP) = X c [Di_ +0r.ariP] s [Oi + gaFi PJ +
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a Pag + % !ar,l?" 1
1

= % a.' + o [ X g
, : *.C i \ : -
1eZC ‘ * iEZC il *
Se definirmes um vetor h rnor
h = .Eﬂc 01 ai -
lE;";
T T
To= T
- h Lo g. A i
ied
loco, substituindo em (3.1}, teremos:
1 | - b - H r 3 b o
6 x+aoP) = £ tp, l4aln P+ I Da,l 1=
R G | . ., i
isd iy
I‘ ) F 1
=G‘(X}+th+dE alP .
ieZ
Finalmente, obhteros:
) » LT
(3.2) DIt 4+ aP) =6 () +ah'P+o T !afi P
iez -

totemos que, solucionar o sistema (1.1) & emuivalente a minimizar a funcao

residoe 4 (%).
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Dal, ha a necessidade da formila (3.2}, uma vez que partiremos de um
ponto x arbitrario (seria interessante, se iniciassemos nor wm ponto que pelo

menos fosse solucao dn n equagtes linesres do sistema), Nbwiamente este non

to nao & solucao Otima de sistema: lome, deveamos translada—lo na
direcao dada nelo vetor P o por o, em busca de un novo ponto que mi-

nimize a funcao resicdio #(2). IRste orocedironto serd renetido um ndmero fini
to de vezes, atdé g a solucac fcira sela atinida, isto &, o referido ponto

mie minimize a funcdo residuo 2 (x).

A, POOIRTAD

Se nos considerarmos ancras os vetores de direcao P cue estao no aspaco m

lo de A,, teremos:
(4.1) B+ Py =4 () a0 T omara toddo T oe 7l

Pois a’, B =1 vara 1 og @

Devarmos detorminar alom P ¢ 1T tal que hT P < N nara obter
3 X+ aP) «a (x) cue nos dd una solucao mais eficiente do cue a anterior.
A melhor escolha do vetor P a dada mor wI’EIh (hroijegao de ~h no espaco nu
1o de AFZ) , gue & nao milc a0 longo desta projecao.

Se a proj et;éo & nmila, o correspondente nonto ¥ & denominado ponto morto.
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Ohservacdo: O conjunto dos pontos mortos sac os candidatos a nonto Stimo

v mstamm st e Bt

do sistema linear, isto &, se um ponto X € Stimo entao x & um nonto morto.

5. CIRALIDADE E  PONTO MIRIO.

Considoeromos o vekor direcac qgeral P definido anteriormente.

Afiymanos oque © (X + o P) 74 (X} para tode o > 0 se, 50 30

il r
P+ 2 a,r ' >n
ieZ '
Demons Eracan
(+) & {x+aPl> & (¥ >
I“ ] * L
& ) +agh P+a 7 aiP > & {x) -
ie?
r ¢ 50
+ ah PH+o T a, P >0 come e > )
i “
1848
e T . . _T .o> L
Afiymarcs 0 P o+ 3 a; P f mra todo 1%
ieZ
™
{ « 1 Toypaos HoPoeon a‘i Pl
ield

loge @{}{é-(;}?)r:f_b{x)"l-a[hlP-FE !aiP: ] tarnos
iez '

>0 e usando a hipdtese implica cque
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d x+aP) >3 ¥,

0 resultado anterior nos da um ponto x minimo locrl de & (x). Mas, como

| ,Arx—-h !1 & convexa logo, x @ um minimo global.

a funcao @(x) =

Suponhamos que P h nAo @ nala, isto implica que

logo b (x +oP) <D (x).

Portanto, o correspondente ponte x nac pode ser Gtimo; e isto nos leva a
concluir que se Pgh @ nula o correspondente ponto x & um ponto morto, candida—

to a solucao Stima.

Entao, h pertence ao espaco A,.

Ioqo, podemos escroveor:

para algm W=7 W,---,%W | e Licz

Ixjo, (*) n P+ n ! a, P >0 podera ser reescrito na forma:

. 1
ie?



k '
) [ s : ‘r
j‘—_:J_—l-i—S{m (aiji’)w‘g Hayrp 2o
AT
Para = [w} - - - ] >
1_‘ k I‘r
+ h' = ¥ W,a,. substituindo em ({¥)
=1 4 2D
j...
T oW, a,DP+rla.P| =
=1 *
N ,
= T 1+ 8 a, . Py (4, a,5 P!
31 L1+ sm @y4 HWJ)J { il

Heste caso, W & Unico se, e sO se as colinas de A, sac linearmente inde

pendentes.

Suronhamos 3 W,

/

/ k Pl
R o= E Wj ‘?‘ij o
J= | .
| K
] E = “‘: {IQ‘Q _U'} a_:' == q
k | S
h= I 1w a. P
. 3 13 b



hip
e , = 1 A =
> W_] Uy + W
logo W=u
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(>} Hip = W & um vetor tnico.

Tasea: As colunas de A, = [aw. ,da, » ==~ ,a; § sao linearmente
= - 1 lk o
1 2
independente.
Dermonstracao:
¥
Temos por (*,*) que h = 7 wj a,. e por hindtese W & {inico  +
3=1 ’
=W a, +W a, +-=—-+1 3, g i
+ h 'Jl ag UZ a; W alk e Uj # ) para algun 7,
1 2
1«5 <k,

Suponhamos que as oolunas de ;‘\7 sao linearmente dependente, logo existem

escalares oy i=1-~--F% tal que «, ail + o, aiz + - -= + Oy ai.k =
=0 onde «; #0 para alquns 1 <1 <k
Consideremos o #0 e a, =b,a, +b a, +~---+b a, onde
1 li < i 3 ,1.3 [ J..k
J(Ii ‘
b, = —== parza 1=2,3,---,k. Cwo h=W a, +W a +---+
1 101 2 1
a 1 2
1
) = .k , +—-—-+Dh D B i
W alk > h W1 {bz alz ba al3 bk al.k} v, alz +

+ Wk a; - h = (WI bz+ Wz] ay

el
=

f - —
+ \Wi b3+w3) ay + + (w1 bk+wk) aik.

3



or
1]

B

nl Ry =3 : i . o Ty + = = -
Finalmente tenmos Lrl 1; { ) a12 + I‘ﬁi a iy

h

0 4+ W R K 1
(t;fl b2 .Iz} al2 + (N‘l ba + n33} aj_3 +

L Hoe = (W B W) aj_k.

coro W e Unico, concluimos  oue W= 1. Considerenos o ) # 0 e por analogia

ac caso antericr ooncluimos cque W o= 0, Assim sucessivarmente, concluimos oue

¥

+

W =W == --= wo=0 .. Weé un vetor milo {(ahsurdo).
!

Um nonto x para o mual o resultade acima & verdadeiro, dervmina-se um non-

to orto nao degencrado,

Hotamos cua:

]'-E i T 4 8 p r DYy {0 7 r
]“] b1+ Sm (a iy O ujj [ a i"'} P]
pode ser felto neaativo se Wjo P> 1 para alqm jo.

Suronhamos e 0 Jo acima existe o fazemos

P o= =B (M, ! P A,

onde I-L_.]O representa o espace mulo de A,, carja coluna a, fol eliminada.

"

Portanto PT a;, = i nard ie2-3Jo
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Ainda temos

S a, YW, =-'w, |
iy 30 jo

pois, se W, < -1 temos:
jo

P o= —Gan iy, a,
'%qn,?}o} PN. 5. >
o o
P = ai > PF al >0
jo 7o Jo
r |
San bl a . a, 0 U, o= =Y
|8 . o
Jjo 1]0 le Jjo i
loao, concluimos cue 1 ponto morto & otimo se, 8O se -'.‘-J_]
j=1---k

6, O CRADITDNT RRSTRTTO A ZSOOLIA TR .

Para atingir um vonto x Otimo, podemos utilizar:

.
(6.1} hix+aPlP)=a (2 +alP g o

™
Pog <N e i satisfazendo N < o <« Min Al

A formula (A.1) pode ser Jjustificada da sequinte maneira:

Temos rb(){-#r'c.[’):q){x)%-ahrp-%f !aTiPJ: ot

ie?

< .
L

nara todo



- 33 -

Cieno Ps:N-*aFiPzO

ainda q= &' = Eaiai:h +~ o=y,

Tk
@ olx) + a P g.

M m N
- ) T r
Chaervacan: 4 (x} = £ | a ., x~-hb, | = § Smla, x-Db. )@, x-~ .y =
Lot et : . Lo . 1 1 i 1
i= i=]1
I
r
= x - b
D% BT
1=3

0 cASO e que X ndo @ um ponto morto, podemos fazer: o= h e

=P h sam suposicac sobre o posto de Al

Muando e um nonko morto nao degenarado, nodomos tomar

g =h + Bm ay )a'i* e
30 jo
P = -8gqn (M:.) D, 8,
gie Njo 130

orgle jo @ indice de uma componente de W o= - W‘j i mara a ocual

2

Quando a rastrigéo aradiente existe nas regras acima, isto &, 0 existe;

& poseivel chbter um ponto x + o P para o gqual o valor de
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x+ aP) 2P (x).

Pelas suposicdes, ndo podemos fazer o maior que o limite dado por
0 < o < Min A,
Sempre que a & feito maior que o limite superior, entao definimos qra

diente restrito para o ponto x + a P por:

c - . : s : .
onde o L€RT ¢ o conjuntn dos indices mara os cuais o = Min A.

Mo caso de problema nao devencrado, I consiste em un (nico Indice o',

do modo que ¢ gradiente reduz-se a

''=qg -~ 2¢g onde L' 2 o ninimo do raio positivo de A.

q s,

i api!_

™
Contudo, estamos certos de cque  P' gq' < 0. Loge, nodemes afirmar cues

T

1_,
(6.6) P g<2P (I g a,).
Lel, 77
Demons tracao:
Temos

™

P'g«n

T .

g <0 logo

plg<plg-plg =pltg-q9 @
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it q' =g ~2 LI @G, a > g~-~qgq'=2 I g, a
ger, ~ F per, * %

. I I
Ve P g 2P § o, a

ZeLe

Observamos que quande o assume O sequinte maior valor do comjunto A, a
funcao & (¥ decresce e nds podemos continuar percorrendo os prowimos valo-

res de A, ajustando-os confiorme q'=q-2PF (% o, a,).
Lell Lt

uando um maximal o € A tenha sido encontrado, aplicaremos a translacao
do ronto % para X + 7 P, e reconsideremns a questao para este novo ponto, oom

o obijetivo de obber uma nova diregdo en que a funcio ¢ () seja decrescente.

7. O ALCORETMO SIMPLES.

&) Caso nao degenerado:
{1} selecionar algun ponto X;
(1) (1) Identifique Z={4i, - -~ , 4 };
Seja A, e N definido vor (1.4} e (1.5} regpectivamante,
{ii} Compute h de acordo com {32.4) ;
(iii) Compute P =Pgh ;

Se P # 0, faca g = h, e va para (2).

{iwy Comute W oonforme {5.2) ;



(1v)

(vii)

Caloule:

w
i
i
s
0
9
pH

{2} Determine os elementos de A dados em {1.8) e ordene—os

- 36 -

Se ?r.-ijsil para todo 9§ =1 - - - k pare ;

naste caso ¥ @ otime

: L i, % tal S s
Encontre 130 £ 7 tal que | 150 3
Troque Z ror Z ~ { i, 1 e faca a correspondente

Jo

am ﬁz e M.

0 < %01 < %2 cT oo %oy
onde N, = =0,. / ar P, Seja v = 1.
- AT 27 £i ~ :
r r - -
(3) Se P ag>2 P a . entao va para (5);

(4) Trovue g nor o -~ 2 a

; s
C,?Jv %

Troypye v por Voo

1

(5) SBuhstitua x por x + Cous P, e va para {1).

mxdanca

a
B
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3. ELUCIDACRD DO ALCORITD.

Iniciaremos a aplicagao do algoritmo por wm ponto cqualaquer; este pro
duz uma sequéncila de pontos x', os quais s30 cbtidos a partir de seu ante~
cessor x dado pelo passo (5}, isto &, translada x por x + a,, P e vai pa-

ra (1}.

Heste caso a,,, & escolhido no passo {3}, oun a caracteristica de que

este novo ponto satisfaz dentre cutras a equagac worresoondente ao indice

7

Lt
Se o ponto x' nac & ponto MOrto, o vetor direcac P que determinara o
ponto x'' serd dado nor P o= F; hi  isto irplica aue o ponto x' satisfara

as equagoes do ponto anterior e no minimo mais uma, ou seja, a dele prdorio.

Deste modo, obteremos:
S{x"7) < B (x').

Nai, podemos concluir cue a menos de um ponto morto atingido; o conjunto

de equagoes satisfeitas por cada nove pontn conté&m estritamente o conjunto de

equactes de sel antecessor, ohtendo daste made wa sequencia estritamente de

crescente, determinada pela funcao ¢ (X}, ou soia,

G (%' > 3 ('Y s e w e A ) onde o ronto ® acima & morto.
Para o casc de ponto morto, o qual denctaramos por N, a determinacaoc do

vetor direcao P, caso exista, serd dada pelos passos (1) (ivy e (1) (VII) .

Ubviamente se ests vator P ndo existir, X serd a solugio étima procurada.

Denotaremos por 4, a submatriz de A associada do nonto morto X.
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Ohservaros que ¢ (¥) & oonstante en todo © espaco nulo N (;5,7) nois

Temns: & (x + g P} = o (X) ‘f‘{lhI‘P

e

loao

DX+ P =d () + o7 Wj a .. P

Comp P e tercs A, P=10
Finalmenme: & g+ n P} o= & {X).

Varos considerar ostes valores constantes & = ¢ (X)  caracteristicos de
m nonto morto, associado a sumatriz flz no subespace

™

TRy N,

£i0

Suponhames ouse un vetor P oterha sido encontrado no passo (1) em que (5.1

é violado, entan

-"f)(x-w’~r‘¢P)< (LI

Deronstracao:

} 4+ ah

Wb
ra

h (x+ D=0

-

gn {H.1l) temos



"pe v 'a B 0N para tode P.

ied

h

r

Came (5.1) foi vieclado, podamws afirmar qua h P < 0

-~

Ingo & (;’ + o By <« B,

Isto siqnifica que, nao pode ser encontrado um nows ponto morto a2ss0ocia

doa A, depois que % tenha sido deixado mara tris.

Logo, poderos concluir cue existe um mmero finito de evecucoes dos pas

0]

o5 {1) a (5) entre dois rvintos moreos, e qile apenas um rmanero finito destes

ontos sera gerads; deade e cada um seda associado a uma submatriz de AL

Por outyo lade, como melo menos wm dos pontos mortos serd solucac otima,

o algoritre nao tormindrd ake oue 2 mesma seja encontrada.

5, 0O ATLGORITEY PARA CASD DEEMERADO.

G alcoriom anterior torna~se invalido no caso de da}enpxaf;ﬁn PAX 05 DAg
sos (1) {iv) e {1} (vii} e igualmente invalida a ordenagao dos a's, isto por-

que W=A"' h., Mas, om deqeneracao Anl  ndn existe, norque trata-se de uma
" : (¥

matriz nao cquatrada.

Loqo, deveros aplicar algmas modificacoes ro alqoritmo anterior para aco-

modar estes tipos de difiomldades. Estas, serdo resumidas no sequinte:
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(2) Determine A dado em (1.9) e ordens-os:

fu]
bA

]

A

< - == <
S %2 2 - v

(3) Seja i,vu{i!apvzagv}

.
£
s

Troque g por g- 2 1L 9 g

T
2 el

Troque v por v + A onde A, & o nimero de elementos de L.

Muantze  aos passos (1) (iv) e {1) (vii) nds devemos retornar mara (5.7},

isto &, h =2, W.

Facilmente nercebamos que o vetor W expressa h oo canbhinacao linear das
colunas da matriz A, e esta nac € Unica, uma vez que as colunas de A, 580 1i

nearmente dependentag.

Lixro, podemos escrever:

T - T r -
(3.1} W = ALZ h+v=0+v onde vé&un vetor aualauer de N(A‘?) e _A‘Z e o

imversa cencralizada de A7

r

A expressao (5.3) pode ser modificada para:
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Temos

E

T r
jz}j[3_+5qn {aijP) Wjj [ aij}?]-—-

= ]‘;(wjaPi,P)ariPI}z
3=1 ’
k
- " T i T
= R, + v.) . P+ la,. P! =
i [@+ vy aiyyp+iay el)
k I'l El
= I [{ale1+ﬂ alP]+ZviP a4 =
J=1
= :;‘f{l+ﬁ.5gn(ar.P}][a. P{-i-PrA?V.
.‘i:.l 3 1] 1] a

Chserveros que, gquando »l A, v =0 e substituinde W por W retornarencs

A formula anterior.
Com a dependencia linear das oolunas de A, nao podemos marartir que pa
™
ra wt Iindice 7 O vetor P possa sey esoolhido, de modo e a o P#ENen -

I' . - ) - '
quanto gue, a i P =0 para 3 #3jo. Isto sera verdadeiro avenas quando

as colunas de R, forem linearmente indemerndentes.

o r .
Sermre podamos expressar A, cae ORV. onde V e O posguen colunas ortoago--
&
nais @ R € wna matriz ndo sinqular. Isto nao @ possivel; apenas cuando A,
£

for a matriz nula. Este & um caso fora de reara, «ntdo poderos expressar

1‘!
= \'3, oz e —— L, = . o e ey = - =
s =0 1#3
oL =1 1=



- 42 an
Por outro lado teomos:

-
AF,T =yl o (95.4)

ia

Combinando as férmulas (9.1) e (9.4), as quais renderdo um nonto otimo

para o nasso (1) do alooritmo anterior se, e sO se nao exlstir vetor P para

o qual
I
P N T oWT T
Tojlsmems.o m ] sLa P!«
41, ] 7] ]

Como podemos ohsoarvar, do nonto de vista tedricn, o nroblema de deqene
racan estd resolvido: uma ver ome a solicas Otira foi oatingide. Maz. da -
das as Aificuldadng matermaticas, o 2 derora mara nassar €2 1 nonto morto a

outro, devido a infinita rossibilidade de oscolha do vetor P, nés nao utili

Zaremns este Nroeesso.

Iogo, optamos pela inclusac de ama ol mais colunas linearmente indenen
dentes 3 matriz A, ou pela elininacao de colunas inativas, ou seia, linear-
rente dependentes da mesma, de mode cue torma-o possivel a implementaczo da
matriz projetora (ver item 7.7 da introducan) . Consecuentemente o vetor P
pode ser determinado, e o alaoritmo serd normalmente aplicado comn vereros

no exaplo a sequir.
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1) Seia A =

1

ebmfz.1232]lx5

=
i

b
H

—

]

T i
AByw=h »+«
y
i

ou selda

r

min ¢fx) = (A =-Dbl| = T Ja,
)

APLICATAD DO ALGORITMO

(c)  Selecionar un ponto X

!-"H . \
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ii. h =
~-12

| i i
iidi. A7 = QR -+ |
? § 1 2
L o
P=~-pP h e
cano Q= iQ : Qz‘j onde Q1 e

! pelas n-K colunas Q onde K & o
2

0 =0 Q

] 2

P =

portanto .

se P # 0, fazemos g = h, e va para (2).

iv, =AW
“ =12
w o +w =-3
1 2
W 2w = =12

(0 0) »P:

- 44 =

- -
S5 o
VeV SNEY.
J
p = 0.0
M 2 2

3/ 272

/272

formada pela primeiras K colunas de Q, e

posto de Q, logo

(nao & o caso).

:[ - 1‘ [ W_l..ﬁ
2 Jlow, ]
w; = &
-
w_= =9

e vt rrsrammed
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V. [w}.§ <1 para j=1===%k -+ xé&otimo
tw ! =6>1 lw]=9>1
H 2 -
vi., Jo =3
i, { 17
vii, Z2={11} A, =
Z i
L1

N= {3/ 3 =—*“‘j?}

Pe= =Bqniw, ) P, a = P.= . a,
JO M ljo Li (Az) 1%
{1 \1
=P
N(A,) \ 5 j
3 S e . "
~ E 1] 22 =F 272 L’z E % ; g H
= I -] o _ ! = §; Q
K LIJ eV IR EY- N OI SEREEE
L SN % .
f/ e \\ // "\ am T
ey /2 =172 !

f.
| N s s5h )

P oo = e Vo S o ) =

N(AZ} \ J/ 2/2 3} ’\.\_\ H l“L’?ﬂ 1/2 J

|
s
1
ik w102 1/2

s p= (=172, D'



{3y

(4)

/,
—3\ " -2\
g=h - Sgniw, ) a, g = + =
197 e | -12 ,I \ 2 ~10
\ L
[ -2
o9 = |
* \\ "‘1.0/
AZiaiS’E?Ce ¥ = / a. P e a, > 0}
) : e T Ty g g
£ =13, 4 5}
-1/2 ]
n -
o =—Y/a;P—1/Ll,3E{ = 1 +;a
? L2
o = 4/3 a = 1/2 .
L] 5
¢ <a <o .
5 Bt y
Prq>2cr PFa
- 5 5
r io- 2
Pg= (-1/2 1/2) | . 0= 1l=-5=-4
\, -10
. ,/
1
r
2 0P a_=-2(-1/2 1/2) | Pom =2(2) = -4
L5/
PF'§~I=2U5 P' a onde EO’ = -—
L3 i|§

O passo (4) nfo sera utilizado.
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UM METODC DE DESLOCAMENTO VIRTUAL PARA O PROBLEMA DE APROXIMACED DISCRETO

1.
n
(1.1} z a,.%, =D iow= 1, - - -1,
=1 1373 i
: M
loao termos: Moo

Sc POST(A = Ik n, mderos afirmar cue exdsia um oonto ¥, o cuael minimiza

i~

a funcao.

o m
(v} = T 6, () N W :
i=], i=1 -

onde

(3

A, = {:a_; , - — -, &a & um vetor linha.

Quanto 3 degeneracan, se d}i (w} =N

para 1 = 1, = = - , k+F lale 11! P >1,

entao o ponto % & denciinado vartice demererado. Se ¢, (%) = 0 nara

i=1,---,k entho x & um vértice ordinario.

Para chtencao de uma extremidads, ou seja, de un vértice, pedaremcs
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¢Ji{x) = para  {(k —~ 1} valores, rermitinde an restante dos !i)i {3} variar,

Quanto ao ponto minimo para ¥ (x), este sera um vértice ordinario, e
$(x) serd nido decrescente para o deslocamento ao longo de cada extremidade
a partir de x. Adora, se o resultado acima € valido, mas x € um ponto deqge
nerado, nao podenos gqarantir cue o ponto x e minimo, Este fato sera ilu&;trg_

do posteriormente.,

A decleneracac de 1 vArtice pode ser removida anlicando nertubacoes nos
b; para os indices i, corresnondends a qualcuer fbi {x) nao usado mara de-
terminar x;  deste mxlo x rassa a ser um vertice ordinario de wum problema mo

dificado.

Podemos observar que; o método serd aplicado diretemente no sistens,
sert transforma—lo om oum nyohlema de nma:maqio Linear equivalente: dife -

renciando da Maioria Aoz retodos de nossa literatura.

2. DESCRICAN DO o,

Seia o a notacdo de um vetor 'nitdrio com 1 na posicao k e zero nas de
mals, consideremos a matriz A cque consiste dos coeficientes das n ayRcoes 4o

sSistena

Jrvan,

de mado que POST(A) = n.
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Pefiniremos, ainda, o vetor b constitwidc relos escalareg bi COYYeson

dentes ds equacoes que constituem A,
Logo temos o sistema

(2.1) A = b

N evxtremidade emanmadia do vartice x cue satisfaz (2.1) tem a direcio do

vetor B, que satisfaz

Lo
I,o= A~P g
i o

i
n
b)) = L {4, )| tem s minlmo 2 se, e 56 se $/x) & nio
§ -
decresconte em cada direcao B =1, = = -, n.

Supophamos ¥, 1w vertice ordindrio, o necessariamente um miniro, sendo a

solurao de

A = b, isto &, P,ind = N0 i=1, ~~~-,n
@i(x)#ﬁ i =l - - - m,

Observemos que POST{A} = n
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loao, existe A7 inversa de A e ainda derotaremns a coluna 7 da irversa

poY €
Crzio nao @ um ponto de minimo nara o sistema, deverns translada-lo em

uma direcao conwveniente; isto serd feito da semuinte maneira:

O vertice Y estd sobre a extremidade 3, e a mesma & determinada nelo ve

tor Myroran C, de Al

5

Para o vertice YV acima teremos

™™
(2.3 Py = x4+ e m) 4+ x (A, CO)
i=+l T 1 J
m
Tamos o{x) = & e, )] =
o i
i=1
r
= = i .
i:Jl ;4 ) by Ioxo
G{¥) = I?.", '{2\1,3<+ ,?\Cj} - h =
i=1
in
— T i i - . . ! =
R By, %) = by v X By, €
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m
= D g0+ YA, C) o=
, )
i=1 -
n m ’
= D te ()~ A, e )+ XA, CL)
i=1 0t 13 f=m#l T S
COr G}.i {mj =0 nara 1 = 1, = = -, n
A
( o i# 4
(o T) = { vara 1 =1~ - -n
- 1

T 1% rm :
LIRS

Oy = T D b ) d By, Cy)
i=m+l

Para tode ) suficientamente pequenc, nodems escrever:

R .
sy =)+ 5 T oeseo+a @, oo
. L i J
I=mrtl :
Ohsarvaros que  2{¢) = ! para i =1, - -~ , n ,

isto &, o novo vértice ¥ satisfaz quase aue totalmente as equacoes do vertice
anterior, 0 pequeno exyo (A} aparece exataments na j-ésima erpacic cque & ali-

minada pela translacac do ponto x  para Y = X+ X . Cj.
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Portanto, nodemns concluir que  cada novo vertice, chtide pela transla
cao do vértice anterior, satisfaz n - 1 amacdes deste, e no ninimp mais

U nova acuacao das m - n restantes.

Se Ay, C5) =0 para i=n+l, ---,n

ertao & 3 ) s3n restos constantes sobre a extremidade i,

noig:
m ‘ .
teames vy = D o+ % | o, x) + 2 'A, C)
i=rtl J

LR (F\.ifcj):ﬂ i=n+1,---,n

teremns
. m
P0) o= A4+ I tbi(x) onde
i=n+l

d.(x) £ 0 para toxdo 1, logo $(¥V) & uma constante.

Por outro lado os zeros de ¢i (Y) sao dados nor:

-
e
—r
[
I

¢i(:~:}+>\{7\i,cj) para i=n+1---n

‘T-‘i(Y) =0 =+ ¢i(X} + Aij(hi xj) = 1) >

= >\.‘=

ij .
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Ohgservemos cque ¢ & uma funcan diferenciavel em A ao longo de todas as

extremidades, exosto nos zeros de o;i (¥} onde a derivada de ¢ vale

m
portanto teremos: G} = -3+ F {Ai ’ C‘i)
ferl 7 y
it
Y = 1+ oA, O
. 1 1
1=t
Nemenstracan:
i
Lormos ¢ = ‘3t + T | u_’::t{x} + ) (_i\i, C.) | -
k] J
m
&Y = i fl -
- 5 i+ o ° (1\],, _,j‘i 3
1=+l
Hi
> @ {03 = -1 =+ DI o
L . ‘:1 r .})
e e kol
"
rind) =L+ m {y, Ol
it ] -

56 atinairemos um ponto x minime da funcao ¢, ao longo da extremidade 1,

guando um dos ¢ {0-) ou ¢ () & zoro ou se ' troca de sinal para L = 0.



Se o referido ponto & minimo para todo §, entdo x & um minimo da funcio

$: logo, serd solucac Otima para o sistoma (1.1).

A solugac Otima serd Gnica, se as derivadas de ¢ forem diferentes de ze
© no ponto de minimo; caso contrdrio teremos varias solugoes Otimas, isto
&, se uma ou arhas derivadas forem nulas entao o ponto de minimo ndo sexrd O
nico.

Para atingirmos uma solugdo otima do sistema de equacgdes faremos varias
iteracoes, que consistem no aproveitamento ou abandorno de ecuactes de forma
conveniente, sera descrita a sequir, de mado que cada novo vértice obtido mi

nimize a funcao residuo.
A aplicacac do método consiste no sequinte:
Devernos oiecar o método por um ponto arbitrario, e suponhamos que seja

solucao do sistema (2.1) (sugerimos um vonto que seja solucac, de pelo menos

n  das equactes do sistema) e o aplicamos nas derivadas da funcao residuo.

Se ambos ' (0+) & §7(D~) san negativos, e o8 Aij positivos caloulados
por {2.3) e ordenados pela relacao de ordem menor ou iqual { < )}, para ®' (0+)

nos adicionaremns sucessivamente os termos
i |
21y, cy) !

até que a soma torne—se zero ou nositiva.

Peito isto, o indice i para o cual ooorre o fato acima, determina o vérti

e ¥ que produz um minimo de @ sohre a extremidade.

A equacgao j & substituida pela squacdo i e o processo & repetido um nime—
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ro findto de veres até que vonto minimo de ¢ seja atingido.
Se coorrer que, ambos ' (0-) 2 €7 (M) gan positivog, ordenaremcs og A 44

neqativos pela mesma relacac anterior e,

para @' (%} adicionaremos - 2 | (z:\i, C-j) !

até que a sama torre-se mila ou nedativa, e o restante do nrocesso @ analogo
ao anterior,

Hotamos (ue ¢ processo anresentado node ser anlicado somente nars giste-
mas aujos vertices sac ordindrios.

Aaora, cstudaremos as modificactes aplicadas no matodo amterior: de mo—

do que o novo métodn solucionard sistermas cudjos vertices sdo denenerados.

3. DESTIERACAD:

Amrmrmrme

Suponhames cue 1 aeia wn vertice degenerado para o sistema dade cor (1.1).
Toxto, temos:

@i{x):{} {i::i-t“__ln}

g airia para un intelro positive P, 0 < P < men

temos ¢, () = 0 nEra L=l = - -, P

b

3

¢y (&) > 0 mara P < 1 <m,
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i

Aplicando a sequinte perturbacio teremps um problema modificade, para o

qual x & un vértice ordinario.

As perturbecOes sa0 feitas da-sequinte maneira: para algum pecueno pard

metro positivo u e n vetor cujos comonentes n, > N, faramos
( bi. - un i =ntl, - - -, niP}
b, = }
i .
1 bi d =mP+l, - - -, m)
L

Mlicando as modificacoes acima na funcao residuo teremos:

m
’ — | - ! —
é.u( } = _X : {Z\i, x) bi Soo=
i=1
bl igmaty
= h,y X) = b, |+ % Py, x) - b+
i=1 * i=n+l * >
m
+ b "n., %) - by
Lol

Fazendo a translacaoc V = X + A Cj ohtemos

I
d;u(\:*) = izl : {Ai,x + X Cj) - bi P+
P
+ b DAL, X +XCH) -b', ] +
Soebl i i i
T
| _ ! -
+ ) . (Ai, X+ X Cj) bi

1=ntP+],



0
= i ] -~ ! ! ;
E {}‘-\i, %) hy + A {Ai, Cj} +
i=]
P
+ 5ol (A, %y~ b, tun, A (A, Co
Lkl i i i i 7
I
+ }: | ) ! i":j - }). + 4 (.a:?" ? e ) &
L=nte] - * A3
1
=L e lxd - (A Cy) +
i=l :
P
+ .E, n;;i(:f)-%unJv‘{Z\_,,Cq}) +
=kl
m
+ DR S 64 B P W (o
TWTTE I o

ot
|

Como s (= 0 Lara 1,
{ L N
(A, Cj) = 4
k 1 i=73
Finalmente, tersmos:
P
%, (Y} = Il + % Ly n, + a2y,

Tl
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I
+ I .00+ (A, C)
i=TrHP+l o

Notemos que se (Ai; Cj) =} entdo @u ¥y & uma funcac constante schre
a extremidade 3, logo podemos conclulr que neste caso a solugao otima nao &

nica.

Ohserveros que d}‘u & dAiferencidvel em para todas as Alrectes I, menos

s zeros de d"i {vy.

0 caso aen e (Ai, Cj} £ 0 08 zeros sao dados nor:

Termng oue

5 fﬁif Yy - b'i para i =ntl, =~ ~ - , P
i

Poonys YY) - by para i =l - - -, m
i\’ o

onde Vo= x o+ th.

a) Calculno dos zeros de $,(Y) para i =ntl, - - -, m¥
Sabamos que h', = h, - u n,
' 1 1 1

ertao:

¢l(Y} = (A.i_r X+ A C"I) - bl + u I".i =

= d}i(xj + X (Ai, Cj) + u ny
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Cawo $;(x} =0  para i=smtl, - -~ ,; mP

logo, os zeros de ¢y (¥) serdo dados por:

o n,
{3.3} Ai‘.m it para i=nHl, - - -, mtP
T ayc)
]
B} Cilculo dos zeros de ¢; () para 1 =mP+l, -~ =, n

6 (V) = Ay x+ A Cj) - by =0, (X) +2 (A, Cj)

Finalmente, og zerus de d)i (¥Y) serao dados rnor:

-9, (%)
{3.4} ‘lij e para I =P+l ~- - -,
A 5 C‘
( 3)
Verifimuemos que todos A, dados em {3.3) poderao assumir pemuenos

13
valcres em mhdulo, para isso bastando escolher u  suficientemente pecueno .
enquanto que os demails Ai‘i dados em {3.4) assumirac pequenos valowes oruan

do x for im ponto Stimo, isto pompme ¢; (%) sera o minivo vossivel.

(mando estamos procurando um minimo sobre uma determinada extremidade 3,
nds podemos dizer que os hiperplancs corresporcentes aos Indiceg
i=ntl, = - - , mP, sao encontrados primeiro, e ainda podemcs ajustar os
valares de a0 de mode que estes hiperplanos sejam cclocados mma ordem espe—

rifica.
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Observemos que $30 03 valores dos A, s que determinam o passo da trang

i3
lacao do ponto x; logo, se a direcao de procura do minimo for caracterizada
nor A rositivo, devesos apenas utilizar os Indices i, para os quais

(Ai, C“i) < 0, e s& ) for reqgativo rnrocederemos de maneira similar,

Quanto & forma de procura de um minimo ser realizada de acordo com o cres
cimanto do Indice 1, visa facilitor & vromamacio, e ainda POr ser desconheci

- . -
da uwma tecnica melhor,

Suponhamos cue a pertarhbacan un, fol aplicada nara i = ntl - = ~ ntl
O teste rara um mindim & anlicado sucessivamente ao loron de cada evtremidade,

a nartir do pontc x.

S5e o teste o satisfeito rmaras todos oz cazos, © sera declarado ponto mini

mo de Ri{x).

Mas, se a procura for desenvolvida nor wma estremidade 3, em que x nao &
ponto de miniro, e cuio . € wositivo, nde & feita a troca de sinal vara e

aquagac j. DPor outre lado, sn almm hinerplane i tenha sido percorrids, o si-

nal de b ; @ das cormonentes de A, Sao rocados.,
e

Agora, se o teste para wm minimo for satisfeito para alaum membroe do oon--
Jurto de eruncoss corresoondentes a (rrl) < 1 < P, nao é feita a troca de
sinal da equacac junto a cual o minimo for encontrads, ¢ a permitacdo da equa-

a0 & feita da meneira usual.

h- oy Az i rInse o T e o v ay S b i
Mas, a proowa de i ordnioe e felta na direcao em oue A @ negativa, nro
cederamos de manedra similay, com o diferenca de que neste caso os sinais  de

bj 2 da componente Aj. sZ0 trocados.
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Se porventura todas as emagoes corresnondentes aos Indices
ml < i < mP  terham sido utilizadas, e o minimo ndo for encontrado, o pon
to %, correspondente d extremidade § nac serd um miniro do sistema original,
e uma permutacao de equactes ¢ feita de modo usual; sendo aplicado o teste

para verificar se o raferide @ deqenerado ou ordinario.

Para o método acima citado, o ajustamento da perturbacac rode ser reali
zado durante o nrocessamento da computacac; isto ahre a possibilidade para
que o0 método téermine com un nimero finito de ciclos, cada unm com a decisao

de que un deles & u minime, a1 nedindo por uma perrutacAo de ecuacoes e

consernientementa UM novo vertice,
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4. EGMPLO

Pado o sistema

:r X o+ K =1

] 1 2

) ¥ 4 2w =1
1 b4

voOo®mo+ 3k o= 2

\
?x + fx = 3
N

Orxle

T m
min 30 = © ! ¢, = % (A, x) = b, |
K . 1 1
=1 i=1
Ay & i-gsima linha de A,
1 R B S _ (' 1
{1) ¥, 0= i A= h =
0/ L1 2 \ 1
(2)  Vetor direcdo B
- i /l
AL,sz,k - I_,krA &k k=1, 2 ondeﬁ}:lﬂo/j
e [ 2 /-
Al o= o> B o= = C E:z\
| - l l l < \H‘“"“l i 2 1
{3) Y =x+ X Cj
-@i {x}
A = ki.j = - > k.i.j = para 1 =1, 2 pois @i{x) = 0
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4
- & (x) 2
A= e = 1/ (1 3) : = 1/1 = 1
81 A, cC) -1
3 1
...@h(x) ( 2
by 2 i = 2/ (1 4) = 2/-2=-1
‘! @a,e) -1 J
4 1
- 3, (x) [ 2}
A= ee—— = 1/(1 5) |} ):1/—3:—1/3
51 A, C) \ T
-1 1
o= 1/2 A =273 A o= 1/4
iz L2 52
1/4 < 1/2 < 2/3 <1 para ijio
-1 <-1/3 para Ay €0
(4) Teste de otimalidade
se §'(0=) <O e ' {0+) > 0
entac x @ ponto Otimo, isto para todas extremidades
m
$' (0~) = =1 + £ (Ai, Cj) j=1, 2
i=ktl K = 2
§f {O0~) = ~] + (Aa,C!}Jr- (Au' Cl}+ {AS, C)= =-1l+1~1~3=-~4
+ o' (C~) < O
m
G {0+) =1 + £ (a,, C.) , 3=1,2
1=+l J



¢ =14 B, CHH A, C) T, C)elrlol3=-2

B = -2 < D)

1o ® = | ‘3 nio & otimo,

(5) 2adicionaremos sucessivamente 0s termos 21 (A, €.)| onde os Indices 4, j

i

Cj ,
sao determinades oelos ':'\i.j > 4 comecando  do mEnor até que  9' {+) torne-se
zero oua ositivo.

Feito isto, o Indice i vara ¢ ual ccorre o fato acima, determina o wer-

tioe ¥ scbre a extremidade 4.

!

G{O+) = -4 + 218, C)l=-a+ 2.4 =4 >0
B 2

.rJ " ;/ * f./ A
{1y i1 344
Y= 4k €= A VL B } = {
SN N

‘} .
‘ ..JJ/!LI

e f - f
A4 )

b) A equacio 3 & substituida nela i no sistema, VA para (1)

{ 1 2
b 48y =2
1 1
1 i 2
¢ o+ 3x o= 2
1 I z
i
X 4+ dx = 3
i 2



2! VR
0 /4
i’ /
i{f 3/4 \ L
Portanto ¥ = {\ /, e a melhor solugao.
Jq‘f‘&

Apesar do trahbalho 5 afirmar que a cleclagesn ndo oocorre, obser-
varos pelo exemplo acima que ela ccorreu. Portanto, o algoritmo

Geve ser rodificado para prever essa possibilidade.




31

41

51

b (0+)

&' {0~)

- GH -

1

1 1 _ ( 5/4
- + Al =
1 5 1/4
i
5/4 \ -1/4
= = C
-1/4 ) 1/4 2
- & %) ! -8 (¥}
—d = y.?. =1 A 2= a2
A, C) 1/2 3z A, C
3 1 3 2
-3 {x) - % (x)
4 = 5/4 = 5 x = b 3
(A, C) 1/4 “2 h, C)
1 1 “ 2
-~ o (x) . | -0 (x)
> = 1/4 = =}/3 ! }L’ PO R W—
@, C) 3/4 ;52 A, C)
5 1 . 3 2
1<53<5 ’ -1 < -1/3
==+ A,C)+@A,C) +@BA,C)=
3 1 i 3 3 L
-1+ 1/2 +1/4 + 344 =1/2 » 0
=1+ 1/2+ 1/4 + 374 > Q
=l/2-2[(A5, c2}| =1/2-1/2=0

1

12
1/2

5/4
3/4

~1/4
1/4

: 5/3
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UM METODO PARA RESOLICEO DE PROBLEMA DE APROXIMACEO LINEAR NA NORMA L .
A

fu) {2
1. INTRODUGED

Consideremos o sistema de eruacoes lineares
(1) A =Dh

onde A & uma matriz real de ordem mam, de posto k <m<n e b & un n-vetor.

Hosso obijetivo & determinar um m vetor x cque minimize a norma L1 dada por:

n

Py () P = % T a,x-=h, |
1()' “i i

[

n
Min & (x) = I

i

Esta formila pode ser reduzida nara um problema de programacao linear equl

valente dada wor:

I)Llal
_‘Ekc 1o Fn i .y ._..]
i (l i }

Antes de comecarmos a descrican do método faz-se necessiria a apresentagac

de algumas definicdes e resultados, para um melhor entendimento do processo.
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Defimdrenos a base pelo condunto d e consideremns
T (D! i, ~-=-,nt conjumto dos Indices para ¢ qual o conjunto

{4, "1ec1 W) sao dencminados variaveis bhasias.

Idicareros por L) = {1 ' d, =0te UG =11 'd =2},

isto €, «ao os ounijuntos dos Indices das varidveis ndo Dasicas onde estas assu
mem, regpechivamenze, os seus limites inferiores e superiores: N denotard a

matriz hiasica, = as variaveis basicas seran indicadas por
Gy = ovdy 1=l --=em

as quais serao obtidas a vartir de (I) onde }\i indica a i-asima coluna da ma

triz A

i - -
N i
2 d.o=1n7! v .- 2 0T . = -3 LY, '
g. L[) 1 L. R j . £ - A . (im ) s ) ll [II)
e Ioaiei) isu{ch)
Observeros cue, este resultado e valido desde que alaumas das snwas varia-
vels nao hasicas vossam assumir seus limites superiores (=2).

Derpnetracan de (I1):

Tenns A d= § A
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fazando
A5 ! @ veln@ |

e
dﬁ-=ldj5 dii para j € T(d)

i € 1{d) ‘J u{d)

Aplicando em (I) temps:

n T
(AT)I(d) dj + (AI")u(dJUL{d) di - 7 .

. 1
3= :

camo
dj = dD para 7 £ I{d)
e
(AF)I(d} =D, ou seija, matriz hasica. Entaoc 3 n~! inversa de D.
Substituindo:
n
r T r
D + z A, 4, 4+ X A, d, = T L.
% ieh@ ¢ Y ieat@ Y 4=
(o0 (8]
4, =0 para i e L{d}
d, =2 para 1 e U{d}



nd. o+ 2 5, A, = T A, e
ik 1e0{d) 1 Gal 7

oo
= 1yt ;3 ;!\"_. -2 % AF.]ﬂd -2 I X
S 1) o 1eU(@

IntrodurirEnns agora:

TRORE? 1

- -

e condican necessaria e suficiente para cue um proqrama noo nelo emd

valante a0 sistema Ax = b gedja Otinmo; & cque (n - m) elementng de .
mal ftendo o valor zero (limite inferior) ou 2 (limite supericr} & aue 0% o1

tros m elorentes sejam varifiveis basicas.

U solucen hisica & mavima se o5 pardmetros

fa, - b} i # I{d) satisfazen as relagoes

oo by 20 i e Lid)
G, — by & 0 1 e uld)
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n
Gbservagao 1: Temos =z = I b, (4 - 1)
i=1

que também pode ser expresso por:

2= T b, d -1~ T b+ I b
feTi@ * * 1en(d@) T feutd)

que & decorrente do Teorema 1 pois,

n
z= b, {d ~1) = T b, @ -1) +
i=3 = % ieI (@) *

+ z bi(d.—l)+ L b, (di“l)

1L, (@) * ieuq@ *
Mas, como
d; =0 para i e L(d)
d; =2 para i e u(d)
Finalmente:

- 1) + % b, + ¥ b,

7 = b3 b, (8
1 len@ T ieutd@ *

ieI (&) 1

TEOREMA 3:

Consideremos uma certa iteracao a partir de uma solugazo bisica, e seja



i zy - bi}' rara =1, 2, - - -, n o costo marginal.
Entao, a sequencia de colunas nao basicas, as quals poderac entrar na ba

se e consscuéntemente poderdo sair da mesma, @ dado por:

1) s dn > 2 a seuencia & dada nelas colunas corresnondentes acs pardme-
< i .
trog
L A IR I r £ 1(d),

r 7 ixr i

comecando a partir do menor, onde Yir sao pivos (ver itam 4),

2) Se f.'ID < 0, entao a sequencia & dada pelas colunas correspondentes aos

i
pardmetros

= {7 -] ! ! T
8. = (z, nr}fvir < v Tid),

camecando a partir do algébricamente maior.

2. O ALGORITMO DURL SIMPLIN.

{31} Para todo Zy T I'Jj < 0 i ¢ LI{Q) fazcomos bi = 2, e golocareros um

sinal schre a coluna corresporlents.

Calcule =d =~ 2 I ¥, = va para (7).
d'f) dﬂo Leti () 1
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{2}  Se todo satisfaz 0 <d. <2
%, %,
una solucao Gtima foi atingida, caso contrario va para (3).
(3} Esxtaminar dDSt para £ =1, 2, -~~~ ,m e considerar
d. = Min {a ,4al ordle
-4 1 2
d —_—

I—Mirlg{dDE;dDR<ﬂ} 2

o
i

, rﬁnz{z—-dnﬁ,d%>2_r

Caso 1' -

HID <0 e Arr & determinads nelo Tecrema 3.
i

(3.19) Se §ir < 0 nao trcamos d’ij_ e va mara  (3.95).

{3.2") Se?ir > 0, adicionar 2‘{1_ em d'p e va para {3.5). Remova a

marca para coluna AFr : isto irdica que d. nao & mais limite superior. Va

para (3.5).
Caso 2' -
E‘D >2 e Al r & determinado pelo Teorema 3.



{3.3). Se ?ir > 0, subtraix 2v; de &'y e cologque uma marca sobre a co~

Tuna A{‘j vara indicar que ela &, agora, seu limite superior. VA para (3.5).

(3.4'). 8e ¥, < 0, adicionamos 2Y,. e subtraimos 2Y_j de d'D.

r r
Remova a marca de A | e cologe a marca na coluna A 5 VA para {(3.5).

(3.5) Calenle d'y, a partir de:

& Al = ‘-‘} = =
{a1) dD‘i le e ie Yit £ 1

Aqud E'D}- e Y, representam a i-8sima comonente das varidveis basi

cas eopivOona tabela t=1, 2, - -~ , k. O vetor a’y & o vetor d, adicio

nando alguen  2¥,. ou subtraindo algom .T-?.Yj ; 0 elemento &' & a i-ésima com
: i

ponente.,
Se a solugao nao satisfaz a cordican 0 < d, < 2, substituimos Ar_j por
SHe - .

ATr e va para » Cagsc 1! ou Caso 2' , dependerdo do rewo E'Di g & < 0

> 2, respectivamente.
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(2} A mudanca da tabela pode ser adiada até que o rosterior .’2&*’1_ tenha
2ido adicionadn ou 2¥ y tenhia sido subtraido de d[}, ou sela, até quo algumas
colunas Ao bisicas, as muads poderao entrar e posteriormente deixar a ba-

se corcespondente ac dy  gue nao satisfaz a condicao (II}.
i

Este nrocedimento continuard até que a iltima coluna nao bisica para a
qual d. satisfaz (II}: com isto garantimos ¢ maximo decresce da fun
1y - ol

L

cao z.

Assuminos dque O processo sera indciado a partir de uma solugio basics

inicial, dada pela tabela simplex.

Oy veremns, no exermelo, esta oaorresponde a tahala (1).

As etapas acima sugerem que, nao necessitamos calcular k - 1) tabelas
intermedidrias vara t =2, 3, = - = , k , que corresrorden {k ~ 1} oolunas
nac hasicas cue entram e posteriormente deixam a base; necessitando apenas

da tapela o=k + 1.

Mas, para thenc__:'z%o da tabela t =¥ + 1 necsmagitamns oonhecsr © valor

]

doe pardmetros [ } e dos elementos pivos (Y ir} para as tabelas interme

L

-~

difrias oue san dadas, respectivamente, por

G, 7 ey @ e / ¥y ,pmy)  Onde
¥ & o pivd da tabela anterior.

i,t-1

Isto mode ser resunddo no sequinte:
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Se a solucac satisfaz a condicao 0 < d; < 2, a muanga da tabela & fei

ta da maneira usual. Va para (2).

3. CASO DE NFGENERACRO

Nao ha provisoes iniciais da ocorréncia de degenaracio, mas se surgir ¢i

. : . ~ e, r
fionldade do tipo, wea ou mais colunas nao hasicas A . Paraa aal

t

(Zr - br) / Yj_r = 0, isto immlicard que W, = oo 8 =N, Iogo, estanns

dlante de uwma degerneracao que diftcultard a escolha de una colura nao basica

™

A y que entrara na hase, una vez dque ela demerde exclusivarente de . f

(w3 a <« n,
r

Lsta dificuldade poderd ser resolvida da sequinte maneira:

Se d, =N, substituiremos (z_ - b} por um pedueno nrero § e ge
T

dD = 2 gubstituiremos (z
r

r hr) Por -6

Feito isto, n0s recalculamos o raio (z,. = b.) / Y., ©ue ohviamente ser

>N ou < 0 e aplicamos o algoritmo normalmente, ja que o iMpasse menciona

esta resolvido.

4. ELUCINACAO DO METORD

0 processo consiste em etapas:

(1) A aplicacdo da eliminacao de Gauss Jordan paderd sex aplicada apde

adicdo de 2Y,. ou subtragao de Yj.



d'Di- = dDi e V., = Ylt para t=1

- e - ~

D, T Yo, e ® Yie = Yo /Y e
para t=2,3,--~,k

onde d'y e VY, representam a i-8sima componente da varidvel bisica;
i

€ opivo na tabela £ =1, 2, - - -, k.

NOs também, necessitamos conmhecer a sequéncia das k-colunas, que entra
rao ou eventualmente poderao sair da hase em uma iteracio; estas serao da

das pelo Teorema 3.

Com isto, estamos aptos & aplicagao do método que nos renderd um resulta

do satisfatoric e com poucas dificuldades.
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5. BXEMPLO

¥ o4 o o= ]
t 2

o= 1

i Z

W
+

X + 3x =2

i 2

% + dx = 3
1 F

¥ o+ Sy o= 2
1 #

passamcs o sistens para Um problema de programacdo linear equivalents,

MEY 7 =d +d + 23 +31 428 ~7
i 2 k| i &

i
n

S.a, d + 4 4+ 4 4+ 4 + 4
1 2 3

4 5

it
=
Lh

d o+ 23 + 3d + 4d + 5d
1 2 3 i 5

L

G":d.‘*’.z i:l.’m—-m’
e

APLICACEC DO ALSORITNO

TABELY, SIMPLEX

e

5 .

LoUF I I r r r

Yoal a a a a a
S J 1 b3 3 b 5

151
ot
pa
b
et
=t
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Contirmacio da JTABELA STMPLEX

" 1 0 -1 -2 ~3
10 0 1 2 3 4
/-5 1 0
d[} .-.-.% "1 Y = Y o=
1 2
o \ 3,0}_, 0 \1{
, oy \
{{ml “‘) (-2\ (-3 |
Y"""“ Y= | Y =
2 iy s
L2 3 ) 4 /
, . _ 1
Z,=h Yo +2 =h Y +2 =(1,1) =1
i hD'i 1 o7 "1 ’ 0
7 =1 7o 1 7 =1 7 =1 g =1
i 2 3 k 5
=d. -2 %Y
% 9 iev@
& ziwbj,((} - 120 ()
2 -b =1-3=12 > 3eUd)
7 =b =l=3==2<0 +4UQ)
2 -b =l-2=-1<0 - Sen )
vy = {3, 4, 5 L.
[ =5 5 [ ) 6 \
I U AR -2 |
\ 10 13 10 9 /
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=5 12 7 \l
= + =
10 -18 -5 _,J
I
7
LR
2 [
= | = 7 = -B
SRS %
dD 7 [O, 2 1 e dy £ [n, 2 1 logo esta solugdo ndo &
1 z
Stima,
(3}
d = -8 d = -5
1 2
dy =8
2
Caso 1!
dD =8 < 0 usando o Teo /};\
= L] p— Y L4 i T™ % N
Br {a‘ir br; / ‘lir < 0 L f;( .&(dj..
5 ={(Z -h) /Y = =2/2 = =1 <
3 3 3 23
8 =(2 =-b) /Y =-=2/3 =-2/3<0
u " Y 24



- W2

f =2 ~b} /¥ =-1/4<0
3 5 5 25

{3.2") Tomando o 8. aloebricamente menor

D 3 \L ._.8 ;’ \
{3.5%)
{ dr = I ’ =
a o dy Ej € it
T 3l = ar /
() dDj al Yl,t“l e
i

4 = d = 5
dD dy

éli

1

J
™~
[—

|
LA

1
E"]]'] = :iD = =4
H 2
35 = —~4/2 = -2
2
{5y

1 \)
2/
it
¥, =
Yl 1 =
Y s
21
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a = -2 )
dD = =31 < 0
3] ==2/-2=1>0
§ =-1/=-3=1/3>0
d =2
2
8 = -2/3 <0
f = -1/4 < 0
I !
r =4 | |1 2
b4 = 3 0
Zh
(5-| /s
C_‘a:‘ ]+ 2Y :(
\"'2} '\"’2
B =1 4 =2
i 2
4 32 2ép X
1 2

(nao entra nenhuma coluna).
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Para obtengdo da melhor solucBo do sistema origiral basta

resolver ¢ sistema formado pela 2a. e 4a. eguacio

1/3

=
I

rd

[ X %+ x = 1.
i t
<

2 5 I i
Ioox 44w =3 j X = 2/3
{ 1 2 k

A

Solugdo Srima x = {1/3, 2/3),

n

pix) = ¥ ¢

) n
j0b =7 Ja
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capliuro v

ALGORTTM) MELHORADO PARD APROXTMACEO LINFAR DISCRETA L. |3l

1, COMENISRION PRELIMINARES:

0 algaritmo a ser estudado trata-se de wma modificagdo do métode sim
plex: de modo que ird impor um minimo de restricdes, e com a vantagem de
escolher as funcOes aplicagBes lineares; ainda fol desccberto o mxlo  de
passar totalmente vArias vizinhangas do vértice simplex mma iteracdc se

parada para problemas do tipo

I
MTN - (ui*}*vi)

n

{) S.a. - bi = - {rj - sj} aij + u - v,

i=1,2, =>=~,n

rj, sj, w, , v, >0,

Isto, naturalmente, nos parmite concluir que estz metodo & um dos -
mals eficientes da literatura de Matemdtica Aplicadsa na resolucgdo de pro -

blemas de aproximacic linear,

2. APRESENTACRO DO ALGORTIMO:

0 algoritmo trata-se de uma modificacic do metode simplex, o qual so-
lucionard problemas de aproximacdo por interpolagdo a um conjunto de pon -

tos dados, através de uma func@o linear.
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Observando o problema de progqramcac linear (2), este revela que:

(1) Uma solugao basida intcial-factivel & imediatamente disponivel;

2

{2) Apenas n colunas sao necassarias para conter as informacoes do lado

direito da imaldade construida.

Denotaremos an oolunas da tabela simmlex corresmondente ao problema (2)

npor R, rj, Sj’ U;p ¥ip CM A hase inicial sendo formada mox ENE T 1

sempre que cada Dy & nao nedgativo.

Caso isto aconteca trocaremos o sinal da correspondente linha e substitul

remos na hase ui noT V-

Claramente noteims que rj = --Sj e u; = -V, e que a som do custo mar

ginal de x:'j 0 85 & zero e de uy vy e =2,

0 algoritmo pagsa por dois estigios que consistem ro sequinte:

Estdgio 1 — Restrito a escelha das colunas pivos durante as n primeiras

iteracces dos vetores ry @ sy

C vetor escolhido para entrar na base @ aquele que possul malor custo mar

ginal ndo negativo. I o vetor condidato a deixar a hase serd escolhido dentre

Os vetores U, e vy dque causam reducac maxima na funcao objetive.
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O pusto k da matriz € conhecido mo final do estdgio 1; este & dado

: Dertencentes & base.

pelo nimero de Vetores rs e sy
Una vez que k dos vetores u; ou v, tenham sido removidos da base is

to significa que; a tabela corvespondente mpreserita uma aproximacao que in~

terpola um conjunto de k pontos dados.

Se a apreximacao interpola mais do que k pontos, entao estamos diante
de uma degeneragao que nao causara prchlema alqum na pratica.

T

Estagio 2 - Enwolve a permutacao dos vetores nio basicos u;  ou v,

com as basioos , ou v, ;08 vetores hasicos 1. e 25 nao poderao dei

Xar a base durante o estdgio 2. Quanto a entrada e salda do vetor da base a

plica~se a mesma regra do estagio 1.
O algoritmo texrmina guande todos os custos marginais sao nao negativos.

Ohservemos o sequinte fato: Que a principal modificacae do método sim -
plex @ na escoltha dos vetores u; ou vy para sair da bhase. Em arbos 0s es
tAgios 1 e 2 o vetor esoolhlde & aquele que causa maior reducdo na funcdo
chietivo,

Faramos agora uma apresentacao deralhada do algoritmo para seu melhor en

tendimento, isto a:

(a) Estigio 1 refere-se 3s primeiras n interacoes e Fothgio 2 refere-se a

todas subsequentes iterages.
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(b) A iniciagio da tahela & executada pela entrada dos dados corresponden
do & tabela 1, cuja dimensac @ de m+ 2) x (n+ 2).
TARFIA 1
Tahela oondensada sirplex inicial assumindo que cada by o nan
neqativo.
| - - e
't
BASE n r, r, = o= e r
i 2 n
| b
i U a & = '
| ) 1 11 12 in
| u b a a a.
X 2 2 21 22 n
| : : : : :
f b a : '
| Y ™ Oy Y Fon
i
f m i m m
I Custo
1 © Lfy 5, Loa, - roa
- Marginal i=l i=1 i=1 ’ =1 -
!
{c) Durante o estagio 1 o vetor escolhido entre os T, e $. para entrar na

] J

base & aquele que possuil maior custo marginal ndo negativo. B, nao mais

4 seija zero

exigimos que a sema do custo marginal de cada par- rj e 8,

e ainda, © custo marginal de todos os 2n vetores sac imediatamente dispo

niveis,



urante o estigio 2 o vei.m: escolhido para entrar na base entre o8 veto
res ndo bisicos u; e V; que possuem maior custo marginal .*. ndo mais

exigimos que a sama  custo marginal de cada Uy e vy seja 2,

0 algoritmo quase serpre temmina durante o estigio 2, quando todos os ve
tores nao hisicos possulrem custo marginal positivo; obviamente uma solugio

otima fol atingida.

Se porventura a tabela final contém vetores basicos ry ou sy, associa
dos o valores negatives, devemos multiplicar as respectivas linhas por -1 ,
e permitar o vetor basico rj( o s}-J pelo correspondente vetor nao basico

sj{ou rj)=

(d) Im ambos estdgios 1 e 2 o vetor escolhido para sair da base, dentre os
u; ou vy, & aguele que causa malor reducac na funcao objetivo.
A regra normal éo metcdo simplex para determinar o vetor que deve sair

da base, & modificada para o sequinte:

Primeiramente, aplicamwns a regra normal para determinar a linha pivota-
mento entre os vetores u; e v,. Localizado o vetor, o pivd &€ 0 elemento
positivo que estd na intersecdn da linha pivotamento com a coluna pivotamern—

tn.

Feitn isto, subtraindo-se duas vezes o valor do pivd do custo marginal
dacolmna pivotamento obtemos wm resultado nde positivo, entdo aplicamos a

transformagao simplex neste pivd.
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Por outro lado, se aplicando ¢ processo acima e o resultado obtido for
positivo devemos proceder da seguinte maneira: se subtraindo duas vezes a
linha o valor do pivé do custo marginal da coluna pivotamento, obtemos um
resultado nao positivo a transformagdo simplex € aplicada & aplicada com
este pivd. Caso contrario, subtraimos duas vezes a linha pivotamento  da
linha custec marginal, multiplicue a linha por (-1}, e substitua na base o
vetor u, ( ou v,) correspondente a linha pivotamento dada pcm'vi{ui}.

Esta operagao decresce o valor da funcdo obietivo e troca o sinal do
nivod,

A regra normal para determinagao da linha pivotarento & novamente apli

cada, e o novo pivd & localizado.

Lste procedimento & repetido at€ que um pivs nao possa ser rejeitado ,
e a transformagao simplex & entdo aplicada com este pivo.

Mas, pode suceder que um vetar nao factlvel seja erncontrado para sair
da base, ou melhor, uma coluna pivotamento que ndo contém elementos positi-
vos opostos aos Vetores basicos u,'s e v,'s. Mo esthaio 1 isto ocorre se

0 pasto da matriz

r -
i3 } e menor que n.
Neste caso a coluna pivotamento correspondente aos vetcres rj {ou sj}
pode ser ignorada nos futuros cdlcoulos, e a transformacdo simplew nao & efe
tuada nesta iteracac.
No estigio 2, desde que a existéncia de wma solugdo do problema L 2

garantida, uma linha pivotamento vidvel e sempre computada para algquma colu

na pivotamento dada pela regra () acima,
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As regras para transformacac da tabela simplex sao nas mesmas apli

cadas na forma . padvao . do método simplex.

A iteracio calculada no algoritmo & awmertada devide ds transforma
cOes simplex, ou ainda, pelo fato destas transformagoes serem re -
passadas durante o astagio 1, porgue um vetor factivel pode nao ser

encontrado para salr da base.
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3, EXEMPIO

Dado o sistema:

X + x =1
1 )

X + 2x =1
1 2

¥ o4+ dxw = 2
1 2

X + 4x =13
1 z

¥ + by =2
1 2

vassamos o sistema para um problema de programacas linear equivalente,

Fazemos X, =r. — s. i=1, 2. obtemos
] ] ]
5
Minimize T (ui + v.,)
i=1 .
5.a. /f l=1r +1r —-—5 -8 4+ =V
L 1 2 1 2 i 1
l=r +%2 =35 ~25 +u -V
J 1 2 1 3 2 )
R 2=r 43r -5 =38 4+ u -v
1 2 1 2 El 3
3=r #r -85 ~-4s 4+ u ~V
1 z 1 2 4 4
2=r +5r -85 ~-5%8 +u -V
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1) CALCULO DA SOLUCED:
TABTEA 1.
CUSTO > n a0 1 1 1 1 1 101 1 1 1
¥ BASE ® r mH =) u u 151 u 13 ,cm vy v v
brd
W _
1 a1 1 -1 -1 .1 06 606 a8 o “1 0 8 5 0
b
1 1 1 2 -1 -2 |0 1 0 0 o a~1 6 0 0
3
1 u, 2 3 -1 -3 le 0o 1 0 o 600 -1 8 O
1 a, 3 4 -1 -4 l06 0o 0 1 o 6 0 0 -1 0
1 u 2 5 -1 -5 lo © 0 0o 1 0 0 0 0 -1
QUSTO 9 15 -5 «15 o 06 0 0 0 c3 -2 -3 =2 =D
MARGINAL,
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(2) CARICULO DO CUSTO MARGINAL

Consideremos:

CE =

M

1f
1§
3
i
t"_'_e

1 1
] 2
1 3 matriz basica.
1 4
1 5

(T 1 1 1 1) custos das variaveis basicas

(0 0} custos das varidveis nao basicas

{(custo marginal)

F10 01
T2
@111 DI |1 3] =@a1111
1 4
1 5 |

n 0 1 0 0 =TI matriz basica

-

(60
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(c) b, entra na base pols possul o maior custo marginal nao negativo.

(c'} Escolha do Pivo:

Aplicando a reqra simplex temos 08 rossivels candidato como sen-

do (5) {2y (3).
(d) Consideremos Pivd = 5

(5 15) - 2(1 S5) = (5 15 = (2 10) = {3 5)

temos 1 7 0.
Pivh = 3
(1 1) =-2{(1 3)=( 1) - (2 6} = {1 -5)

temos =5 7 3,

Pplicarems ¢ pivotamento em 3,



H]

(515 - {0 0} =5 15 - O,

R S
% Y -1 o1 00
Btoo= % 5 5 -1 00
N
nooon Nl

e
A N 0 Bt o ’
L e 3 (-P far PR (.E?

e N, = 0201 1 1 1T noon

el

0 f

{5 15).

matriz peeudobisica,

{l D%

il 0
i 0
-1 n
{1 -1

-~ {113111)

mo (w1~ w1 =l =) e (L1 L1 1) m (w2 w2 w2 =2 ~2)

My = (=2 =2 =2 =2 =2)
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Temos: 3/2 -1/2
1/2 1/2
T = =1/2 1/2

-1 2
- 1
L3/2 -1/2
1 1/2 1/2
o, = 1011 |-z 12 -y =
|
[ /2 =372
|
I -1 2
= (0 1) ~ (1 1) = (-1 0).
; Y
1/2
f/
P12
M = {0 1 0 1 1) /2 - 0 =
& | !
i {
l\\ 1/2 /Jl
v L !

= 1/2 + 1/2 + 1 = 2,

Obtemos (My = (-1 0) logo temminamos a aplicagao do algoritmo

neste passo, pois © custo marginal & nio positivo.
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Portanto ohhanos:

b = 1/2

Temns entao

+x o= {1/2 1/2}

Chtemos que &

= 1/2 = x

solucado da la. e da 3Ja. emacao do sistema inicial,

{2) Cilculo do Residuo:

Usando a fungio residuo

3]
=
vt

iI
g
H

di{x} = L/

1/2

1/2

1/2

1/2

- 3/2 = 9

- 2= 1/2

i

5/"2 m =]

/2 +1 =2,



