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e deiYl1Tlinnr1n. inversa <1 .=::snuerda 

de A. 

Observação; t Óbvio que AB 1 ou Ai) 1 existen apenar; em ca.sos particulares r 

qua.ndo o rosto na lT'.atríz rnxn e n ou m. 

Teorema l 

Sf~ja r, un"'l. ratr.iz de ordm !"1X11. Uma solução qeral de !\.{ I ('!UC:llltiO 

"/ e 1.J.t:1d mtriz arbitrária tal que POST(AVJ\*) POS'_~ (A) 

Di:.-: :c;olur~Fio qPral de XJ\ = I onrle P (A) = n -p 

0JK1c 1T e llina l"""Rtriz t.al Cftle POST (A*"'TA) PO.S'T C'\) • 

1.3. JPfini6lo de Inversa Generalizada 

n.?finicào 1 _____ _._ ___ _ St~ia r~ urna ma.triz de ordem r:tx:n e de posto arbit...rário. 

Unr'l j nversa_ qeneralizacta de A é uma matriz G tal que x = Gv é Uí'1a solução de 

Ax "" v n,o:r:a alqur1 y qu.e faz a equação consist.·:mte. 

Not.qçâ_o G Inversa reneralizada 

Ie;na l -G existe se~ e oo se AC'-A = A 
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Ter:i"JS r:or defin:Lçi=io Ax = y mr:. sistrnJa oonsist..entf.: se v = A'J, nara al'11.1Ili 

VP•to:r: :--; de ordem nxl pelo fato da. e_xistênc.:i.a de r; temos: 

ne 'Ax -- y 
3G 
--+ x - Gy ms aJrrO v = AZ terros 

,\v = v. :ror hipótps~ tt~Js Ar' -.f.. = A -+ Ar-Av = Av ::o y -+ 1\r-J\v ·- v cnn:-o lw = v 

terP.Jil:Yi 

" N;'y ~ v ' I ' 
' ' 

e 
' I 

Ax = v 

t:rrra. inw~rsa qeneralizada ôe A una nntriz d--: :.H·<l.er· rnx:n e .:;_ 

m:ttriz G ÔP. ordr_n1 n..;;r'l tal cru•~ 

N;.-"\ - A • 

a) (; existe se r e só se H = \A é iderlpotente e POST (H) tr1! ~ POST (A). 
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b) G existe se, e so se F = N', e idemnot:Pnte e POS'I'(P) = trF = POS'I'(A). 

( + ) Por hipÓtese G existA -+ 1\CA ==- A _,. Cl\C~ = r.A -!· H • H = H -+ 

I~ I Teiros que -li ~ r,r,. e ir1emnoten1_:e e a.ind.c-:r. :r>OST (I-I) POSTIM 4 

.'.'IA*) ~>.'I!'.*) _,._ r:,II!*I = \O!,'.*) ,.., 1 ~~!'*) ~o espa= veto · l 1 ., ':;;/, ,,nce ,-, 1_, '- _ -:- .· r~a. 

<1eraélo n?la.s colunas de l\.*. 

lcqo T)C.l(.k?mos afirmar 

que Ii(I E) -·- H - H2 = H - H :o: 0 

de J-I(I- H} = n .... A(l ··H) = n- l\(I- C'.J\) ou A== AGA. 

Pois A (I - I1) A •• Aí,il. ::: 1\ - h -- n -+ A - J.1í-J< - n ...J>- l\ li['.,A. 

Observação: A der:xmstraç~{o d.o itPm (h} P PflllÍ'J<:üente a'J ,:mterior. 

pef:l.:_~_l Urna inversi'l neT1(~raH 7adn ô":! A c'!0 oràPm mxn é l.Ifrk'l matriz G de o r 

' dsn nxm tal que ('A é ir'!P.npotenb~ e MST ((?J\) = P0ST (A) ou N", é ide..mr.otente e 

IDST (AGI ~ POS!' I~.) . 



r::efinição ---·- __.,___ 

i.;efinióio: --- ___ ___,_ __ 

a) 

b) 

c) 

d) 
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Nurna matrJz (; de ordeM (P.xr:J) e a inversa. qeneralizada de 1\ de nr 

AG 

1' 
,, ' :·1 (7\) 

") \ 
' ' 

(Penr·ose) 

,, e 
' l\ h 

(1\ í~) * - C\ í:. 

'" h G G ,, 

(C; ]\) * - (~ 

cnJ tm<li:i c1r 

lin~as c).e .7\. 

h 



X X + X 

Teore11:a 1. 2 

'~" ' ; I 

rK·r'íYl.'>':::CCc!C-"'0: 
--------~-

n2 (x) 

- r. -

ta' (!IJ(• X X C 

!'P (X) -- n (P (X -'- X ) ) 

' 
P. 

' 

ConstnlÍrPrns E = ivl v 
' 

) p 

E 

E , onr1p x 

2 

,..., x :oan urü cns . 
' 

;:• S'-" l.'l: 

l_(YX\ t 

p (X ) -- X ""' n (::-;' 

' 

v SilO vetores ,!r r~s:x't('O E 
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Clarru"TEnte [. p E sao sUJ":lespaços ele E e, áinrl.a 
2 

E - E e E 

' 
v X e - " - v + u orrle v E E 

u 2 E 
2 

P{x) = P(v + u) = P(v} + P(u) ""P(v) + n ·-v P P um proiet.or so 

·h:::-e ao 1onqo Oe E . 
2 

L?JlliJ. l S-:: P é ur'\ projetor sohre E ao lonqo 

' 
então -"[ - p e l.lf", PITI 

ternrJ 

E ao lonqo 
2 

P e cxm projetor sohre E ao lonqo 

l') (x) ~-- I (x) .. P (X) -- X X 

E . 
1 

2 
·+ li X E: f: .,._ P (x) 

x+x--x-x 
2 1 2 

(I -· P) (x) - x 

' 
+ I - P e um pro:ie·tor e.rn E ao lonqo 

Seja f. urn. espaço vetorial sohre o cory:o dos ca:nple..xos com t.L'n nnxluto in 

u, v definifio nara C"..ada par de vetores u, v eJ:l e 

o proj~~tor em E ao lonqo de E e denom.i.na.do nrtl~jr-~tor ortocro 
2 

n'll sobre E , se E e o rr.Inplf'm?.nt.o orto.jOnal de !: em 
2 
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'I'eDrema 2 • 2 

Um operador linear hcrroqêneo P 0 um nroie-tor ort()C'Jonal se, e .so se: 

(a) P' = P 

(b) li " -P :;:;; P orrle P e o adjtmto dB P, definido p~lo condição 

De!:ronstracão: 

(a) Ve_r Teon-'.J!'a (.7..1); 

(b) Observ0':l0s iniciali:Iente qu~ rx r: E 

(I - P)y E 

' 
"! x, y t: E 

Urna V87. que, sP P é un n:rojPtor orto:rnnal, terros: 

((I- P)y, Pxi = 0 

n 

P = (P~ t 

2 ~ 2 ~ PROJE'IOR ORI'CXDNAL 

~finição: P:E-+H 

T..J x, v f" E + ( Djl; (I - P) ':{-,, X 

= {p ~ 'D ,,, 

. ' 

De.f i.nição 2 

n V y c~ E + P #" (I - P) '"' n + 

~ 1+ 
";:> P = P ~~ P = P. 

V u E E, charna.-se projetor ortcqonal de E sobre H. 
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Q unitária. Q* = a-l 

R triangular superior 

a
1 

e q
1 

sao ooltmas i, das matrizes 1\, Q reb-pectivamente. 

(i) r 1 1a 11 ;-;,;-; ' + + -' 
! I 1 ' I ' 

- a ... " 11 ' ll 21 DI 

( q \ 
' 1: \ I I I 

q21 
a a 1 

' 1 l 
(ii) ql - ---- ~ =--

' i la li • r r 
\ ' ' l 2 ll " \ 

qn1 I \ 

Para k =- 2, . • . n 

(iii) rjk = q": 
J 

j ·- L 2, . . . , k-1 

(i v) rkk -· 

"k-
(V) q = 

k 

k-l 

' i::-:.1. 

k-1 
l: 

i=l 

rkk 

rik 

, I 
rik q, I' 

' 2 

q, 
.1 

= 

li~ i I, 

'), 

rkk 

I a 
' 

11 
I 

a 
2l 

• I 
• • 

' a \ Dl J 



- lO -

Observacão 1 _____ __,____ Ker (P) = H 

Obscrvacão 2 Ker (P) (±) J m (P) 

E- H+ H 

~ja A uma m:1triz de ordem nxk cujas colunas sao HneatTnPnte inr1er;.enrlen z 

b"!s, lo-ro ela rx:xJ..: ser fatorada na forma: 

,- r R R 
i\ ~ () ~[ () Q l 

" j "- 2 o o 

onde '! ::: Cl 
1 

Q 1 
J 

' 
e uma matriz ortoqonal nxn, R é uma mt.riz tri<mrrular 

superior, e 1~r~o singular 0 denota as primeiras k. colunas de 0 e n , as 
2 

restantr~s n-k colwv:J.S. 

O proje~tor P.N sobre o espaço mllo de A
2

, denotado ]X)r N(A
2
), e dado pela 

matriz: 
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No caso em que Az j'Ussui colunas l.i.J~at1TP..nte dependente-S r proce:iP.:Jros da 

seguinte maneira: 

Se a ooluna jg_ e eliminada da m.?..triz A2 resultando a ma.trtz A2 , cuja fato 

raçao e a seguinte: 

,-
ll l 

/\. G 
2 o 

onde H Á uma. matriz rle llf>ssen:hP.m superior, a qual A ohtid"l de H rx:Yr eHr1inar-;;Ã.o 

da jo-0sJ.mn r..oluna (1P H. 

Para ohb:::.rrrrx; ~sto fator:i."~ac~lo anlicare!T()S UlTB Sf>quêr:cia de transfoiTil(';.drt.s 

r 

n 
- o 

() 

o r:. 
]O 

·; 

onde 

I' 
'k-1 

'l 

o 

G. 
]O 

----·-------r i T P . 

ll 

o 

-o 

onde y f~ --y l .~, ••..•. l· c·~.·.-, v e v+l na di?'""onrtl nrincü_:xl.l, P ocunar:t as ... ,,, .. , -", J-

Q 
1 

A Q R + A ~ L -
z z 

denota as pri.Tflf':iras k 

r 
R 

q ' i ('J 
I 1 2. 

() L 

colunas c1e Q e Q 
2 

Ioqo, o projetor e dado por -- Q 

' 

1 
onde 

as n-k restantes. 

' 
-
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Para o processo cposto, a a0...ição de 1.l!M coluna em A.,, p::léleJoc>s escrever: ,, 

r !l 'l r R 'v l 
A [ A,z· a] r O I ' Q i ' l I = = _,_-

a J = - = ' -- • i z I I o o , v, _, 

r 1 I R : v l r 
Q Q 

' I - -!- .l i onde v, 01 • " l ' I o v ' cl, ' ' 
,_ 

~ v ,, 
2 2 

Aplicando uma se:ruênc.ia de transfo:rrrk"'illas de Gi vens, obterros a fatoração 

da sequinte forma: 

= 

R i r v " ' l ' = Q ! - - ·- ' 
I o ' d 

. 
L ' --

r 
R 

., 
' 

' ·- Q I 
I 

~- o 
~ 

- Gn-1 J 

onde 

:.' R' V<: __ I_ l I 

Ó 1
v 

' 2 -

= 

Observação - Este tipo de projetor será utilizado na soluqão de sistema li 

near sobredeteminado na norma L 
l 

' 5. <XWiçiío DE HMR 

Dizerros que um conjtmto de n + l funções 
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satisfaz a mndição do Haar num cnnjuntn CC111!13.cto 

X se: 

(1) cada fi é oont!nua em X; 

(ii) o determinante generalizado de Vandf>_rmonde 

D(x ---x) = o' n 

f (X I n o 
I 

én{x ) . n 

-e dj_ferente de zero oara algum conjunto de n+l rxmtos rUstintns xi F~ X. 

Um sistero.cl. de funçõe-s 1 satisfazendo a condição de } Iaar, 0 d.P.nt)[1'1inado siste 

Jrta de C'hebyshev. 

{ l, cosB, aos A, -- -
'-

de Chebyshev no intervalo 

cosnB, sen~, ,sennA} e 1m1 sist...P.ma 

' ~:-rr, TT·. 
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6, DEFINIÇÃO DE FlJlK'Ã0 OJNVEX!\ 

~ r X = hp + (l - h)q 

l r (x) = hf (c!) + (1 - h) ({o) 

f (x) = f (hp + (l - h)q) < r (x) = h f {Cf) + (l - h) f (p) 

f(x) <h f(q) + (l- )i) f(n). 

Teorema.: 

A função residuo defirüda nor: 

I , r , , 
~(x) = . ' h x- h · -' 1-

Derronstração: 

n 

i=l 

r 
rtix-h. 1 

l 
e convexa 

sejan p e q vet.ores • FazP.nd.o x = hp + (1 "" h)q e 

rn 
o (hp • (1 -- h)q) = [ i /i Gcp + (l - h)q) -

i=l 



m 
< h L 

i=l 
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- h ~ (p) + 1 - h) ~ (q) ·• 

7. oBJErDlO r:o ES'TIJIX) 

Nosso objetivo é cri~...r uma função a:nroximação linear a uma_ função dada, 

isto é, considerenns urna ftmção f (x) definida ffil valores reais num subconcon 

junto àiscreto. 

p {p 1 r p 2' - - - ' Pn } 

do esraço ~Uclideano ~-

Dadas ainda as funções Y-> (p) d(_, valores roai.s, defiilidos em p, lego cons 
o 

' • f - ' - ]' 
trU~re.nos uma .unçao aproxunaçao l.near, 

n 
J (X P) - ,- x • In ' po•·a al~_." -~. c_~n".•mt·~ -' ' - . i I -j .L-i/ _<...u.. "''-"" _..___, -' ~-' 

j=l -

X= { X xn } de números reais. 

Feito isto, determinaremos a melhor aproximação L (x*, p) de mcrlo que a 

m 
L jf (p

1
) - L(x, pi) j 

i=l 

seja rn!n.ir.la possiveL 
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Pcx:lenos garantir que sempre existe urtE melhor aproximação de uma função 

dada; vários algoritrros foram desenvolv.idos para resolvê-la mas, alguns des

tes algoritm::>s requeren. várias restriçÕ2s a respe;ito do conjunto dado de 

funções 

{ '( - (p), - - - ~ yn (p) } 

exigindo por exanplo que as funçoes 

r i ID) i ~ 1, - - - , n 

sejam linearmente indeoendentes em o, ou que satisfaçam as condiçÕ2s de Haar 

em n. 

Ioqo, no e:q:erirrento prático estas cordições restringem quase que total -

me..Dte sua aplicação, ur.ta vez que dificilmente a interpretação de um experimen-· 

to cienti.fioo raramente constituirá um pJlinÔnio de uma. Única variável Ü1dere!2 

dente (já que funções continuas cem mais âe uma variável independer.~.te nunca 

oonsti tuEm um ronjunto de Baaq 

Agora, se o problema de aproximação for apresentado de maneira equivale.r1-

te a um determinado sistema de equações lineares, poderá estar totalmente dif i·· 

C.'ll.ltada a decisão de antemão sobre o \X)Sto da matriz dada. Lo'lo, não t.E~rerms 

a necessária base inicial para aolicação do métcx:lo. 

7 .1. RELJ\çllo ENTRE PROGRAMI\çllo LINEAR E APROXTI11\çllo L, 
1 

• 

Inicialrrente, para o problerra L vamos utilizar a seguinte notação~ 
1 
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i = 1, - - - , m 

e xj = rj - sj para j = 1, ·- - - , n logo, una melhor aproximação de pr_s: 

qramação linear primal é dada por: 

m 
Minimize " {ul +vi) ,_ 

i~l 

(2) 
( n 

S~a. I bJ. ·- [ (r. - si) a .. + ui -v 
I j~l J J.) i 

-< 
\ 
' ! i = 1, 2, m .. 

r.' sj, ui, v. > o. 
J l -

TEDRENA: 

se o p:~sto de urna matriz A = {<'\j }r de ordem mxn ê k (:s,n) então existe u_rna 

melhor apro:xi:nação L , a qual interpelará f (b) em pelo mencs k pontos de b. 

' 
Alguns autl;res tÊm sugerido que, para o caso em que m assume um valor qr~ 

de (2) poderá. se.r resolvJdo utilizando o dual, que é mais conveniente, ou seja, 

(3) 
s.:a~ 

m 
1: (d. b. - b

1
J 

i'""l l 1. 

~ 
n 
r d, aji 

i=l l 

) 
" o < di < 1.. 

n 
= t: aij 

j=l 
i = 1, - - - , m 

.?. • 



Obviamente há, airrla, outras .maneiras para resolv1rr o problema, caro 

p3r exerrolo: duas formas de algoritmo sJmplex revisado e o algoritroc> pri

mal dual. Mas, devido à densidade da tabela o::mdensada oorresp:rrrlente a 

(2) e à viabilidade de uma r-:.olução básica inicial factlvel passar por vá

rios vértices simplex numa iteração separada, pod.ffiiOs garantir que a for-

ma [!étdrão do método simplex é a forma 'Tiá~:el 0rra solur::ionar o problema 

L • 
1 



Cl\P!TUID II 

'l'!tmCAS Pi\RA MINI~1IM~1 DE F\i!ÇlES DIFERENCIAVEIS POR PIDIIÇPS 

S'JUÇ)iO L
1 

Pi\RA UM SisrEMA LINEA.l'< S'JBRE DE1'E.\1MINI\!X) [ 1 ] 

1 - lNrROD!iç$.0 

a 
1 

Seja A uma matriz real de ordHn nxm (m > n :, 2) a:::m as colunas 

aro, seja b u:l vetor de m oomp::mentes reais b 

Construírer:ns o sistt:rrL"l determinado: 

l.l. 
r 

Ax=b 

àe equ:açoes lineares pa.ra o qual dev.,.~n:>s detenninar um vetoJ~ ~ que seja a me"'· 

lhor ap:mxirnação do sistema na norma L ou .seja: 

l. 2,. mini..rn.ize 

" . ' ' W (x) = : : .n. x - bll 
' I l 

n r 
~· r. fa.x- bif. 

i::::l .l 

Para alqum ponto x (no rno;nento nao farerros ne.nhurna_ restrição sobre o FO.:.l 

to x) varros considerar o mnjunto 

l.J. Z ·- {i ~'3.~X {i ... - - i } 
1 k 

isto é , o conjunto dos indices p.--.rra os quais as ffllW-çoes sao Sé:ltisfeitas, e 

zc indicará o complementar de Z~ 
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Associado ao conjunto z nós terÍaJTOS a matriz 

(1. 4) ., = {a - - - ·• a. } --z _il ]_k 
i, j E': ~, cujas mlunas sao obtidas de 

A, para os Índices an que eQUações- são satisfeitas. Consideraoos o espaço n~ 

lo. 

(l. SI 

(1.6) 

(l. 7) 

(l. 8) 

{y I 
r 

a i Y nara i E Z } • 

Denot.arenos rx:;r P11 o pro:ietor ort01onal sohre o esnaço nulo. 

Considererros , nrtra cada r:onto x, o vetor 

r 
r == l\' - h 

,. 
D -

' 
.. 

-r 

Sqn (r) Sgn(p ), Sgn (pm) s - - - ' . 
' 

r 'I' T 
,r 

' ' 
- - - -. m 

PJ..nda oonsid_p_re:rnos o st'!quinte conjunto: 

A = { at 9. 
,r: 

e a~ = -p?. I a p • " i 

Ir = 

e a~ > n } . 

O objetivo deste P.studo é um alqorittro; que solucionará o sistP.ne (1.1), 

o qual deve SE'!r considerado soh dois r:ontos de vista distintos: O matemático 

e o ~utacional. Consic'iersnos t.arrOOn que a matriz A tern posto ccmPleto, i_~ 

to ê, as linhas são linearmente indepe.ndt?..nte.<;. O caso de dependência li!'"lPar, 

requererá considerações 8sneciais que serão estudadas en s1eu devido rranento. 
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A funç.:=io {1. 2) po.ie se.r e.-q.>ress.."l COlOC) um prohlema de programação linear 

E<jUivalente. Isto é: 

Min $(x) = !:Arx-bl[ 
I 

" m 

m 

== r. 
i=l 

-o~-+ Min t' w = r w
1 

1=1 

Suie.ito a 

r . 
la x- b.l 
I i ~· 

P<'tra i = 1 -:-.- -- rn 

loqo, 

onde e 

isto, ainda rxx'iE~ se_r reescr.i to na forma.: 

terros 

, r 
1a . . 1 

x - b, [ < \V. 
J. ' l. 

faze.m..'Js i'ün { 

SUjP..i.to a "i > 

r b -'>--H
1
. <a.. x- . <\V~ 

J. l ...._ 

IV. 

" (a· i X- bi 

ÍlV ' • I 

f' 
> a· 

i 

< 
r a . 

l 

> h i --

para i = 1, - - - - , m. to/. (b. r x) > - a 
l l i 

X - b 
i 

X - b 
l 

r a i X 
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Colocando na forma na.tricial, ohtenns: 

Minimize 

S.a 

' I X 
I 
I ,_ 

> 

r -h ·1 
i i 

+h 

-O dual de ( 2. l) e dado r-..elo prohlpma c~ e r>l::t~::qr;waç<1o l.inr:;a.r. 

Fazendo v = r· 
- u, " 

1 

I -h 
Hax r· 1._/ r 1 v· 

- ' ' i 
+h I 

I 
c 

í" r • 
/ 

I -A' 

' ~tl' rl 1 r· r r ' \ S.a v . < 9. n - I. 
I 

I +Ar I I 

I 
I onde \1, v > n. I 

( 

Desenvolvendo o resultar:'lo dual, b?Ierros: 

r· -Ar 'I 
r v'J 

I I i [~r r{ c u· ' 
' 

' = ~ 

' +Ar I ' I 

{ r r r 
u +v = 9' +u+v 9 n 

~ 

-urAr + vr Ar= ar + Av - Au = n 
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Port.-anto , terros : 

Max ur b + vr b 

{ u+v= ~ 
S~ a. 

Av+ Au ~ 0 
u. > () e v > () 

Colooando-se v = t - u e v--:?u-z 

9hsen~: A ru:nção 'Jl(x) será minimiza.dn. num ml!T'P:ro finito da nassos, apro 

ximada por minimização de funçê)es difexenciáveis rnr m1acos. 

-Seja x alqum po1.1to, A
2 

e a matriz definicla (1. 4) , entao, o r1escxmti.nuirtn 

de do íJI'éliUentf! tl) e x serão !TlRnipulaiins usan('lo o nroiP tnr no <?Soa co nulo <1e 

3. r1IJDANCi\ LlliEAR NO ARGr!JI.'U."3N'.m DE $. 

Seja x LnTI p::mto, e P CüflD gp_ndo o vet.or rrue definj_ri1_ a din~ão ê!e trans-

lação do ponto x. 

Vanns calcular o valor da função ,n parPJ. o rnnto transl-"!dado x + op ~ 

ra a > O ou seja, 

~{x + aP) 

m 
= E 

i=l 

r 
a i aP ~ • Sqn r r ,_a ix ·· b. + 

l 
.... ::.r '] 
'·"Ui p. 
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f), + 
.1 

" a·i,P].Scml 

istn devp-se_ ao fato r~e nue 

+ar Pl p1. . a + 
1 

-e zero rxrra i E Z, 

Se rx é um PSC?!lcrr pec;uP.no, particulannente se n < a < !ün A para !I 

Sem 
[' 

()_ p 
i 

; ., 
Sqn• p .. = 

-- l ~ 

este: resnltarlo ,., v~lir1o m:rrmR, se rx ~ 11in A -+ 

+ 
c/.P 

l 

'IPzos: 

+ 
(\ r 

p '""' 
o pi i\ = oi r i -

a .P 
l 

para 

·; 
= Sqn 

c 
i f: z 

,. -o. 
1 

< r},vi.a.'!PntP., o result_n<io acim-'1 torna-se v~liOO. 

(3.1) 

a .P 
1. 

6 (x + n.P) = 

+ .. r 1 cti.\a.r 
' 1 -lcZ 

- r J la . P 
1. 

= 

r 
!la i + 



- 25 ·-

= ~c 
Ü;Z 

+ 

Se dcfinirrros um vetor h ror 

h = 7: c oi a. 
ü:;: ' 

h r r 
= c oi " • w c 

u-.7. 

~ 

i 

lor-ro, substituinôo p_m (3.1), tArPJros: 

c 
·"zc 
lE ·' 

1
- r 

pi ! + a . h 

r = m (x) + rx h. P + a í 
r a P 

i iEZ 

Pinalnente, ohte.''Jos; 

p + 

?: 
. " 1.~ ..• 

f 
a n 

i ] 

J = 
it::7. 

Noterros (._"(Ue, solucionar o sistema (1.1) e enu.ivFll<"'nte a nünimtzar a função 

resíduo 0 (x} • 



- 2f -

Da.Í, tk=1. a neccssidnflr. da fÓ:t1'1Uli't (1.2), llr1<."'l vez que r>artirPJroS de um 

p::mto x arbitrário (sc~ria j_nh""rPss.=mtP, sn inicLÍ.sSPJmS TY)r lJl'1l nonto oue pelo 

rrenos fosSP. solucão n .. ~ n equaçoes lineares do sistema). 0hvía:f"le..nte estA non 

to não é solucão ót:iYta rio sistr:>ll1-t; lOJO, deverros transladá-lo na 

direção dada DPlo w~t_o_-c P P r:or a , en husca de un novo oonto qt..J:e mi-

isto e, o r~ferido nnnto 

f]tle minimize a função resÍduo ~ (x) . 

t, PTI()JJT]'i,.) 

Se no" ronsidcraJ:.T.lCX> <-PJ0r>õs 0s vt"'tores r'!P. rlireç;::i_o r que estão oo esnaço m~-

lo de 11.'7, terems! 
'" 

(4 .l) 0 (x + o.P) 

" POÍS a' i P i F: ,, 

h r p < n ','"),3_ra oh ter 

~~) (x + ct P) < <D (x) cue no;, r1i1. U-:1<1 solucRo ncüs eficienb~ õo m-10 a anterior. 

A. fl"elhor cs<X>lJv1 do vetor P Á dilrla mr -P,1'1 (nroieç.ão dP -h m espaço nu 

lo de r l -!i. 2 ,quee 

Se a Projeção é nula, o corresrnnde_nW nonto x é den::nninado oonto rrnrto. 
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O conj-unto (~OS rnntos ITt:)rtos sao os ca.ndidat:os a r:nnto ÍJt.iJro 

do sist:t:!.t':H l.inR.e .. :r, isto é, se llT11 nonto x é ótirro então x ~ urn rx"Jnt-.o nnrto. 

5. OTTI!IALlT'.J'illE E ffi\fro ~'[)RJD. 

c r 
' ' p + a p > C) 

~ l. i 
' -lE•' 

( ...;. ,~, (X + n P) > (f) (x) 

r 

~ 1 {x) ~ a !1
1 P + a ~ 

if;7. 

r 
a i p ' > 

lcqo 

('( > í) 

,, ,, 
hl p + T 

I p 0 ~ o ry_ 2 
i > 

i c?; 

_]' n n 
iEZ 

r 
a i P 

> n 

rJ' r 
p _,_ r a' p I 

-1 i 
j_ E:~; 

Q (x + a p) -- <!l {x) + Ct [ h r p + r. 
iEZ 

> 

e u.sando a 11ip5tcsc imPlica (\Ue 

(f) (x) 

l=t'O C! > 0 

n 

r 
a .i P ] 
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~ (x +a P) > ~ {x). 

O resultado anterior nos dá um ponto x minimo l.cx:? 1 de 4l (x) • Has, cc:rro 

a função ~(x) = é convexa logo, x é um minim qlobal. 

SllpJnharros quP. PI}l r-.ao e nula, isto implica C]Ue 

h r " p + ~ ' p ' o a i < 
ir::?. 

logo • (x + a. P) < • (x). 

Portanto, o corresrx:n·....-l.ente fX)nto x não pode ser ótirro; e isto nos leva a 

cnncluir que se Prfl é nula o correSJX)ndente fX)nto x é um p:mto MOrto, ca.'1rliàa-· 

to à solução Ótim.."l_. 

Então, h pertPJlce ao espaço Az • 

k 
h = Az w = :;: t'lj aij 

j4 

para algum W = w f 
1 

logo, (*) hr P + E 
iEZ 

e 

> o 

i.,jt:Z 

y:xxlerá ser reescrito na forma: 



I; 

Para 

C 1 + Sqn (aij P) W j 

r I H - - - «. J 
L 1 X 
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r 
a ij suhsti tu indo P..rn 

k 
I' r .. 

iVj .. p + y; p '· a 
j j a 

i 
-

j-l 

> o 

(*) 

lJeste caso, til é Único se, e so se as cohmas d0 A?, sào Jinean:nente infle 

mndentes. 

( ~ ) 

Sur.onh~ros 3 1'J, u 

( k 
h- [ 

j=l 

I a. ' L l 

I 
I 
I 
I I 

! 

LI. 

k 
+ 

j=l 
(H. - u.} n .. 

J J l] 
o 
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hip 
~ + í•T. ""' u. 

J l 

logo íV = u 

( ~ ) Hip L-.' 11 e UPl vetor Úniro. 

A...s col unos de P..z sao lim~armente 

' inc'1.eoendente. 

Der.onstracão: 

k 
Terms oor ( * , *) f(U.P h - c \V. a. 

j~l J lJ 
e oor lüOOtese H é Ünico 

~ h = " ai + "' a, + - + i\)k a. + \V. t n mra alqum L 
l 2 + lk J 

l 2 

l < J < k. ·-

SUrxmha.rros que as colunas de '"?. 
-sao line~nte denenôente, lCYlO e..xistf>Jll 

escalares ai i = l - - -- Jc téll que ~, ai + ~ ai + - - + "k a. --
2 lk l ' 

= n ond.e "i t n para al'lU'ILS l < i < k. - -

Considerems a 
"' 

o e a. = b, a. + b a. + - -· - + b a. onde 
l l l ' l' k lk l 

2 
~a. 

b. l 
i o l, L = h " + J; + + = para = ail a - - -. ' l l 2 12 a, 

+'\ a. + h = w (b ai + b a, +---+l:Jc a. ) + w2 ai2 + - - - + 
lk l ' 3 ' lk 

' 3 

+ '\ a. + h = ~;, b + N) a. + IW b +W) a. +--- + rw, ~ + '\) a .. 
l. 2 2 l, ' l 3 ' 13 lk 
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h= + 

+ -~ -- +('IIJ b + w ) a 
' K k fx' 

CCf':'ü H e único, ooncluirros n Considere..rros ct z ]i n e rnr analoqi.'l 

ao caso anterior cnncluiEDS CfUP H n. J\.ssi.<n sucessivarenT.r-:-, concluirros qtl(" 

i'il -\-J = 
3 ,, 

w -= n 
'k í-1 (~ rnn v~tor nulo {a'-Jsun1o). 

Lh nonto x P<:trA n nua_1 o re"'ult..ac:b acima e verr'!.adeiro, dcrr.)!'l1inn-.sA um rx::m-

onde 

Uoter·ns nun: 

r 
(" (_, ii 

(T-1' ~ p 
l_O N 

p_ 
]O 

:in 

> l nnra alqum jo. 

ll. 
]O 

reores(-0:nt~·-1 o PSTMCO nulo de A..,, cu·jn roJ.una a, foi el}.minacla. 
J.jo 

Portanto r p rx"l.ra 

'" 

i E z - jo 



ffinfia tAHDS 

:r:ois, se 

r Sem (P. 

H. JO 
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< -1 t.F....ms: 

p ~ -Scrn (I l jo l PN. a. 
ljo 10 

p - p a. -· Pr a. > o -N. 
~'jO 1. 

JO 10 

Sr:m ! P, r l•l. \'1. a a. 
.L ijo ljo JO 10 

]O 

lcxm, mnc lltL'"Ds rn.lP um rxmto rnrto G Ótirro se, s0 sp 

joo:l----k. 

P.::-rrn <'~tinrür lJm rx::mto x Ótirro, rxx3P..rros utilizar: 

r 
(6 .1) '~ (x + o. lJ) r:, (x} + rt p' q 

et satisfazendo n < rt < H:i.n A. 

--":i 

A fônnula (h .1) TXXle ser :ill..stificada da sec"jUinte maneira: 

'l'erro.s 6 (x + rt .P) - 4i {x) + ct hr P + r. 
i c?. 

r 
a i P I~ 

< 1 nnra tc-c~o 



r 
p ~= N -+ a p == () 

i 

ain::1a '1 -- $~ (x) = [ ai 

0 " • (x) + a p' g. 

m r 
()1-)sf'or''C!CÉÍO: r; (x) [ a 

i=l 

i=l 

lo1o, rxY:lt:rnos verificar que: 

n 
,/ !'::' (x) - ,. 

Cj_ c 

i=l 
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h r h 
r 

ai = + = q. 

m ,. 
X - b_ -- r Sqn (ai Y. b I (a Y. - b. ) 

i l i=l 
] i ] 

i . 

no c;_;so (-5:\ que x nao e um ponto lTIClrto, rxxlemos fétze~ ~ fT o~ h P 

P D N h sem sur:osição sohrc o r:osto de li.. 

jo 

a. ) 
ljo 

G ÍncliCE'O rle uma ccrnrxmente c1e 

e 

m.ra a aual 

= 

Quanc3.o a restrição qradi.ente existe n.:->.s regras acim.'l., isto e, íf existe; 

e poss.ivel obter um ponto x + a P p.--:rra o qual o valor de 
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~(x + a P) < ~ (x). 

Pelas SUPOSiÇÕes, não JXd.erros fazer a. ma.ior que o limite dado p:::~r 

O < a < r1in A. 

Sempre que a é feito maior que o limite superior, então defin.:iJTOs qra 

cliente restrito para o ront.o x + a P ror: 

q' q-~L a,Q_.a_Q." 
9.E:L 

onde o L C: ZC e o o::mj1mtQ rios Ínc'l..icr:.s n.'lra os ouais a ~lin !\.. 

No caso de prohlemn não c'!t77Pncraclo, I, consistr:. e.r:t l.ll':'l Gnico Indice t' , 

de nxrlo crue o q:radiente reduz-sP. i1 

(6.6) 

q' q - 1 09• 1 a9. .,~ 

Contudo, estarros cert0s de 'ít1P 

Pr q < 2 Pr ( L c_9_ a~). 
~cL 

Derror1s tracão: 

'ft'ffi"Os 

r 
P"g < n 

loqo 

onde 

r 
p' 

r 
p (q - q') 

-~- ' ~ o 
• > 

ffi!1JJl'D elo raio oositivo de 

q' < n. T.rqo, ncJiArTIS afinnar OUR: 

P •• 
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q' =" g - 2 z oR. aR. 
~CL 

Observem:>s que quando o. assume o seguinte maior valor do conjunto A, a 

função ll; {x) decresce e nós pode!ros continuar percorrP.nrlo os m::'Óx:Lrrns valo

res de A, aju.c:;tando-os ~onne q' = q- 2 Pr ( E a~ a.~). 
~€L ' " 

a E A tenha sido encontrado, aplicarem:.)!:-~ a translação 

do fúnto x para x + et P, e reconsidf'..rerros a questão para este nmrrJ nonto, com 

o obje·tivo de obter l.:una nova direção em que a funcão 1i (x) .seia decresce..r·d:e. 

7. O AU)JRI'l'fi·JO SIMPLES. 

a) Ca.::>o não dE...'Cfe.nerado: 

(O) selecionar algum y.xmto x; 

(1) (i) Identifique z = { i f 

' 
Seja Az e N definido por (L4) e (1.5) respr:_:.ctivar::ente. 

(Li) Compute h de aconio com (3.4) 

(iii) p ~ p h 
N 

Se P 'I 0 1 faça g = 11, e vá para (2). 

(iv) Cc.T!1fJUte N =nforrre (5.2) ; 



(i v) Se 

- 3~ -

''·J ' "' 1 nara todo ' i ' 

neste caso x 13 ótirro 

FJ1oontre i . ~:: 7. tal que 
)O 

i = l - - - k o~ 

N. 
)O 

> j 

(Vii) T:n::que z rnr z - { jjo } e faca a oorreSJXIDClente mudança 

em .i\.
2 

e N. 

Calcule: 

p 

e 

a. 
~_io 

(2} Detr>_ITTline os elf'JTCntos de A dado:=; em (1.8} e orde."l.e-os~ 

< - - -

onde r P a n • - • 
'l 

Seja v = 1. 

r 
(3) p' q > então vã pnra (S) ; 

( 4) Trcr!lJe 0 nor 0 - 2 a 
GQv J.v 

'I'roquA v por v 
1 

(5) Suh.stitua x por x + o:.iv P, e va para (1). 
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8. EUJCI!li\(')D !X) 1\I.CORlT!tl. 

IniciarE!'IDS a aplicação do alcpri trro r.ür um rJOnto qualquer; este pro 

duz 1.ltno9. sequência de pontos x' , os quais são obtidos a partir de seu ante

cessor x dado pe_lo ·passo (5), isto é, translaiL.::J. x ror x + aQ.v P e vai pa

ra (1) • 

Heste caso ar.v é escolhido no posso (3), crm a caracL-:eri.stica de qu2: 

este novo ponto satisfaz dentre outra.s a e-n.mção c:orrPs"OO:tx1Pnt.e no Índice 

' ··v· 

Se o p::mto x 1 nao e ponto mor:t:o, o vet-.or r1irE>Cã.o P quP- detcrnd.narâ o 

oonto x • ' será dado oor P = P1. h; isto iP"!f)lic .. a crur::: o oonto x' ' satisfará 
• • 

as equaçoes do ponto anterior e no minirro mals Ll!Tlô., ou seja, A.. r!.ele nrónrio. 

Deste modo, obterem:Js: 

<D(x'') <c]) (x'). 

IkÚ, rxxlerros concluir que a menos L~ urn lYJnto r110:rto c1.tin<:rirb; o conjunt.o 

de equaçoes satisfeitas }'JOr cada novo rxmtn contP.:,"l estrit<J.TIE.r•tt~ o conjunto Oe 

t'TE!SCX"Jl.tep determinada ptÜa funçfio & (::<), OU Sc::ia, 

.p (X I} > ifl (:X I I) )o ·~ -· - > 1)"1 (X) o-ndn o nonto x aeirr.'l e morto. 

Para o ("...aso de ponto r.10rt.D, o qual Oc,no~-rrr:<r:r~)~~ por X, a dete:rrUnacão do 

vetor direção P, caso exista, será da/la pelo2. -p-:1ssos (i) (i v} e (1) (VTI) 

Obviamente se este vetor P nao P...xü;ti.r, X será a solução Ótirna nrocurada. 

J")eno+...aren:os por ~ a submat.r.iz de A asscx::iacla do nonto m.rto X. 
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Te,-ros: ~l (X + a P} 

e 

k 
h r 

k r h = r I·L a,. ~ -· t i'l. a 
i=l J lJ j=l J ij 

lOCIO 

'b (x + rt P) -· 1l (X) + 
1: r 

a T Í·'l. a~ i' p 

:i=l J J 

CorrD P e: 'X tenos f 
<l P='1 

i i 

"aros consü-ie..r~r c;:stPs va lares cnnstantes 1l = 1' (X) característicos dr~ 

<Irl mnto rnrto, a.sscx~iado a suh:nutri~ Az no subespaço 

Sur.:onhêlJ'IOS cru~~ 1.1ir; V0i:.or P tenha sido P..!iC'Dntrado TlO pasSO (l) em CTUe (::;.2_) 

e violaôo, entã.o 

~ (x -:- "c :r) < <ll 

Der.nnstração: 

em (5.1) terros 
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r h p + ;;: > para tcdo P. 
ir:~ 

Cb.110 (5.1) foi violado, rx:xlPJ:ns afirmar que hr P <o 

loqo 

Is-Lo .sirn::i.fic:<-: q1Je 1 nao poi0 SC'X encontra.do um novn ronw rn::::·rto a.sscx:::ia 

Por Otlt:n) .Lc1do, ç1]r1o ne1o ME~nos UT:1 dos rontos mortos sera solucão óti.no, 

O alqor1t..;nn anb~rior tnrna-s8 inválido Th'J caso de deq-enPraç?io narw oo3 no.s 

sos (1) {i.v) '~" {]) (vii) 0 ÜTLtalrrent('! üwãl::iila a ordcmaç~lo dos a's 1 ist.o r:cr-

que rt1.s , ~' derreneracfio A;:. 1 

" 

Logo, rl.eW.':I:Ds aplicar alC)i..Jr.l.as mlif:i.caçCes no alcrori tmo anterior par.a a co-

rrcdar e.ste:; ci.pos de rli.ficn.lc'!ades. Estas, se.:r:ão n~stttnida.s no scquinte: 
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(2) D2termine A dado em (L8) e or0P.J1e"-os: 

( 4) 

seja v= l. 

~""' Pr q > ;? Pr z 
icL, 

Trcrrue 0 )X)r q -

'I'rCX!Ue " ror v + À v 

então vá para (5} 

2 ~ o 'L a 'L 
.ll..EL 

v 

onde Àv e o número de el0.1nentos rlE· ' "~. 

0J.anto aosoossos (1) (iv) e (1) (vii) nosdeve.'TOsretornarnn:ra (5.7), 

isto A, 

Fa.ci:I.rnt~nte r.:erceJ~10s qu~ o vet__or W expresso h CX'_llD ccrrt0ina.cão l.inPar r1;-'{S 

colu.;-·çts ela r:k"l.triz A2 e ~sta não é Ímia:'l, uma vez que as colun"'ls de Az sao H 

DP..c'1.rT'II:>ntC dPP2llf'1.entAS. 

ID:ro, pr:derros escrever: 

(9 .l) h+v=0+v onde v é um vetor qualquer 

invt' . ..:csa n:Pn-:-.rali~~ad.a de Az· 

A emressao (5.1) pede ser mxlificada para: 
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k 
6 [l + Sgn r 

wj] [ r P] (a ij P) a i' = 
j=I J 

k r r = 1: (lvj a ij p ) a 1 P I ) = 
j=l 

k r , r ); [ (0i + ' P+ P! ) - vj' a jj :a ij = 
j=l 

k r r Pr = ;: [ {a .. p + 0. a· p J + r vi ai i = 
i=l l] J i 

k r + Pr Az v. = z ( 1 + f.l. Sgn (a ij P) 1 I aij p 

i=l J 

Observer:ns que 1 quando Pr Az v = () e suhsti tuindo f;T rnr N no.tornaremos 

a formula anterior. 

ra ur.'l Ínr.lice j o vetor P possa ser esr..nlhüio, dA m:x1o m1e 
r 

a·j
0

P;i.0Pn-

qllMt.o que, 
r 

a . 
1
. P = O para j I jo. I si:: o será verOaàeiro <_'lnenas q1 kl.ndo 

l 

as colunas rle Az fon>...m linearmP..nte i:ocl~ndP...ntr~s. 

SC'.r~>re pcx'letros exPressar A,.,. a:nn o_m/ onde \'f e 0 possuem coltma.o; ott.J.YJQ-
" 

naJs '8 R é urna mtriz não sinqular. Isto não é wssíveli arena..q c-_ruando 1'\, 
" 

for a mtriz nula.. Est:e é um caso fora d.e rG<T.ta, l~nt.ão r.<)(1P.;;ns f>'xnr0ssar 

.ti i .. o i f j 
' 

<ij - 1 i = i 
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Por outro lar1o tr_rxy·.; : 

r 
]\ -

- -para o nasso (1) rb nlmrit::r.o antp_..rior Sf:', P. so se nao e .. xistir vetor P para 

O CJU-'l._l 

}: r " ' " [ ( l + n S<m(S j " P) j ~l n p ' < n 
j=J. J ' j 

outro, ·:l~'!ic'lo ii infinita p:;ssil->iliciac'lp <ir~ r~scolha rlo vetc•r P, nos nao utili 

zarPnos este nrOCPsso. 

df"_ntes à m:"1tri:>: ~ ou ~la eH"1incOJ.cão d8 colunns inat..ivas, ou se:-ja, linear-

r:ente depenr1r:ntes da r'"!E'S!lH, rir "1Cx'!c q'1J.e torno-o mssí wü a iJrlnlP.Jf'l?ntação da 

r.onsR0Uentmer.tr" o vetor n 

no exeMPlo a sPGUir. 
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lO, EXEMPLO 

r· 1 1 1 1 l l l) Seja A "" I e b r , l 2 .1. .•. 

I l 2 3 4 5 
J2x5 ' -

Cal:::ultrr a Belb.or solução usando a norma L para o siste:na 
, ' 

( 
I X 
' l 
' I X 

.J ' " A.'-x - b ~ X 
l 

X 
l 

I X 

' l 

ou seja 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

X 

' 
2x 

3x 
2 

4x 
' 

5x 
' 

m 

' i=l 

- l 

= 1 

= 2 

= 3 

= 2 

!:!:.LICAÇÃO DJ AimRTINO 

(o) Selectorv:;r um ponto x
0 

/ 1 \ 

xo = \ o ) 

(1) L z, ~ { l, 2 } c z = { 3, 4, 5 } 

3 2 ' J1xs 
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[: ~] N=t(o 
\ 

~ " 
Az -- I 

I 
" o J ' \ ) 

i L h= c:J 
r í ·-· --1 ~ 

1 l l/ 2/2 
-1 2/2 

I 
2 3/2/2 

iii. Az = QR-+ I -
I l 2 12/2 /2/2 o /272 I I I 

.J I ~ L c 

" I 

p = -P h e p = Q . Q 

" " 
,. 
'" ' ' 

cano Q "" onde Q é formada pela primeiras K colunas de O, e 
1 . 

(] pelas n-K colunas Q orrle K é o posto de Q, loJO 
' 

Q = Q 
1 

' \ f o 
I Q = \ 2 o 

p:xtanto PN (0 0) -)· p = o 

se P f- O, fazanos g "" h, e va para (2). (não é o caso). 

( ) [ 1 
,. .• 

iv. h=A H 
- .J l l I I w 

I + - ! 
l z -12 l 2 J 1 •• w'l J 

t 
w +w = - 3 w = 6 1 

' 
w, +2w = -12 w, = -9 

' 

+ 

l 
I 
I 
! 
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v. lw.l < l 
J' 

r.:era j=l---k -t xêótimo 

lw I = 6 > 1 
. 1 ' 

[w I = 9 > 1 
' 

Vi. jo = 2 

r l v.ii. z = { 1 ) Az ·-

L l 

N= {j/ j :.::~'j} 

1 ' 

/ 1 I 
\ 2 ) 

r 1 1 ,. ... _, ___ 

-~;~} / 2/2 

"z = l d -· ;-:--·--
y 2/2 

l 

/ ' /--- ' / \ I - 2/2 
\ I -/2/2 PN(~) = \ ) r--

I' 2/2 
\ 

I I I 
l/2 -l/2 I l 

) ' 
! p = I 

i OMl/2 l/2 2 
L .! . 

' 

" _, p = (-l/2, l/2)' 

'1 
! 
I 
' " 

a. 
":lo 

r.~~ 1 
' ! i ' 

o I 
\ Fl;2 I ·-

' ' ' 

-l/2 
-

\ l/2 

,- l/2 t -l/2 

\ 
\ 
' 
r 

./ 

-l/2 I 
1/2 j 



(2) 

g ~h- Sgn(w. I 
]O 

a. 
~. 

]O 

{o.!{_ 

g ~ ( 

c 
9.EZ e 

c z "" { 3, 4, 5 } 

r 
" ~ - Y I a; P ~ 

3 3 

a ~ 413 
' 

r p g ~ 1-112 l/2) 
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- 3 
g~· 

\ -12 

1 I L 1, 3 

/ 
l 

\ 2 

r 
a_Q, p e 

~~-112 ., 

'· 112 

a ~ 112 • 
5 

- 2 

a.ll. > O} 

~ l + 

• 
• ~ l-5~-4 

\, -10 j I 
I l • r .., a p- a ~ -21 -112 112) I 
\ 

~ -2(2) ~-·4 
5 5 

" p' a onde 
s 

s I 
l:...a-~--

(4) O passo {4) não ser?. utilizado. 

a = 1 
3 



(5) x=x+rJ.p 

/ \ 
' l I ' ' ' = I ' + 

I o ! 
\ ! 

(1) i. 7, = ' ' ~. " 

r l 

I Az = 

' 
.. 

'" ·' 

I 
.. 
' -l ' f 

i L 11 " i 

) ' --5 \ 

iii. p - r 

iv, '" " () 

··.t. ! v; 
t I " o < l 

la; o X "" 

+ 

\ 
' 

., 

! 
i 
I 
I 
I 
' \ 

3/4 

l/4 

" 

' 
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I 
l ( x:-= 

o 

\ 
-1/4 \ 

l/3 ) 

zc 

' 
., 

'· i 

' I 
5 : 

.! 

--1 

I 3/4 ' 

' ( -V2 \ 
1 ' i + 2 ' V2 I 

\ 

I ') 3/4 I 

I = 
\ l/4 J 

.. { 2, 3, 4 ) 

[ 
o 1 

r N = 

\ ' o / 
~ 

iw i = l < 1 . ' 

• \ I p;:lnto Ôtirr:D. e 
' 

\ 
1/4 I 

' 

\ 
' ' I 
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C~PÍTGID III 

UM !4'rroro DE ~110 ~ P~!._~lli.EW. DE APRDXlMI\ÇJ!o DISCRE:ro 

DE'GENERI\00 L1 • (5) 

1.~ 

Considere.ll'0-9 o sistC'.ltk"i de enuac~s 

(1.1) 
n 
I 

j=l 

lcXjo terros : 

=b 
i 

- - - m, 

;;r; J:ns.r (1\) 1: < :n, rrdrorns afi YJlliU" crue r>..xist~ um oonto x, o crual minimiza 

a ftmcão. 

n 
<(x) = l: 

.i=l 

onde 

- [a_; , -, 

dJi (x) = 
í'1 

' ._, 
).~ .. _ 

a. ·1 
l -- ..:J 
""TI 

para t= J,---,k+P 

(!'i X) - h i 

.. 
e um vetor l:l.nha~ 

C()fT\ p > 1, 

i • 1, - - - r k então x é um vért:i..CA ordinário. 

para 

Para oht.P.J1ção dr: unR ext.rr:!f'lié!.ade, em seia, {'l.e liD v-2.rtice, pecrare.J1"0s 
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~i (x) ~ rKrrn. (}; - l) vi110rf'S, nerrrrl. tindo ao restante dos ifl i (x) vx--inr. 

O.JantJJ <lO rxmto rnlni.rrn oora 4 (x), este será um vértice ordinário, e 

a partir de x. ACTora, se o n-~sultado acima é válido, TIBS x é um mnto deq-~ 

nerado, n2o p:x1emos crarar,tir qup o pont...o x é mínirro. EstA fato será ilustLa 

do rnst.eriorrlPntF . 

1\ cle!1(-mera\'?i.o 1'1<: lTI'l vPrtice rr:de ser rerrovii!.a anlir..ando ncrtuhacêX~" nos 

b. n<-~rOJ. os Ínr!irccs i, co:rr.csn0ndendo a qualquer $., (x) 
.l " 

t8rminar x; c~~stP rrr.x:O x nassa a ser un vPrtic12 on4inário dP crrn nroh1em 1m 

difiCi1ÔO. 

P(Y1E-~ITOs ol JSr?r"Ja:r 0\lP; o n?t.cxio será aplicado d.iretc:m:>..nte no ~isteJru, 

renci~nc'lo ila maioria rios r'"iitr.ilns elA nossa literatura. 

mais, consir1crP.J'D3 n Matxiz l\ que consist~ dos coeficientr~s da.s n 2QIJJ::tca~s cl.o 

sister.1:.1. 

(i = 1, - - - , m) 

de nri3.o ql..lE' PO~{f.' (i\) -- n. 
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i:€Unirc"-P.Ds, aindar o vetor b constj_tui/lo f)(;llOS ~~scnla:res hi mrresrlon 

dP...ntes ~ equações que oonsti tur~ A. 

(2.1) l\X = h. 

vetoJ~ Ek que satisfa?. 

k -· 1, -- ·- - , n. 

Irqo 

n 

~! (x) 

.i=l 
' ' ' Í ~ j_ \X; '1-.Pn \JD nin:L~) x se, 0 só se ~ (x) e nao 

k 1,---,n. 

i -- l, - - - , n 

~i (x) f n i - n+1 - - - m. 

Observenos que PO~IT' (l\f = n 
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1 ' t Ã,-1 CXTO, P:/O.S .e invnrsa de l\ e i'!.l.r1na c'lenotaremJs a colnnél 1 rl?, invT>:rsa 

C'.r:ctO nno {~ tn p;nt..o ôr• míni.rrü nara o sistema, devAmDs translad<i-lo p_m 

uma Oireção o-.Jnvr~nie."lte; isto será feito c1a se<TUinte maneira: 

L? • .'?) 

Q 

_"{ + 

Õ (X) 

i.=l 

., 
(V) •. ,. 

_:j =l 

can À escalar. 

v 

n 

+ !:: 
j_=n+l 

'ó.(x)+), 
1 

i<i lxl I 

(!\~ , x) - b. 
• l 

(1\. 
J. ' 

X + À ~ ' '-j I 

(1\. , c.) 
1 J 

b. 
1 

;;: (P..; r x) - h. + 
·' l 

À (1\_, C.) 
J 
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m 
-· r 11 i {x) + À (2\i' Ci) ~ 

i"-"1 

n m 
~ 5~ ~ (x) .. À {A:i I 

~ I + r I $i (x} + À (Ai' Cj) 
i=l . L 

t_j 
i=n+l 

n.:1rn i = l, - - -~ , n 

~ ( i " ·; C\i I C.) t nc1.ru j ' I' 
J 

l i = ; 
' 

!":1 

f;J (") =- I,\ ' + f 
i=n+l 

- (\) + 

para i - 1 .. - - -- , n 

anterior, o re.que.no erro I À! arxTCeee exatarrtent~ na i-ésima e:::ruaçao que é e li-

min<.'tda pe}..a translação do ponto x paraY=X+Ã 
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?ort:-wto, rxrlerros oonclu.ir que C"..ada na-vo v0rticf:~, c)htido nela transl2_ 

ção do vértice antf>rior, satisfaz n - 1 ff!llil.coe.s deste, e no r:únirro rrais 

u:--:ltl :nnva 0:"ruac;~o r'las m - n restani:As. 

Se (A.' c.) 
1_ J 

para i = n + 1, - - - , ~ 

cnt.i-io <t
1 

(Y) sã0 restos oonstantes sobre a !i"Atr611i.dade j,. 

fX.)is: 

m 
.._ I' ' «>('!) = 1\ + [ r ~i (x) + ) 

i"--n-+ 1 

i = n + 1, - - - , n 

rn 
~(YJ -- ;\· + z $

1 
(x) onde 

i=n+l 

4Ji (X) f () nari't to.:lo i, lOCJO 4> C'n é uma constante. 

Por outro ln.do os zcoros dP r.P i (Y) f;ao c'l.i'!.dos ror: 

dJ. {Y\ 
]. 

~i (Y) 

+ 

~ 0 + 

À •• 
l] 

~ 

para i 

~i (x) + À •• (A. x.) ~ 0 
l.] 1_ J 

-<!>i (x) 

(]\, Cj) 

n+l----n 
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P-Xtrernictact~s, exo:to J"K)S z0rDs dr Qi (Y) onde a l1erivnda dP 9 vale 

2 (A., C.) 
."l' l 

m 
rnrtant.o te!'f:õ.\CS; -l + [ (A.' 

i=-n+ l l. 

_, 

m 
t!,'{"r+)-· 1+ ;· C\.,Ci) 

i=otJ+l .l 

Q - ! )_ + 

TI\ 
(~' -- l + 

ç (n--) -- -1 + 

" 1 + •;· 

., 
. ' ' C:. \XJ 

l 

(' ,r\· r 
l. 

c:,) 

(}\, F 

l 

C.). 
i=!l+l J 

c.) 
J 

Só ati.mi.rerrí)S ·Lrrn rxmto x Plin.i.Jro da funciio <ll, ao lonqo da e--Xtremici~de ~_j 1 

CJUando um dos <}\(O-) ou rf.' (ri+) é zr;rD ou se .P• trcx:::a de sinal paru 
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Se o referiéb ponto é rninirro nara todo ·i , então x é um minirro da função 

$.; lcqo, será solução Ót.ima para o sistrma (1.1). 

A solução ótirra será única, se as derivadas de 41 forem d1.ferentes de ze 

ro no ponto de núni.no; caso cxmtrário tf>..rerros várias sol'll.ÇMs ótiJras, isto 

e, se uma oo ambas derivadas forem nulas então o p:mto di'~ m!nirro não será ú 

nico. 

Para atingimos tmlí'i solução Ótima 0o sistem:l. de equaçoes fare:nos várias 

iterações, que consistem no aprrwei t:-lffi?..nto ou C\handono df~ e<{llacões tie foJ:Tl1a 

mnveniente, será descri ta a sequir , de rol.o que c.ada novo vé.rtice obtido mi 

nL~ze a função resíduo. 

A aplicação do método consiste no ser-rLlinte: 

Devem:Js a::rreçar o método PJr um ponto arbi trãrio, e surx:mharrDs que seja 

Solução do siste..ma {2.1) (snqerimos um nonto que seja solução, dG 1=€10 ITP...nos 

n das equaç(.es 00 sistema) e o anlicarros nas derivadas da funcão resíduo. 

Se ambos !fl' (O+} e ~·(O-) são ne<Jativos, P os Àij j:X)Sitivos calculados 

pJr (2.3} e ordenados pela relação ele ordem menor ou i'lU'ü ( ~ ) , nara IP• (O+) 

-nos adicionareJJ:Os sucessi vamen-tP os teJ::T:10s 

2 1 (A. , C.) I . -.,_ J 

até que a soma torne-se zero ou nositiva. 

Feito isto, o indice i para o qual OOJrre o fato acüna, determina o vérti. 

ce Y que produz um mínimo de 4l sohre a e-Xtremü1ade. 

A equação j é substl tuida -pela EqUação i e o p!X::lreSSO é repetido 1..l!TI núme--
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Se ccorrex CfUP, aT'Ihos 9' (0-) e iP' (11+-) sao positivos, oràen;rrerrns os -\j 
negativos pela rres:ma. relação anterior e, 

rara 9 1 
( 1)-·) adicion.arenus - 2 

até aue a S(.JTla torr1e-~sr.: nula ou neqatjva, e o restante é!o nrr:xx:>:sso (:;, an~lcno 

<lo ant..erior. 

l~ot:::>.mes Cf\Jf~ o nroc:csso ann~entado fX'de ser anlicar1o sarent.e r...ara siste-

~~s ctrjos w-:;rtioc:s silo o:r::.Unári.os. 

dn que o novo J:1Á+-.ry~n soluc:ionnrâ sisf:r>..l'las cujos vF;rtices são der:renerndos. 

I..oqo, terrns : 

ili (x) (i - L - - - , n) 

e tinrla nnra um inte.i.ro r:nsit.ivo n, fJ < P < M-n 

terilOs rt; (x) -· 'l nar2 ' n+l, -- - - n+P .c 
' ~ 

e 

~i (X) > 0 rxrrn n+P < i < m_ 
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AfJlicando a seguinte perturbação tererros um problema nnlificado, para o 

Cftk"ll x é um vértice ordinário~ 

feitas da.-sequinte maneira: l"XU'a alqum f~.leno nara 

rr'l::'tr.o r::nsi ti vo u e n vetor cujos <Xf'!l!X)nentP.s n
1 

> n, farPlOCls 

( b. u ni 
) 1. 

b. ~ 

l 

\ b. 
I l 
' 

(i ~ n+l, -

(i = n+P+l, - - - , m) 

l\nlictmclo as r;cx'!ificacões acima na funcão rPs!dun te::"E'J"'\OS: 

p; 

m 

~ 

i=J. 

n+P 
= ;: (1\, x) - bi + f, 

i=l i=n+l 

m 
+ _;: 

i""h+N-1 

\
1

(V) 

n+P 
+ ' 

i=n+l 

n 
+ ~ 

n 
f, 

i=l 

i=n+P+l 

{.1\,x +À Cj)- b' 1 _1 

(A. , X + À C.) - b. 1 

1. ) ~ 

+ 

+ 

+ 



... 

+ 

+ 

.. 

+ 

n 
); I (Ai, X) 

i=l 

n+P 
E i (A.i, 

i==n+l 

L 
ic:..'Jl+P+ ]_ 

n .. ' q;i {x) ~ 

i=l 

n+P 

' ~~i (x) 
.i.=n+l 

rn 

-

x) 

-

+ 

h. 
). 

+ À 

- bi + 

) (1\p 

u nj_ + 
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(1\_i, 

u ni 

c:i 1 

Cl I 

.J 

+ À (1\i, 

{1\.; 1 c •) 
..... J 

' + 

), (l'.o f C-;) 
'· ' 

+ 

Cj) 

+ 

+ r I ~\ (x) + À (]\, cj) 
i=n+P+l 

c~ ti (x) = o nara i = 1 - .. -· n+P ~, ' 

[ n i f " ' 
C\ r c. I ... 

J 

l l i = j 

Ftnalr:1e.nte, teiT'JTIOS ; 

ntP 
'\,(YI IÀ I + [ ' u ni + À (l''i, ,. l ·- . '"j. 

i""'J')+l 

+ 

! + 



r1 

> l: 
i=n+P+l 
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(Ai, c.) . J 

Notemos que se (Ai; Cj) = 1/ ''mtâo ~ u (Y) é 1J.lT'a fc~nr;ioi.o cx:mst-..ante schre 

a extremidade j , lcxro rx:rlEm:Js ooncluir que ne,stA caso a solução ótima não e 

única. 

OhsenreT'lOs que 1./lb e cli..ferenciát.rel lõffi 

n:x; zeros dP 1' i ('!) • 

;Jn caso en rmr::: (l\i, C.) f n os zeros sao <iac'!os pr1r; 
. J 

onrle 

tiJ. (V) = 
l l 

(1' •. ' Y) - h I • 
l l 

V) - b. 
l 

i n+ 1, - - - , r-.+P 

narn 

a) G"ilculn ~os zeros de dli (Y) nara ~ = p+l, - - - , n:.r·· 

SnheBOs nue h' , -· b. - u n
1
. 

l l 

então: 
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para i :::: n+l, - - - _, n+P 

logo, os zeros de q'i (Y) serão dados por: 

(3. 3) para i = n+l, - - - , n+P 

b) cálculo dos :r..eros de cp
1 

(Y) para i = n+P+l, - - - , n 

Finalrr~~:=mte, os zeros de cp i (Y) serão dados ror: 

(3. 4) 

Verifiquenns que t.odos 

para i = n+P+l, - - - , m. 

À •• 
1] 

dados an (3. 3) poderão a.c;sumir r:>ef1U.enos 

valores e..rn n:iX!ulo, para isso bastando esoolher u sufici~.llb~nl::>~rtte pem.Jeno , 

enquanto que os demais Àij dados em (3.4) assurn.:Lrão P€QU(>nos valores qu~ 

do x for um J?Onto ótirro# isto pJ:rque $1 (x) será o rnír1:Lrro rossivel. 

Quando estanns procurando um min.irro sobre uma dete..nninada extrcrniàade j , 

nós pcx:1erros dizer que os hiperplanos oorrespondentes aos Ínclices 

i = n+l, - , n+P, são encontrados primeiro, e ai:ru:1a poderros ,,_ iustar os 

valores de u1 ~ de nodo que estes hiperplanos sejam colocados numa ordern espe

cÍfica. 
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Observe:ros que sao os va lor~s r1os \ . -) quA determi narn o nasso da tra:ns 
l~, 

la<:.iio do p:mto x; loqo 1 8e a di.reção de procurR do mlnino for caractBriza& 

r:cr À :x-,sitívo, devP!'flC)S anenas ut~ilizar· os indíCE!s i, mra os qu:üs 

Quanto à forma dP. procura de um YlÚnjJro ser realizada de acon'lo com o cre~~ 

ela uma té.-"Cnica meLh.or ~ 

Sumnhanos ~oi anlicac1a nara .i = rH-1 ·- - •• n+P , 

a 0<J_rtj_r riO )Xmt.O X. 

rro de H(x). 

C_fli.aÇao j. Por outro lado, sn .:;1rrce'l hir""'-'rpl,"!._'lo i tc~nha sido peroorricto, o si-

AtJura, se o tnsb:~ nara ur1 mínimo _for scrtJ sfcü t-__o nm"a. alqur:1. rnt!.l11hro do cem·-

sinal da e::ruaçao j"tmto n cmal o !rt..l':ni.rro for encrmtr;-,_c~o, to:· a remrutação da ~na--

l'-Us, a _procura tle 'ID1 níniED é :'"e.i.t.1. na direção E'YI cme A e neqativa, nro 

cedererros de rn.:>.nein'l s:iJnilar, cem a di ft..~E'.nça_ de que neste f'...<:"lSO os sinais d:i:' 

e da ccnrp:mente A. são trocados. 
J 
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Se oorventurn tf)Clas ns Bll.Fl.Ç()eS corresrnnôP.nt,qs aos inilices 

n+ 1 < i < n+P tenham sido utili?.adas, e o mínim:J nao for encontrado, o p<)_E!. 

to x, rorresrxmdente. à e_xtn:qn.idarle j nao sera um m!n:lm do sisb:>_m origlnal, 

e uma. -permutação de eqt_kl.ÇOCS c: fe:Lta de m::x1o usual; sendo aplicado o teste 

):Xtra verificar se o n~fP..riilo e decrenP...rado ou ordinário. 

Para o ~todo ad.JTit"l ci r_ac"lo, o q-justarrrmt-..o r:1:-t nerturJucÃ.o rxx'le ser rp__ali 

zado durante o 'l')rOC0ssamrmto Oa o:::r1pUtacão~ isto ahn:~ a TX)ssihilida.,e rera 

que o método té:c'1inc can un mlrlero fi:ni to de c.iclos, O:"lr12l UJT\ corrr a rlecisão 

de 0110 UJT! de lr?s é 11f'1 ninin0, nn ']t>(Undo mr ur1a TY"'ITmttJ.c:::Ío Cl_e E~7uacfY:>s e 

oonse'Jucnte.rrentro llrrl. roovn vr:r.tlcc. 



Dado o sistema 

( X + X 

) :1 : ::: 
\ l 2 

= l 

= l 

- 2 

x + 4x ·- 3 
1 ' 

x + Sx 
' 

., 
" 
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4. EXb'l>lPW 

C1.lcular a relh:Jr solução usanél.o a no-rma L 
1 

m :rTi 

min iP (x) - ~ • (X) 1 1: I (}\i, ! -
.i =1 

·t 
i==l 

Ai é i-êsima linha de A. 

r l 
(l) A - : 

! 
l I. 

(2) Vetor direção r\, 

F o::: Ã- 1 x. j\ '1.: = " • '· = l, 'K 1: k ' 

1- 2 -l ""! I 

J 
/ 2 

Ã-1 • I I = 
I -1 

• E -
1 .l ;,: \,-1 .. J 

131 Y = x + À cj 

À •• À .• = 
l] 

---1> A .. = O 
:1.] 

X) - b. 
l 

orde 

( l 
• 

(:) . 
2 orde t = i t = 

l \ , o I 2 

J 

) I -1 
=c E = \ =c 

l 2 l 2 

para i = 1, 2 pois ~i (x) = O 
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3) ( 

2 \ 
- ~ (x) 

) À ~ • ~ 1 I (1 1/1 = 1 ·-
3 I (A, c ) -1 

• I 

- ~ (x) ( 2 \ 
' 2 I u À ~ ~ 4) ) ~ 2 I -2 ~ -1 

" (A, e l -1 

' I 

- ~ 5 (x) ( 2 \ 
\ 

À ~ ~ 1 I (1 5) ) -- 1 I -3 ~ -113 \ 

" (A ' c ) \ -1 
5 I 

À ~ 1/2 À ~ 213 À ~ 114 
" " " 

l/4 < - 112 ~ 213 < 1 para \.. ' o 
l] -

-1 < -113 para À'' < 
lJ - 0 

( 4) Teste de otimalldade 

se 41'(G-)<O e ~'(0+)>0 

então x ê p:mto ÓtimO, isto para t.cxlas extremidades j 

~· (D-) ~ -1 + 

$' (0-) = -1 + (A ' c ) + 
3 I 

+ ~· (D-) < o 

~' (O+) ~ 1 + 

m 
L (A., C.) 

i~k+l 1 J 

(A, c ) + (A, 
' I 5 

rn 
r (A

1
, Cj) 

i=k+l 

c ) 

j = 1,. 2 

k - 2 

~ -1 + 1 - 1- 3 ~- 4 

j = l, 2 

k ~ 2 
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~ (O+) - l + (ft_ c ' ' + (A c ) + ' ' (A ' c ) ,.,_, 1 + 1 - 1 .• 3 ~ -2 
l 1 ' 1 ' 1 

·t {0+) ~ -2 < r) 

i l. 
logo r ' Ótimo. X 

I ' nao e 
' ' o I ' 

&~o deterroi~3dos nelos rb menor até que CV' ([}t) torne-se 

zero ou r:.ostttvo. 

Feito ist~, o lndice i para o 'IUal ocorre o fato acirna, dete.._rmina o 'Jér-

ti co v sobre a extxen.idad<2 J • 

Y{O+) --4 + ?I (f, c ) • -tj + l. 4 4 > o = ' • - -
• > 

/ • 
f \ l \ ! -1 \ r 314 

y 'J . c ljr; ' 1 I ·- •• + . - I I -
s ' ' \ J ' .l f \ 1/4 I • (; 

I 

(b) A ecJUaçao 
. 

j e sLtbs t_;i_ tuida neJ . .ct i 
. 

no sistema, va para (1) 

( X + "' - • 
" ~ 

1 ' 
I X + ~}x 

., 
·'· ' I I 

< X + 3x - 2 
' ' ' 

\ 
+ 4x ~ 

... 
X -~ 

1 2 

\. X + 2x ~ 1 
1 2 
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( ) 
' \ ( ) 3/4 I -1/IJ \ 1 

y - 1 ' ) = \, -- ' l/4 \ - '' o l.; ~ 

' 

( '• 

1 \ y = - soh:v~ã.o inic.ial • p::>rtanto 
\, } qu('" e a 

o 

Portanto o método entrou an c.iclag·em 

I 
1 \ 3/4 

( I 
\ 

mas ~ = 4 e ,, ' 7/4 = 1, 75. I --
o I '· 

l/4 ) 
' 

I 
3/4 ) ' ' Part:mto y :=; \ JO _, " 

é a melhor solução. 

-enraçao - Apesar do trab.:ilho 5 afi:rm.orr que a ciclagESn não ocorre, obser-

varros pe:lo e.xerrplo acima ~IU.f3 ela ocorreu. Portanto, o algoritno 

deve ser r.OOific1do para preVP...r essa. possibilid.ade. 
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[ l l l í 5/4 --l/4 
A = Ã-1 = 11/4 1 5 l/4 

L 

( 5/4 \ ( 
-l/4 

J 
c = 

-l/4 ) 
= c 

1 l/4 ' 

- ~ (x) - ,, (x) 
À = = l/2 = 1 À = ' .!/2 1 

H (A c ) 1/2 " (A c ) l/2 ' ' 3 1 ' ' 

- ~ (X) - t (x) 
À = ' 5/4 = 5 À = --'--· = 5/4 = 5/3 

'1 IA c ) l/4 " IA c ) 3/4 ' ' ' 1 ' ' 

- ~ (x) - ó (x) -l/4 
À 

5 -l/4 = -l/3 ), 5 = --1 = = = = 
51 (A c ) 3/4 52 (A c I l/4 ' ' 5 1 5 ' 

1 < 5/3 ::. 5 ' -1 ~ -l/3 

íl> 1 (Q-) = -1 + (A , c ) -!· (A I c ) + (A , c ) -
)l 41 ~l 

= -1 + 1/2 + l/4 + 3/4 = l/2 > o 

~(O+) = 1 + l/2 + 1/4 + 3/4 > o 

<'lo-> = 112- 21 (A , c > 1 = 112- 112 = o 
5 ' 
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UM MllmX> PARA P~SOillçl\0 DE PmBLEMA DE APmXIMl>.çl\D LmThR NA N0!1f'l\ L • 

------------------------------------~-------------~ 

Considererros o sist-FJ"lA. de ecn;a~~s lineares 

(1) Ax -- b 

onde A é uma matriz real rle orOern nxn, de wsto k < rn < n -e b e um n-vetor. 

tJosso objGtivo e det.PnTLinnr UI'l n vetor x que mini:r'üze n norma L daôa rnr: 
l 

n n 
1'1in ~ (x) = r. ri (x) c ()i X - h i 

i=l .i_::::l 

Esta fónnula rxx1e s~r n~'Iu?:j_cla nara m problema de nro::rrruraçao linear equl-_ 

valente da ela no r: 

Dual n 

'!'IX " 
i=l 

" 
n r S.a ,,, ct -- r a i 

(I) 

i=l 

0<r1<"1 
"i i = 1, - - - , m (II) 

Antes de celf!"eÇarriDS a descrição do método faz-se necessária a apresent.açRo 

de algumas definições e resultados, para um melhor ente>J"'Cl:i.mp...nto do processo. 
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I (d) C { l, - ·- - , n } mnjunto dos fndices para o quc"ll o mn4tmto 

i ( T ((J) ' ' 

], ''') - { i. u (d) r i I d. = 2 } 
1 ,, 

.i.sto Q, ~:ao os cxmiuntos c~os Índices das va:ciáveis na.o t"~stc<'l.S onc1rc est..ns assu 

Jmt.ri?. lhlsi.ca, e dS ·vu.ri)ÍveL:o básicas serao .i..nii.r...a.das rx>r 

i - J., - - - , m 

as quais scrao nht.idas a n,"1rtir de (I) onri.e Ai inrlica a i.-·Ásim oohtn"l da Jet<l 

tri;;: ..!\. 

.. n _, n-I I c , j' ' " l\. .l c1n::;. 7 r. " t~ ~ -"·'n j L 

j~1 icn il1) 
c ü:u (d) 

l 

vei.s JV10 h:.'i.sic'..:"l.S n!ssar1 ~-LsstTf1lir seus limites SUDE!l~iores (=2). 

'l'enos 
n 
y; 

J.=l 

p 

li . 
1 

(II) 



e 

e 
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para j E I (d) 

i E L (d) V u (<i) 

Aplicarxlo em (I) terros: 

c. 
J 

para j E I (d) 

(Af)I(d) = D, ou seja, matriz básica. Então 3 n- 1 inversa de o. 

SUbstit:ul.Mo: 

D<'L+ l: 
IJ ie:L(d) 

d ~o 
i 

r 
A i di + t 

iE:u (d) 

para i E L(d) 

pc"1ra i E U (d) 

n r 
A . d. ·- I 

l l j=l 



r/. Ttl + ;>, r. 
D ic!.J (d) 

l 

f n 

"" "· 1 - y;-- l I. 
,. t: -c1.l .. o 

j j=l 

~ 

2 
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" 
" "' ,, 

j=l j 

A ri] [ = dD - 2 E yi 
itU(d) D ie:U(dl 

sey; Ót:ir:n; é <:"Y"' (n - m) r<"Lr>..f'lf'_l!1-+~ns dP d •.• r-:.-v·!.-1 
j.) 

quaJ.. tcndr.1 o v."l..lor ~cro {Er:ri.t:e inferíor) ou 7 {lim.it!"õ' SUT)0Tior) r: cmr~ 0s 01.1 

. l ' ' . .. ' •. ~ ' ·;:.ror:; :'""! l~. ê".!"T':-rc.cs seJa.rn var~ave~s (x.;I.S~c:as. 

h. .._ f) 
1. ·-

i i I (d) sat.isfazEm as relaçoe!; 

i c .L(d) 

i 
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n 

Clbsel:vação 1' z ~ r b. (d, - 1) 
i=l ' • 

que também pcrle ser expresso p:>r: 

que é decorrente do Teorana 1 p::>is, 

n 
z = 1: b. (di - 1) = l: bi 

i=1 ' isi (ct) 

Mas,= 

d. = () 

' 
d. ~ 2 

l 

Finalmente: 

para i E L (d) 

nara i E U (d) 

(di - 1) + 

z = ): bi {di - 1) + I: b. + E bi 
iri (d) iri, (d) 

1 
iru (d) 

'I'FX>REMA 3 : 

Considerenns uma rerta iteração a partir de uma solução básica, ~ seja 



- jj 

para J. = 1, ;_:., -- - - , n o eusto rnarq.i.nal. 

Entao, a secp..lP_ncia de colunas não básicas~ as qlk"\.i.S )X:dP..rão entrar na b:J. 

se e ronse::ruPnterrE.nte )"XX"lerão salr da meSITB, ~~ Ciado por: 

l) Se t'J > 2 a sE:quência e dada ncléls ccl.llrna"; correso::mdentes ac:~ rxn~·-· 
'"Di 

'!T ::: lz r , ~r r.ii(d), 

· -~' d d v c:~o .. ,··:ro-s ~<-1TK10 a pu. c..lr o menor. on. e -ir -""" ._.. . (ver i i:,;.:m 4 ) • 

2) Se dD· < 0, entã.() <1 sequêncii1 c ri.afh rx>.1as coJ.una~: CC)~-resr:oncl·~nb~s aos 
], 

parâmetros 

... (z - h ) /t. < !) 
r r 1r 

r i I{rl), 

~ando a p.:1ri:ir do 2tlqéhricarnPJib~ Ptaior. 

(li 

2. O ALGOR.ri:'MJ DUAL STI-'!Pt.u"S.X. 

Para tOOo "i - b. < o '-
i E L(d) 

sinal sobre a coluna corres1JC)ndent<~. 

calcule d,. ,) 
E 

icU (ê.) 

Y. 
l. 

fr.ze.nos bi -- ~, e colcx-:arernos run 



(2) Se todo <lo satisfaz 
Q, 
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n < d < 2 - ·n 
f 

uma. solução ótima foi atiiYJidn r caso contrário vá para ( 3) • 

(3) Examinar <lo 
z 

ô =Min{d 
Ti 1 

para 

d } 
' 

t "" 1, 2, - -· - 1 m e o::mside-rar 

orile 

e 

2 
= t1in, { 2 - ô , '\, > 2 l 

~ u~ ~ 
d 

caso l' 

(3 .l') 

(3. 2') 

-, 
< o e d D 

i 

Se Y. 
lr < o 

Se Y. > O, 
lr 

Ar 
r e dete.mi.nad.o DC:'.l0 TeoreMa 3. 

nao trnc,:.'L'TlQS cl 'D- e va oora (3. ';) . 

arlicionrtr 7Y em r rl'n e va para (3.S). Relrova a 

marr..a para coluna isto in:l.ica que não Á mais Hmi.te superior. Vá 

para (3.5). 

caso 2' 

-, 
d D > 2 

·i 
e -e d.etenrLi_nado pelo 'I'eorema 3. 
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Se Yir > O, subtrair .2Yj de d'D c cc:>loque urna marca sobre a co-

l.una para irrlicar que ela é, agora, seu limite superior 9 vá para (3.5). 

(3.4'). Se Yir <O, adiciot'léliTVs ?:/.r e su.btraimos 2Yj de d'0 • 

I~a n marca de e colCXjl.le a marca na collma Wi. parn (3. 5). 

(3 . .5) Cr:-ücule d 1 Di a p-:u:tir de: 

(a) 

(b) d'o. 
l 

~. 
~ 

e v -y 
"t- 't J_ ~ 

e 

t = l 

t ~ 2, 3, - - - 1 k. 

e representam a i --~sirna camxme:nte das "Va.r].áveis bás~-

cas e o piVÔ n..':l. tabela. t = L 2, -· -- , k. o vetor ct' 21 é o vetor~ adicio 

nao·1clo alqurn 2Yr ou subtraindo alqrrrn 

p::mente. 

~Y
J 

Se a solução nao satisfaz a cordição 

Cl elewmto d 'D . é rt i -ésima cx:::rn 
J. 

rl<:rl~<2, 
-· .1. ·--

fXJr 

~r 
' r e v3. p<rra o caso 1 1 ou Caso 2 ' de.perrlerv'l.o do nc!Vo se e < o ou: 

> 2, respe(...tivamente. 



- 77 -

( ~) A mudança da t....clbela p:x1e ser adiada. até que o r:osteríor 2Yr tenha 

sido adicionado ou 2Y . 
.l 
h~nha sido subtraido de C\}' ou seia, até qUf": alquw.:1.s 

se cor:cesrx.mc~~ntc ao qt1e não satisfaz a cxmdição (II) • 

Este Drcx:::ed:Lrnrmto rontinuará até que a Última coluna na.o básica para a 

qtJal rl, ó"'x"ltisfa~ (II); cem isto garantirros o máximo decr~:_"'!sce 
u, 

da fun 

çao z. 

JlL_sstrni.rris crue o pnx.:Esso sera iniciado a partl.r de l\Tfl.a solução 'rx=isica 

inicial .• íh<'!a :r.J!'-üa tabela si.mple_x .. 

0Tl0 vere.'l::ls, no exemplo, esta oorresponde à t?b':'la ( .l l . 

l\5 f"tii":>."l.s acima. suqen>Yl que, nao nE:~ssi tamos calC'IJ.lar (k 1) tru'-:elas 

intermed..i~rias O:"lra. t == 2, 3, - - - , k , que oorresr;o:ndem (k - l) colunas 

da taix:J.<'l. t c-= ~ + l. 

Has, para ohhmcão tin tal:ela t = k + 1 ne-L:P..Ssitam_>S conhec0r o valor 

e dos elenx:mtos pivôs {Yir} 

di:lr:Las CJ1K' ::;ão cta.das, respectivam?.nte, por 

(c1 I Y. I -ni ' l,t-J 
e 

Y, +-l e o pivô da t2hela anterinr • 
. l' c --

Isto f ... ode .ser resumido no seguinte: 

para as tabelas inte.nrle 

ondr--, 
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Se ~ solução satisfaz a condição n < di < 2, -a. m..ilança da t:.ahel.a e fei 

ta da maneira usual. vá rara (2). 

Não há provisões iniciais da ocorrência d0 c!pqP....ne raç.3.o, Tlli1.S se surqir di 

ficuldade do tir::o 1 urna ou mais colunas não hásicas n~a a qual 

Tf = f) 
r OUfl""n. Ir::qo, estarros 

diante rl.e uma degeneração que dif±cultará a esoolhn r1P u-na. cnlu.r0 não hásica 

ou A < rJ. 
r 

J.sta dificuldade yxrlerá ser resolvirla da seql'.inte maJY=c.ira: 

TI > () 
r 

Se ~~ = n, suhstituirerús (zr - br) oor um. r::ecTUP:no nÜn"ArO ó e se 
r 

d 0 -= :> suhstituin>...nos (zr - hr) por 
r 

- 8 . 

Feito isto, nos recalculamos o raio (zr - hr) I Yir que ohviai"lee1te ser. 

> I) ou < O e aplicarros o alqori trro nonnalrrente, já que o impasse rrFnci.ona• 

está resolviào. 

O processo consiste em etapas: 

(l) A aplicação da eliminação de Gauss Jordan pcd.erá ser aplicada a;:Ó!5 

adição de ?.Yr ou subtração de Yj. 
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d• - rl 
'\ - -ui 

e para t = 1 

d = d' 0 1 Y. t-l 
-ui 1 1 ' 

e 

para t = 2, 3, - - - , k 

onde d' 
Di 

e representam a i -ésima ccmponen.te da variável básica; 

é o pivô na tabela t = 1, 2, ·- - - , k. 

NÓs também, necessi tarncs conhecer a sequência das k-colunas, que entr~ 

rao ou eventualmente poderão sair da base eJl1. uma i terac:.-ão; -estas SE>.rao da 

das relo Teorema 3. 

O::m isto, estarros aptos à aplicação do método que nos renderá um resulta 

do satisfatório e com pau~~ dificuldadeB. 
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Dado o sistEFZ1: 

)( + X - 1 
' 

X + 2x 1 
' 

X + 3x = 2 

' 
X + 'X -- 3 

' 
X + 5x -· 2 

d +d +2d +3<1 -l·2d -7 
1 2 .. s 

S,<l.. d + d + d + d + d = :, 
' ' ' 5 

d + 2d + ld + 4d + 5d - 15 
1 2 l ' 5 

n < d. "- 2 
l 

i = 1, - - - , 5. 

APLICACÃO 00 llii::lORI'I't-'D 

-----------,-------- -------- -------
1 l 2 3 ··'] 

--------------------------------
I S r 

I ;· ' . a_ 

i----~=1 '- ·-----

I 
5 

l r· .J 

l 

1 

" a' 
2 

1 

2 

' • 

3 

p 

' a 
5 

l 1 

4 5 

-"--------------------------
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-5 
1 o -=----·-_-2------3--i 

lO ______ o ________ l ________ 2 _______ 3 _________ 4 ____ 1 

! -5 \ c ) y : ( 
o I I 

~o 
·- i ) y = 

I 
\ lO z \ l 
\ 

I \ ( -; \ / -1 

) I -3 
y ~ I y - I y ·- \ ' 2 ' ) ' I I ' 

T' r (l)' (1) Zi=hüYi+Z
1

=bf;Y
1

-+Z
1
=(lfl) O =1 

z ~ l z ~ l 
2 

z : l 

' 

se zí - b. < o ..;.. ü:U (d) 
- l 

z : l 
' 

Z ·- b = 1 ·- 3 = 12 -+ 3E:U (d) 
3 3 

Z - b = l- 3 = -2 < O + 4EU(d) ,, ' 
\ 

Z - b = l -~ 2 = -1 < 0 -..)> SdJ (d) 
' 5 

U(d) = { 3, 4, 5 }. 

- 2 

z ~ 1 
5 

4 

) 
I 

\ 

\ 
J 

= 
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) ( ) ( 
' 

( -5 12 - \ 
' ' = + = 

J lO -18 -8 
/ 

'\, = ( _: ) 

(2) ( 7 
<),= I ~ '\, = 7 ~ = -8 

\ -8 ' 

'\, i o, 2 l e '\, i r o, 7 ! loqo esta solução não é 
·~ ~ 

' 
Ótir.1a. 

(3) 

d = -8 d ~- -5 
l ' 

'\, = -8 

' 

Caso 1' 

usanà.o o Teo <])· 

8 = (Zr - b ' I Y. < o I' i I (d) ~ . 
r r' JI 

s = (Z - b ) I y = -2/2 = -1 < o 
' ' ' " 

e = (Z - b ) /Y = -2/3 = -2/3 < o 
' ' ' " 



(3. 2' I 

(3 .5') 

A .. (Z - b ) I y ~ -]/4 < o 
s 5 5 2 s 

·remando o G alq-ebric.:"l!Uente menor 
r 

(a) 

(b) 

'\o 

a,; 

a,; 
' 

a,; 
2 

~ 

y > o 

·-

" 
7 \ 

d ·• 2Y D , - . 

/

1 + 
-8 

2 

d!J. - '\o' e 

-

-

= 

= 

' I 

\ 

l l. 

·-,..H I y --'-"o.' ~t, 
l .l.., - ..... 

dT" c 
' .J 

'i/l .... 5 

·'1 '-n = -·4 

l 

-4/:-' - --2 

5 

_o •. 

y 
it 

e 

I s 
= ( 

\ -4 i 

t = 1 

Y,t = Y,t I Y. t-1 t = 2,3,4 
..... ~- ~, 

y 
l l 

-- y -
l l 

1 

y ~" 2 

" 
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( 2) d ~ -2 d ~ 2 - 5 = -3 
' 

't ~ -3 < o 
' 

e 
' 

= -2/-2 = 1 > o (não entra nf>.nhuna coluna). 

9 
' 

= -1/-3 = 1/3 > o 

't = -2 

' 
9 = -2/3 < o 
' 

(-'< = -1/4 < o 
' 

r = 4 i = 2 

(3.2') y = 3 > o 
3 ,, 

( I ' 

d = ( 5 
5 -2 I 1 

i + 2Y = + 2 ' 
D \ -2 ' ' ' I \ -2 I 3 2 

(3. 5) 

't = l 't = 2 

' 
o ~'t < 2 o ~'t < 2 -

1 ' 

Solução ótima para o rtroble:na dual foi utiTlCJida e é dada lXlr; 

I 12 \ 
't = ( ) 



- 84 -

Para oht.enção da melhor solução do sistena origir.al basta 

resolver o sistE!Ilél. formado pela 2a~ e 4a~ equação 

í 
I 

i 
I 
I 
' 

" + " ~L I ' 
X + 4x = 3 

I ' 

Solução Õt.in"B. 

n 
ó (x) ~ l: 

i=l 

í X ~ 1/3 
~ í 

I 

X = 2/3 
~ ' 

X = CV3, 2/3). 
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GíiPl'ruw v ·--
AWJRITMJ MELHOAAOO Pl\111\ l\P!OXI!1A.Ç)!:O LINEA.H DISC!lli'I'h r,1 • ( 31 

1. <X»>EN.l'1\R:ros P!1EL!MINI\RES , 

o algoritmo a ser estudado trata-se de uma rro:.Uf.icação do método sim 

plex; de medo que irá impor um m!ni.'OO de restrições, e CCfll. a vantaqem de 

escolher as funções aplicações lineares; airrla fot desccberto o m..."'do de 

passar totalmente V'ãrias vizinhanças do vértice sjmplex numa itera'?'i'o se 

para&"'t para problanas do ti}X:I 

(?) 

m 
MIN (ui+ vi) 

1=1 

S.a. 
n 

(r. - s.) 
j=l J J 

a +u -v. 
ij i _1_ 

1=1,2,- rn 

rJ'' s., u1 i v.> o. J ~ -

Isto, n.::\tura].m?..nte, nos permite concluir que este método é 1.m1 dos 

tnais eficientes da l.ib?.ratura de Matemática Aplicada r.a resoluÇc,_O de pro-

blemas de aproximação linear. 

o algoritno trat.a-se de una modificação do mêto..~o sirnple.x, o qual so-

lucionará problemas de ap!'('mimação po:c interpolação a um conjunto de pon -

tos dados, atra:vés de uma funçii::> linear. 
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ObsE>.rvando o nrohlena àA PD'"XJTai!\c1.Çao line_ar (2), e'9te revela que: 

(1) Urra solução hásic;a_ inicial,-facti:vel P. i.rooàiatamente disponível; 

(7.) Apenas n colunns são neCEssárias p.>.r.rt conter a.s inforrnEt~s ào lado 

direi to da icJ1 talOadp construida. 

[)c:>_notarPITOs ar; cohmas c1a ta!Jela siFrrüex corresoondente ao probleJna (2) 

p:Jr R, r
1
. , s. , u. , v i, Olfll n_ 1,--1.se ini~ial serxlo for.1llé1.da nor u 

J l l 

Caso isto aconteçn. troo-J.re)"'S o sinal na corresr;ondente linha f~ suhsti tuJ 

rems na hase u1 rnr v i. 

Clararrenffi notPJTDS quP r. - -s. e ui - -v. 
J J l 

e que a S()f('!a do custo mar 

ginal ne r. ~ s. e zero e de ui (~ vi e -1. 
J J 

O alqoritrro nassa por c1ois r:stáqios C(UP consistem no sequinte: 

Estáqio 1 ?estr.ito à e.'3ctÜrla das colunas piVÔs dura'lte as n primeiras 

iterações dos vetor~s r
1
. c s. 

J 

O vetor escolhido oara P.ntxa.r na lx-1.se é ~le que possui maior custo ~ 

ginal não neqativo. E o vetor conrlidato a deixar a bas•e será escolhido dentre 

os vetores e vi que caus<ll'l redução máxima na fnn;:ão objetiv~. 
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O posto k da lllõltriz e a:mhecido no fJ.nal do estáqio 1; este e dado 

Uin..":D. VeZ que k das vetores ui ou v i tenham sido rerrovidos da base is 

to significa que; a t.al:ela ~nt:e represE"...nta uma <:rproximação que in-

terr:ola um conjtmto de k pontos dados. 

Se a aplX.lXin\:!Ç'iio interpola mai.s do que k' pontos, e .. ntão est<mx)s diante 

de um degeneração que não causarâ prohlem.3. al<Jl..1Jn na prãt.tr...a. 

Envnl ve a permutc"tção dos vetores nao hcÍ.sicos u1 ou v i 

ou v. 
l. 

os vetores 1:-Asüx:JR e S. 
J 

não !XXlerão dei 

xar a base durante o estágio 2. Quanto à entra.cta e saida r1o vetor r'la base a 

plica-se a rresma I'egra cb estágl.o 1. 

O algoritmo tenninr1. quando t.c::à.oo os custos maTI}inais sao nao neqati vos. 

Observemos o seguin.te fato~ Que a princ:Lpa.l rnodif.tcação do métD3o sim -

plex é na esoolha dos vetores u1 ou v i O.."'l.ra. s21.i r da hase. Em arnl:os os es 

táqios 1 e 2 o vet .. or escolhido é aquele que. causa :ma.ior redução na função 

objetivo. 

Farerros agora utnê.t apresen.tação detalhada do algoritmo p:rra seu nelhor en 

'tf>...ndi.ro?..nto r isto é: 

(a) Estágio 1 refe1."e-se às prj.If~f:!iras n interações e F.stágio 2 refere-se a 

todas subs:equentes iteraqõP-s. 
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(b) A iniciaç~qo da ta!)'2.la é P.xecutarla pela entrada d~~ dados corresoonrlen 

do à tabela 1, c.'llja di.rrP..nsão é de (m + 2) x (n + 2). 

'l'I\Blill\ l 

rrêihela conôensaôa simlex ini.cial assmnindo que cnrln bi 

,_. 
nega,_lVO. 

,. 

-cnnn 

r 
n 

.-----··----------- ------------' 

u 
1 

u, 

b 
1 

L 
2 

a 
1 1 

a 

" 
a 

TI11 

a 

" 
a 

" 
a 

r:\2 

---------~~~--~~-

f. 
l 

C\ 

;;; a. , 
i=l l• 

rn 
L 

i=l 
a. 
l2 

a,~,n 
.<LL 

rn 
y 

i=1 

·---------~· ~-~~-~~-

(c) Durante o PstáGio 1 o vetor PSCOlhicto entre os r j e S. 
J 

para entrar na 

base . é ôCJUCÜe '1'1€ wssui maior custo marqinal não necrati vo. E, não JT1ais 

exig:inOs que a sarra do custo marginal de cada par-. rj e seja zero 

e ainda, o custo :narginal de tcrlos os 2n vetores sao i..'llec1iatarnente disp2 

nivêis~ 



l 
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ll.lrante o estágio 2 o vetor escolhido para entrar na base entre os ve·to 

res não básicns u1 e v i que pJSsuem maior custo marginal • •• não nm.s 

exiginns que a .sc:tna custo marginal de cada u1 e v 1 seja 2. 

O algor:ltlno quase sempre t<'=tina durante o estágio 2, quando todos os v~ 

teres não báslcos 'J=OSsuiran custo marginal positivo; ohvi~nte urna solução 

Ótima foi atingida. 

Se p:>IVP..ntura a tabela final contém vetores básicos r j ou s ' ' J 
associa 

é.k:s o::Jro. valores neqat.i vos, devemos multiplicar as resr:ecU. vas linhas oor - l 

e permutar o vetor básico r.J ( ou sj) )'.lê lo correspondente vetor não tásico 

sj(ourj). 

(d) Em arol::x.:1.s estágios 1 e 2 o vetor esoolhldo para sair da base, dentre os 

u~ ou v., é aquele que cau .. sa maior redução na funç-..ão objetivo. . ' 

A regra normal do rrétxrlo simplex para determinar o vetor que deve sair 

da base p é modificada para o ::sequinte: 

Prineirarrente, aplicrums a reqra nonnal para determ.inar a linha pi vota-

rt)9Tlt.o entre os vetores u . 
. 1 

e Localizado o vet.or, o pi võ é o element..o 

rositivo que está na tnt.Prseção da linlk1. pivot:anwmto com a o:>luna pivotarren-

to. 

Feito isto, subtx·ainio-s8 0.U'3.[.; ve?...es o valor ào pivô do custo marg"inal 

da coluna pivotamento obterns tnn resultado não positivo r então aplicamos a 

transfonnaçâo silrple..x neste piVÔ~ 
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Por outro lado, se aplicando o pr~sso acima e o resultado obt:ido for 

p::>si ti vo devEmOs proceder da seguinte maneira: se subtra:indo dua::; vezes a 

linha o valor do pivô do custo marginal da coluna. pivotamento, obterros um 

resultado não positivo a transformação sirnplex é aplicada é aplj_cada can 

este pivô. Caso contrário, subtraímos duas vezes a linha pivotamento da 

linh.a custo marginal, rmlltiplique a linha pJr (-1) f e 5\.illstt":"Uc.l. na DJse o 

vetor u
1 

( ou v i) corresp::>rrlente a linha pivotamento dada ror· v
1 

(ui) . 

Esta operação decresce o valor da função objetivo e troca o sinal do 

pivô. 

A regra normal para determinação da linha pivotarnent.o c nCNamente apl~ 

cada, e o novo pivÔ é localizado. 

Este procejirnento é repetido até que un pivô não possa ser n~jeitado ~ 

e a transformação sh1plex é então aplicada CO\\ este pivô. 

f\1-as, p::xle suceder que um vetor não factlvel seja encontrado para sair 

da base, ou melhor, tlrr\3 coluna pivotamento que não o:·mtérn elane.nt.:os r:ositi-

vos opostos aos vetores básicos u. 1s e v. 1s. No estiiqio l isto ()COrre se , 
l l 

o Püsto da matriz 

A~ { -e menor qt.1e n. 

Neste caso a coluna pivotamento corresporrle.nte aos vetores rj {ou sj) 

rx:xie ser ignorada nos futuros cálculos, e a transforiT'.ação s.implex não é efe 

tuada nestA iteração. 

No estágio 2, desde que a existência de uma solução do proble.rra L
1 

garantida, uma linha pivotarnento viável é sempre o:::rnputada para alquma colu 

-e 

na pivotamento dada pela ra:)Ta (c) acima. 
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{e) As regras para transformação da tabela simplex são P.aB mesrras apli 

c.ilis na fol'l'!'k'1. padrão do método simple:~. 

(f) A tl:P.xaçiío calculada no algorit:nn é aumentada devido às transforma 

ções sinple.x, 0..1 ainda, pelo fato dE>.stas transfonnaçées serem re -

passadas durantf! o estágio 1, 1:Xm:xue um vetor facti vel yx:de não ser 

encontrado para sair da b.."l.Se. 
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3. EXEMPID 

Dado o sistana: 

X + X ~ 1 
l 2 

X + 2x ~ l 
l 2 

X + Jx ~ 2 

\ 
l 2 

X + 4x ~ 3 
l ' 

X + 5x 2 --
2 

passarros o sistena para um orohlerna de ~mJcJT amaçao Hnear equivalente. 

Fazenos x. ~ r. - s. i ~ l, 7 . obt.etos 
J J J 

5 
Minimize í: (ui + vj_) 

i=l 

s.a~ 
( 1 r + r - s - s + u - v 
' 

I l ' l 2 ' 
l ~ r +2r s -2s + u - v 

) l ' l 2 ' 

I 
2 ~ r +Jr - s -3s + u - v 

l 2 l ' ' 
3 ~ r +4r s -4s + u - v 

l 2 l ' ' ' 
2 ~ r +Sr s -Ss + u - v 

' l ' " 5 
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(2) C]IJ:L'UI[) IXJ CUSTO MARGINAL 

Consideremos~ 

r 
1 o o o o l I o 1 o o o 

I 
B -- C) o l o o I matriz básica 

5 

() o o l o 

o o o o 1 

1 1 

1 7 

T ~ 1 3 matriz básica. 

l 4 

1 5 

CI3 = (1 1 l 1 l) custos das variáveis básicas 

cr = ( n '' ) custos das variáveis não básicas 

0·1 = CB.n-: T = cr (custo marginal) 

,-
1 1 1 ' 1 I 

I 
1 2 1 2 I 

o~r ~ 11 1 l 1 l) r, 1 3 = (l 1 1 1 1) l 3 1- (O O) 

' 
l 4 l 4 I 

LI 5 1 
' 

5 J 
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(c) b2. entra na b::t.'5e pois !XJSSui o maior custo marginal não negativo. 

(c') Esoolha do PiVÔ: 

Aplicando a re:)ra simplex taros os possiveis candidato cxm:J sen

do (S) (2) (3). 

(d) Consj_dererros Pivô == 5 

(5 15) - 2 (1 5) = (5 15) - ( 2 10 ) = (3 5) 

terras 1 .,. O. 

Pivô = 3 

(1 11 - 2 (1 3) = (1 1) - (2 6) = (-l -5) 

terros -5 -,, fJ. 

P..nlicare.<Ds o rüvota'tlento em 3. 
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-· (5 J.'J) ··· (G n1 -- rs 15) -- a~ = {5 15). 

-]_ !) 0 o o 

c] -· • ~- o o ' 

l:\ 1 - 0 o -1 o 0 I'!'1a triz pseudobâsi.ca .. 

o n ,, ' o -c 

n o o -1 

"'' c:8 ::r E\ C,) I "'""'' u ·B~ 
- -

I 
., 

.D -1 o o o 0 
i, ! ! 

' o -1 o o o ' I 
I 

U<T,, ( ~- 1 1 • }.) I I c n -1 o o - ll ' ' 1 . ' -~ ' " ' " ! 

i o o o -1 0 
I 
I o o o [I -1 !. 

;- '! 
! -l. !') r") n n 

I ,, -]. o 0 o 
' 

(l l 1 li (l 0 -l o o I - (l l • 1 l) - " 
... 

! 
I 

1 I' o -l o I 
' I 
' o o o o -1 J 

- 1-l -1 --1 -l -11 - (1 1 1 l l) - 1-2 -2 -2 -2 -2) 
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TaTos: c 

\ 

3/2 -l/2 

l/2 l/2 

T = I -l/2 l/2 

I l/2 -3/2 

-1 2 

1-
., 

! 3/2 -l/2 

1/2 l/2 

~ = (O ' o ' l) -l/2 l/2 - (l li --
" L 

1/2 -3/2 ' ' 

l G 
-l 2 ' [ 

= (0 li (l l) - (-1 o I . 

I 1/2 
\ 

\ 
c 
r 

l/2 ' 

Q'R = (O ' " 1 li l/2 

/ 
- o = " 

,, 

l/2 ' I 
l / 

' 

= l/2 + l/2 + l = 2. 

ObtEmOS ~ == { -1 O) .lcqo tenninarros a apl:Lcação do algor i bno 

neste passo, r:ois o cu...:;to marginal é não positivo .. 
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Portanto obtenos: 

b = 1/2 

Teros então b = 1/2 -~ x 
1 1 

_, X = (1/2 l/2) 

(~) Cálculo do ResÍduo: 

Usar\Cio a função residuo 

5 
)' i ,f, {v) I 
~;"'i'.n., 

i=l 

2 
(~, (x) :oo bi - L: a .. x~ 

.1. i~l ~J ... 

i = l 

<!1 (x) = 1 - 1/2 - 1/2 = O 

i = 2 

; (x) = l - l/2 - l = -l/2 
2 

i = 3 

ó (x) -" 2 - l/2 - 3/2 = O 
5 

l = 4 

~ (x) - 3 - l/2 - 2 = l/2 
' 

i= 5 

$ (x) = 2 - l/2 - 5/2 -- -1 
5 

'' (x) = l/2 + l/2 + 1 = 2. 

b -- l/2 

' 

e b - l/2 
" '" 

v ~ 1 
5 

,.., X fazendo X = {X X ) -+ 
z 1 2 


