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Resumo

Apresentamos resultados gerais de penalizacio externa e exata. Estendemos o teo-
rema clissico de penalizacio exata para ¢ caso onde os subproblemas penalizados
permanecem restritos. Introduzimos um algoritmo para resolver problemas de pro-
gramacdo nio linear baseado na funciio de penalizacdo exata L, onde penalizamos
somente as restrigoes ndo lineares. Para resolver os subproblemas penalizados néo
suaves desenvolvemos um algoritmo de regiao de confianca, Ilustramos o método de
penalizacio com regido de confianca através de exemplos simples. Testes numéricos
comparando o método de penalizagio com regifo de confianga com o algoritmo BOX-
QUACAN foram efetuados em 3 conjuntos de problemas. Abordamos o problema
global de Lennard-Jones e propomos gerar bons pontos iniciais para este problema
usando a sohigdo de um subproblema restrito.

Abstract

‘We present the classical results for the exact and the exterior penalty problems. We
extend the classic exact penalty function theorem for the case where the penalty
subproblems remain constrained. We introduce an algorithm for solving nonlinear
programming problems based on the L, exact penalty function for which only the
nonlinear constraints are penalized. For solving the nonsmooth penalty subproblems
we develop a trust region algorithm. We illustrate the penalty method with trust
region with simple examples. Numerical experiments comparing the penalty method
with BOX-QUACAN algorithm were realized in three sets of problems. We attack
Lennard Jones’s global problem and we propose to generate good starting points for
this problem using the solution of a constrained subproblem.
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Introducao

Problemas de programacio ndo linear (PNL) aparecem em muitos problemas
da vida real. Sdo os casos, por exemplo, de problemas de fluxo de poténcia 6timo
em redes de transmissdo de energia elétrica, problemas de controle e problemas de
alocagdo de recursos.

O problema em que estamos interessados é

minimizar  f(z)

sujeitaa  h(z) =0
g(z) <0
z €Q,

onde f: R* - R, h:IR" - R™, g: R* - R™, f h,g € C? e  representa
um conjunto de restriches simples, como por exemplo uma caixa, uma bola ou um
politopo.

(0.1)

Existem vérias formas de resolver o problema de programacao néo linear. Uma
maneira é aplicar, por exemplo, Métodos de Diregdes Factiveis. A filosofia destes
métodos é mover de um ponto factivel para um ponto factivel melhor (ponto que
reduz o valor da funcéo objetivo). Outra forma de resolver o problema (0.1) é aplicar
os Métodos de Lagrange. Estes sao baseados na resolucio de um sistema de equagdes
e (possivelmente) inequagtes que constitnem as condiges necessirias de otimalidade
para o problema de otimizagio. Uma terceira aproximagfio para resolver (PNL) sio
os métodos de penalizagiio, baseados na eliminagao de restriges do problema original
usando fungbes de penalizagio. Os métodos classicos de penalizagio consistem em
resolver (PNL) através de uma seqliéncia irrestrita de subproblemas penalizados nos
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quais, para garantir convergéncia global dos métodos, ¢ exigido que a seqiiéncia de
parametros penalizadores cres¢a ilimitadamente. Assim, uma seqiiéncia infinita de
subproblemnas deve ser resolvida. '

Uma forma de evitar o processo seqiiencial infinito dos métodos de penalizacao
classicos é usar as fungdes de penalizagio exata. Neste caso o (PNL) é resolvide por
meio de um 1nico subproblema de minimizacdo irrestrita ou uma seqiiéncia finita de
subproblemas irrestritos. Infelizmente a maioria das fungdes de penalizacdo exata
sao nao diferencidveis e técnicas convencionais de otimizagio suave irrestrita ndo po-
dem ser aplicadas para resolver os subproblemas. Em geral, a teoria de penalizacio
exata estd desenvolvida para o caso onde todo o conjunto de restrigbes do proble-
ma original é penalizado, e assim os subproblemas envolvidos sio irrestritos. Neste
trabalho resolvemos ¢ {PNL) usando uma funcio de penalizagio exata ndo suave,
onde penalizamos somente as restrigdes nao lineares de forma que os subproblemas
permanecem restritos, e tratamos o problema da ndo diferenciabilidade através da
técnica de regido de confianca.

Os objetivos do trabalko sao exibir a teoria de penalizacao exata para o caso
onde os subproblemas permanecem restritos, apresentar um algoritmo para resolver
o (PNL) baseado na funcdo de penalizacfo exata ndo suave L;, onde penalizamos
somente as restricoes néo lineares, e verificar a consisténcia do algoritmo proposto
através da comparacio com o algoritmo BOX (Lagrangeano aumentado com res-
trigbes tipo caixa) desenvolvido por Friedlander-Martinez ¢ Santos. Este algoritmo
tem sofrido varias comparagdes com o pacote LANCELOT de Coon-Gould-Toint e
se mostrou competitivo.

No Capitulo 1 apresentamos os principais resultados da teoria de penalizacdo
e fornecemos novos resultados da teoria. Entre eles, mostramos que o teorema
cldssico da funcio de penalizacio exata para o caso irrestrito permanece valido para
o ¢aso onde mantemos os subproblemas penalizados restritos ao conjunto € usando
condigdes de 22 ordem. A importancia de tal resultado é que podemos desenvolver
algoritmos combinando as vantagens de explorar a estrutura simples do conjunto £
e usar as func¢bes de penalizacio exata.

No Capitulo 2 apresentamos um método para resolver o problema (0.1). A idéia
do método é aproveitar a estrutura do conjunto () e aplicar a fun¢fio de penalizacio
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exata L, &s restricoes nao lineares. Para resolver os subproblemas penalizados ndo
suaves desenvolvernos um algoritmo de regido de confianga onde sio apresentadas
vérias fun¢bes modelo para aproximar a fungiio penalizada ndo suave. As fungdes
modelo sd0 também n&o suaves com a propriedade de conter um nimero menor
de pontos nio diferencidveis. A quantidade de pontos ndo difencidveis das fungdes
modelo estd associada &s constantes de tolerdncia usadas nas defini¢des dos modelos.

No Capitulo 3 ilustramos o método proposto (método de penalizacdo com
regido de confianga) através de problemas simples em que séo exibidos os subproble-
mas em cada iteragio do método. Em particular, para dois problemas consideramos
diferentes valores para as constantes de tolerincia e analisamos o comportamento
dos subproblemas envolvidos no algoritmo de regido de confianca.

No Capitulo 4 apresentamos os resultados numéricos da comparagic entre o
método de penalizagio com regifo de confianca ¢ o algoritmo BOX. Foram tes-
tados trés conjuntos de problemas. Um conjunto envolveu restrigées ndo lineares
de desigualdade ¢ igualdade, e restriges de canalizag8o. Os outros dois conjuntos
envolveram somente restricées ndo lineares de desigualdade.

No Capitulo 3, motivados pelos resultados do algoritmo BOX na versio com de-
signaldade, abordamos o problema, de configuracio de pontos (descobrir localizacio
de pontos no planc ou espago) baseado na fun¢io potencial de Lennard-Jones. A
heuristica proposta para resolver o problema consiste em usar a solugio de um pro-
blema de programacao nao linear com restrigdes de desigualdade como ponto inicial.
Testes numéricos usando o algoritmo BOX e o algoritmo de penalizagio com regigo
de conhianga sao descritos.

Finalmente apresentamos as conclusdes do trabalho e sugestdes para pesquisas
futuras.
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Capitulo 1

Penalizacao Externa e Penalizacao
Exata

1.1 Introducao

Vérios problemas da vida real podem ser formulados como problemas de pro-
gramacdo néo linear. Por exemplo, problemas de controle 6timo, projeto estrutural,
projeto mecénico, redes elétricas, administracio de recursos hidrdulicos, alocacfo
estocéstica de recursos. O trabalho de Bongartz-Conn-Gould-Toint [4] (CUTE) rela-
ciona uma colecdo de problemas praticos e académicos, oriundos de diversas 4reas
e aplicagdes, cuja formulagio conduz a um problema de programacio nio linear.

O problema de programagao nio linear (PNL) consiste na minimizagio de uma
funcio objetivo sujeita a um conjunto de restrigdes. Usualmente este conjunto de
restrigdes envolve igualdades e desigualdades. Muitas vezes € possivel tirar vantagens
da estrutura das restrigoes e desenvolver algoritmos eficientes. E o caso, por exemplo,
de restrigbes do tipo caixa, bolas ou restrigoes lineares.



O Problema

O problema em que estamos interessados é o seguinte:

minimizar  f(z)
sujeitaa  h{z)=0
z€Q,

onde f: R* > R, h: R* -+ R™, g: R* - R™, f,h,g € C? e ) representa
um conjunto de restri¢bes simples, como por exemplo uma caixa, uma bola ou um
politopo.

Existem vdrios métodos disponiveis para resolver (PNL). O trabalho recente
de Conn-Gould-Toint [10] fornece uma visdo de aproximages atuais para resolver o
(PNL)}, incluindo métodos interiores e exteriores, algoritmos baseados em regido de
confianca e busca linear.

Os métodos de penalizagio externa, usualmente referidos somente como mé-
todos de penalizagio, consistem em resoclver problemas de programacgio nio linear
através da resolugio de uma seqiiéncia de problemas irrestritos ou com restrictes
simples. As restri¢cdes sio colocadas na fungdo objetivo via um pardmetro de pena-
lizagdo, p, de forma a punir gualquer violagao das restricées. Em geral, os métodos
de penalizacio externa geram uma segiiéncia de pontos infactiveis cujo limite ( se
existir } é uma solugdo do problema original. Na maioria dos métodos de pena-
lizacdo, a factibilidade é somente atingida na solugdo. Porém existem fungoes de
penalizacdo que geram uma seqiiéncia de pontos que podem estar no interior ou no
exterior da regifo factivel (ver [16, 34]).

As funcdes de penalizacio que aparecem com fregiiéncia na literatura de otimi-
zagdo  sao: a Fungao de Penalizacio de Perda (Quadritica,
Pa,p) = f(z) + p(h(@)3+ |g*@)B), e a Fungio de Penalizacio Li,
Pi(z,p) = f(z) + p(Ia(@)]l1 + |lg™()]l1) , onde p > 0 € o pardmetro de penalizacio
e g7 (z) = max{0, g;{z)}, j = 1,...,ma.

Na teoria desenvolvida para os métodos de penalizagio cldssicos, a seqiiéncia
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de paridmetros penalizadores deve ser ilimitada para podermos garantir convergéncia
global. Dificuldades computacionais de mal condicionamento aparecem quando
temos que resolver problemas penalizados para valores grandes de p. Uma alterna-
tiva para contornar esta situagao é a aproximacio discutida por Martinez e Santos
[32] para Pa{z, p). A idéia do trabalho é determinar uma dire¢io de Newton, usan-
do um procedimento que introduz novas varidveis no sistema nao linear dado pelas
condicdes de otimalidade de primeira ordem para um minimizador local de Pz(z, p),
isto é, VPa(z, p) = 0. Outra dificuldade dos métodos de penalizacio é a suposicdo
de que minirizadores globais dos problemas penalizados devam ser calculados. Na
prética, ndo obtemos minimizadores globais. Os algoritmoe usualmente geram uma
seqiiéncia de minimizadores locais, on simplesmente pontos estaciondrios.

Qutra classe de métodos que resolve o (PNL) sdo os métodos de penalizacio
exata. A filosofia destes métodos é resolver o (PNL) por meio de um tinico pro-
blema de minimizacdo irrestrita. Ligeiramente falando, uma fungio de penalizagio
exata para o problema (1.1) é uma funcio P(z,p), onde p > 0 é o pardmetro de
penalizacio, com a propriedade de que existe um limite inferior 7 > 0 tal que para
p > p qualquer minimizador local do (PNL) é também um minimizador local do
problema penalizado. Defini¢io mais rigorosa de fungéo de penalizacio exata pode
ser encontrada em [11]. As fungdes de penalizagdo exata podem ser divididas em
duas classes: funcoes de penalizacdo exata continuamente diferencidveis e fungdes
de penalizagio exata nio diferencidveis. As funcdes de penalizagio continuamente
diferencidveis foram introduzidas por Fletcher [17] para problemas com restriges de
igualdade e por Glad e Polak [20] para problemas com restrigies de desigualdade;
contribui¢des adicionais podem ser encontradas em Di Pillo e Grippo [11, 12]. As
funces de penalizacio ndo diferencidveis foram introduzidas por Zangwill [38] e
Pietrzykowski [36], e virias pesquisas tem sido desenvolvidas neste sentido (ver
[7, 8, 9, 13, 18]). :

Uma classe de fun¢des de penalizag3o exata nio diferencidvel associada & (1.1)
para © = IR" foi analisada por Charalambous (7] em 1978,

Py(z, 0, 8) = f(z) + @[mw(x) r+ ij[ﬁ;g;“(m)]’) ’ (1.2

ondep>1,040 >0,i=1,...,m ej=1,...,m. Para p = 1 e considerando
todos os pardmetros de penalizagdo iguais a p, temos a funcio de penalizagdo L,



introduzida por Pietrzykowski [36] em 1969,

Pi(s,0) = f(z) +p (mz [ha()} + _E"jg;(z)) . (L3)
i=1 j=1
Para p = oo, temos
Py(z,0,8) = f(z) + max {olhs(z)], Bigf ()}, (1.4)
1<i<ms

a funcdo de penalizagio exata Minimax de Bandler e Charalambous [1].

Pietrzykowski mostrou que a fungdo (1.3} é exata no sentido de exdistir um
p > 0 finito tal que qualquer minimizador regular de (PNL) ¢é também um mini-
mizador local do problema penalizado irrestrito. Em 1970, Luenberger [28] mostrou
que, usando hipbtese de convexidade, o limite inferior para p € igual a0 maior mul-
tiplicador de Lagrange em valor absoluto, associado ao problema néo linear. Em
1978, Charalambous {7, 8| generalizou o resultado de Luenberger para a fung¢io de
penalizacdo L, assumindo as condiges suficientes de segunda ordem para o (PNL).

Outros trabalhos importantes envolvendo a fungio de penalizacio L; sio os
trabalhos de Charalambous {8, Coleman ¢ Conn [9] e Ben-tal e Zowe {5]. Estes
trabalhos apresentam as condigdes de otimalidade para minimizagio da fungio L.
Contribuigdes adicionais envolvendo a fungdo L; podem ser encontradas em [14, 26,
38]. A funcdo de penalizagio L, aparece com freqiiéncia em técnicas de programacio
quadrética segiiencial, onde é usada como fungio de mérito (ver [6, 30]).

Em 1979, Han ¢ Mangasarian [22] introduziram uma classe de funches de
penalizacio associada ao problema (1.1) com 2 = R",

Py(z, p) = () + pQ(lIA(=), ¥ ()I]) (1.5)
onde g € o pardmetro de penalizagdo, ||.|| é qualquer norma vetorial em R™*™2 ¢

@ : R, — IR, uma fancio convexa tal que

QE)=0&t=0e0<Q(0") = limw<oo.

t—0+ t
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Observe que para Q{a) = a e ||.]| = |||l temos a fungdo de penalizagio
Ly, Pi(z,p); para Q(e) = a e ||.|| = ||.]|; temos a classe de fungdes estudada por
Charalambous [7] com pesos iguais; para Q) = a e ||.|| = ||| temos a fungio de
penalizaggo Minimax.

Ao longo do capitulo, para u € R™ e v € IR™, a notacio ||u, || significa
”(ull cony Uy, U1y !vmﬁ)T"'

Por simplicidade e sem perda de generalidade restringimos nossa atengio para
funcoes de penalizacio exata (1.5) com Qa) = q, isto &,

P(z,p) = f(z) + pllh(z), g (z)]l. (1.6)

A fun¢io P(z,p) penaliza somente as restrigdes g e h do problema original,
mantendo os problemas penalizados restritos ao conjunto €2, isto €, nosso subpro-
blema é dado por

minimizar P(z, p)
T

f(z) + pP(z)
sujeita a Qx e (1.7)

c A

Os objetivos deste capitulo sio apresentar os principais resultados de métodos
de penalizacio para problemas de programacgfo néio linear, e mostrar que o teore-
ma, cldssico da fungio de penalizacio exata para o caso irrestrito permanece vilido
quando mantemos os subproblemas penalizados restritos ao conjunto 2. A con-
seqiiéncia de tal resultado é que podemos aplicar algoritmos eficientes j4 conheci-
dos, que aproveitam a estrutura dos problemas penalizados. Como exemplo, pode-
mos citar o trabalho recente de Martinez e Moretti [31] que resolve problema de
otimizacio nio suave restrito a nm politopo.

1.2 Resultados Gerais de Penalizacao

Os métodos que usam fungoes de penalizagio transformam o problema original
em um 1nico problema irrestrito on em uma seqiiéncia de problemas irrestritos. Em

5



geral, uma fun¢io de penalizagio deve acarretar uma penalizagfio positiva para
pontos infactiveis e ndo penalizar pontos factiveis.

Nesta se¢io, apresentamos resultados gerais de penalizagéio destacando os prin-
cipais resultados associados is fungdes de penalizagio P(z, p) e Pi(z, p). A teoria de
penalizag@o exata desenvolvida para resolver problemas de programagéo néo linear
¢, em geral, somente apresentada para o caso onde os problemas penalizados séo
irrestritos. Neste capitulo, desenvolvemos uma extensiao da teoria de penalizagio
para o caso onde os problemas penalizados estdo restritos ao conjunto 2.

Vamos considerar os problemas penalizados da seguinte forma:

minimizar P(z,p;) = f(z)+ pP(z)

sujeita a T € (1.8)

onde
P(z) = [h(z), " (z)Il,

com g > 0 e |.|| é vina norma qualquer em IR™3™3

Inicialmente, apresentamos o teorema de convergéncia global. A prova deste
resultado para o caso onde os problemas penalizados sdo irrestritos pode ser en-
contrada'em {29]. Para o caso onde os problemas penalizados estdo restritos a um
conjunto fechado, a prova pode ser encontrada em [3]. Dado que os problemas (1.8)
se enquadram no segundo caso, vamos reproduzir a demonstragio de [3].

Teorema 1:  Seja {z3}, k=0,1,2,..., uma seqiiéncia de minimizadores globais
do problema (1.8), e 0 < py < prt1, pr — +oo. Entdo, todo ponio hmite da
- seqtiéncia {2} € um minimizador global do problema (1.1) .

Prova: Seja T um ponto limite de {z;}. Pela definicio de z; temos que
Pz, pe) = flzi) + ppP(z2) < f(z) + g P{z) para todo z € 2. (1.9)
Sejam f* o valor timo associado ao problema original e § = {z € R"|h(z) =
0 e g(z) < 0}. Temos
f= min f(z)= min P(z,m)
zeSNQ zesSNN :



Portanto, tomando o infimo do lado direito de (1.9) sobre z € 2N S obtemos

P(zg, ;) = f(z) + pePlaz) < f°.

Passando o limite superior na relagdo acima e usando a continuidade de f, segue
que

@)+ ﬁﬂﬁgppxp(-’ck) < (1.10)
De (1.10), P(zg) 2 0 e pp — +o0, temos que
P(zy) — 0.
Pela. continuidade de P,
P(z)=0

isto é, 7 € S. Mas {z;} C Q e £ € um conjunto fechado, assim Z € 9. Logo, T é
factivel para o problema (1.1). De (1.10) temos

fE <

Portanto, # é um minimizador global para o problema (1.1).5

Observe que a demonstragdo do teorema usa fortemente o fato do conjunto 2
ser fechado.

Uma limitacdo do teorema acima aparece quando assumimos que os problemas
penalizados t8m solugio global para todo p;. Os exemplos abaixo mostram que néo
h4 garantia de chegarmos a um minimizador do problema original se nac seguirmos
minimizadores globais dos problemas penalizados.

Exemplo 1: Considere o problema min0 s.a 7 + 3z% + 3 = 0. Para a funcéo de
penalizacio L, zx = 0 é um minimizador local do problema penalizado para todo
k > 0. Mas o tinico ponto limite (x* = 0) ¢ infactivel para o problema original.

Exemplo 2:  Considere o problema min —|z|'® 5.2 0 < z < 1. Usando a fungdo
de penalizaciio de perda quadritica, xx = —9/(164%) é um minimizador local do
problema penalizado. O ponto limite da seqiiéncia (z* = 0) é factivel, mas z* é
maximizador do problema original.



QOutra questdo que devemos considerar é o que acontece com o ponto limite
{se existir} de wna seqiiéncia de pontos que sio apenas estacionérios dos problemas
penalizados. Para a funcio de penalizacdo quadritica, quando assumimos regula-
ridade no ponto limite, € provado que este ponto limite é um ponto estaciondrio
do problema original no caso = IR" (ver {3]). Para a fun¢fio de penalizacio L,
mostramos que este resultado permanece valido, um de nossos objetivos, assumimos
factibilidade e regularidade no ponto limite. Para provarmos o resultado, apresen-
tamos as defini¢oes das derivadas direcionais e a condi¢ao de otimalidade necesséria
para minimizag¢io de uma fungio .

Definicio 1: As dervvadas direcionais de primeira ¢ segunda ordem de uma fungdo
continua ¢ : IR® - R em z € IR® ao longo da diregéo d € IR® sdo dadas por

_ 4, 2o )~ 9(@)

Dy(z;d) = lim ;
Do(z; d) = tl_ifulir Dy(z + td; dt) — D¢(x; d)

se 0s limites existirem.

Teorema 2: (Condigio Necessdria de 12 ordem) Se z* & minimizador local da
Juncéo @(z) entdo Dy(z*;d) > 0 pare todo d € R".

Prova: Suponha por absurdo que existe d € H", tal que

Dy(z*;d) = - < 0. (1.11)
Temos que
©(z” + ad) = ¢(z*) + aDyp(z*; d) + o(d; ) (1.12)
onde i _
im 249 _g (1.13)
a0+ o

De (1.13} temos que, para todo € > 0, existe a; > 0 tal que o < @) implica que

o(d; .
—(—’—9—1 < e. Em particular, para € = £ ¢ o = a3, temos
a 2

lo(d; a1)| < alg- (1.14)



De (1.11), {1.12) e (1.14) segue que

ole" +ad) < pla) + a(=p) + b < 0(a"),

o que contradiz o fato de z* ser minimizador local da func8o (z). 5

Para a fun¢io de penalizacdo L, a condic8o necessria de primeira ordem pode
ser escrita de forma alternativa como apresentada no Teorema 3. O teorema estd
demonstrado em [8]. Os trabalhos de Fletcher [18] e Coleman-Coon [9] mostram
o mesmo resultado exigindo independéncia linear do conjunto formado pelos gra-
dientes das restrigdes ativas no ponto minimizador. Para provarmos o Teorema 3
precisamos do Lema 1 e seu Corolario.

Lema 1: Seja ¥(z) = |¢(z)|, onde ¢ : J”* - R e ¢ € C . Entdo a derivada
direcional de ¥(x) em z* € IR" ao longo da direcdo d, ¢ dada por

{ IVé(z")"d|, sed(z*)=0
Dy(z*;d) = § —Vé(z)'d, se¢(z*) <0
Vé(z*)Td, se ¢(z*) > 0.

Prova: Seja d € JB". Queremos mostrar que

i Y@+ 1) — $(z")

0+ i

= Dip(z*,d).

Temos que ¢ ¢ diferencidvel em 7* entdo

$(z* + td) = ¢(z*) + td” Vp(z*) + o(d; 8},

onde

Assim, '
Y(a” +td) = |§(z” + td)| = [$(z") + td" V(z") + o(d; £)].

(a)} Se ¢(z*) > 0 entdo para ¢ suficientemente pequeno a fun¢io ¢ permanece posi-
tiva. Assim,
PY(z* +td) = |p(z* + td)| = p(z") + tdTVh(z*) + o(d; 1) e
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P(z") = |¢(z%)] = $(z").

(b) Se ¢(z*) < 0 entdo para ¢ suficientemente pequeno a fungdo ¢ permanece nega-
fiva. Assim,

D(z* +td) = |¢(z* +td)] = —¢(z*) — td" V(z*) + o(d; 1) €
h(z*) = |¢{z")| = —¢(z").

{¢) Se ¢(z*) = 0 entdo
W(z* + td) = [td" Vé(z*) + o(d; t)] e
P(z") = 0.

Portanto, de (a}, (b) e (c) temos
Y i) — ()

10+ t

= Dy(z"; d).q

Coroldrio 1:  Seja Py(z,p) = f(z) + p||h(z)|l: com p > 0. Entéo a derivada
direcional de Pi(z,p) em z* € IR* ao longo da direcio d, é dada por

DPy(z", pd) =d"Vf(a") +p (Zi ld" Vhi(z")| + %md’" Vh»-(m‘)) :

onde A = A(z*) = {i| i(z*) =0,i=1,...,m,} e 0; = sinal(k;(z*)), se i & A.

Teorema 3: As seguintes afirmagGes sio equivalentes:

(i) Para todo d € R*, DP,(2*, p;d) > 0.

(ii) Existem escalares v; € [~1,1], i€ A= A(z*) = {i|l(z*)=0,i=1,..., m} e

w; €[0,1), j € B= B(s*) = {j|9;(z*) =0, =1,...,m,} tais que

Vf(f) +p (Z uVhi(z*) + EJ;V’R(:L“) + Z w;Vgi{z*) + Z Sngj(:G']) = 0,
i€A igA jeB j¢B
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onde o; = sinal(hi(z)), i ¢ A
_ [0, segi(z)<0 _1+sinal(g;(z))
%=1, seglz)>0 = 2

para todo j ¢ B.

Prova: Para simplificar a demonstragdo assumiremos somente restricoes de igual-
dade.

(a) Vamos assumir (ii) e mostraremos que (i) se verifica.

Suponhamos por absurdo que existe u € IR" tal que DP(z*, p; u) < 0, isto é,

wIVf{z*)+p (E Juf Vhi(z*)| + > oguTVh,-(a:‘)) <-8<0 (1.15)
icA igA
para algum §. Seja
y=Vf(z*)+p (Z v Vhi(z*) + ) Uth-'(I‘)) ,
| i€A igA
onde —1 < v; <1, i € A. Entao
yTu = HTVf(.'B’) -+ P (z 'U,'Vh,' (.’B*)Tﬂ <+ Z 0','th (:c")Tu) . (1.16) '
icA idA
Somando e subtraindo pY_ (u"Vhi(z*)| em (1.16) e usando (1.15) temos
icA

yu<—B—p Z;, {|w"Vhi(z*)| - v,—Vh.(:c‘)Tu}) :

Temos que v; € [-1,1], i € A, entdo
2, Vhi(2*)Tu < [uTVhi(2®)|, i € A

Assim,
~ 3 { [T Vhi(")] - v Vhi(2")} <.

i€A
Segue que , y'u < —fF < 0. Portanto, y ndo pode ser o vetor zero, o que contradiz

(if).
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(b) Vamos assumir (i) e provaremos (ii).
Suponhamos que (ii) nfo é satisfeito, isto €, para todo v; € [-1,1], i € A, o vetor

2=Vfz*)+p (Z % Vhi(z*) + Za,—Vh,—(:c‘)) #0. (1.17)

icA igA
Para um gz fixo, consideremos o conjunto
S(z) = {wlw = Vf{z) +p%v;Vhi(z),—1 <y <1,i€ A}
i€
Note que S(z) é convexo e fechado.Seja
s=—py o;Vh(z").
igA
Temos que s € S(z*) pois, caso contrério para cada ¢ € A exitiria v; € [—1,1] tal

que

s = V(@) +p Y uVh(z®),

€A
isto &,

(&) + 0 X uVhi(a) + p Y a:Vhi(a

icA igA
o que contradiz (1.17).

Pelo teorema da separacdo, existe um vetor ¢ # 0 € R® e um escalar n tal que
¢'s >neq y<n para todo y € S(z*), isto é,

q {—pza.-Vh.-(z*) — y} > 0.
igA
Seja
v= (V1) + X 4Th(e")) € 562"

iCA
onde v; = sinal(Vh;(z*)¥¢),1 € A. Entao

V(" (Z " Vhi(a?)| + T 030" Vhu(s ))

icA tFA
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Portanto, existe uma diregdo ¢ € IR" tal que DP (z*, p;9) < 0, 0 que contradiz (i).
A

Agora, podemos mostrar que o ponto limite ( quando existe ) de uma seqiiéncia
de pontos estaciondrios dos problemas penalizados irrestrito usando a funcio L,
é um ponto estaciondrio do problema original com Q = IK", quando assumimos
regularidade e factibilidade no ponto limite.

Teorema 4:  Sejam {x;} seqiiéncia de pontos estaciondrios do problema trrestrito

minimizar Pi(z, p) = f(z) + p||h(z), g™ (z}|1 ¢ M(z) = [ il(a) ] onde Ji(z) ¢ a

matriz formada pelos vetores linkas Vhi(z)T,i € A(z), Jya(2) € a matriz formada
pelos vetores linhas Vg;(z)T,j € B(z), e os conjuntos A(z) e B(z) estio definidos
no Teorema 8. Assuma que O < py < pr41 para todo k e pp — +oo. Assuma
também que eziste uma subsegiiéncia {2} x, K C IN, convergindo para z* € R® tal
que h(z*) = 0 e g(z*) < 0 e gue a matriz M(z*) tem posto (m; + m), onde m é a
cardinalidade de B(z*). Entio z* € um ponio estaciondrio do problema original com
0 =R" :

Prova: Para simplificar 2 demonstracio assumiremos somente restricoes de igual-
dade. Como z; é um ponto estaciondrio do problema irrestrito P (z, p), pelo Teo-
rema 3, existem )5 € [—1, 1] tais que

Vf(zi) + o (Elj pLavi ¥ (x,,)) =0.

=1

Como Ji(z*) tem posto completo, entdo para k suficientemente grande Jy{zx)
também possui posto completo. Assim podemos escrever

oede = — (@) I@)T) " (n(@n) VI (o))

Da convergéncia {z:}x para z* temos

(g > X = = (B(@) @) () V()
e podemos escrever

Vi(z*) + (i szm(x*)) =0.
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Da igualdade acima e h{z*) = 0 temos que, z* € um ponto estacionério para o
problema min f(z) sujeita a A(x) = 0, o que completa a prova.

O Teorema 2 apresenta a condigdo de otimalidade necessiria de 12 ordem
para a funcdo de penalizacdo P(z, p). Condicoes de otimalidade suficientes de 2%
ordem podem ser encontradas em Fletcher [18], onde o autor emprega o conceito de
subgradiente. Para a funcio de penalizacio L, a condi¢io de otimalidade necessdria
de 1¢ ordem pode ser escrita de forma equivalente usando os gradientes da fungéo
objetivo e das restrigdes do (PNL) associado. Condigdes suficientes de 22 ordem
para a funcdo L, envolvendo as Hessianas das fungbes objetivo e restrigdes do (PNL)
associado podem ser encontradas em [5, 9, 18].

Tentando buscar uma forma alternativa para expressar as condigoes suficientes
de 2¢ ordem para fun¢io P(z, p), visando um paralelo com as condigdes suficientes
de problemas irrestritos diferencidveis e motivados pela demonstragio do teorema
da penalizacio exata para a funcio P,(z, a, ) de Charalambous [7], escrevemos as
condicdes suficientes da seguinte forma:

Seja z* tal que para todo 0 # d € R*, DP(z*, p;d) > 0. Se para todo d satis-
fazendo DP(z*,p;d) = 0 vale D*P(z*, p;d) > 0 entdo z* é um minimizador
local da fungao P(z,p). .

O exemplo abaixo mostra que as condigdes suficientes apresentadas desta forma
ndo sio verdadeiras. Portanto, ndo podemos provar que mn ponto z* é minimizador
local da fungéo P(z, p) simplesmente calculando as derivadas direcionais de primeira
e segunda ordem.

Exemplo 3: Considere o problema irrestrito

minimizar P,(z, p) = p| — az? + 4z.} + plz? + (x, — 1)?|.
Temos que z* = (0,0)7 nio é minimizador local para o > 2 (ver [5]). Mas
temos DP;(z*, p;d) > 0 para toda d € IR? e para as direches d € IR? tais que
DPi(z*, p;d) = 0 temos que D?Pi(z*, p;d) > 0, independente do valor de a.

Queremos ressaltar que a demonstragio da exatiddo da func@o Fp(z, a, §) des-
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crita por Charalambous em [7] est4 incorreta, porém o resultado é verdadeiro. Uma
prova completa do resultado é exibida na préxima segio. Antes de escrever a prova
apresentamos as condicdes suficientes de segunda ordem para o problema (1.1) com
Q = R" (a prova pode ser encontrada em [29]). A funcio Lagrangeana ¢ definida
por

L(z, ) 1) = f(z) + h(z)"A + g(z)7p,

¢ assim
VoL(z, A 1) = V() + J(z)T A + I (2) T,
e
V2,L(z, A p) = V2 f(z) + 3 MVPhi(z) + 3 1V 05(),
i=1 =1
onde

(@) = [Vi(@),. .., Vi, (@) & Jy(z) = [Vau(a), .., Vgm, (2)]"-

Teorema 5: Se (z*, A", ") € R® x R™ x R ¢ tal que

V. L(z* A, u*) =0, (1.18)
h(z*) =0, g(z*) <0, g(z*)Ty’ =0, (1.19)
dTVE_L{z*, X", 1")d > 0, (1.20)

para todo d € {y € R | Jy(z*)y =0, Vg;(z*)Ty =0, i € J}, onde J = {j | g;(z*) =
0, ¢} > 0} entéio z* é um minimizador local estrito do problema (1.1) com Q = R™,

1.3 Exatidio de P(z, p)

Para estabelecer um limite inferior para o parémetro de penalizagdo precisamos
do conceito de norma dual. Dada qualquer norma [|.|| em R® existe uma norma
correspondente |].||' chamada de norma dual, que € definida por

' = max z7y.
=l = =
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Por exemplo, a norma dual de {|.1|; € ||.|lc € a || |2 é a sua propria dual. Da definicio
acima, segue a chamada desigualdade de Cauchy generalizada,

|z7y| € ||z||'-ly}] para todo z,y € R".

Viérias provas de exatiddo de P(z, p) podem ser encontradas dependendo da
escolha da norma. Para ||.||; ver [5, 8, 29] e para ||.||, ver [11, 22]. H4 provas que n#o
dependem da norma e trabalham com a definicio de subgradiente {18} on usam a
exatiddo da funcdo de penalizagdo L; [22]. No que segue apresentamos uma versio
mais simples da prova [22] para a exatiddo da fungdo P(z, p).

Teorema 8: Seja {(z*,)*,p*) € R® x R™ x R} saelisfazendo as condi¢des
suficientes de segunde ordem parg o problema (1.1) com Q = R e {|.|| uma norma

rd

qualguer em ™1™ com ||.||' sua norma dual. Entdo para p > p= ||X*, u*|, z* ¢
um minimizador local estrito da fungio P(z, p) = f(z) + pl|h{z), g% (z)].

Prova: Vamos assumir que z* n&o é um minimizador local estrito de P(z, p). Logo,
existe uma seqiiéncia {z*} convergindo para z* tal que P(z*,p) < P(z*,p) para
todo k > 0. Assim,

P(z*,p) — P(z*, p) = f(2*) — f(z*) + plla(z*), g*(*)I| < 0. (1.21)

Defina a seqiiéncia @ = (z* — z*)/l|z* — z*|| e tome uma subseqiiéncia convergente
tal que {d*} converge para d com ||d|| = 1. Tomando o limite em (1.21), temos

V(a*)Td+ ||Ju(a")d, Jp+(*)d]} < O, (1.22)

onde
Jo+(z%)d = [V (z9)7d, ..., Vg7, (z")TdT,

wra |0, (z) <0
Vg;'(m )Td = { max{ng(:c*)Td, 0}, gj(x'g = 0.

Usando a equagio (1.18) em (1.22), encontramos
pllInE"), Ty (27)df) — (A1) Ju(z*)d — () To(z")d < 0, (1.23)
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que implica em
pllIn(z*)d, Jg+(z")dl] = (A*) T (z*)d — (") T+ (z")d < 0,

dado que (u*)TJ,(z*)d < (u*)TJy+(z*)d. Agora, usando a desigualdade de Cauchy
generalizada temos

(o — A%, &)l Jn(2")d, Jor (=")dl] < 0.

De g > ||A*, u*||', segue que Ji(z*)d = 0 e Jy+(z*)d = 0. Além disso, da designaldade
(1.23), Vg;(z*)7d = 0 para j € J = {j|g;(z*) = 0, u} > 0}. Da equagio (1.20)
do Teorema 5, segue que d” V2 L{z*,A*,u*)d > 0, que implica que para todo &
suficientemente grande

L(z*, X%, %) > L{z*, 3, u*).

Assim,

H

P(z*,p) = [(z*)+pllh(z*), gt ("))

F®) + IX7, 7|V | a(z®), g7 (z*) |
F(=*) + ()TN + (97 (=)’
F(&®) + h(z®)TA* + g(a*) Tyt
‘C(:Ck’A*’#*)

L(z*, X, 1)

= f(z%)

= P(.‘L",p)

P(z*, p),

VvV Il ivVIvVv vV

v

0 que é uma contradigdo. o

O Teorema 6 relaciona minimizadores locais do problema (1.1) (com Q = &")
com minimizadores locais do problema penalizado irrestrito. Para estabelecer uma
relaciio entre pontos estaciondrios do problema no linear com pontos estaciondrios
do problema penalizado irrestrito, precisamos calcular a derivada direcional da
funcéio P(z, p) em pontos factiveis do problema n&o linear associado.

Teorema 7:  Sejam ||.| umae norma qualguer em R™Y™ e P(z,p) = f(z) +
plik(z), gt (x}|l, com p > 0. Entio, para z* € R" tal que h(z*) =0 e g(z*) < 0, a
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derivada direcional de primeira ordem de P(z, p) em =* na direcio d € R* ¢ dada
por

DP(z*, p;d) = VF(z*) d + p||Jn(z*)d, J,. (2%)dl], (1.24)
nd
e Jh(:c*)d = [Vhl (x‘)Td: sy thi (I")Td]T
o, (z%)d = [Vgi (2°)7d, ..., Vi, (=) d
e

) se g;(z*) <0
VP E= | ovn e, o <0

Prova : Seja d € IR". Queremos mostrar que

. . Plz*+4ad, p) - P(z*,p
PP, ) = i © DRECaY.)

Temos que f é diferencidvel em z* entdo

f(@* + ad) = f(z*) + aVf(z*)Td + o(d; @) (1.25)
onde - M .
=0+«

De h; e g; diferencidveis em z* paratodoi=1,...,ry e j=1,...,my temos

hi(z* + ad) = hi(z*) + aVhi(z*)Td + 0;(d; @)

e
9} (=" + ad) = max{0, g;(z") + aVg;(x*)d + 0j1m, (d; @)}
onde
lim ?_,-(_d;_a)=g paratedo i =1,...,m; +mg.
=0+ o .
Como h;(z*} = 0 para todo i =1,...,m,, temos que
hi(z" + ad) = aVhi(z*)Td + 0;{d; ). (1.26)

Se g;(2*} < 0 entdo, para o suficientemente pequeno a fungio g; permanece negativa.
Asgsim,
gz +ad)=0 e g/ (z") =0 (1.27)

18



Se g;(z*) = 0 entdo
g} (z* + ad) = max{0, aVyg;(z*)Td + 0j1m,(d;0)} e gi(z*)=0. (1.28)
Combinando 1.25,...,1.28 temos

DP(.'E‘,p;d)= lim P(J: +£¥d,p)—'-P(fB I:a)’

a—0+ «

o que completa a prova.

Teorema 8:  Sejam z* ponto estaciondrio do problema (1.1) com Q = IR™ e
Ar e R™ e p* € RY? os multiplicadores de Lagrange correspondentes. Entdo para
p> ||A%, 1, =¥ € um ponto estaciondrio da funcdo P(z, p).

Prova: Da expressdo da derivada direcional da fungdo P(z,p), de * ponto esta-
ciondrio do (PNL) com z* > 0 e usando a desigualdade de Cauchy generalizada
obtemos

DP(z*,p;d) = d"Vf(z*) + pllJn(=*)d, Jy, (z*)d]]

= —(X)T (2"} — (1) (="} + pllIa(2")d, J,, (z*)d]|
~ (W) I(z)d — ()" Tp, (2*)d + pl| Jn(z)d, Ty, (z)d]|
—[1X%, g V| Tn{=)d, Jg, (2*)al| + pllTa(z*)d, Ty, (=*)d]|
(o — A%, 8 I Tn(2*)d, I, (27)d].

Assim, para p > ||A*, u*l|’ temos que DP(z*, p;d) > 0. Portanto, z* é ponto esta-
ciondrio da fungio P(z, p).

v IV IV

O Teorema 6 garante que, assumindo as condicées suficientes de segunda or-
dem, se z* é minimizador local do {1.1) entdo z* é também um minimizador local
do problema penalizado. O interesse pratico é com a reciproca deste teorema, Para
0 caso convexo, a caracterizagio de solugoes do problema de programacéo nao linear
através de solugbes do problema penalizado é inteiramente satisfatéria, dado que o
conjunto de solugdes 6timas dos dois problemas sao idénticos (ver [7]). No caso nio
convexo, hd exemplos onde nio temos equivaléncia entre os problemas ndo linear e
o problema de penalizagio exata associado. Exemplos onde z* resolve o problema
(1.1) e ndo resolve o problema penalizado podem ser encontrados em [18]. Mas, co-
mo descrito por Flecther [18], os exemplos sdo casos patolégicos ou extremos e ngo
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precisam preocupar o usudrio. QOutra possibilidade que ilustra a nio equivaléncia
entre os problemas é o Exemplo 1 apresentado na Se¢do 2, onde o minimizador
local do problema, penalizado é infactivel para o problema original. De qualquer for-
ma, estudo de propriedades que assegurem que solugdo local (global) do problema
penalizado é solucio local (global) do problema nfo linear é de grande interesse.

Queremos destacar que o Teorema 6 permanece verdadeiro se usarmos di-
ferentes pardmetros de penalizagio para cada restricdo. Nao h4 dificuldades em
reorganizar a teoria para acomodar esta troca. O teorema abaixo ilustra o uso de
dois diferentes parametros de penalizagio.

Teorema 9: Se z* salisfaz as condigies suficientes de segunda ordem para o
problema (1.1) com @ = R™. Sejem A* € R™, y* € RY* e n* 03 vetores dos
multiplicadores de Lagrange associados ¢ h,g e ao conjunto de restrigies Q respec-
tivamente. Seja ||.|| uma norma qualquer com |||/ sua norme dual. Entdo pare
p>p=|Aull, e > 4= |In*|l'y o é um minimizador local estrito da fungio

P(z,p) = f(z) + pllh(z), g7 (2)| + pLR(:r), onde R(z) ¢ a fungio de penalizacdo
associada ao conjunto (1.

O Teorema 6 mostra que a func¢io de penalizacio P(z, p) associada ao problema
(1.1) com @ = IR" é exata. Um resultado andlogo é dado no Teorema 9, onde o
conjunto £ foi incluido na funcio de penalizacdo. No teorema seguinte, mostramos
que existe um limite inferior finito para o parametro de penalizacio no caso em que
o problema (1.1) é penalizado somente com respeito a & e g, e assim os problemas
penalizados permanecem restritos 8¢ conjunto 2. Observe que, na teoria cldssica
para fungbes de penalizaciio exata, os problemas penalizados sio irrestritos.

Teorema 10 : Seja z* € IR" satisfazendo as condigdes suficientes de segunda
ordem pare um minimizador local do problema (1.1). Sejam \* € R™ ¢ u* € R*
os multiplicadores de Lagrange correspondentes as restrigies h e g, e ||.|| uma norma
vetorial com ||.||" sue norma dual. Entdo existe 0 < p < oo, tal que para p > p, z* €
um minimizedor local estrito do problema penalizado (1.8).
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Prova : Considere o problema

minimizar f(z) + p|lk(z), g% ()|l + o1 R(z)

sujeito a £ € ™, (1.29)

onde p, p, > 0 ¢ R(z) est4 definida no Teorema 9. Dado que z* satisfaz as condigdes
suficientes de segunda ordem do problema (1.1} , do Teorema 9, existem 5 = ||A*, p*}f’
e p1 = |[n°|[', tais que para p > pe py > fy, 2° é um minimizador local do problema
(1.29). Portanto, p > pe pp > f, existe € = e(p, ;1) > 0, tal que para todo
z € B(z*,¢) = {z € B*||z — z*|| < ¢}, temos

f(z*) < f(z) + pllh(z), g* (2} ]| + ;1 R(z) para tode z € B(z*,¢) NQ,

dado que R(z) = 0 para todo z € Q. Assim, para p > p = {|A*,p’{|', z* é um
minimizador local do problema

minimizar f(z) + pllh(z), g*(z)]]
sujeito a x € (),

¢ a prova estd completa.

A importancia do Teorema 10 é a garantia da existéncia de um parametro de
penalizagdo que depende somente dos multiplicadores de Lagrange associado as res-
tricdes h e g, e ndo do conjunto 2. Tal resultado permite desenvolvermos algoritmos
para resolver (1.1) usando P(z,p) de forma que os problemas penalizados perma-
nencem restritos ao conjunto {1. Note que, dado que o limite inferior do parimetro
de penalizagéo é finito, a seqiiéncia de problemas penalizados que devemos resolver
é também finita.

Na teoria, os métodos de penalizagiio exata permitem resolver o problema
de programacgio ndo linear através de um tnico problema de penalizagio para um
pardmetro de penalizagéo acima do valor limite. Na prdtica, é mais eficiente permitir
pontos fora da regido factivel usando uma seqgiiéncia crescente do parimetro de
penalizacao comegando abaixo do valor limite. Assim, geramos uma seqiiéncia de
pontos que sdo solugdes dos problemas penalizados. O préximo teorema garante
que, sob condighes razoaveis, a seqiiéncia gerada € constante a partir de um certo
indice.

Teorema 11:  Seja {z:} uma segiiéncia de minimizadores globais do problema
penalizado. Se z* € um ponto limite de {1}, satisfaz as condicdes suficientes de
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segundu ordem do problema original, € ¥ € minimizador global estrito do problema
origingl, entdo para px > p, Tx = x* para todo k a partir de certo fdice k,.

Prova: De z* satisfazendo as condigoes suficientes de segunda ordem para o pro-
blema (1.1), temos para g > p que

£* é um minimizador local do problema (1.8),

isto é, existe kg € N tal que para todo £ > ko, £* € um minimizador local do
problema penalizado. Assim, existe &, > 0 tal que

f(z*) < f(z) + pro P{z) para todo x € B(z*,4,,) N
Por hipétese, 7, é minimizador global do problema penalizado (1.8} entdo
f(ze) + P (zy) < f(z*). | (1.30)
De z* ponto limite de {z;}, temos que, para &g, > 0, existe k; > kg tal que
T € B(z*,8,) N para todo k > ;.

Assim, paxa k > k;
f(@*) < f(z) + proPlzi)- (1.31)
De (1.31), px, > Pro, Pr > Pi, POr todo k > k; e (1.30) temos
F(z°) € flae) + proPlr) < flmi) + o Plak) < flze) + mPlzi) < £(z*) (1.32)
para k > k;. Para que (1.32) seja satisfeita
pr. P(2x) = pr, P{x:) para todo k > k.

Mas, p, > Pr,. Assim
P(zi) = 0 para todo k > k;.

De (1.30) temos que
f(z) € f(z*) para todo k > k. (1.33)

De z* minimizador global do problema original, P(z;) = 0 para todo k > &, e
Ti € S temos
f(z*) < f(zx) para todo k > k. (1.34)

De (1.33), (1.34) e z* minimizador estrito temos para gy > j que
z = x* para todo k > k,,

o que completa a prova. [
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Capitulo 2

Método de Penalizacao com
Subproblemas Restritos

2.1 Introducao

(Os métodos de penalizacio externa consistem em resolver problemas de progra-
macao ndo linear através da resolucido de uma seqiiéncia de problemas irrestritos.
As restrigbes sdo colocadas na fungio objetive via um parimetro de penalizacio
de forma a punir sua violagao. A medida que o parametro de penalizacio cresce, &
aproximacao entre as solugbes dos problemas penalizado e original também melhora.
Em geral, os métodos de penalizagdo externa trabalham fora do conjunto factivel,
obtendo a factibilidade apenas na solugio.

Neste capitulo o objetivo é apresentar um algoritmo para resolver problemas

da forma
mininizar f(z)
sujeita a  h(z) =0
g(z) <0 1)
z €}
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onde f: R*" - IR, h:IR*— RB™, g: R - H™ f,h,g€ C? e éum conjunto
simples. Por exemplo €2 pode ser uma caixa, uma bola ou, talvez, um politopo.

Nossa proposta para resolver (2.1) é aproveitar a estrutura de conjunto € e
aplicar a funcio de penalizacio L, somente is restrigdes nao lineares. Desta forma
os problemas penalizados permanecem restritos ao conjunto {2 e, assim, a seqiiéncia
de problemas que devemos resolver é da forma

minimizar Pi(z, ;) = f(z)}+ peP(2) 2.2)
sujeita a T € 1, '

onde
my ma
P(z) = [|(@)lls + lg* (@) = X [hi(=)] + 3 max{0, g;{z)} (2.3)
i=1 j:l
e {;} € uma seqfiéncia de pardmetros penalizadores, satisfazendo 0 < py < pr41
para todo k. A sistemética do algoritmo proposto € apresentada a seguir.

2.2 Algoritmo Principal

QO problema de programagao nao linear que estamos interessados em resolver
tem a propriedade que as funcgdes f,h e g € C2. O método que descrevemos abaixo
nao impde qualquer restricio sobre as funcdes objetivo e restrigoes do problema origi-
nal, somente continuidade. Assim 0 método proposto pode ser usado em casos onde
um procedimento eficiente esteja disponivel para resolver o problema especificado
no passo 1 do Algoritmo 1. '

Algoritmo 1

Inicializacao:
Dados p; > 0, zp € 2. Seja k=0.

Passo 1: Hesolucdo do problema penalizado
Utilize z; como aproximacio inicial e resolva (2.2}, obtendo z, como solugio 4tima
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deste subproblema.
Pagso 2: Teste da factibilidade e atualizacdo do parémetro de penalizacdo

Se P(zg41) ~ 0 entdo PARE, 75, é uma solugdo aproximada de (2.1). Caso con-
tririo, faga pr.1 = 10p;, k = k + 1 e volte ao Passo 1.

No capitulo anterior foi discutida a teoria dos métodos de penalizagio cldssicos.
A seqiiéncia dos parimetros penalizadores deve crescer ilimitadamente para po-
dermos garantir convergéncia global. Problemas computacionais de mal-condicio-
namento aparecem quando temos que xesolver problemas penalizados com valores
grandes de p. Outra dificuldade associada aos métodos de penalizagio ¢ a exigéncia
de que os minimizadores globais devam ser calculados. Na prdtica, os algoritmos
que resolvem os problemas penalizados geram, aproximadamente, uma segiiéncia de
minimizadores locais ou uma seqiiéncia de pontos estaciondrios.

A escolha da func¢ao de penalizagdo L; ao longo do trabalho, deve-se ao fato
da funcho ser exata, isto é, existe um limite inferior finito para o parimetro de
penalizacio, p > 0, tal que para p > § qualquer minimizador local do problema
original é também um minimizador local do problema penalizado. Este resultado é
conhecido como Teorema Cldassico da Penalizagio Exata L, que na literatura estéd
estabelecido somente para o caso onde os problemas penalizados s3o irrestritos. No
capitulo anterior, estendemos o resultado para o caso onde os problemas penalizados
estdo restritos ao conjunto 2. A importincia do novo resultado é a possibilidade de
desenvolver algoritmos para resolver (2.1), usando a funcio de penalizagio L, onde
os problemas penalizados permanecem restritos ao conjunto . Desta forma, temos
garantia de resolver uma seqiiéncia finita de problemas penalizados, evitando assim
o processo seqilencial infinito dos métodos de penalizagio cldssicos.

A fungio de penalizacio L; é ndo-suave, e assim os problemas penalizados
envolvidos s&0 nao-suaves e técnicas eficientes de otimizagio suave ndo podem ser
aplicadas. Podemos resolver os problemas penalizados introduzindo varidveis adi-
cionais e transformando-os em problemas suaves. Porém, os problemas transforma-
dos apresentardo um nimero superior de varidveis e restri¢hes nao lineares quando
comparados com o problema original. Assim, devemos buscar uma forma alternativa
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para resolver os problemas penalizados,

Os métodos de regido de confianga geralmente apresentam bons resultados na
resolucéo de problemas de otimizagao suave com restrigoes simples. A filosofia destes
métodos &, a cada iteragio, construir uma aproximagao ¥,(r) para a funcio objetivo
em torno do ponto atual z,. Como o modelo vy(z) deixa de ser representativo a
medida que z se afasta de z¢, entdo confiamos em aproximar a fungdo objetivo por
1p, Duma vizinhanca de z,, ou seja, no conjunto {z € Q| {]t — z;]| < A} onde A > 0
e ||} é vma norma qualquer em IR". Assim, um minimizador de () na regido
acima € uma boa aproximagao para o minimizador da fun¢io objetivo original nesta
regiso.

Devido ao sucesso ¢ & facilidades dos métodos de regido de confianca para o
caso suave, a proposta para resolver (2.2) ¢ definir uma funcio modelo,

(z — )T Be(z — 24,

DD -t

i=1

Ye(z) = f(2) + px (E ¢i(z, ze) + 2’)&‘(3, :Ez)) +

que aproxime a funcio P (z, px) em torno de um ponto z; e aplicar a estrutura dos
algoritmos de regido de confianga. A funcio ¢y desempenha o papel do “modelo
quadritico” da otimizacdo suave. A questdo é como definir ¢;(z, z,), v;(z, z4) ¢ By.
A func¢do Pi(z,px) pode ter derivadas descontinuas em pontos tais que hi(z) = 0
on g;(z) = 0. Assim, para a definicdo de ¢;(z,zs) e ¥;(z,z,) devemos considerar
o comportamento das fungbes h; e g; na proximidade destes pontos. Para isto,
usaremos constantes p;,pa,ps,Ps > 0 que fornecerdo tolerdncias para avaliar tal
comportamento. Existem algumas possibilidades naturais para definir ¢;(z, z;) que
envolvem a prépria funcdo h;(z) e sua aproximagao linear no ponto z,. A saber:

: —h,'(I), Be hg(lrg) S —h
$i(z, Te) = { hi(z),  se hi(zy) > po (2.4)
|hs(z)], se —pi < hi(ze) < po,

—Vhi(ze) T (z — z¢) — hi(ze), se hi(ze) € —pn
¢i(z,20) = { Vhilz)T(z — o) + hilze),  se hilzs) > 12 (2.5)
{hi(z)l, se —p1 < hi(ze) < po,

26



—Vhi(z))"(z — 3¢) = hi(ze), s hi(ze) < ~p
$i(z,z0) = { Vhi(z)(z — 20) + hilzs),  se hizg) > po (2.6)
|Vhi(ze)T(x — z¢) + hi(ze}l,  se py < hilze) < pa,

—hi(z), se hi(2g) < —p
¢i(z,x¢) = { hi(z), se hi(z) > py (2.7)
|Vhi(ze)" (2 — 24) + hs(ze)|, 8¢ —p1 < hi(z4) < po-

De forma andloga & funcio ¢;(z, z,), podemos definir alguns modelos v;(z, z,),
que envolvem a prépria funcéo g;(z) e a sna aproximagio linear no ponto ;.

0, se 9;(Te) < —ps
vz, 3) =< g;(), s¢ 9;(%s) > pa (2.8)
max{0,g;(z)}, se —ps < g;(ze) < pa,
0, se g;(T¢) < —ps
%5(z,20) = § V()" (z — 30} + 95(ze), 58 95(ze) 2 14 (2.9)
max{0, g;(z)}, se — p3 < g;(ze) < pa,
0, 8¢ gi(ze) < —ps
Y, 2e) = { Vi(ze)" (x — z2) + 95(z4), se gi(ze) 2 pu
max{0, Vg;(ze)T(z — z¢) + g;(z1)}, se —ps < g;(ze) < pa,
(2.10)
0, se gj(ze) < ~ps
Tz, z¢) = 95(-’8), se g;(xs) > pa
max{0, Vg;(z)T (z — z¢) + 95(z0)}, se —p3 < g;(z4) < Pa.
(2.11)
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Note que, dependendo da proximidade do ponto z; com os pontos de ndo di-
ferenciabilidade de P (z, gx), 0s modelos continuam ndo suaves. Segue abaixo uma
ilustracdo gréfica dos modelos (2.8) — (2.11) considerando apenas uma restri¢iio de
designaldade ndo linear. Alguns pontos do grifico da funcéio g estdo representada
por “o”, o grifico da funcgéo 7 est4 representado por trago continuo e “,” representa
o ponto z;.

Figura 2.2: Modelo (2.9)
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Figura 2.3: Modelo (2.10)

Figura 2.4: Modelo (2.11)
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Por simplicidade de apresentagio vamos considerar o problema original so-
mente com restricdes de desigualdade. Analisaremos os subproblemas que sdo en-
volvidos no algoritmo de regido de confianca quando estabelecemos um dos modelos
(2.8) — {2.11) para definir 4,(z). Os objetivos da andlise sdo verificar que tipos de
subproblemas devemos resolver em cada um dos modelos e como sdo passadas as
informacoes do problems, original para cada subproblema.

Quando trabalhamos com o modelo (2.8) e o ponto atual estd longe das
regides problem4ticas (regifes préximas aos pontos de ndo diferenciabilidade da
funciio P;(z, px)), o subproblema gue devemos resolver é um problema de otimizagéo
suave. No caso em que as restri¢oes do problema original s3o fortemente satisfeitas
{gi(z¢) < —ps), estas ndo aparecerdo no subproblema. Se as restrigdes do problema
original g;(z) sdo fracamente satisfeitas (g;(z¢) > ps) entdo as fungdes g;(z) sdo
colocadas na fungfo objetivo do subproblema. Assim, a néo linearidade das res-
trigdes do problema original ficardo na fungio objetivo do subproblema. Portanto,
os subproblemas envolvidos nesies casos sdo problemas com fungio objetivo nao
linear e as restrigoes definidas pelo conjunto 2 e pela regido de confian¢a. Ainda
considerando o modelo {2.8), se o ponto atual estiver em alguma regido que sa-
tisfaga —p; < g;(z4) < ps entdo a restrigdo g;(z) fard parte da funcho objetivo
do subproblema. Neste caso, o subproblema torna-se um problema de otimizagio
nio-suave. Se a condigio —p3 < gj(z¢) < pa for satisfeita para todo j = 1,...,me
entdo o subproblema envolvido tem a mesma complexidade do problema penaliza-
do que desejamos resolver, o que tornaria o modelo pouco econdmico, Porém, na
pratica este comportamento é pouco provivel. Assim, o subproblema ndo-suave
apresenta uma quantidade menor de pontos ndo diferencidveis quando comparado
com o problema penalizado inicial. Desta forma, gquando resolvernos o subproble-
ma ndo-suave acrescentando varidveis adicionais, carregamos para o subproblema
somente as restri¢des nio lineares do problema original que satisfazem a condicio
—p3 < gi(z¢) < pq. Portanto, o subproblema que devemos resolver é um problema
de programacéio nio linear da forma do problema original com um mimero inferior
de restrigbes de desigualdade nao lineares.

O modelo (2.9) tem praticamente o0 mesmo comportamento do modelo (2.8),
porém quando as restrigbes do problema original sio fracamente satisfeitas g;(z;) >
P4, 80 invés de trabalharmos com a propria fun¢io g;(x) usamos uma aproximagio
linear da funcdo g;{z) em torno do ponto atual x,. Como a fungio objetive do
problema original é nio linear, a linearizacdo das fungGes g;(z) ndo diminui a com-

30



plexidade dos subproblemas que devem ser resolvidos. A linearizacio das fungées
g;{z) somente provoca perda de informacoes destas fungdes. Assim, de forma geral,
os subproblemas envolvidos pelo modelo (2.9) sfo problemas de programagio néo
linear como no modelo (2.8).

O modelo (2.10) trabalha com aproximacio linear das restrigées g;(x) do pro-
blema original, indiferente a0 ponto atual estar ou no préximo a pontos de ndo
diferenciabilidade da funciio P;(z, p). No caso em que o ponto atual z, esté longe
das regides problematicas, a linearizacio das fungdes g;(z) ocasiona perda de infor-
magdes das fungdes g;(z) e ndo diminui a complexidade do subproblema a ser resolvi-
do. Neste caso, os subproblemas que devemos resolver sio problemas de otimizac&o
nao linear com restricoes lineares e canalizagbes. No caso em que o ponto atual
satisfaz —p3 < gj(z¢) < ps entdo as funcdes g;(z) sBo linearizadas e aparecem na
funcéo objetivo do subproblema, que serd nao-suave. Ao resolvermos o subproblema
ndo-suave usando varidveis adicionais, o subproblema ¢é transformado em um prob-
lema com fungdo objetivo ndo linear, restricdes lineares, restrigbes definidas pelo
conjunto {) e pela regido de confian¢a. Assim, a perda de informagoes ocorrida com
a linearizacio das fungdes g;(z) que satisfazem a condigio —ps < g;(ze) < py, €
compensada pela vantagern do subproblema permanecer restrito 8 um conjunto de
restricdes simples.

Quando adotamos o modelo (2.11) para definir i(x), estamos somente li-
nearizando as restri¢bes g;(x) do problema original que fardo parte das restrigdes
dos subproblemas. Assim, evitamos a linearizaggo de fungBes g;(z) que ficam na
funcdo objetivo dos subproblemas e consegiientemente evitamos a perda de infor-
macoes destas fungdes. Os subproblemas envolvidos neste modelo apds acrescentar
as varidveis adicionais (quando necessérias) sdo problemas de programacdo ado li-
near com restrigoes lineares e canalizagdes.

Queremos enfatizar que, independentemente do modelo escolkido para definir
y(x), a filosofia dos modelos é néo trabalhar com todas as restrigdes g;(z) do proble-
ma original nos subproblemas do algoritmo de regido de confian¢a. Dependendo da
posi¢io do ponto atual, as fungbes g;(z) on suas aproximagdes lineares s&o colocadas
nas fungbes objetivo dos subproblemas, ou nas restrigdes destes, ou ndo aparecem
nos subproblemas. Enfatizamos também que a definigdo do melhor modelo depende
do problema original e dos algoritmos disponiveis para resolver 0s subproblemas.
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A seguir, apresentamos o algoritmo de regido de confianga para resolver os
problemas penalizados. Note que g e ¢ sdo fornecidos pelo problema penalizado.

Algoritmo 2 - Regido de confianca

Inicializagfo:
Fixar A > 0, a € (0,1), £ = 1, 2y = .

Passo 1:
Escolha A > A e B, = BY. Defina

(o) = F() + 1 3 6u(w ) + 08 Y- 2502 2) + 3z — 20 Bl - 20),

i=1 J=1

Passgo 2:
Resolva aproximadamente
min ‘lf)g(:b')
5.8 z €, (2.12)
iz -zl <A

e obtenha 7.

Passo 3:  Aceita ou rejeita o ponto
Se

Pi(Z, ;) < Pil(ze, pr) + @(Yu(Z) ~ the(24))

entdo 44 = T, e v4 20 Passo 4. Caso contréirio, escolha Ay, € [0.1||Z — 2,1, 0.9A],
A = Apopo € V4 a0 Passo 2.

Passo 4:  Critério de parada
Se

|Pi(xe, px) — Pi{®es1, Pe)| € 0.0 Py (Tgs1, 21|

entdo pare, ¢4, € solugio aproximada do problema penalizado. Caso contrério, v4
ao Passo 1.
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As matrizes B, sio escolhidas simétricas. Em muitos casos é conveniente usar
By = 0 em todas as iteragbes, pois isso simplifica a resolugdo dos subproblemas do
algoritmo de regido de confianga.

Queremos ressaltar que a escolha dos modelos ¢;(z,z,) e 7(z,z,) depende
dos algoritmos disponiveis para resolver os subproblemas do algoritmo de regido de
confianga. Se temos disponivel um bom algoritmo que resolva problemas de mini-
mizagio de fun¢io objetivo n&o linear com restrigies lineares, os modelos (2.7) ou
(2.11) sdo mais adequados. Para aplicarmos os modelos (2.4) ou (2.8) precisamos de
um algoritmo que resolva problemas gerais de programacao néao linear. Note que se
aplicarmos o algoritmo néo linear diretamente ao problema original, temos a desvan-
tagem de trabalhar com todas as restrigdes ndo lineares. Ao passo que se aplicarmos
o algoritmo néo linear aos subproblemas do algoritmo de regido de confianga, vamos
trabalhar com um nimero inferior de restriges néo lineares do problema original,
0 que pode significar uma vantagem quando o nimero de restrigées néo lineares é
grande.

O Algoritmo 2 explica como o Passo 1 do Algoritmo 1 é executado. O proce-
dimento abaixo explica como executar o Passo 2 do Algoritmo 2.

Vamos assumir que os modelos (2.4) e {2.8) foram selecionados para definir
a funcio ¥y(z). O primeiro passo para resolver (2.12) é transforma-lo em um pro-
blema suave, infroduzido varidveis adicionais. Assim, o problema transformado que
devemos resolver aproximadamente é:
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minimizar P(z,y,z) = F(z) + px (nzl Y + i hi(z) — i ht‘(-")) +

i=1 i=1+4n; i=ng41
LY ns 1 T
Y 2+ Y gl + E(:c — Z4)" By(z — z¢)
=1 j=1+ﬂ‘

Slljeita a Ui 2 hi(I), T = 1, - O (2.13)

y,-z—h,-(z),i=1,...,n1
szO,j=1,...,n4
zjzgj(:c),j=1,...,n4
z €

lz — || < A,

onde, sem perds de generalidade, —p; < hy(zy) < poparai=1,...,m, hi(zs) 2 ps
parai=mn;+1,...,n, hi{z,) < —p, paras = 1+n;,, ooy M3, =P3 £ g;(ze) < p4 para
ji=1,...,n4, e gi{Ts) 2 ps para j =1+ ny,...,ns. E pouco provével que todas as
restri¢cbes nio lineares do problema original fagam parte do conjunto de restrigoes
do problema acima, dado que dificilmente teremos as condigdes —p1 < hi(ze) < po
e —ps < g;{z¢) < p4 satisfeitas para todoi=1,...,m; epara todo j =1,...,m,.
Assim, o problema (2.13) apresentard um nimero menor de restri¢gies nio lineares
quando comparado com o problema original.

Para resolvermos (2.13) basta usarmos o método do Lagrangeano aumenta-
do com o algoritmo BOX-QUACAN. No que segue, descrevemos as filosofias dos
algoritmos do Lagrangeano aumentado ¢ BOX-QUACAN,

Um dos métodos clissicos para resolver o problema de programacio néo linear
¢ o método do Lagrangeano aumentado proposto independentemente por Hestenes
(1969) e Powell (1969). O método do Lagrangeano aumeniado pode ser visto como
uma combinacio de fungdes de penalizacdo e métodos de dualidade local. Para e-
xemplificar o método do Lagrangeano aumentado, consideremos o seguinte problema
de otimizacgao:

minimizar ¢(z)
sujeita a  w(z) =0

onde ¢ : R*" 93 Rw:R"—> RP,peweC.

(2.14)
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A fungdo Lagrangeana aumentada associada ao problema (2.14) ¢ a fungfio

Lu(2, ) = 9(z) + Xo(z) + jolu(z)]

para alguma constante ¢ O algoritmeo tipico de método do Lagrangeano aumentado
¢ descrito como segue.

Algoritmo 3 - Lagrangeano Aumentado
Dados zp € R*, on >0, M\ € RP, k=1.

Passo 1: Resolva o problema irrestrito
min Lag (.'E, Ak),

comegando com zx_; como panto inicial e obtendo zx como solugdo deste problema.
Passo 2: Se ||w(:ck)“ > 0.1”{.0(1],._1)" entio e = 100’&.
Passo 3: Atualize Mz,1, 0py1 = o, £ =k + 1 e volte ao Passo 1.

O algoritmo BOX-QUACAN foi desenvolvido por Friedlander, Martinez e San-
tos (1992) para resolver problemas de otimizacio de grande porte com restrigoes de
canalizacdo, 1sto é, problemas da forma

minimizar L(z)

sujeitaa <z < u. (2.15)

onde L: R*" - R, LeC',l,u€ R" com! < u.

O algoritmo BOX-QUACAN consiste em resolver (2.15) através de técnicas de
regiao de confianga. A seguir descrevemos os passos do algoritmo.
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Algoritmo 4 - BOX-QUACAN

Sejam Ape > 0 e a € (0,1).
Dado z; tal que ! < z; < u, obter z;,; da seguinte maneijra:

Passo 1: Escolhez A> Anine Br= B{,
obter M tal que || By|| £ M;.

Passo 2: Resolver o problema fdcil

Calcule uma solucio global s¥(A) para

minimizar  Qi(s) = VL(z:)Ts + . Ml|s|?
sujeitaa I<zm+s<u (2.16)
sl < A.

Se Qx{s?(A)) = 0, PARE.

Passo 3: Calcule 5;(A) tal que

$x(5(A)) < 0.1Qi(sF(A)),
t< 7+ 5i(A) <,
[5:(A) < A
onde ]
$x(3) = ESTB;,S + VL(ze)Ts

para todo s € IR™.

Passo 4: Se
L{zx + 8:(D)) < L(zi) + ade(5k(A))
entdo defina wyy; = zx + §:(A), Ax = A,
escolha Apyy > Amin, Beyr € R™", BT, = Bi.i e retorne ao Passo 1 sendo,
A = Ao Onde
Anowo € [0.1][5:1], 0.9[LAl]
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e volte para o Passo 2.

Anteriormente, sugerimos resolver o problema (2.13) usando o método do
Lagrangeano aumentado com BOX-QUACAN. A idéia é aplicar o método do La-
grangeano aumentado para as restricdes ndo lineares e lineares, caso o conjunto €2
contenba restrigoes deste tipo, manter os subproblemas com restrigbes de canalizagio
e aplicar o algoritmo BOX-QUACAN para resolver os subproblemas restritos.

O processo descrito para resolver o problema (2.13) pode ser aplicado direta-
mente ao problema original, porém todas as restrigtes nao lineares do problema ori-
ginal sdo carregadas nos subproblemas. A idéia de aplicar o0 método do Lagrangeano
aumentado com BOX-QUACAN somente nos subproblemas do algoritmo 2 ( algo-
ritmo de regido de confianga ) é ndo irabalhar com todas as restri¢bes nédo lineares
do problema original.
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Capitulo 3

Visualizacao através de problemas
simples

No capitulo anterior apresentamos o algoritmo de penalizacdo L;, o Al-
goritmo 1, que envolve uma seqgiiéncia de subproblemas restritos ndo snaves e o
algoritmo de regido de confianga, o Algoritmo 2, que resolve os subproblemas pe-
nalizados. Neste capitulo ¢ objetivo é ilustrar os algoritmos através de problemas
stmples, exibindo os subproblemas envolvidos em cada iteragao dos algoritmos. Os
problemas considerados foram extraidos do conjunto de problemas testes de Hock
e Schittkowski [25] € de Bazaraa [2]. Os pontos iniciais utilizados foram os sugeri-
dos pelos autores. Em alguns casos, os pontos iniciais sugeridos sdo infactiveis com
respeito ao conjunto de restrigdes simples dos problemas considerados.

Para ilustrar os Algoritmos 1 e 2 precisamos definir alguns pardmetros. No
Algoritmo 1, usaremos o parametro de penalizagdo inicial igual a 1 e o atualizaremos
multiplicando-o por 10. Consideraremos um ponto como factivel quando a norma
1 das restrigdes nao lineares do problema original for menor ou igual a 107°. No
Algoritmo 2 escolheremos o modelo (2.8) para aproximar a fung¢io penalizada. As
constantes de tolerdancias usadas na definigio do modelo serdo tomadas iguais a 1.
Ainda, no algoritmo de regido de confianga usaremos By = 0 ¢ A = 10. A norma
escolhida para definir a regido de confianca € a ||. || Esta escolha deve-se ao fato de
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que a interseciio da caixa original com a caixa de confianca também resulta numa
caixa.

Problema 1:

Consideremos o problema

minimizar f(z) = 100{zy — 27)% + (1 — z,)?
sujeitaa g (z)=-z;— 22 <0

gy =-22-2,<0 (3.1)
—05 S | S 0.5
Iy g 1.

A solugéo 6tima para este problema é (0.5,0.25).

Resolugao grafica

Figura 3.1:

Ao aplicar o Algoritmo 1 para resolver o problema acima, o primeiro subpro-
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blema penalizado que devemos resolver é

minimizar Pi(z, p1) = 100{zz — 23)? + (1 — z,)? + 1 max{0, —z; — 22}

+1 max{0, -7 — Za} (32)
sujeitaa —-05<z, <05 '
) S 1.

Resolugao grifica

1 |
] 1
1 1
! |
1 i

Figura 3.2:

Observe que (0.5,0.25) é solugdo deste problema. Para resolver o subproblema
penalizado aplicando o algoritmo proposto, Algoritmo 2, € usando (-2,1) como
ponto inicial, devemos considerar um modelo para aproximar a funcdo objetivo
Pi(z, p1) que seja vélido préximo ao ponto z° = (--2,1). Agora,

a(-2,1)=1 e go(—2,1) = 5.

Logo, o modelo para representar a penalizacio associada & g1(z) é max{0, g;(z)}
o modelo para representar a penalizacio associada & go(z) é 0. Portanto, o primeiro
subproblema do algoritmo de regido de confianga que devemos resolver é

minimizar 100(z — z2)? + (1 — ;)% + 1 max{0, —z; — 73}
sujeitaa —~0.5<1x; <05 -

<1

iz — z°|| <10.

(3.3)
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Resolugao grafica

Figura 3.3:

Podemos transformar o problema (3.3) em um problema diferencidvel, a
saber:
minimizar 100(z; — %)% + (1 — 21)? + 12
sujeitaa 2z > —x; — 2
5 > 0
—05<1; €00
T9 <1
|z — =°} < 10.

(3.4)

A solucdo de (3.3} é (0.5,0.25). Claramente esta é a solugio do problema
penalizado e também do problema original. Entretanto, ndo podemos detectar isto
ainda. Podemos garantir somente que (0.5, 0.25) representa uma melthor aproxima-
¢io para solugdo do subproblema penalizado. Assim devemos continuar resolvendo
(3.2), para isto montamos um modelo para representar a funcio objetivo P (z, p1)
préximo ao novo ponto z! = (0.5,0.25). Agora,

61(0.5,0.25) = —0.5625 e g2(0.5,0.25) = —0.5.
Logo, os modelos para representarem as penalizages associadas as g,(z) e ga(x) sfo
max{0, ¢;(z)} e max{0, g.(z)}. Portanto o modelo para aproximar a fungio objetivo
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de (3.2) é ela mesma, e o préximo subproblema que devemos resolver é

minimizar 100{z; — 23)? + (1 — ;)% + L max{0, —z; — 3} +
1 max{0, 2% — z;}

sujeitaa —~0.5<z <0.9 (3.5)
Lo S 1
Iz = 24| < 10.

Resolucéo grafica

I
i
|
1
1
i
1

Figura 3.4:

Transformando (3.5) em um problema diferencidvel temos:

minimizar 100(zz - 232 + (1 — 21)2 + 12; + 12,
sujeitaa 2z > —T) — 12
23> —I7— T2 — 23

-0.5<z2; €05

2y <1 (3.6)
A 2 0

2220

iz — 2| < 10.
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Note que apesar da funcio objetivo do subproblema (3.5) ser exatamente a
mesma funcio objetivo do problema que desejamos resolver, o conjunto de restnq,oes
de (3.5) inclui a caixa de confianca.

A solugdo de (3.5) coincide com a solugio do primeiro subproblema do
algoritmo de regido de confianga. Logo, uma solugdo do problema penalizado foi
encontrada. Uma vez obtida uma soluggo do subproblema penalizado, devemos
continuar aplicando o algoritmo de penalizacio, testando se a solugio do subproble-
ma penalizado é factivel com respeito o problema original. Temos que (0.5,0.25) é
factivel. Portanto, o algoritmo de penalizagio pédra com uma solugio do problema
original.

Queremos salientar que as escolbas das constantes p; € ps necessirias para
definir 0 modelo para a fungdo objetive nfo suave, determinam os subproblemas
envolvidos no algoritmo de regiao de confianca. Vamos ilustrar este fato analisando
o0s subproblemas envolvidos no algoritmo de regido de confianga, resolvendo o sub-
problema penalizado (3.2) usando o mesmo ponto inicial z° = (—2,1) e tomando ps
e py iguais 4 0.1. Inicialmente devemos definir um modelo para funcio objetivo de
(3.2) préximo ao ponto (—2,1). Agora,

a(-2,1)=1 e g(-2,1)=-

Logo, os modelos pars representarem as penalizactes associadas a ¢;{z) e ga(z) com
os novos valores de ps € py 530 respectivamente g;(z) e 0. Portanto, o primeiro
subproblema neste caso é

minimizar 100(zy — 22)? + (1 — 5;)? + 1(—5; — 73)
sujeita a -05 <z €05

To S 1

|z — 2% < 10.

(3.7)

A solugdo deste subproblema é (0.5, 0.25). Novamente, apesar da solu¢do do sub-
problema ser a solu¢io do problema penalizado, ainda ndo podemos detectar isto.
Podemos garantir que (0.5, 0.25) representa uma melhor aproximagao para solugio
do subproblema penalizado. Assim, devemos continuar resolvendo (3.2) defindo um
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modelo vilido para fungdo objetivo de (3.2) préximo ao ponto z' = (0.5,0.25).
Agora,
1(0.5,0.25) = —0.5625 e g»(0.5,0.25) = —0.5.

Com p; e p, iguais a 0.1, o8 modelos para representarem as penalizagbes associadas
a g1(z) é 0 e a go(z) é também 0. Portanto, o préximo subproblema do algoritmo
de regido de confianga é:

minimizar 100(zz — £3)% + (1 — z;)?
sujeita a —05<z, <05

T2 <1

|z - || < 10.

(3.8)

A solugdo de (3.8) é a mesma do problema (3.7). Portanto, uma solu¢do do problema
penalizado (3.2) foi encontrada.

Com os novos valores de p; e py, o5 subproblemas envolvidos para resolver
o problema penalizado (3.2) foram subproblemas mais simples, subproblemas dife-
rencidveis com restrigoes apenas de canalizacGes. Ao passo que os subproblemas
diferencidveis para resolver o problema penalizado (3.2) usando ps e py iguais a 1,
os problemas (3.4) e (3.7), envolveram restrigdes ndo lineares.

Problema 2:

Consideremos o problema

minimizar f{z) = 2, + 2
sujeitaa  gi(z)=z¥+22-1<0 (3.9)
Zy,%2 2 0.

Resolugao grafica
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Figura 3.5:

Claramente, a solugo deste problema é (0,0). Aplicando o Algoritmo 1 para resolver
(3.9), o primeiro subproblema penalizado associado ¢

minimizar Pi(z, p1) = 2, + 75 + 1 max{0, 22 + 22 — 1}

sujeitaa zy,22 > 0. (3.10)

Resolugao gréfica

Figura 3.6
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A solugéo deste problema é (0, 0). Para resolver (3.10) aplicando o Algoritmo
2 e usando (1, 1) como ponto inicial, precisamos considerar um modelo para a fungéo
objetivo de (3.10) que seja v4lide proximo a0 ponto 2° = (1,1). Assim,

91(1; 1) = 1.

Neste caso, o0 modelo para representar a penalizacio associada a g (z) é max{0, g,(z)}.
Portanto, 0 modelo para a fun¢io objetivo de (3.10) é ela mesma e o subproblema

associado &
minimizar 71 + 3 + 1 max{0,z? + z3 — 1}
sujeitaa ||z — 2" <10 (3.11)
r1,Z2 = 0.

A solugéio deste subproblema é (0,0). O valor da func¢do objetivo do problema pe-
nalizado neste ponto ¢ suficientemente menor do que o valor da fun¢io no ponto
inicial z° = (1,1). Isto significa que (0, 0) representa uma melhor aproximacio para
solucio do problema penalizado. Mas ainda n3o podemos confirmar {0,0) como
solucdo do problema penalizado, pois o critério de convergéncia estabelecido pe-
lo Algoritmo 2 ndo ¢ satisfeito. Assim, devemos continuar resolvendo o problema
penalizado montando um modelo valido perto do novo ponto z* = (0, 0). Agora,

01(0,0) = —1.

Novamente, 0 modelo para representar a penalizacio associada & ¢1(z) é max{0, g,(z)}
e portanto o subproblema associado é-
minimizar z; + 72 + 1max{0,z? + 2% — 1}
sujeita a ||z —z'[| <10 (3.12)
T1,%T2 = 0.

A solugdo de (3.12) é a mesma soluglio do subproblema anterior. Logo, uma solucdo
do subproblema penalizado'(3.10) foi encontrada pelo Algoritmo 2. Como (0,0) é
factivel com respeito o problema original, entdo uma solugdo 6tima do problema
original foi encontrada.

Como no Problema 1, vamos resolver o problema penalizado (3.10) aplican-
do o Algoritmo 2 e usando as constantes p; e ps iguais a 0.1. O objetivo é analisar
os subproblemas envolvidos.
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Aplicando o Algoritmo 2 para resolver (3.10), vamos montar um maodelo
para a funcio objetivo de (3.10) perto do ponto z° = (1,1). Temos

91(1, 1) =1.

Com 08 novos valores de ps e ps, 0 modelo para representar a penalizacéo associada
A g1(z) é a prépria g (). Logo, o subproblemma associado é

minimizar z; + 7y + 1(z¥ + 2% — 1)
sujeitaa ||z —=z°|| <10 (3.13)
21, T2 2 0.

Resoluc¢io gréfica

Figura 3.7:

A solucdo deste subproblema é (0,0). Esta solugio faz decrescer suficientemente o
valor da funcdo objetivo do problema penalizado quando comparado com o valor da
fun¢do objetivo no ponto inicial (1,1). Assim, devemos aceitar o ponto (0, 0) como
uma melhor aproximagio para solugdo do problema penalizade. Claramente, (0,0) é
a solucdo do problema penalizado, mas ndo podemos garantir isto ainda. Devemos
continuar resolvendo o problema penalizado definindo um modelo para aproximar
P,(z, p1) perto do novo ponte ! = (0,0). Temos

91(0, U) = —1.
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Logo, o modelo para representar a penalizagdo associada A ¢;(x) é 0 e 0 subproblema
associado é

minimizar z; + T2
sujeitaa ||z —z'|| <10 (3.14)
x,Tq Z 0.

Resolucdo grifica

A solucdo de (3.14) é a mesma do subproblema (3.13), isto é (0,0). Portanto, uma
solucao do problema penalizado foi encontrada.

Comparando as figuras 3.6 e 3.7 temos que a solugdo 6tima da funcio pe-
nalizada (figura 3.6) coincide com a solucio Stima da fungdo modelo (figura 3.7).
Notamos que perto do ponto étimo, o comportamento da fun¢io penalizada e da
funcdo modelo difere bastante. Portanto a funcio modelo usada para aproximar
a funcdo penalizada deve ser melhorada. Agora, comparando as figuras 3.6 e 3.8
temos que as solugdes 6timas coineidem e o comportamento da fungio modelo perto
da solucio 6tima é o mesmo da fungio penalizada. Desta forma temos que a funcio
modelo da figura 3.8 representa uma boa aproximagio para a fungio penalizada.
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Quando resolvemos o subproblema penalizado (3.10) usando as constantes
Ps € Py iguais a 1, os subproblemas envolvidos foram muito parecidos com o problema
que desejdvamos resolver. Assim, ndo houve vantagem significative na forma pro-
posta para resolver o subproblema penalizado. Agora, quando usamos p; e p, ignais
a 0.1, os subproblemas envolvidos foram subproblemas diferencidveis com restrigdes
simples. Portanto, as escolhas das constantes p; e ps influenciam diretamente na
determinagdo dos subproblemas € consegilentemente na sua simplificacio. Logo,
escolhas adequadas para as constantes p; e p; devem ser consideradas.

Problema 3:

Consideremos o problema

minimizar f(z) = 100{z; - 75)* + (1 — z1)?
sujeitaa qi{z) =2 — 22 <0

g2(z) = —7f + 22 <0 (3.15)
~05<z; <05
T S 1.

Resolugao gréﬁga

Figura 3.9:

A solugio deste problema é (0,0). Aplicando o Algoritmo 1 para resolver (3.15)
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devemos penalizar g;{z) ¢ g=(x). Assim, o primeiro subproblema penalizado é:

minimizar  P;(z, p1) = 100(z2 — 23)* + (1 — ;) + 1 max{0, z; — 3}
+1max{0, —z¢ + z,}

sujeitaa —0.0<7x; <05
I S 1,

(3.16)

A solugdo deste subproblema ¢ (0.5, 0.25). Para resolvermos o problema (3.16) apli-
cando o Algoritmo 2 e usando z° = (—2, 1) como ponto inicial, devemos considerar
um modelo para funcéo objetivo de (3.16) que seja védlido perto do ponto z°. Temos

0n(-2,1)=-3 e g(-2,1)=-3.

Logo, os modelos para representar as penalizacOes associadas &s g;(x) e gz(z) sdo 0.
Portanto, o primeiro subproblema do algoritmo de regido de confianga é:

minimizar 100{zg — 22)% + (1 — z,)?
sujeita a —-05<z; <05

T2 <1

Iz — 2% < 10.

(3.17)
Resolugao grafica

1
|
|
|
|
1

Figura 3.10:

A solugéio de (3.17) é (0.5,0.25). Esta solu¢iio é solugdo do problema penalizado,
porém nio podemos detectar isto. Podemos somente garantir que (0.5,0.25) repre-
senta uma melhor aproximagdo para a solugio do problema (3.16). Assim, devemos
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continuar resolvendo (3.16) e para isto montamos um modelo para aproximar a
fun¢éo Pi(z, ;) perto do ponto (0.5,0.25). Agora,

01(0.5,0.25) = 0.4375 e ¢(0.5,0.25) = 0.

Logo, os modelos para representarem as penalizacdes associadas 2 g; (z) é 0o max{0, g, (z)}
e & go(z) € max{0, go(z)}. Assim, o modelo para a funciio objetivo do problema pe-
nalizado é ela mesma. Portanto, o subproblema associado &

minimizar 100(z; — #3)® + (1 — 2:)* + 1 max{0, z; — z3}
+1 max{O, '—l"f + 2'.'2}

sujeitaa  —05< 2 <05 (3.18)
To S 1
|z — 2| £ 10.

A solucio deste problema é a mesma do problema anterior. Consequentemente,
uma solucio do problema penalizado (3.16) foi encontrada. Agora, devemos conti-
nunar aplicando o algoritmo de penalizagio testando a factibilidade no ponto obtido.
Temos: '

lg*(0.5,0.25)]|, = 0.4375 > 107°.

Assim, devemos aumentar o pardmetro de penalizagio e resolver o seguinte subpro-
blema penalizado _ :

minimizar Pz, p2) = 100{zz — 22)2 + (1 — z,)* + 10 max{0, z; — z3}
+10max{0, —x? + 2}

syjeita a  —0.5 <7 <05
] S 1.

(3.19)

Aplicando o Algoritmo 2 para resolver o subproblema acima e usando z° =
(0.5,0.25) como ponto inicial, devemos montar um modelo para aproximar P, (z, p;)
perto do ponto z°. Temos:

91(0.5,0.25) = 0.4375 e g2{0.5,0.253) = 0.
Logo, o modelo para representar a penalizagio associada 3 g;(z) é max{0, g,(z)} e 0

modelo para representar a penalizagio associada 3 go(z) é max{0, go(x)}. Portanto,
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o subproblema associado é

minimizar  100(z; — z¥)* + (1 — ,)? + 10 max{0, z; — z2}+
10 max{0, ~z2 + 25}

sujeitaa 0.5 < 1; < 0.5 (3.20)
T2 <1
lz ~ 20| < 10.

A solugéo deste problema é (0, 0). O valor da fungéo P, (=, p2) no ponto {0, 0)
é menor quando comparado com o valor de P (z, p2) no ponto (0.5, 0.25). Neste caso,
aceitamos (0,0) como uma aproximago melhor para a solug&o do problema (3.19).
No entanto ndo podemos garantir (0,0) como solugdo do problema penalizado, pois
o critério de convergéncia nio é satisfeito. Assim devemos continuar resolvendo o
subproblema (3.19) usando z' = (0,0} como ponto inicial, definindo um modelo
valido para Pi(z, p;) perto do ponto z'. Agora,

a(z') =0 e gfz')=0.

Logo, os modelos para representarem as penalizagGes associadas 3s g1(z) € go(z) S0
max{0, g:(x)} e max{0, g:(z)} respectivamente. Portanto, o subproblema é

minimizar 100(z — z3)* + (1 — 21)% + 10 max{0, z, — z3}
+10 max{0, 3 — z,}

sujeitaa  —0.5<1; <0.5 (3.21)
Tz S 1
|z — =] <10.

A solugdo deste problema é (0, 0). Com esta solugdo confirmamos (0, 0} como solug¢io
do problema penalizado. Temos que

lg* (=" = 0.

Logo z' ¢ factivel com respeito o problema original e portanto, solugéo do problema
original.

Problema 4:
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Consideremos o problema

minimizar f(z) = (z; — 2)* + 22
sujeitaa  gi(z) =21 — (1~ x5)* <0 (3.22)
T),Ts > 0.

A solug@o deste problema é (1,0).

Resolugao gréfica

Figura 3.11:

Para resolver {3.22} aplicando o Algoritmo 1, o primeiro subproblema pena-
lizado que devemos resolver é

minimizar P (.’.C, ,01) = (1:1 - 2)2 + :z:% + lmax{(l,:q - (1 - I2)2}

sujeita a T),Te > 0. (3.23)

A solugdo deste subproblema ¢ (1.5,0). Para resolvermos o subproblema
penalizado usando o Algoritmo 2, devemos construir um modelo para aproximar a
funcdo objetivo de (3.23) que seja vélido perto do ponto inicial 2% = (—2,2). Agora,

n(-2,2) = -3.
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Logo, o modelo para representar a penalizagdo associada & g1(z) é 0. Portanto, o
primeiro subproblema do algoritmo de regido de confianga é

minimizar (z; — 2)? + 23

sujeita a 71,22 > 0 (3.24)
|z — 2°| < 10.

Resolucgio grafica

Figura 3.12:

A solucdo do subproblema acima é (2,0). O ponto (2,0) representa uma melhor
aproximagao para solugdo do subproblema penalizado do que o ponto (-2,2), porém
(2,0) ndo é a solugio 6tima. Assim, devemos continuar resolvendo o problema pe-
nalizado usando z! = {2, 0} para definir o0 modelo para aproximar a fun¢io objetivo
do problema penalizado. Temos que

91(2, 0) =1.

Logo, 0 modelo para representar a penalizagdo associada & ¢ (z) é max{0, g;(z)} e
o subproblema que devemos resolver é;

minimizar (z; — 2)? + 22 + 1 max{0,z; — (1 — z2)?}
sujeitaa  z,22 20 (3.25)
|z — =} < 10.

b4



Resolucao gréfica

1
|
-
1
|
|
|
1
|
|
|
1

e T T

Figura 3.13:

A solucdo deste subproblema é (1.5,0) que é também solu¢go do problema penaliza-
do, porém o critério de convergéncia ainds pdo é satisfeito. Assim, devemos conti-
nuar resolvendo o subproblema penalizado usando z? = (1.5,0) como aproximagio
inicial, definindo um modelo para a funcdo objetivo perto do ponto z?. Agora,

a1(1.5,0) = 0.5.

Logo, o modelo para representar a penalizagdo associado & g:(x) é o max{0, g,(z)}
e o subproblema envolvido é

minimizar  (z; — 2)? + 22 + 1 max{0, z; — (1 — z3)%}
sujeita a  z1,T2 20 (3.26)
|z — z*| < 10.

A solugdo deste subproblema é exatamente a mesma solugio do subproblema ante-
rior. Desta forma, uma solugdo do subproblema penalizado foi encontrada, (1.5,0).
Temos que
flg (1.5,0)]l, = 0.5 > 107,

isto siginifica que a factibilidade nao foi satisfeita. Assim, devemos continuar re-
solvendo o problema original, para isto atualizamos o parAmetro de penalizacao e
resolvemos o seguinte problema:

minimizar  Pi(z, p2) = (21 — 2)? + 2§ + 10max{0, 7, — (1 — z3)?}

sujeita a =z, 72 > 0.

(3.27)
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A solug@o deste problema é (1,0). Para aplicar o Algoritmo 2 para resolver o pro-
blema, penalizado, devemos considerar um modelo valido para funcio objetivo perto
do ponto inicial, neste momento z° = (1.5,0). Agora,

¢1{1.5,0) = 0.5.

Assim, o modelo para representar g;(z) é o max{0, g1(z)} e o subproblema associado
é
minimizar (z; — 2)* + 73 + 10max{0,z, ~ (1 — z,)?}
sujeita a  £,72 2> 0 (3.28)
|z — 2% < 10.

A solugio deste subproblema é (1, 0). Claramente, esta é a solugio do problema ori-
ginal ¢ também do problema (3.26). Entretanto, ndo podemos detectar isto ainda.
Podemos garantir somente que o ponto (1,0) = z! representa uma melhor aproxima-
¢ao para solucdo do problema penalizado (3.28). Assim devemos executar mais uma
iteracdo do Algoritmo 2 usando z' como ponto inicial, e considerando um modelo
para fun¢io objetivo do problema. penalizado perto do ponto z'. Agora,

gl(l, 0) = 0.

Logo, o modelo para representar g; () é 0 max{0, g;(z)} e o subproblema associado
é
minimizar {z; — 2)? + 23 + 10max{0,z; — (1 — 3)?}
sujeita a  ,,29 2 0 _ (3.29)
|z — =] < 10.

A solugdo deste problema é (1,0), que é também a solugdo do problema anterior.
Logo, (1,0) é a solugdo do problema penalizado (3.26). Agora, devemos continuar
aplicando algoritmo de penalizagdo testando a factibilidade do ponto (1,0). Temos:

llgi" (1, 0}l = 0.

Portanto, (1,0) ¢ solu¢io do problema original.

Os Problemas 1 e 2 foram apresentados com os objetivos de ilustrarem uma
situagdo onde, a solugdo do problema original é obtida em apenas uma iteracdo do
algoritmo de penalizagio, e mostrarem que as escolhas das constantes p; e p; definem
os subproblemas que devem ser resolvidos para gerar uma solugio do subproblema
penalizado.

96



Os Problemas 3 e 4 ilustram o casc onde devemos atualizar o pardmetro de
penalizacdo no Algoritmo 1, isto é, quando a solugdo étima do problema original
nao é encontrada na primeira iteragdo do Algoritmo 1.

57



Capitulo 4

Aplicacoes e Resultados
Numéricos

Neste capitulo.apresentamos um problema prético ligado A engenharia, o Fluxo
de Poténcia Otimo (FPO), o problema simples de encontrar o menor circulo que
contém um dado conjunto de pontos em IR?, e o problema de encontrar p pontos em.
IR? cuja distancia entre cada par de pontos é maior ou igual a 1 e determinar a menor
bola centrada na origem que os contém. Estes problemas foram resolvidos usando
o método de penalizagio com regido de confianga (Algoritmos 1 e 2) e o algoritmo
Lagrangeano aumentado com BOX-QUACAN, que chamaremos apenas de algoritmo
BOX. Inicialmente apresentamos as formulages dos problemas e posteriormente os
resultados dos experimentos.

4.1 Formulacao dos Problemas

O Fluxo de Poténcia Otimo
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O problema de fluxo de poténcia 6timo consisie em otimizar o estado de
operacio estdtica de um sistema geragio-transmissdo de energia elétrica. O es-
tado 6timo de operagdo deve satisfazer trés exigéncias bésicas:

1) Minimizar um critério de operagio;

2) Atender a demanda de poténcia do sistema;

3) Maanter os controles, varidveis e funcoes do sistema dentro de limites tolerados.
Estas exigéncias podem ser formuladas, respectivamente, como:

e minimizacdo de uma fungdo objetivo, como por exemplo: custo de geragio ou
perdas de poténcia nos componentes de transmissio;

o restricoes de igualdade. Estas restrigdes séo as equagdes basicas do Fluxo de
Carga que resultam das Leis de Kirchhoff aplicadas ao circuito de poténcias; e

o restricdes de designaldade: limites nos valores das grandezas do sistema, que
representam restricoes fisicas dos componentes € escassez de recursos. Por
exemplo, limites inferiores e superiores de tensdo, geracdo de poténcia (ativa
e reativa), dngulo de transformadores defasadores, filuxo maximo em linhas de
transmissao.

O Fluxo de Poténcia Otimo ¢ aplicado em sistemas (redes) com N barras
(nés). Na formulacio mais simples do problema (formulagio bdsica), a cada barra
da rede sio associadas quatro varidveis, sendo que duas delas entram no problema
como dados e duas como incognitas: )

Vi - magnitude da tensio (barra k)

Ox - angulo da tensao

Py - geragio liquida de poténcia ativa

Qx - injecio de poténcia reativa.
Dependendo de quais varidveis entram como dados € quais sio consideradas como
incégnitas, definem-se trés tipos de barras:

PQ - sdo dados P; e ), € calculados Vi € &;

PV - 580 dados Py e Vi, e calculados Q) e 6

Referéncia - sao dados V; e 6 e calculados P e Q.
A barra de referéncia tem dupla fungio: fornece a referéncia angular do sistema e é
usada para fechar o balanco da poténcia do sistema. O &ngulo na barra de referéncia
é zero.

As varidveis poténcia ativa e reativa sdo determinadas aplicando as equagdes de
Fluxo de Carga. Apds algumas simplificagbes nas equagdes, o problema bdsico con-
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siste em encontrar as magnitudes das tensdes e os dngulos nas barras. A formulagio
do problema (FPO) usada no trabalho é:

Vetor de Varidveis

O vetor z = (V, 8) de varidveis do problema é composto por:
o magnitudes das tenstes (V) em todas as barras;
¢ angulo das tensdes (#) nas barras PV e PQ.

Funcao Objetivo

A funcéo objetivo utilizada neste trabalho minimiza as perdas de poténcias
ativas nos componentes de transmissio ¢ € dada por:

f(ga V) = Z gkm(vl? + Vrﬁ — 2ViVim cos gkm)
onde:
gem € condutincia do ramo k — m que liga a barra k & barra m;
Vi, Vi 880 as magnitudes das tensGes nas barras &k e m;
Oim = Oy — O, € diferenca angular entre as tensoes das barras &k e m.

Restrigoes de Igualdade

As restricoes de ignaldade sdo as equagbes do fluxo de carga, que vém das Leis
de Kirchhoff aplicadas & malha do sistema elétrico. As expressdes apds algumas
simplificagdes sio:

P, ~ P, Vi 3 Vin(Gim €08 04, + Brmsentiy,) =0 (4.1)
meK
€
ng - Qck - Vk Z Vm(kasenﬂkm - Bkm Cos okm) = 0, (42)
meX
onde:

P, e P, sio as poténcias ativas geradas e consumidas na barra k respectivamente;
Q,, e Q., 580 as poténcias reativas geradas e consumidas na barra k respectivamente;
Gim € By sao elementos da matriz de admitancia nodal e

K é o conjunto de barras vizinhas & barra k mais a prépria barra k.
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As equacdes (4.1) e (4.2) sao aplicadas as barras PQ e a equagao (4.1) As barras
do tipo PV.

Restrigoes de Desigualdade

De modo geral as limitagoes nas varidveis s80 devidas a limitagoes fisicas dos
aparelhos, limites de seguranca e limites de estabilidade. Neste trabalho iremos
considerar ¢ problema (FPQ) onde a geragdo de poténcia ativa é pré-fixada, assim
as restricoes de desigualdade funcionais consideradas dizem respeito aos limites de
geracao de poténcia reativa nas barras PV e referéncia. Estas restrigbes de desigual-
dade sdo formuladas como:

Vi Z Vm(kasengkm — By co8 ak.m) + (Qc - nguz) <0,

meK

~Vi Z Vin(Gymsenfim — Bim €08 Ogm) + (Qprnin — @c) <0,
mek
onde:
Q). € poténcia reativa consumida na barra considerada,
Q@ min € a quantidade minima de poténcia reativa gerada,
Qyma= ¢ a quantidade méxima de poténcia reativa gerada e
K € o conjunio de barras vizinhas & barra k mais a propria barra k..

Consideramos também as canalizacies somente sobre as magnitudes das tensoes:
v:_min S V, 5 Vimaz.
Os valores de V™" e V™ ysados nos experimentos foram 0.95 e 1.05, ou 0.90 e

1.10,0u 0.95 e 1.12,

Se uma rede contém p barras, sendo p; do tipo PQ e p; do tipo PV entdo o
problema de programagédo ndo linear associado, segundo a formulacio acima, apre-
sentard (2p — 1) varidveis, (2p, + po) restricoes de igualdade, (2p; + 2) restrigdes de
desigualdade e p restrigbes de canalizacoes.

QO Problema do Menor Circulo
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Vamos supor gue foram dados mp pontos em IR?,
(3115 Y12), (W21, ¥22) - -+ » (Uma1> Yrmg,2)- O problema do menor circulo consiste em en-
contrar o circulo de raio minimo que contém os m, pontos. Equacionando o problema
temos o seguinte problema de programagao n&o linear:

minimizar Iy

sujeitaa (g ~yu)® + (Tz—y)’-23 < O
(z1—ya) + (La—ym)’~25 < O (4.3)
(T1 — yma1)’ + (T2~ Ym2)?—73 < O

O Problema da Menor Bola

O problema da menor bola consiste em encontrar p pontos em R®, y,...,yp,
tais que a distéincia entre cads par de pontos é maior ou igual a 1 e determinar a
bola de minime raio centrada na origem que os contém. Equacionando ¢ problema
temos:

minimizar r
sujeita a flwllf—r < Oparatodoi=1,...,p (44)
1- -yl < Oparai#j.

4.2 Experimentos Numéricos

Nesta segio apresentamos 0s resultados experimentais obtidos da implemen-
tagdo dos Algoritmos 1 e 2 para os problemas de (FPO) que envolve restrigdes nio
lineares de igualdade e desigualdade e canalizagdes e, os problemas do menor circulo
e menor bola que envolvem somente restricdes de designaldade nio lineares. Com-
paramos o tempo de CPU entre o método de penalizagio com regido de confianca
(Algoritmos 1 e 2} e 0 Algoritmo BOX.
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Os Algoritmos 1 e 2 foram implementados em FORTRAN 77 usando cdlculos
com dupla precisdo. Em nossos experimentos nsamos ¢ pardmetro de penalizacao
inicial igual a 1 e o atualizamos multiplicando-o por 10.” A execugdo do algoritmo
de penalizagdo foi implementada para ser interrompida quando uma solugio for
encontrada, isto é, a norma 1 das restrigdes originais penalizadas é menor ou igual
a 10~% ou quando o nimero de iteragies permitido for extrapolado, superior a 10
iteragdes. Os modelos escolhidos para definir a fung¢o 1(z) no algoritmo de regiao
de confianga foram os modelos n@o lineares néo suaves, (2.4) e (2.8). As constantes
D1,P2,P3 € Py Usadas na definicio dos modelos foram tomadas iguais a 1. Ainda
no algoritmo de regido de confianga nsamos B; = 0 e A = 10. O valor inicial do
raio de confianca em cada iterago foi A. A redugdo no raio de confianca foi ;A se
A=10e %A caso contrdrio. O algoritmo de regido de confianca foi implementado
para ser interrompido com fracasso quando o nimero de iteragoes for superior a 100
ou quando A for muito pequeno, A < 107°. Queremos destacar que no algoritmo de
regido de confianca somente as iteraches de sucesso sao enumeradas, isto é, £ # rft!
para todo £.

O algoritmo BOX é uma implementac¢io de métodos de Lagrangeano aumenta-
do desenvolvida no grupo de otimizacdo do Departamento de Matemética Aplicada
da UNICAMP sob dire¢io de J.M. Martinez. Sua principal subrotina estd baseada
no método introduzido por Friedlander, Martirez e Santos em [19]. Esta subrotina
resolve problemas gerais de otimizagdo e permite tratar as restrigdes de designaldade
ndo lineares de duas formas. Uma delas trata explicitamente cada desigualdade nio
linear e a outra alternativa consiste em adicionar a cada restricdo de desigualdade
ndo linear uma varidvel de folga e reduzi-la a forma de igualdade mais o limite.
Quando todas as restri¢des nao lineares sfo tratadas como restri¢oes de igualdade,
a funcdo Lagrangeana associada ao problema considerado torna-se duas vezes dife-
rencidvel. Ao passo que se tratarmos as restrigoes de designaldade explicitamente
perdemos esta propriedade e temos a funggo Lagrangeana aumentada somente uma
vez diferencidvel.

Todos os testes foram executados em uma SUN Workstation SPARC4, usan-
do o compilador FORTRAN 77, no Laboratdrio do Departamento de Matematica
Aplicada da UNICAMP.

Foram realizados testes em redes com as seguintes caracteristicas:

63



| Tabela 1 |

[ Rede [ Total de Barras | N° barras PQQ | N° barras PV | N° ramos
R1 2 1 0 1
R2 5 3 1 6
R3 14 9 4 20
R4 30 24 5 41

Usando a formulagio descrita acima, 0s problemas de programaciio nio linear
envolvidos possuem as seguintes caracteristicas:

Tabela 2
Rede | n | m; | my | N° de canalizagOes
R1 3122 2
R2 9| 7| 4 5
R3 27122 | 10 14
R4 59| 53 | 12 30

onde n é o niimero de varidveis, m; é o nimero de restrigdes de igualdade nio
Lneares, my € o nimero de restrigoes de desigualdade néoc lineares.

Para todos os problemas (FPO) usamos o ponto inicial normalmente usado
para resolver este tipo de problema na Engenharia, isto é, 1 para as varidveis asso-
ciadas as magnitudes das tensdes e 0 para as varidveis associadas aos dngulos. Os
dados iniciais € os valores 6timos das redes foram obtidos do conjunto de problemas
de [37]. Em nossos experimentos, para todas as redes, os valores 6timos encontra-
dos tanto pelo método de penalizacio com regido de confianga como pelo algoritmo
BOX, coincidiram com os valores 6timos de [37].

A tabela abaixo mostra os resultados obtidos para as redes.

64



Tabela 3

Rede TMP | TBox
R1 0.132 | 0.02
R2 17.672 | 0.05
R3 14.317 | 1.646
R4 141.236 | 10.448

onde:

TMP ¢ o tempo consumido pelo método de penalizagio com regido confianga, em
segundos e

TBox é o tempo consumido pelo algoritmo BOX, em segundos, para resolver o de
fluxo de poténcia 6timo.

Claramente, o desempenho do algoritmo BOX para resolver o problema de
fluxo de poténcia étimo foi superior ap do método de penalizagio com regido de
confianca. As solucGes de todos os problemas testados, usando o método de pe-
nalizagde com regido de confianga, foram encentradas em apenas uma iteragdo do
algoritmo de penalizacdo. O alto custo do método se conecentrou na resolugio dos
subproblemas penalizados. Para as redes Ry, Ry e R4 o niimero de iteragdes do algo-
ritmo de regido de confianga foi pequeno, porém o ponto inicial nsado for¢ou todas
a5 restriches de igualdade e quase todas as desigunaldade ndo lineares a participarem
das fungbes modelo que aproximam as fun¢oes penalizadas nfo suaves. Assim, as
fun¢bes modelo mantiveram quase a mesma quantidade de pontos nao diferencidveis
das funcdes penalizadas. Ao acrescentarmos varidveis adicionais para transformar as
funcées modelo em funcdes suaves, acabamos tendo que resolver subproblemas com
uma quantidade maior de varidveis e restricoes ndo lineares de desigualdade do que
o problema original. Para a rede R, foram executadas 6 iteracdes do algoritmo de
regido de confianga. Os primeiros subproblemas envolvidos para resolver o problema
penalizado associado apresentaram wma quantidade menor de restrigbes do que o
problema original. Porém a medida que foram sendo gerados pontos mais préximos
do 6timo, mais restrigdes do problema original foram também participando do con-
junto de restrigdes dos subproblemas, e portanto aumentando a complexidade dos
subproblemas.

Para o problema de menor circulo testarnos um conjunto de problemas. O
niimero de restrigbes ndo lineares variou de 5 a 1000. Os pontos foram gerados
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aleatoriamente no intervalo [0,1). A quantidade de pontos gerados em cada problema
representa o nimero de restricbes de desigualdade ndo lineares (ms). Aplicamos o
algoritmo de penalizagdo com regifio de confianca considerando diferentes valores
para as constantes p; € p,, usadas na definicdo dos modelos para aproximarem as
fun¢des penalizadas. Aplicamos também o algoritmo BOX tratando as restri¢hes
de desigualdade ndo lineares de duas formas: acrescentando varidveis de folga e
tratando explicitamente as restricdes de desigualdade. A tabela abaixo mostra os
tempos consumidos considerando as diferentes situagoes.

| Tabela 4
ma | TMPL | TMP2 | TBoxh | TBoxg |
5 0.2 0.102 | 0.112 | 0.015

10 0.186 | 0.281 | 0.259 | 0.017
20 0.261 § 1.006 | 1.213 | 0.020
30 (0493 | 0.778 | 2.140 | 0.020
40 0.691 | 0.897 | 4.094 | 0.022
50 0821 | 1.067 | 6.819 | 0.023
. 60 0.397 | 1096 | 21.662 | 0.014
70 0.652 | 0.745 | 35488 | 0.020
80 1.266 | 1.271 } 68.049 | 0.026
90 2.265 | 0.897 | 92.070 | 0.037
100 2,717 | 1.026 | 116.559 | 0.043
200 11.953 { 2.103 1936 | 0.054
300 12,196 | 2.523 | 4862 | 0.045
400 20.289 | 4.367 | 8957 | 0.054
500 33.289 | 5.710 | 19764 | 0.066
1000 | 1076.23 | 17.972 * 0.15

onde:

TMP1 representa o tempo consumido pelo método de penalizacio com regido de
confianca quando usamos p; ¢ py iguais a 1;

TMP2 representa o tempo consumido pelo método de penalizagio com regido de
confian¢ca quando usamos p; € ps iguais a 0.01;

TBoxh representa o tempo consumido pelo algoritmo BOX, quando acrescentamos
varidveis de folga as restrices de desigualdade;

TBoxg representa 0 tempo consumido pelo algoritmo BOX, quando tratamos ex-
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plicitamente as restrigbes de designualdade, e
* significa que o tempo de processamento tornou-se inaceitdvel.

Observando os tempos consumidos pelo método de penalizagio com regido de
confianca usando diferentes valores para as constantes p;3 ¢ ps temos que o desempe-
nho do método é fortemente afetado pelas escolhas das constantes. Quando usamos
ps = ps = 1, as solugdes dos problemas foram obtidas em apenas uma iteraggo do
algoritmo de penalizagdo. Na maioria dos problemas testados, foram executadas 18
iteragbes do- algoritmo de regifio de confianca. Deste total, as 16 primeiras itera-
¢bes envolveram subproblemas simples com 3 varidveis e o conjunto de restrighes
foi formado apenas pela caixa de confianga. Em todos os problemas testados, a
dltima iteragdo do algoritmo de regido de confianga envolveu todas restrigdes do
problema original. Agora, quando usamos p3 = ps = 0.01 as solugdes dos problemas
foram encontradas em 1 ou 2 iteragdes do algoritmo de penalizagio. Para resolver os
subproblemas penalizados foram necessdrias, na maioria dos problemas, 30 iteracgoes
do algoritmo de regido de confianca. Apesar do mimero de iteragoes do algoritmo
de regido de confianga neste caso ter sido superior, 0 tempo de processamento foi
inferior. O que ocorreu foi que ao colocarmos valores menores para p; e py restrigimos
mais a participacdo das restri¢oes do problema original na fungdo modelo. Assim, os
subproblemas envolvidos no algoritmo de regifio de confianca foram subproblemas
sem restri¢do ndo linear ou com poucas restrigdes. '

Analisando a Tabela 4 temos que o desempenho do algoritmo BOX, quando
tratamos explicitamente as restricGes de designaldade, foi superior as demais alter-
nativas de resolucdo. O método de penalizagio com regifo de confianca torna-se
competitivo quando comparamos com o algoritmo BOX na versdo com igualdade.

O gréfico abaixo d4 uma idéia resumida dos tempos do CPU consumidos pelo
método de penalizacdo com regiio de confianga e o algoritmo BOX nas versdes com
igualdade (Boxh) e desigualdade (Boxg).
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Figura 4.1:

Para o problema de menor bola, resolvemos um conjunto de problemas onde o
niimero de pontos em JR® (np), a ser determinados, variou de 2 a 30. As caracteriticas
dos problemas néo lineares sio (3np + 1) varidveis e (np + ﬁ’i’g’;ll) restrigbes de
designaldade néo lineares. Para este conjunto de problemas aplicamos o método
de penalizacdo com regido de confianca usando diferentes valores para p; e py, €
aplicamos também o algoritmo BOX na versdo com igualdade e desigualdade. Os
tempos de processamento estao listados na tabela abaixo.
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| Tabela 5 |

[ np | TMP1 | TMP2 | Thoxh | Thoxg
2 0.049 | 0.5 | 0.027 | 0.022
3 01 | 1.82 | 0.108 | 0.0
4 0.27 | 539 | 0281 | 0.08
5 6.07 | 1343 | 1.001 | 0.64
6 133 | 39.14 | 1464 | 0.27
7 286 | 64.01 | 4281 | 068
8 475 |124.67 | 8470 | 0.61
9 14.03 | 23761 | 1297 | 345
10 13.73 { 510 | 2848 | 148
15 224 | 4989 | 741 | 985
20 1456 | 3451 | 10498 | 22.63
|30 49046 | 41331 | 96062 | 361

Para o conjunto de problemas de menor bola, o algoritmo BOX na verséo com
desigualdade apresentou melhor desempenho entre as alternativas de resolugéo e
xecutadas. O método de penalizacdo com regifo de confianca usando p3 = py = 1
resolveu o conjunto de problemas em poucas iteragles do algoritmo de regido de
confianca, porém todas as restricoes dos problemas originais foram envolvidas nos
subproblemas. Agora, quando as constantes p; e ps foram tomadas iguais a 0.1
foram necessirias vérias iteragoes do algoritmo de regido de confianca para chegar
s solugdes 6timas. Neste caso, as informagOes das restrigées do problema origi-
nal foram introduzidas gradualmente nos subproblemas do algoritmo de regido de
confian¢a, de forma que os subproblemas envolvidos apresentaram uma quantidade
menor de restricoes do que o problema original considerado. Para os problemas de
menor bola com grande quantidade de restricdes, o algoritmo BOX na verséo com
igualdade foi a forma menos eficiente de resolugio.
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4.3 Comentarios

Os resultados numéricos nos mostram a eficiéncia do algoritmo BOX na versdo
com desigualdade para problemas com restrigdes de designaldade. O desempenho do
algoritmo BOX estd fortemente associado a formma como sdo tratadas as restricdes
do problema original. Para os problemas testados o algoritmo BOX deixa de ser
atraente quando as restri¢des do problema original sdo tratadas como restrigdes de
ignaldade.

Para todos os problemas testados o método de penalizagio com regifo de con-
fianca se mostron consistente no sentido de resolver o problema. Porém, nio se
mostrou eficiente quando comparado com algoritmo BOX na versio com desigual-
dade. Para escolhas adequadas para as constantes de tolerancias {p; e p;) a filosofia
do método de penalizaciio com regifio de confianga foi verificada, isto é, foram re-
solvidas seqiiéncias de subproblemas com poucas restri¢oes nao lineares. As escolhas
das constantes dependem da ordem de grandeza das restrigdes do problema original.

Do ponto de vista prético, o tempo consumido pelo método de penalizacio com
regifio de confianca se concentron na resolugdo dos subproblemas penalizados, que
foram resolvidos usando uma funcio modelo para aproximar a fungio penalizada.
Nos testes realizados usamos o modelo nfio linear (2.8). Assim os subproblemas
do Algoritmo 2, mesmo tendo poucas restrigdes, foram problemas nfo lineares, o
que exigin tempo de processamento. Cabe investigar o desempenho do método
de penalizagio com regifio de confianga para problemas com muitas restrigtes de
desigualdade, usando um modelo linear para aproximar as penalizactes associadas as
restricoes que estdo nas regides criticas. Desta forma, as restriges dos subproblemas
do Algoritmo 2 serdo lineares, o0 que pode economizar tempo de processamento.
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Capitulo 5

Alguns Problemas de Minimizacao
Global

5.1 Introducao

O problema de configuragio molecular consiste em encontrar uma configu-
racao de 4tomos ou moléculas cuja energia potencial é minima. A energia potencial
da molécula é modelada pela soma de energias potenciais entre pares de dtomos.
Encontrar a posicdo no espaco para p dtomos ou moléculas z!,...,zP consiste em
encontrar o minimizador global da fungdo potencial de Lennard-Jones

FO=3 > S~ <) (5.1
onde
@)= ==

Encontrar o minimizador global da fun¢io acima pode ser extremamente dificil
devido ao grande mimero de minimizadores locais. Para dar uma idéia da dificuldade

71



do problema, Hoare e McInnes [23] descobriram 988 minimizadores locais distintos
para o problema com 13 4tomos (p = 13). Segundo Northby [35] € possivel que o
nimero de minimizadores locais cresga mais rdpido do que qualquer funcéo linear
que dependa de p. Dado que nao temos bons algoritmos globais para resolver pro-
blemas de otimizacdo, um grande ndmero de pesquisas tem sido desenvolvidas no
sentido de gerar configuragbes iniciais (pontos iniciais) que permitam, a partir destas
configurages, conduzir a minimizadores globais usando algoritmos locais.

Na literatura sdo conhecidos varios trabalhos onde sio relatados os menores
valores 6timos (recordes), valores conhecidos até o momento, para o problema (5.1)
para diferentes p. Hoare e Pal [24] encontraram recordes para o problema (5.1) para
p variando de 6 até 46. Gockenback, Kearsley ¢ Symes [21] resolveram o problema
(6.1) reformulando-o como um problema de programacio néo linear com restrigdes
lineares e listaram os recordes para p entre 5 e 30. Northby [35] resolveu (5.1)
apresentando configuragoes iniciais baseadas em estruturas do tipo icosaedral. Com
este tipo de heurfstica o autor consegue recordes para p entre 13 e 147. O forte
das heuristicas usadas por Northby é que tais heuristicas existam, o gque pode nido
acontecer em geral.

Neste capitulo, motivados pelo bom desempenho do algoritmo Box na versao
com desigualdade apresentado no capitulo 4, formulamos e resolvermnos um problema
de configuracio planar usando uma fungao tipo Lennard-Jones, a saber:

(X) =3 ¢i;(ll=* — 7))
i£j
onde X = (z1,22%,...,27),

oullet - o) = [ o [ ]

e d;; representa a distincia pré-definida entre os pontos z* e 7.

Este problema também tem muitos minimizadores locais, porém nioc pos-
sni uma geometria bem estudada de forma que possamos garantir a existéncia de
heuristica como a de Northby para resolvé-lo. Uma maneira de tratar o problema
tipo Lennard-Jones € rodar um programa varias vezes usando diferentes pontos ini-
ciais aleatdrios e ficar com o menor valor da fungio. Nossa proposta para resolver
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este problema é também rodar um programa vérias vezes, porém usando bons pon-
tos iniciais. Estes pontos serdo obtidos de um problema de programacéo nio linear
com restrigoes de desigualdade. Para verificar a consisténcia da idéia de gerar bons
pontos iniciais, vamos inicialmente abordar o problema cldssico de Lennard-Jones
dado que conhecemos o0s valores globais para diferentes p.

5.2 Problema de Lennard-Jones

Nesta secdo o objetivo é apresentar uma forma de gerar bons pontos iniciais
para o problema cldssico de Lennard-Jones, isto é,

minimizar F(X) = 3 3° f(j = '])

onde 9

1
e =m— %

Note que a func¢do f(2) vai para o infinito rapidamente quando z tende a 0,
tem o seu valor minimo em 2 = 1, e val para zero quando z tende a infinito. Isto
significa que a situacdo 6tima para os pontos z° e 27 seria que todos eles estivessem
a uma distdncia 1 entre si, o que € impossivel. Por outro lado, ter pontos perto um
do outro & ruim porque f cai muito rapidamente desde infinito até —1. Porém, ter
pontos a uma distdncia maior que 1 é ruim, mas nem tanto. Assim, vamos buscar
pontos iniciais para o problema acima resolvendo um problema de programacao néo
linear que garanta que os pontos estejam tdo juntos quanto possivel porém com a
restricdo que a distincia entre qualquer par de pontos seja maior ou igual a 1, isto
é, resolvendo o problema

-1 p o
minimizar Y Y |lz' — 2%|?

i=1 j=i+1
sujeita a ||z* ~ z?|| > 1 para i # j.

(5.2)
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Para acomodar a idéia apresentada, implementamos um programa em
FORTRAN 77 (LJ1) que resolve o problema (5.2), usando o algoritmo Box na versio
com desigualdade, e em seguids resolve o problema de Lennard-Jones também usan-
do o algoritmo Box. Implementamos outro programa (LJ2) que resolve (5.1) usando
como ponto inicial, ponto aleatério definido no intervalo —3 a 3. Implementamos um
terceiro programa {LJ3) que resolve o problema restrito (5.2) usando o algoritmo de
penalizagdo com regido de confianca e em seguida resolve o problema de Lennard-
Jones usando o Box. O objetivo de resolver o problema restrito de duas formas é
efetuar uma nova comparagido entre o Box na versio com desigualdade e o método
de penalizacao com regido de confianga.

Dado que conhecemos os valores globais para o problema de Lennard-Jones
para diferentes valores de p, rodamos os programas até atigirem os valores étimos
ou até extrapolarem o tempo méximo de 3 horas de processamento. Registramos
o tempo, em segundos, e o niimero de vezes que foi necessirio rodar os programas
para encontrar os valores globais.

Na Tabela 1 relatamos os resultados dos experimentos numéricos para o pro-
blema de Lennard-Jones para p variando de 4 a 30. Todos os testes foram executados
em uma SUN Workstation SPARCA, usando o compilador FORTRAN 77, no Labo-
ratério do Departamento de Mateméatica Aplicada da UNICAMP. As colunas T1,
T2 e T3 listam o0s tempos consumidos pelos programa LJ1, L.J2 e LJ3 respectiva-
mente. As colunas N1 e N3 representam o numero de vezes que foram resolvidos o
problema (5.2) seguido do problema de Lennard-Jones pelos programas LJ1 e LJ3
e N3 representa o nimero de vezes que o problema de Lennard-Jones foi resolvido
pelo programa LJ2. Ainda, * significa que o valor étimo conhecido nio foi atingido
no prazo maximo de 3 horas de processamento.
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| Tabela 1

T1 T2 T3
0.05 { 0.11 | 0.16
0.08 | 0.17 | 1.16
0.10 219 1.07
0.19 | 033 | 3.26
15.35 | 4.29 *
1.16 0.7 ) 196.81
1.04 | 8.03 | 47.16
11 2.97 | 261.89 | 284.35
12 25.24 | 75.59 | 270.56
13 5.20 [ 399.87{ 430
14 6.44 | 39.78 | 695
15 5.95 | 486.93 *
16 308.26 | 78.73 *
17 1015 | 2350 *
18 4456 | 2757 | 5573
19 197.66 | 7750 | 3803
20 80.87 | 3744 | 5712

[~y
0O 00~ 3 AT

218
512

o]
St
KOO ON ¥ M O K W O W = B ON N W R e b e e D *Hl—ll—ll—'a

21 123.83 * 9274 5 *
22 186.71 * * 8 *
23 48.49 * * 2 *
24 31.41 837 * 1 14
25 134.85 * * 4 *
26 148.20 * * 3 *
97 * ¥ * * *
28 10632 * * 141 | *
29 498 * * 7 *
30 * * * * *

Inicialmente vamos comparar o algoritme Box com o algoritmo de penalizacio
com regido de confianga. Analisando as colunas T1,T3, N1 e N3 confirmamos o bom
desempenho do algoritmo Box na versdo com desigualdade. Para vérios valores de
P, o programa LJ3 nao localizon o valor global do problema de Lennard-Jones. Este
comportamento deve-se ao fato de se investir muito tempo no processamento do
problema restrito, ndo sendo possivel rodar muitas vezes o programa LJ3.
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Agora, comparando as colunas N1,N2 e N3 temos que a idéia de gerar bons
pontos iniciais para o problema de Lennard-Jones através da solugio do problema
restrito (5.2) se verifica. O nimero de vezes que rodamos os programas LJ1 e L3
foi inferior ao programa LJ2. Uma comparagio das colunas T1 e T2 mostra que é
mais rédpido resolver o problema de Lennard-Jones usando pontos iniciais vindo das
solu¢des do problema restrito { usando um bomn algoritmo para resolver o problema
restrito, é claro) do que usar pontos iniciais aleatérios. Portanto, as solugbes do
problema (5.2) representam bons pontos iniciais para o problema de Lennard-Jones.
Agora, vamos estender a técnica para o problema de Lennard-Jones mais geral.

5.3 Problema Tipo Lennard-Jones

Consideremos o problema de descobrir a localizagio de p pontos no plano, de
maneira que as distincias 6timas entre eles ao invés de 1, como no caso de Lennard-
Jones, s5o valores dados d;;. Suponhamos, mais ainda, que estimar a localizagio dos
pontos superestimando as distdncias seja ruim, mas que subestimar é pior. Uma
funcao que ajusta este problema € a fungiio tipo Lennard-Jones, isto é,

(X) = ;«fm—(llz‘ -y (5.3)

onde X = (z',7%,...,27),
PSP AU R O
‘f’i:(“w z’“) - [[{:r" _ :DJ”] 2 [”z‘ _ xg"l

e d;; representa a distancia pré-definida entre os pontos z* e 7.

De fato esta fungio reflete as exigéncias sobre as distancias entre os pontos. Note
que a funcio cresce moderadamente quando a distincia entre z° ¢ 27 é major que
d;; e vai para o infinito quando a distancia vai a zero.

Um problema préitico ilustrando a aplicagio da fun¢io tipo Lennard-Jones é
descrito abaixo.
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Aplicagao: Problema de Agrupamento de Pessoas

O problema de agrupamento de pessoas vem da psicometria e consiste em
definir grupos de pessoas de uma classe para executar uma determinada tarefa. Para
que a tarefa seja executada da melhor forma possivel é desejdvel que somente pessoas
que tenham bom relacionamento sejam mantidas no mesmo grupo. Para saber o
grau de relacionamento entre as pessoas € perguntado a cada pessoa a distancia que
& separa das demais, e montada uma matriz de distancias. Note que o ideal para
formar os grupos é manter as distdncias definidas pelas pessoas, o que em geral é
impossivel. Por outro lado, se subestimar as distincias corremos o risco de colocar
pessoas que se detestam no mesmo grupo, o que pode ser um desastre. Ao passo
que, a0 superestimar as distancias podemos simplesmente correr o risco de afastar
pessoas que se gostam. Assim, podemos representar o problema de agrupamento de
pessoas usando o modelo acima onde cada pessoa € representada por um ponto em
IR? ou IR3. A solugdo deste problema fornecerd uma visualizacio planar ou espacial
da classe que auxiliard o consuitor nas definicées dos grupos.

A funcio tipo Lennard-Jones apresenta muitos minimizadores locais. Uma
maneira para resolvé-lo é rodar um programa muitas vezes usando diferentes pontos
iniciais aleatérios e ficar com o menor valor da fungdo. Nossa proposta para resolver
este problema de maneira eficiente é fornecer bons pontos iniciais. Para isto devemos
resolver o seguinte problema restrito,

~1 p . .
minimizar »_ Y |z* - 27|?
i=1 j=i+l
sujeita 8 |[|z* — 27| > d;;, para todo i # 5.

(5.4)

A idéia de resolver (5.4) é que assim colocamos 0s pontos o mais préximos
possivel com a restricio de que as distancias sejam maiores ou iguais a d;;. Que é
exatamente o que a funcdo tipo Lennard-Jones deseja.
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Testes Numéricos

Para ilustrar a idéia de gerar bons pontos iniciais para o problema tipo Lennard-
Jones usando a solucdo do problema restrito (5.4), vamos aplicar o problema de
agrupamento de pessoas a uma classe formada por 10 individuos. Os dados apre-
sentados na tabela abaixo nfo s@o reais, uma vez que o acesso as fichas de consultas
psicolégicas ndo é permitido. Teoricamente, os dados sdo obtidos pelo consultor
através de testes psicoldgicos que sdo aplicados a cada pessoa da classe visando
conhecer o grau de praximidade entre cada par de individuos (p;,p;), e assim €
montada a matriz de distincias.

Tabela 2 _
Dr| P2 |P3[Pa D5 |PsDP7iPs|DPo|Pro
m 0|13 |2(2 (114 ]1]|1]| 2
P2 105|511 ]|412]|13([2] 3
P3 211|014 (3;2[1]5]| 3a
Ps 2113011411131
Ps 1|2]|218|0|5]2|4(3]|1
Do 1|2|2)l1|1|0oj1|3|21
Pr 3141112505 ]|3}1
Ps 141322111301} 2
Po 1(5:132(213|3|1]|]0} 3
Pro 51313 (123|123 ] 0

Vamos representar cada pessoa por um ponto em JR? e resolver o problema
tipo Lennard-Jones associado, isto é,

Minimizar Y ¢i;(]|z* — 2°[]) com 4,5 =1,...,10. (5.5)
it

A solugdo grifica deste problema auxiliard o consultor nas definicbes dos grupos.
Para resolver o problema acima, implementamos um programa em

FORTRAN 77, TLJ1, que resolve o problema restrito (5.4) usando o algoritmo Box e
em seguida resolve o problema tipo Lennard-Jones. Criamos um segundo programa

78



TLJ2, que chama & rotina Box para resolver o problema tipo Lennard-Jones usando
ponto inicial aleatério. Implementamos um terceiro programa TLJ3, que resolve o
problema restrito (5.4) usando o algoritmo de penalizagao com regido de confianga
e em seguida resolve o problema tipo Lennard-Jones usando o algoritmo Box.

Rodamos os programas dez vezes e registramos na Tabela 3, os tempos em se-
gundos e 0s menores valores encontrados para funcio (5.5). Todos os testes foram e-
xecutados em uma SUN Workstation SPARC4, usando o compilador FORTRAN 77,
no Laboratério do Departamento de Matematica Aplicada da UNICAMP.

Tabela 3
T1 T2 T3 F1 F2 F3
10.94 | 47.15| 1369 | -39.22 | -28.98 | -37.2b

As colunas T1, T2 e T3 fornecem os tempos consumidos pelos programas
TLJ1, TLJ2 e TLJ3 respectivamente, e as colunas F1, F2 ¢ F3 listam os menores
valores de (5.5) encontrados pelos programas TLJ1, TLJ2 e TLJ3.

Comparando as colunas T1 e T3 da tabela acima temos novamente comprovade
o bom desempenho do algoritmo box na versido com desigualdade sobre o algoritmo
de penalizacio com regido de confianga. Agora, comparando as colunas T1 e T2
temos que o programa TLJ1, mesmo investindo tempo na resolucio do problema
restrito, foi mais rapido e geron menor valor para a funcio (5.5) do que o programa
TLJ2. Isto significa que as solugdes do problema restrito representam bons pontos
iniciais para o problema tipo Lennard-Jones.

As figuras abaixo fornecem as solu¢es encontradas pelos programas TLJ1,
TLJ2 e TLIJ3.
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WMeodelo Lennard-Jlones — prab. restito resolvido usando regl ac de confianca
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Figura 5.3:

5.4 Comentarios

' Nossa principal preocupacio neste capitulo foi apresentar uma forma de gerar
bons pontos iniciais para o problema de Lennard-Jones. A idéia foi usar a solucéo
de um problema restrito montado de forma a refletir as exigéncias da funcéo de
Lennard-Jones. Os experimentos numéricos mostraram que o objetivo foi alcancado,
pois é mais rdpido resolver o problema de Lennard-Jones resolvendo antes o proble-
ma restrito do gue resolver diretamente o problema de Lennard-Jones usando pontos
iniciais aleatdrios.

Para ilust{rar uma aplicagio da funcio tipo Lennard-Jones usamos um proble-
ma vindo da psicometria, o problema de agrupamento de pessoas. Qutra alternativa
usada para resolver o problema de agrupamento de pessoas ¢ a minimizacao da
funciio STRESS, 3";4;(di; ~ [|z° — 2|)*. Uma dificuldade associada & este modelo é
que superestimar as distincias tém o mesmo nivel de gravidade que subestim4-las.
Isto é, 0 modelo trata da mesma maneira os pontos que estdo mais perto do que
deviam e os pontos que estdo mais longe do que deveriam. J4 ¢ modelo de Lennard-
Jones trata de maneira diferenciada, punindo de forma mais severa os pontos que
estio mais perto do que deveriam, do que os pontos que est&o longe.
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Conclusoes

A vantagem trabalhar com fungbes de penalizacio exata é que ndo hd a
necessidade de se resolver uma seqiiéncia infinita de subproblemas penalizados evi-
tando, assim, os problemas computacionais de mal condicionamento que aparecem
quando temos que resolver subproblemas penalizados com valores grandes para o
pardmentro de penalizaggo.

Neste trabalho apresentamos nma classe de fungbes de penalizacio exata,
P(z, p). Mostramos (Teorema 10) que, ao penalizarmos somente as restricdes ndo
lineares do (PNL), mantendo os subproblemas penalizados restritos a um conjunto
0, a classe de fungdes P(z, p) continua sendo exata. Este resultado sugere usar uma
fungio de penalizagio exata com subproblemas restritos. Embora resolver proble-
mas restritos seja mais complexo do que resolver problemas irrestritos, apraximacoes
tratando subproblemas restritos permitem tirar vantagens da geometria do conjunto
de restrigdes (). Esta idéia possibilita usar algoritmos estdveis de progtamacao nio
linear com restrigdes simples (ver [19],[31]) para resolver os subproblemas penaliza-
dos. Além disso, novos algoritmos podem ser desenvolvidos explorando propriedades
particulares da fungio de penalizagio exata escolhida e do conjunto de restricdes.
Nossos resultados de penalizag&o exata com subproblemas restritos estdo também
apresentados no trabalho [27].

Para resolver o (PNL) propomos um algoritmo baseado na funcdo de penali-
zacao exata L, onde penalizamos somente as restricbes ndo lineares. Desta forma
os subproblemas penalizados permanecem restritos ao conjunto 2. Para resolver
os subproblemas penalizados aplicamos a técnica de regido de confianca onde a
funcio modelo usada para aproximar o subproblema penalizado foi também n#o
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diferencidvel. Os experimentos numéricos mostraram que o0 método de penalizagao
com regido de confianca é consistente no sentido de resolver o (PNL), porém néo
¢ eficiente quando comparado com o algoritmo Box que resolve o (PNL) usando o
método do Lagrangeano aumentado. O trabalho recente de Y. Yuan [39] apresenta
um algoritmo para resolver o problema de programacso nao linear com } = R"
baseado na fun¢do de penalizagio exata Ly, € na técnica de regido de confianga. E
interessante investigar a possibilidade de estender este algoritmo, tanto do ponto
de vista tedrico como prético, para o (PNL) mais geral procurande manter os sub-
problemas envolvidos restritos ao conjunto 2, e assim tirar vantagem da estrutura
deste conjunto.

Abordamos ainda o problema de minimizacio global da fun¢io de Lennard-
Jones onde propomos gerar bons pontos iniciais para este problema usando a solugéo
de um problema com restrigbes. Os resultados numéricos mostraram que é mais efi-
ciente resolver antes o problema restrito do que resolver diretamente o problema de
Lennard-Jones usando pontos iniciais aleatérios. Ilustramos o modelo de Lennard-
Jones através de um problema de agrupamento de pessoas que pode também ser
resolvido usando técnicas de escalamento multidimensional. Acreditamos que é in-
teressante comparar 0 modelo de Lennard-Jones com técnicas de escalamento mul-
tidimensional para este tipo de problema.
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