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TNTRODUCAO

A partir da nocao de um modulo a escuerda (direita) M de-
finido sobre um anel cqualauer R, procuranos cheoar a resultados
analoqos aos da Alaebra Linear. Indagando sohro FndR M= R', o)
conjunto de todos os R-mdédulo homomorfismos a easquerda de M om
M, concluimos cue R' & um R-modulo a escuerda, (1.1.4), sob cer-
toa condicoes, no caso Jde T nao ser comutativo. Tambem, R' & um
anel, pmara todo R-modulo a escuerda M, (1.1.7). ninda, verifican
do aque M pode ser considerado como um R'-modulo a esauerda, node
mos pensar em R" = EndR, M e, assim, R" & tambhém um anel. Oucre-
mos, entao, mostrar quando R e R" sao isomorfos como anéis.

Da Algebra Linear temos aue uma transformacao linear so-
bre um espaco vetorial F de dimensao finita n &, na verdade, uma
matriz n x n sobre I, [ I - n.284}, Neste trabalho, cuando P & um
anel de divisao, chamamos um modulo a esaquerda (direita) sobre PR
de espaco vetorial a esaquerda (direita) sohre P. Dai, se M & unm
R-moédulo a escuerda livre de dimensao finita n sobhre R, obtemnos
aue um R-modulo homomorfismo a escquerda &, tambhém, uma matriz
n ¥x n sobre R, (1.1.11).

Ao considerarmos um R-modulo a esauerda M simnles, cheaa-
mos aue EndR M = R' é um anel de divisao, (1.1.13), ¢, entao, no
demos ter M espaco vetorial de dimensao finita sobre R'. Assim,
com as hinoteses de um R-modulo a escuerda M simples e fiel ¢ M
de dimensao finita sohre R', obtemos um isomorfismo de anel en-

tre R e R", no Teorema de Vedderburn, (1.1.15). O ohjetivo nrin-



ciral deste trabalho & anresentar aeneralizacoes deste resul-
tado. Para isto vemos alaqumas pronriedades importantes e fazomos
um estudo sobre anéis simples e semi-simnles, cheoando ao resul-
tado que afirma cue R & um anel semi-simnles a esauerda se ¢ sO-
mente se R & artiniano a esaquerda e j(R):(O), (1.3.10).

O »rimeiro fato aue aeneraliza o Teorema de ¥Yedderburn
surae cuando consideramos como hindtese amenas um anel P simnles
e artiniano, concluindo a existéncia de um anel de divisan D s
um D-espaco vetorial de dimensao finita M, de maneira caue P o

FndD M sejam isomorfos, (2.2.1). Depois, retirando a hipotese de

R ser artiniano e considerando M, um ideal a escuerda nao nulo
de R, cheadamos a uma sequnda aeneralizacao, com a conclusao de
aue R e FndD M sao isomorfos, onde D = FndR M, (2.2.2). I'ste im-

portante resultado & deviso a M. A. Rieffel.

Fste trabalho acha-se dividido em dois canitulos. 0O cani-
tulo I & composto de trés paraqgrafos e o capitulo IT, de dois pa
raarafos. No primeiro paraarafo do capitulo T anresentamos o Teo
rema de Vedderburn e, nos dois paragrafos sequintes nreparamos o
necessario para as dgeneralizacoes do Teorema de Wedderburn. Sao
apresentadas, entao, alaqumas definic6es e propriedades no sequn-
do naraarafo e, no terceiro naraarafo, fazemos um estudo sobre a-
néis simnles e semi-simples, onde encontramos uma caracteriza-
cao do anel semi-simples, ja citada acima. As generalizacoces do
Teorema de Wedderburn aparecem no sequndo paraarafo do capitulo
IT e o primeiro paraarafo deste capitulo & todo ele dedicado ao

Teorema de Morita, Auslander e Goldman, (2.1.12), pré-reauisito



para a primeira generalizacao apresentada. I'ste teorema traz reo-

sultados hastante fortes, nois conclui oue um dado T-mAlvlo A es

i

o _ - ~ s . . . D
auerda P & um S -modulo a direita projetivo finitamente aerado ,

i
li

onde § FndR P, e que Re T I'md_o P sao isomorfos como a-

N

néis. A sequnda adeneralizacao é o teorema devido a M. A.Rieffel,

mas a demonstracao dada & oriainal deste trahalho.

- iii -



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo, no primeiro paragrafo, partimos da nogao
de R-modulo a esquerda e generalizamos o conceito de espago ve-
torial da Algebra Linear, com o objetivo de apresentar o Teore-
ma de Wedderburn, (1.1.15). Indagando sobre EndRMzR', o conjun-~
to de todos os R-modulo-homomorfismos a esquerda de M em M, che
gamos a conclusao de que R' é um R-modulo & esquerda, sob cer-
tas condicoes, (1.1.4). Também, R' & um anel, para todo R-mddu-
lo M, (1.1.7). Verificando que M pode ser considerado como um
R'-médulo a esquerda, definimos R"=EndR,M @, assim, R" também &
um anel. O Teorema de Wedderburn nos diz quando R' e R" sao iso
morfos como anéis. Nos dois paragrafos seguintes apresentamos
resultados que terao influéncia no desenvolvimento do capitulo
11, onde vemos qeneralizagées do Teorema de VWedderburn. No se-
gundo paraarafo sao dadas algumas definigoes e propriedades, e
no terceiro paragrafo fazemos um estudo sobre anéis simples e
semi-simples, chegando a uma caracterizacgao de anéis semi-sim-

ples, (1.3.10).



§1. O TEOREMA DE WEDDERBURN

O objetivo deste paragrafo & apresentar o Teorema de

Wedderburn.

Damos inicio com a definicao de anel.

Definicao: Um conjunto nao vazio R & chamado anel se existem
duas operacoes + e . definidas em R tal que (R,+) & um grupo a-
beliano, (R,.) & um semi-grupo com identidade e as seguintes

propriedades sao validas: a. (b+c)=a.b+a.c e (b+c).a=b.atc.a ,
para todos a,b,c ¢ R. Denotamos um anel por (R,+,.).
Se temos a.b=b.a para todos a,b ¢ R, dizemos que R

& um anel comutativo.

Consideramos neste trabalho sempre anéis com elemento i-

dentidade 1 e tal que 1#0.

Colocamos a seguir a nocao de homomorfismo de anel,
Definicao: Sejam R e S dois anéis. A aplicacao f : R+~ S & um

homomorfismo de anel se:

(1) £(a + b)=f(a) + £(b) e

(2) f(ab)=f(a).f(b) para todos a,b « R.

Apresentamos agora a definicao de ideal a esquerda ( di-
reita).

Definigao: Seja R um anel. Um subconjunto nao vazio I de R é



denominado um ideal a esquerda (direita) de R se valem:

(1) se a,b ¢ I, entao a-b : I
(2) ser «t Rea ¢ I, entao ra « I (ar ¢ TI)

Um ideal & chamado ideal bilateral (ou um ideal) se

ele €& ideal a esquerda e a direita.

O proximo lema fornece-nos um exemplo importante de um i
deal bilateral.

Lema 1.1.1: Se I & um ideal a escuerda de R, entao

n
IR={ ¥ a;r; | a; ¢ I,r; ¢ R, para todo i} & um ideal bilateral
i=1
de R.
n
Demonstracao: Basta verificar que r( :. airi) « IR e
n i=1 -
( 2 a,r.)r £ IR, onde a, «+ I e r,r. - R,
. 1 1 1 1
i=1
Temos:
n n
r('L airi)=_L (rai)ri ¢ IR, pois ra, - I e
i=1 i=1
n n
= 5 o 1 4.
('2 airi)r _W.ai(rir) ¢ IR, pois r.r R
i=1 i=1

Definicao: Se f : R = § & um homomorfismo de anel, o nicleo de

f=Kerf € o conjunto dos elementos a de R tal que f(a)=0,

Temos © seguinte lema:

Lema 1.1,2: Se f : R+ S & um homomorfismo de anel, entao Kerf

é um ideal bilateral de R.

Demonstracao: Encontra-se em (H - p.113],




Apresentamos agora a definigao do anel oposto de um anel

R, que & um anel com os mesmos elementos do anel R, com a adi-
cao definida da mesma maneira que em R e tendo uma multiplica-
cao que troca a ordem dos elementos.

Definicao: Seja (R,+,.) um anel. Fm RozgxO f x=x ¢ R} defini-
mos :

(1) A adicdo definida em R® & a mesma definida em R, isto &:

x° + yo = (x + y)O para todos x,y ¢ R

(2) A multiplicacao é dada por:

X7,y = (yx)o para todos x,y ¢« R
Verifica-se facilmente que K° & um anel com as ope-

~ . O -
racoes acima. R~ e chamado anel oposto de R.

Observemos que quando R & comutativo, nao ha dife-
o
renca entre R e R7.

(e]e]

00 0o 0,0 )
) em R, temos que R e

Como xoo.y = (y .x )OO

= (Xy

(e]e] o]0

R™~ sao isomorfos, pois podemos definir a aplicagao f : R -» R
por f(x)=xoo, para todo x ¢ R. Dagqui para frente identificare-

00 . - . ole}
mos R com R, isto e, consideraremos R = R,

A definicao de médulo que apresentamos a seguir é uma ge
neralizacao da de espaco vetorial, pois ao invés de restringir-
mos os escalares a um corpo, permitimos que sejam elementos de
um anel gualquer,

Definicao: Seja R um anel qualquer. Um conjunto nao vazio M &

dito um R-mdédulo a esquerda se (M,+) & um grupo abeliano, com




uma aplicacao definida por R X M » M para todos r Rem : M,
(r,m) -» rm
satisfazendo as seguintes propriedades:

(1) r(a+b) = ra+rb

(2) (r+s)a = ra+sa
(3) r(sa) = (rs)a
(4) la = a para todos a,b - M e r,s R.

Analogamente podemos definir um R-modulo a direita,

sequndo M X R » M para todos m - Me r « R.

(m’r) - mr

Por conveniéncia usaremos as sequintes notacoes:
Notagoes : Sejam R e S anéis.
gM : M é& um R-mdédulo a esquerda
R-mod : R-mddulo a esquerda

M : M é um R-moédule a direita

mod-R : R-médulo a direita

rosM : considerando M e M € r(sm)=s(rm), rR,s:8,mnM.
Mp_g ¢ considerando My e Mg © (mr)s=(ms)r, riR,sts,meM.
RMS : considerando RM e MS e tal que seja valida a se-
guinte propriedade: r(ms) = (rm)s, para todos r : R,
m s Me s : S, Chamamos RMS um R-S-bimodulo.
Observemos que o anel oposto é importante para o desen-
volvimento do trabalho, pois se M & um R-mod, entao M é um

mod-R° e se M & um mod-R, entao M & um R°-mod. Estes fatos sao



- . o e}
validos, pois temos: r.m=m,r e m.r=r .m, para todos r : R e

m r M.

A seguir generalizamos a noc¢ao de transformagao linear

guando do estudo de espacos vetoriais.

Definicao: Dados M e N, um R-m6dulo homomorfismo a esqguerda

é uma aplicacao f: M » N tal que:

(1) f(ml+m2) = f(ml)+f(m2)

(2) r.f(m) = f{r.m) para todos m,my ,m, - Mer . R.

Definicao: Dados M, e N, um R-modulo homomorfismo a direita
€ uma aplicagao f: M » N tal que:
(1) f(ml+m2) = f(ml)+f(m2)

(2) £f(m.r) = f(m).r para todos m,m M, ¢ Me r ¢ R.

Definicao: OQuando temos Mg e gNg» f: M N é um R-S-bimddulo

homomorfismo se f € um R-mddulo homomorfismo a esquerda e um

S-modulo homomorfismo a4 direita €, ainda, r.f(ms)=f(rm).s para

todos r « R, m « M e s ¢ S.

Como o conjunto de todas as transformagoes lineares en-
tre dois espacos vetoriais €& um espaco vetorial [H - p.174], en

tao questionamos agora se, dados gM e N, Hom

R (M,N) & um R-médu

R

lo a esquerda também ou nao, onde Hom_(M,N) & o conjunto de to-

R

dos os R-médulo homomorfismos a esquerda f: M » N.



Um fato & que Hom_(M,N) & um grupo abeliano com relacgao

R

U

a adicao definida por (f+g) (m) f(m)+g(m) para todos m ¢ M e

f,g ¢ HomR(M,N).
Observemos que, caso R seja comutativo, definindo

r.fl(m)=f (r.m) para todo f ¢« Hom_(M,N), r «+ R, m « M, entao
R

HomR(M,N) € um R-médulo a esquerda. Para ver isto & suficiente

verificar a seguinte propriedade: Urs).fkm) = f(rs.m) =f(sr.m)=
=(s.f)(r.m) =[r.(s.fﬂ(m), onde r,s + Rem = M. Caso R seja nao
comutativo, definindo(y.f%m)=f(r.m), chegamos a UrS).fkm) =

=[s.(r.f{km), o que mostra que, assim, Hom,(M,N) nao &, necessa

R

riamente, um R-médulo a esquerda. Mas vejamos alguns resultados

na proposicao a sequir.

Proposicao 1.1.3: Se R e S sao anéis quaisquer, temos:

(1) Dados RM e S—RN , entao HomR(M,N) & um S-mod pela
definicao de (s.f) (m)=s. (f(m))

(2) Dados MR e NS—R , entao HomR(M,N) & um mod-S$ pela
definicao de (f.s) (m)=f(m).s

(3) Dados g-gM e RN , entao HomR(M,N) & um mod-S pela
definicao de (f.s) (m)=f (sm)

(4) Dados MS—R e NR , entao HomR(M,N) é um S-mod pela
definicao de (s.f) (m)=£ (ms)

(5) Dados RM e RNS , entao HomR(M,N) & um mod-S pela
definicao de (f.s) (m)=£(m).s

(6) Dados RMS e RN , entao HomR(M,N) & um S-mod pela
definicao de (s.£f) (m)=£ (ms)



Demonstracao: Verificamos as quatro propriedades da definicao

de médulo em cada um dos casos. Sejam, entao, s,s,,s, ¢ S, m: M
] 1752

e f,fl,f2 ¢ HomR(M,N).

(1) [s.(£y+£)] (m)=s. [(£ +£ )m)]=s.[f

[(sy+s,) . f] (m)=(s +s,) .£(m)=s, .f(m)+s,.f(m)=(s,.f+s,.f) (m)
[(s 550 £ Jm)=(sy5,) £ m)=s) . (s, . F(m))=s .| (s, ) (m)]
=[sy.(s5.6) [ (m)

(1.£) (m)=1.f (m)=f {m)

(2) [(£+£,) .sTm)={(£,+f,) (m)].s=[£;

(m)+f2(m)].s
=fl(m).s+f2(m).s=ﬁl.s+f2.s}(m)

&.(sl+sz)}(m)=f(m).(sl+52)=f(m).s +£(m) .s,=]f.s

1 +f.s, | ()

1 A

[f.(slsz)](m)=f(m).(slsz)=[f(m).sl}.52={(f.sl)(m)].52

L(f.sl)szl(m)

(£f.1) (m)=£f (m) .1=f (m)

(3) [(fl+f2).s}(m)=(fl+f2)<sm)=f (sm) +£, (sm)= (£, .s+f,.5) (m)

1

[£.(s7+5,) ] (M= ((s+s,)m) =f (s m+s,m) =£ (5m) +£ (5,m)
=(f.sl+f.52)(m)

[£.(s15,) ) (m)=F ((s75,)m)=F (5] (5,m))=(£;.5,) (s,m)

=[(f.5))8,] (m)

(£.1) (m)=£(1.m)=£f (m)



(4) [s.(£,+£,) ] (m)=(£ +f,) (ms)=F, (ms)+f

1 1 (ms)=(s.f +s.f2)(m)

2 1

f(sl+s2).f}(m)=f(m(s +s2))= (ms +ms, )=f (ms,)+f (ms

1 1 1

(1.£f) (m)=f(m.1)=£ (m)
(5) Demonstra-se da mesma maneira que (2).

(6) Demonstra-se da mesma maneira que (4).

A sequir apresentamos um corolario que responde ao nosso
questionamento anterior a respeito de HomR(M,N).
Corolario 1.1.4: Temos 0s sequintes resultados:
(1) Dados RMRe RN, entao HomR(M,N) e um R-mod.

(2) Dados_,M e_N_, entao HomR(M,N) & um mod-R.

R R R
Demonstracao:
(1) Como temos rN/ podemos considerar RMP e, entao, por () de

(1.1.3), temos o resultado.
(2) Como temosplM , podemos considerar PNR e, entao, por (5) de

(1.1.3), temos o resultado.

Temos também o sequinte corolario:

Corolario 1.1.5: Dados RMRG RNR entao HomRo(MRO,NRo) e um
mod-R® e HomR(N,N) é igqual a HomR (» RO’N o) como PR-mod.
Demonstracao: Por (1.1.3)-(5), HomRo(MRO,NRo) & um mod-r° e



o) O O

e (£°.r% m)=£f°(m) .r

o)
, para todos f~ : HomRo(MRo,NRo), r’ ¢+ R,
m ¢ M. Como um mod-R° & um R-mod, temos que HomRo(MRo,NRo) €& um
R-mod, e r.fo=fo.ro, para todos r : R, £© . HomRo(MRo,NRo).
Para qualquer f HomR(M,N), temos f(ml+m2) =

=f(ml)+f(m2) e f(m.ro)=f(rm)=r.f(m):f(m).ro, o gue implica que

. O -~ —

f < HomRo(MRo,NRO). Por outro lado, f~ - HomRo(MRo,NRo) e, en

tao, temos fo(ml+m2)=fo(ml)+fo(m2) e f(rm)=f° (mr°)=£%(m) .xt° =
=r.f%(m). Dal temos £° « HomR(M,N).

Assim, HomR(M,N)=HomRO(MRo,NRo) como conjuntos ,

Mas, como (£°.r°% m)=£° (m) .r°=r. % (m) e (£°.r°) (m)=(r.£°) (m) ,

entdo r.f%(m)=(r.f°%) (m). Portanto, eles sdo iguais como R-mod.

Vejamos o seguinte lema:

Lema 1.1.6: Dado gMs entao HomR(R,M) © M como R-mod.
Demonstracao: Encontra-se em [L - p.123]},

Uma generalizag¢ao do anel das transformacgoes lineares
sobre um espaco vetorial & o fato de que End, M = HomR(M,M) e

um anel, para todo R-mod M. Temos isto a sequir.

Progosicéo 1.1.7: Dado _M, (FndR M,+,0) & um anel com as opera

R
coes + e o definidas por: (f+g) (x)=f(x)+g(x) e
(f o a) (x)=f(ag(x)), para todos x - M e f,q - EndR M.
Demonstracao: Encontra-se em {H - p.262 1,
Seja Fnd, M=R'. Temos agora que se M & um R-mod, cntao M

também & um R'-mod.



Lema 1,1.8: Dado _M,

R R

consideremos End_ M=R'.

Entao M tambem é

um R'-mod, por f.m = f{(m) onde f¢R' e MM,
Demonstracao: Sejam £,f£,,f, + R" e m,my ,m, M. Temos:
(fl+f2).m=(fl+f2)(m)=fl(m)+f2(m)=fl.m+f2.m
f.(ml+m2)=f(ml+m2)=f(ml)+f(m2)=f.ml+f.m2
(fl 0 f2).m=(fl o f2)(m)=fl(f2(m))=fl(f2.m):fl.(fz.m)
IR..m=IR,(m)=m
Portanto, M & um R'-mod.
Uma consequéncia de (1.1.6) e (1.1.7) é:
Corolario 1.1.9: Dado RM, seja R'=FndR M. Fntao R”=EndR, M é
um anel.
Observemos que para f R", o « R'", m .= M, temos:
f(g(m))=f(g.m) pois M & um R'-mod
=q.f (m) pois f R"
=q (£ (m)) pois M & um R'-mod e f£(m) . M
Fazemos, mais adiante, um estudo de quando R e R" sao i-
somorfos. Para isto, torna-se necessario pensar um pouco mais

sobre EndR M. Sabemos da Algebra Linear que a algebra das trans

formagoes lineares sobre um espacc vetorial F de dimensao fini-

ta n e a algebra das matrizes n x n sobre F sao isomorfas, sen-

do F um corpo [H - p.284}. Colocamos a seguir algumas

coes e generalizacgao deste fato.

- 11 -

defini-



Definigéo: Uma matriz m x n sobre um anel R & uma familia de

elementos de R da forma (aij)=fa a onde aij ¢ R ,

[T e ln\ !
i : ;
e a ]
ml mn !/
i=1,...m, j=1,...n e (aij)=(bij) se e somente se aij:bij’ para
todos i e j.
T R { - N ‘{

. M = -
Definicao: hn(R) 1(aij) ! (aij) €& uma matriz n x n sobre R;.
Lema 1.1.10: (Mn(R),+,.) & um anel com as operagoes:

n
. + . = R o o . = . . .
(aL]) (blj) (al] bl]) e (alj) (blj) (kilalkbkj)
Demonstracao: Encontra-se em [H - p.2841,
Definicao: Seja M um R-mod. Uma base de M €& um subconjunto
nao vazio de M formado de elementos linearmente independentes

que geram RM. RM €& chamado um médulo livre se ele admite uma ba

se ou RM=O.

Definicao: Um anel R & dito anel de divisao se para todo

0#r ¢ R, existe s ¢ R tal que sr=rs=1, ou seja, todo elemento

nao nulo de R & inversivel.

Definicao: €£e R & um anel de divisao, um LE (um ER) & chamado

R

espaco vetorial a esquerda sobre R (espago vetorial a direita

sobre R). A dimensao de RE sobre R & o numero de elementos da

base de RE.



Observacoes: Temos:

(1) 7Todo RM#O sobre um anel de divisao R tem umwa base ¢ quals-—

quer duas bases de _M sao isomorfas. [LA - p.85,p.?6ep.438j

R
(2) Um espago vetorial rE é um R-mod livre.
Temos, entao,
Teorema 1.1.11: Seja oM un rodulo livre de dimensao n sobre

um anel R. Fntao EndR M e Mp(R) sac isomorfos como anéis {(ou ,
mais geralmente, como algebras sobre R).

Demonstracao: Encontra-se em [LA - ».327].

Lembremos que R"=End,

>
i

M, onde R':EndR Mo M & um R-med.
Vemos no lema seguinte que h& uma correspondéncia entre elemen
tos de R e R", e essa correspondéncia & um homomorfismo de a-

nel.

Lema 1.1.12: Temos:

(1) Para cada r : R definimos L_(m)=rm, para todo m . M. Lntao
1 ¢ R".
r

(2) L: R » R" definida por L(r)=Lr, para todo r : R, & um homo

morfismo de anel.

Demonstracao: Sejam r,s ¢+ R e m ¢ M.

(1) Verifiguemos somente a propriedade Lr(f.m):f.Lr(m), para
todo £ ¢ R':

Lr(f.m)=Lr(f(m))=r.f(m)3f(rm)mf.(rm):f.Lr(m)

(2) L(r+s) (m)=IL (m)=(r+s)m:rm+sm:Lr(m)+Lv(m)=(Lr+Lc)(m)

p}

‘r+s

=[L(r)+L(s)] (m) e



L(rs)(_m)=LrS(m)=(rs)(m)=r(sm):r.LS(m):Lr(Ls(m)):Lr o) Ls(m)

=|L(r) o L(s)] (m)

Vemos que L & injetora se e somente se rM=0 implicar r=0.

Um R-mod M chama-se fiel se para qualquer r ¢ R, se rM=0
entao r=0. Assim, RM scr fiel e L ser injetora sao dois fatos e
quivalentes.

Vejamos o exemplo:
Fxemplo: Sejam R=K & K, um anel como soma direta de um corpo K,
e M=K & 0, um R-mod. Consideremos r=(0,1) ¢ R. Entao:
Lr((x,O))z(O,l).(x,O):(0,0), para todo x ¢ K.

Temos r ¢ Kerl., mas r#0, o gue mostra que L nao & in-

jetora e M nao é fiel,.

Notemos que L & sobrejetora se dado f ¢ R", existe r ¢ R
tal que Lr=f. Como Lr + R", o fato de L ser sobrejetora depende
da "densidade" de L(R) em R". Queremos chegar no Teorema da Den

sidade.

Definicao: Um R-mod M#0 & dito simples se M nao tem R-submodu-

los diferentes de 0 e M,

Proposicao 1.1.13: (Lema de Schur)

Sejam RM e RN simples. Todo homomorfismo nao nulo de M em N e
um isomorfismo. Além disso, Fnd, M & um anel de divisao,.

Demonstracao: Encontra-se em | LA - p.440}.,

.._]4._.



Observacao: Seja V um espage vetorial de dimensao 2 sobhre um

corpo K. Por (1.1.11) temos que Endy v M?(K). Ohservemos que

\
M, (K) nao & anel de divisao, mas V também nao & K-simples, poi

<

tem subespacos de dimencao um.

Definicao: Um R-mod & chamado semi-simples se ele

o
[O2

uma

,h
2

Hna

direta de R-mod simples.

Fnunciamos a sequir o importante Teorema da Densidade.

Teorema 1.1.14: Consideremos RM gemi-simples. Sejam R‘:EndR M,

R":EndR. M, £ ¢« R" e Myreee  f M. Entao existe r © R tal que

f(mi):rmi, para todo i=1l,...n.

Demonstracao: Encontra-se em | LA - p.444 ),

Uma das conseguéncias do Teorcma da Densidade ¢ o Teore-
ma de Wedderburn, que apresentamos agora ¢ que € o principal ob
jetivo deste paragrafo.

Teorema 1.1.15: {Teorema de Wedderburn)

Seja RM simples ¢ fiel. Sejam também R':EndR M e R”xﬂndp, M. Se

M é de dimensao finita sobre R', entao R R™,

Demonstracao: Seja Myyeee,M uma base de M sohre R'. Dado
n

f ¢ R", por (1.1.14), existe r - R tal que f(mi):rm,ﬂh (ml), pa
ra todo i=1,...,n. Entac o homomorfismo L: R » R™, (1.1.12), &
sobrejetor. Como M & fiel, temos também L injetor. Portanto, L

& um isomorfismo.

Observacao: Ha outra demonstracao de (1.1.,15) em | L - p.65".



§2. ALGUMAS DEFINICOES F PROPRIEDADES

Neste paragrafo colocamos definicoes e propriedades que

serao utilizadas mais adiante.

Sobre espacgos vetoriais lembramos que o produto tensori-
al de dois espacgos vetoriais & um espacgo vetorial, {HA - p.42}.

Temos a sequir a generalizacao deste fato.

Proposicao 1.2,1: Sejam R,S anéis. Temos:

(1) Dados M, e N, entao M ®r N & um grupo abeliano com relacgao
a adicao.

(2) Dados M, e gN e se temos também M entao M &g N & um S-mod
pela definicao de s(em; & n. )= E(smi) %¥ n; , para todos
m.rM,n.;NeS;S.

i i
(3) Dados Mp_o e LN, entao M ®; N & um mod-S pela definicao de
< - _ 5 - - = - § a
(/.‘mi @ n.)s= Z(mjs) ®n; , para todos m, : M, n, N e
s ¢ S.

Demonstracao: Encontra-se em (L - p.117! e (L - p.120 ],

O proximo lema traz algumas propriedades basicas a res-
to de produto tensorial.
Lema 1.2.2: Seja R um anel, Temos:

a 2z M =
(1) Dados RM e NR’ entao R ®R M M e N ®R R N ,_

!\\

(2) Dados M, Np e P, entao (M & N)@, P (Mg, P) & (N &, P).

R R
(3) Dados MR e RN, entao M @R N = N ®RO M .
(4) Dado RM’ entdo M" = R" @R M, onde M" e R” s3o somas diretas
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de n copias de M e R respectivamente,

Demonstracao:

Encontra-se em:

(1) L - p.123! (2) IL - p.124]
(3) 'L - p.121;

£ consequéncia de (1) o (2

A seguinte proposicao da algumas maneiras para a constru
cao de bimodulos,

Proposicao 1.2.3: Sejam R, $, T anéis e RBor pPar mCp bimodu-
los. Entao:

(1) HomS(A,B) € um T-R-bimdodulo por

(t.f) (a)=t(f(a))
(f.r) (a)=f(ra),

e
onde r ¢ R, t ¢+ T, a ¢« A, f ¢ Hom,(A,B).
o)
(2) HomT(B,C) & um S-R-bimdédulo por (s.qg) (b)=g(bs) e
(g.r) (b)=g(b).r, onde r R, s ¢+ 8, b ¢ B, g« HomT(B,C).
(3) Cgg A é um T-S-bimdédulo por (zjci & a,).s= S {a.s) e
t.(Z:'.ci g‘ai):,F(tci) & ag onde 8 . S, t . T, c, C 3
a. « A,
i
Demonstracao: Encontra-se em (L - p.120 ],
Lema 1.2.4: Sejam A, e B R-mod, K um conjunto nao vazio, K K.
Entao:
(1) Hom{ & Ak,B) A 1 Hom(ﬁk,B)
le kt;K :
(2) Hom(B, IL ) & on Hom(B,Ak)
ktK k:K
Demonstragac: Encontra-se em [L - p.1247.
Corolario 1.2.5: Dado tzM, entao Hom(Rn,M) g an
L0roLario I
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Demonstracao: Por (1.2.4)-(1l) temos Hom (R™,M) = {Hom(R,M))n e

também temos Hom(R,M) = M por (1.1.6). Logo, Hom(Rn,M) oM.

Sejam Ai e Bi R-mod e ti: Ai v B R-mod homomorfismos ,

n., Definimos:

o :igl 4" i§1 A 5 iil B, por U(al,...,an)z(vl(al),...,hn(an))
com a. ¢ A,

Temos a seguir o lema:
Lema 1.2.6: € & um R-mod homomorfismo.
Demonstracgao: A demonstracao & imediata.
Lema 1.2.7: & & um iscmorfismo se e somente se Gi sao isomor-
fismos para todo 1i.
Demonstracao: FE suficiente provar para n=2, e o0 caso geral se-
gue por indugao. Sejam, entao, by Ai-v Bi , 1=1,2 isomorfismos.
Consideremos (bl’b2) ¢ Bl a B,, com bi : Bi’ i=1,2. Como oy )
sobrejetora, existem a; ¢ Ai' i=1,2, tais que U(ai):bi. Assim ,
O(al,a2)=(bl,b2) e, portanto 6 & sobrejetora. Também, se
O(al,a2)=(0,0), temos @l(al)=0 e Gz(az)zo. Logo alzo @ a2:0 ,

pois ei sao injetoras. Fntao ¢ & isomorfismo,

Por outro lado, seja ¢ isomorfismo. Se bi : Bi )
i=1,2, entao (bl,O),(O,bz) ¢ B, & B, e, como 9 & sobrejetora, e
e

xistem (al,x),(y,az) > Al & A2 tais que \fl(al):bl e bz(az):b2
temos Gi sobrejetoras. Se Gi(ai):o, i=1,2, entao L(al,O) =

3(0,a2)=(0,0) e, como § & injetora, temos ai=0, i=1,2. Entao Gi
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sao injetoras e Uy sao isomorfismos,

Um ideal minimal de um anel R & um ideal nao nulo que
nao contém nenhum outro ideal nac nulo de R. Tal ideal sempre e
xiste no anel artiniano, gque definimos agora.

Definicao: Um anel R & dito artiniano a esquerda (direita) se

-~

toda cadeia descendente de ideais a esauerda (direcita) & esta-

cionaria, isto &, se i 20, 7D T2 ey entao existe
N > 0 tal que I, = 1., = ... .

1 N N+1
Lema 1.2.8: R & um anel artinianc a esquerda se e somente se

qualquer conijunto nao vazio de ideais a esquerda de R tem um e-
lemento minimal,

Demonstracac: Fncontra-se em [A-M - p.74],

Definicao: A sequéncia dos R-mod M', M, M" e R-mod homomorfis-
mos £, g

£ g )
(*y 0-» M > M=->M"5 0 & dita exata se f & injetora, g e so-

brejetora e f(M')=Kerg.

A sequéncia (*) & dita exata gque se fatora se ela é

exata e £(M') & um fator direto de M, isto é, M = f(M') & C, on

de C & algum R-submddulo de M,

Temos as seguintes condigoes cquivalentes para uma se-

quéncia exata que se fatora,

f] £,
Lema 1.2.9: BSeja (*) 0 -» M' "M -"M" = 0 uma scaucncia exata.



Entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) (*) & uma sequUéncia exata que se fatora

(2) Existe homomorfismo Iq* Ms» M' tal que glfl:IdM‘
(3) Existe homomorfismo a0 M" » M tal que f292=IdM"

Demonstracao: Encontra-se em [(MA - p.167.

Damos a seguir a definicao de R-mod projetive, que desem
penha papel importante em nosso trabalho.

Definicao: P & um R-mod projetivo se P ¢ um fator direto de um

médulo livre, isto &, existe um médulo livre R e um R-mod 0
n
tal que P & Q = R,

Notacao: P: R-proj.

Proposicao 1.2,10: P & um R-mod projetivo se e somente se exis

tem um conjuntoc de elementos {Xi?iﬁI ¢ P e um conjunto de homo-
morfismos {fi}ial ¢ P* = HomR(P,R) tais que para todo x t P, te

mos x=2jfi(x).xi, onde guase todo fi(x):o.

Chamamos (Xi'fi)i“ um sistema de coordena-

el T

das projetivo de P,

Demonstracao: Encontra-se em [B - p,71].

Corolario 1.2,11: P & um R-mod projetivo finitamente gerado se
e somente se existe um sistema de coordenadas projetivo finito

)

de P, isto &, existe (x.,f

i Ey com I um conjunto finito.

i=1’



§3. ANEIS SIMPLES E ANEIS SEMI-SIMPLES

Neste paragrafo fazemos um estudo a respeito de anéis
simples e anéis semi-simples, que tem importancia na sequéncia

do trabalho.

Sabemos que se D & um anel de divisao, entao D nao tem i
deais bilaterais nao triviais, nem ideais a esquerda ou A direi
ta propriocs nao nulos. Definimos agora o chamado ancel simples,

que traz uma condic¢ao um pouco mais fraca do gque o anel de divi
sao, isto &, nao tem ideais bilaterais, mas pode ter ideais a

esquerda ou a direita proprics nao nulos.

Definicao: Seja R um anel. Dizemos que R & um ancl simples se

0s Unicos ideais bilaterais de R sao (0) e R.

Vemos que qualquer anel de divisao é simples. Apresenta

mos a segulr alguns exemplos:

Exemplo 1: Se D & um anel de divisao, entao Mn(D) & um anel
S S. Seje e o= (a, .) al =i =1 e a,.=0 se 1#l i7K
simple Sejam e, . (alj, tal que Yk L e 113 0 se i#h ou j#k

para h,k=1,2,...;n. Entao {ehk}h,kzl,...,n forma uma basc de

onde 8. =1 se j=h e 6 0

1\ . . > € =Q ., (S . 3
1n(D) sobre D, e temos Lijehk Cix"3n 3h jh

se j#h. Seja I#(0) um ideal bilateral de Mn(D)' vVamos mostrar
gue I=R. Seja 0#a ¢ I. Representamos a:Xaijeij, onde aij e Do,
Como a#0, existe pelo menos um ahk#o para alguns h e k. Entao
e, ,.ae = fa,.{le ,e..e = a,,e v I. Como a,,#0, entao a,, @
hh““kk _1.3( hh™ij Kk “hk“nk hk” 7! “hk
inversivel e, assim, ek € I. Mas para i=1,...,n temnos
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eihehkeki = eii ¢ I. Logo ell+...+enn, a identidade de Mn(D)’

pertence a I. Portanto I=R.

Exemplo 2: Consideremos V um espago vetorial a esquerda de di-
mensao infinita sobre um anel de divisao D, R:EndD V o anel de
todas as transformagoes lineares de V em V (1.1.7) e o conjunto
F={T ¢ R | T(V) & um subespacgo de dimensao finital}. I' nao & va-
zio, pois as projegoes sao transformacgoes lineares cujas ima-
gens sao de dimensao finita. Vamos mostrar que R nao & um anel
simples. Afirmamos que F & um ideal bilateral proprio de R.
M

Claramente, a identidade I, ¢ F. Logo F ¢ R. Se T e F, co-

1.
—T2)(V) < dimDTl(V) + dimDT

2

mo T, - To ¢ Re dim_(T (V), entao

1 2 D71

T,-T, ¢ F. Sejam agora S e Re T e F. Como T(V) € de dimensao

2

finita, entao S o T(V) = S(T(V)) também é de dimensao finita e,
dai temos S 0o T ¢ F. Vemos que T o S ¢ F, pois T(S(V)) < T(V) .
Portanto F € um ideal bilateral prbéprio de R, donde R nao & um

anel simples.

Observacao: Os Unicos subideais bilaterais de F sdo (0) e  F.

Realmente, F & um anel simples sem identidade. [K - p.931.

Definimos a seguir o Radical Jacobscn gue torna-se neces
sario para o prossequimento.

Qefinicao: 0O Radical Jacobson J(R) é a intersecgéo de todos os

ideais a esquerda maximais de R.

Colocamos, entao, algumas propriedades de J(R):
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Lema 1.3.1: Sejam x ¢ J(R) e r ¢ R. Temos:

(1) R(l+rx) R

R

il

(2) R{l+xr)

Demonstracao:

(1) Suponhamos R(l+rx) # R. Como R(l+rx) €& um ideal a esquerda,
existe um ideal a esquerda maximal L tal que R(l+rx) C L e,
portanto, l+rx e L. Como x ¢ J(R) e J(R) & um ideal a es—
querda, entao rx ¢ J(R) ¢ L. Dali 1 ¢ L, o que & uma contra-
digao. Assim, R(l+rx) = R.

(2) Por (1) temos que existe u & R tal que u(l+rx)=1, ou seja,

u=l-urx. Temos:

(1-xur) (1+xr) = 1 - xur + XIr - XUrxr
= 1 - xur + x(l-urx)r
= 1 - xur + xur
=1

Entao concluimos que R(l+xr) = R.

(o))

Lema 1.3.2: J(R) um ideal bilateral proprio de R.

Demonstracao: Temos 1 ¢ J(R), o que mostra que J(R) § R. Para
demonstrarmos o resultado, & suficiente verificar gue dados reR
e x ¢ J(R), temos xr ¢ J(R). Se xr i J(R), entao existe um i-
deal a esquerda maximal L de R tal que xr # L. Isto implica que
RXr + L = R, ou seja, existem s ¢ R e h ¢ L tal que sxr + h =1.
Seja y=-sx. Logo temos y ¢ J(R) e R = R{l+yr) (1.3.1-(2)). En-
tao h=l+4+yr ¢ L, de onde concluimos que R = R(l+yr)-Rh « L, e}

que € uma contradicao. Logo J(R) & um ideal bilateral de R.
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Lema 1.3.3: Seja I um ideal a esquerda de R tal que 1"=0 para

algum n inteiro positivo. Entao I < J(R).

Demonstracao: Vamos provar que I ¢ M para todo ideal a esquer-

da maximal de R. Seja x ¢ I. Suponhamos x ¢ I-M para algum ide-
al maximal a esquerda M. Logo temos Rx+M = R, isto &, existem
r ¢«e Reme M tal que rx+m=1. Seja y=-rx ¢ Rx CI. Assim yn=0,
pois 1"=0. Temos: (1 -y + y2 + ...+ (—l)n—lyn—l)(l+y):l—yn=l.

Logo, l+y & uma unidade, o que implica que R(l+y) = R. Como

l+y=m, R = Rm C M e temos uma contradigéo. Portanto x ¢ M.

Um ideal minimal de um anel R sempre & um R-mod simples.
Temos:
Definicao: Seja R um anel. Um ideal & esquerda nao nulo I de R

& dito simples a esquerda se os Unicos subideais a esquerda de

I sao (0) e I.
Exemplo: Seja R = K & K, onde K & um corpo. Entao

I=1{(a,0) | ae K} g R & um ideal simples a esquerda de R.

O resultado a seguir d3d uma condigao para que um ideal
simples seja R-mod projetivo.
Teorema 1.3.4: Seja I um ideal a4 esquerda simples de R. Entao
I & um fator direto de R se e somente se IZ#O.

Demonstragéo: Suponhamos I um fator direto de R, isto é, R=1IQ@P

com P um R-mod & esquerda. Seja 1: R » I a projegao tal que
9(i+p)=i, onde i ¢ I e p ¢ P. Entao

0 # 1(1) = 1(1(1)) = 9(1(1).1) = 9 (1)T(1) = (1(1))°, que & um
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elemento de I2. Dal temos 12#0. Por outro lado, suponhamos 12#0
e, entao, existe x ¢ I tal que Ix#0. Como Ix & um ideal a es-
querda de I e I & simples, temos Ix=1. Assim, existe y ¢ I tal
que yx=x. Como y2x = y(yx) = yx, temos (yz—y)x=0. Se y2%y, en-
tao 0 # R(yz—y) C I, o que implica que R(yz—y)=1, pois I & sim-
ples. Entao, O=R(y2—y)x=Ix, o que & uma contradigao. Logo y2=y.
Como yx=x e Ix#0, temos y#0. Assim, O0#Ry C I_e, entao, I = Ry.
Consideremos agora a sequéncia exata 0 » I % R ~» R/I -~ 0 , on
de i & a aplicagao inclusao, e definimos um g~mod homomorfismo
$: R > I por ¢(r)=ry, para todo r ¢ R. Entao, para qualquer
a ¢ I=Ry, existe r ¢ R tal que a=ry. Logo,

¢ o i(a)=¢ o il(ry)=¢ (ry)=(ry)y=ry=a, para todo a ¢ I, de onde
¢ © i=IdI, a aplicagao identidade em I, o que significa que a
sequéncia & exata que se fatora, ou seja, R = I & R/I (1.2.9)

Portanto I & um fator direto de R.

Definigcao: Um anel R & chamado semi-simples d esquerda (direi-

ta) se R & uma soma de ideais simples a esquerda (direita).

Observacao: Se R =71 I., onde I. sao ideais a esquerda sim-
jed ] ] ~
ples, como 1 ¢ Re 1 = x, + X + ... + %x_, com X, ¢ I., entao
0 1 n J J
R =1 I.. Por isso, um anel semi-simples a esquerda &€ uma soma
j=1

finita de ideais simples a esquerda.

Queremos agora chegar que, na definicao de anel semi-sim

ples, a soma de ideais simples € uma soma direta.



Lema 1.3.5: Sejam I, J, K ideais a esquerda de um anel R tal
que J € I. Se R=J&K, entao I =J & (KN I).

Demonstracao: Como J C I e KNI <CI, temos J & (KNI) CI. A

gora, seja x € I C R=J & K. Entao, x=j+k, com j ¢ J e k € K
Se k=0, entao x=3J ¢ J CJ & (KNTI). bal I ¢ J & (K MNI). Se
k#0, temos k=x-j ¢ I + J, e, logo,

ke (I+tJ)) "NK=INK+JINK=TINK, pois J N K=(0) guando
R =J & K. Assim, x=j+k ¢ J & (I N K). Logo I ¢ J 4 (K/MI). En

tao temos I = J & (KN 1).

n
Teorema 1.3.6: Sejam R = £ I., onde Ij sao ideais a esquerda
j=1
simples, e J um ideal d esquerda qualquer de R. Entao:
(1) J & £ I. =R , onde K ¢ {1,2,...,n}
jeKj
(2) v I. = @ I., onde K C {1,2,...,n!}
jz»:Kj jeKj
(3) J = &_ I. , onde K = {1,2,...,n! - K
jeK J
Demonstracao: Se J=R, nao ha nada a provar. Se J’%;R, entao e-
xiste 1 ¢ j € n tal que Ij ¢.J. Como Ij é simples, temos
o o
I. N J=(0). Dai, I. + J =1I. & J. Seja
iq Jg 3
s =1L ¢c{1,2,...,nY 1 3N LI.=(0) e T I.= & TI.). Como
jer J jer, 4 jeL

{jo}g S, S#¢¥. Entao, pelo Lema de Zorn, existe um elemento maxi

mal K se S. Afirmamos que J & 2 I, = R. Se J & 7 I. §<R, en-
jexk J 4 JeK I
tdo existe h ¢f{l,2,...,n} - K tal que I, ¢ J & 1 I.. Como I
h heg I h
é simples, temos (J $.§KI.)/W I, = (0), isto &,
J
J N T I. = (0) e = I. . Entao KUfhle s

. b I. & .
j eKUth} J jervihl 4 jeruin ) J
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Mas K % K U {h}. Temos , entao, uma contradicao. Dai temos as

demonstragoes de (1) e (2).

Como J & I, =R e v I.. N &I, = (0), onde R:{l,...,n}—K.
jeK J jek  gex J
Entac ! I. C J. Por (1.3.5) temos
jeK
J= 5 I.& (( g I.)MNJ) = 3 I.= & I. , o que completa a de
jCKJ JFK] jstKj jEKj

monstragao do Teorema.

Temos, entao, importantes consequéncias:
Corolario 1.3.7: Um anel R semi-simples d esquerda & uma soma

direta finita de ideais a esquerda simples.

Corolario 1.3.8: Todo ideal a esquerda de um anel semi-simples

a esquerda & R-mod projetivo.

Corolario 1.3.9: Se R é semi-simples a esquerda e A & um ideal
maximal a esquerda de R, entao R = A & I, onde I é um ideal sim

ples a esquerda.
n
Demonstracao: Como A¥R e R= ¢ I. , entao existe I_j tal que
3=1 -
L ¢ A. Logo, Ij/W A = (0), pois L ¢ simples e N + I, = R, ja

que A & maximal. Portanto A & Ij = R.

Com os resultados anteriores, chegamos, agora, a uma ca-

racterizacao do anel semi-simples, encontrada em [BA

Teorema 1.3.10: R & um anel semi-simples a esquerda se ¢ somen

te se R & artiniano d esquerda e J(R)=(0).
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n
Demonstracao: Seja R semi-simples a esquerda. Entao R = E‘Ij ,

J=1
onde Ij sao ideais a esquerda simples. (1.3.7). Se Jl;’J2 2 ...
€& uma cadeia de ideais a esquerda em R, entao, pelo Teorema
(1.3.6-(3)), temos: J, =& I, , J, = I. , ... , com

1 . 3 2 . Jj
jeKl j€K2
Ki<:A{l,2,...,n}. Como Jl ; J, ;?... , temos, de imediato
Kl ;’Kz D ... . Como Kl & um conjunto finito, a cadeia deve ser
estacionaria, isto &, R & artiniano. Vamos provar agora que
J(R)=(0). Seja, entao, A um ideal maximal a esquerda qualquer
de R. Por (1.3.9), existe um ideal simples a esquerda I de R
n
tal que A @ I = R. Como R = @I, , R sO possui um namero finito
i=1 n
de ideais maximais a esquerda Ai =& I. , para i=l,...,n e, lo-
j=1
n j#i
go, J(R) = MA, = (0).
k i
i=1

Por outro lado, vamos supor R artiniano a esquer
da e J(R)=(0) e provar que R & semi~-simples a esquerda. Seja S
o conjunto dos ideais I a esquerda de R, I#0, talque I nao pos-
sa ser escrito como uma soma finita de ideais a esquerda Sim-
ples de R. E suficiente provar que S = @, pois R & um ideal a

esquerda de R e R ¢ S. Se tivermos S # §, entao existe um ele-

mento minimal A de S, pois R & artiniano. (1.2.8). Seja T o con
junto dos ideais a esquerda I # 0 de R tal que I C A. Notemos
que A ¢ T. Logo T # @. Novamente, como R & artiniano, temos I

um elemento minimal de T. Vemos que I & um ideal a esquerda sim
ples e 12 # 0, pois se 12=0, I &J(R)=(0) , (1.3.3), mas T # 0.

Como 12 # 0, por (1.3.4), R=1 & X, onde X = R/ Como R-mod.
I



Seja g:R » I a projecao natural e consideremos a sequéncia de

i
R-mod exata: 0 > I > A > A/ > 0 , onde i é a aplicagao inclu
sao. Definimos um R-mod homomorfismo f: A » I por f(a) = f(a) ,
para todo a ¢ A, sendo f a restricao de 1 sobre A:ﬂfA. Logo,

f o i(x)=f(x)=1(x)=x, para todo x ¢ I. Entao f & uma retracao ,

e a sequéncia se fatora. (1.2.9). Temos A = I & A/ e, portan-
I
to, podemos escrever A = I & A', com A' um ideal a esquerda de
R, como um submddulo de A tal que A' = A/ . Notemos que A'#(0),
T

pois A # I, isto porque, se A=I e I & simples, entao A ¢ S, mas
A ¢ S. Também, A' %—A, pois I # (0). Como A é elemento minimal
de S, entdo A' ¢ S. Logo, A' & uma soma direta finita de ideais
d esquerda simples de R. Entao A = I & A' também o & e isto im-

plica que A ¢ S, o que & uma contradicao. Assim, temos S = ¢ e

provamos que R & semi-simples a esquerda.



CAPITULO II

GENERALIZACOES DO TEORFMA DF WEDDERBURN

No Teorema de Wedderburn, (1.1.15), tinhamos como hipétg
ses M, um R-modulo simples e fiel, e M de dimensdao finita sobre
R'=EndR M , que € um anel de divisao pelo Lema de Schur,
(1.1.13). Quando R & um anel de divisao, entao qualquer espacgo
vetorial sobre R de dimensao um & simples e fiel. Os resultados
principais deste capitulo e deste trabalho apresentam-se, no se
gundo paragrafo, como generalizacoes do Teorema de Wedderburn .
Primeiramente, consideramos como hipotese, apenas um anel R sim
ples e artiniano, concluindo a existéncia de um anel de divisao
D e um D-espago vetorial de dimensao finita M tal que K e
EndD M sejam isomorfos. Para demonstrar este resultado precisa
mos do Teorema de Morita, Auslander e Goldman, |A-G] e [M|, que
é apresentado, antes, no primeiro paragrafo. Observamos que a
demonstracao dada agui & totalmente diferente da classica, a
qual pode ser encontrada, por exemplo, em [L - p.65l. O proximo
passo, que & realmente uma surpresa, € o fato de que se temos R
um anel simples e M, um ideal a esquerda nao nulo de R, entao R
e EndD M sao isomorfos, onde D=EndR M . Este importante resul-
tado & devido a M. A. Rieffel, [R], mas a demonstragaoc apresen-

tada & original deste trabalho.



§1. O TEOREMA DE MORITA, AUSLANDER E GOLDMAN

Vamos apresentar uma sequéncia de resultados, necessa-
rios para chegarmos ao Teorema de Morita, Auslander e Goldman,
que & o objetivo deste paragrafo.

Queremos, na verdade, construir o seguinte diagrama:

L& P ®go Homgo (P, S°)

R — Endso P

onde P & um R-mod, P*=HomR(P,R) e S=EndR P .

O primeiro passo dessa construcao é o isomorfismo dado
por HomR(M,R)®R Q = HomR(M,Q), quando RM €& projetivo finitamen
te gerado e Q & um R-mod.

*

*
Consideremos RMRe RQ . Seja M =Hom_(M,R). Sabemos gque M

R
- * .
€ um R-R-bimdédulo por (1.2.3-(1)). Entao M (g% Q é um R-mod por
(1.2.1-(2)). Também, HomR(M,Q) é€ um R-mod por (1.1.4-(1)). Defi
nimos a aplicacgao:
*
OM: M ®R.Q > HomR(M,Q) ; por GM(f & x) (m)=£f(m) .x , onde

*
feM, xe Qeme M.

Temos O seguinte lema:

Lema 2.1.1: oM & um R-mod homomorfismo.
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Demonstracao: O fato & provado usando-se a propriedade univer-

sal de produto tensorial, [L - p.llSﬁ, se pudermos verificar

. *
gque a aplicagcao F: M x Q =~ HomR(M,Q), dada por

*

F(f,x)(m) = f(m).x , com f e M, xc Qeme M, & bilinear so-
bre R. Vejamos: sejam f,fl, f2 € M*, X, Xqg X5 € 0 eme M. Te-
mos :
F(fl+f2,x)(m) = (fl+f2)(m).x = fl(m).x + f2(m).x

= [F(fl,x) + F(fz,x)1.m e
F(f,xl+x2)(m) = f(m).(xl+x2) = f(m) Xq + £ (m) X,

= [F(f,x) + F(£,x,) ] ()

Também, seja r ¢ R. Entao:

F(fr,x) (m) = (fr) (m).x
= (f(m).r).x pois M* & um R-mod a direita
(1.1.3-(h))
= f(m).(rx) pois RQ

= F(f,rx) (m)

Portanto, F é bilinear sobre R, e o lema estd demonstrado.

O proximo teorema diz em quais condigoes 0, & um isomor-
fismo.
Teorema 2.1.2: SeRMRé um R-mod projetivo finitamente gerado,

entao OM é um isomorfismo.

Demonstracao: Como M & projetivo finitamente gerado, M €>N=Rn,

onde N & um R-mod e n & um inteiro positivo. Temos uma sequén-

cia de isomorfismos:

0" = Homy(R",0) = Hom (M @ N,Q) = Homy(M,Q) @ Homp(N,Q) ,  por

(L.2.5) , (1.2.4), e



n _ sn. . n N . -
0" = RO xXp Q= HomR(R ,R)(@RQ —HomR(Mui)N,R)(X% Q
* *
= [HomR(M,R) @HomR(N,R)] Xp Q ¢ (M &g Q) + (N Xp Q) , por
(1.2.2) , (1.2.5).
Logo, 0, & 0: (M*.gR 0) @;(N*,gh Q) ~ Hom,(M,0) & Homg(N,0) &

um isomorfismo. Entao, por (1.2.7), QM & um isomorfismo.

Recordemos, agora, alguns resultados necessarios a conti

* -
nuidade. Dado Rgﬂ‘sejam S=EndR P e P =HomR(P,R). Entao temos:

(1) S & um anel. (1.1.7).

*
(2) P & um R-R-bimdédulo, (1.2.3-(1)), tal que (f.r)(x)=f(x).r,

(r.f£) (x)=r.(£f(x)) e (rlf)r2=rl(fr2), para todos f ¢ P* ,
¥, y, I, € Re x e P.

(3) P & um S-mod, por g.x=g(x), para todos g e S e x ¢ P, poxr
(1.1.8).

(4) P & um mod-s®, por x.9°=g.x=g(x), para todos g ¢ S e x ¢ P.

(5) P & um R—So—bimédulo, pois r.(x.go)=r(g(x))=g(rx):(rx).gO

(6) P & um mod-S, (1.1.3-(5)), por f.g(x)=f(g(x)), para todos

*
feP, ge Sexe P.

*
(7) P & um S°-mod, por g°.f=f.g, para todos f ¢ P e g ¢ S.

(8) P & um S°-R-bimddulo, (1.2.3-(2)), por (g°.f) (x)=f(x.9°) ,

O O

(f.r) (x)=f(x).r e go.(f.r):(g .f).r, para todos go € S ,

*
f e P, XxXe Pere R.

*
(9) P ®; P & um §°-s°-bimddulo, (1.2.3-(3)),por

\ o _ o]

go(zfi x)xi) = Z(go.fi)\x X4 . para todos

*

o
fi e P, X; € Peg e S

O



Como S° também & um $°-5°-bimddulo, podemos definir uma
3 -~ * O
aplicacao entre P Br P e 5.

*
Lema 2.1.3: A aplicagao u: P Xgp P s¢ dada por

*
[u(f R x)]o(y) = f(y).x , onde f ¢ P, y, x ¢ P, & um SO—SO—bi

moédulo homomorfismo.

Demonstracdo: Notemos que n(f & x) ¢ S°. Entdo

(w(f & x)]1° ¢ s°9%=s. a verificagao de que j € bem definida e é

*
um R-mod homomorfismo & analoga ao caso Op: P B P = S.(2.1.1)

*
Agora, sejam go € SO, vy e P e t:ij 5'e X; ¢ p XR P, onde

*

fi e P, X, € P. Temos:

1
(b (g®.0)]%y) = [u(go.(Zfi x,xi))jo(y)

LE) @,xi)]o(y) por (9) acima

£ & xi)}o(y)} pois p & homomorfismo
definicao de yu

=1 fi[g(y)J.x. por (7) e (6) acima

i

=l utf, & x)]%@y) definicdo de u

=3[ u(fi x'xi)]o.(g.y) por (3) acima

= (3 [u(fi g}xi)]o-g)(y) por (1) e (3) acima

= ([z w(f; ®rxi)]otg)(y) s & um anel e (Xsi)o=z(sio)
= [go.(ZAu(fi @>xi))]o(y) pois (slsz)o=szo.slo, s, €8

= (g% (t) % (y)

O

Logo, ulg .t) = g .u(t)

Também, temos:



L (£.99]%y) = [w(CE, @ %) .99 ]%(y)

= [u(zfi & g(xi))]o(y) por (9) acima

=1 wi(f, x g(xi))]O(y) y € homomorfismo

= 1f. (y).g(x;) definicao de u

=z g[fi(y).xij pois fi(y) e Re ge EndRP

= g(zfi(y).xi) g €& homomorfismo

= g.1| w(f; @»xi)wo(y) por (4) e definicao de

= g.[u(zfi @»xi)jo(y) 4 é homomorfismo e (Zsi)O=ZsiO
= 9. v (©]%)

_ T ovo o__. 0. o0

= lp(t).g”]"(y) (sy8,) =8, s,

Logo, u(t.go) = u(t).go e, entao, y & um 5°-5°-pimédulo homo-
morfismo.

A respeito de u temos o seguinte resultado:
Teorema 2.1.4: 1y é isomorfismo se e somente se P & R-proj fini

tamente gerado.

Demonstracao: Suponhamos P R-proj finitamente gerado. Entao,
temos p=0, em (2.1.2). Logo u & um isomorfismo.
Agora, se u & um isomorfismo, entao existe
n * * )

t —iilfi ¥ X, ¢ P B P, com fi e P e X, € P, ta que
u(t):lso=lS Logo, para todo z ¢ P, temos:

e} 0,0 - 110 n
z =zl = (1g7) .z = Luw(E, @ x) |7 (2) = iilfi(z).xi

Portanto, {fi}, {xi} formam um sistema de coordenadas projetivo
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finito de P, isto &, P é projetivo finitamente gerado. (1.2.11)

*
Sabemos que P ®go P é um R-R-bimddulo, (1.2.3-(3)), por

5 = 2 o N ‘%7\ = Y e ~
(% X, ¥ fi)r by X & (f..r) e r(z X, & fi) b (rxi).ﬂ fi ,
*

onde X, € P, fi e P, r e R. Como R também & um R-~R-bimddulo ,

- *
vamos definir, agora, uma aplicacgao entre P X, o P e R.
P

~ - , *
Proposicao 2.1.5: A aplicacao «t: Pixso P -+ R, dada por

*
t{x & £f) = £(x) , onde f ¢ P , x ¢ P, & um R-R-bimddulo homomor
fismo.

~ - . - o) .
Demonstracao: 1 e bem definida e € um S™-mod homomorfismo, no-

vamente, pela propriedade universal de produto tensorial, se pu

—~— * -
dermos verificar que a aplicacao ¢: P x P - R, definida por

SO

*
6 (x,f) = f(x), para todos £ ¢ P , x ¢ P, & bilinear sobre s@

*
Para x, X, e P, £, £ f2 ¢ P, temos:

ll
= f(xl) + f(xz) = ¢(xl,f) + ¢(x2,f) e

X
1;

¢(X1+X2If) = f(Xl+X

2

5)

It

b (x, £ +f2) (fl+f2)(X) = fl(X) + fz(x) = ¢(x,f,) + ¢(x,f2)

1 1

- . O O =~
Tambem, seja g~ ¢ S~ . Entao:

o (x.9°,£) = 6(g(x),f) = £(g(x)) = f.g(x) = g°.f(x) = 4(x,9°.£).
Assim, ¢ & bilinear sobre S°. Vamos verificar que 1 & um R-R-bi

mbdulo homomorfismo:

T(r.(z X, @ f£)) = t(lrx) & £,) = volrx; & fi) = Lf (rxi)

= rzfi(x.) = rl T(Xi,f ) = rt(Z x :X:fi) e
T x; @ f).r) = (T ox; & (£,.r)) = ulx; &« (f;.1r))
= Zfi.r(xi) = Zfi(xi).r = (Efi(xi)).r = (T(in @‘fi)).r



(P)

Definigao: Chamamos t aplicacao traco. Denotamos Imt por T

R
e dizemos que TR(P) € um ideal traco de R.
De fato:
Lema 2.1.6: TR(P) & um ideal bilateral de R.

- ) *
Demonstracao: Sejam fl(xl)’ f2(x2) € TR(P), com fl,f2 e P ,
X1 X5 € P. Como fl(xl)—f_z(xz):T(xl & fl)—r(xz:x f2):

* —~
=T(x1.g>fl—x2 @\fz) , temos Xq x>fl—x2 & f2 e P 8@0 P . Entao,
fl(x)-fz(x) € TR(P). Também, sejam r ¢ R e t ¢ TR (P). Entao e-

*
Xiste u= in & fi e P P tal gque t(u)=t. Assim,
r.t = r.t(u) = 1 (ru) e t.r = 1(u).r = t(u.r). Portanto ,
r.t e t.r e TR(P). Logo, TR(P) & um ideal bilateral.

Observacao: Se P=0, entao 1o (P)=(0), o ideal nulo, pois £(0)=0

*
para todo £ ¢ P .

Se P & R-proj, temos o seguinte resultado sobre TR(P).

Proposicao 2.1.7: Seja P um R-mod projetivo. Consideremos
A=1,(P). Entao temos:

(1) a%=a

(2) AP=P

Demonstracao:

(1) Temos AZ < A sempre. Vamos provar que A & Az. Seja r ¢ A

~ *
Entao existem yj e P e gj e P tais que

r = 1(% Y @;gj) = Zgj(yJ) . Se {fi}, {xi} & um sistema de
coordenadas projetivo de P, entao yj = I fi(yj)xi , onde
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£ (yj)=0 para quase todo i. Logo,

r = % g.(T fi(yj)xi)

j
D .Lf.( )X,/ >ois f£.(y.) € R e g. & homomor-
I 4 gj * yj + ; * yj gj fismo
=531 f£,(y.)g.(x,)
5 i i3 74971
Assim, temos r & AZ, pois fi(yj):T(yj & fi) ¢ A e
j(x )—T(x ® g ) ¢ A. Entao A ¢ AZ ¢ temos A2:A.
(2) Como A & um ideal de R e P & um R-mod, temos AP < P. Vamos
mostrar que P & AP. Seja, entéo, X ¢ P. Temos:
X = 3 [fi(x):lxi = Z[ (X & f ]x . Portanto, x e AP, pois
1(x K f.) ¢ A e X, € P. Logo, P ¢ AP e temos AP=P.
Dados R%Qe S= End P , colocamos, agora, por convenién-

cia, alguns fatos:
(1) S & um R-mod, (1.1.4), por (r.f) (x)=rf(x), para todos re R,

f ¢ S e x e P.

(2) s° & um R-mod, por (r.go)(x)=r.go(x), para todos r € R '

© ¢ s%e xe P (Analogo de (1))

(3) s® & um R—So—bimédulo, pois [(r.go) o) hol(x):(rgo)(ho(x)) =
= r.go(ho(x))=r.[(go o h° x)]=r|[(h o 9)° (x ﬂ o}(ﬁ

lr.(h o g)
o)

= [r.(gO o) ho)](x) , para todos r ¢ R, g , h” ¢ s e xc P.

(4) P & um S-mod, (1.1.8). Logo, P & um mod-s°, por x.gO:g(x) '

para todos go e s° e x ¢ P.

(5) P & um R-S°-bimddulo, pois (r.x).go=g(rx):r.g(x):r.(x.go)

’

para todos r ¢ R, Xx ¢ P e go e s°.
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(6) T=Endso p =HomSo(P,P) & um R-R-bimdédulo, (1.2.3-(1)) e te-
mos (rf) (x)=r(f(x)) e (f.r)(x)=f(rx) , para todos r ¢ R ,
f ¢ Endso P e x e P.

(7) Endgo P = EndS P , como S-mod. (1.1.5).

(8) Hom (P,So) é um R-R-bimddulo, (1.2.3-(1)), e temos as mes-

SO

mas operagoes que em (6).

(9) Homso(P,So) €& um SO—R—bimédulo, (1.2.3-(1)), e temos
(go o f)(x)=go o (f(x)) e (f.r) (x)=f (rx), para todos
go £ SO, f ¢ HomSO(P,SO), X e P er e R.

(10)P @%o HomSo(P,SO) é um R-R-bimddulo, (1.2.3-(3)), e temos
(z Xs ® fi).r = I X ® (fi.r) e r(Zxi @‘fi) = Z(rxi) @'fi ,

para todos X, e Py fi € Homso(P,SO) e r ¢ R.

Definimos mais uma aplicacao:

Lema 2.1.8: A aplicagao n': P xso Hom (P,SO) -> Endso P =T, de

g0
finida por [u'(x @)f)](y) = x.f(y), onde x, y € P e
f e Homso(P,So), & um R-R-bimddulo homomorfismo.
Demonstracao: Como p' & uma aplicacgao analoga de u: P &RP+SO,

a demonstragao também o €. Entao p' € um R-R-bimédulo homomor -
fismo.

*

Lembremos que P =Hom_(P,R) & um SO—R—bimédulo, e que a a

R
. * 3
plicagdo u: P &, P - s®, dada por |u(f % x)|°(y)=f(y).x, & um

s°-s°-bimédulo homomorfismo, (2.1.3),

Definimos outra aplicacao:
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Lema 2.1.9: A aplicacao ¥: p" 4~HomSO(P,SO) definida por
v(g) (z) = u(g ® 2z), onde g = P* e z P, & um S°-R-bimédulo ho-
momorfismo.

Demonstragéo: De imediato, temos Yy uma aplicagéo bem definida,

pois ¥ é bem definida. Agora,
¥(g,+9,) (2)=u((g +g,) & z)=nlgy & 2)+ulg, & 2)=|v(g))+v(g,) | (2)
para todos gyr 9, =P ez e P. Também,

¥(h.q9) (z) = u((h°.9) & 2)

o) *

= w{h .(g & 2)) pois P XRP & um $°-s°-bimédulo
= ho.u(g(g z) pois 1 & um $°-5°-bimddulo hom.
= 1. [v(g) (2) ] definicdo de ¥
= . 0(q) ] (2) por (9) acima
para todos he e SO, g € P* e z € P, e

v(g.r)(z) = u((g.r) € z)

= u(g & (rz)) ¥ & um R-mod homomorfismo (2.1.3)
= ¥(g) (rz) definigao de ¥
= (¥(g).r) (z) por (9) acima

. = o .= .
Assim, v € um S -R-bimodulo homomorfismo.

Sabemos que Endso P =T & um anel, (1.1.7), e temos rTR

Definimos uma aplicacao entre R e T.
Lema 2.1.10: A aplicagao i: R ~ Endso P =T, definida por
i(r){x)=rx, para todos r ¢ R, x ¢ P, & um R-R-bimédulo homomor-

fismo. Também, i € um homomorfismo de anel, com i(l_)=1

R T*

Demonstracao: Verifiquemos, primeiramente, que i(r) ¢ T. Entao

O

para todos r € R, x, X X, € P e go € 57 temos

17 72
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= r(x +x2) = rxq+rx, = i(r)(xl) + i(r)(Xz) e

1

r(x.q°)

H.
=
9
Q

0
I

(r.x).q° pois P & um R-S°-bimddulo

li(r) (x)].g°

il

Entao, para qualquer r, i(r) & um mod-s° homomorfismo, isto &,
i(r) ¢ T. Vamos provar, agora, que i & um homomorfismo de anel:
. _ _ _ . . “
1(11+r2)(x) = (rl+r2)x rlx+r2x Ll(rl) + 1(r2)J(x) e
L(rr,) (x) = (ry7y)x = £y (ryx) = ilry) fryx] = i(r)) Lilr,) (x)]

= i(rl) o) 1(r2)(x)

para todos ry, r, ¢ R e x ¢ P. Temos também,

It

Plryr) (x) = (r].0) (x) = ry(rx) = ry [i(0) (0]

= [rli(r)](x) pois T & um R-R-bimddulo

Entao, i(r,.r)=r,i(r) para todo r

1 1

)=i(r).rl, para todo r

1 e R. Analogamente, temos

i(r.x e R. Logo, i € um R-R-bimédulo ho

1 1

momorfismo. Para finalizar, seja £ ¢ T. Entao temos:

(1

) o £](x) P (E(x)) = 1. £(x) = £(x) = £(1,.%)

R R

I

£i(1) (x))

Il

[f o i(lR)l(x) , para todo xe P.

Entao temos 1(lR)=lT.

A partir das aplicacoes definidas anteriormente, chega -

mos ao seguinte resultado:

Proposicao 2.1.11: Consideremos o seguinte diagrama:
* 1@ v o
P ®SO P > P ‘é(,JSO Homso(P,S )
I
T ‘ p!
v i v
R > Endgo P =T



onde 1(x ® £)=f(x), v(£) (xX)=pn(f & %), Lu(ffﬁ X)jo(y)=f(y).x '

[u'(x g;g)?(y)zx.g(y) e 1i(r) (x)=rx, para todos x, y ¢ P .
*

feP , ge HomSO(P,SO), r ¢ R. Entao, o diagrama comuta.
Demonstracao:

. o * * m s -
Seja 1 xi @;fi e P xso P , com Xi e P, fi e P . Temos:
w0 L@z x, & £) ] (y) = u' (3 x, & ¥(£)) (y)

= 3 xi.w(fi)(y)

i’ i
= sluf; % y) [%0)
=73 fi(xi) y
= !~Xfi(xi)](y) , para todo y ¢ P

Por outro lado,
ior(z x, ® £)]y) = 10 £,(x)) (y) = [ £,(x)].(y) , para to

doy ¢ P.

I
[
0
=

Logo, u' o (1 & vy) , € 0o diagrama comuta.
Apresentamos, a sequir, o teorema devido a Morita, Aus-

lander e Goldman.

Teorema 2.1.12: (Morita, Auslander, Goldman)

Consideremos Rgz.Seja < (P)=R. Chamemos S=End, P e T=Endso P

R
Entao:
(1) P & um S°-mddulo i direita projetivo finitamente gerado.

(2) O homomorfismo de anel candnico i: R » T & um isomorfismo.

Demonstracao:
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X, @\fi), por (2.1.11).

Entao, para qualquer y ¢ P, temos:
y = 1o(y) = ' (L ) (2 x; & £)(y) = T ox [wE) ()]

Notemos que w(fi) € HomSo(P,SO) e X, ¢ P. Portanto,

n
{w(fi),xi} € um sistema de coordenadas projetivo de P
i=1

sobre s°, isto &, P & um S°-m&dulo & direita projetivo fini

tamente gerado. (1.2.11).

Temos Pg0 . Também temos TP(P um T-mod) com a operagao

f.x=f(x), para todo f ¢ T e x € P. (1.1.8). Entao,
- * - -

P @%o Homso(P,So) e um T-mod e P &SO P & um T-mod também ,

por (1.2.1-(2)). Para t € T temos:

1 & p(t.(z xi@fi)) =1 & V(¢ t(xi) R fi)

I

Dotxg) & v(f))

=t (2 x; & V()

]

t.l g v(2 X, & fi)

Assim, 1 ® ¥ & um T-mddulo homomorfismo.

Para y e P e t ¢ T temos:
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p'(t. (x X, & fi))(y) = u'( t(x.) % fA.) (y)

i i
=1 t(x )t (y)
= t (% Xifi(y)) pois fi(y)LSO e Pgo
=t (0 ox; x £ (y)

Entao p' & um T-modulo homomorfismo.

Agora, seja t ¢ T. Entao:

t = t.lT

= t.u' o (1 % ¥)(Z x, & f£) pois Ixy e n' sao T-mod ho

momorfismos

' o (1 & v)(t.(z X, & fi))

' o (1 & ) (L t(xi) X’fi)

il

Logo, temos u' o (1 & v) sobrejetora, e, como p' o (1 & ¥)=
=i o 1, entao i & sobrejetora.

Para terminar a demonstracao, falta mostrar que i & injeto-
ra, ou seja, que Ker(i)=(0). Vejamos:

Temos I=Ker(i)={r ¢ R | rx=0 para todo x ¢ PJ. Logo
I=AnnR(P), o anulador de P em R. Entao IP=(0). Como
R=TR(P), temos

I = IR = ITR(P) = I (Imt)

*
It (P &0 P )

Il

*
T (IP® o P ) pois 1 & um R-R-bim. homo.
5 (2.1.5)

= (0)

Assim, temos R e T isomorfos como anéis.



§2. GENERALIZACOES DO TEOREMA DE WEDDERBURN

Apresentamos, neste paragrafo, os dois resultados princi

pais deste trabalho.

Temos, a seguir, uma generalizacao do Teorema de Wedder-—
burn, (1.1.15), que também & devido a Wedderburn, mas a demons-—
tragao dada aqui & diferente da classica.

Teorema 2.2.1: (Wedderburn)

Seja R um anel simples e artiniano a esquerda. Entao existe um
anel de divisao D e um D-espac¢o vetorial de dimensao finita M
tal gue R e EndDM sejam isomorfos como anéis.

Demonstracao: Como o Radical Jacobson J(R) de R & um ideal bi-

lateral proprio, (1.3.2), e R & simples, entao J(R)=(0). Como R

& artiniano a esquerda, por (1.3.10), R & um anel semi-simples

L

esquerda. Consideremos o conjunto de todos os ideais a esquer
da de R. Entao, existe um ideal a esquerda simples M de R, pois
R é artiniano. Logo, rM €& projetivo, por (1.3.8), ¢, por

(2.1.7), temos M=t_(M).M, o gque implica qgue TR(M) # (0}, pois

R
M # (0). Como TR(M)#(O) é um ideal bilateral de R, (2.1.6), e R

é simples, entao 1_(M)=R. Seja S=F.ndR M . Pelo Lema de Schur ,

R
- s . o a0 =
(1.1.13), S € um anel de divisao. Seja, entac, D=57. L claro
que D & também um anel de divisao. Agora, aplicamos o Teorema

de Morita, Auslander, Goldman, (2.1.12), e temos que M & um D-
-médulo a direita projetivo finitamente gerado, ou seja, M & um
D-espag¢o vetorial de dimensao finita e R e EndD M sao isomor -

fos como anéis.



O proximo teorema, devido a M. A. Rieffel, [R}, & ainda
uma generalizacao do Teorema 2.2.1. A demonstracao apresentada
aqui é original deste trabalho.

Teorema 2.2.2: (Rieffel)

Seja R um anel simples. Seja M um ideal a esquerda nao nulo de
R, e consideremos EndRM=R'. Entao R e FndR'M sao isomorfos como
anéis.

Demonstragao: Definimos uma aplicagao L: R - EndR,M:R“ por

L(r)er, para todo r £ R, onde Lr(x)=rx, para todo x ¢ M. Obser
vemos que Lr e R" e que L & um homomorfismo de anel. (1.1.12)

Vamos verificar que L & um isomorfismo de anel.

Para verificar que L & injetora, basta mostrar
que Ker (L)=(0). Sabemos que Ker (L) €& um ideal bilateral de R,
(1.1.2), e, como R é& simples, Ker(L)=R ou Ker (L)=(0). Se tiver-
mos Ker (L)=R, entao 1 ¢ Ker(L). Assim, L, (x)=x=0, para todo

1

X € M, o que contradiz o fato de M ser nao nulo. Logo, Ker (L) =
=(0), e temos L injetora.
Provamos que I, & sobrejetora, mostrando que

L(R)=R". Para isto, verificamos gue Lpw € L(R) e que L(R) & um

ideal a esquerda de R”. Temos Ll:lR“ , pois, para quaisquer
f ¢ R" e x ¢ M, temos (Ll o f)(x)=Ll(f(x)):l.f(x):f(x):f(l.x) =
=f(L1(X))=(f o Ll)(x). Loao, lR“ e L(R). Para mostrar que L(R)
& um ideal a esquerda de R", é& suficiente provar que dados

f e R" e L.« L(R), entao f o L, e L(R). Seja, entao, x ¢ M. Te

mos:
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f o Lr(x)

Assim, £

Entao temos R e EndR. M

£f(r mir:x)

-

f(m.r,x)
iT1i

v £ o Fr X(m‘)

}_J

MR & um ideal bilateral de R,
(1.1.1). Como MR#(0), pois M#(0),
simples, ontao MR=R.

Qe Logo

R
r=ym.r.
1

, comm, - Mo r., ¢ R.
i i i

-

vols f & homomorfismo e m, r.x=
=(m,r,)x ¢« M, pois m,r. = MR=R e
i7i iTi

M & um R-mod.

onde Frx(m):mrx, para todo m ¢ M.

Frx e R', pois:

Frx(ml+m2)=(m1+m2)rx:mlrx+m2rx
:Frx(ml)+Frx(m2) e

Frx(am)z(am)rx:a(mrx):aFrX(m) ,

onde m,ml,m t M e ace R.

2

um R'-mod.

Dy

M

f & um R'-mod homomorfismo.

um R'-mod e f(mi) e M.

(O

M

definicao de F
i

onde sf(m.)r. & MR=R.
i’71

L. e L(R). Portanto, L(R)=R" e L & sobrejetora.

isomorfos como anéis.
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