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fini~o sobre u~ anel nualnuer R, nrocuranos cbcnar ~ 

análoqos aos da 1\lC!ehra Linear. Indaq,l.ndo sobre~ Fn~R r1 c.= R f I o 

conjunto de todos os R-móduJ o homomor f i sJT1ns ,-1 cr;cn1Pn1~ ele• f1 crn 

~1, cone] uimos nue R' c um R-móc'lulo ;l_ r"~;nnenl~, ( 1 • 1 . 4), sob CPr-· 

anel, nara todo R-módulo ;l_ esquerda~. (l .J .7). Ainda, verifican 

do 0ue Jl.1 pode ser considerado como nm R' -mócluJ o ,-} c~ sntH'rc1<1, node 

R 11 - F. d ~· mos pensar em . - ,n R' • e, assim, R" 6 ti1mh0r1 um anel. nuerc~-

mos, então, mostrar quando R e R" são isomorfos como anéis. 

Da 1\lqehra Linear temos nue nr.:1 transf'orM,lr·ão ] irwar ~·;o-

hre u~ espaco vetorial F de dimensão fin"iti! n ,-., n.1 "01'ln<.if"', iF"1<'. 

m;1t.riz n x n sohro F, ( Jl- r>.7.f~4 ]. Nest".(' tr;·th<tlho, rrn<1rvlo P 0 11m 

anel de divisão, chamamos um mó~ulo ;l_ csnuer~a (~ircjti1) sobre R 

rl.e espaco vetorial ;l_ esnnerdél. (dir0i L1.) sobre P. D<11, se> '1 0 um 

R-módu] o à csnuerda li vrc de dimensão f i ni t:1 n ~;nhrc· P, oh tr~PlO ~; 

nue um R-módulo homomorfismo i1 esnuen1a 0, t:omh0m, un1<1 matri7. 

n x n sohre R, ( l. 1 .11) . 

l\o considerarmos um R-módulo ii csntwrdi1 ~-1 simn1 r~s, c}·,erra-

mos nue F.nc1R 1'1 =R' é um anel ne cHvisão, (J.J .ll), "• r>nt.ão, n~ 

demos ter ~ esnaco vetorial de dimensão finita sohre T) I 

'· . l\ss im, 

com as h i nótescs de um R-mnnnl o ii esnnr>nlo ~1 s ir'lr>l e!": 0 f i r>] e ~1 

d•· dimensão finita sohre R', ohtcmos nm i.soP1orfisr11o <·le unf'] c:n-

trc R e R", no 'I'coremi1 de ~· 7 cdc1erhurn, ( 1. J .1 r;) • o nh ·; ct: i vn nr in-
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cinal deste trabalho~ anresentar nenernlizar~es deste resul-

tnr'!o. f'nrn isto vemos alrrumas nronried<H1es in1nnrtnnt0s C' L<zr~mos 

um estuno sobre anPí_s si.mnlcs 0 serü-simnles, chcnnnon ,,o resu]­

tudo 0ue afirma crtw R é um anel semi-sjmnles à cs0uenla se e so-

m c n t c s e R é a r t i n i n no il e s '! u e r d <1 e ,T ( R ) = ( n ) , ( ] . l • 1 n ) . 

n ~rimeiro fato nue neneraJíza o meorema de 

surne cruando consideramos como hin6tese ar1enas um anel R simnl0s 

0 é1rtiniano, concluindo a exíst~ncia de um anel rl0 rlj,rjs~n n 0 

um D-espuco vetorial ele ôimensZi:o finité1 ~1, rl0 P12n0:lrn rm0 P r' 

:rnd
0 

H sejam isomorfos, (2.2.1). Depois, retirando a hipÓh'Sf' r1c 

R ser artiniano e considerando ~1, um ir1eal il esnu0nln n,=ío nuln 

de R, chenamos a uma serrunda ncneralizacZío, com a conclusâo de 

rrue R e :rnnn 1'1 sâo isomorfos, onrle D = FnnR r1, (:::>. /. 7) • T'st0 ím­

nortante resultado e deviso a M. A. Rieffel. 

Fste trabalho acha-se dividido em nois canitu]os. O can{­

tulo I é composto ne trés nará:rrrafos e o capitulo TT, de dois na 

rá:rrrafos. No primeiro parâqrafo do capitulo I anresentamos o Te~ 

rema de Wedderburn e, nos dois parâqrafos sequintes nreparamos o 

necessário para as rreneralizaçÕes do Teorema de ~· 1 ennerhurn. Sâo 

apresentadas, então, alqumas nefinicÕes e nronrienades no sPrrun­

do pará:rrrafo eJ no terceiro pnrilnrafo, f nzemos um esturlo sobre a-

néis simnles e semi-simples, onde encontramos umn caracteriza-

çâo do anel semi-simples, já citada acima. As qeneralízacões no 

Teorema de ~edderhurn aparecem no secrundo narárrrafo no capitulo 

IT e o primeiro nará:rrrafo deste capitulo é tono ele denicndo no 

Teorema de Morita, Auslanner e Goldman, (2.1.12), pr~-rcrruisito 
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parR a primeira qpneralizac~o anresentada. rste tPnremn traz re-

auerda r e um S0 -m6dulo a direita projetivo finitarn0nte qerado 

onde S = EndR r , e ~ue R e T rndco P s~o isnmorfns cnmn 
,-, 

a-

n~is. A sequnda ncneralizac~o c o teorema devido a ft1 A.Ricffel, 

mas a demonstrac~o dada 6 oriqinal deste trnhalhn. 
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CAPÍTULO 1 

PRELIMINARES 

Neste capítulo, -no primeiro parágrafo, partimos da noçao 

de R-módulo á esquerda e qeneralizamos o conceito de espaço ve-

torial da Álgebra Linear, com o objetivo de apresentar o Teore-

ma de Wedderburn, (1.1.15). Indagando sobre EndRM=R', o conjun­

to de todos os R-módulo-homomorfismos á esquerda de M em M, ch~ 

gamos á conclusâo de que R' ~ um R-módulo á esquerda, sob cer-

tas condições, (1.1.4). Tamb~m, R' ~ um anel, para todo R-módu-

lo M, (1.1.7). Verificando que M pode ser considerado como um 

R'-módulo à esquerda, definimos R"=EndR,M e, assim, R" também é 

um anel. O Teorema de Wedderburn nos diz quando R' e R" são iso 

morfos como an~is. Nos dois parágrafos seguintes apresentamos 

resultados que terâo influªncia no desenvolvimento do capitulo 

II, onde vemos generalizações do Teorema de Wedderburn. No se-

gundo parâarafo sâo dadas algumas definições e propriedades, e 

no terceiro parágrafo fazemos um estudo sobre an~is simples e 

semi-simples, chegando a uma caracterizaçâo de an~is semi-sim-

ples, (1.3.10). 
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§l. O TEOREMA DE WEDDERBURN 

O objetivo deste parágrafo e apresentar o Teorema de 

Wedderburn. 

Damos início com a definição de anel. 

Definição: Um conjunto nao vazio R é chamado anel se existem 

duas operações + e . definidas em R tal que (R,+) é um grupo a-

beliano, (R,.) e um semi-qrupo com identidade e as sequintes 

propriedades são válidas: a. (b+c)=a.b+a.c e (b+c) .a=b.a+c.a , 

para todos a,b,c f R. Denotamos um anel por (R,+,.). 

Se temos a.b=b.a para todos a,b t R, dizemos que R 

e um anel comutativo. 

Consideramos neste trabalho sempre anéis com elemento i-

dentidade l e tal que lfO, 

-Colocamos a seguir a noçao de homomorfismo de anel. 

Definição: Sejam R e S dois anéis. A aplicação f : R ~ S é um 

homomorfismo de anel se: 

(l) f(a + b)=f(a) + f(b) e 

( 2 ) f ( ab) =f (a ) . f ( b) para todos a,b • R. 

Apresentamos agora a definição de ideal a esquerda ( di-

rei ta) . 

Definição: -Seja R um anel. Um subconjunto nao vazio I de R e 
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denominado um ideal ~ esauerda (direita) de R se valem: 

(l) se a,b ~I, então a-b I 

(2) se r t R e a t I, então ra t I (ar : I) 

Um ideal 5 chamado ideal bilateral (ou um ideal) se 

ele e ideal ~ esquerda e ~ direita. 

O prõximo lema fornece-nos um exemplo importante de um i 

deal bilateral. 

Lema 1.1.1: 
n 

Se I é um ideal ~ esauerda de R, então 

IR= { [ a. r. 
i=l l l 

ai t I,ri t R, para todo i) é um ideal bilateral 

de R. 
n 

Demonstração: Basta verificar que r ( 2.. a. r.) 
i=l 1. l n 

( ~a.r.)r 
i=l l l 

t I R, onde a . t I e r, r . : R. 
l l 

Temos: 
n n 

r ( L: a . r . ) = 2: ( r a . ) r . IR, pois ra. I 
i=l l l i=l l l .L 

n n 
( :::: a. r. ) r= .'.~ a. (r. r) 
i=l l l i=l l l 

!:: IR, pois r.r R 
l 

IR e 

e 

Definição: Se f : R ··• S é um homomorfismo de anel 1 o núcleo de 

f=Kerf é o conjunto dos elementos a de H tal que f(a).:.::O, 

Temos o sequinte lema: 

Lema 1.1,2: Se f : R+ S é um homomorfismo de anel, então Kerf 

e um ideal bilateral de R. 

Demonstração: Encontra-se em (H - p.ll3J. 
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Apresentamos agora a definição do anel oposto de um anel 

R, que é um anel com os mesmos elementos do anel R, com a adi-

-çao definida da mesma maneira que em R e tendo uma multiplica-

-çao que troca a ordem dos elementos. 

Definição: Seja (R,+,.) um anel. Em R0 =(x0 

mos: 

(l) A adição definida em R0 e a mesma definida em R, isto e: 

o o o x + y = (x + y) para todos x,y ~ R 

(2) A multiplicação e dada por: 

o o o x .y = (yx) para todos x,y t R 

Verifica-se facilmente que R0 e um anel com as ope­

rações acima. R0 é chamado anel oposto de R. 

Observemos que quando R é comutativo, não há dife-

o rença entre R e R . 

Como x00 .y00 = (y0 .x0
)

0 = (xy) 00 em R00
, temos que R e 

R00 são isomorfos, pois podemos definir a aplicação f : R ~ R00 

00 por f(x)=x , para todo x ~R. Daqui para frente identificare-

Roa R . t ~ 'd oo mos com , 1s o e, cons1 eraremos R = R. 

A definição de m6dulo que apresentamos a seguir e uma g~ 

neralização da de espaço vetorial, pois ao invés de restringir-

mos os escalares a um corpo, permitimos que sejam elementos de 

um anel qualquer. 

Definição: --Seja R um anel qualquer. Um conjunto nao vazio M e 

dito um R-m6dulo a esquerda se (M,+) é um grupo abeliano, com 
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uma aplicaç~o definida por R X M ~ M para todos r R e m ~ M, 

(r ,m) --? rm 

satisfazendo as seguintes propriedades: 

(1) r(a+b) = ra+rb 

(2) (r+s)a ra+sa 

(3) r(sa) = (rs)a 

( 4) la = a para todos ~1, b M c r,s R. 

sequndo M X R • M para todos rn r M e r ~ R. 

(m,r) ..,. mr 

Por conveni~ncia usaremos as sequintes notaç6cs: 

Notações 

Rt-1 

R-mod 

Sejam R e S anéis. 

M é um R-módulo à esquerda 

R-módulo à esquerda 

M é um R-módulo à direita 

R-módulo à direita 

considerando RM e SM e r(sn)=s(rP1), rtR,s,S,mUL 

considerando MR e MS e (mr)s=(ms)r, rí.R,s~S,m(.~1. 

considerando Rl'·1 e MS e tal que seja válida a se-

guinte propriedade: r(ms) = (rm)s, para todos r r R, 

Observemos que o anel oposto 6 importante para o desen-

volvimento do trabalho, pois se M e um R-mod, ent~o M e um 

mod-R0 e se M é um mod-R, ent~o M e um R0 -mod. Estes fatos -sao 
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válidos, pois temos: o o r.m=m.r e m.r=r ,m, para todos r , R e 

m t M. 

A seguir generalizamos a noção de transformação linear 

quando do estudo de espaços vetoriais. 

Definição: Dados Rt-1 e RN, um R-módulo homomorfismo ~esquerda 

ª uma aplicação f: M ~ N tal aue: 

(l) f(m
1

+m2 ) = f(m
1

)+f(m2 ) 

(2) r.f(m) = f(r.m) R. 

Definição: Dados MR e NR, um R-módulo homomo_r_f_i_s_m_o ___ a _____ d_i_r_e __ i_t_a 

é uma aplicação f: M 7 N tal que: 

(1) f(m
1

+m
2

) = f(m1 )+f(m2 ) 

(2) f(m.r) = f(m).r para todos m,m
1

,m2 ~ Me r l R. 

Definição: Quando temos RMS e RNS' f: M ~ N e um R-S-bimódulo 

homomorfismo se f ª um R-m6dulo homomorfismo a esquerda e um 

S-m6dulo homomorfismo ã direita e, ainrl.a, r.f(ms)=f(rm) .s para 

todos r i- R, m "'- M e s t S . 

Como o conjunto de todas as transformações lineares en-

tre dois espaços vetoriais e um espaço vetorial [H - p.l74], en 

tão questionamos agora se, dados RM e RN' HomR(H,N) é um R-m6du 

lo à esquerda também ou não, onde HomR(M,N) e o conjunto de to­

dos os R-m6dulo homomorfismos ã esquerda f: M ~ N. 
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Um fato ª que HomR(M,N) ª um grupo abeliano com relaç~o 

a adição definida por (f+g) (m) = f(m)+g(m) para todos m ~ M e 

f,g s HomR(M,N). 

Observemos que, caso R seja comutativo, definindo 

~.~(m)=f(r.m) para todo f ~ HomR(M,N), r , R, m c M, então 

HomR(M,N) e um R-módulo a esquerda. Para ver isto e suficiente 

verificar a seguinte propriedade: [(rs).f](m) = f(rs.m) =f(s,r.m)= 

= ~s.f)(r.m) =[r. (s.f)}ml, onde r,s ::: Rem ~ M. Caso R seja -na o 

comutativo, definindo (r.f)(m)=f (r.m) ~ chegamos a [(rs) .f](m) = 

=[s. (r.f)}m), o que mostra que, assim, HomR(M,N) não é, necess~ 

riamente, um R-módulo à esquerda. Mas vejamos alguns resultados 

na proposição a seguir. 

PrOJ20Sição 1.1.3: Se R s ·- -. quaisquer, temos: e sao anels 

(l) Dados Rl\1 e S-RN ' então HomR(M,N) e um S-mod pela 

definição de (s.f) (m)=s. (f(m)) 

( 2) Dados MR e NS-R , então HomR(M,N) e um mod-S pela 

definição de (f.s) (m)=f(m) .s 

( 3) Dados S-RM e RN então HomR(M,N) e um mod-S pela 

definição de (f . s) ( m) =f ( sm) 

( 4) Dados MS-R e NR ' então HomR(M,N) e um S-mod pela 

definição de ( s . f) ( m) =f ( ms) 

( 5) Dados RM e RNS ' então HomR(M,N) e um mod-S pela 

definição de (f.s) (m)=f(m) .s 

( 6) Dados Rr.'TS e RN ' então HomR(M,N) e um S-mod pela 

definição de (s.f) (m)=f(ms) 
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Demonstração: Verificamos as quatro propriedades da definição 

de m6du1o em cada um dos casos. Sejam, então, s,s
1

,s 2 ~ S, m M 

e f,f
1
,f

2 
~ HomR(M,N). 

( 1 ) ( s • ( f 
1 
+f 

2 
) J ( m) = s • ~ ( f 

1 
+f 

2 
)( m) J = s . (f 

1 
( m) +f 

2 
( m) -l = ( s • f 

1 
+ s . f 

2 
) ( m) 

[<s
1

+s
2

) .f_\ (m)=(s
1

+s
2

) .f(m)=s
1

.f(m)+s
2

.f(m)=(s
1

.f+s
2
.f) (m) 

( ( s 
1 

s 
2 

) • f J ( m) = ( s 
1 

s 
2 

) . f ( m) = s 
1 

. ( s 
2 

. f ( m) ) = s 
1 

. I ( s 
2 

. f ) ( m )_I 

= [ s 
1 

• ( s 
2 

• f) I (m) 

(l.f) (m)=l.f(m)=f(m) 

( 2 ) r ( f 1 + f 2 ) . s :1 ( m ) = [ ( f 1 +f 2 ) ( m ) 1 . s = 1: f 1 ( m ) +f 2 ( m )j . s 

=f
1

(m) .s+f
2

(m) .s=~ 1 .s+f 2 .s](m) 

[f. (s
1

+s
2

)] (m)=f(m). (s
1

+s
2

)=f(m) .s
1

+f(m) .s
2
=(f.s

1
+f.s

2
.J (m) 

[f. (s
1

s
2

)] (m)=f(m). (s
1

s
2
l=[f(m) .s

1
1.s

2
= ~(f.s 1 ) (ml} .s 2 

=l(f.s1)s2j (m) 

(f.1) (m)=f(m) .1=f(m) 

(3) (<f
1
+f

2
l.s](m)==(f

1
+f

2
) (sm)=f

1
(sm)+f

2
(sm)=(f

1
.s+f

2
.s) (m) 

[f. (s
1

+s
2
l] (m)=f((s

1
+s

2
)m)=f(s

1
m+s

2
m)=f(s

1
m)+f(s 2m) 

=(f.s
1
+f.s

2
) (m) 

[f. (s
1

s
2
)) (m)=f( (s

1
s

2
)m)=f(s

1 
(s

2
m) )=(f

1
.s

1
) (s

2
m) 

={(f.s
1

)s
2

) (m) 

(f.1) (m)=f(1.m)=f(m) 
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( 4 ) ;~ s . ( f 1 + f 
2 

) _] ( m ) = ( f 
1 

+f 
2 

) ( m s ) = f 
1 

( rn s ) + f 
2 

( m s ) == ( s . f 
1 

+ s . f 
2 

) ( m ) 

[(s 1 +s 2 ) .f] (m)=f(m(s
1

+s
2

))=f(ms
1

+ms
2

)=f(ms
1

)+f(ms 2 ) 

= (5j" f +5z.. f ) (m) 

I_ (s 1 s 2 ) .f1 (m)=f(m(s
1

s
2

) )=f( (ms
1

)s
2

)=(s
2
.f) (ms

1
) 

=(s
1 

(s 2 .f) \ (m) 

(l.f) (m)=f(m.l)=f(m) 

(5) Demonstra-se da mesma maneira que (2). 

(6) Demonstra-se da mesma maneira que (4). 

A sequir apresentamos um corolário que responde ao nosso 

questionamento anterior a respeito de HomR(M,N). 

Corolário 1.1.4: Temos os sequintes resultados: 

(1) Dados R~e RN, então HomR(l'~,N) e um R-mod. 

(2) DadosRM eRNR, então HomR(M,N) e um mod-R. 

Demonstração: 

(1) Como temos RN' podemos considerar Rql' e, 

(1.1.3), temos o resultado. 

( 2) Como temosRt 1 

' 
podemos considerar n p R e, 

(1.1.3), temos o resultado. 

Temos também o sequinte corolário: 

então, 

então, 

por (fi ) de 

por (5 j de 

Corolário 1.1.5: Dados RMRe R~~ então HomRo(MR0 ,NRo) é um 

mod-R0 e HomRo~,N) é igual a HomR 0 U~R 0 ,NRo) como P.-mod. 

Demonstração: Por (1.1.3)-(5), HomR0 (MRo,NRo) e um mod-R
0 

e 
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e (f 0 .r0
) (m)=f 0 (m) .r0

, para todos f 0 ~. HomRo(MP.o,NRo), r 0 
't R0

, 

d o - -m ;: M. Como um mo -R e um R-mod, temos que HomRo(MRo,NRo) e um 

o o o o R-mod, e r.f =f .r , para todos r t R, f : HomRo(MRo,NRo). 

Para qualquer f : HomR(M,N), temos f(m1 +m2 ) 

=f(m1 )+f(m2 ) e f(m.r 0 )=f(rm)=r.f(m)=f(m) .r0
, o que implica 

o 
f ' HomRo (M1p, NRo) . Por outro lado, f : HomRo (MRo, NRo) e, 

- o o o o o o o o tao, temos f (m
1

+m2 )=f (m
1

)+f (m
2

) e f (rm)=f (mr )=f (m) .r 

=r.f0 (rn). Dai temos f 0 ~ HomR(M,N). 

= 

que 

en-

Assim, HomR(M,N)=HomRo(MRo,NRo) como conjuntos . 

Mas, como (f0 .r0
) (m)=f0 (m) .r0 =r.f0 (m) e (f0 .r0

) (m)=(r.f 0
) (m) 

- o o -entao r.f (m)=(r.f ) (m). Portanto, eles sao iguais corno R-rnod. 

Vejamos o seguinte lema: 

Lema 1.1.6: Dado RM, ent~o HomR(R,M) M corno R-rnod. 

Dernonstraç~o: Encontra-se em [L- p.l23 I. 

Uma qeneralizaç~o do anel das transformações lineares 

sobre um espaço vetorial é o fato de que EndR M = HomH(M,M) e 

um anel, para todo R-rnod M, Temos isto a seguir. 

Proposiç~o 1,1.7: Dado RM' (FndR M,+,o) e um anel com as oper~ 

-çoes +e o definidas por: (f+g) (x)=f(x)+g(x) e 

(f o q) (x) =f (q (x)), para todos x ~1 e f, g 

Demonstraç~o: Encontra-se em 'H- p.262J. 

Seja EndR M=R'. Temos aqora que seM e um R-mod, cntâo M 

também e um R'-mod. 
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Lema 1.1.8: Dado RM' consideremos EndR M=R'. Então M também 

um R'-mod- por f.m = f(m) onde f~P' P mt~. 

~ 

e 

Demonstração: Sejam f,f
1
,f

2 
~ R' e m,m

1
,m

2 

Cf 1 +f 2 ) .m=Cf 1 +f 2 ) (m)=f
1 

(m)+f
2 

(m)=f
1

.m+f
2

.m 

f. (m1 +m2 )=f(m1 +m2 )=f(m
1

)+f(m
2

)=f.m
1

+f.m
2 

M. Temos: 

(f 1 o f 2 ) .m=(f1 o f 2 ) (m)=f
1 

(f 2 (m) )=f
1 

(f
2

.m)=f
1

. (f
2

.m) 

IR, .m=IR, (m) =m 

Portanto, M e um R'-mod. 

Uma consequéncia de (1.1.6) e (1.1.7) e: 

Corolário 1.1.9: Dado RM, seja R'=FndR M. Então R"=EndR, M e 

um anel. 

Observemos que para f R" 
' 

q ' R' ' m M, ternos: 

f(q(m))=f(g.m) pois j\1 e um H ' -mocl 

=q.f(m) pois f R" 

=q(f(m)) pois r-1 E' um R' -mod (' f (m) M 

-Fazemos, mais adiante, um estudo de quando H e R" sao i-

somorfos. Para isto, torna-se necessário pensar um pouco mais 

sobre EndR M. Sabemos da Âlgebra Linear que a álgebra das trans 

formaç6es lineares sobre um espaço vetorial F de dimensão fini-

ta n e a álgebra das matrizes n x n sobre F são isomorfas, sen-

do F um corpo [H - p.284]. Colocamos a seguir alaumas defini-

ç6es e generalização deste fato. 
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Definição: Uma matriz m x n sobre um anel R é uma família de 

elementos de R da forma (aij)=(a11 
i • 
' . . 
\a l , m 

a
1 

1 
• n \ 

I 

a .1 
mn1 

onde a .. 
lJ 

R 

i=l, ... m, j=l, ... n e (a .. )=(b .. ) se e somente se a .. =b .. , 
lJ lJ lJ lJ 

para 

todos i e j. 

_!Jefinição: M (R)={(a .. ) 
n lJ 

(a .. ) e uma matriz n x n sobre R). 
lJ 

Lema 1.1.10: (M (R),+,.) 
n 

(a . ) + ( b .. ) = (a .. +b .. ) 
LJ lJ lJ lJ 

é um anel com as 

e (a .. ).(b .. ) = 
lJ lJ 

Demonstração: Encontra-se em [H - p.2841. 

operaçoes: 
n 

( r a. kbk.) 
k=l l J 

Definição: 
~ 

Seja M um R-mod. Uma base de RM e um subconjunto 

-nao vazio de M formado de elementos linearmente independentes 

gue qeram RM. RM é chamado um módulo livre se ele admite uma ba 

se ou RM=O. 

Definição: Um anel R é dito anel de divisão se para todo 

O~r t R, existe s t R tal que sr=rs=l, ou seja, todo elemento 

não nulo de R é inversível. 

Definição: Se R e um anel de divisão, um RE (um ER) é chamado 

espaço vetorial à esquer3a sobre R (espaço vetorial à direita 

sobre R) . A dimensão de RE sobre R é o número de elementos da 

base de RE. 
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Observaç6es: Temos: 

(1) Todo RHIO sobre um anel de divis,::io H tem un:i1 base~ c quais-

d ' d M · · f ;·L"'' 1- o~: 1 P"·"p 4"8.1 quer uas nases e RL'" sao tsomor .as. l __ .j_., - J,o-:) 1 ),u\)l;::! • _, .! 

(2) Um espaço vetorial RE ~ um R-mod livre. 

Temos, então, 

Teorema 1.1.11: Seja Rr-1 um rr.é..•dulo livre de dirncnsúo n sobre 

um anel R. Fn tão EndR i'~ e ~\, (H) :=;â.o i ::>orno r E os como anéis (ou , 

mais qeralmen te, como álgebro ~; ~:;obre H) , 

Demonstração: Encontra-se em [.LA- p.3271 

Lembremos que R"=EndH,H' onde H'=l;:ndr<. fli c H(~ urn P.-morJ. 

Vemos no lema seguinte que há uma cor respondênc La crn::.:re e lcnK'n 

tos de R e R", e essa correspondónci;1 é um homomorfLsmo (le u.-

nel. 

Lema 1.1.12: Temos: 

(1) Para cada r ;:. R definimos L,. (m) =rm, para todo rn t-1. En t2io 
J_ 

L t R". 
r 

(2) L: R~ R" definida por L(r)=L , para todo r 
r 

n, e um homo 

morfismo de anel, 

Demonstração: Sejam r,s R e m ~ f.1. 

(1) Verifiquemos somente a flropriedade L (f,m)=f,L (m), 
r r 

para 

todo f t R': 

L (f,m)=L (f(m))=r,f(m)=--=f(rm):::-::f,(rrn)=f,L (m) 
r r r 

( 2) L(r+s) (m)=L + (m)=(r+s)m=rm+sm=L (m)+L (m)=(L +L l (ml· 
r s r s r s' · 

=(L(r)+L(s)] (m) e 
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L(rs) (m)=L (m)=(rs) (m)=r(sm)=r.L (m)=L (L (m) )=L o L (m) rs s r s r s 

=(L(r) o L(s)](m) 

Vemos que L é injetora se e somente se rM=O implicar r=O. 

Um R-mod M chama-se fiel se para qualquer r H, se rM=O 

então r=O. Assim, RM ser fiel c L ser injetora são dois fatos e 

quivalentes. 

Vejamos o exemplo: 

Exe1.1plo: Sejam R=K ~ K, um anel como soma direta de um corpo K, 

e M=K ~O, um R-mod. Consideremos r=(O,l) ~ R. Então: 

L ( (x,O) )=(0,1). (x,O)=(O,O), para todo x ~ K. 
r 

-· Temos r t KerL, mas r~O, o que mostra que L nao e in-

jetora e RM não e fiel. 

Notemos que L é sobrej e tora se dado f ~ R", existe r ~ 1~ 

tal que Lr=f. Como Lr ~ R'', o fato de L ser sobrejetora depende 

da "densidade" de L(R) em R". Queremos chegar no Teorema da Den 

sidade. 

Definição: Um R-mod M~O e dito simples se M nao tem R-submódu-

los diferentes de O e M. 

Proposição 1.1.13: (Lema de Schur) 

~ 

Sejam RM e RN simples. Todo homomorfismo nao nulo de M em N c 

um isomorfismo. Além disso, FndR M é um anel de divis~o. 

Demonstração: Encontra-se em ILA- p.4401. 
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Observação: ---·- - Seja V um espaço vetorial. c1c cl imc'nsà.o 2 sobrl' Ufll 

corpo 1\. Por ( 1. 1 .ll) h'ITLOS C]UC Endl< V 

I'1
2

(K) não é anel de divisão, mas V tdmbém nâo é· K-s:Lmples, r)c.ds 

tem subespaços de dimen~'âo 1m., 

De:: f iniç·ão: -- -
sc>nla 

direta de R-mod simples. 

Enunciamos a seguir o importante Tc:êo r cEia d,::t Dcns idade. 

Teorema 1.1.14: Consideremos Rivl :.,;emi-~-;i.mp1cs. Sc:jai:1 P. • ="Lndn. ~1, 

R"=EndR, M, f ~ R" e m
1

, , .. rn 
n 

M. Entcio existe r 

f(m.)=rm., para todo i=l, •.. n. 
l l . 

Demonstracão: ____________ :s:_ __ Encontra-se em LA- p,444 .. 

H tal que 

Uma das consequência~.; do 'Teorema. da De>n~>.i c'laoc c· o Teurc-· 

ma de Wedderburn, que apresentamos aqora c c1ue é· o pr i r~cip::d ob 

jetivo deste par~grafo. 

Teorema 1.1.15: (Teorema de Wedderburn) 

M é de dimensão f in i ta sobre~ R' , então P. R". 

Demonstração: Seja m
1
,.,, ,mn uma basE:.~ de M sobre I\'. 

f~. R", por (1.1.14), existe r H ta 1 <1UC f (rn. ) =rn:. "=L (m ) , {Ja_ 
.L l y l 

ra todo i=1, ... ,n. Então o homomorfismo L: E.,. E", (1.1.12), e 

sobrejetor. Corno M é fiel, temos também L injetor. Portanto, L 

é um isomorfismo. 

Observação: Há outra demonstração de (1.1.15) em! L·· p.65' 
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§2. ALGUtvlAS DEFINIÇÕES E PROPRIEDl\DES 

Neste par~grafo colocamos definiç6es e propriedades que 

-serao utilizadas mais adiante. 

Sobre espaços vetoriais lembramos que o produto tensori-

al de dois espaços vetoriais ê um espaço vetorial, lHA- p.42\. 

Temos a seguir a generalização deste fato. 

Proposição 1.2.1: Sejam R,S anêis. Temos: 

(1) Dados MR e RN, então M ®R N é um grupo abeliano com relação 

à adição. 

(2) Dados MR e RN e se temos também Sl'1, então M ~R N é um S-mod 

pela definição de 

M, n. 
l 

N e s 

s ( L m. ® n . ) = f ( sm. ) ~ n . 
l l l l 

, para todos 

~ s. 

(3) Dados MR-S e RN, então M ®R N ê um mod-S pela definição de 

o: m. ~~ n. )s= L(m. s) ® n. , para todos m. : M, n. 
l l 1 l l l 

N e 

s ~ s. 

Demonstração: Encontra-se em [L - p.ll7 j e !L - p.l20 ]. 

O pr6ximo lema traz alqumas propriedades b~sicas a res-

to de produto tensorial. 

Lema 1.2.2: Seja R um anel. Temos: 

(l) Dados RM e NR' então R ®R M ::: r~ e 

(2) Dados MR' NR e Rp' então (M ~ N)@R P 

N .'VI R~ N ._ 
léYR 

~, (M ~R P) fr (N ~R P). 

(3) Dados MR e RN' então M eR N ~ N ~Ro M . 

(4) Dado RM' então Mn ::: Rn ®R 1'1, onde M11 e Rn são sornas diretas 
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de n cópias de I'-1 e P rcspecliv~mlc•ntc', 

Demonstração: Encontra-se em: 

(l) (L- p.l231 

(3) .L- p.121: ( 4) f: conscqnênc i <'I (]c~ (l) c~ ( 2) .. 

A seguinte proposicao d.3. alqumas maneira~:; para a constru 

çâo de bimódulos. 

Iroposiçao 1.2.3: 

los. Então: 

Sejam R, S, T anêis c nAc, bimódu·· 
1\. ..._) 

(1) Hom5 (A,B) ~um T-R-bimódulo por (t,f) (a)=t{f(a)) e 

(f.r) (a)=f(ra), onde r t R, t t '1', atA, f(-_ Hom
0

(l\,B). 
o 

(2) HomT(B,C) ê um S-R-bimódulo por (s.q) (b)=q(bs) 

(g.r) (b)=g(b) .r, onde r t R, S, b t· B, q t HomT ( B, C) . 

(3) C ~R A ê um T-S-bimódulo por (;c.~ a.) .s= 'c ~ (a.s) e 
.l l l l 

a. ~ A. 
l 

a. 
l 

Encontra-se em !L 

s, t c 

-- p. 1 2 o j, . . 

... 
Lema 1.2.4: Sejam Ak e B R-rr:od, 1\ um conjunto nao \ldZin, i-: K. 

Então: 

(l) l!om { &! Ak,B) -· _n 11om (l'k, B) 
kcK ktK 

( 2) Horn(B, rr t\.l '- f1 Hom(B,Ak) 
ktK kt:K 

Corolário 1 • 2. 5: Dado RH' então Bom (Hn, Ml 
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Demonstração: Por (1.2,4)-(1) temos Hom(Rn,M) :. [Hom(R,H)] n e 

tamb~m temos Hom(R,H) ~ M por (1.1.6). Logo, Hom(Rn,M) ~ Mn. 

Sejam A. e B. R-mod e (·.: A . .:; D. R-mod homomorf"ismos 
1 1 l l. 1 

para i=l, ... ,n. 
n n 

Definimos: 
n 

e = & 
i=l 

t3 . : 
l tB 

i=l 
A.~(+ B. por d(a

1
, ... ,a )=(t)

1
(u.

1
), ... ,(J (a)) 

1 . , 1 n n n 

com a. ~ A .• 
l l 

l=_L 

Ternos a seguir o lema: 

Lema 1.2.6: e e um R-mod homomorfismo. 

Demonstração: A demonstração é imediata. 

-Lema 1.2.7: 6 ª um isomorfismo se e somente se n 
~i 

sao isornor-

fisrnos para todo i. 

Demonstração: ~suficiente provar para n=2, c o caso q0ral se-

gue por indução. Sejam, então, 'J.: A. ~ B. , i=l ,2 isomorfisrnos. 
l l l 

t B
1 
~ B2 , com b. t B., i=l,2. Como 

l 1. i 

sobrejetora, existem ai L A., i=l, 2, tais cr_ue \:(a.) =b. Assim 
l . l ~ 

Ü(a 1 ,a 2 )=(b
1

,b 2 ) e, portanto 6 e sobrejotora. Tamb~m, 

tJ(a 1 ,a2 )=(0,0), ternos 0
1 

(a
1

)=0 e 0 2 (a
2

)=0. Logo a
1

=0 E~ a 2=0 

pois ei são injetoras. Então 6 e isomorfismo. 

Por outro lado, seja b isomorfismo. Se b ; i . B. 
l 

e 

se 

i=1,2, então (b 1 ,0), (O,b 2 ) t B1 $ B2 e, como J ~ sobrejetora, e 

temos e. sobrejetoras. Se 0. (a. ) =O' i=l I 2 I então c (alI o) 
l l l 

~(O,a 2 )=(0,0) e, corno G ~ injetora, temos a.=O, i=l,2. Então 6. 
l l 
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-sao injetoras e 8. sao isomorfismos. 
l 

em ideal minimal de um anel H é um ideal niio nulo gue 

n~o cont~m nenhum outro ideal n~o nulo de R. Tal ideal sempre e 

xiste no anel artiniano, que definimos agora. 

Definicão: se 
-·---__..1...._.....-

toda cadeia descendente c'! e ·j cle<1 Ls .:"i cscruenia (di rei ta) e c::; ta-

cion5.ria, 

N ) O tal que IN L l -N+ .. 

") I 
n 

, en tiio c~xistc~ 

Lema 1.2.8: R 6 um anel artiniano á esquerda se c somente se 

qualquer conjunto n~o vazio de ideais 5 esquerda de R tem um e-

lemento minimal. 

Dcmonstraçª~: Encontra-se em (.i'\-!'1 - p. 74]. 

Definição: A sequência. dos R--mod M', M, I'-1" e R-mod homomorfis-

mos f, g 
f g 

(*) O-, M' -}'H .,. M" .-, O e dita exata ~.;e f e injetora, g e so-

brejetora e f(M')=Kerg. 

exata e f(M') ê um fator direto de M, isto 6, M = f(M')@ C, on 

de C ê algum R-subm6dulo de M. 

'I'emos as seguintes condições c-qui valentes pt1ra um<:1 se-

quênc i ci. eX<:l.ta que se f a toro.. 

Lema 1.2. 9: Sejn ( *) - . 
sequ~.~ncJ a r:xZl ta. 



Ent~o as seguintes afirmaç6es s~o equivalentes: 

(l) (*) é uma sequência exata que se fatora 

(2) Existe homomorfismo g
1

: M ~ M' tal que g
1

f 1 =IdM, 

(3) Existe homomorfismo q 2 : t>1" ~ r-1 tal que f 2g 2=Id:t-
1

" 

Demonstraç~o: Encontra-se em [Hl\ - p .16 ~I. 

Damos a seguir a definiç~o de R-mod projetivo, que desem 

penha papel importante em nosso trabalho. 

Definiç~o: P e um R-mod projetivo se P 6 um fator direto de um 

m6dulo livre, isto é, existe um m6dulo livre Rn c um R-mod Q 

tal que P & Q = Rn. 

Notac~o: P: R-proj. 

~!oposiç~o 1.2.10: P é um R-mod projetivo se e somente se exis 

tem um conjunto de elementos fx._}. 
1 

c P e um conjunto de homo­
" l) lt -

morfismos {filiEI c P* = HomR(P,R) tais que para todo x t P, te 

mos x= L f. (x), x., onde quase todo f. (x) ==O. 
l l l 

Chamamos (xi,fi)ir-I um :siste~~--9_~ _ _:::_ooEc:J:~n~-

das projetivo de P. 

Demonstraç~o: Encontra-se em (B- p.7l i. 

Corol~rio 1.2.11: P e um R-mod projetjvo finitamente gerado se 

e somente se existe um sistema de coordenadas projetivo finito 

de P, isto é, existe (x. ,f.) .. 
1

, com I um conjunto fin1to. 
l l l c __ 
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Neste parágrafo fazemo~" urn <.::~s tudo a respr_:: i t:o de anéis 

simples e anéis semi-simples, que tem import5ncia r1a scquéncia 

do trabalho. 

·-Sabemos que se D é um anel de di v.i ~3iio, cnLÍ:o D nao t.cm i 

deais bilaterais n3o triviais, nem ideais ~ esqu2rda ou ~ direi 

t-:1 próprios 
--

nao nulos. De f in iP10S agora o cham.Jdo .~1nc 1 

que traz urnél condição um pouco rnai s fraca do que o i.llle1 de di vi 

sZio, isto é, não tem ideais bilater.::ds, mas pode tl'r ideais a 

esquerda ou ~ direita pr6prios n~o nulos. 

Definição: Seja H um anel. D1zemos que H e ttrr, axlc:::[ simule~: 
~--~--- - ----- --------- ----------------

os Gnicos ideais bilaterais de R siio (O) e R. 

Vemos que qualquer anel de divis5o e simples. Apr€:sent~ 

mos a seguir alguns exemplos: 

Exemplo 1: Se D é um anel de divisão, en ta o f.'l ( D) c um 
n anel 

simples. Sejam ehk= (a .. ) tal que a1 ko= l c a .. =:() ~.:;c ir'h ou jfk 
l.J 1' .lJ 

para h,k=l,2, ... fn. Então {e~k}L k=l _ forma umu base de 
Jl Llr 1 ••• 1 ll 

f.1 ( D) 
n sobre D, e temos cl.J.e 1 ,,_=el.,.8~ 11 , onde rS c:c 1 jh . ~:;e j =h 

•. 1'. 1'. J 

se j?"h. Seja Ir'(O) um jded1 bilateru.L de f<l (IJ). Vamos 
n 

que I=R. Seja Ofa c I. Represencarnos a=i~a c onde 
ij ij' 

a . . 
:L J 

Como ato, existe pelo menos um Jhkto para 3lguns h e k. 

e 6 ==O 
jh 

mostrctr 

F D • 

Então 

ehhaekk = raij(ehhcijekk) = ahkehk r I. Como ahk/0, 

inversivel e, assim, ehk E I. Mas para i=l , ... ,n 

Côll t élo a, k e n 

t.cmos 
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e.hehkek. =e .. s I. Logo e 11 + ... +e , a identidade de 
1 ·1 11 nn 

pertence a I. Portanto I=R. 

M ( D) , 
n 

Exemplo 2: Consideremos V um espaço vetorial ~ esquerda de di-

mensâo infinita sobre um anel de divisâo D, R=End 0 V o anel de 

todas as transformaç6es lineares de V om V (1.1.7) eu cor1junto 

F={ T c R T(V) ê um subespaço de dimensâo finita}. P nâo c va-

zio, pois as projeções são transformações lineares cujas ima-

gens são de dimensâo finita. Vamos mostrar que R nâo e um anel 

simples. Afirmamos que F e um ideal bilateral próprio de R. 

Claramente, a identidade IV i F. Logo F ~ R. Se T1 , T2 E F, co­

mo T1 - T2 E R e dim0 (T1-T2 ) (V) ~ dim0T1 (V) + dim0T2 (V), entâo 

Sejam agora S c R e T c F. Como T(V) ê de dimensâo 

finita, então S o T(V) = S(T(V)) também é de dimensão finita e, 

dai temos S o T c F. Vemos que Tos E F, pois T(S(V)) C T(V) 

Portanto F é um ideal bilateral próprio de R, donde R não é um 

anel simples. 

Observação: Os Gnicos subideais bilaterais de F sao (0) e F. 

Realmente, F e um anel simples sem identidade. [ K - p. 9 3j . 

Definimos a sequir o RRdical Jacobson que torna-se ncces 

sãrio para o prossequimento. 

Definiçâo: O Radical Jacobson J(R) e a intersecção de todos os 

ideais à esquerda maximais de R. 

Colocamos, entâo, algumas propriedades de J(H) 
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Lema 1.3.1: Sejam x s J(R) e r c R. Temos: 

(l) R(l+rx) R 

( 2 ) R (l +xr) = R 

Demonstração: 

(l) Suponhamos R(l+rx) i R. Como R(l+rx) 6 um ideal ~ esquerda, 

existe um ideal à esquerda maximal L tal que R(l+rx) C L e, 

portanto, l+rx s L. Co~o x c J(R) e J(R) e um ideal a es­

querda, então rx E J(R) ~ L. Daf l c L, o que e uma contra­

dição. Assim, R(l+rx) = R. 

(2) Por (1) temos que existe u E R tal que u(l+rx)=l, ou seja, 

u=l-urx. Temos: 

(1-xur) (l+xr) l xur + xr - xurxr 

l - xur + x(l-urx)r 

= 1 xur + xur 

l 

Então concluímos que R(l+xr) R. 

Lema 1.3.2: J(R) ê um ideal bilateral pr6prio de R. 

Demonstração: Temos 1 ~ J(R), o que mostra que J(R) S R. Para 

demonstrarmos o resultado, ê suficiente verificar que dados rER 

e x c J(R), temos xr c J(R). Se xr 4 J(R), então existe um i­

deal à esquerda maximal L de R tal que xr 4 L. Isto implica que 

Rxr + L = R, ou seja, existem s E R e h c L tal que sxr + h =1. 

Seja y=-sx. Logo temos y E J(R) e R R ( l +y r) ( l . 3 . 1- ( 2 ) ) . En-

tão h=l+yr E L, de onde concluímos que R = R(l+yr) Hh • L, o 

que é uma contradição. Logo J(R) é um ideal bilateral de R. 
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Lema 1.3.3: Seja I um ideal à esquerda de R tal que In=O para 

algum n inteiro positivo. Então I CJ(R). 

Demonstração: Vamos provar que I CM para todo ideal à esquer-

da maximal de R. Seja x E I. Suponhamos x E I-M para algum ide-

al maximal à esquerda M. Logo temos Rx+M = R, isto e, existem 

r c R e m s M tal que rx+m=l. Seja y=-rx c Rx C I. Assim yn=O, 

. n O po1s I = . Temos: + Y
2 n-1 n-1 . n 

(1 - y + ... + (-1) y ) (l+y) =1-y =1. 

Logo, l+y é uma unidade, o que implica que R(l+y) = R. Como 

l+y=m, R = Rm C M e temos uma contradição. Portanto x c M. 

Um ideal minimal de um anel R sempre e um R-mod simples. 

Temos: 

Definição: Seja R um anel. Um ideal à esquerda não nulo I de R 

e dito simples a esquerda se os Únicos subideais à esquerda de 

I são (O) e I. 

Exemplo: 

I = { (a,O) 

Seja R = K ~ K, onde K é um corpo. Então 

! a s K} C R é um ideal simples à esquerda de R. 
=I 

O resultado a seguir dá uma condição para que um ideal 

simples seja R-mod projetivo. 

Teorema 1.3.4: Seja I um ideal à esquerda simples de R. Então 

2 
I é um fator direto de R se e somente se I fO. 

Demonstração: Suponhamos I um fator direto de R, isto é, R=I~P 

com P um R-moda esquerda. Seja~: R~ I a projeção tal que 

~(i+p)=i, onde i sI e p s P. Então 

o f ~(1) = ~(~(1}) = 'il(~(l).l) = ~(1)~(1) ( ~ ( 1) ) 
2 

, que e um 
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2 .,. 240 2...,~ elemento de I . Dal temos I r . Por outro lado, suponhamos I rO 

e, ent~o, existe x E I tal que Ix:jO. Como Ix ~um ideal~ es-

querda de I e I~ simples, temos Ix=l. Assim, existe y c I tal 

que yx=x. Como y 2x = y(yx) = yx, temos (y
2

-y)x=O. Se y 2f"y, en-

2 2 
t~o O :1 R(y -y) C I, o que implica que R(y -y)=I, pois I ~ sim-

-~ 2 - - 2 ples. Entao, O=R(y -y)x=Ix, o que e uma contradiçao. Logo y =y. 

Como yx=x e Ixf"O, temos y:jO. Assim, Of"Ry C I e, ent~o, I Ry. 
i 

Consideremos agora a sequência exata 0-+I-+R-+ 
~ 

, o~ 
~ 

de i e a aplicaç~o inclus~o, e definimos um R-mod homomorfismo 

~: R-+ I por ~(r)=ry, para todo r E R. Ent~o, para qualquer 

a l I=Ry, existe r E R tal que a=ry. Logo, 

~ o i(a)=~ o i(ry)=~ (ry)=(ry)y=ry=a, para todo 0 r I, de onde 

~ o i=Idi' a aplicaç~o identidade em I, o que significa que a 

sequência ~ exata que se fatora, ou seja, I 1+ P./ ( l . 2 . 9) 
I 

Portanto I ~ um fator direto de R. 

ta) se R é uma soma de ideais simples à esquerda (direita). 

Observação: Se R= I I., onde I. s~o ideais~ esquerda 
j EJ J J 

ples, como 1 E R e l = x 1 + x 2 + ... + xn, com xj c Ij' 
n 

R = I I .. 
j=l J 

finita de 

Por isso, um anel semi-simples a esquerda e uma 

ideais simples ~ esquerda. 

sim-

então 

soma 

Queremos agora chegar que, na definiç~o de anel semi-sim 

ples, a soma de ideais simples ~ uma soma direta. 
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Lema 1.3.5: Sejam I, J, K ideais à esquerda de um anel R tal 

que J C.. I. Se R = J (i K, então I = J J ( K (\ I) . 

Demonstração: Como J C. I e K n I C I, temos J E+-/ (K (\.I) C I. A 

gora, seja x E I C R= J & K. Então, x=j+k, com j E J e k E K 

Se k=O, então x=j E J C J El- (K n I). DaÍ I C J A- (K (\ I). Se 

k~O, temos k=x-j E I + J, e, logo, 

k E (I+J) 0 K = I 0 K + J n K = In K, pois J 0 K=(O) quando 

R = J fr K. Assim, x=j+k E J fh (I(\ K). Logo I C J r+ (K n I). En 

tão temos I = J ~ (K 0 I). 

n 
Teorema 1.3.6: Sejam R= I I., onde I. sao ideais à esquerda 

j=l J J 
simples, e J um ideal a esquerda qualquer de R. Então: 

( 1) J til L I. = R f. onde K c {1,2, ... ,n} 
jt:K J 

( 2) L I. = Efl I. , onde K c {1,2, ... ,n} 
jEK J jEK J 

( 3) J = ~- I. onde K = {1,2, ... ,n} - K 
jt:K J 

Demonstras;:ão: Se J=R, - há nada na o a provar. Se S ~: R, então e-

xiste 1 ~ j ~ n tal o 

I . n J= ( 0) • DaÍ , I . 
Jo Jo 

S ={L C {1,2, ... ,n} 

que I. <f­
Jo 

+ J =I. 
Jo 

J. Como I. e simples, 
Jo 

Ef-1 J. Seja 

J[\LI.=(O)e LI.= (b·I.}. 
j EL J j EL J j EL J 

temos 

Como 

{j
0

}E S, S~~- Então, pelo Lema de Zorn, existe um elemento maxi 

mal K se S. Afirmamos que J cf' 2. I. = R. Se J <+· I. I. ~- R, en-
j EK J j cK J 

tão existe h E{l,2, ... ,n} - K tal que Ih f J a:· I I .. Como Ih 
h CK J 

e simples, temos (J tb L I.) n Ih = (o) f isto 
j EK J 

e, 

J n L I. = (o) e L I. = (j:;) I. Então Kl){h} E s 
J j EK Vlh} J 

. 
j EKU{h} j EK IJ{h} J 
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Mas K ~ K U {h}. Temos , entâo, uma contradiçâo. Dai temos as 

demonstrações de (1) e (2). 

Como J ~ I I. =R e 
j t:K J 

I I . n L~ I . -- (o) ' onde K= { 1' ... 'n 1-K. 
jsKJ jrKJ 

Entâo L I. C J. Por (1.3.5) 
j cK J 

temos 

J = Z I. (f: ( ( L I.) f'. J) = 
j cK J j sK J 

I I. = 
j r:K J 

, o que completa a de 

monstraçâo do Teorema. 

Temos, entâo, importantes consequªncias: 

Corolário 1.3.7: Um anel R semi-simples à esquerda e uma soma 

direta finita de ideais à esquerda simples. 

Corolário 1.3.8: Todo ideal à esquerda de um anel semi-simples 

à esquerda é R-mod projetivo. 

Corolário 1.3.9: Se R é semi-simples à esquerda e A 6 um ideal 

maximal à esquerda de R, entâo R= A~ I, onde I e um ideal sim 

ples à esquerda. 
n 

Demonstraçâo: Como AtR e R= & I. , ent~o existe I __ J· tal que 
j=l J 

I.~ A. Logo, I. 0 A= (0), pois I. e simples e A+ I. R, já 
J 't-- J J J 

que A e maximal. Portanto A~ Ij = R. 

Com os resultados anteriores, chegamos, agora, a uma ca-

racterizaçâo do anel semi-simples, encontrada em rsA]. 
I ' 

Teorema 1.3.10: R é um anel semi-simples à esquerda se e somcn 

te se R é artiniano à esquerda e J(R)=(O). 
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Demonstração: 
n 

Seja R semi-simples~ esquerda. Então R=~ I. 
j=l J 

onde I. são ideais~ esquerda simples. 
J 

( 1 . 3 . 7) . Se J 1 7 J 2 1 ... 
é uma cadeia de ideais a esquerda em R, então, pelo rreorema 

(1.3.6-(3)), temos: Jl - (:f I. , J = (+ I. , 
jt:Kl J 2 

j E K2 J 
com 

K. c {1,2, ... ,n}. Como Jl I J2 
) temos, de 

l =! r 
, imediato 

K 1 
-, -, 

K2 ~ ... . Como K1 e um conjunto finito, a cadeia deve ser 
t· 1 

estacionária, isto é, R e artiniano. Vamos provar agora que 

J(R)=(O). Seja, então, A um ideal maximal a esquerda qualquer 

de R. Por 

tal que A 

de ideais 

go, J(R) 

(1.3.9), 

E!::' I = R. 

maximais 

n 
= nA. = 

i=l l 

existe um ideal 
n 

Como R = frJ I. f 

i=l l 

a esquerda A. = 
l 

(o ) • 

simples a esquerda I de R 

R so possui um numero finito 
n 
fr~ I . 

j=l J 
j1i 

, para i=l, ... ,n e, lo-

Por outro lado, vamos supor R artiniano ~ esque~ 

da e J(R)=(O) e provar que R é semi-simples ~ esquerda. Seja S 

o conjunto dos ideais I ~ esquerda de R, I10, talque I não pos-

sa ser escrito como uma soma finita de ideais ~ esquerda sim-

ples de R. ~ suficiente provar que S = 0, pois R é um ideal a 

esquerda de R e R f S. Se tivermos S 1 0, então existe um ele-

mento minimal A de S, pois R é artiniano. (1.2.8). Seja To con 

junto dos ideais ~ esquerda I 1 O de R tal que I C A. Notemos 

que A t: T. Logo Ti 0. Novamente, como R é artiniano, temos I 

um elemento minimal de T. Vemos que I é um ideal ~ esquerda sim 

ples e I
2 

i O, pois se I 2=0, I C-J(R)=(O) ( 1 . 3 . 3) , mas I 1 O. 

Como r 2 i O, por (1.3.4), R= I® X, onde X ~ R; como 
I 
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Seja ~:R~ I a projeçâo natural e consideremos a sequªncia de 
i 

R-mod exata: 0 ~ I ~ A ~ A 4 O 
+ I I 

onde i e a aplicação incl~ 

f -sao. Definimos um R-mod homomorfismo f: A 4 I por f(a) ~ (a) 

para todo a E A, sendo f a restriçâo de~ sobre A:~\A. Logo, 

f o i(x)=f(x)=~ (x)=x, para todo x E I. Entâo fê uma retraçâo , 

e a sequªncia se fatora. (1.2.9). Temos A~ I~ A/ e, portan­
I 

to, podemos escrever A= I fr A', com A' um ideal~ esquerda de 

R, como um submódulo de A tal que A' ~ A; . Notemos que A'~(O), 
I 

pois A ~ I, isto porque, se A=I e I é simples, então A ~ S, mas 

A c S. Também, A' ~A, pois I ~ (O). Como A é elemento minimal 

de S, entâo A' 4 S. Logo, A' é uma soma direta finita de ideais 

~ esquerda simples de R. Então A = I & A' tamb6m o e e isto im-

plica que A ~ S, o que e uma contradição. Assim, temos S = ~ e 

provamos que R e semi-simples ~ esquerda. 
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CAPÍTULO II 

GENERALIZAÇÕES DO TEOREMA DE WEDDERBURN 

No Teorema de Wedderburn, (1.1.15), tínhamos como hipót~ 

ses M, um R-módulo simples e fiel, e M de dimensão finita sobre 

R'=EndR M , que e um anel de divisão pelo Lema de Schur, 

(1.1.13). Quando R é um anel de divisão, então qualquer espaço 

vetorial sobre R de dimensão um e simples e fiel. Os resultados 

principais deste capítulo e deste trabalho apresentam-se, no s~ 

gundo parágrafo, como generalizações do Teorema de Wedderburn . 

Primeiramente, consideramos como hipótese, apenas um anel R sim 

ples e artiniano, concluindo a existência de um anel de divisão 

D e um D-espaço vetorial de dimensão finita M tal que R e 

End0 M sejam isomorfos. Para demonstrar este resultado precis~ 

mos do Teorema de Mor i ta, Auslander e Goldman, [A-G J e [_M[, que 

é apresentado, antes, no primeiro parágrafo. Observamos que a 

demonstração dada aqui é totalmente diferente da clássica, a 

qual pode ser encontrada, por exemplo, em [L - p.65]. O próximo 

passo, que é realmente uma surpresa, é o fato de que se temos R 

um anel simples e M, um ideal ~ esquerda não nulo de R, então R 

e End0 M são isomorfos, onde D=EndR M . Este importante resul­

tado e devido a M. A. Rieffel, [R], mas a demonstração apresen-

tada e original deste trabalho. 
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§1. O TEOREMA DE MORITA, AUSLANDER E GOLDMAN 

Vamos apresentar uma sequência de resultados, necessa-

rios para chegarmos ao Teorema de Morita, Auslander e Goldman, 

que e o objetivo deste parágrafo. 

Queremos, na verdade, construir o seguinte diagrama: 

l ~ 1jJ 
®so 

o 
P ®so p* 

p Homs 0 (P,S ) 

I 
1 "' I 

1 T 

i 
R End80 

p 

* onde P e um R-mod, P =HomR(P,R) e S=EndR P 

O primeiro passo dessa construção e o isomorfismo dado 

por HomR(M,R) ~ Q ~ HomR(M,Q), quando RM é projetivo finitamen 

te gerado e Q é um R-mod. 

* * Consideremos RMRe RQ . Seja M =HomR(M,R). Sabemos que M 

* e um R-R-bimódulo por (1.2.3-(l)). Então M ~ Q é um R-mod por 

(1.2.1-(2)). Também, HomR(M,Q) é um R-mod por (1.1.4-(l)). Defi 

nimos a aplicação: 

* GM: M ~R Q ~ HomR(M,Q) , por GM(f ® x) (m)=f(m) .x onde 

* f € M , x s Q e m s M. 

Temos o seguinte lema: 

Lema 2.1.1: GM e um R-mod homomorfismo. 
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Demonstraç~o: O fato ~ provado usando-se a propriedade univer-

sal de produto tensorial, [L- p.ll8], se pudermos verificar 

* que a aplicaç~o F: M x Q ~ HomR(M,Q), dada por 

* F(f,x) (m) = f(m) .x , com f E M , x c Q em E M, ~bilinear so-

* bre R. Vejamos: sejam f,f 1 , f 2 E M , x, x
1

, x 2 t: Q c mE M. Te-

mos: 

F (f 1 +f 2 ,x) (m) 

[- l = _F ( f 
1 

, x ) + F ( f 2 , x ) _j • m 

F(f,x1 +x 2 ) (m) = f(m). (x
1

+x 2 ) = f(m) .x
1 

+ f(m) .x
2 

= [F(f,x
1

) + F(f,x2 )] (m) 

Tamb~m, seja r E R. Ent~o: 

F(fr,x) (m) = (fr) (m) .x 

* (f(m).r).x pois M e um 

e 

R-rnod a direita 

(1.1.3-(5)) 

= f (m) . (rx) pois RQ 

= F(f,rx) (m) 

Portanto, F e bilinear sobre R, e o lema está demonstrado. 

O próximo teorema diz em quais condições OM e um isomor-

fismo. 

Teorema 2.1.2: SeRM~~ um R-mod projetivo finitamente 

ent~o eM ~ um isomorfismo. 

gerado, 

Demonstraç~o: Como Me projetivo finitamente gerado, M ® N=Rn, 

onde N ~ um R-mod e n e um inteiro positivo. Temos uma sequen-

cia de isomorfismos: 

Qn"' HomR(Rn,Q) "'HomR(M@ N,Q) "'HomR(M,Q) (f-l HomR(N,Q) por 

(1.2.5) (1.2.4), e 
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Qn "' Rn (<9R Q "' HomR (Rn, R) ®RQ "'HomR (M (::h N, R) (~ Q 

* * "' [HomR(M,R) ~ HomR(N,R)] ~R Q "' (M @R Q) + (N (XR Q) , por 

(1.2.2) (1.2.5). 

* * Logo, GM (+~ GN: (M ~R 0) ij-) (N ,:xR Q) -+ HomR(M,Q) 8- HomR(N,Q) e 

um isomorfismo. Então, por (1.2.7), ~M é um isomorfismo. 

Recordemos, agora, alguns resultados necessários à conti 

* nuidade. Dado RP~, sejam S=EndR P e P =HomR (P, R) . Então temos: 

(1) Sé um anel. (1.1.7). 

* (2) P é um R-R-bimódulo, (1.2.3-(1)), tal que (f.r)(x)=f(x).r, 

* (r.f) (x)=r.(f(x)) e (r1f)r 2=r1 (fr2 ), para todos f s P 

r, r
1

, r 2 s R e x s P. 

(3) P é um S-mod, por g.x=g(x), para todos g E S ex E P, por 

(1.1.8). 

o o (4) P e um mod-S , por x.g =g.x=g(x), para todos g s S e x E P. 

(5) P e um R-S 0 -bimódulo, pois r. (x.g0 )=r(g(x))=g(rx)=(rx) .g0 
. 

* (6) P e um mod-S, (1.1.3-(5)), por f.g(x)=f(g(x)), para todos 

* f E P , g E s e x s P. 

* o o * (7) P e um S -mod, por g .f=f.g, para todos f c P e g c S. 

* (8) P e um s0 -R-bimódulo, o o ( 1 . 2 . 3- ( 2 ) ) 1 por ( g . f ) (X) =f (X . g ) 

o o o o (f.r) (x)=f(x) .reg . (f.r)=(g .f) .r, para todos g c S 

* f s P , x E P e r E R. 

* (9) P ~ P e um S0 -S0 -bimódulo, (1.2.3-(3)) ,por 

o o 
(I f. ~~ X. ) • g = I f. X (x .• g ) 

l l l . l 
e 

o o 
g (If. ~ x.) = I(g .fi)~ X. 

l l l 
para todos 

* o o f. E p 1 X. E p e g E S . 
l l 
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C So t b ~ S 0 ~o b · ~d 1 orno am em e um -s - liDO u. o, podemos dcôfinir uma 

* aplicação entre P ~ P e S0
• 

Lema 2.1.3: A aplicação dada por 

* , onde f s P , y, x s P, e um S0 -s0 -bi 

módulo homomorfismo. 

Demonstração: Notemos que ~(f~ x) E S0
• Então 

r~(f (X x)j
0 

E s00
=S. A verificação de que)·' é bem definida e é 

* um R-mod homomorfismo e análoga ao caso OP: P ·~ P -'t· S. (2.1.1) 
R 

. o so Agora, se] am g E , y t: P e * t=If. ~ x. c P x 1 ~ P, 
]_ l ' 

onde 

* f. s P , x. s P. Temos: 
l l 

r o ]o [ o ·,o 
L~ (g .t)_ (y) ~ (g . (Ifi :x, xi) )_i (y) 

o I (g .f.)(y).x. 
l l 

= I f.[g(y)'j.x. 
l - . l 

= I[ ~ (f. ~ xi)]o(g(y)) 
l 

= I [ ~ (f. ~· X . ) J O • ( g • y ) 
l l 

= (I c~ (f i @ x.)]o.g) (y) 
l 

([): ]o = ~(f. @X.) .g)(y) 
l . l 

= (go. (I~ (fi~ xi))]o(y) 

= [go -~ (t)] o (y) 

Também, temos: 

por (9) acima 

pois ~ é homomorfismo 

definição de ~ 

por (7) e (6) acima 

definição de p 

por (3) acima 

por (l) e (3) acima 

So e~ 1 ( )o ( o) um ane e l.s. =I s. 
l l 

pois 

- 34 -



rll (If. ® g(x.) )] 0 (y) I. l l 

= Lf. (y) .g(x.) 
l l 

I g[f.(y).x.] 
- l l 

== g(Lf. (y) .x.) 
l l 

= g.z[ JJ (fi® xi)lo(y) 

= g.[·JJ (If. ® x. )] 0 (y) 
- l l 

= g.[ JJ(t)]o(y) 

= [JJ (t) .go] o (y) 

morfismo. 

por (9) acima 

JJ e homomorfismo 

definição de JJ 

g e homomorfismo 

por (4) e definição de JJ 

JJ e homomorfismo e o o (L:s.) =L:s. 
l l 

A respeito de JJ temos o seguinte resultado: 

Teorema 2.1.4: JJ é isomorfismo se e somente se Pé R-proj fini 

tamente gerado. 

Demonstração: Suponhamos P R-proj finitamente gerado. 

temos JJ=Gp em (2.1.2). Logo JJ e um isomorfismo. 

Agora, se JJ e um isomorfismo, então 
n 

t =I f. QÇ X. 
i=l l l 

o 
JJ (t)=ls0 =ls . 

* * E P ®R P, com fi E P e x. c 
l 

Logo, para todo z c P, temos: 

P, tal 

n 
o o o = 

1
- -lo z = z.ls = (ls ) .z l JJ (Ifl. 0 xl.) (z) = I f. (z) .x. 

. 1 l l l= 

Então, 

existe 

que 

Portanto, {f
1
}, {xi} formam um sistema de coordenadas projetivo 
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finito de P, isto e, P e projetivo finitamente gerado. (1.2.11) 

* Sabemos que P ~so P e um R-R-bim6dulo, (1.2.3-(3)), por 

(Z X.~ f.)r 
]_ ]_ 

e r ( 1:: x. 59 f . ) = 1.: ( rx. ) ,X, f . 
]_ . ]_ ]_ ]_ 

* onde x. E P, f. E P , r E R. Como R tambêm e um R-R-bim6dulo 
]_ ]_ 

* vamos definir, agora, uma aplicaçâo entre P ~co P e R. 
o 

Proposição 2.1.5: * A aplicaçâo T : P í)(
50 

P .,. R , dada por 

* T(X ~f) f(x) onde f E P , x E P, ê um R-R-bim6dulo homomor 

fismo. 

Demonstração: T & bem definida e & um S
0

-mod homomorfismo, no-

vamente, pela propriedade universal de produto tensorial, se p~ 

* dermos verificar que a aplicação~: P x 50 P ~R, definida por 

* ~(x,f) = f(x), para todos f E P, x E P, é bilinear sobre S0 

* Para x, x
1

: x 2 E P, f, f 1 , f 2 E P , temos: 

Também, seja g 0 
c s0

. Então: 

~(x.g 0 ,f) = ~(g(x),f) = f(g(x)) == f.g(x) = g 0 .f(x) = qdx,g0 .f). 

Assim, ~é bilinear sobre S0
• Vamos verificar que T & um R-R-bi 

m6dulo homomorfismo: 

T(r.(Z X. G(•f.)) 
]_ ]_ 

T ( 1: ( rx. ) ~ f . ) = L: T ( rx. \X f . ) == í: f . ( rx . ) 
]_ ]_ ]_• ]_ ]_ ]_ 

rZf. (x.) == ri: T (x. ,f.) == :n (I~ x. j( f.) e 
]_ ]_ l l l l 

T ( (Z xi 09 fi) .r) = T (L: xi C'O (fi .r)) == ZT (xi tY.: (fi .r)) 

== Zf .. r(x.) == Zf. (x.) .r== (Zf. (x.)) .r== (T (l:x. IX f.)) .r 
l l l l l l ]_ . ]_ 
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Definição: Chamamos T aplicação traço. Denotamos ImT por 'R(P) 

e dizemos que 'R(P) e um ideal traço de R. 

De fato: 

Lema 2.1.6: 'R(P) e um ideal bilateral de R. 

* Demonstração: Sejam f 1 (x1 ), f 2 (x 2 ) E TR(P), com f 1 ,f2 E P 

x 1 , x 2 E P. Como f
1 

(x1 )-f 2 (x 2 )=T (x 1 ~ f 1 )-T (x 2 ~ f 2 )= 

* , temos x 1 ~ f
1
-x 2 ~ f 2 E P @so P . Então, 

f
1 

(x)-f 2 (x) E TR(P). Também, sejam r E R e tE TR(P). Então e­

* xiste u= Ix. ~f. E P ~ P tal que T(u)=t. Assim, 
l l 

r.t = r.T(u) = T(ru) e t.r = T(u) .r= T(u.r). Portanto 

r.t e t.r E 'R(P). Logo, TR(P) e um ideal bilateral. 

Observação: Se P=O, então 'R(P)=(O), o ideal nulo, pois f(O)=O 

* para todo f E P . 

Se Pé R-proj, temos o seguinte resultado sobre TR(P). 

Proposição 2.1.7: Seja P um R-mod projetivo. Consideremos 

A=TR(P). Então temos: 

(1) A2=A 

(2) AP=P 

Demonstração: 

(1) Temos A
2 ~A sempre. Vamos provar que A~ A2 . Seja r E A 

* Então existem y. E P e g. E P tais que 
J J 

r= T(I yj « gj) = Igj(yJ) . Se {fi}' {xi} é um sistema de 

coordenadas projetivo de P, então y. =I f. (y.)x. 
J l J l 

onde 
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f. (y.) =0 para quase todo i. 
l J 

r= L. g. (Z: f. (y.)x.) 
j J i l J l 

L. L. i' l 
J
. 

1
. g .. f. (y.)x.-· 

L L 

j i 

J l J l 

f.(y.)g.(x.) 
l J J l 

Logo, 

pois f. (y.) E R e gJ. e homomor-
1 J fismo 

Assim, temos r !:: A2
, pois f. (y.) =r (y . 

l J J 
.Xf.) cA 

l 
e 

,'· 2 
g.(x.)=T(X. QÇ'g

1
.) E A. Então A (..A e 

J l l 
temos A

2
=A. 

(2) Como A é um ideal de R e P é um R-mod, temos AP P. Vamos 

mostrar que P c AP. Seja, então, x E P. Temos: 

x = L l-f. (x)[x. = 2: [ T (x ·:8:· f. )lx. 
-l -l l-l 

Portanto, x E AP, pois 

T (x ;v fi) E A e X. E P. Logo, P Ç AP e temos AP=P. 
l 

Dados RPI~ e S=EndR P 

cia, alguns fatos: 

, colocamos, agora, por conveniên-

(l) Se um R-mod, (1.1.4), por (r.f) (x)=r.f(x), para todos rE R, 

f E s e X E P. 

( 2) so ~ 

R-mod, o o todos R e um por (r.g ) (x)=r.g (x), para r E 

o so P. (Análogo de ( l) ) g E e X E 

( 3) so e um R-S0-bimódulo, pois [(r.go) o 0\ o o h (x)==(rg )(h (x)) = 
o o . o o l ' o -, L' Oi . = r.g (h (x))=r.Ug o h) (x) =r[(h o g) (x~== r.(h o g) j(x) 

= [r. (g0 o h 0
)] (x) , para todos r c R, g0

, h 0 
E S0 e xc P. 

(4) P é um s-mod, 
o o 

(1.1.8). Logo, P é um mod-S , por x.g =g(x) 

para todos g 0 s s 0 e x E P. 

o o o (5) Pé um R-S -bimódulo, pois (r.x) .g =g(rx)=r.g(x)=r. (x.g ) 

o o para todos r E R, x E P e g E S . 
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(6) T=End80 P =Hom
8
o(P,P) é um R-R-bimódulo, (1.2.3-(l)) e te-

mos (r.f) (x)=r(f(x)) e (f .r) (x)=f (rx) , para todos r E R , 

(7) End80 P = End
8 

P , como S-mod. (1.1.5). 

(8) Hom80 (P,S0 ) é um R-R-bimódulo, (1.2.3-(l)), e temos as mes-

-mas operaçoes que em (6). 

( 9) ( o - o -Hom8o P,S ) e um S -R-bimodulo, (l. 2. 3- ( 1) ) , e temos 

( g O O f) (X) =g O O (f (X) ) e (f. r) (x) =f (rx), para todos 

o o o g E S , f E Hom80 (P,S ) , x E P e r E R. 

(lO)P ®80 Hom
8
o(P,S0 ) e um R-R-bimódulo, (1.2.3-(3)), e temos 

( L X . ® f . ) . r = L X . @ ( f .. r) e r ( L X . (X, f . ) = L ( rx . ) 6Ç f . , 
l l l l l l l l 

o para todos xi E P, fi E Hom8o(P,S ) e r E R. 

Definimos mais uma aplicação: 

- . o Lema 2.1.8: A aplicaçao ~ ': P ~ 80 Hom80 (P,S ) + End 8o P =T, de 

finida pOr c~ 1 (X~) f)] (y) = X.f(y) 1 Onde X, y E p e 

f E Hom8o(P,S0
), é um R-R-bimódulo homomorfismo. 

* Demonstração: Como~' é uma aplicação análoga de~= P ~~P+S
0 

a demonstração também o é. Então ~' é um R-R-bimódulo homomor -

fismo. 

* Lembremos que P =HomR(P,R) é um S0 -R-bimódulo, e que a a 

plicação ~= p* @R P ->- s0
, dada por [~(f ·Z' x) ] 0 (y)=f(y) .x, é um 

s 0 -s0 -bimódulo homomorfismo, (2.1,3). 

Definimos outra aplicação: 



* Lema 2.1.9: A aplicaç~o ~: P + Hom80 (P,S0
) definida por 

* ~ 1 (g) (z) = t.~(g z; z), onde g c P e z r P, é um S0 -R-bimódulo ho-

momorfismo. 

Demonstraç~o: De imediato, temos ~ uma aplicaçâo bem definida, 

pois ~ é bem definida. Agora, 

* para todos g 1 , g 2 c P e z c P. Tamb&m, 

~!(h
0
.g) (z) = P((h0 .g) ~ z) 

= P(h
0

.(g x z)) 

=h0 .P(g®z) 

h 0 .!"~(g)(z) 

= [h o . ~ ( g) J ( z) 

* pois p 

definiçâo de ·r 

por (9) acima 

para todos h0 
E S0

, g c p* e z c P, e 

~ (g.r) (z) - tl ( (g.r) ~ z) 

P(g ~ (rz)) 

~(g)(rz) 

P é um R-mod homomorfismo (2.1.3) 

definiç~o de ip 

= (~(g) .r) (z) por (9) acima 

Assim,-~ é um S0 -R-bimódulo homomorfismo. 

Sabemos que End80 P =Te um anel, (1.1.7), e temos RTR . 

Definimos uma aplicaç~o entre R e T. 

Lema 2.1.10: A aplicaç~o i: R+ End80 P =T, definida por 

i(r) (x)=rx, para todos r E R, x c P, é um R-R-bimódulo homomor-

fismo. Também, i é um homomorfismo de anel, com i(lR)=lT. 

Demonstraç~o: Verifiquemos, primeiramente, que i(r) c T. Ent~o 

o o para todos r c R, x, x 1 , x 2 E P e g c S temos 
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i(r) (x1 +x 2 ) = r(x1 +x
2

) = rx
1

+rx2 = i(r) (x
1

) + i(r) (x 2 ) 

i(r) (x.g0
) = r(x.g0

) 

o = (r.x) .g 

= [i (r) (x) J .g0 

pois P e um R-S0 -bimódulo 

e 

Entâo, para qualquer r, i(r) e um mod-S 0 homomorfismo, isto e, 

i(r) E T. Vamos provar, agora, que i~ um homomorfismo de anel: 

\i (r 
1

) + i (r 2 ) .J ( x) e 

i ( r 
1 

) 1· r 2 x J = i ( r 1 ) [i ( r 2 ) ( x ) \ 

para todos r 1 , r 2 E R e x E P. Temos tamb~m, 

i (r 1r) (x) = (r1 .r) (x) r 1 (rx) = r 1 [i (r) (x)] 

= [r
1
i(r)] (x) pois T ~um R-R-bimódulo 

Entâo, i(r1 .r)=r1 i{r) para todo r
1 

E R. Analogamente, temos 

i(r.r1 )=i(r) .r1 , para todo r 1 E R. Logo, i~ um R-R-bimódulo ho 

momorfismo. Para finalizar, seja f E T. Entâo temos: 

[i(lR) o f](x) = i(lR)(f(x)) = lR.f(x) = f(x) = f(lR.x) 

= f (i (lR) (x)) [f o i (lR) l (x) para todo XE P. 

Entâo temos i(lR)=lT. 

A partir das aplicações definidas anteriormente, chega -· 

mos ao seguinte resultado: 

Proposiçâo 2.1.11: Consideremos o seguinte diagrama: 

l ® 1jJ 

T 

"' 
i 

R 
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onde T ( x ® f) =f ( x) , 1)! (f) ( x) =p (f f!J x) , [ Jl (f ·J<J x) J 0 
( y) =f ( y) . x 

[p'(x®g)~(y)=x.g(y) e i(r)(x)==rx, para todos x, y c P 

* o f c P , g c Homso(P,S ) , r c R. Entâo, o diagrama comuta. 

Demonstração: 

* Seja E x. ~ f. c P ~so P 
l l 

* , com x . c P , f . c P 
1. l 

Temos: 

o (1Q(:1j!)(L X. QC f. ) ] (y) 
l l 

p 1 (L X. é{ \(J(f.))(y) 
l l 

)~ x .. 1)!(f.)(y) 
1. :L 

-· ~ X . • p ( f . .X y) 
l l 

/: f.(x.).y 
l ]_ 

!
1
"L f . (X · ) j ( Y) 
- l l 

I para todo y c P. 

Por outro lado, 

[.i. T (E ~ f.)l(y) i (L f.(x.))(y) r· 'I to x. = "L f.(X.)j.(y) I para 
l l - l l l l 

do y E P. 

Logo, p' o (1 ® ljJ ) = i o 'T I e o diagrama comuta. 

Apresentamos, a seguir, o teorema devido a Morita, Aus-

lander e Goldman. 

Teorema 2.1.12: (Morita, Auslander, Goldman) 

Consideremos RP~. Seja '('R (P) =R. Chamemos S=EndR P e T=Endso P . 

Entâo: 

(1) P e um s 0 -módulo à direita projetivo finitamente gerado. 

(2) O homomorfismo de anel can6nico i: R+ T ~ um isomorfismo. 

Demonstraçâo: 
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n * 
(l) Como TR(P)=R, ent~o existe E x. ® fi E P ~so P 

i=l l 

tal que 

n n 
T ( E X. @f. )=lR. Logo, 

i=l l l 
i o T ( E X.~ fi)=i(lR)=lT. 

i=l l. 

Mas, 

n n 
ioT(Ex.5Qf.) 

l - l 
i=l 

= ~ ' o ( l <fO W ) ( L~ x . ~· f . ) , por ( 2 . l . 11 ) . 
. l l l l= 

Ent~o, para qualquer y E P, temos: 

y = l (y) = f.l'(l O{ 1jJ)(E X. -x f.)(y) =E x .. [~;(f.)(y)j. 
T 1 1 l - 1 

o Notemos que 1jJ(fi) E Hom8o(P,S) e xi E P. Portanto, 

n 
{1J!(f.) ,x.} e um sistema de coordenadas projetivo de P 

l l i=l 

sobre s 0
, isto é, P é um s 0 -módulo à direita projetivo fini 

tamente gerado. (1.2.11). 

(2) Temos P8o . Também temos TP(P um T-mod) com a operaç~o 

f.x=f(x), para todo f E Te x E P. (1.1.8). 

o * ~ 

P ®so Hom
8
o(P,S ) e um T-mod e p ®o s 

p e 

por (1.2.1-(2)). Para 

l ~' 1jJ(t.(E X. ® f.)) 
l l 

t E T temos: 

= l ® 1jJ (E t (x.) ~ f. ) 
l l 

=E t(x.) t2t l)J(f.) 
l l 

=t.(Ex. ~1J!(f.)) 
l l 

=t.l~\)J(Ex. Kf.) 
l l 

Assim, l ® \)! e um T-módulo homomorfismo. 

Para y E P e t E T temos: 
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]l I ( 1: t (X ') X f ' ) ( y) 
l .l 

2: t(x.)f. (y) 
l l 

= t ( ); X . f . ( y ) ) 
l l 

pois 

= t.p'(l. X. X f.)(y) 
l l 

Ent~o p' ~um T-m6dulo homomorfismo. 

Agora, seja t E T. Ent~o: 

= t.p' o ( l ,)0 1jJ ) ( I X . <X f . ) 
' l l 

(l Q( ljJ) (t.(I X. ,:X f.)) 
l l 

= ]J I o ( l <Xi 1jJ ) ( l: t ( X ' ) X' f . ) 
- l 1 

pois lix1)J e 

o f. (y)ES e Pso 
1. 

,v.' s~o T--mod ho 
momorfismos 

Logo, temos ]J' o (l ,g 1).!) sobrejetora, e, como v' o (l iX ~!)"" 

=i o T, ent~o i~ sobrejetora. 

Para terminar a demonstraç~o, falta mostrar que i e injeto-

ra, ou seja, que Ker(i)=(O). Vejamos: 

Temos I=Ker(i)={r s R \ rx=O para todo x E P}. 

I=AnnR(P), o anulador de F em R. Ent~o IP=(O). 

R=TR(P), temos 

I= IR= ITR(P) I ( ImT) 

* = IT (P l({so p ) 

* 

Logo 

Como 

= T ( IP tX· o 
s 

p ) pois T e um R-R-bim. homo. 
(2.1.5) 

= (o) 

Assim, temos R e T isomorfos como an~is. 
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§2. GENERALIZAÇÕES DO TEOREMA DE vJEDDEEBURN 

Apresentamos, neste par~grafo, os dois resultados princ~ 

pais deste trabalho. 

Temos, a seguir, uma generalizaçâo do Teorema de Wedder-

burn, (1.1.15), que tamb~m ~ devido a Wedderburn, mas a demons-

traçâo dada aqui ~ diferente da cl~ssica. 

Teorema 2.2.1: (V.Jedderburn) 

Seja R um anel simples e artiniano à esquerda. Entâo existe um 

anel de divisâo D e um D-espaço vetorial de dimensâo finita M 

tal que R e End
0

M sejam isomorfos como anéis. 

Demonstraçâo: Como o Radical Jacobson J(E) de R~ um ideal bi-

lateral prÕprio, (1.3.2), e E~ simples, entâo J(E)=(O). Como E 

e artiniano à esquerda, por (1.3.10), E é um anel semi-simples 

a esquerda. Consideremos o conjunto de todos os ideais à esque~ 

da de R. Entâo, existe um ideal à esquerda simples M de R, pois 

R ~ artiniano. Logo, EM e projetivo, por (l. 3. 8) , c, 

(2.1.7), temos M=TR(M) .M, o que implica que TR(M) I (0) 

por 

pois 

t-1 "f- (0). Como TR(I'-1)"f-(O) ~um ideal bilateral de n, (2.1.6), e R 

e simples, entâo TR(M)=R. Seja S=EndR M . Pelo Lema de Schur 

(1.1.13), S ~ um anel de divisâo. Seja, então, n=s0
. f: claro 

que D ~ tamb~m um anel de divisão. Agora, aplicamos o 'I'eorcma 

de Morita, Auslander, Goldman, (2.1.12), e temos queM e um D-

-m6dulo à direita projetivo finitamente gerado, ou seja, M é um 

O-espaço vetorial de dimensâo finita e R e End
1
_ M sao isomor -
J 

fos como an~is. 
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O pr6ximo teorema, devido a M. A. Rieffel, [R), ~ ainda 

uma generalização do Teorema 2.2.1. A demonstração apresentada 

aqui ~ oriqinal deste trabalho. 

Teorema 2.2.2: (Rieffel) 

-Seja R um anel simples. Seja M um ideal a esquerda nao nulo de 

R, e consideremos EndRM=R'. Então R e FndR,M são isomorfos como 

an~is. 

Demonstração: Definimos uma aplicoção L: H-+ Endn.,M"R'' por 

L(r)=L , para todo r E R, onde L (x)=rx, para todo x c M. Obser 
r r 

vemos que L E R" e que L e um homomorfismo de anel. (1.1.12) 
r 

Vamos verificar que L~ um isomorfismo de anel. 

Para verificar que L ~ injetora, basta mostrar 

que Ker(L)=(O). Sabemos que Ker(L) ~ um ideal bilateral de R, 

(1.1.2), e, como R~ simples, Ker(L)=R ou Ker(L)=(O). Se tiver-

mos Ker(L)=R, então l E Ker(L). Assim, LJ (x)=x=O, para todo 

x E M, o que contradiz o fato de M ser não nulo. Logo, Kcr(L) = 

=(0), e temos L injetora. 

Provamos que L e sobrejetora, mostrando que 

L(R)=R". Para isto, verificamos que lR" E L(R) e que L(R) e um 

ideal à esquerda de R". Temos L1 =1R" , pois, para quaisquer 

f E R" e X E l\1, tem oS (L l O f ) (X) =L l ( f (X) ) = l . f (X) =f (X) =f (l . X) == 

=f(L1 (x))=(f o L1 ) (x). Loa,o, lR" E L(R). Para mostrar que L(R) 

e um ideal a esquerda de R'', ~ suficiente provar que dados 

f E R" e L E L(R), então f o L E L(R). Seja, então, x E M. Te 
r r 

mos: 
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f o L (x) - f (L (x)) 
r r 

== 

== 

= 

f(rx) 

f(!: m.r.x) 
l 1. 

~ f(nt.r.x) 
l 1. 

z f o F (m. ) 
r.x 1 

l 

L:f(F .m.) 
r.x 1 

l 

z F . f (m.) 
r.x 1 

l 

/: F (f (m. ) ) 
r.x 1 

l 

z f(m. )r.x 
l l 

[z f (m. ) r. J x 
l l 

LL:f(m. )r. 
l l 

(X) 

MR 6 um ideal bilateral de R, 

(l . l . l ) . Como HRf (O ) , pois Mf (O ) , 

r=-c['m. r. , com m. 
.L 1 1 

N c r. r R. 
l 

Logo 

nois f 6 homomorfismo e m.r.x== 
1. l 

=(m.r.)x c M, pois m.r. c MR==R e 
l l l l 

f·1 é um P-mod. 

onde F (m)=rnrx para todo m c M. 
rx ' 

F E: I<. • Y_)O i s : 
rx ' J. 

Frx(m1 +m 2 )=(m1 +m2 )rx=m1 rx+m2 rx 

==F (m )+F (m ) e 
rx l rx 2 

F (am)=(am)rx=a(mrx)=aF (m) 
rx rx 

onde m,m
1

,m
2 

c Me a c R. 

Me um P'-r:lod. 

f e um R'-mod homomorfismo: 

}1 é um R' -mod e f (m. ) 1 M. 
l 

definição de F 
r.x 

l 

onde l:f(m.)r. E: MR=R. 
l l 

Assim, f o L E: L(R). Portanto, L(R)=R" e L é sobrejetora. 
r 

Então temos R e EndR, M isomorfos como anéis. 
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