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Resumo

Neste trabalho, é analisado o comportamento transiente da dispersao de agua pro-
duzida decorrente da atividade offshore, através de simulagdo numérica. O processo de
dispersio é modelado através de um sistema de Equactes Diferenciais Parciais que retine
as equacdes classicas de Stokes e de Difusao-advecgio/reacio em 3D, sendo que as velock-
dades obtidas na resolucéo numérica da I equacio sdo usadas como parametro na equagao
de Difusdo. Uma vez verificada existéncia e unicidade da solucdo da formulagao variaci-
onal, sdo aplicados os métodos SUPG(de ordem II) e Crank-Nicolson, que correspondem
a métodos de elementos finitos no espaco e diferencas finitas no tempo respectivamente,
para achar uma solucio aproximada do problema original. Adicionalmente estabelecemos
algumas estimativas do erro induzido pelo método de Galerkin tanto no caso continuo
como no discreto no tempo.

Finalmente incluimos a implementacio de um programa computacional o qual, através
de diversas simulaces de diferentes cendrios, permite ilustrar a capacidade qualitativa do
modelo e sua abordagem computacional.

Abstract

In this work we study the evolutionary behavior of dispersal process of produced
water resultant from off-shore activities, using a system of the classic partial differen-
tial equations to model both a circulation map as well as diffusion and advection in a
three-dimensional domain. An existence and uniqueness result is obtained in the studied
case, where finite elements are used in spatial discretization and finite differences in the
Crank-Nicolson form are used for time steps. A Streamline-upwind/Petrov-Galerkin II
adaptation is used for obtaining the necessary numerical approximations. Error estimates
are established for Galerkin’s method in both the continuous and discrete cases. An algo-
rithm is presented with which several scenarios were carried out and discussed, illustrating
qualitative merits of the process and its computational expression.
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Introducao

Os efeitos da poluicao terrestre vém sendo avaliados hid muito tempo e, de modo mais
intenso, nas dltimas décadas. A poluicdo marinha sé fol motivo de mais intensa preo-
cupagao mundial recentemente. Por séculos a exploragao dos recursos dos oceanos tinha
como principal propésito expandir nossos horizontes e dominios.

Dentre as substancias poluentes despejadas ou injetadas no oceano, estao o petrdleo e
seus derivados, que podem ingressar no mar de maneira sistemdatica ou acidental, através
de diversas fontes.

Para analisar o impacto de poluentes em ambientes marinhos devemos distinguir dois
conceitos basicos:

Contaminagao

E a presenca de concentracdes elevadas de substancias na dgua, sedimentos ou or-
ganismos, cuja presenca superam os niveis naturais para uma determinada drea e um
organismo especifico.

Poluicao

E a introducéo direta ou indireta pelo homem, de substéncias ou energia no ambiente
marinho (incluindo estudrios) que resulte em efeitos danosos para os recursos naturais
e para a satide humana, no impedimento das atividades econémicas como a pesca € o
turismo, na diminuicao da qualidade da dgua, e na reducdo de ecossistemas naturais.

Fontes de introducao de éleo no mar

A poluicdo marinha através de éleo tem sua origem nas fontes naturais e fontes antro-
pogénicas. Na primeira, o 6leo entra naturalmente no meio marinho através de escapes
submarinos decorrentes de processos geologicos tecténicos, ou pela erosao de rochas sedi-
mentares provocadas por rios ou correntes submarinas.

A exploragdo, producio, transporte, refino e consumo do petréleo constituem as fon-
tes antropogeénicas, que desencadeiam lamentédveis fontes de introdugio de dleo no mar;
Operacdes de perfuragdo; despejo das dguas de producdo, acidentes e operacao negli-
gente durante o carregamento e descarregamento de petréleo (sdo mais comuns); colisbes
e naufragios resultando na perda de carga; lavagem dos tanques de petréleo com dgua do
mar, e o transporte atmosférico dos seus componentes mais volateis.



Em derramamentos de dleo, por exemplo, pode-se classificar a poluicdo marinha em
funcao das caracteristicas de cada acidente: poluicdo crénica ou aguda. Diz-se que hé
uma poluicdo cronica quando ha o lancamento de pequenas quantidades de poluentes no
mar, continuamente. E aguda, quando grandes quantidades de poluentes sao despejadas
num espaco relativamente curte de tempo. A poluigdo crénica proveniente das operacoes
rotineiras dos navios representa muito mais perigo para o meio ambiente do que a po-
luicdo aguda dos acidentes. Entretanto, a preocupagdo com este dltimo tipc nido pode
ser negligenciada, j4 que a cada ano para se reduzir custos aumenta-se o tamanho dos
petroleiros e o volume de 6leo transportado. Atualmente temos os VLCC e os ULCC (ver
notagoes) que transportam acima de 200.000 TPB e 400.000 TPB respectivamente [26].

A prospeccao e a exploracao do petroleo se realizam nas bacias sedimentares as quais
podem estar localizadas tanto em ambiente continental (bacia sedimentar continental)
quanto marinho (bacia sedimentar marinha} [15]. No caso da explora¢io marinha, antes
de se atingir o sedimento a ser perfurado, hd uma profundidade a ser vencida (lamina
de agua) que pode variar de acordo com a localizacdo da bacia podendo ser de dezenas
de metros (dguas rasas), centenas de metros (dguas profundas: entre 180 e 400 m) ou
até alguns milhares de metros {dguas ultra profundas: profundidade superior a 400 m).
Quando a exploracdo do petrdleo se da em mar aberto, esta exploragao é chamada de
effshore; ja quando esta acontece proximo da linha da costa, é denominada onshore. Para
a producdo de Petréleo utilizam-se plataformas fixas e flutuantes, as primeiras utilizadas
na producio em aguas pouco profundas e as dltimas em campos de maior profundidade.

No final dos anos 80, a Petrobras venceu o desafio de produzir petréleo em dguas de
mais de 500 metros de profundidade, feito ndo conseguido até entao por nenhuma com-
panhia do mundo. Em 1999 atingiu a profundidade recorde de 1.833 metros no campo
de Roncador, na bacia de Campos. Apesar disto, a escalada néo parou pois a empresa se
prepara para Superar, mais uma vez, seus proprios limites sendo a meta chegar aos 3 mil
metros de profundidade ainda nesta década.

Até 2003, das 96 plataformas que operavam no Brasil, 74 eram fixas e as 22 restantes
flutuantes [28], situando-se entre os paises que possuem maior nimero de plataformas.
Estéo localizadas no litoral dos estados do Ceard, Rio Grande do Norte, Alagoas, Sergipe,
Bahia, Espirito Santo, Rio de Janeiro, Sdo Paulo e Parand.

Apesar de espetaculares e de receberem muita atenc¢do publica, os acidentes represen-
tam apenas uma parcela do total de dleo derramado no mar. De fato, por volta do final
dos anos 80, ficou reconhecido que, as operagses rotineiras contribuiam com a maior parte
do volume de dleo introduzido nos oceanos, e representavam muito mais perigo as praias
e a biota do que a quota anual dos grandes acidentes. A figura abaixo permite ter uma
melhor idéia acerca disto.

Apesar das atividades offshore ocorrerem longe da costa, a poluicdo decorrente delas
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gera alteracoes significativas da qualidade ambiental. Principalmente o sufocamento do
assoalho oceanico com alteracOes das comunidades bentonicas.

As atividades de producao de éleo resultam na produgado de uma material impac-
tante denominado dgua de produgdo (ver cap. 1, secdo 1.2). Os efeitos que o descarte
desta dgua produzida provoca sobre a biota ainda sfo pouco conhecidos, sendo um tema
muito importante e motivo de intensa pesquisa e no Brasil ainda hé pouca avaliacao a
respeito. Na tentativa de poder auxiliar a uma melhor compreensdo deste problema é que
resolvemos analisd-lo através de um modelo matematico que modela o comportamento
espaco-temporal da concentracdo de algumas destas substincias contaminantes no meio
ambiente.

De acordo com Gomes, existem trés abordagens complementares para determinar a
existéncia de impactos ambientais: a mensuragdo de concentragdes de poluentes no meio
fisico (4gua e sedimento) e bidtico (bicacumulagio); os estudos de laboratério ou de campo
que visam estabelecer a existéncia de respostas toxicoldgicas dos organismos aocs poluen-
tes; e os estudos de campo sobre modificagbes na estrutura e processos dos ecossistemas.
Em concordancia com esta classificacio, podemos dizer que este trabalho se enquadra na
primeira abordagem e, em particular, no que concerne o meio fisico. Tem como objetivo
principal a previsdo do destino de alguns dos componentes do efluente em questdio. Para
tal através, de uma abordagem tridimensional modelamos e simulamos o comportamento



transiente das concentractes das principais substancias poluentes presentes na dgua de
producao ap6s seu despejo no mar. A modelagem do processo de dispersdo da pluma
congrega uma E.D.P e as equacdes de Stokes. A solucao numérica desta tltima permite
simular o campo de velocidades sob o qual estdo submetidos os diversos composios deste
efluente. Tanto o campo de velocidades como os parametros associados aos processos de
difusio, degradacdo sao incorporados na E.D.P. cuja solucdo numérica é obtida através do
método de elementos finitos ac igual que no caso das equagdes de Stokes. As simulacoes
dos diferentes cenarios obtidas por médio de um programa que nés implementamos em
ambiente MatLab, pretendem mostrar a capacidade preditiva deste trabalho tanto na na-
tureza qualitativa quanto na quantitativa. Desta forma, pretendemos que os resultados
deste trabalho venham contribuir como instrumento adicional de suporte tanto a nivel
operacional quanto a nivel de fiscalizacdo por parte da instituicao exploradora de petréleo
e as entidades fiscalizadoras do meio ambiente.

Uma descricdo completa do problema da descarga da dgua produzida, devida & ati-
vidade offshore, é realizada no capitulo 1 deste trabalho. Neste mesmo capitulo é apre-
sentada uma modelagem clédssica, via um sistema de equagoes diferenciais parciais combi-
nando a circulacao com processos de difusdo-adveccdo sendo que esta ultima € amplamente
utilizada para modelar fendmenos que envolvem processos de disperséo, a mesma que sera
utilizada para modelar o comportamento espaco-temporal das diferentes substancias que
constituem a descarga de dgua de producdo.

No capitulo 2 é abordada a formulagdo variacional ou fraca associada ao modelo, como
uma alternativa adequada para uma formulacio que permita resolvé-lo numericamente,
uma vez verificadas existéncia e unicidade da solugio neste novo quadro tedrico.

Verificadas a existéncia e a unicidade de solucio, no capitulo 3, é aplicado o método de
Galerkin (via elementos finitos) na discretizagio espacial e 0 método de diferengas finitas
do tipo Crank Nicolson na discretizacdo temporal. Ainda neste capitulo é discutida a ne-
cessidade de introduzirmos o método SUPG Il com o propésito de evitarmos as oscilagdes
inerentes as solugdes numéricas em determinadas condigoes.

Apds efetuarmos a resolugdo aproximada do problema variacional, no capitulo 4, rea-
lizamos algumas estimativas do erro cometido a priori quando efetuamos a discretizacdo
atraves do método de Galerkin tanto no caso continuo como no discreto.

O capitulo 5 é destinado & discusséo dos resultados de algumas das diversas simulagdes
numéricas de possiveis cendrios para as substincias mals representativas presentes na
descarga da dgua produzida. Os correspondentes resultados e suas respectivas conclusoes
séo realizados no ultimo capitulo.



Capitulo 1

O fenomeno, um modelo e sua
aplicacao

Este capitulo apresenta uma descri¢do sucinta do problema bem como varias referencias
a trabalhos relativos ao impacto ambiental causado durante toda a fase de producao
do petréleo. Também ¢é apresentada uma das E.D.P. que é amplamente utilizada na
modelagem de fenémenos que envolvem processos de dispersao.

1.1 Producao offshore

Na década dos 60 o Brasil presenciou dois importantes acontecimentos na atividade de
producéo: fol atingida a meta de 100 mil barris didrios de produgao em 1962, e a primeira
descoberta de petrdleo ne mar, em 1968. O campo de Guaricema, no litoral de Sergipe,
representou um passo importante para que a Petrobras mergulhasse em direcdo ao futuro
sucesso exploratério em atividades offshore. Depois de Guaricema, foram realizadas mais
de 20 descobertas de pequeno e médio portes no litoral de varios estados [27]. Os anos 70
também foram marcados por crises. Os paises da Organizacio dos Paises Exportadores
de Petréleo {OPEP) elevaram substancialmente os precos internacionais, provocando os
chamados choques do petréleo de 1973 e 1979, Com isso, o mercado tornou-se conturbado
e marcado por incertezas ndo apenas quanto aos precos, mas também quanto a garantia
do suprimento. A resposta do Brasil a estes acontecimentos, entre outras medidas®, foi
um crescente aumento na exploracio e producio de petréleo. De acordo com os dados
estatisticos que aparecem em [27], no final de 1999 as reservas de petréleo e gas da Pe-
trobras chegaram a 17,3 mil milhdes de boe, 14% dos quais em terra firme, 11% em aguas
pouco profundas e 25% em aguas profundas. Os 50% restantes se encontravam em Aguas
ultraprofundas. Assim, as reservas equivalentes de petréleo e gds da companhia em aguas
profundas e ultraprofundas representavam 75% do total das reservas.

‘programas de conservagdo/economia de combustiveis e energias renovéveis (energia solar e dlcool)



A exploracio e a producio do petrélec em dguas profundas se dd através da im-
plantacdo e operacdo da unidade. Durante a fase de implantagao utilizam-se estruturas
flutuantes ancoradas no fundo marinho, através de linhas de escoamento ou dutfos e outras
estruturas as quais sdo lancadas e fixadas sobre o assoalho marinho. Tanto as atividades
decorrentes da fase de implantacido como as da fase de operacac da unidade provecam
impactos nos meios fisico e bidtico.

O revolvimento dos sedimentos (lama e argila) provocadoe pela fase de implantagao,
forma uma nuvem de material que fica em suspensao por varias horas e atinge uma regiao
de véarios km?, dependendo das condigdes locais de momento e das dimensdes da estru-
tura petrolifera. Este fendmeno é responsavel principalmente pela morte de organismos
de populacdes bentonicas, apesar destas se recuperarem em relativamente pouco tempo.
A este efeito soma-se o aumento na concentracdc de alguns nutrientes decorrentes do
descarte de esgotos sanitdrios ainda que previamente tratados (por oxidacdo) na unidade,
conjuntamente com os efluentes de cozinha e limpeza. Eventualmente o lancamento destes
res{duos pode introduzir agentes patogénicos (virus e bactérias) nas aguas locais. Depen-
dendo da proximidade da costa isto pode representar um risco para seres humanos através
de contato direto.

Como ja foi comentado, as diferentes atividades durante a fase de operacao da unidade
também sdo responsdveis pelo elevado potencial de risco de polui¢ao e contaminacgao.
Para um maior entendimento do grau do impacto e sua abrangéncia, vamos comentar
brevemente os efeitos nocivos causados ao meio ambiente aquatico por cada uma destas.

1.1.1 Impactos ao meio aquatico durante a fase de operacao

Em primeiro lugar, a prépria presenca da estrutura fisica provoca o desenvolvimento
de comunidades biolégicas que ndo pertencem ao ecossistema. Em parte, essas espécies
sdo transportadas nos cascos das embarcaces (e nas dguas de lastro), devido ao intenso
transito de embarcacdes nas proximidades de unidades de produgao, para efeitos de em-
barque desembarque de pessoal, cargas ou residuos. Porém esta atividade representa um
risco potencial de acidentes que podem ter como conseqiiéncia o derrame no mar dessas
cargas transportadas, dentre as quais figuram principalmente o dlcool etilico, trietileno-
glicol (TEG) € sequestrante de oxigénio que, apesar dos baixos volumes, sdo bastantes
agressivas ao meio ambiente.

Novamente, o descarte de efluentes liquidos, tanto de esgoto sanitdrio como de dguas
utilizadas no resfriamento dos equipamentos da unidade fazem parte deste quadro. O des-
carte de dguas usadas no sistema de resfriamento provoca também um aumento na tem-
peratura das dguas marinhas que podem néo ter impacto significativo desde que lancadas
ao mar de modo adequadamente projetado.



As 4guas servidas geradas na unidade, devido a lavagem da planta industrial, pegas
e equipamentos, por exemplo, bem como aquelas associadas &s chuvas, contém residuos
oleosos e, apés coletadas, sdo tratadas nos sistemas de hidrociclones da unidade antes de
serem despejadas no mar. De acordo com a legislacio ambiental brasileira, este efluente
final precisa ter uma concentracdo de 6leo e graxa inferior a 20mg/1 para poder ser des-
pejado.

Além dos efluentes liquidos citados acima, temos a agua de produc¢ao propriamente
dita, que é constituida de uma dgua de formacdo natural presente nos reservatérios de
éleo e gas, constituida por compostos organicos e inorginicos incorporados ao longo de
sia formagao geoldgica, bem como eventuais contribuigbes decorrentes de processos de in-
tervencao nos po¢os durante o periodo de producéo. Seus principais constituintes sao sais
inorganicos, hidrocarbonetos e elementos metdlicos presentes em concentragoes bastante
varigveis [22], [24] e [29].

O lancamento continuo de contaminantes associados & dgua de producado leva a al-
teragdes nas caracteristicas fisico-quimicas da dgua, regiao circunscrita chegando a cente-
nas de metros de distancia da unidade e na direcao das correntes marinhas predominantes,
com um forte potencial de influéncia & biota.

A queima de gds natural (e outros combustiveis), a producgéo, o transporte e o ar-
mazenamento do petréleo constituem atividades altamente poluentes no meio aguatico.
Durante a fase de operagao, a principal fonte que gera emissoes gasosas € a queima de gds
natural o que gera emissoes contendo hidrocarbonetos, CO, SOx e NOx cuja dispersao
se vé comprometida quando sao geradas significativas emissées devidas & alta pressao em
que o equipamento funciona.

O transporte de petrdleo é também uma das atividades de maior impacto ambiental,
podendo ocorrer no sistema subinerso de producao, nas linhas de transferéncia de éleo e
gas, na unidade de producéo e estocagem ou, ainda, no navio que transporta o petréleo.

No caso especifico de acidentes de derrame de petrdleo, existern muitos trabalhos de
pesquisa dedicados a este assunto. Em [2], Cantdo faz a modelagem e simulagao numérica
de derrames de 6leo no Canal de S0 Sebastido, SP. Assumindo um campo de correntes
constante no tempo e interpolando em duas dimensdes valores pontuais de velocidades,
o autor obtem um perfil hidrodindmico aproximado do Canal com o qual faz a imple-
mentacao do seu programa de um modelo bidimensional. Na tese de doutorado de Oli-
veira [6], o campo de velocidades € obtido usando a resolugio aproximada da equagio de
Stokes via métodos de elementos finitos de ordem II (com SUPG). Modela com sucesso
o comportamento evolutivo de manchas de déleo na Bahia de Ilha Grande, RJ. Nestes
trabalhos, o uso de um modelo bidimensional justifica-se uma vez que sido aplicados no
processo de dispersdo viscosa ou durante a segunda fase como definida por Fay {in Cantéo
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Além destas fontes de introdugdo de déleo no mar, o lastreamento e as operagoes em
terminais? constituem atividades que poluem o mar de forma sistematica ou acidental.

1.2 Agua de producio: O problema

Como resultado do processo de separagio do dleo, gas e dgua numa instalacdo de producao
obtem-se a denominada dgua de producio {ou dgua produzida), que é tipicamente uma
mistura de agua de formacdo e dgua de injecao. Do volume total de dgua de producao
gerado pela unidade de producao, uma parte é reinjetada para manter a pressao do reser-
vatério e a outra parte, ap6s tratamento, ¢ descartada no mar. Apesar do tratamento que
estes efluentes recebem antes de serem lancados no mar, podem conter um teor residual de
Sleo e graxas e outros contaminantes bem acima dos padrées especificados pela legislagao
ambiental (20 mg/1}. Desta forma, a continuidade operacional da unidade e a quantidade
final de dleo recuperado dependem diretamente do custo do tratamento desta agua. As

1997 1958 1993 2000 2801 2002 2003 ans

BAgua de producio BAgua reinjetada

Figura 1.1: f\_gua de produgdo: Descargas e reinjecio (m®) no Mar do Norte. Fonte [30]

propriedades fisicas e volumes da 4gua de produ¢io variam consideravelmente durante
toda a vida do reservatdrio. A razao dgua-6leo incrementa-se durante a vida produtiva do

2operagtes de carga e descarga de Sleo, docagem para reparos e efluentes da Casa de Mdquinas.



campo [29] (ver Figura 1.1} o que acarreta um significativo custo na producao de dleo ou
gés. Neste mesmo trabalho, os autores enfatizam que as descargas de aguas de produgao
de plataformas de gas sio dez vezes mais toxicas que as descargas de dgua de produgao de
plataformas de petréleo. Porém os volumes de dgua produzida no primeiro caso sao muito
menores de tal forma que o impacto total pode até ser menor. A 4gua produzida sera
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Figura 1.2: Desenvolvimento histérico da razdo dgua-éleo (m?/m?®) no Mar do Norte.
Fonte [30]

aquecida pela temperatura do reservatério (96°C) e portanto quando esta for despejada
no mar estara mais quente que a dgua do mar. Além disso € mais salina do que a dgua do
mar e em geral contém 6leo, graxas, compostos quimicos (aditivos), compostos organicos
e inorgéanicos dissolvidos ou dispersos. Dentre os compostos dissolvidos temos:

Compostos Inorganicos

Diferentes concentracdes de Cétions (Na*, K+, Ca**, Mg*"t, Ba®*t, Sr?*, Fe?*) e dnions

( Cl7,50;,C0O37, HCO7 ) estao presentes na constituicdo da dguas produzidas, sendo
estes ions responsaveis pelo potencial de incrustacao destas dguas [7]. Neste mesmo tra-
balho De Oliveira reitera que, além destes fons, encontram-se presentes tracos de varios
metais pesados, tais como Mercirio, Caddmio, Chumbo, Niguel e Prata. A tabela 1.2
que aparece nesse mesmo trabalho® mostra as concentragoes tipicas de diferentes metais
pesados dissolvidos nas dguas produzidas nos campos de petréleo e gds do Mar do Norte.
A quantidade total (kg) destes metais pesados introduzida no mar anualmente pode ser
estimada com base em sua concentracao na dgua produzida e pelos volumes desses eflu-
entes despejados no mar durante o ano.

3De autoria de Hansen e Davies



Teor de metais pesados{ug/l}
Metal | Agua Produzida Agua do Mar
Tipica | Faixa Tipica

Céadmio 50 0-100 0,02

Cromo 100 0-390 0,001
Cobre 800 1-1560 0,2
Chumbo | 500 | 0-1500 0,03

Mercurio 3 (-10 0,001
Niquel 900 0-1700 0,3
Prata 80 0-150 0.3
Zinco 1000 | 0-5000 0.6

Bol. Téc. PETROBRAS, Rio de Janeiro, 43(2}:129-136, abr./jun. 2000

Tabela 1.1: Teor de metais pesados na dgua do mar e em dguas produzidas no Mar do
Norte.

Compostos Organicos

Os dcidos carboxilicos sdo 0s que predominam na composicio orginica da dgua pro-
duzida e correspondem a mais de 90% do total de compostos orginicos presentes nas
descargas de dgua de producido. Estes sdo altamente volateis, principalmente os écidos
como o férmico e acético.

Em segunda maior propor¢do estao o benzeno, tolueno, etilbenzeno e xileno (BTEX) e
o naftaleno, compostos aroméaticos relativamente soliveis na dgua da mesma forma que os
compostos polares tais como os fendis que também fazem parte da composicao organica da
dgua produzida. Ainda temos, em menor proporcaoe, os compostos policiclicos aromaticos
(PAHs) e alifdticos, também conhecidos como hidrocarbonetos. Segundo [7], os compos-
tos alifdticos mais leves (< (%) s@o de muito interesse pois sdo mais sohiveis em dgua e
contribuem para o total de carbono organico volatil.

A quantidade relativa e a distribuicao de peso molecular dos compostos organicos
variam de pogo para poco. A tabela 1.2 permite ter uma idéia das concentracbes destes
COIMPOSLOs.

Compostos organicos muito soldveis na dgua de producio sdo aqueles de baixo peso
molecular (C, — Cs), tais como os dcidos carboxilicos e dlcoois. Em algumas dguas produ-
zidas a concentragao desses componentes pode ser maior que 5000 ppm. Hidrocarbonetos
de médio e alto peso molecular (Cg — C)5) constituem componentes parcialmente soliiveis;
em poucas concentracdes sua solubilidade é favorecida, porém nio sdo téo soliveis quanto
os de baixo peso molecular, ver [29].
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Constituintes | Campo de Petréleo (mg/l} | Campo de Gés {mg/l)
Tipico Faixa Tipico Faixa
Alifaticos(< Cs) 1 0-6 1 0-6
Alifaticos(> Cs) 5 0-30 10 0-60
Aromaticos 8 0-20 25 0-50
Naftalenos 1.5 0-4 1,5 0-4
Fendis 5 1-11 5 0-22
Acidos Graxos 300 30-800 — -

Bol. Tée, PETROBRAS, Rio de Janeiro, 43{2):125-136, abr./jun.2000

Tabela 1.2: Teor de compostos organicos presentes nas dguas produzidas no Mar do Norte

Além dos compostos naturalmente presentes nas dguas de producio, uma grande varie-
dade de produtos quimicos é adicionada para resolver ou prevenir problemas operacionais.

Produtos Quimicos

Como estes aditivos (ver tabela 1.3) sdo de aplicacdo especifica para cada sistema de
producio, gerardo, desta forma, efluentes com diferentes caracteristicas fisico-quimicas.
Embora estes produtos quimicos sejam necessdrios na fase inicial da producao, tornam-se
complicacdes no processo de tratamento da dgua de produgao.

Produto Quimico Campo de Petréleo(mg/1) | Campo de Gés(mg/1)

Tipico Faixa Tipico Faixa

Inibidor de Corrosao 4 2-10 4 2-10
Inibidor de Incrustacéo 10 2-10 - -
Desemulsificante 1 0-2 - -
Polieletrdlito 2 0-10 - -

Metanol - - 2000 | 1000-15000
Glicol - - 1000 500-2000

Bol. Téc. PETROBRAS, Ric de Janeiro, 43(2):120-136, abr./jun.2000

Tabela 1.3: Teor de diferentes produtos quimicos nas dguas produzidas no Mar do Norte

Os inibidores de corrosdo e limpadores de oxigénio reduzem a corrosio do equipamento;
j& os coagulantes e floculantes permitem a remocio de componentes sélidos.
1.2.1 Meétodos de tratamento da agua de producgao

Apés o processo de separacdo gravitacional?, a dgua produzida ainda possui um elevado
teor de hidrocarbonetos que devem ser removidos antes do seu despejo no mar. Para tal

*através de separadores bifdsicos, trifisicos e/ou tanques de decantacio.
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aplicam-se métodos diferenciados para remover compostos dispersos e compostos dissol-
vidos. A eficiéncia destas tecnologias de tratamento de dguas de producao depende dos
volumes envolvidos, da constituicdo da dgua, e do espaco fisico no caso de instalagdes
offshore. No entanto, sua viabilidade fica condicionada aos custos operacionals.

A aplicagdo simultanea de processos como sistemas de filtracdo em meio granular,
vasos gravitacionais, flotacdo de gds induzido ou dissolvido, centrifugacao e o uso de hi-
drociclones permitem uma maior eficiéncia na separagao dos compostos dispersos.

Os danos mais severos causados ao meio aquatico devem-se aos compostos dissolvidos,
e por causa disto existem varias técnicas para a remocao de alguns destes compostos. A
precipitacido quimica e a troca iénica (T1) sdo aplicadas para a remocao de metais pesados
(como o Cadmio, Cobre, Niguel e Cromo). Ja a remocdo dos produtos quimicos e material
organico dissolvidos na dgua se realiza através da aplica¢do de métodos como:

1. Tratamento Biolégico (TB)

2. Filtragao por Membrana (FM)

3. Absorcdo em Zedlitos Sintéticos

4. Carbono Ativado Granulado (GAC) e
5. Stripping com Gas

Estes procedimentos estdo descritos em [7]. Ainda nesse trabalho, a autora, com base
na tabela 1.4, conclui que apenas a aplicacdo conjunta de todos estes métodos garante a
remocao dos diferentes contaminantes. Mas a adocao destes procedimentos sé é economi-
camente viavel nos campos produtores de gas onde os custos de instalagao e operacio sdo
de 2,5 a 18 vezes menores do que os indicados para os campos produtores de petrdleo.

1.2.2 Monitoramento da qualidade da dgua de producao

Uma forma de avaliar a eficiéncia dos tratamentos da dgua 6leosa, brevemente comenta-
dos acima, é por meio da andlise de amostras coletadas diariamente ao longo da planta
de tratamento. Segundo Pereira [19], a coleta direta em pontos de amostragem con-
vencionais tende a causar grandes alteracbes nas medidas do TOG e da distribuicio do
tamanho da gota do dleo disperso, pardmetros que caracterizam a qualidade da dgua
de produgdo. Outra forma de se determinar a composicio quimica marinha é baseada
em aspectos biologicos, tal como a capacidade que determinados organismos tém para
absorver e acumular substancias presentes na dgua. Mexilhes e Moluscos Bivalvos tém
sido utilizados para monitorar os niveis de hidrocarbonetos presentes na dgua, através
de amostras colocadas em gaiolas em difererentes locais. Peixes capturados podem servir
para este mesmo propdsito, porém de acordo com [29], sua habilidade de transformar ou

12



Fficiéncia de Remocao{%)

Contaminante TI | GAC | Zedlitos | FM | Stripping ¢/Géas | TB | Ox.p/ar umido
Metais Pesados 80 | baixa - - - - -
Alifaticos{< C5) - 10 - - 95 haixa 100
Alifaticos{> C3) - 15 50 - 90 baixa 100

Aromaticos(BTX) - 95 70 90 90 baixa 100
Naftalenos - 95 70 10 90 baixa 160
Fendis - 95 40 15 1 14-30 100
Acidos Graxos - 30 baixa - baixa 77-90 100
Inibidor de Corrosdo | - 20 baixa - baixa baixa 100
Inibidor de Incrus. - 20 haixa. - haixa haixa -
Desemulsificante - 30 baixa - baixa baixa -
Polieletrdlito - a0 balxa. - baixa baixa -
Metanol - | nfa baixa - 5 80 100
Glicol - | =a/a baixa - baixa 50 100

Bol. Téc. PETROBRAS, Rio de Janeiro, 43(2:126-136, abr./jun.2000

Tabela 1.4: Eficiéncia dos processos de tratamento na remocao de compostos dissolvidos

metabolizar rapidamente os PAHs provoca desvios na correlacdo da concentracio neles
presente com a concentracdo realmente presente na dgua.

1.2.3 Impacto no ambiente marinho

O impacto ambiental decorrente do descarte da dgua de producéo é geralmente avaliado
pela toxicidade dos constituintes e pela quantidade de compostos orgénicos e inorganicos
nela presentes. Dentre as substancias de toxicidade mais elevada que fazem parte da
lista de produtos proibidos da PARCOM estao o Mercirio, o Cddmio e seus compostos
[7]. O despejo da dgua produzida no Brasil é regulado pelo IBAMA/CONAMA que, de
acordo com a resolucao 20/86 em seu artigo 21, estabelece os limites de contaminantes
em efluentes pelo método Gravimétrico. No caso de dleo e graxas, este limite é de 20
ppm(mg/l). Os atuais limites de TOG estabelecidos em 1993 pela EPA dos EUA sio de
29 mg /1 como média mensal e de 42 mg/l como limite maximo didrio permitido. Apesar
das restrigbes relativas ao TOG, o efeito contaminante das outras substancias nio pode
ser negligenciado.

Oleo disperso

Se o dleo disperso através de pequenas gotas (4-6 microns) suspensas na fase agquosa
entra em contato com o piso do oceano, pode causar sua contaminacio por acumulagio
causando desta forma, disttirbios na comunidade bentdnica. Por outro lade, de acordo
com Stephenson 1992 (¢f. in [29]), se esse 6leo alcancar a superficie, provocard uma de-
manda bioldgica crescente de oxigénio perto do local de mistura.

Hidrocarbonetos
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Os Hidrocarbonetos que ndo apresentam ligacSes miiltiplas entre os dtomos de carbono
séo chamados de compostos saturadoes, pois contém o maior numero possivel de dtomos de
hidrogénio em um composto de carbono. Os hidrocarbonetos alifdticos pertencem a este
grupo, e tendo um comportamento semelhante ao das graxas, podem ter sua concentragao
avaliada através do TOG. Nio sendo este o caso dos hidrocarbonetos aromaticos que per-
tencem ao grupo dos compostos insaturados 0s quals do ponto de vista toxicoldgico sao
mais tdxicos que os alifaticos.

Compostos de peso molecular médio sdo mais toxicos que os de alto peso molecular.
Compostos de peso molecular baixo, apesar de serem altamente toxicos e apresentarem
alto risco de combustéo, sdo geralmente considerados sem muita importancia, pelo fato de
serem altamente volateis e se dispersarem rapidamente na atmosfera quando derramados
no mar.

A toxicidade dos hidrocarbonetos ou os efeitos fisicos do produto podem ser letais
para os organismos aquaticos, ou sub-letais, quando os efeitos bioldgicos cronicos afe-
tam o comportamento, crescimento, reprodugdo, colonizacdo e distribuicdo das espécies.
PAHs de baixo peso molecular sdo altamente tdxicos para organismos aquaticos e podem
ser cancerigénos para humanos e animais. Em [29] afirma-se que todos sdo mutagénicos
e prejudiciais para a reproducdo. Moléculas de PAHs de alto peso sdo menos soluveis e
estardo associadas com o dleo disperso. No caso de fendis, apesar de serem rapidamente
degradados por bactérias ou foto oxidagao, provocam efeitos nocivos na reproducio de
espécies.

Metais pesados

A idade e a formacio geoldgica do campo determinam a concentragdo de metais. A
concentragao destes em dguas produzidas é maior que nas dgua do mar. Porém seus im-
pactos sobre organismos marinhos podem ser pouco significativos tanto devido a diluigio
que reduz a concentracao quanto ao fato da forma dos metais absorvidos em sedimentos
ser menos biodisponivel para espécies marinhas do que os fons metélicos em solucdo. Além
dos problemas de toxicidade, os metais podem interferir com o processo de producdo do
petréleo.

Metais como o Zinco, o Magnésio, o Cobalto e o Ferro em doses muito pequenas cons-
tituemn micronutrientes para a maioria dos organismos vivos. Porém tornam-se téxicos
e perigosos para a saide humana guando ultrapassam concentragdes limite. J4 no caso
do Chumbo, do Mercirio, do Cadmio, do Cromo e do Arsénio, sio metais que nio exis-
tem naturalmente em nenhum organismo. E ndo desempenham funcgdes nutricionais ou
bioquimicas em microorganismos, plantas ou animais. Portanto a presenca desses metais
em organismos vivos é prejudicial em qualquer concentragao.
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O nivel de contaminagio e a velocidade de propagagdo dos constituintes da dgua pro-
duzida no ambiente marinho estdo sujeitos & salinidade da 4dgua. ao regime de ventos e
correntes marinhas, & composicio dos poluentes e seu volume e & capacidade de absorcao
tanto dos organismos, como a do assoalho marinho.

O destino e os efeitos poluentes da dgua produzida apés seu descarte no mar tém
sido elemento motivador de muitos trabalhos de modelagem e de simulagbes numérico-
computacionals, especialmente no Mar do Norte onde a atividade offshore vem sendo
intensamente praticada. Por exemplo, Rye et al [21] fazem uma simulagio e conseqilente
andlise de sensibilidade da concentracao do éleo disperso no Mar do Norte, através de um
modelo tridimensional chamado PROVANN.

Washburn et al [31] estudam, por sua vez, a dispersio da dgua produzida préxima ao
campo de extraciao no canal de Santa Barbara, na Califérnia, e isto é efetivado com um
modelo de pluma flutuante.

1.3 Um modelo classico de dispersao

Uma significativa variedade de fendmenos relativos a problemas ecoldgicos e ambientais
(tais como Dindmica de Populacdes ([20] e [18]) e Polui¢do Ambiental ([16] e [2])), po-
dem ser modelados através de sistemas que incluem a E.D.P de Difusfo-Adveccao/Reacio:

ou ,

57 -+ Div(fluzo) + Degradacao = fonte, (1.1)
que é obtida usando a lei de conservacdo das massas, onde u(¢, x}, dependendo do modelo,
pode representar diversos aspectos desde populacgdes ou concentracgoes de espécies até a
quantidade total de um material nesse meio.

1.3.1 O fluxo J

Fisicamente, a dispersdo de uma substdncia num determinado meio é a acao conjunta dos
Processos:

Difusao

O movimento Browniano das moléculas de uma substincia constitul a difusfo mi-
croscopica. Esta, mais a difusfo macroscépica devida 4 tensdo superficial, constituem a
difusio chamada de efetiva por Marchuk [16] ou por Okubo [20]. Pela lei de Fick assumi-
mos que a matéria tem uma tendéncia a se espalhar de tal forma a ocupar o espago fisico



da maneira mais regular possivel, o que equivale a dizer que a matéria se movimenta de
locais de maior concentragao para os de menor concentracdo. Assim, é razodvel supor que
a variacao da concentracao se da na clédssica forma:

Ji(t,x) = —alt, x, u)Vu(t, x)

Sendo o gradiente de v considerado apenas em relacio as coordenadas espaciais. E
a(t, x, u) representa o valor da difusibilidade efetiva no meio, na posi¢do x e no instante
¢. E patural intuir que, em determinadas situagOes e em locais onde a concentraciio é
maior, as particulas experimentem uma menor difusibilidade, daf gue este parimetro
possa também depender da prépria concentracio u = u(t,x).

K

Adveccao

A advecgdo® é o movimento provocado por agentes externos, como o campo de velo-
cidades do meio. No nosso caso especifico, correntes induzidas por forcantes tais como
ventos e mareés, ete.

Se o agente externo que provoca ¢ movimento da substancia é definido por um campo
de velocidades V', em geral varidvel tanto na posicdo como no tempo, entdo o fluxo
advectivo serd proporcional & concentragio:

Jo(t,x) = V(t, x)ult, x).
Assim, o fluxo por difusio efetiva e transporte advectivo é dado por:
J(t,x) = Ji(t,x) + L(t,x) = —a(t,x)Vu(t,x) + V (¢, x)ult, x).

1.3.2 Degradacao

A degradagao é também conhecida como decaimento e, € um processo que ocorre a nivel
de particulas, constituido pelas alteragbes sofridas pela substédncia ao longo do tempo
devido entre outras causas, a fotodegradacio, biodegradacao e precipitacio.

Em muitas situacdes, assume-se que a perda de substancia é linearmente proporcional
a propria quantidade presente no meio. No caso do dleo isto é aceitdvel no periodo que
Fay chama de segunda fase, durante o comportamento difusivo-advectivo.

1.3.3 Fontes

Fontes e sorvedouros sdo os meios pelos quais a substéncia é introduzida e retirada do meio
respectivamente. Por exemplo, os emissarios (denominados no meio como dispersores)
através dos quais é despejado o esgoto das cidades em meios aquaticos sdo um caso
especifico de uma fonte (poluente).

SEm alguns trabalhos a denominacio adotada é a de ”convecgdo” que, neste escopo, indica um trans-
porte para o qual contribui aquilo que se difunde.
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1.4 A situacao a ser analisada

Devido as concentragoes das diferentes substancias quimicas presentes na dgua de producio,
0S organismos expostos a essa agua sofrem impactos de varios tipos. Os principais fatores
que afetam os constituintes e as concentracdes dessa solugao e, portanto que regulam seu
potencial de impacto sobre a biota, sao:

1. Diluigao da descarga dentro do ambiente receptor.
2. Precipitacao instantanea e a longo prazo.
3. Volatilizacdo de hidrocarbonetos de baixo peso molecular.

4. Biodegradagao de compostos orginicos em outros compostos quimicos
mais simples.

Estudos realizados por Rabalais et al (1992)(in [29]) sobre o destino e os efeitos do
descarte da agua de produgdoc em ambientes costeiros no Golfo de México mostraram
que a agua produzida pode contaminar sedimentos e a regido préxima tal que a con-
taminacdo correlaciona o volume de agua produzida despejada com a concentracio de
hidrocarbonetos. Para operacdes offshore, os fatores-chave incluem a concentracgio e ou-
tras caracteristicas dos constituintes, tais como toxicidade, bio-disponibilidade e a forma.
Nesse mesmo trabalho, Rabalais et al afirmam que o destino real e os efeitos variam com
o volume, a composicdo da descarga, a hidrologia e as caracteristicas fisicas do ambiente
receptor.

Logo que a dgua de produco é despejada no mar, as diferentes substincias presen-
tes nela experimentam processos de dispersdo e de biodegradac8o®, processos que, de
acordo com as caracteristicas desta atividade, acontecemn devido ao fluxo, tanto pela di-
fuséo efetiva como por advecgdo (decorrente das correntes marinhas), e também devido
a volatilizacao e & absor¢do respectivamente. Isto nos levou a utilizar a clédssica e am-
plamente utilizada E.D.P. (1.1} para modelar este fendmeno na situacio aqui considerada.

Como os efluentes da dgua de produgéo de uma unidade de producdo irao afetar um
volume de agua do mar circunscrito &s primeiras centenas metros de distincia da unidade
{[22] e [13]), cuja pluma se dispersard nas trés dimensdes, ¢ plausivel assumir que o dominio
2 C R® considerado é um paralepipedo, tal como o ilustra a Figura 1.3 (modificada de
[15]).

Além disso, adotamos a seguir as seguintes notagdes:

u(t, x) representa a concentragio de material presente na dgua de producao, na posigao
x €  C R® no instante ¢ € (0,7T7.

Sexceto metais pesados que ndo degradam
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Figura 1.3: Dominio de atuagao

a = aft,x,u) é a funcao que descreve a difusividade efetiva desse material.

W1 = {wi(x, ), we(x,t), ws(x,t)) caracterizard o campo de velocidades do mar devido
a circulagao local, a marés e ventos. Denotamos com V a resultante da circulagdo local
Wy e o campo W, o qual é induzido pela natureza gravitatéria das diferentes substancias
contaminantes que fazem seu ingresso no mar através da fonte f. Neste trabalho vamos
considerar que a circulacao local W, tem comportamento estaciondrio e, sendo assim, con-
sideraremos esse campo apenas como funcio da variavel espacial. Apesar disto, é possivel
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considerar a influéncia das marés através de uma mudanga nas condigbes de fronteira’
emulando a “variacao temporal”da circulagio local em torno da unidade offshore.

De acordo com as caracteristicas da dispersdo da dgua de producao haverd uma perda
na concentracdo das substancias que a constituem, tal como descrito antes, esta perda
deve-se em parte, a fatores como infiltragdo e volatilizacio das substancias através das
fronteiras do dominio. Contudo, dentro do dominio de atuagio existem fronteiras que,
nor estarem muito afastadas da fonte, ndo sdo atigindas pelas substancias.

De um modo geral se denotamos com I'y < 99 as fronteiras do oceano onde acontece
a perda da substincia e, entdo, esta é modelada através da condicao

—a%— =kyu, (4, x} € [0,T] x Ty (1.2)

Onde 7 é o vetor normal (unitdrio) exterior a superficie. Esta condicdo de tipo Robin,
indica que a taxa de passagem de contaminante através da fronteira € suposta diretamente
proporcional & concentraciao da propria substéncia. Neste caso, temos que ky = V o 7.
No caso em que kr, = 0 temos que o fluxo através da fronteira I'; é nulo, i.e. ndo ha perda
nem ingresso da substancia, e tem-se a condiciao de Von Neumann,

No caso das fronteiras nas quais nao se registra a presenca das substancias poluentes
temos a condicao de Dirichlet homogénea:

u=0,(tx) €[0,T] x Ip, (1.3)

Desta forma, 00 =T =Ty JTp, com Iy Tp = 0.

O descarte das dguas de producio se da através emissarios ditos dispersores, que
sdo dutos por onde o efluente € despejado a uma determinada profundidade. Entao po-
demos considerar que o ingresso no mar das substdncias contaminantes ¢ de maneira
local ou pontual. A introducao destas substdncias no meio sera representada pela funcio
F:0,TIxQ—R

Adicionalmente aos processos de volatilizagao, oxidagdo quimica, biodegradacio se so-
marao os efeitos de diluicado no decaimento das concentracoes dos constituintes do efluente
na massa da dgua local. Representamos a taxa da acao conjunta destes efeitos através da
funcio o = oz, x).

Finalmente, vamos supor que, no comeco do processo de descarte das substéncias con-
tidas na agua de produgdo, a concentracdo é dada pela condicao inicial ug : 2 — R.

“as quais permitem gerar W, através da solugfo numérica das equacdes de Stokes
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De acordo com as consideracdes feitas anteriormente temos que ¢ problema pode ser
modelado pela E.D.P.:

ou + Div(—aVu+Vuy+ou = [ {t,x)€ (0,T]xQ

at
u(0,x) = w(x),xe QCR (1.4)
m@(u)g—z- = knu, (i,X) - I{DT} x T,

Observe-se que a possibilidade da descontinuidade das fungées correspondentes a fonte,
aos pardmetros ou a condi¢do inicial faz com que a equagio (1.4) possa ndo admitir solugdo
no sentido classico. Em geral as equacdes derivadas a partir das leis de conservagdo nao
tém solucdo no sentido cldssico (ver [9]), porém definem problemas bem postos conside-
rando a definicdo de solugoes generalizadas ou fracas.

As exigéncias de suavidade e diferenciabilidade sobre a funcio u impostas por esta
equagio podem ser enfraquecidas através da introdugao da derivada no sentido das dis-
tribuigdes, o que permite obter a formulacdo Variacional ou Fraca associada a (1.4), for-
mulacio que apresenta diversas vantagens em relacao a esta dltima e que sera introduzida
no capitulo a seguir onde serd, também, objeto de estudo e andlise.
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Capitulo 2

Formulacao variacional

Com o intuito de efetuarmos um tratamento matemadtico mais adequado as condigoes em
que é apresentado o problema estabelecido no capitulo anterior, faremos algumas consi-
deractes matematicas. Para tal propdsito, na segunda segio deste capitulo, introduzimos
a formulacao variacional de {1.4), que, sob determinadas hipdteses, admite uma tnica
solucdo conforme o teorema enunciado na secao 2.3.

2.1 Hipdteses de trabalho para o modelo adotado

Com o objetivo de tornar (1.4) numericamente mais tratavel, adotamos as hipéteses abaixo
afim de simplificé-lo, sem perder, porém, sua capacidade qualitativa :

H1: Neste trabalho vamos assumir que, em meios aqudticos, o coeficiente de difusao
o nao varia com a posicao, com o tempo nem com a propria concentracao. Esta dltima
hipdtese nao é necessaria para os resuitados analiticos mais gerais, mas, algoritmicamente,
permite lidar com aproximacdes que se constituem em sistemas lineares. O contrario iria
requerer, sobretudo, um tratamento numérico mais elaborado e maior custo computacio-
nal. Apesar da restricdo imposta ao «, é possivel manifestar sua variacio de acordo com
a natureza da substancia que estd sendo analisada e/ou com a temperatura da dgua de
producéao, tal como € feito nas diferentes simulacdes numéricas para os diversos cendrios
considerados no capitulo 5.

H2: Assumimos também que o campo de velocidades W tem um comportamento
estaciondrio, i.e. nao varia com ¢ tempo e sim apenas com a posicdo espacial x. Embora
o objetivo seja descrever o mapa circulatério local, ndo héd, na modelagem matematica,
razao para nio assumirmos que suas componentes sejam de algum modo limitadas.

A solucao cldssica de (1.4) depende fortemente do comportamento da fonte f e da

concentracio inicial uwp. Desenvolveremos uma formulacao fraca ou variacional pois, com
isto, teremos uma abrangéncia num conjunto maior de solugdes para (1.4).

21



H3: Sendo que o processo de descarga de dgua de producdo acontece de maneira pon-
tual e continua, vamos adotar a fonte pontual f constante tanto no tempo como no espago.

H4: No caso da funcao de degradacao o, é assumida constante no tempo e variavel
apenas com a profundidade z. Os correspondentes valores de ambas fungdes serao espe-
cificados no capitulo correspondente as simulagdes numéricas.

2.2 A formulacao variacional ou fraca

Existem situacoes em que a complexidade da geometria do dominio do problema ou as
condigées de fronteira sdo tais que impossibilitam a explicitagdo de uma solucdo analitica
ainda que se possa garantir-lhe a existéncia. Nestes casos, métodos como o de Galerkin,
via elementos finitos, junto com um método adequado para o tempo, s&o0 uma ferramenta
muito Gtil, e essencial. A base tedrica dos métodos de elementos finitos é a formulagao
fraca ou variacional. Introduzindo uma discretizacao do dominio do problema, aproxima-
mos a solugdo continua com uma apropriada funcao continua por partes e, com isto, o
problema de resolvermos uma E.D.P pode-se reduzir a resolver sucessivos sistemas linea-
res de equacgdes tal como veremos no capitulo 3.

Antes de expressar (1.4) na sua formulagdo variacional precisamos introduzir algumas
notagGes que permitirdo simplificar as expressoes envolvidas neste processo.

De um modo geral, seja um dominio 2 C B*,n € N. Denotamos:
1. Em L?*{}, o produto interno e correspondente norma dados, respectivamente, por:
(V)i = [ wbviddn, e [ w o=/l W)z
denotamos também o produto interno sobre parte da fronteira de (-

] v,y = f u(x)s(x)dT

2. Em HY(Q) ¢ L*(Q) o espago das fungdes quadrado-integraveis com derivadas de pri-
meira ordem no sentido das distribuicbes quadrado integraveis:

HYQ) ={ue L*(Q)/£& € [*(Q),k = 1,2..n},
o produto interno e correspondente norma dados por:

('U, l U)Hl{g) = (’ZL l U)Iﬁ(ﬂ) |- (V’U; H V’U)Lz{g)
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|| u “?{{O)mgi U H%?(Q) + | Vu El%ﬁm)

Ou 6‘@
('\"_U l Vt} L2 W= Zh 1 / a$k 83&“&

E de nosso particular interesse trabalhar com funcdes que pertencem ao subespaco V' C
H*(£2) tal que:

onde

V= {ve H(Q;vlr, =0},

com o produto interno e a norma induzida, V' é um subespaco de Hilbert, separavel e tal
que :

HHQ) V¢ HYQ) C L¥HQ).

Sendo L?(Q) reflexivo, podemos identificd-lo com o seu dual, e, das relagdes de inclusio
descritas acima, temos:

VLY V),

inclusées que sido continuas e densas.

A solucao u de nosso problema pode ser considerada como uma familia de fungoes de
te(0,T]c RedexeQC R tal que:

u:[0,T] —V,

ou seja, para t € (0,7},

w(t) = ult, ) : O — R,
lembrando que uy(x) = ug(0,x) € V C L*{Q).

Analoga consideracgdo fazemos para f.
Definimos a derivada u' : [0,7] — V' onde V' é o dual de V por :
. du(t
(W Oz = (22

ot [U)L'z(.rz)
Sendo a“m considerada no sentido das distribuigdes {[9] e [14]).

Havendo definido nossos espacos funcionais de trabalho, procedemos & formulacao va-
riacional relativa a (1.4).

Apébs multiplicar cada termo da equacgao diferencial parcial de (1.4) por v € V e inte-
grar em relacdo & varidvel x € 2 (mantendo ¢ fixo), obtemos:
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gﬁvd#~/ ozAuvd,u+/Div(Vu)vdu+afuvdgx—*‘/‘fvdu? Yv e V.
Jo Ot Q o Q Q

Com a notacio acima, o problema variacional associado a (1.4}, ¥t € (0,7 é:
Ou s ,
(a | vy — a(Du | v) o) + (Div(Ve) | )z + olu {v)remy = (f | v)rn). Yo e V.
(2.1)
Apbs aplicar o teorema de Green no segundo termo da esquerda, e utilizando as condigoes
de fronteira (1.2}, obtemos:

' du |
—o{Au | vz = a(Vu | VU)LZ(Q}W&'<% v pzen) = a(Vau || Vojrzoy+(hvu [ o)y

Expandindo a terceira parcela a esquerda da expressido (2.1} e substituindo ai a relagao
acima, temos:

(%% | Veaiey T a(Vu ] Vu)pxe) + (wDiv(V) | v)raa) + (Vo Vu | v) 12 + a(u | v)r2e)
+ knlu | ey = (f | v)2), Yo € VVE € (0,T]. (2.2)
Para uso posterior, definimos o operador bilinear a{t; ., .):
a(t;u,v) = a(Vu || Vol + (Vo Vu | vl + o(u | v)rzo + kv{e | ) 2wy,
uma vez que, Div(V) = 0. Desta forma, podemos reescrever (2.2) como:
(O )y +alt,0) = (f [ Vs, Yo € Vo€ (0,7, (23)

2.3 [Existéncia e unicidade da solucao fraca

A fim de construir métodos para aproximar a solu¢do de (2.3), assumindo-lhes a con-
vergéncia, precisamos garantir existéncia e unicidade da solugo procurada. Para tal
propésito, usaremos o seguinte resultado devido a Lions [14], o qual garante a existéncia
e unicidade de solucfio para uma classe de problemas abstratos, reescrito aqui de modo
adequado aos objetivos deste trabalho.

Teorema 1. Dados o conjunto aberto limitado de fronteira Lipschitz continua, simples-
mente conezo, £ C R™ e os espacos de Hilbert H e V tais que: V C H, sendo esta
inclusdo continua, e com V denso em H, tal que:

dade T > 0 [fizo), seja a uma familia em t € [0,7] de formas sesquilineares definidas
em V xV

altiu,v) : VxV >R
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satisfazendo as seguintes hipoteses:

(i)V (u,v} €V XV, afungiot — a{t;u,v) € mensurdvel,
(i) la(t;u,v)| < M |fu vl v iy, gtp. em Qt € [0.T], Yu,v €V, sendo M uma
constanie,

(it} existe A € R tal que alt;v,v) + A o 5> 8 v}, atp. em Q0 € (0.7, Vv €V,
sendo 5 uma constante estritamente positiva,

(iv) dadas up € H e [ € L*(0,T: H), entdo existe uma inica fungdo
we L0, T, V) tal que

du | vy +altult),v) = (f{t) | v)ive, g¢tp.em Q, t€l[0,T]

bkl  weeV
ol VY

(w0 [ v)zney = (g | V) YoeV (2.4)

A demonstragio deste teorema encontra-se em Lions [14] e de um modo geral para
o caso em que a é nac linear Meyer[17| faz a demonstracio para um problema similar.
Portanto, para estabelecer a existéncia e a unicidade da solucdo de (1.4), precisamos mos-
trar que a familia de formas sesquilineares a relativa & equacio (2.3), satisfaz as hipdteses
requeridas. A verificacao destas hipdteses implicard na determinacio de cotas que limitem
as diferentes parcelas que conformam a. Eo que fazemos a seguir.

De fato, para Vi € {0, 7], u{t) e v € V, temos:
a(Vu | Vo)rz) +o(u | v)pzeo] < Slép{@aa}i(vuuvv)wm) +{u | vzl
= sup{a,o}|(u [ on| < My ullmll v s (25)

sendo que esta ultima desigualdade decorre naturalmente da desigualdade de Cauchy-
Schwarz, com M; = sup{a, o}.
o

Antes de achar as cotas que limitam (V o Vu | v)p2q), vamos precisar da seguinte
desigualdade basical:

2

b
abgeaz%gg Y a,beR, Ve>0, (2.6)

Sendo que, por hipdtese, as componentes da velocidade: Vj,i = 1,2 e 3 séo limitadas em
2, entdo, podemos escrever que

3 3

E Ou Ou
VeV 20071 = Vi—uvdQ)| < g
(v o Tul =13 [ Vighoial < S awplivl) [ 5kl
b

'A qual pode ser obtida apartir do fato que, (vea — 57=)% > 0.




8%
~1
—

< %Z] 1—E]@|d9 (2.
onde: My = max{sup{/Vi|}}. Usando a designualdade (2.6), temos:
g

I 3 E 3. .
2d + i/{; o[PSy = EHVUH?LZ(Q) + Eﬁ'l@“iﬁ(ﬂ)

z
=1 " a 8273
substituindo esta tltima desigualdade em {2.7) apds considerar € = W obtemos:

a vl 2.8)

\(Xf oVu | L)Lz(g)\ < :!v HL 2(41) ”}“

por outro lado, da desigualdade de CaucbymSchwarz decorre que,

{(VoVu | v)reay| S IVoVullpemyllv]icagy < Ml Vullpeoy[vilzae) < Mel|Vullgr oy livlia o
(2.9)

e, também,

ey (u vy el S Exllullpaepllvlizeey € kxvllelizeeo livliizen < Msllullmmollvllew
(2.10)

assumnindo que 90 € C! esta tltima desigualdade decorre do teorema do traco {ver [9}).

Agora, vamos descrever o processo formal da demonstracio, mostrando que o presente
problema (2.3) verifica todas as hipdteses exigidas pelo teorema de Lions. De fato,

1. A mensurabilidade de o segue da sua definigao.

2. As desigualdades (2.5}, (2.9) e (2.10) permitem estabelecer que

la(t;u(t),v)| = la(Vull VU)peg + (Vo Vu | v)ragy + o(u [ vz + ka(u | o) 2]
< (My+ My + M) lull gy oyllvl gy = M?l“”m ol

e, desta forma, fica garantida a continuidade do operador a.

3. Para cada ¢ € (0,7, pretendemos achar constantes X € R e 8 > 0 tais que:

a(t;v,v) + Al v (32> B[ v 1% ap Vo eV,

De fato, da definicio de a(t,u,v) e tomando u = v nas desigualdades {2.8) e (2.10},
decorre que:

am 3M-

a(t; ’U,'U) z inf 11 Vv HEQ{Q) _Sinf “ Vv HLZ(Q) -“““““‘“%; H ) “%2(9) — “ T 11%2(9) “Mg ” v il?‘{l(ﬂ)
Qi § 3M, o

2 Vv EE%P*(Q) +lv EELZ{Q)) - (m + o+ )

+ Ms) |l v ];%Z{Q) '
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Desta forma, temos que

onde A = {

30y
Qginf

alt:v,0) + A v (a2 811 v ey Vo €V,

¢ L &y A 4 :
+ 0+ 22L + M) e = 2L fechando esta prova.
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Capitulo 3

Discretizacao do problema

Uma vez que o teorema(l) nos garante existéncia e unicidade da solucao do problema vari-
acional {2.3) em subespacos V', podemos utilizar algum método numérico apropriado para
aproximar adeqguadamente a sua solucao. O Método de Galerkin ¢ um método numérico
que permite construir uma solu¢io aproximada do problema variacional associado a (1.4).
Para tal propésite pode-se fazer uma discretizacao espacial finita do dominio do problema
em questdo, sobre a qual é construida uma base de funcdes de um subespaco finito de V.
Sao estas fungdes base as que permitirdo construir a solucdo do problema variacional, e
com 1sto, uma solucao aproximada uy, do nosso problema. Todo este processo é detalhado
nas proximas secoes deste capitulo.

3.1 Discretizagao espago-temporal

Para propositos de simplificacdo, nas expressdes a seguir, a ndo ser que indiquemos di-
ferentemente, os produtos internos {.[.)g e {. | .)r representam (.[)rzqy e {. | Jrzm
respectivamente.

Seja Vi, um subespaco de V de dimenséo finita gerado pela base B = {1, @3, ..., @n, }-
Assim a solugdo do problema (2.3) no subespaco V},, pode ser representada como:

L)

un(t,%) = 3 ei(t)0i(),

i=1

pois, substituindo u, na formulacdo variacional (2.3), para Vv € V}, temos':

(3uh
ot
1Embora (3.1} indique produtos internos em e I'n a rigor deveriam ser definidos nas aproximagbes

U, e I'n, respectivamente, com Qp — @ e 'y, — TI'y de algum modo quando h, o "tamanho”dos
elementos espaciais da discretizacio, se aproximar de zero.

e+ a(Vup || Vo)a+ (Vo Vuy | v)a+olus | v)a+kyiu | vir, = (f | v)a, (3.1)
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ou, equivalentemente,

Ty p Ty

L d : , . . i h
( :;—g;i Lv)n + a(z Ve | Vilg + (Z oV oV |vlg+ o(z cips L v)a +

i i q
iy
+ ffN(Z cii | viry = 1 v)a, Yv €V,
i

Este procedimento corresponde, de fato, ao conceito de separacio de varidveis e, uma vez
que as funcoes ¢; nao dependem de x € () :

ng Th

d(jz ! T ) T -
> — (i | Vot Ve || Volg + > alVoVy [v)a+0o > ale: | via+

i 3

iy
+ ok Y el fviry = (f [ v)a, Vv E W

i

No método de Galerkin a formulagio peso-residual é tal que as funcgdes peso ou teste v
sao da mesma classe das funcdes base ;. Desta forma,

g ip

de; h T a
> d—;(%’ loilatad alVe | Voo + Y alVoVe e +0 > el | oa+

i

T
+ kv Y alps [ ore = (| 9i)a. Ve €B,

fazendo ¢ = (¢1(t), calt), c3(t), ..., e, (£))7, este sistema é equivalente ao sistema linear de
ED.O.:
‘4(3‘911 %)C(t) + B((fgl: {raj)c(t) = d(f: [raj}f (32)

onde as matrizes A = {a;;), B = {b;;) e o vetor d = (d;} sdo dados por :

H

aj; = ((Pz‘ ! iﬁj)ﬂ:
by = (Ve [ Vejla+{(VV o | oi)a+ole | vi)a+kniei | ¢jiry, (3.3
d; = (flgsa-

parat,j =1,2,....np.

O passo seguinte é fazer a discretizacdo temporal. Para tal efeito utilizamos o Método

de Diferencas Finitas de tipo Crank-Nicolson, centradas em t, + %ﬁ, segundo o qual

obtemos as seguintes aproximagdes, usando a notagao ¢ & c(tn, X;):

+1 n
de. Rt Gl
ml’tn+—££ frod w e Cj(tn+ %) 1 a?..._,_.g..,.'.m.l.._
dt 2 At
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Ap6s manipulagdes algébricas adequadas na expressio (3.2), obtemos o sistema linear
de equacgoes :

A+BYy .+l . (A-By,.n . gned — AT
(B25 )M = (252 )" +d"7E, n=1,2, 0N,
ou de forma genérica:

‘,{icni& e BCH -4 dﬂw% T} == 17 2 ...... j\a

H

aproximacao temporal que é da ordem J{At?).

A resolugao numérica deste sistema depende, entre outras coisas, da construcao de
uma malha sobre o dominio © (definindo os elementos finitos) e uma adequada escolha
das funcoes base do subespago Vj,, tal como é descrito na seguinte subsecao.

3.1.1 As funcoes base e a discretizagao do dominio

Dos diferentes tipos de elementos finitos que podem ser escolhidos para discretizar um
determinado dominio bidimensional, em geral os tridngulos sdo os mais adequados para
descrever dominios cuja geometria é mais irregular. Assim, para dominios tridimensio-
nais, os tetraedros sdo uma extensdo natural e conveniente dos elementos triangulares.

Denotemos com {2} uma familia finita de NT tetraedros (2, dois a dois disjuntos
ou tendo como intersecio no maximo uma face, ou uma aresta e tais que :

NT
ﬁ:Um?

gl

associamos a esta malha o parAmetro i dado por

h = maz {diam ()} e,

desta forma, denotamos a familia {Q.}¥% por Tp.
A figura abaixo ilustra a necessidade de estabelecermos uma relacao entre um ele-
mento finito qualquer 2., e seu correspondente elemento (., no sistema referencial de

coordenadas. De fato, esta relagao é dada pela transformacio afim,

Ty — %y I3 — Ty Tg~ Ty £ Z1
TEnO=1 v2—y1 B—0 Y—un nt+| n (3.4)
g — Zy Z3 — 21 g - T C Z1

Dentre os diferentes subespacos finitos gue podem ser escolhidos para definir V3, con-
sideramos o espago das fungdes polinomiais de trés varidveis de grau menor ou igual a
n € {1,2} definidos em $2, i.e.
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A00,0,1)

N,
:
i iy \\

!J Ld . \\

~

Figura 3.1: Transformacao afim 7 : (0, — (2,

P.(Q) = {p: e — R/p(x) = Z Oaonas ™Y 2%, Gajasas € R},

lal<n

onde x = (x, v, 2). Este espaco tem dimensdo finita, e cada funcdo base assume um tnico
valor em cada ponto ou né da malha. Se NTN denota o ntmero total de nds, entdo
teremos a mesma quantidade de funcdes polinomiais na base. Pelas caracteristicas do
problema bem como pelo contexto do espago funcional resulta de particular interesse o
subespago:

Vie = {0 € CY(Q)/pla, € Pn(§2),¥8h € Th. ¢lr, = 0}.

Com o intuito de facilitar os cdiculos envolvidos na construgio das matrizes A, B e d
definidas por {3.3) adotam-se, como base do espaco Vi, as fungdes ; tais que:

@Z(bj) = 51'_7',@'—,_7- - 1, E.N’TJ\T,

sendo ¢;; a fun¢do delta de Kronecker e b; o j-ésimo nd do elemento (2., No caso de ele-
mentos de primeira ordem, para cada né j(1,...., NTN}, se obtem uma fungio p; que
é linear por partes. Assim o aspecto geométrico (em © C R?) de cada fungdo ¢; é uma
piramide virtual sobre cada elemento {2, assumindo o valor 1 no j-ésimo né e zero nos
demais nés da malha.

Logo, qualquer elemento v, € Vj,, pode ser respresentado como:
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NTN

up(x) = Z un(by) s (%)

j=1

Para o caso em que n = 1 temos que as funcdes polinomiais ; € V, que correspondem
aos elementos de primeira ordem i.e. considerando apenas os vértices (0, 4, B e C') do
tetraedro no sistema referencial de coordenadas, temos :

ez, y, 2} =1—z—y—2z @alz,y.2) =2
p3lz, g2y =y, e wulT,y,2) = 2

é ficil verificar que estas assumem o valor 1 nos vértices O, A, B e { respectivamente,
e sao nulas nos vértices restantes.

Quando n = 2, e no caso de elementos de segunda ordem, as nossas fungdes polinomiais
«0; ficardo unicamente determinadas pelo valor que assumem nos vértices e nos pontos
médios de cada aresta do tetraedro {2,. Assim, ternos:

o1z, y, z) = 1-32—3y—3z+2(2*+y*+ ) +d(zy+re+yz), @olz,y. 2) = dx(l-z—y—2)
35\3(:an7z) mx(——l—&-Qﬂ:)’ (.‘94(1'72/1 Z):4$y= 9’95($:y>z) :y(_1+2y)1
wﬁ(x:ya z) - 4y(1 — -y z): 997(1'7 Y, Z) = 42(1 - Y Z):
wglz,y, z) = dxz, wolr,y,z) =4yz, e @elz,y, 2) = 2(—1+ 2z).

Estas dez fun¢des bem como as diversas integrais que correspondem aos elementos das
matrizes A e B e o vetor d dados na expressdo (3.3} foram determinadas com ajuda de
um pequeno programa implementado em MatLab, ver anexos.

3.2 SUPG

Existe a possibilidade de que as solugGes numéricas obtidas através do Método de Galerkin
sejam corrompidas por oscilacdes, isto acontecerd em casos de problemas com conveccao
ou adveccao dominantes. Estas oscilages indesejdaveis podem ser evitadas fazendo um
adequado refinamento da malha, mas o preco a pagar é um alto custo computacional.
Uma alternativa ao método de Galerkin puro que néo precisa disto é o método Streamline
Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) introduzido por Brooks e Hughes [1], no qual a idéia
bésica é modificar as fungoes peso residual para o termo convectivo do Método de Galerkin,
pertubag¢do que sé atua na diregao do fluxo, evitando a excessiva difusibilidade presente
nas solugdes obtidas através dos outros métodos, sem introduzir difusao artificial e perder
consisténcia como alguns métodos Upwind. Assim, as fun¢oes modificadas sao da forma:

onde ; sdo as funcdes que geram Vi, e ¢; sdo funcles descontinuas que sé atuam na
direcdo do campo de velocidades, as quais dependem tanto do campo V' como do nimero



de Péciet.

Inserindo as novas funcdes na expressao (2.3) para obter a formulagao SUPG, vem:

8 Ou
S (G = Dre(-aVun ¢ Via) + oun = fizdf+ (G e+ alwnivns ) = (o)

Como em Codina [4], neste trabalho consideramos:
"F p— m‘/ Io) VQE

onde 7 é um parametro, escolhido de tal forma a se obter uma solucéo nodalmente exata ou
muito proxima desta. Para problemas de dimensdo espacial maior que 1 uma estratégia
amplamente adotada é proceder como no caso unidimensional, no qual se atinge uma
solucao nodalmente exata para elementos finitos lineares, quando:

= (coth(Pe) — _)211’ ;

onde Pe = ~5-- i ¢ o nimero de Péclet, sendo a o coeficiente de difusdo, V' é a velocidade
umdlmenszonal respectivamente, e h representa o comprimento de um eiemento da malha
uniforme.

O processo para calcular 7, ¢ descrito segundo os passos resumidos abaixo, conforme
o procedimento que aparece em [3], j4 incorporado com sucesso em diversos trabalhos
correlatos {[2] e [6]).

Passo 1: Calcular a norma euclidiana da média aritmética das velocidades carac-
teristicas V, dos nés do tetraedro Q..

Passo 2: A partir dos vetores velocidade no elemento {2, usar a transformacao afim 7°
da secdo anterior para determinar 0s vetores correspondentes no tetraedro €., do sistema
de referéncia. Aplicar o passo 1 a estas velocidades para obter a velocidade caracteristica

Vier.

Passo 3: Calcular o comprimento caracteristico h, dado por, h, = 0.715}/5;',

Re|Ve

Passo 4: Calcular o niumero de Péclet 7., dado por v, = =5

Passo 5: Calcular a fungdo upwind € = coth(v,) — &,

Passo 6: Calcular o tempo intrinseco : 7, = %}E
€
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3.3 Implementacao

O objetivo desta secdo é ilustrar em linhas gerais o processo da implementagao dos pro-
gramas que foram implementados em at Lab® versio 6.1, e encontram-se no apéndice
deste trabalho.

3.3.1 A Malha

Os elementos finitos (€2, ) considerados neste trabalho sido os de segunda ordem caracteri-
zados por tetraedros cujos nds sao os vértices e os pontos médios dos lados.

Como nosso dominio € é consideravelmente regular nés decidimos implementar um
programa para gerar uma malha, em vez de utilizar algum dos diferentes softwares es-
pecificos e disponiveis no meio. A saida deste programa fornece, entre outras informacgoes,
a numeracao global dos nds e suas respectivas coordenadas, a numeracao dos tetraedros
e seus vértices e pontos médios no caso de elementos de Il ordem. Em cada elemento {2,
0s vértices sao percorridos em sentido antihoréario.

3.3.2 Campo de velocidades

A Mecéanica dos fluidos incompressiveis é governada pelas equacdes de Stokes. Além disso
estas fazem parte das equacOes de Navier-Stokes., as mesmas que modelam fendrnenos
fisicos mais complicados e evolutivos. As equagdes de Stokes aparecem em problemas das
mais diversas dreas, daf que o interesse da sua solucdo numérica tenha promovido intensa
pesquisa inclusive com os métodos de elementos finitos.

pAW: — grad(P)+ f=0

diUW}_ = {
Wix) = g(x), VvV xel,
oW,
. = h
87? lrh

Aqui,  é um conjunto aberto e limitado do R* tal que 30 = =T, Ul e @ =1, N T4,
u € o coeficiente de viscocidade, W; € a velocidade , P é a pressdo e f é a forca do corpo
(no nosso caso f = 0).

Sendo a velocidade e a pressac as varidveis dependentes, entao, uma vez aplicado
o método de elementos finitos na formulacdo variacional de Galerkin (cléssico), este dé
lugar ao denominado "método misto”pois cada funcdo incégnita pertence a um determi-
nado espacgo funcional, porém o sucesso deste tipo de formulacgao depende fortemente do
tipo particular de interpolacdes utilizadas para a pressdo e a velocidade. Combinagoes
quaisquer podem produzir grandes oscilages nas solucgdes.
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A ferramenta matematica que explica o comportamento dos métodos mistos para o
problema de Stokes foi providenciada por Babuska e Brezzi [11], sendo denominada como
a condigao de Babugka-Brezzi. Apesar de muitas combinacoes de interpolacdes de pressac
e velocidade serem convergentes, a sua implementacdo computacional é dificil. No en-
tanto, apesar das implementacoes de igual ordem? serem as mais atrativas desde ¢ ponto
de vista computacional, elas ndo satisfazem o teste de Babuska-Brezzi. Contornando esta
dificuldade, em [11] os antores desenvolvem a formulacio de Petrov-Galerkin do problema
de Stokes, a qual, além de passar o teste de Babuska-Brezzi para qualquer combinagdo de
interpolagdes continuas, € muito mais estével em relacao a formulagdo classica de Galerkin.

Formulacao através de elementos finitos

A combinacao de interpolagoes 5/ Fy, através do método de Galerkin foi adotada aqui
pois, além de mostrar-se computacionalmente estdvel, sua implementacao é relativamente
facil. Sao utilizadas como fungbes base fungdes polinomiais quadraticas e funcdes cons-
tantes para interpolar a variavel velocidade e a pressdo, respectivamente. Dessa forma, a

segunda variavel é descontinua.

Como sabemos, no Método de Galerkin as funces base e teste pertencem ao mesmo
espago. Denotemos com :

VvVt c H*(2) o espago das fungdes velocidades peso (ou teste) e base .
P" ¢ L*(Q?) o espago das fungbes da pressao peso (ou teste) e base

onde HY{2) e L*({2) sho como definidos previamente na secdo (2.2). Assim, dada g,
queremos achar vf € VA k=1,2e 3 e p* € P* tais que Yu" € V" e W' € P,

%)
~(udvf ut)a+ (G- uta =0 e
3
ot
Z(é}ﬁ ¢")o =0
k=1 k

Consideramos a mesma discretizagao adotada para o dominio {2 na secdo (2.2), de-
notando com NI, NE e ne o numero de nds internos, externos e o nimero de elementos
finitos (tetraedros) respectivamente. Assim, temos que elementos vy € VP e p" € P*
podem ser escritos como:

NE NI
- E . § A
UV = Uk -+ Vi, k= 11 27 3:
J=1 i=1

Zatravés do método de Galerkin
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ne
pt= Y pexa.
[E551

respectivamente, onde {1, @02, ......, ¢, } é a mesma base adotada na secio (2.2} e x é a
funcio caracteristica.

Apés algumas manipulagoes algébricas, as expressoes acima podem ser reescritas como:

ne NIT ne ne NE
a’«,’?i |
wy Z vk (Vg Vi, — Zpk(l\gg“)m = —/l-z Z%j(v%ﬁjiv@i)nk

k=1 j=1 k=1 k k=1 j—1

ne NI

Fe;
ZZ%‘(B 1o, = 0
k=1 f=1

Estas expressoes podem ser escritas de maneira compacta através do sistema linear de
equagoes :
pAu—DBip = ()
uAv — Bsp = O
pAw — Bsp = (i
Biu+ Biv+Biw = 0

Onde as Matrizes A = (a;;) e B, = {b%,), sdo tais que :
a; = (VeilVes)a,

s Bp;
(7 (1!a$k)ﬂev

comi,j=1,2,...NILk=1,23,...,nee s=1,2,3, sendo u,v e w vetores que corres-
pondem as componentes de v" e p € o vetor que contém os valores da pressio.

A solugdo numérica destas equagses é feita através de um programa que denominamos
de 7 StokesP2P(0” 0 qual foi implementado também em ambiente M atLab® versio 6.1. A
saida deste programa € incorporada ao programa principal o qual simula a dispersao da
pluma das diferentes substancias contidas na dgua de producio. As condigdes de fronteira
utilizadas para alimentar o programa que gera o campo de velocidades e os valores da
pressao em cada né do dominio 2, sdo definidas no capitulo 5.

3.3.3 Condicoes iniciais e a fonte

As diferentes substincias contidas na dgua de producio fazem seu ingresso no mar através
de dispersores (dutos} localizados a uma determinada profundidade fixa. Entdo, nas dife-
rentes simulacoes que realizaremos na préxima se¢io, consideraremos uma. fonte pontual e
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constante, a qual permanece ligada durante as primeiras horas e localizada pontualmente
na parte central do dominio £2.

No capitulo a seguir fazemos estimativas do erro induzido pelo método de Galerkin
continuo e discreto no tempo, respectivamente. A abordagem adotada serd através da
técnica aplicada de maneira pioneira por Douglas e Dupont [8] ([23]) e posteriormente

i

utilizada em [17] e [6].
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Capitulo 4

(Galerkin continuo e Crank-Nicolson:
Estimativas de erro

A resolucdo de problemas variacionals como (2.3}, feita em subespagos V), € V' de di-
mensao finita, permite obter solucbes aproximadas do problema original, solucbes que
teoricamente convergirdo (e, também, na pratica) para a solucdo analftica na medida em
que os subespacos Vj, tornem-se densos em V. Este procedimento pode ser feite através
de métodos como o método de Galerkin o qual, via procedimentos com elementos finitos,
fornecera tais aproximacoes. Para tal, consideramos

{@17¢27 F35 cemenen } € {@1?@27 @31"""79‘971;1}7
bases do espaco de Hilbert V', e de seu correspondente subespaco Vj, respectivamente.

Na se¢ao a seguir, analisamos o erro cometido quando aplicado o Método de Galerkin
continuo no tempo para achar a solucdo do problema,

(%%L lvia+alt;u,v) = {f | v)g, Vv €V, (4.1}

(u(0,.),v) = (ug,v), VW € V, (4.2)

supondo que V¢ € (0,17}, u(.,t), &(.,¢), 2(.. 1), %(., t) e Z&(.,t) pertencem a L2(0, T; L*(1)).
Assim, se uy representa uma aproximacao numérica da solucdo de (4.1), obtida através
do método de Galerkin via elementos finitos, num subespaco V}, de V', temos

Buh (t)

( 3t I 'Uh)g + a(t; Up Uh) = (f [ Uh)g,\?{’l)h & %, (43)

sendo t € (0,7}, fixo, com a condicdo inicial tal que,

(uh(O, .),’Uh) = (ug,vh),‘v"uh S Vh. (44)
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Entdo, uma estimativa do erro absoluto serd feita através da norma |Ju — upi| peero ryr2(0))-
Para obté-la, primeiro vamos obter uma estimativa para

d(l|u — unllr20))
dt "

para ¢ € (0,7 fixo, e em seguida integramos em relacio a .

Na secdo {4.2) é estimado um limitante superior para o erro induzido pelo método de
Galerkin discreto no tempo quando utilizado o método de Crank-Nicolson.

4.1 Galerkin continuo

Substituindo un(t, x) = > 7* ¢ (t)wi(x) e vn = ¢;,7 = 1,2,...., 1 na equacdo (4.3), temos
(£33 d(;z ( Tik h )
z “d;(% loila + @Y alVe | Vegla + > Vit x) o Vi | ¢)a
ny

g
+ oy aleleatkn ) alei | oy = (| @as Yoy,

2

um sistema de equagdes que, de maneira compacta, pode ser representado através do
sistema nao linear de E.D.O.:

Ali, 0;)C(t) + Blps, 0, )C (1) = d(f, @;). (4.5)

As matrizes A = (a;;), B = (bi;) e o vetor d = d; sdo dados por :

a;; = (@] @i,
bij(t) = (Vg || Vola+ (V(Ex)Vop | wila+ole | gila+Ex{wi | ¢)ra.
di = {flojle,

) = (cr(t), ca(t), o cny ()T,

para 1,7 =1,2,....mp.

Considerando
ey
U (%) = un(0,%) = ¥ (0)i(x) e v =y,
1=1

a partir da relacdo (4.4), obtemos o sistema AC(0) = b onde b; = (ug | ©;). A solugdo
deste sistema permite obter a condicdo inicial do sistema de equacgdes diferenciais or-
dindrias (4.5), e, conseqilentemente, uma aproximacio da condicdo inicial em Vj}, do pro-
blema (4.3).
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Fazendo (4.3)-(4.1) e considerando v = v, = ¢—uy com ¢ € L*(0,T;V}) parat € (0, 7]
fixo', temos
(3(u — 1ty )
ot

As seguintes equivaléncias serdo necessarias:

| & — upla + [alu, ¢ — up) — alup, @ — up)] = 0. (4.6)

(i) (25) | — up) = (2ER) |y — ) — (HESERL |y — §),

(1) a{u — up, u — up) — [alu, & — up) — alup, & — up)] = alu, v — &) — alup, v — 0)
= a{u — up, v~ @),

ambas validas Vo € L*(0,T: V).

Somando a{u — ug, u — ug) a ambos os membros de (4.6) e utilizando as equivaléncias
acima e, ainda, apds algumas manipulac¢des dlgebricas obtemos,
AMu — up)
( ot
Ou — uy)
( ot

Agora, procedemos a estimativa da segunda parcela do lado direito desta expressao.

| w—un)a + alu — up, v — uy) =

[ - @+ alu — up,u— @). (4.7)

As desigualdades estabelecidas na se¢do (2.3) permitem afirmar que
la(u —up =P < asupll V{w ~up) 2y I VI(u — 920y + lolllu — unlipzenyilu — Sl L2
+ Mallu~ unllgroy e — @l gy + MBIV (u —up)lir2@yilu — éll L2
onde M;(t) = maz;{supa{|Vi(.,t}|}}, e M3 é como ja definido em (2.10). Se fizermos®

My = sup ess{M,(£)}, (4.8}
te(0,T)

e aplicarmos a desigualdade basica {2.6) da se¢do (2.3) em cada uma das parcelas do lado
direito da udltima desigualdade, temos que

2
& (73 } ] H Z
45653 NV u— @)[[%2(9) +eaflu — Uhlizz(sz)

a(u~unu—¢)| < allVie—up)lien +
+ ZE;HU = $lz2iny +eallVI{w ~unllpzig + "4"2;”“ ~ ¢liz2 ey
¢“?rp(g}a

M2
+ 64;11& et uhEEf‘Il{Q) - ;i‘gi‘”'u, o

listo permite omitirmos t nas expressdes a seguir para efeitos de simplificagio.
2Nesta analise estamos considerando a possibilidade do campo de velocidades V' variar também no

tempo
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ou equivalentemente, =

2

, o
a(u —upu—@)l £ (a+e)|V{u—up)lfapg + ﬁ;;V(u = O L2y + e2llu ~ unlliz )
o? M3 M3 2
{Z;g_ + ZE;)HU @“U(n} + esfju — Uh“yliﬂ) ZH - Qﬁé!}'ﬁ{ﬂ)'

Quanto 4 segunda parcela do lado esquerdo de (4.7), a partir da desigualdade {2.11},
decorre que:

alu - up, u—uh)>3§lu“~u&[m —3 ]| u— uh”%gm);
substituindo as duas ultimas desigualdades acima em (4.7), obtemos

1 dliu -~ uhgﬁz(g

5 i Bl u—uy H%}A (= <X o~ up gt%zm) +{er +e3)lV(u —~ Uh)|’21;~{0)
2 2 2
Qgup 2 : 9 ol M5
+ . 1Vt = D720y + €2llu — urliion + (462 " des )l — ¢HL
,ng ISt 8 U U ) 1
+ edllu =l + S = 9l = (U fu = dla

Multiplicando por 2 esta desigualdade e fazendo

Qeg ?

o =2(8—es) =2 + ez = 2(es +€3) € A = 2(XA + &), obtemos®

2e0

dliu — “h“%}(g)

exllu = unllfi(a) < Miu —wnlfa + callu = BliTzq) + sl V{w — wn) {20,

dt
M o Nu —u
+ HU ¢“H1(Q) b SupﬁV (u— )”Lg + 2(—(-‘5?—@1 Lu— dlo,
ainda esta desiguaidade pode ser reescrita da seguinte forma,

d“u - uhiﬁ;? Q .
——— 2+ aflu— sl € M=l fag + (2 - —)nu 3200

K M3 Nu — up)

+ callu—uplfn gy + 5 5, Lu~ ol o +2('——— | u—dla

2

Z, 5
—2—1—;—’(]]'{7(14& = M2y + llu— ¢]|i2(n;)a
fazendo as correspondentes simplificactes nesta desigualdade obtemos,

dlju— Uh“%?(n)
dt

Gifju — uh”%ﬁ(n) < Mlu = unllZ2(qy + Gallu — 6] Z20) + Gllu - @“%{1(9)
Au —uy) |
] L A R, i
+ g [u~da

Sobserve-se que podemos escother €4 tal que ¢ < 0.
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onde,

2 2 2

- - Y5up - Mz &
J— -y v J— S - —— 3 SUT
Cy == {3 — 3,0y == (g — e ec3w—2€4 +_h2€1 .

A

Multiplicando cada um dos termos desta expressdao por e e considerando que

dlju = unllisry)  dle™Mu = unllZzqy)
- (@) HrEey) o -
pe = = o + e M|y — uh“%g(m (4.9)

e integrando a expressio resultante de 0 a s € (0, 7] em rela¢do a t, obtemos

e Hu(s,.) —up(s, )2522(9) - fiu(0,.) - uh(ﬁr}li%Q(Q} + 0 /{; e lu—uy H?Il(g) di
5 . S 5 a —
< c*gfe e M lu — @il 20yt + 63 /O e lu = |5yt + 2 /0 e“”(W LU — d)adt.

Observando que os lados esquerdo e direito desta expressiao podem ser limitados inferior-
mente e superiormente por, respectivamente,

€*AT|§’U’(S= ) un(s, -)]5%2(9} = {lu(0, .} — ua(0, ~)“f:2(m + 61 | w— 3]%2(0,&[{1(9)) {4.10)

. , . ) Sy, 0w —uy) ,
Gllu = Ol ooy + Gllu ~ Sl ooy + 2/0 € M((T“ | u— ¢)adt. (4.11)

para isto temos utilizado o fato que ¢, < 0 e as desigualdades abaixo decorrentes de
Y
e " < 1

(i) fos eMAtigu(t? ) . (,'b(t, ')”%2(9}6& S ”u - @“%2(03’;;@2(9)) =
(11) f; eﬁ}\tg[u(t: ) - @(tw )1 %51(9)(% < ;lu - ¢II%2(O,T;H1(Q})

A nova desigualdade formada pelas desigualdades (4.10) e (4.11) é dada, portanto, por

e lu(s, ) = un(s, -)Hi'zm) < JJu(0,.) — ua(0, ')”%2(0) — ¢ ffu—uy ”%2((},:&-%(9))
+  Gllu— ¢!§%2(0,T-,L2(Q)) + Calju — @é[%ﬁ(e,ﬂ";ﬂl(m)
8
Oy —
+ 2 f e Q) g (4.12)
, 5t

Integrando por partes a integral que aparace nesta desigualdade temos,

i (AL e, ) g, e = e, ) - Dl e ) - 6(E )

[l = unlt lute ) = galt ) = (ult, ) — (e, )| T 2y
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Aplicando a desigualdade de Hoélder em cada uma das parcelas do lado direito desta
desigualdade, bem como a desigualdade (2.6) em cada uma dos termos resultantes e uma
vez que €~** < 1 obtemos

Ault,.) —ugl(t, )

fo (/% e (ult. ) = ot D))dt < elluls, )~ uals. )T
+ ellug = tnglij2 0y + (A + 1) / [lult, ) = unlt, iz odt + "!E(U(S )= o5 ) zee)
\ * t - {Z) t - ;
s o = 0. e + [ Uit = o6, e + 12 e,
esta desigualdade permite reescrever a relagdo (4.12) da seguinte forma
G fluls,.) —unls, )|1L2fﬂ fl0,.) —un(0,) 532(_(2) =6 || u—up H?L?(G,T;Hl(ﬂj)

+ G- ‘P”ﬂ(o,’r;ﬁ(ﬂ)) + Gllu~ ‘-b“%z(o,T;Hi(m) + 2efi{uls, ) — unls, v)i@,z(g)

\ < ¢ H
4 2eun —unglay + 260 1) [ ult) = s ) By + 5l (s, ) = 85l

£ gl =Gl + [ Tt ) = o6t s + 17 e a0
As parcelas do lado direito desta desigualdade sdo majoradas como segue

(3) fuCs. ) = w5, )2y <l = Uiy

() f2 Tt ) — wnlt, ) [Zagqydt < = wal g s

(i) fi lult, ) = Bt eyt < 1t = 820 ruzoqen):

1‘\ fo Ha{ut el ))H dt < lE_uﬁlli;,%o,’r;ﬁ(n))v

desta forma, (4.13) pode ser expressa como

. 1 1 )
e T u(s, ) — un(s, “)”%E(Q) S +2e+ "2;)“”0 - Uhe“%'z(g}z—euu - ¢i|%m(g,T;L2(n}}
1 . - . 1 )
-+ B—EH’M - Qﬁ;g%m(O’T;Lz(m) + (02 “+ C3 + ”é"g}]gu - ¢Hf§'2(0,1“;H1{Q)} + 2635“ - uhégsz(O?T;Lz(Q)}
. 1 ;a(u - Qi)
— (&= 2e(A+1))|lu - uhil%?(o,T;Hl(Q)} + Ell_*é”%“_)”%a(e,np(g})- (4.14)

Tomando o supremo desta desigualdade em ¢ € (0,T), uma vez que seu limitante superior
nao depende de {, apds algumas manipulactes algébricas e para € < é temos,

e — uh“%oo(o,z’;mm) < ekT(COH’UJO - Uho”%z{m ~ Cifju — uhHi?(O,T;Hl(Q)}
; ; B(U‘ o ¢) i
+ Cofflu - ¢5H2L2(0,T;H1(Q)) + llu — QDH%oo(o,fr;Lz(n)) + H"’T”[?%E(G,T;LQ(Q)))'
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onde,

14247 €1 =26l hoir1) 5 o
e —— e e = 1.2
Co = 1—2¢ ¢ 1—2¢ e G 1—-2¢ °

Observe-se que a cota superior do erro cresce exponencialmente com o valor T. Do ponto
de vista tedrico isto indica uma dificuldade para as realizacdes de estimativas para periodos
demasiado prolongados, o que nao é o caso, pois 0 tipo de processos aqui analisados acon-
tecerm em intervalos de tempo relativamente curtos. Douglas e Doupont {8] obtém outro
limitante para estimar o errc independemente de T para o caso nao linear e sob a hipotese
de ¢ ser continuamente Lipstziana em v, também os autores fazem algumas observacoes

e simplificaces decorrentes do caso em que a equacio é linear.

Observe-se que mesmo que o termo que contém a derivada nao seja suficientemente
pequeno, em média podemos afirmar que a menos de uma constante, a solucao de Galerkin
uy, aproxima-se da solugio u tanto quanto possivel através de fungoes em um espaco finito
dimensional no qual se requer acha-la.

4.2 Crank-Nicolson

A discretizacao temporal de {(4.3), feita através do método de diferencas finitas de Crank-
Nicolson propocionard uma solugdo aproximada U. Para tal, consideramos a formulacao
desta equagao em termos de t = (m + %)At onde m € inteiro nao negativo e At é 0 passo
no tempo.

Para efeitos desta discretizac@o iremos considerar as seguinies aproximacoes para cada
x € {2 fixo e arbitrdrio:

u(tm+l= X) + u(tm: X)

u(tm-%"‘}j’x) - 9 +&m,
Ju by, X))~ w(tn, X)
(’;916 (tmé«—%a X) - At - Cm:

aproximacoes tais que &, e (, sao ¥(At?). E, parax € T,

w(tymi1, X) + ulty, x)

5 + & (4.15)

w(t,, 1, X} =

m-é-§’

Vamos supor que:
(i) para x € 0 fixo e arbitrdrio, u(.,x) é trés vezes diferencidvel em relacio a t.

(ii) %;Z—i—ii, k=10,1,2;7=1,2,3 sejam continuas em Qr, Qp = (0,T) x ©.
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Substituindo as equivaléncias acima em (4.3) e adotando a notago f, = fltm, x),

temos
Ums1 — U

com up dada como condicdo inicial. Denotemos por U a solugao obtida ac aplicarmos o
Método de Galerkin e Crank-Nicolson a {4.3). Entdo,

Ui = Un Ui + Up,
(PR ) oI

9 erh) = (f(tmuj—%:xﬂvh);vvh € V. (@.E?)

Sendo ([lvr) = {uglun), Yu, € Vi, tal como foi feito na secdo anterior, subtraimos as
equacOes (4.17) de {4.16), considerando previamente v = vy, e obtemos

Um41 ™ C’?’n»-w — A\ Um ij -
( ! jl'f ( ) %,Uh) =0, Vu, € V}.

-+ leth} + a(um-%% =+ fm; q"h) - a(brm—l—

Considerando z, = u, — U, nesta equacio, temos

Zm+1 - Zm 1 : § 3 7 I o

(T -+ gmﬂh} - a(um+% - fm, bh} had &(Lm+%;bh) = O,V’Uh & Vh. (418)
Analogamente, como foi feito na secdo anterior, consideramos v, = (¢ — U), .1 ou,
equivalentemente, :

Up = (é - u)m-&—% + Zmﬂ‘-%

onde ¢ € L%(0,T;V,). A substituicdo desta na equagio precedente, apés algumas mani-
pulacdes algébricas, nos proporciona

”zmﬂi[%‘z{g) - Hzmi;%z(g) ;
AT aa a(zm»+~%>zm+%)

_ (Zm+1 - Z

W= Oma)a = (Grlvn)e
= alGm ) + 0z, (1= 6)ey)- (419)

para isto, foram consideradas as seguintes relagoes,
(1) (B2 4 Cnfon) = (2502, 1Yo + (225552 (6~ w), 3 o+ (Gulvn)a

uma vez que o primeiro termo do lado direito desta relagao é equivalente a

Hzm-!d“%?(n) - igzm“ri'z(m
2 ’

temos

s 1 I lzma1l? 5 g =l Zmat 12 _ ,
(11) (—zm—‘lit -+ Cmgvh)ﬂ = LE(ﬂéAt +iliraioy - (zm"!-it Zm [(CD — u)m.k%)ﬂ -+ (Cmgvh)g €




1+ & @h)—a(um_r_,?fh)”*”a( w1 Up)

3

(iii)a(um%w% + Ema Un ) — a(brm+%, L
= (‘L(ém? Uh) - a’(zmwu (u - @)m—k%) + a(zrxa+%7 Zm+% :

Agora, vamos fazer estimativas relativas aos termos da expressao 4.19. Com auxilio
da relag8o estabelecida na se¢ao anterior, temos

2
oz, (=@ )l <la+ Es)\ivzm+%ﬂiz{ﬂ) + 4:;) V{u— ¢}m+§11%2{95 + 525?%%”%%@)
OE MQ , AM?-' ; |
(Ze_g + —“"“)H( @)m+%EE%3(Q) + 64\Ezm_r_ HHI(Q} Z?H(U - @)m+§§§§11(g)

Também,

Wa(gm;@h) - (fm ( U~ O) %) = a 6 (’LL - @) 12 - va—{;)

3
- - 9 & 9

< (& + &)Vl + (UV( il + I Vomialiiam)
o2 M? , . : - |2

+ (“4":"5 + 4—6%)(”(“ - @)m+§‘l§2(n) -+ H*%%H%%Q)) + €allnilin
1f3

(ii( = O3y T 12meilingg) + &llénlfew).
Finalmente, para a segunda parcela do lado direito de 4.19,

“(Cm v} = (le(u’_@)m+:_§ P & 1) < 63”(711“1, {Q)+455 | (u— @)m—~i1L2(Q +”Zm~‘~1 | ‘iz Q)}

A partir destas trés ltimas desigualdades vemos que a expressio do lado direito de 4.19
¢ majorada por

p iz m+—“ff1(ﬂ) rU’QHZmﬂr—HLQ{Q +M3“zm—‘--“HI(Q) + mal|Viu ¢)m+§13%2(m
+ sli(u = )i Tag + sl (u d’)m-&%“ﬂ‘l(ﬂ) + (& + @)IVEnlTara) + €llEml T2

~ HZ Zm+ - zm {
+ @il + eslGnlfue + (222 0~ 0),04)a (420
onde,

()M1m€1+€2+“ﬂa

(11)ug—62+—+-~1+ 13

465 463

. 3
(111),(143 = €4 -+ 2_/1{1

2 v
a.S'LL‘B a

(v)pg = s+ 32t
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72 M2 o2 ME

y . o= 2 i i L i
(V)Ma den + 4e3 - 4€3 + 46y i deg
. ME | M2
- = 23 ala
(‘ 1)'u’6 T 4ey ™ 462

Uma cota inferior para o lado esquerdo de 4.19 é dada por:

ﬂzmv&llgii{s}) [E: mHL2

SNt + 5 “m+d HHl —A| Zmet-d l%%i(m :
aqul uma vez mais, temos utilizamos a relacaoc
R 2 -~ T 2
a(z m4‘3~~m+§,—) e Zmad ”;II{Q) —A ] Zmat 20 -

Assim, as desigualdades (4.19) e (4.20} ddo lugar a seguinte nova desigualdade,

Lizm~ HL 1(02) \1zm;EL 2(57) ) 3
SN + (B~ ﬂl)\lzm+%l|§flfp < (p2 + )\)Hzm-‘r.ﬁ;\l‘iz{m
+ g iy + (e + s+ e[ (w = 0) gty
+ (a+é&+éa+ 64)[|§mléyl(n) + 55\|§m§ii2(m
Zml T2 .
+ (= N = (u ~ @)mméw%)ﬂ-
zmi- "?" 'm.' . . -
Observando que |z, . H L) < d LZ(“; LY temos que apds varias manipulacdes

algébricas a expressao “anterior pode ser reescrita como

1= Atlpe + Mlzma 2oy + 208 — = ) Atfz 1 e
< [T+ At + A+ 1)133m”%i(9) + 208 {p1g + pis -+ pie) [|{u — )m+~1;§i
+ 20 + & + &+ )6l yoy fSHCmHLz(Q Atﬂzmﬂm
Lm4l T .
+ ZN(TKH O)msila
Fazendo,

(1) ca(At) = 1~ At{py + A),
(i) co(A) = 1+ Ab{up + A+ 1), e
(iil) ¢3 = 2(8 — pix — a),

a desigualdade acima pode ser reescrita como
Zm

(D) zmir o + c3 [z, 10y < @(At)|zm|Feq) + Qﬁt(iﬁ%{;—“!(u -
+ 208(0a + pts + pe)|| (v — @) i1 o) — Afﬁzmﬂmm

+ 2At(&+ e+ G+ fé)”fm“m(n + foHCmH%Z(Q)]'
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Definamos a funcdo F{AD) = 2 (23 Entdo ¢ possivel mostrarmos que existemn constantes

positivas [ e L tais que [ < F{At) < L < 1, para 6At € I para algum intervalo I Ainda
podemos afirmar que, para esse mesmo /, existern constantes positivas { e L tais que

| < (F(Af))™e < L < 1.
Multiplicando a desigualdade acima por (F(At))™e;* temos,

(FAD™ fzminliE = (PO enlaq + etz !“fm

< 2LAH (s + pis + pe)l [ (0 = s ey — -L\tl*zml :

-+ QLAtK(f} 5 EQ -+ 63 e 64)H§mlH}~(Q} -+ €5HCmiiL3(Q)}
R Zm Zm !

o 2MFAN)"G (T~ @ ms e

. L. M—1 ;
Realizando o somatdrio » . ~~/ nos termos desta desigualdade e observando que:

A1
ST HEOO)™ Mzmaill gy — (FAD)™zmlFomy] = FAD) 20 T2y — 2003200y,
=0

T

obtemos
M1
(Flatp HzMH?L?(Q) +leg At Z !lzm+gil§rl(n) - HZUHIQLQ(Q)
m=0
M-1 I
< LAt Z[Q(M + s + s ) [[ (= @) ey — EHZmHJQ;?(Q)]
m=0
M1
+ 2LAt Z[(é +ét+é+ €~4)H§m}|§rl(§z) + esl|GmllZ2(ey]
m=0
T e IR P(A)) (4 = 6) g ) (4.23)
=g

observando que a ultima parcela do lado direito da desigualdade acima é equivalente a

M1 =1y, _ My — &)
s s S P20 = By + (FA)"0 = Dy
o 2 (PO 8)yey) (2o = )

M-1
< 24t Z(élnzm]&%m + mli(u = @)mps — (U~ é)mw—liLz(Q))

_ 1
+ 2621{62“21\4”2[42(9) + '—S—“(u - d))M 1“1;2{9) “+ 531120! L) + 45 ”( )}5“%2{9)]

407
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esta titima desigualdade decorre das desigualdades de Cauchy-Schwarz e a desigualdade
bésica (2.6}.

Portanto {4.22) pode ser expressada como,

2%, M-1
(FIA)YM — C;}i Zall 200 103—\‘52 l m+§”%’1{ﬁ)
m==0
M1
< 2LAEY a4 s + ps )l (u - D3 s oy] + (1 + 265783} 20|22
m=H
M1
+ 2LAt Z{({l + &+ &+ &)|Emllinn + fali@méﬁz(ml
yr==0
-1 o
X "y a* ' ! !
+ At E ({2¢561 ~ Dllzmll 7200y + mif(u = Oy = (U {D)m——IIL’(Q))
m=1
=+ ! IKU"'@)M 1§E “(U,'— @)11]%2 —g;.’f&tHZg“Q-} Y
2(5262' " 5 Ca T2 (1 LAy

Finalmente uma vez ¢ > 1, entdo 2¢; '8, ~ | < 26, ~ |, apds a correspondente majoracio
escolhendo d; = £ podemos concluir que

M1 M~1
al|zarlizag + legtest Z 2 1 i () + 2LAE Z aol{(t = &)y o2y
() m==0
ot M1
: 2 2
< 3,512 2;1 = )z — (U = @)1 ll7200) + a3ll{uo — &0, ) |72
! — ¢ 2+ (At
25, 1 O)m-1lz2¢0 2—(5:;{‘:;“(“ O)1 2oy + (AL

uma vez que || zo}72iq) = o — Uoll72iq) < lluo — (0, )|z € onde
(i) o = (F(A)Y — 22),
(if) @y = (pa + ps + us) €
(i) as = (1 + 2¢5765 — [AD).
Em outras palavras, com este resultado, obtem-se um limitante como aquele que foi

obtido em (4.1), agora para a aproximacao de Galerkin discreto, garantindo a gualidade
das aproximacoes numeéricas pelos métodos escolhidos.
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Capitulo 5

RESULTADOS: Cenarios e
simulacoes

Este capitulo é destinado a criacio de cendrios tipicos' com o propésito de simular a
dispersao dos contaminantes presentes nos efluentes liquidos provenientes da atividade
offshore.

Uma das maiores dificuldades na Modelagem Matemadtica € a obtenc¢éo dos parametros,
pois nem sempre dispoe-se de dados na literatura que permitam estima-los. Desta ma-
neira, a fase de calibracao do modelo nem sempre é possivel, a ndo ser através de ajustes
NUMETICos.

Devido & natureza diferente dos diversos compostos da dgua de producgao, o estudo do
comportamento espaco-temporal da pluma de dgua de produgdo é feito como em [22] e
[13], através da andlise individual dos grupos de constituintes mais representativos levando
em consideracao suas caracteristicas fisico-quimicas durante sua descarga no ambiente
aquético. Estes grupos serdo comentados em detalhes na se¢do (5.2)..

5.1 Os parametros

Nem todos os parametros adotados sio da literatura citada. Alguns foram calibrados,
ainda que qualitativamente, com o uso do modelo. Neste sentido, os resultados obtidos
e apresentados nas proximas segOes tem um efeito de teste e espera-se, portanto, que
venham a fornecer aproximacgoes a situagdes reais pelo ponto de vista de simulac¢tes qua-
litativas.

fembora sem acesso a todos os parfmetros envolvidos. Conseqiientemente alguns destes foram esti-
ados.
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5.1.1 Parametros da discretizacao espacial

Nos diversos conjuntos de cendrios é feita uma discretizacao do dominio €2, atribuindo aos
pardmetros do dominio os seguintes valores: As dimensdes adotadas aqui baseiam-se em

Parametros | Valores (km)
a 18
b 0.9
C 0,15

dx (nx=18) 0,1

dy (ny=9) 0,1

dz (nz =3) 0,05

Tabela 5.1: Parametros da discretizacio espacial do dominio, conforme a Fig 1.3

valores que descrevam aproximadamente a regido circunscrita & unidade de producdo que
vird a ser, alids, a regi@o atingida pela dgua de producéo de acordo com Kennicut et al
113] bem como com Johnsen et al {22]. Nas diferentes simulacdes o tamanho do passo do
tempo adotado foi dt=0,03125, valor que foi obtido considerando uma hora de simulacio
equivalente a 32 iteragbes {ou passos) no tempo.

5.1.2 Parametros do modelo

Como ja foi comentado no Capitulo 1, as diversas substincias que constituem a dgua de
producgdo possuem, além de diferentes pesos moleculares, diferentes capacidades degrada-
tivas e difusivas.

As taxas de degradacao biolégica ¢ dos principais constituintes da dgua de producao
consideradas nos diferentes cendrios da préxima se¢ao, serao assumidas varidveis apenas
com a profundidade. De tal forma que:

a1 W2<§
g{z) =< o §§z<§
i

onde 01,09 e 03 s40 constantes cujos valores sdo atribuidos de acordo com a natureza da
substdncia em questdo.

Nao obstante as concentragbes dos compostos organicos, inorgénicos e do élec serem
totalmente diferentes durante a descarga da dgua produzida, nos diversos cenarios assu-
miremos que a concentracio deles é a mesma apenas para efeitos de comparacao e anélise
do comportamento transiente destas substéncias.



5.1.3 Campos de velocidades

Para gerar o campo de velocidades W; do mar devido & circulagdo local, as marés e aos
ventos foram consideradas as seguintes condigdes de fronteira:

Viz,y,2) = g(z,y,z) = (v, v(z, 2),v3),¥(z,y, 2} € 99, (5.1)
com va(z, 2) = M—%%M onde Vy € uma constante dada representando o maior valor

do perfil quadratico da velocidade. As outras componentes v; e v3 sd0 constantes e iguais
a 0,019% e 07 respectivamente. Para emular o efeito da maré atuando no sentido do
elxo z, ortogonal & costa, fazemos variar o sinal de vy. Os valores das velocidades que nés

a4
¥

f,f//////

z
.

j

|

I
[T

Wsr

Vo =00%Tmls.

v1=0,02 mls.

v2 = Vox{x-2bjz{z-2¢c)/b2c?,
¥3=10,

Figura 5.1: Esboco do campo que atua na fronteira do dominio €} .

consideramos para gerar o campo de velocidades devido & correnteza e & maré sao com-
pativeis com aqueles utilizados nas simulagdes do modelo PROVANN no citado trabalho
de Rye et al. No entanto, o campo de velocidades usado nesse trabalho é considerado
como sendo uniforme, uma limitacao que nosso trabalho nao adota.



No caso do campo Wy o qual é induzido pela natureza gravitatdria das diferentes
substancias contaminantes, que fazem seu ingresso no mar através da fonte f, é conside-
rado de tal forma que Wy{z,y,z) = (0,0, w;s), onde w; é constante e seu valor dependera
exclusivamente da natureza da substancia a ser analisada, podendo ser positiva, negativa
ou nula conforme os correspondentes cendrios abordados na préxima secao.

Para efeitos de uma melhor visualizacao e uma adequada analise dos resultados das di-
ferentes simulacdes, exibe-se o comportamento espago-temporal da concentragdo de cada
substancia, num mesmo nivel de altura z. Para todos os diferentes cenérios foram consi-
derados os niveis correspondentes a z =0,z = £ 2g

5,2 =% e z = csendo que O primeiro € o
\iltimo nivel correspondem ao fundo do mar e a superficie respectivamente.

5.2 Dispersao de 6leo: Cenario 1

O 6lec disperso é um dos constituintes da agua de produgdo que mais recebe atencao
por parte das entidades de fiscalizagdio do meio ambiente. Estd presente em pequenas
goticulas e encontra-se suspenso na fase aguosa. Sua concentracdo na agua de produgio
depende da sua densidade, da tensao superficial entre o dleo e as fases da agua, do tipo
e eficiéncia do tratamento quimico (ver [29]}. A natureza fisico-quimica desta substéncia
permite, neste cendrio, considerarmos que nao hd maior influéncia da forca gravitatoria
sobre ele, i.e., a componente vertical do campo W, é nula.

Parametro do Modelo Valor
Difusividade(a ) 0,83m*/s
Decaimento(o) oy = 0y = 5,5x107%/8,03 = 2, 72107 /s
Permeabilidade(ky) ko =kg = 0,ky =V ony(m/s)
Vazao (fonte} 1(g/l/s

Tabela 5.2: Parametros utilizados na simulacdo do 6leo disperso

Ressaltamos que neste cendrio a fonte ficou ligada durante as trés primeiras horas. Os
valores adotados para a difusividade e o decaimento sao da mesma ordem de grandeza que
aqueles utilizados nos trabalhos de Cantéo [2], De Oliveira [6], para simular a dispersao
de uma mancha de oleo. Rye et ol [21] utilizam Efﬁ e ¥ para a difusdo horizontal e

vertical respectivamente.

5.2.1 Comentarios dos resultados do cenario 1

Na Figura 5.2, os graficos (a) mostram que apéds trés horas, a concentracdo do 6lec na
regio que corresponde a z = £ ¢ maior que na altura correspondente a z = %‘? e a

concentracdo de oleo nesta profundidade é maior do que na superficie (z = ¢). Como



Figura 5.2: Concentracio de 6leo disperso 1.1

a correnteza decresce com a profundidade, entic a substincia se dispersa mais na su-
perficie do que em qualquer outro nivel de profundidade provocando desta maneira uma
menor concentragdo. Outro fator que contribui para isto é que a taxa de degradagao ¢
maior na superficie. Além disso, nos trés casos temos um deslocamento da pluma, pre-
dominante na direcao do €ixo y, e isto se deve a correnteza ser predominante nessa direcio.

Os gréificos (b) desta mesma figura correspondem & concentracio do 6leo na superficie
apoOs uma, duas e trés horas respectivamente. Claramente apreciam-se os efeitos de difusio
¢ de transporte ac longo do tempo, uma vez que a fonte mantem-se ligada constantemente
durante estas trés horas.

Ainda na Figura 5.3, os pontos pl, p2 e p3 correspondentes aos nds 314, 2802 e 4046,

b4



Cenirio 1: Concentragdes de dteo disperso . .
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localizados nos niveis de altura z = 0,z = % e z = ¢ respectivamente mostram que a
concentracao (pontual) de dleo cresce com o decorrer do tempo, comportamento este que
condiz com o fato da fonte permanecer ligada durante todo o intervalo de tempo.

As linhas de contorno graficos (d) na Figura 5.3 ddo uma idéia do comportamento
espacial da pluma apds 3 horas. Hustram o fato da mancha formada pelo éleo apresentar
uma maior extensdo conforme nos aproximamos da superficie.

5.3 Dispersao de hidrocarbonetos poliaromaticos
(PAHs): Cenario 2

A temperatura e o ph da igua do mar podem afetar a solubilidade dos compostos
organicos, os quais sdo de dificil remocgao da dgua de produgao, e, portanto, presentes
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na pluma. Tal como foi comentado na secdo (1.2) a concentracdo destes na agua de
producio é maior na medida em que o composto ¢ de menor peso molecular (Cy — Cs ),
o gue por sua vez facilita sua solubilidade na dgua e acaba mascarando sua alta concen-
tracdo em Agua produzida.

Dentre os diferentes Compostos Orgénicos, consideramos neste cenario o grupo do
Hidrocarbonetos Poliaromaticos (PAHs) de baixo peso molecular (menos de 4 anéis de
Benzeno). Apesar dos fendis serem apontados como 0s compostos que mais contribuem
para a toxicidade por interferiremn no potencial de reproducéo de certos organismos, em
compensacio, sdo degradados rapidamente pelas bactérias e pela foto-oxidagao tanto no
oceano quanto em sedimentos marinhos (Stephenson, 1992, in {29]).

Para estes compostos adotamos os parametros conforme a tabela abaixo.

Parametro do Modelo PAHs(2-3 Anéis)
Difusividade(a ) 1.1m%/s
Decaimento{c) o) = oy = 8,32107% /s, 03 = 4,162107%/s
Permeabilidade(ky) ky =ke =0,ky =V onyim/s)
Vazao (fonte) 1 (g/l)/s

Tabela 5.3: Pardmetros dos PAHs

Sendo estes compostos naturalmente leves devido a seu pouco peso molecular, entdo
¢ de se esperar que o empuxo predomine sobre a forca gravitatdria o qual fard com
que a componente vertical wy do campo Wy aponte para cima. Para tal, neste cenario,
consideramos ws = 0, 11m/s e, adicionalmente, consideramos que a fonte é desligada apds
permanecer ligada por duas horas.

5.3.1 Comentarios dos resultados do cendrio 2

Os graficos (a) da Figura 5.4 revelam que, durante as duas horas em que a fonte ficou
ligada, praticamente nao houve maior influéncia do campo de velocidades W, e sim o pre-
dominio do campo Wy, o que provocou que a concentracio dos PHAs tivesse um menor
raio de abrangéncia em todos os niveis apresentados. O fato da concentracio na superficie
ser menor que no nivel imediatamente abaixo se deve a que na superficie, a taxa de de-
gradacdo o é maior que em qualquer outro nivel, bem como o fato desta regifio estar mais
afastada da fonte.

Como era de se esperar, uma vez desligada a fonte, as concentracfes sofrem uma dimi-
nuigdo conforme o ilustram os graficos {b} ainda na Figura 5.4. Sendo que esta decai com
o tempo e com a profundidade da regiao observada. A particularidade dos tracados dos
graficos do MatLab exibe manchas maiores nestes graficos, mas os totais de concentragéo
sao significativamente menores, da ordem 107% em (b). Observe-se também que tanto o



Figura 5.4: Concentragao de PAHs 2.1

deslocamento e a regiao de abrangéncia sao muito maiores durante a quarta hora do que
durante a terceira hora, e isto se deve, primero, & componente v2 do campo de velocidades
ser maior & medida que nos afastamos da costa e, segundo, aos efeitos da difusao efetiva.

Os gréficos (c) e (d) da Figura 5.5, que correspondem aos comportamentos transientes
das concentracoes dos PAHs nos niveis 2 =~ ce z = -2:-3"— respectivamente apds 6, 7 e 8 horas,
mostram que hd uma tendéncia i uniformizacido da concentracio em ambos os niveis,
porém sendo esta mais rapida na superficie do que no nivel z = 26, Observe-se ainda que
a concentracdo neste Gltimo nivel é ligeirarmente menor.
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Figura 5.5: Concentracio de PAHs 2.2

5.4 Dispersao de metais pesados: Cenario 3

A caracteristica predominante que diferencia os diferentes compostos deste grupo € a sua
concentracio na descarga da dgua. Metais como o Zinco, Niquel, e Cobre estdo presentes
em maior concentracio do que, no caso, de metais como o Cadmio e Mercirio.

Parametro do Modelo Metais
Difusividade(a ) 0,27Tm?/s
Decaimento{o) o1 =0y =03 = (}
Permeabilidade(ky) | ks = ke = 0,ky = V oy (m/s)
Vazio (fonte) 1{g/l)/s

Tabela 5.4: Parametros dos metais pesados
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Figura 5.6: Concentracio de metais pesados 3.1

5.4.1 Comentarios dos resultados do cenario 3

Analogamente ao0s resultados do cendrio anterior, os grificos (a) e (b) da Figura 5.6 pdem
em evidéncia a predominincia do campo gravitatério durante as duas horas em que a
fonte ficou ligada. Ainda, como a componente w; do Campo de velocidades W, é negativa
(—0.11m/s), entdo isto faz com que a concentragio dos metais pesados no fundo seja mais
acentuada e menos dispersa na direcao do eixo y. E isto fica plenamente evidente através
das linhas de contorno dos gréficos (c) da Figura 5.7.

Ainda na Figura 5.7, os gréficos {d) mostram que o efeito de adveccdo no fundo do

mar, durante as primeiras horas, é predominante na direcao do eixo z, e s6 uma hora
depois, os efeitos da difusao se fazem sentir de modo a se notar.
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Figura 5.7: Concentragio de metais pesados 3.2

Naturalmente, como no caso anterior, temos uma sensivel diminuicao da concentragio
dos metais pesados em todos niveis apds ser desligada a fonte.
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Capitulo 6

Conclusoes

Os graficos das simulagdes dos diferentes cendrios revelam resultados compativeis com o
esperado comportamento espago-temporal das diversas substincias mencionadas quando
influenciadas por fendmenos de difusfo e dispersdo, sob determinadas condicées de fron-
teira e seus respectivos parametros.

Por outro lado, este texto apresenta de modo original o tratamento tedrico que leva
4 garantia de convergéncia dos métodos de Galerkin discreto e continuo nas situacoes
abordadas. Esta situacdo abrange a inclusdo no modelo e no tratamento algoritmico da
variabilidade do coeficiente das degradagdes, da dependéncia espago-temporal do perfil de
velocidades, e, desde que de modo adequado, da dependéncia de alguns dos pardmetros
da prépria concentracao do efluente.

Um monitoramento adequado de uma plataforma offshore nos permitiria a obtencdo
de dados de campo a partir dos quais seria possivel a calibragio e a validacio do modelo,
bem como do algoritme de aproximacio das correspondentes solucdes. Apesar disto, sa-
bemos que sempre hé incertezas inerentes aos dados coletados e, portanto, como futuro
trabalho pretendemos realizar um tratamento fuzzy para os pardmetros do modelo con-
siderado neste trabalho, obtendo, como resultados aproximados, faixas de variabilidade
das concentracoes.

Um dos destagues deste trabalho é a utilizacdo de elementos finitos tridimensionais
em concorcondadncia com as caracteristicas do comportamento transiente das substancias
contidas na dgua de producgio, que exigem por for¢a da abordagem tridimensional, espe-
ciais atencOes algoritmicas e computacionais.

Apesar de termos considerado um dominio bastante regular, é perfeitamente possivel
modelar o processo de dispersao da dgua de producdo em dominios de geometrias irregu-
lares, bastando para isto fazer pequenas modificacdes no programa principal cujo cédigo
numérico aparece no apéndice deste trabalho. Em outras palavras, os resultados nao de-
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penderam da geometria do dominio ainda que se apdiem no uso de tetraedros.

Como foi comentado, as entidades de fiscalizacdo do impacto ao meio ambiente ava-
liam a toxicidade da dgua produzida apenas através do TOG, porém a toxicidade das
outras substancias nio pode ser neglicenciada. Os métodos que avaliam a qualidade da
agua através da guantidade acumulada por certas espécies dependem de muitos fatores
gerando a necessidade de uma abordagem inicial via modelagem e simula¢do numérica.
Portanto acreditamos que este modelo, uma vez calibrado, venha poder ser instrumento
de apoio na avaliacido do impacto ao ambiente marinho devido & atividade offshore, in-
clusive na fase de projetos tanto no dimensionamento das unidades quanto aos efeitos
resultantes da localizacao.

Podemos dizer que uma das limitagdes na abordagem deste modelo é ndo ter con-
siderado o coeficiente de difusdo « como uma funcio da posicio espacial nem como da
temperatura ou da salinidade nem, ainda dependente da substincia constituinte da pluma
a ser simulada. Além disso, limitacoes de tempe ndo permifiram uma cuidadosa andlise
comparativa em termos de resultados qualitativos presentes em outros trabalhos de obje-
tivos e métodos correlatos.

Ressaltamos que uma possivel natureza descontinua da concentracdo da substincia
reforga a necessidade da utilizagdo da formulacéo variacional via Métodos de Elementos
Finitos.

Como sabemos, o tipo de informacéo requerido pelas instituicdes de fiscalizacao da qua-
lidade ambiental deve ser tanto quantitativo como qualitativo e determinado em tempo
real. Uma vez que os resultados das simulagdes podem ser tanto qualitativos quanto quan-
titativos, e que o programa demanda alguns poucos minutos (menos de 5 minutos') entéo
podemos considerar este trabalho como uma ferramenta adicional na tomada de decisdes
e procedimentos para avaliacdo do impacto em ambientes marinhos devido & descarga de
agua de produgdo.

Futuros trabalhos devem incluir, de imediato, além da variabilidade da geometria dos
dominios, a calibracdo do modelo e a paulatina sofisticacao do tipo de elemento finito
tridimensional, tanto no caso de mapas de circulacdo, quanto nos processos de advecgao
e difusio.

De uma maneira geral esperamos que a capacidade qualitativa e preditiva do modelo
utilizado neste trabalho venha a contribuir no estudo de fenémenos que envolvem processos
de dispersdo e poluigdo no meio ambiente costeiro e de maneira geral nas atividades
offshore.

1Pentium 4, 2.4 GHz, 1 GB Meméria Ram e Sistema Operacional Windows.
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Apéndice

Apresentamos os cédigos numéricos utilizados na implementacdo dos programas que
geraram as simulagdes do Capitulo 5. Estes foram implementados em ambiente Mat Lab
versao 6.1.

O programa abaixo constitul o programa principal responsavel pela simulagao dos di-
ferentes cendrios que foram objeto de estudo. Programa que por sua vez é alimentado
pelos seguintes arquivos de dados:

1. malhaO2.mat: Arquivo que fornece ao programa principal a seguinte informacao
a. Os nés do dominio €2, bem como os vértices correspondentes a cada nd.

b. A posicdo local e global de cada nd em relagio a {2, assim como se o nd pertence
ou nic a uma fronteira especifica.

2. matrigidez.mat: Este arquivo contém as diversas submatrizes que participam na
construcdo das matrizes de rigidez, A, Be b.
Os termos relativos as integrais de superficie nas fronteiras sdo dados pelos arquivos:

intsupfl.mat, intsupff.mat e intsupfi.mat. Os quais sdo gerados pelo programa intsup-
functestes.m

3. Campo3.mat: Contém o campo de velocidades obtido através da solugio numérica
das equagdes de Stokes.

Estes diferentes arquivos de dados sdo obtidos através da saida de programas também
implementados em M atLab® e cujos codigos computacionais sao exhibidos a continuacio
do programa principal.

% Este programa resolve a edp.Ut-alfa(Uzx+Uyy+Uzz)+Div(VU)+dU=f
fatraves de elementos finitos. Sendo V o campo de veloc. gerado
% atraves das eq. de Stokes e fonte constante

clear all T = input(’ingresse o numero de horas t da simulacao:’);
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alfa = input(’ingresse o valor do coeficiente de difusao:’);
sigmal =input(’ingresse o coeficiente de degradacao sigmal:’);

sigma2 =input(’ingresse o coeficiente de degradacao sigma2:’);

sigma3 =input{’ingresse o coeficiente de degradacao sigma3:’);

§

vazao = input(’ingresse a vazao da fonte pontual f£:°);

H]

PP input (’indique o no onde esta localizada a fonte f:’);

w3= input(’indique o valor da componente vertical do campo W3’);

% parametros

dt = 1/32;

% coeficientes de degradacgao
gigma= sigmal¥ones(1:810);

sigma= sigmal¥ones(811:1620};

sigma= sigmal¥ones{(1621:2430);
%, carregando a malha
load malha02.mat M ind nn Nn Nnn n nx ny nz dx dy dz x y z ;
hcarregando as matrizes de rigidez
load matrigidez.mat a bl b2 b3 c¢xx cyy czz c¢xy cxz cyz dl e ;
% Matriz de coef( phijlphii)= a
% Matrizes relativas a coef (phijl|Vograd(phii)), bi,b2 e b3
% Matrizes relativas a coef(Vograd(phj)|Vograd(phii)),cxx,cyy....cyz
load CampoZ.mat Uc Vo Wo;
% matrizes com elementos corresp. as int. de sup. nas fronteiras
%ISFI,isfil..matrizes relativ. as int.{phij, phii) e (phij,Vgrad(phi))
load intsupfl.mat ISFL isfll isfl2 isfl3;
load intsupff.mat ISFF isffl isff2 isff3;
load iptsupfi.mat ISFI isfil isfi2 isfi3;
% fonte
f=zeros(nn,1); pp= (2*Nn + Non) + (Non+1)/2; f(pp)=vazao;
pontol = (Nn+1)/2 - 2%(2*nx+1); ¥ ponto fixc loc. no fundo
ponto2 = pontol+ Nn + Nnn; % ponto fixo loc. em z= h/3
ponto3 = ponto2 + Nn + Nmn; ¥ ponto fixo loc. em z= 2h/3
ponto4 = ponto3 + Nn+ Nnn; % ponto localizado em z=h
d = zeros(nm,1); 0 = zeros(10,10);
Wo= w3*ones(4435,1); % campo devido ‘a gravidade

[

H
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% ¢j{0) concentracao inical em todc o dominio
gudYioad conc3horas.mat u
u=zeros{nn,1);
%geracao das matrizes de rigidez e preenchimentc das matrizes A e B
% e resolucao do sistema.
A =sparse(mn,nn); B= sparse(nn,nn); for tr =1i:n
J =zero0s(3,3);
% jacobiano da transformacao
for s=1:2
J{s,1)= x{sr,2*s+1)-x(tr,1};
J{(s,2)= y{tr,2*s+1)-y(tr,1};
J(8,3)= z{(tr,2%s+1)-z(t1,1);
end
J(3,D=x(tr,10)~x(tr,1); J(3,2)=y(tr,10)~y(tr,1); J(3,3)=z(tr,10)-z{tr,1);
J11=det (3(2:3,2:3)); J21=det(J(1:2:3,2:3)); J31=det(J(1:2,2:3)};
J12=det (J{2:3,1:2:3)); J22=det(J(1:2:3,1:2:3)); IJ32=det(J(1:2,1:2:3));
J13=det (J{2:3,1:2));J23=det(J(1:2:3,1:2));J33=det (J(1:2,1:2));
vol =det(J);
Ji1= [31% J12 J13]; J2= [J21 J22 J231; J3= [J31 J32 133];
% media das velocidades
Vo = [0 0 0]; digl= M(tr,1);
for r =1:10
ig = M(tr,r);
V = [Vo(ig) Uo(ig) Wo(ig)l;
Vm = Vm + 0.1%V;
end
% Calculo das medias das veloc. no elem ref., num. de peclet e taue
Vm = [Vm(1) -vm(2) Vm(3)];
Si= Vm*J1’; §2= ~Vm*J2’; 53= Vm*J3’;
Vref= (1/vol)=*[S1 S2 83];
he = (0.7*norm{Vm))/norm(Vref) ;
lambdae = norm{Vm)=*he/{2*alfa);
taue = ((coth(lambdae)-1/lambdae)=*he)/(2*norm{(Vm));
% definicac da matriz dos coef. (grad(phij)igrad(phii)):R
sg = JixJl’'*cxx +J2%J27%cyy + J3*I3’*czz;
R= (ss - J1*xJ2'xcxy + J1*J3’*cxz- J2%J3’*cyz)/vol;
%% Matriz de coef. ( phijlVograd(phii) ) = Pij
Si= Vm*xJ1’; 852= -VYm*xJ2’; 53= VmxJ3’,;
P = (S1*bl + S2%b2 + S3*b3);
vi12= -Vm(1)*Vm(2); v13= Vm{1)*Vm(3); v23 = -V (2)*Vm(3);
%definicao da matriz dos coef. ( Vograd(phij)|Vograd(phii)):Q
580 = S172=cxx + S272%cyy +5372%czz;



ssl=-(Vm(1) " 2%J11%J21+Vm(2) "2%J12%J22 +Vm{3) "2%J13%J23};

sg2=
s83=
s84=
ssb=
ss6=

vi2% (J11%J22+J12%J21) -v13% (J11*xJ23+313%J21)+ v23%(J12%J23+J22%J13};
¥m{1) "2%J11%J31+Vm(2) "2%J12%J32 +Vm(3) "2*%J13%J33 ;

- y12% (J11%332+ 3125331 +vi3* (1% J33+ 313 J31)— v23x(J12xJ33+J32%J13);
- (V1) "2%321%J31 + Vm(2) " 2%xJ22xJ32 + Vm(3) " 2%J23%]J33);
v12%(J21%J32+J22xJ31) - vi3*«(J21%J33+J23+J31)+ v23x(J22+J33+J23%J32);

Q = (880 +(ssl+ss2)xcxy +(ss3+ssd)*cxz+(ssb+ssb)=cyz)/vol ;

MP =

alfa*R+ tauexQ+P’+sigma(tr)*volx*a;

for i=1:10

ig
fr

= M(tr,i);
= ind(tr,i};

% integral: fronteira frontal
if fr==

ISFFP = (vol*ISFF + taue*{(Slxisffl + S2*%igff2+ S3+isff3))*Vm{2);

else

ISFFP= 0O;

end
% integral: fronteira posterior
if fr ==

ISFFP = —(vol*ISFF + taue*(Sixisffl + S2%isff2+ S3#isff3))*Vm(2);
else
ISFFP= 0;
end
% integral fronteira lateral esquerda
if fr==
ISFED = -{vol#ISFL+ tauex(S1*isfll + S2*xisfl2 +83*%isfl13))+Vm(1) ;
else
ISFED = O;
end
%hintegral fronteira lat. direita
if fr ==
ISFED = (vol=*ISFL+ tauex(Sixisflil + S2%isfl2 +S83%isfl3))*Vm(1) ;
else
ISFED = 0;
end
#%integral fronteira inferior e superior
if fr == 2 | fr ==
%ISFIS (vol#ISFI+ tauex(Si1*isfil + S2#*isfi2 + S3*isfi3))*Vm(3);
%else
ISFIS= 0;
end
E=(MP+ ISFED+ ISFFP + ISFIS)*(dt/2);
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aa = vol*a + tauexP + E;
bb = vol*a + taue*P - E;
for j=1:10
jg =M(tr,j);

A(ig,jg)= Alig,jg)+ aa(i,j);
B(ig,jg)= B(ig,jg)+ bb(i,j);
end % for j
d(ig) = d(ig) + f{ig)*(volxe(i)+ tauexP(1,1i))*dt;
end 4 for i
end %for tr
% resolver o sistema :Ac{(n+1)=Bc(n)+d, com a fonte ligada
% decomposicao da matriz A em LU
[L,Ul= lu{A); for tt = 1:32xT

c1(tt)=u(pontol); % concentracao num ponto ao longo do tempo em z =0
c2(tt)=u(ponto2); % concentracao num pontc ao longo do tempo em z = h/3
c3(tt)=ulpontold); % concentracao num pontc ac longo do tempo em z = 2h/3
c4(tt)=ulpontod); % concentracao num pontc ao longo do tempo em z = h
u= B*u + d;

u= L\u;

u = U\u ;
% rearrango dos resultades (com fonte ligada)l

if tt ==16

C10= reshape(u(1:Nn), [2%ny+1 2*nx+1]);

Cil= reshape(u(Nn+Nnn+i:2+Nn+ Non), [2#ny+1 2*nx+1]);

C12= reshape(u(2* (Nn+Nnn)+1:2+Nnn+3%Nn) , [2*ny+1 2xnx+11);

C13= reshape(u(3*(Nn+Nnn)+1:3*Nnn+4+Nn) , [2*ny+1 2*nx+1]);
end

if tt == 32

C20= reshape(u(1:Nn), [2*ny+1 2%nx+1]);
C21= reshape(u(Nn+Nnn+1:2#Nn+ Nnn), [2#ny+1 2#nx+1]);
C22= reshape (u(2+*(Nn+Nnn)+1:2*Nnn+3xHNn), [2*ny+1 2¥nx+1]);
C23= reshape (u(3*(Nn+Nnn)+1:3*Nnn+4*Nn), [2*ny+1 2#nx+1]);
end
end

€30= reshape(u(l:Mn), [2*ny+1 2*nx+11);

C31= reshape (u(Nn+Nnn+1:2+Nn+ Nnn), [2%ny+1 2#nx+1]);

C32= reshape (u(2+(Nn+Nnn)+1:2+Nnn+3%Nn), [2#%ny+1 2%nx+1]);

C33= reshape (u(3*(Nn+Nnn)+1:3+«Nnn+4xNn) , [2*ny+1 2%nx+1]);
x=0:dx/2:0.9; y=0:dy/2:1.8; subplot 231 pcolor(x,y,C10) shading
interp subplot 232 pcolor(x,y,C20) shading interp subplot 233
pcolor(x,y,C30) shading interp subplot 234 Cx= contour(x,y,C10,5);
clabel(Cx) subplot 235 Cy =contour(x,y,(20,5); subplot 236 Cz=
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contour{x,y,C30,58);

————————————— Programa que gera a Malha --—--———————r—————-—-——————mm o
% Este programa gera uma malha em 3d, de dimensoes A, B e C

% sendo o numero de divisoes nx, ny € nz respectiv.

% os nos nas fronteiras F1, F2, F3, F4, F5,F6 sao ou nao incluidos

% se ki= 1 ou zero respectivamente.

o k4
hrL O/ k2 /k5 k6: superficie sup.
%/ /
hf e k3~mmmm e /
ki=1; k2=1; k3=1; ké4=1; kb=1l; k6=1; a =1.8 ; b=0.9; ¢ =0.15;
nx=18; ny=9; nz=3; dx = a/nx ; dy= b/ny ; dz = ¢/nz; cx =
dx/2; c¢y = dy/2; ¢z = dz/2 ; m = 5*nx; n = S#nx*ny*nz; t
=1, for j=1:mx
ji= (J-1)#dx; j2=(2%j-D)*cx;  j3=ji+dx;
x(t:m:n,1:3)= j1; x(t:m:n,4:2:6)= j2;
z{(t:m:n,5)= j3; x{t:m:n,M=x(t:m:n,4);

x{t:m:n,7:3:10)=x(t:m:n,1:2); =x(t:m:n,8)= x(t:m:n,1);

x(t+1:m:n,1:3)=j3; x(t+1:m:n,4:2:6)=x{t:m: n,4:2:6);
x(t+1l:m:n,5)= ji; x(t+1:m:n,9=x(t+1:m:n,4);
x(t+1:m:n,7:3:10)=x(t+1:m:n,1:2); x(t+1:m:n,8)= x(t+1l:m:n,1);

x(t+2:m:n,1:10)=x(t+1:m:n,1:10);
x(t+3:m:n,1:10)=x{(t:m:n,1:10) ;

x(t+4:m:n,1)=33; x{t+4:m:n,3:5)=j1;
x(t+4:m:n,2:7:9)=32; x(t+4:m:n,8:2:8)=x(t+4:m:n,2:7:9);
x{(t+4:m:n,7:3:10)=33;
t =t+5;

end

r=1; pl = 5*nx*ny;

for k=1:nz
p = plxk; ol=(k~1)*dz; o02=(2%k-1)%cz; 03=k*dz;
z(r:5:p,1:6)= ol; z(r:5:p,7:9)=02; z{r:5:p,10)= 03;

z(r+1:5:p,1:10)= z(r:5:p,1:10);
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z(r+2:5:p,1:6)=03; z(r+2:5:p,7:9)=02; z(r+2:5:p,10)= ol;

z{r+3:5:p,1:10)=z(r+2:5:p,1:10);

z(r+4:5:p,8:2:10)=01; z{(r+4:5:p,2:2:4)=02;
z{r+4:5:p,5:6)= 03; z(r+4:5:p,7:2:9)=z(r+4:5:p,2:2:4);
z(r+4:5:p,1)= 03; z(r+4:5:p,3)=z{(x+4:5:p,8);

r=r+pi;

end

t=1; for i =l:ny
m = hxpnx*i;

i1=(2*%i-1)*cy; i2= (i~1)*dy; i3= ixdy;
y(t:5:m,2:2:4)=11; y{t:5:m,5:7)= i2;
y(t:5:m,9:10)=y{t:5:m,5:6); v(t:5:m,8)=y(t:5:m,2);
y(t:5:m,1)=y(t:5:m,5); y{t:5:m,3)= i3;
y(t+1:5:m,2:2:4)= il; y(t+1:5:m,5:7)=13;
y{t+1:5:m,9:10)=y(t+1:5:m,5:6);  y(t+1:5:m,8)=y(t+1:5:m,2);
y(t+1:5:m,1)=y(t+1:5:m,5); y{t+1:5:m,3)= i2;
y(t+2:5:m,1:10)=y(t:5:m,1:10);

y(t+3:5:m,1:10)=y (t+1:5:m,1:10);

y(t+4:5:m,4:2:8)= i1; y{t+4:5:m,1:3)=13;
y{t+4:5:m,7)=y(t+4:5:m,4); y(t+4:5:m,5)= i2;
y(t+4:5:m,9)=y(t+4:5:m,5); y(t+4:5:m,10)=y(t+4:5:m,5) ;

%vertices iguais p/os tetraedros de encima
for k =1:nz-1
s= kxb¥nx*ny +(i-1)*b¥nx +1;
y(s:5:8+5*nx-1,1:10)= y(t:5:m,1:10);
y(s+1:5:8+5%nx-1,1:10)= y(t+1:5:m,1:10);
y(s+2:5:8+b*nx~1,1:10)= y{(£+2:5:m,1:10);
y(s+3:5:8+5*nx-1,1:10)= y{(t+3:5:m,1:10);
y(s+4:5:8+5*nx~-1,1:10)= y(t+4:5:m,1:10);
end
t =t+5%nx;
end %for i
% posicao goblal dos nos: M

if ki + kb ==
sl = 2xpy +1; 7 numero de nos em y.
s0 = ny+i;
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end if ki+kb==

si = 2*ny;
80 = ny;

end if ki+kb==
s1 = 2¥ny-1;
s0 = ny-1;

end if k3 + k4 ==

82 = 2%nx+1;

53 = nx+1;
and if k3+kéd==
82 = 2#%nx;

83 =nx,;

end jf k3+kd==
82 = 2%nx-1;
g3 =nx—1;
end

Y numerc de nos em x.

Nn=s1#*g2 ; % numero de nos nos niveis externos
Nnn= 20%s2 + ny*s3; % numero de nos nos niveis internos.
nn = (k2+k6+ nz-1)*¥n + nz+Nnn;% numero de nos intermos

MM = Nn +Nnn; bl =0; cl=k2; t=1;

for k =i:nz

tr =S*nx*ny*(k-1); cc= 5nx;
% indicador dos tetra. que estao
ind{1:5:p1,1:6)=2; ind(2
ind(3:5:p1,10)=2; ind (4
ind(5:5:p1,3:5:8)=2; ind (5

% indicador dos tetra. que estao

ind(n-pl+1:5:n,10)=6;
ind{n-p1+3:5:n,1:6)=6;
ind(n-p1+5:5:n,1:4:5)=6;

pl = b*nx*ny; ind=zeros(n,10);

p = b¥nx*(ny-1)+tr;
na fronteira inferior
:5:p1,1:6)=2;
:5:p1,10)=2;
:5:p1,10)=2;

na fronteira superior

ind{n-p1+2:5:n,10)=6;
ind(n-pi+4:5:n,1:6)=6;
ind(n-p1+5:5:n,6)=6;

% indicador dos tetra. que estao na fronteira frontal

ind(1+tr:
ind(i+tx:
ind (3+tr:
ind(4+tr:
ind (4+tr:
ind (5+tr:
% indicad

ccC
cc
cC
CC
cc
cC
or

1p+5,1:3)=3;
:pt5,10)=3;
:pt5,5)=3;
:p+5,1:3)=3;
:p+5,10)=3
:p+5,3:5)=3;

ind(14tr:cc:p+5,7:8)=3;
ind{(2+tr:cc:p+5,5)=3;

ind{(4+tr:cc:p+5,7:8)=3;

dos tetra. gue estac na fronteira posterior

dd= cc + tr;

ind{dd-4:cc:pi*k,5)=4;

ind{dd-3:cc:pi*k,1:3)=4;
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ind(dd-3:cc:pl*k,7:8)=4; ind(dd-3:cc:plxk,10)=4;

ind(dd-2:cc:pl*k,1:3)=4 ; ind(dd-2:cc:pl*k,7:8)=4 ;
ind(dd-2:cc:pl*k,10)=4; ind(dd-1:cc:pl*k,5)=4;
ind(dd:cc:pl¥k,1:6:7)=4; ind{dd:cc:pixk, 10)=4;

% indicador dos tetra. e nos. que estao na fronteira lat esquerda.
ind(1+tr:5:tr+cc,9:10)=1; ind(1+tr:5:tr+cc,5:7)=1;
ind(1+tr:5:tr+cc,1)=1; ind{2+tr:5:tr+cc,3)=1;

ind (3+tr:5:tr+cc,9:10)=1; ind(3+tr:5:tr+cc,5:7)=1;
ind(3+tr:5:tr+cc,1)=1;

ind(4+tr:5:tr+cc,3)=1; ind(B+tr:5:tr+cc,5)=1;

ind (5+tr:5:tr+cc,9:10)=1;

% indicador dos tetra. que estac na fronteira lat. direita
ind (1+p:5:p+cc, 3)=5; ind{(2+p:5:p+cc,9:10)=5;
ind{2+p:5:p+tcc,5:7)=5; ind(2+p:5:ptcc,1)=5;
ind(3+p:5:p+cc,3)=5;
ind{4+p:5:p+cc,5:7)=5; ind (4+4p:5:p+cc,9:10)=5;

ind (4+p:5:p+cc,1)=5;
ind(5+p:5:p+cc,1:3)=5;

al= ki; gl= G; q2=0;

mm = max{[k-2+k2 0])*Nn;

for i =l:ny
d= k3;
pl = (s2+%al+ ql)*ci + (k-1)+Nnn+ mm;
pO= s2xal +q2 + (k-1)*MM + k2+Nn;
for j =k3:2:2*nx-1

ri= (j*al + gl*d)*alxcl +((k-1)*Nnn + mm)*al*d;

r0= (j*al + g2*d)*al + ((k-1)=MM+ k2«ln)=*alxd;

r2 =((j+1)*al + g2)*al + ((k-1)*MM+ k2+Nn)=*al;

pp = (j*xal + glxd)*al + (Nnn+ k2#Nn+(k-1)*MM)*al+d;
qq =(j+2 +(2%i-1+ k1)*s2) + (Non+ k2*Np+(k-1)*MM);
rr = (j+2+q2+83+alxs2) + (k-1)*MM+ k2#Nn;

if j==k3 & k3==

M(t,1) = 0; M(t,2) = 0; M(t,3) = 0;
M(t,4) = pl+ixci;
M(t,7) = 0 M(t,8) = 0; M(t,10) = 0;
M(t+3,1)=0; M(t+3,2)=0; M(t+3,7)=0;
M{t+1,5)=0;

else
M(t,1) = ri; M{£,2) = pl+j*cl;

M(t,3) = pl+(s2+j)=cl; M(t,4) = M{(£,2)+1*cl;
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M(t,7) = r0; M(t,8)= pO+ (5+k3)/2;

M(t,10)= pp; M(t+1,5)=M(t,3);
end

M(t,5) =({j+2)*ai + ql)*alixcl +{(k-1)*Nnn + mm)*al;

M(t,6) = M(t,5)-al*cl;

M(t,9) = r2;
M(t+1,2)=M(t,4)+cl; M(e+1,1)=M(t+1,2)+s2%ci; M{(t+1,3)=M(t,5);
M(t+1,4)=M{t,4); M(t+1,6)=M(%,4)+s2*cl;
M(t+1,8)= pO +(1+(j+k3)/2);
M{t+1,7)= rr;

M(t+1,9)= M(t+1,7)-1;

M(t+1,10)= qq;
M(t+2,1)=(M(t+1,10)-2%s2) *al;
M(t+2,2)= M(t+1,10)-82;
M(t+2,3)= M(t+1,10);

M(t+2,4)=M(t+2,2)-1; M(t+2,5)=M(t,10);
M(t+2,6)= M(t+2,1)-al;

M(t+2,8)=M({t+1,8); M(£+2,9)= M(t,9);
M{t+2,7)=M(t+2,9)+al; M(t+2,10)= M(t,5);

M(t+3,3)=M(t,10); M{x+3,5)=M{t+2,3); M(t+3,4)=M(t+2,4);
M{(£+3,10)=M(t,3); M(t+3,8)=M(t,8); M{(t+3,9)=M(t+1,9);
M(t+3,6)=M(t+3,5)-1;

M(t+3,1)= (M(£+3,6)-1)xd ;

M(t+3,2)= (M(t+3,4)-1)*d ;

M(t+3,7)=(M(£+3,9)-1)%d;

M{t+4,1)=M(t+3,5); M{t+4,2)=M{£+3,9); M(t+4,3)=M(t+3,10);
M{t+4,4)=M(t+3,8); M(t+4,6)=M{t+3,4); M(t+4,7)=M(t+2,8);
M(t+4,8)=M{%,4); M(t+4,9)=M(t+2,9) ; M{t+4,5)=M(%,10);
M(t+4,10)=M(t,5);

if j==2*nx-2+k3 & ki==
M(t,5)= 0O;

M(t+1,1)=0; M{(t+1,2)=0; M(t+1,3)=0;
M(t+1,7)=0; M(t+1,8)=0; M(t+1,10)=0;
M(t+2,1)=0; M(t+2,2)=0; M{(t+2,3)=0;
M(t+2,7)=0; M(t+2,8)=0; M(t+2,10)=0;

M(t+3,5)=0;
M(t+4,1)=0; M(t+4,10)=0; M(t+4,7)=0;
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end
t=t+5;
d=1;
end % for j
gl= {2xi-1+ kl1)#*s2;
g2= (i-1+k1}*s82 + i#xs3;
al=i;
if 1 ==ny & kb5==
T= 5% (k*ny-1)*nx+1;
for r=1:mx
M(T,3)=0;
M(T+1,1)=0; M{T+1,5)=0; M(T+1,6)=0;
M{T+1,7)=0; M{T+1,9)=0; M(T+1,10)=0;
M{T+2,3)=0;
M(T+3,1)=0; M{T+3,5)
M(T+3,7)=0; M{T+3,9)
M(T+4,1)=0; M(T+4,2)
T = T +5;

It

0: M(T+3,6)=0;
0; M(T+3,10)=0;
0; M(T+4,3)=0;

end
end
end % for i
bi=1; cl=i;
if k ==nz & k6==0
T =S*nx*ny*(nz-1)+1;
for r =l:nx*ny
M(T,10)=0; M(T+1,10)=0;
M(T+2,1:6)=0;
M(T+3,1:6)=0;
M{T+4,1)=0; M(T+4,5)=0; M(T+4,6)=0;
T = T+b;
end
end
end % for k
yl=y;  y=x; x=yl; ny=18,; nx=9; nz=3; dx
= ¢/nz;

b/nx ; dy= a/ny ; dz

clear all syms x y z b yl1 y2 y3 y4;

[

£{1)
£(2)

1-3% (g+y+z)+ 2% (X72+y72+272) + 4k (x*y+x*zty*z);
4xx* (1-x-y-2);

[}
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f(3) = x+x(-1 + 2%xJ;

£(4) = 4xxxy;

£(5) = yx(-1 + 2%y);

£(6) = 4xy*x(1 - x - y -z);
£(7) = d#zx(1 - x - y -z2);

f(8) =d*x*z;
£(9) =4xy*xz;
f(10)=z*x(-1+2%z) ;

yy = yil+ (y4-yl)*x+ (y3-yl)*y + (y2-yl)xz;
ud = (yy)*(o-yy);
v0 =0;

w0 = 0; % Uo = [u0 v0 w0l
Duo = jacobian(ul, [z ;y ;z1);
for i=1:10
v = jacobian( £(i), [x ;v ;21);

w(1) = int(v{(1),z,0,1-x~y);
w(2) = int(v(2),z,0,1-x~y);
w(3) = int(v(3}),z,0,1-x-y);

% integrais que compoem : (1,Dxphi)
bb(i, )=int{ int{w(1),y,0,1-x),x,0,1);
bb{i,2)=int( int(w(2),y,0,1-x),x,0,1};
bb(i,3)=int( int(w(3),y,0,1-x),x,0,1);
for j =1:10

w = int (£(1)*£(j),z,0,1-x~y);

% integrais que compoem : {phii,phij)
a(i,j)= int(int(w,y,0,1-x),x,0,1);

u = jacobian( £(j), [z ;y ;z1);

ww(1) = int(£(j)*v(1),z,0,1-x-y);
ww(2) = int(£(j)*v{2),2,0,1-x-y);
ww(3) = int(£(j)*v(3),z,0,1-x-y);

% integrais que compoem : (phii,grad(phij))
bi(i,3) = int( int(ww(l),y,0,1-x),x%,0,1);
b2(i,j)} = int{ int{ww(2),y,0,1-x),x,0,1);
b3(i,j) = int( int(ww(3),y,0,1-x),x,0,1);

wi = int(v{D*u(1),z,0,1-x-y);
w2 = int{(v{(2)*u(2),z,0,1i-x-y);
w3 = int(v(3)*u(3),z,0,1-x-y);

% integrais que compoem : {grad(phii),grad(phij))
cxx{i,j) = int( int(wl,y,0,1-x),x,0,1);

cyy(i,j) int( int(w2,y,0,1-x),x,0,1);

czz{i,j) = int( imt{w3,y,0,1-x),x,0,1);

pl = int(v(D*u(2) +v(2)*u(1),z,0,1-x-y);

i
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p2 = int(v{1)*u(3)+ v(3)}*ull),z,0,1-x~y);
p3 = int(v{2)*u(3)+ v(3)*u(2),z,0,1-x~y};
cxy(i,3) = int( int(pl,y,0,1-x),x,0,1);

cxz(i,3) = int( int(p2,y,0,1-x),x,0,1);

cyz(i,j) = int( int(p3,y,0,1~x),x,0,1);
end
for j=1:3

s(i,j) = int(v(3),z,0,1~x-y);
d1(i,3j)= int(int(s(i,3),v,0,1-x),%,0,1};
end

k = int{f(i),z,0,1-x~y);

e(i)= int(int(k,y,0,1-x).x,0,1);
end a = double(a); bl = double(bl); b2 = double(b2); D3 =
double(b3); cxx = double(cxx); cyy = double(cyy); czz =
double(czz); cxy = double(cxy); cxz = double(cxz); cyz =
double(cyz); dl = double(dl); e = double(e); bb= double(bb);

clear all syms % ¥ Z;

F{1) = 1-3*(xty+z)+ 2x (X" 2+y"2+272) + L+ {(xry+x*z+y*z);

f(2) = 4xx*x(1-x-y-2);

£(3) = x*(~1 + 2%x);

£{4) = d*xzxy;

£(5) = y*x{~1 + 2x*y};

£(6) = 4xyx(1 - x - y ~2);

£(7) = 4xzx(1 - x -y ~2);

f(8) =4xx*z;

£(9) =dxy*z;

£(10)=z*(-1+2%z) ;

k = ipput(’ingresse o numero corresp. a fronteira desejada:’); for

i=1:10
jacf(i,1:3)= jacobian(f(i), Ix ;y ;z1);

end

% integrais de superficie na fronteira k

if k==3 | k==4 % frontal ou posterior
y=0;
for i =1:10

fi = eval(£(i));
for j =1:10
fj = eval(£(3));

1]
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fxi= eval{jacf(i,1));
fyi= evai(jacf(i,2));
fzi= eval(jacf(i,3});
wl = int(fxi*fj,z,0,1-x);
isff1(i,j) = int(wl,x,0,1);
w2 = int(fyixfj,z,0,1-x);
isf£2(i,j) = int(w2,x,0,1);
w3 = int(fzi*fj,z,0,1-x);
isf£f3(1,j) = int(w3,x,0,1);
w o= int{fixfj,z,0,1-x);
ISFF(i,j)= int{w,x,0,1};
end
end
iaffl =double(disffl); 1isff2 =double{isff2);
isff3 =double{isff3); ISFF =double(ISFF);
end
if k==1 | k==5 ¥ Lat. esquerda ou direita
x=0;
for i =1:10
fi = eval(f(i));
for j =1:10
fj = eval(£(j));
fxi= eval(jacf(i,1));
fyi= eval(jacf(i,2));
fzi= eval(jacf(i,3));
wi = int(fxi*fj,z,0,1-y);
igfl1(i,j) = int(wl,y,0,1);
w2 = int(fyi*fj,z,0,1~y);
isfl2(i,j) = int(w2,y,0,1);
w3 = int(fzi*fj,z,0,1-y);
isf13(i,j) = int{w3,y,0,1);
w = int(fi*xfj,z,0,1-y);
ISFL(i,3)= int(w,y,0,1);
end
end
isfll =double(isfli); isfl2 =double(isfl2);
isf13 =double(isfl3); ISFL =double (ISFL);
end
if k==2 | k==6 Y fromtal inferior ou superior
z=0;
for i =1:10
fi = eval(f(i));



for j =1:10
fj = eval(£(j));
fxi= eval(jacf(i,1));
fyi= eval(jacf(i,2));
fzi= eval(jacf(i,3));
wl = int(fxi*fj,v,0,1-%);
isfi1(i,j) = int(wl,x,0,1);
w2 = int (fyi*f3i,y,0,1-x);
igfi2(i, ) = int(w2,x,0,1);
w3 = int(fzi*fj,y,0,1-x);
isfi3(3,j) = int(w3,x,0,1);
w = int(fixfj,y,0,1-x);
ISFI(i,j)= int(w,x,0,1);
end
end
igfil =double(isfil); isfi2 =double(isfi2);
isfi3 =double{isfi3); ISFI =double(ISFI);
end

Bt T T et T T et o to 1ottt s Todo oo Fo Voo oo ot oo o o fa o o fo fo o Fo oo oo fado fadn Futo e ta o fa o
%Este programa resolve atraves de FEM, a equacao de Stokes (u,v,w,p)
% - coefruxx+ px= f. em omega (analogamente para v e W)
% ux + vy + wz = 0. em omega
Y% (u, v, w)ifronteira = (vi,v0(x),v3); v0(x) =Vox(2b-x)z(2¢~z)/(bc) "2
T Tttty et T et st T o T e o do o Fo Fo o Fo o o oo o Fo o Tt o o s o o o o o Jo o o o o o 1o o o o fs o £ o do o
clear all
tic;
% carregando a malha M e outros parametros
load malhal2.mat M ind nn a b cn nx ny nz dx dy dz 2y z ;
Ya=18; b=0.9; c =0.15; dimensoes do dominio
% nx=18; ny=9; nz=3; % numero de div. do dominio
% Nn numero de de nos em cada nivel z.
% Nnn numero de de nos em cada nivel z do medio.
% nn = numero total de nos interiores.
% n = numero total de tetraedros
load matrigidez2.mat bb cxx cyy CzZz ¢€xy Cxz CyZ;
% bb matriz (1 lgrad{phii))
A= sparse([],[],[],nn,nn,ceil(0.02%(nn"2)));
Bl=zeros(nn,n); B2=zeros{(an,n); B3=zeros(nn,n);
dl = zeros(nn,1); d2=d1; d3=d1; d4 = zeros(n,1):
% geracao de matrizes de rigidez e preenchimento das matrizes A ¢ B
Vo=0.35; vO=0.07; w0 = 0; for tr =l:n



J =zeros(3,3);
% jacobiano da transformacao
for s=1:2
J(s,1)= x{sr,2%s+1)-x(s1,1);
J(s,2)= y(tr,2*s+1)-y(tr,1);
J(s,3)= z{tr,2*s+1)-z(txr,1);

end
J(3,1=x(tr,10)-x(zr,1); J(3,V=y{sr,10)-y(tr,1}; J(3,3)=z(tr,10)-z(tr,1);
vol = det(J);

Ji1=det{J(2:3,2:3));J21=det (J(1:2:3,2:3)); J3i=det(J(1:2,2:3));
J12=det (J(2:3,1:2:3));J122=det (J(1:2:3,1:2:3));132=det{J(1:2,1:2:3));
J13=det (J{2:3,1:2));323=det (J(1:2:3,1:2));133=det (J(1:2,1:2));
Ji= [J11 J12 J13]; J2= [J21 J22 J23]; J3= [J31 J32 J33];
%* Matriz de coef. ( grad{phii}!igrad{phij)} ) = pij
ss = J1xJ1’kcxx +J2%J27*cyy + J3xJ3’#czz; p= (ss - Ji*J27*cxy +
J1*J37 *xcxz— J2%J37*cyz)/vol;
% definicao da matriz dos coef. (1 |dxk{(phii)):qk , k=1,2,3
ql= bbx[J11 -J21 J31]7;
q2= bbx[-J12 J22 -132]7;
g3= bbx[J13 -J23 133]’;
for i=1:10
ig = M(tr,i});
for j=1:10
jg =M(tr,j); £ =ind(tr,j);
% preenchimento da matriz A(grad(phii)igrad(phij))
A(ig,jg)= Alig,jg)+ p(i,3);

if f ==3 & jg "= ig
#Calc. as vel. p/indices j na fronteira frontal
#a0(j) = Voxz(tr,j)*(2*c-z(tr,j))/(c"2)
w0 ()= Voxx(tr, j)*(2¥b- x(tr,j))*z(tr, ) *(2*xc-z(tr,j) )/ (b*c)"2;
di(jg)= di(jg) + u0(jr=*p(i,3i);
d2(jg)= d2(jg) + vOoxp(i,j);
d3(jg)= d3(jg) + woxp(i,j);
Alig,jg) =0;
end
% para j na fronteira posterior
if f==4 & jg "= ig
h u0(j)= 0;
u0(3)= Voxx(tr,j)*(2%b- x(tr,j))*z(tr,jl*{(2*%c-z(tr,j))/(bxc) "2;
di(jgl= a1(jg) + w0(j)*p(i,j);
d2(jg)= d2(jg) + vOo*p(i,j);
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d3(jgl= d3(jg) + wl=p{i,j);
Alig,jg) =0;
end
% para j na fronteira lat. direita
if f==5 & jg "= ig
% u0{j)=Voxy(tr,j)*(2¥b- y(tr,j))*z(tr,j)*(2*xc-z(tr,j))/(b*c) "2;
u0(j) = Voxz(tr,j)*(2xc-z(tr,j))/(c"2);
d1{jgl= d1(jg)+ w0 (§)*p(i,j);
d2(jg)= da2(ig) + vosp(i,j);
d3(jg)= d3(jg) + wo*p(i,ji);
Alig,jg) =0;
end
% para j na fronteira lat. esquerda
if f==1 & jg "= ig
%u0 (5)=Vory (tr, ) *(2%b~ y{tr,j))*z(vr,jr*(2xc~z2(tr,j)) /(b*c)"2;
ud(jd= 0;
di(jg)= di(jg)+ ud{j)*p(i,j’;
d2(jg)= d2(jg) + vO*p(i,j);
d3(jg)= d3(jg) + woxp(i,j);
AQig.ig) =0;
end % if fronteira posterior.
%para j na fromteira inferior
if f==2 & jg "= ig
di(jg)= di(jg)+ 0;
d2(jg)= d2(jg) + vO*p(i,j);
d3(jg)= d3(jg) + wOxp(i,j);
Alig,jg) =0;
end
%hintegral fronteira superior
if f==6 & jg "= ig
% w0(j)= Vokry(tr,j)*(2+b- y(tr,j))/b"2;
u0(j)= Vorx(tr,jI*{(2¥b- x(tr,j))/b"2;
di(jg)= d1(jgi+ u0(j)*p(i,j);
d2(jg)= d2(jg) + vO*p(i,]);
d3{(jgi= d3(jg) + woxp(di,j);
Alig,jg) =0;
end
end % for j
% preenchimento da matriz Bk =( psi |dxk(phii))

Bi(ig,tr) = Bl(ig,tr) + qi(i);
B2(ig,tr) = B2(ig,tr) + g2(i);
B3(ig,tr) = B3{ig,tr) + g3(i);



end % for 1
end Yfor tr
clear matrigidez2.mat malha02.mat [L,UJ= lu(4);
clear A u0 ¥ calculo de inv(AA)=BB
1iAB1 =L\Bi;
iAB2= L\B2;
iAB3= L\B3;
1AB1= U\iAB1;
iAB2= UN1ABZ;
iAB3= TU\iAB3;
BE = B1’*1AB1 + B2’*iAB2 + B3’%1AB3:; ¥ B’ #iABx
clear iAB1 iAB2 iAB3 [LL,UUl= 1u(BB);
clear BB % calculo de inv{(AA)*d4
iAf1 = LN\d1; d1Af2 = LANd2; iAf3 = 1\d3; iAf1 = U\iAf1: iAf2 =
UNLAF2; 1Af3 = UNiA£3;
pre = LL\(B1’*iAfl + B2’%iAf2 + B3’*iAf3 -d4); % Solucao da pressaoc
clear iAf 1Af1 1Af2 1A£f3 44 LL

pre = UU\pre;

Uo = L\(Bl*pre-di);

Uo = U\Uo; Vo = L\(B2*pre-d2);
Vo = U\Vo;

Wo = L\ (B3*pre~d3);

Wo = U\Wo;

tocC;
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