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.INTRODUÇÃO 

O presente trabalho é baseado na teoria de tran~i.Zer em 

homologia e cohomologia desenvolvida por Daniel H. Gottlieb numa 

·série de trabalhos em ordem crescente de generalização. 

Dada uma fibração E __.E__> B , se existir uma função conti 

nua f : B + E tal que p o f = IB diversas propriedades da fun 

çao induzida por p em homologia e cohomologia sao obtidàs 

Teremos então dois homomorfisrnos p* e f* satisfazendo p* o f* = 

IH(B) e seu dual, em cohomologia. 

Porém, a. existência de uma função contínua é muito res

trita. Corno estamos procurando informações ao nível de homolo-

gia e cohomologia pesquisa-se somente a existência do homomor -

tal que p* o f* ~ IH(B) sem que 

contudo seja induzido por ~a função contínua. 

Uma série de resultados são obtidos como por exemplo: Se 

- - 00 F -. -• E --<> B e uma fibraçED c e k um nfunero de Stiefel-1i.,i'hi tney de F , 
~ p 

então existe um transfer -r ~ H* (B) -+ H* (E) tal que ~ 

= multiplicação por k. 

Explorando a idéia de transfer, um outro trabalho de 

Gottlieb foi estudado onde os resultados versam sobre teoremas 

do tipo Borsuk-Ulam. Esta parte do trabalho foi enr~quecida com 

o estudo de um teorema denominado Teorema Homológico de BorsuR 

de J. W. Walker [lO] • 



CAPITULO O 

PR>:-REQUISITOS 

DEFINIÇÃO 1. Uma involução num espaço topológico X é uma função 

f : X -+ X tal que f o f = id. 

NOTAÇÃO: (X, f) 

EXEMPL.O: A função cintÍpoda a. : Sn ~ Sn definida por a. (x) = -x. 

DEFINIÇÃO 2. Seja G um grupo topológico. Urna açao de G num esp~ 

ço .. topolÓgico X é uma aplicação continua 

..p : G x X -+ X tal que: 

(i i) Se e é o elemento neutro de G temos o/ (e ,x) = x, 

Vx E X. 

(iii) Dado g E G, a função ~g 

= ..p(g,x) é um homeomorfismo. 

X+ X definida por~ (x)= 
g 

NOTAÇÃO: Denotaremos ..p(g,x) por gx, Vg E G e x E X. 
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DEFINIÇÃO 3. Uma açao 1{1 G x X + X e di ta óle.R. se gx = x , 

Vx E X então g = e. 

DEFINIÇÃO 4. Seja 1{1 : G x· X -+ X uma açao. O conjunto 

.E Glgx = x} é chamado óubg~upo de ~õot~op~a de x. 

G = {g E 
X 

DEFINIÇÃO 5. Uma açao 1{1 : G x X -+ X é livre se G ={e}, 'dx E. X. 
X 

DEFINIÇÃO 6. Um grupo finito G atua basicamente livre em IRn se 

atua fielmente em lR.n e livremente em lR n - O. 

DEFINIÇÃO 7. Seja G um grupo atuando num espaço topológico X e 

num espaço topológico Y. Seja f :X --+ Y uma aplicação, f é uma 

aplicação equlvan-l.an.te ou G~apL<..c..a.ção se f (gx) = g (f (x)), Tlg E G. 

HOMOLOGIA REDUZIDA 

Seja X um espaço topológico. 

Indicamos (C(X),d)::; {(C (x),a )}, q = 0,1,2, •.. o corn-
q q 

plexo singular de X a coeficientes em um anel comutativo unitá-

rio R. 

Consideremos o seguinte homomorfismo: 

n : C (X) -+ R definido por 
o 

Jj (1;
0

) = 1 onde .;
0 

e UJn o-simpleXQ 1 e 



n(E 
X 

a x) = E a n(x) = E a x- X . X 
X X 

OIJ.de E a 
X 

X 

-e uma O-cadeia. 

Agora, para qualquer 1-simplexo ~l em c
1 

(X) temos: 

Vamos denotar n por d • 
o 

3 

C(X) com a 
o 

em lugar de a 
o 

e ainda um complexo que va-

mos denotar por C(X) = {Cq(X)} com Cq(X) = Cq(X) se q ~O e 

c
0

(X) = Ker a
0

• 

Considerando a homologia de C(X} temos: 

H (X) = H (X) se q ~ O 
q q 

H
0

(X) = Ker a o/Im a
1 

H (X) e o q-ésimo g~upo dt homologia ~~duzido de X. 
q 

PROPOSIÇÃO 1. Se X possui k componentes conexas então H0 (X) é 

igual a k -1 cÓpias do anel R, isto é, H
0 

(X) = R + .•. + R. 

k-1 vezes 

GRAU DE UMA APLICAÇÃO f 

Seja f : sn + sn uma aplicação contínua e z o anel dos 
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inteiros. 

Então é um Z-rnódulo livre com um 

gerador a. 

Paia o homomorfismo: 

segue que 

f*(a) =ma para algum mE z. 

m é chamado o grau de f . 

NOTAÇÃO: deg (f). 

Sejam M e N variedades orientáveis fechadas n-dimensionais e 
.. , 

[ M] E H (M), [ N] E H (N) as classes fundamentais de homologia. 
n n 

Se f :M + N é uma aplicação contínua então: 

k é chamado o grau da aplicação f. 

DEFINIÇÃO . Sejam M,N variedades diferenciáveis de mesma dimen 

são m, M fechada e f :M + N uma aplicação diferenciável. Para 

todo valor regular y E N, de f, sabemos que 

é finito. Diremos que um ponto 

tive, conforme o isomorfismo f' 

X. E f -l(y) •t• e pos1 1vo ou nega
l 

(x. ) : T M + 
1 x 1 

T N 
y 

preserve ou 



5 

inverta a orientação. O gJta.u d.i6e1Len.c.i.âvel de f no ponto y, in 

dicado por ·deg
0
f, é a diferença entre o número de pontos posi-

tivos e o número de pontos negativos em 
-1 

f (y) • 

EXEMPLO: Seja y: sn-+ sn a reflexão y(x ,x
1

., •.. ,x.}=(-x ,x
1

, ... ,x) 
o · n o n 

n > 1. 

Então deg(y) = -1 

(Vide [5] , pag. 69) • 

0 INDICE DOS PONTOS FIXOS 

seja V c JR n um subconjunto aberto e f : V + mn uma fun 

çao contínua 

Fix(f) = {x E V f(x) = xl. 

Vamos definir o Índice dos pontos fixos de f quando o 

conjuntO Fix(f) é compacto. 

Observemos que se i V+ JRn é a aplicação de inclu-

sao, então: 

(i- f) - 1 (0) = Pix(f) .-

DEFINIÇÃO 8. Seja n • f :V -+ lR cont~nua e K = Fix(f) compacto. 

Seja o uma bola fechada em torno da origem contendo K, isto é, 



K C D. 

Consideremos a composta: 

n J* 
H (IR IR n O) H (IRn ·IRn - D) H (IRn n ) . n , - - n ' ----?> n ,IR -K 

-H (V,V -K) 
n 

(i-f)* 

6 

Corno temos que a composta acima e 

um endomorfismo de Z da forma: 

x ~ kx ' 

onde k é o Único inteiro dado pela composta. Chamamos de índice 

dos pontos fixos de f a esse inteiro. 

n 
NOTAÇÃO. I(IR ,f,V) ou I(f). 

Seja Mn uma variedade compacta e U c M um aberto. Se 

ja h ·u -+ M uma aplicação continua·. Consideremos Fix {h) com-

pacto. 

Existe a : u -+ V c IR N e S :V + M tal que h = S •a e 

o índice de aS: s-1
(u) -+V c IR N está definido e é independe!!_ 

te da fatoração de h. 

DEMONSTRAÇÃO. [ 4 ], pag. 44. 



n -1 
DEFINIÇÃO 9. I(M,h,V) = I(h) = I(IR ,aS,S (U)). 

Dizemos que a terna (M,h,U) é admissível. 

PROPOSIÇÃO 2. 

(i) Se (M,h,U) e admissível e 

para todo i e 

r 
= E 

i=l 

. I 
I(h'U.). 

1 

u. n u n Fix(h) = ~ 
1 j 

r 
u = u u

1 i=l 

se i -1 j, 

7 

com u
1 

aberto' 

então I (h) = 

(ii) Se (M,ht,U) é admissivel e ht :U ~ M é uma homoto

pia com O < t < 1 e u Fix(ht} é compacto, então: 
t 

DEMONSTRAÇÃO. [4 ], pag. 46. 

DEFINIÇÃO 10. Seja f :X+ X uma aplicação contínua. Vamos su-

por que H. (X,Q) = O 
1 

para i suficientemente grande e que para 

cada i, H
1 

(X,Q) é de dimensão finita como espaço vetorial sobre 

Q: corpo dos números racionais. 

Para cada i temos o homomorfismo induzido: 

i 
:H.(X,Q) 

1 
+ H. (X,Q). 

1 

Chama-se o número de Lefschetz de f à expressao: 
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A(f) = i 
l: (-1) ·tr(f* ) 

i=l i 

onde tr(f* ) é o traço do homomorfismo f* . 
i i 

00 

OBSERVAÇÃO. Se f= id; X+ X temos que A(f) = l:(-1) 1 tr(id, )= 
i=l i 

= l: 
i=l 

de x • 

(-1)
1 

dim H. (X,Q) = X(X) que é a e'tJtae:teJLZ•t.<ea de 
1 

TEOREMA 1. (Hopf): Se M é uma variedade compacta e f 

uma aplicação continua, então 

A (f) = I (f) 

DEMONSTRAÇÃO. [3 ]. 

Euf.eJL 

M + M 

TEOREMA 2. Se X e um complexo CW finito, f: X -+ X continua, e~ 

tão existe h: X-+ X, h~ f tal que Fix h e um conjunto fini-

to e se x E Fix h, Ind(x) = ± 1. 

DEMONSTRAÇÃO. [1 ]. 

DEFINIÇÃO 11. Dados elementos X E Hn(X) e E; E Hn (X}~ X espaço 

topológico, definimos o Zndi.c.e de KJtoYI.ec.ke.Jt < x, i; > como se se-

gue: escolhemos um co ciclo representativo z E zn (X) para X e 
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um ciclo representativo TE Zn(X) para S. Definimos < x, ~ > = 

= < z, 1" 1" e R, o anel dos coeficientes. 

NÚMEROS DE STIEFEL-WHITNEY 

Dada urna variedade M, diferenciável, fechada para o fi-

brado tangente TM de M existem classes de cohomologia 

' 

i=O,l,2, ••• que sao as classes de St.:j_efel-Whitney de TM . 

Para maiores detalhes ver [6} . 

Vamos definir os números de Stiefel-Whi_tney de M, onde M 

é uma variedade n-dimensional. 

Usando coeficientes módulo 2, existe uma única classe de 

homologia fundamental ~ME Hn(M, ~ 2 ). 

Daí, para qualquer classe de cohomologia 

o indice de Kronecker < v,11M > E ~ 2 é definido. 

Sejam y
1

, .•. ,-yn inteiros nao negativos com y
1 

+ 2y
2

+ •.• + 

+ ny = n. 
n 

Então para o fibrado tangente TM de M podemos formar o 

monômio 
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DEFINIÇÃO é chamado o nu 

lnero de Stiefel-"Whitney de M associado ao monômio 

TEO~MA 3. Se B é urna variedade diferenciável compacta (n+1)-

-dimensional com bordo M então os números de Stiefel-Whitney de• 

M são todos nulos. 

DEMONSTRAÇÃO. [6 ]. 

TEOREMA 4. Se todo~ os numeras de Stiefel-W!1i tney de M sao nu-

loS então M é o bordo de alguma variedade diferenciável com-

pacta • 

. ~ 

DEMONSTRAÇÃO. [ 7 ]. 

DEFINIÇÃO 13. Sejam E L B e f :X+ G aplicações continuas 

onde X é qualquer espaço topológico. Se para qualquer homotopia 

H : X x I + B começando com p o f existe H : X x I -+ E começa~ 

do com f tal que p o H = H, dizemos que p é uma fibração. 

PROPOSIÇÃO 3. Seja G um grupo finito ordem ímpar. Então G nao e 

bordo. 

DEMONSTRAÇÃO. Temos que X(G) ~ 1. 
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Mas o número de Stiefel-Witney < W (T ) , 1-l > é congruente 
n G 

a X(G) módulo 2. ( [6], pag. 130) 

LOgo, pelo teorema 3, G nao pode ser bordo. 



CAP!TULO I 

TEOREMAS DO TIPO DE BORSUK-ULAM 

I.l. O TEOREMA HOMOLÓGICO DE BORSUK 

I.l.l. CLASSE SEMI-ESFtRICA DE HOMOLOGIA DE s0 

=- x. 

SeJ·a " •• s0 • s0 
f - t' d d f' 'd ( ) ~ ~ a unçao an lpO a e 1n1 a por a x = 

Vamos construir um n-ciclo hn tal que f_hn] gera Hn(Sn, z
2

). 

Seja a um ponto de Sn e a(o ) o antípoda de a • 
o o o 

Consideremos um círculo máximo o
1 

ligando a
0 

Seja a.{o1 ) o semi-circulo antípoda a a
1

. 

a a.(a ) • 
o 

Então h 1 = a
1 

u a(o
1

) é um círculo máximo em sn 

Seja agora a
2 

uma semi-esfera s 2;2 cujo bordo e -h
1

. 

Consideremos a.(o2 ). 

h
2 

= a
2 

u a(a
2

) é uma esfera máxima s 2 c gn . 

Continuando, considerêmos uma semi-esfera máxima a
3 

cujo 

bordo é s
2

. 

E assim por diante temos hn = on V a(on). 



Vamos. provar que h 
n 

é um ciclo. 

= a(a + a (a ) ) = 
n n 

= a (a ) + a (a (a ) ) = 
n n 

13 

I.I.2. DEFINIÇÃO. Sejam X,Y espaços topológicos. X com uma invo 

lução f e Y com uma involução g . Uma função h : X -+ Y -e cha 

mada ~qu~va~~ant~ se h(f(x)) = g(h(x)). 

I.I.3. TEOREMA HOMOLOGICO DE BORSUK (Teor. de Walker). Seja 

m 
(X,~) e (S ,a) espaços topológicos dotados de involuções. Seja 

uma função continua e equivariante. 

Então existe um inteiro -j < m e uma classe na.o 

[ X .] 
J 

nula 
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DEMONSTRAÇÃO. O caso m_ = Q. ê claro. 

Suponhamos rn > O. 

Se g : X ~ Y é uma aplicação contínua entre espaços to

pológicos, indicamos com g# a aplicação de cadeia C(g) :C(X) + 

·..._ C (Y) e por g * o homomorfismo induzido nos ·grupos de homolo-

gia H (g) : H* (X) ->H* (Y) • 

Vamos definir as seguintes aplicações de cadeia: 

I>X : C(X) + C(X) 

e 

Temos que: 

= o pois: 
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(b) 

Suponhamos que '\ij < rn e 'rl[xj] E Hj(x,z
2
), 1-l*([xj]) 

= [x.] ~ [x.] =O. 
J J 

= 

ma). 

(Caso contrário [x.] satisfaz a primeira parte do teore
J 

(c) Se yj é um j-ciclo tal que UX(yj} 

id# yj + ~#yj = o ~ ~#yj = id#yj 

= O, então dy. = O e 
J 

~ ~.([yj])= ([yj])=> 

p.hip; [y.] =O, isto é, y. é também um bordo. 
J J 

Consideremos em Sm a j-cadeia aj correspondente à semi

esfera como em I.l.l. a. satisfaz as seguintes condições: 
J 
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(i) • 0-sirnplexo a e um o 

(ii) ah. ~ a. 1 + a#(aj_1 ) ~ ~ a. 1 para 1 < j < m. 
J r m J-s 

(iii)· a + a#(am) ~ ~a gera H (Sm ' z2) • m m m 

Vamos construir agora, para O 2 j 2 m, a j-cadeia singu

lar cj de X tal que sejam verificadas as seguintes condições: 

(i) c
0 

é um 0-simplexo 

Em X escolhemos um ponto e indicamos por c0 a correspon

dent!a O-cadeia. 
-·~· 

Temos que IJXco 
. 
e um ciclo pois: 

-
~ ao(co +~#co) ~ 1 + 1 ~o (mod 2). 

Como IJX(IJX(c0 )) =O por (a) e levando em conta (c) se

gue que IJXco é um bordo. 

Então existe uma l-cadeia c1 para a qual dc1 = IJXc
0

. 

Suponhamos agora que dcj =.IJXcj-l para qualquer j < m. 

Então: 
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Isto é, {} c. 
X J 

é um ciclo e como temos que 

{}Xcj é também um bordo, por (c). 

Portanto, existe uma (j+l)-cadeia cj+l para a qual 

Assim, construimos por indução a sucessao c ,c
1

, ... ,c . 
o m 

Vamos construir agora, por indução, a j-cadeia 

sm tal que: 

seja um ciclo para O < j < m. 

.. Colocamos e = O e temos 
o 

Como 

d {o ) 
o 

= l + l = O {mod 2). 

H- {Sm 9 ) O o 'Lu2 = temos que é também 

Logo existe uma l-cadeia, e 1 , para a qual de1 = k
0

. 

Aplicando temos: 

um 

e. de 
J 

bordo. 
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= ~ cr + ~ f c + ~ ~ = 
8
m o 

5
m # o sm 

e 
8

rn. o 

-·"·•-- ---

- ---"" 

= + ~ + o = a~l mf#c 
s o 

= acrl + f#~Xco por (b) 

= 

= 

:. k
1 

é um ciclo. 

Suponhamos que e., para 
J 

para a qual k. 
J 

seja um ciclo. 

Como = o para 

= 

1 < j < m, seja uma j -cadeia 

j < m, temos que k. é também 
J 

um bordo, isto é, existe uma (j+l) cadeia, e. 
1

, para 
]+ 

a qual 
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Temos: 

~ 

= 

e 

daí e um ciclo, como desejado. 

Ora, km é um ciclo de Sm que é um múltiplo da classe 

fundamental de 

Então ~ o e 

daí 

Temos que ~Xcm e um ciclo pois 

= ~ ~ c 
X X rn-1 = o . 
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Então colocamos [ xmJ = [ t9-X em} 

- m 
e concluímos que [x J ~ 

m o 
pois f*([xm]) gera Hm(S ,z

2
). 

Enfim: 

[X ] • 
m 

I.l.4. COROLÂRIO (Teorema Clássico de Borsuk). 

n m Considere (S ,a
1

) e (S ,a
2
). Se existir 

uma função contínua e equivariante, então m > n. 

DEMONSTRAÇÃO. Suponhamos m < n. 

c.q.d. 

f 

Pelo Teorema HomolÓgico de Borsuk, existe um inteiro 

j < m < n e uma classe não nula [xj] E 

a
1 

([x.]) =[x.] o que é um absurdo pois 
* J J 

j < n. 

rn > n • 

que 

para 

I.l.S. COROLÁRIO. Se f: Sn-+ JRn e uma função contínua, então 

existe um par de pontos antipodas (x,-x) tal que f(x) = f{-x). 



DEMONSTRAÇÃO. Suponhamos que para qualquer par (x,-x), x E sn, 

tenhamos f(x) f f(-x). 

Definimos n n-1 
g:s -+S por. g(x) ~ 

f (x) - f ( -x) 

lf(x) - f(-x) 

~ claro que g é contínua e equivariante. 

Logo, por !.1.4 , n-1 > n (absurdo) . 

. . . 3 (x, -x) I f (x) ~ f ( -x) • 

I.2. Seja M uma variedade compacta e G um grupo finito atuando 

livremente em M. Ainda, seja f: M -+ M uma G-aplicação. 

O nosso objetivo inicial é mostrar que O(G) divide 'A(f). 

Como G atua livremente em M e f é uma G-aplicação, ob 

ternos o seguinte diagrama comutativo 

M _ _,f'-------> M 

1[ 1[ 

f 

As aplicações verticais são fibrações e f 

por f. Além disso M/G é CW-complexo finito. 

e induzida 
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Sabemos que se X é um complexo CW, f : x -+ x contínua 

então 3 h :X -+ X , h ~ f tal que fix h é um conjunto finito. 

Logo, como M/G é um CW complexo e f: M/G-+ M/G ,3h : 

M/G-+ M/G , h ~ f tal que Fix h é um conjunto finito. 

Partindo dessas considerações vamos demonstrar alguns le 

mas. 

I.2.1. LEMA. h:M/G 

riante tal que h ~ 

+M/ 
G 

f. 

se levanta a uma h : M + M equiva-

DEMONSTRAÇÃO. Seja H uma homotopia entre f e h. 

H(i<,OJ = f e H(X,l) =h • 

O diagrama abaixo é comutativo: 

.M 

f 

\TI M 

M/G f M/ --7 G 

. f o 1T .. = TIO f 

Como TI é uma fibração para qualquer homotopia H' : M x I -+ 

-
-+ M/ G começando com TI o f, existe uma homotopia H;Mxi -+M 
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começando em f tal que n o H = H' 

MXI H M 

(7r,id) .H' TI 

M/G X I 
H 

M/G 

Tornamos H'= H o (TI, id) 

Ho(TI,id) (x,O) = H(TI(x),O) = f(1i(x)) = 

= f o TI (x) = n o f. 

-
Corno H M x I-+ M começa em. f temos H{x,O) =f. 

- -Colocamos h(_x) = H(x,l) 

-
.. h se levanta a uma h tal que h "' f e h é equivariante 

por [lll pag. 97. 

I.2.2. LEMA. Se X é fixo por h e {x,xl, ... ,xiGI-1} é a órbi 

ta de x então {x,x1 , ... ,xiGI-l} é invariante por_ h. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja x. E orb(x). Então 
l 

3g E G tal que xi = gx. 

- -
Dai h(x.)= h(gx) 

l 
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-
Agora TI o h(x.) = TI(h(x.)) = TI (h (gx)) = h(TI(gx)) = 

~ ~ 

= h (X:) = X 

-
h (x.) está na órbita de x. 

1 

-Logo h restrita a órbita leva a órbita sobre si mesma. 

-OBSERVAÇÃO. Como h ~ f concluimos que Ind h = Ind f. 

I. 2. 3. LEMA. h restrita a órbita de x ou deixa todos os pon

tos fixos ou não deixa pontos fixos_, isto é, ÍÍj
0
rb(x) = id ou 

DEMONSTRAÇÃO. 

mostrar que 

Como 

Temos 

-h (X.) 
1 

x. 
~ 

para todo i. 

Suponhamos que h(x) ;' x, 

h (x.) 
~ 

;' xi . 
-
h(x) ;' x, 'lg E G tal que 

que 3gl E G tal que X. 
1 

= h(g
1

x) = g 
1 

h (x) ;' glx 

Vx. E orb(x) temos que 
1 

h(x) = gx ' g ;' e. 

= glx 

= X. 
1 

c.q.d. 

Suponhamos que x
1

,x
2

, ... ,xn sejam os pontos fixos de h 

de forma que as órbitas correspondentes em M sejam fixadas por h. 



Tornemos uma órbita X, 
2 

i 
~ gx.2 

2 
e g é um homeomorfismo. 

Tanto como 

. i 

Ind h(x/l ~ 

sao fixos por 

- i 
Ind h(x. 2 l 

2 
[ 1 l 

h. 

Chamemos ki o indice de cada ponto da Órbita de x
1

. 

A parte do índice 

- n 
Agora Ind h ~ l: 

i=l 

Logo o (G) I Ind h 

fornecida PC? r 

Ind h- ~ 

X, 
2 

+ • . . + k ) 
n 

Mas Ind h~ Ind f~ A(f) 

Portanto ternos demonstrado que: 

I.2.4. TEOREMA. o(G) divide A(f). 

I.2.5. COROLARIO. o(G) divide X(M). 

x. e 
2 

~ 

DEMONSTRAÇÃO. Seja id M ~ M a aplicação identidade. 

25 
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id é uma G-aplicação pois id(gx) = g•x = g id(x). 

Além disso A(id) = X(M). 

o(G) divide X(M) 

!.2.6. COROLÂRIO. Se f: M-+ M- é uma G-aplicação onde G atua 

livremente e é finito então f não pode ser homotópica a apli

cação constante. 

DEMONSTRAÇÃO. Supo~hamos f ~ cte. 

Então A(f) = A(cte) = l. 

Logo o(G) não pode dividir A(f) o que e um absurdo. 

!.3. TEOREMAS DE BORSUK-ULAM 

Uma variedade M é dominada por um complexo finito K se 

existem aplicações f:M-+K e g:K+M tal que g o f -e ho 

motópica à identidade de M. 

No trabalho [ 8 ], Gottlieb extendeu o resu_ltado do Teore 

ma I.2.4 para variedades quaisquer dominadas por um complexo fi 

nito. 

Então, seM é uma variedade nestas condições, G um grupo 

finito atuando fielmente e livremente em M e f : M -+ M uma apl~ 

cação equivariante, temos que o(G) divide A(f). 
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EXEMPW. IR n - O -e uma variedade dominada por um complexo fini 

.to pois 

lR n - O "-' sn-1 e 
n-1 s é um complexo com duas células: uma 

de dimensão zero e uma de dimensão n-1. 

1.3.1. DEFINIÇÃO. Urna transformação linear comuta com a açao de 

G se comuta com todo elemento g E G. 

I.3.2. OBSERVAÇÃO. Seja T: lRn-+ lRn uma transformação linear 

com det T ~ O. Então: 

deg T = 

De fato: 

Podemos considerar 

morfismo. 

det T 

ldet TI 

n n 
T:lR -0-+JR -0 pois T e um iso 

-Seja TE GL(JR,n) =conjunto das matrizes n x n nao sin 

gulares com entradas em JR • 

Sabemos que GL (lR, n) tem duas componentes conexas por 

caminho: 

GL(IR ,n)+ ; {T; lRn + lRn I det T > O} 

GL(IR ,n) 

+ Se det T > O, T E GL ( 1R , n) que é conexo por caminhos. 
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Logo + 3 À : I + GL ( JR , n) tal que À(O) = Id (matriz iden 

tidade) e À(l) = T. 

Consideremos a homotopia: 

-
À : 

n n 1R -QXI-+lR -0 

-À(x,t) = À(t) ·x 

-
À e uma homotopia entre Id e T. 

Logo deg T = deg Id = 1 = 
det T 

ldet TI 

Suponhamos agora det T < O e consideramos 

r : JRn---+mn 

(reflexão) 

Sabemos que deg r= -1. 

-Da mesma forma que antes, T E GL { lR , n) que e conexo 

por caminhos. 

Logo 3 À I -+ GL ( lR , n) tal que À (O) = r e À ( 1 i = T. 

e 
n n 

lR -QXI-+IR -0 é 

(x,t) ~ \(t) ·x 



uma homotopia entre r e T . 

:. deg T = deg r = -1 = 
det T 

ldet TI 
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I.3.2. TEOREMA. Se G atua basicamente livre ení lRn e se T é 

uma transformação linear que comuta com a açao de G, então 

det T > O ou o(G) = 1 ou 2. 

DEMONSTRAÇÃO. Suponhamos det T ~ O e o(G) > 2. 

r ar 

•' 

Temos que mostrar que det T > O. 

Se det T- ~ O, então T e um isomorfismo e podemos conside 

T : mn - O ~ lR n - O. 

Temos que 
n-1 det T A(T) = 1 + (-1) deg T e deg T = 

idet TI 

Ainda: 

X(JRn-0) = X(Sn-1) = 1 + ( _1 ) n-1 = 

f 
o -se n e par. 

2 se n e ímpar 

Logo n deve ser par pois o(G) divide X(JR.n- 0) e 

o(G) > 2. 

Portanto A(T) = 1 -
• 

det T 

ldet TI 
e daÍ A(T) =O ou A(T) = 2. 
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Mas A(T) nao pode ser dois pois o(G) IAIT) e o(G) > 2. 

Logo A (T) = O det T 

ldet TI 
= o 

= det T = I det TI > O . 

I.3.3. TEOREMA. Seja G ~ grupo finito atuando basicamente li-

vre em um espaço vetorial V e seja W um subespaço próprio inva

riante. Então 1 qualquer G-aplicação f :V- O -+ W deve conter O 

na sua imagem. 

DEMONSTRAÇÃO . Suponhamos que o nao está na imagem de 

A composição: 

··-
v o f W-0 i v-o - G-aplicação _ - --> ----.;> e uma 

i o f(gx) = i(f(gx)) = f(g x) = 

= gf(x) = g o i(f(x)) = g o i o f(x). 

Temos que: 

V- O é homotopicarnente equivalente a 

n = dim V. 

n -1 s 

f. 

pois: 

onde 

w- o e homotopicamente equivalente a 
m-1 

s comm<n, 

m = dirn W. 

UN1Cll:MP 

!1!\'!L\OTECA CENTRA.L 
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v- o - i o f v- o 

w- o 

(i o f)*,n- 1 : Hn_1 (V-0) ~ Hn_1 (V-0) 

e (i o fl.,n_ 1(cd = k•a. 

e deg(i o f) = k 

Mas f *,n-1 

==<>f *,n-1 "' + o ~ f*,n-l (a) =O • 

(i o f)* ,n-l (a) =i* ,n-l o f* ,n-l (a) = 

= i n-1 (f* n-1 (a)) = O = deg (i o f) 
*' ' 

i o f é homotópica a aplicação constante o que é uma 

contradição pelo corolário I.2.6. 

3 x E V -O I f (x) = O 

1.3.4. TEOREMA. Seja ~ uma k-ésirna raiz primitiva da unidade. 

Seja 
n+l n 

f : c -O -+ c qualquer aplicação contínua. Então existe 



x E cn+l - o 
k-1 

tal que L <-if(<ix) = O. 
i=O 

DEMONSTRAÇÃO. Seja 
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zk atua basicamente livre em cn-l- o através àa açao 

z x cn+l - o ~cn+l -o 
k . 

(a , x) ~X. 

Além disso cn pode ser considerado um subespaço inva

riante de cn+l 

Seja: 

k 
F(x) = L ,-if(s1x) 

i=l 

F é urna Zk-aplicação. 

De fato: 

Seja a E zk. Então 3 j E lN com 1 < j < k tal que a=!;j. 

Logo: 

F (a X) 

substituindo i+j por 9.. temos i= i-j . 

Então, 



k+j 
F(ax) = L ~j-~f(~~x) = 

~=j+1 

= aF(x) . 

~ C~f (~~X) l = 
~=1 

F : cn+l- o+ cn é uma zk-aplicação. 
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Logo pelo Teorema anterior 3 x E Cn+l -O tal que F (x) = 

= o. 

1.3.5. TEOREMA. Seja f: s 2n+l + ch continua. Então 3x e s 2n+l 

tal que: 

- . cn+1 o cn DEMONSTRAÇAO. Se]a g : - + contínua e s 2n+l 

fera unitária em 

_1_: cn+l 

u 11 

cn+l , tal que 1 
g=fo--

U 11 

onde 

é definida por _1_(x) = X 

11 11 llxll 

a es-
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Existe g (x) 
1 . 

=f o--
ü 11 

Corno X E SZn+l temos provado O teorema. 
Dxll 

1.3.6. COROLÂRIO. Dado k e f: s 2n+l ~ cn, existe uma k-órbita 

cuja imagem está em k-2-dimensional hiperplano complexo. 

k 
DEMONSTRAÇÃO. Escolhemos x de modo que L ~if(i;ix) = O 

i=l 

k 
L 

i=l 

Seja 
i 

x. = f (f; x) • 
1 

Consideremos o conjunto de k-1 vetores 

Temos que: 

k 
L 

i=l 
- X 

k 

k 
L 

i=l 

-i 
i; = o . 
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Logo os vetores são L.D. e estão num subespaço de di-

mensao k-2. 

Dai, a translação por xk desse subespaço é um hiperpl~ 

no de dimensão k-2 que contém os vetores x 1 , ... ,~. 

1.3.7. COROLÂRIO. Uma aplicação f: s 2
n+l + JRn leva alguma 4-

órbita em um ou dois pontos, de modo que dois pares de pontos 

antipodas são cada um levado em um ponto. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja S uma raiz 4~ primitiva da unicidade 

x = {x, ix, -x, -ix} a órbita do ponto x. 

SeJ'a x ~ f(Cjx). 
j ' 

Então: 

e 

=fCx) ~f(-x) e f(ix) ~f(-ix). 

e 



CAPÍTULO II 

O HOMOMORFISMO TRANSFER 

II.l. DEFINIÇÃO. Seja f :X+ Y uma aplicação entre dois espa-

ços. Um transfer para f com traço k, k E Z, é um homomorfis-

mo: 

T tal que 

f* o T =multiplicação por k. 

Para cohomplogia requeremos.: 

T O f* = k . 

Tal transfer sera chamado ~ha~~Ó~h pah~iai. 

II. 2. De agora em diante considerarenos f : M 4 N diferenciável onde M e N 

são variedades diferenciáveis fechadas de dimensão m e n res-

pectivamente. 

vamos supor M e N orientadas exceto quando usamos homolo 

gia ou cohomologia com coeficientes lll2. 

Denotaremos por [M] E H (M) 
m 

a classe fundarnen tal de M e 

I i! I a classe fundamental dual em ~(M). 



II. 3'~ PROPOSIÇÃO. Suponhamos cjue exista a E H (M) 
n 
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tal que 

f* (a.) = k [N] . Então f* possui um transfer de traço k (f* pos-

sui um transfer de traço k) . 

DEMONSTRAÇÃO. Seja · ~ ~ H*(N). Pela dualidade de Poincarê 3x 

E H*(N) tal que B = x n [N]. 

Vamos definir 

T : H* (N) + H* (M) por 

= (na) o f* o ( n [ N] ) -l • 
' 

Temos que mostrar que f* o t = mult. por k : 

f* o 'r ( B l = f* T (x n [N] ) = 

* ( n [N] ) -l) (x n [N] ) = f* (no. o f o = 

* 
= f*(na(f (x) ) = 

* 
= f*(f (X) n a) = 

= x n f*(a) = xnK[N] = 

=k[xn[N])= 

= k 6 . 

Para cohomologia definimos: 
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T : H*(M) + H*(N) por 

T" = ( n [N) )-lo f* o (na). 

Seja x E H* (N) . 

Então temos : 

Tf*(x) = ( n [N) ) -l o f. o cna) (f*(x)) = 

= (n[N))-l o f*(f*(x) na) = 

= ( n [N) J-1 (x n (f*(a)) = 

-l 
f'k[N)) = ( n [N) ) (x = 

= k ( n [N) ) -l (x n [N] ) = 

= k X • 

II.4. Seja y E N um vàlor regular de f . 

Pelo teorema de Sard, o conjunto dos valores regulares 

de f :M ~ N é denso em N. Seja F= f-1 (y). Então F e uma 

variedade fechada. Seja i :F + M a inclusão. 

II.S. PROPOSIÇÃO. f*([N]) n [M] = i*([F]). 



DEMONSTRAÇÃO. 

-

Seja V 

M N 

' 

a classe de orientação de Dn. 
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* valor reçrular 
de f 

Seja U =V x [F] a classe de orientação de vMF. 

U E Hm(VMF , 8vMF; Z). 

Observemos que: 

n n 
(D , D - *) X F 

" tipo de 

homotopia 

Como V é a classe de orientação de 
n 

'D - *) • 

Observemos que 

V pertence a 

f : vMF + Dn se comporta como projeção no primeiro fatbr. 



v 

u 

Denotando por V a classe dual, temos 

f* (V) n u = (V x 1) n (V x [F] ) = 

=(V nv) x (1n (F])= 

= 1 x ( 1 n (F] ) = 1 x F • 

Analisemos o diagrama: 

excisão 
i :::::; 

1 
(N ,N-*) 

k = função 

natural 

(N,~)[N] 

excisãot i ~ 
" 

N 

(M,M-F) 

(M ' ~) 

" 
M 

função 
natural f 

Pela propriedade das classes de orientação 

40 
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k* 
*-1-

i
1 

(V) = [ N 1 

e 
.-1 

i.(u) [ M 1 J. = 

Corno o diagrama comuta ternos: 

Então: 

.·~· 

*-1 -
i* (U) =i 'f* (V) n = 

·*-1 -=> f* (V) ('. j .r M 1 = 

·-1 = j *i 'f* (V) n [ M 1 = 

= f*[ N 1 n [ M 1 • 

II.6. LEMA. Suponhamos que exista X E am-n(M) * tal que i (x) = 

= k[FJ. Então existem transfers em. homologia e cohomologia com 

traço k . 

DEMONSTRAÇÃO. Vamos mostrar que existe a E Hn ( M) tal que 
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f* (a) = k[ N ]. Dai pela pror:osição IL3 teremos o resultado deseja-

do. 

Seja a= (-l)n(m-n) x n[N]. 

Então 

k=k".([FJ. [F]>= <k[F], [F] l = 

= ( i*(x),[F]) = <x,i.[F]) = 

prop. 
2 
= <x, f*[N] n [M]) = 

= ( X u f*[ N 1 ' [ M 1) = 

= (-1) n(m-n) <f*[ N] u x , [ M 1 l = 

= (-l)n(m-n) <f*[N].x r[M]) = 

= < f*[ N 1 , a) = 

Temos x E ffTI-n(M) 

D : Hi (M) + M . (M) 
m-1 
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D(x) E H
0

(M) , D(x) = x n (M] 

f* (a) E H
0 

(N) = f* (a) = À( N] 

=k =À = f;.(a) = k[N]. 

II.?. LEMA. Se k E z 2 e um número de Stiefel-Whitney de ·F, 

então existe algum x E ~-n(M) tal que i*(x) = k(F]. 

DEMONSTRAÇÃO. F = f-l(*). 

Seja F a·inclusão. 

Seja TF o fibrado tangente de F e vM (F) o fibrado nor 

mal de F em M. 

ney. 

Temos que: 

* TF@ VM(F) =i T(M) 

Seja w = 1 + w
1 

+ w2 + ... + wk a ·classe total de Whit-

Temos 

w(TF@ VM(F)) = i*w(T(M)) 

w(F) • w(VM(F)) = i*w(M) 

Mas w(vM(F)) = 1 pois: 



o pull back de um um fibrado trivial é trivial 

Ou seja: 

Logo 

k ~ 

~ 

~ 

~ 

w(F) ~ i*w(M) 

w
1 

(F) ~ i*w
1 

(M) 

( 

( 

( 

. 
• 

W. (F)w. (F) 
11 12 

i*w. 
11 

(M) i*w. 
12 

(M) 

i*(w. (M) ,w. (M) 
~1 ~2 

i* (x) ' [F]) 

w. 
1r 

... 

i*(x). ~ k [F 1 onde 

(F) ' [ F I > ~ 

i*w. 
1r 

(M) ' [F]> 

w. 
Ir 

(M) ) ' [ F I > ~ 

44 

~ 



x ~ w. (M) 
11 

w. (M) 
12 
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II. 8. TEOREMA. Seja f : M + N. Existe um transfer para f . com 

traço igual a qualquer número de Stiefel-Whitney de F. 

DEMONSTRAÇÃO. Pelo Lema II.7 existe x E If'-n (M) tal que 

= k[F], k =número de Stiefel-Whitney. 

i*(x) = 

Mas pelo Lenta _II. 6 isto implica que f possui transfers em 

homologia e oohorrologia com traço k (coeficientes z
2
). 

I I. 9 . TEOREMA. Se F --4> E -::..... B é um fib~ado diferenciável 

tal que F nao e um bordo, então 

é injetora. 

DEMONSTRAÇÃO. Como F não é um bordo existe um numero de Stie-

fel-Whitney k E z tal que k ;i O. 

Pelo Teorema 5, existe um transfer para TI com traço k , 

isto é, existe 'T: H*(E,Z
2

) + H*(B,Z
2

) tal que To n* = mult. 

por k. 

-Portanto To n*(x) = kx. 

Daí, n* -e injetivo. 
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Sabemos que existe uma ação livre e descontínua de z
2 

em 

s
2 

dado pela aplicação antipoda. 

Porém o seguinte resultado é válido. 

II.lO. COROLÂRIO. Se G e um grupo finito de ordem ímpar en

tão não existe uma ação livre e descontínua de G em s2 . 

DEMONSTRAÇÃO. Ternos que é um fibrado diferen-

ciãvel com fibra G e que 

de dim 2, diferente de s
2 

é uma variedade diferenciável 

. Logo 

Sabemos que G nao pode ser um bordo pois o{G) é ímpar 

(vide Capítulo O). 

Logo a aplicação 

e injetiva. 

Dai 1T
1 

Hl(S2/ ~ ) , Hl(S2 '~2) .. t· G'bZ ~ Lu e lnJe lva. 

I t b rd O . H 1 (s 2 ,~ 2 ) --O H1 (s 2 ; ~ ) --'O s o e um a su o p lS (iJ e G , "z r · 

OBSERVAÇÃO. Usando o teorema 1.2.4 podemos concluir que se 

o(G) > 2, então G {finito), não atua livremente em s
2 

pois 

id : s2 
---+ s2 é equi variante e X{.~/) = 2 = A ( id) . 

II.ll. LEMA. Sejam X, E, B variedades diferenciáveis, p : E 

-+ B fibrado e f: X~ B diferenciável. Então a aplicação 
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f X p 

(x,e) + (f(x) ,p(e)) 

e transversal a 6 = { (b,b) I b E B}. 

PROVA. Lembremos o seguinte result_ado de álgebra linear: 

11 Se E é um espaço vetorial e A,B subespaços de E, en 

tão: 

A + B = E ~ (A X B) + D = E X E • 

· onde D e a diagona 1 de E x E " 

Temos que provar que: 

(f x p)' (x,e) (T(XXE)( ))+Tó( )= x,e r,r 

= T (B x B) ( ) onde r = f (x) = p (e) .r ,r 

Sejam u = f' (x) TX 
X 

v = p' (e) TE 
e 

w = TB 
r 

Como p é submersão p' (e) é sobrejetora => P' (e} TE = 
e 

=LB r 



Além disso f' (x) T X e: t B 
x r 

u + v = w 

Logo pelo resultado de álgebra linear ternos que: 

f'(x) TX X p'(€!) TE + D 
x e 

= TB X TB 
r r 

Mas D é diagonal de T(BXB)() r,r 

Logo D = T f:.. 
(r ,r) 
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(fXp)'(x,e) (T(XxE)( ) +ti\( ) = T(BXB)( ) • x,e r,r r,r 

II .12. LEMA. Sejam r:.f-, Nn variedades diferenciáveis fechadas e orienq 

veis e f :M ~ N diferenciável. Então o grau homológico de f 

coincide com o grau díferenciável de f. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja p um valor regular de f. 

f-l (p) é um conjunto finito de pontos que vamos denotar 

por 

Temos: 



Se 

+ T 
p 

,i=l, ... ,r. 

f conserva a orientação vamos ter k. = l. 
' 

Se f inverte a orientação ternos k
1 

= -1. 

LOgo 

Seja D C N uma bola em torno de 
r 
u 

i=l 
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de Di é uma bola em torno de k i · 

(i) 

(i i) 

Vamos considerar as seguintes funções: 

r r n 
Til : M + v S. onde 

n 
v si é a união de 

sn com 

esfera 

i=l ' i=l 

um ponto X =o em comum, que leva 

S~ e murcha o complementar de 
l 

único ponto x
0 

cada 

r 
U Di 

i=l 

r esferas 

bola D. na 
' 

em um 

que leva D em e o complementar de D 

em um único ponto em sn . 

Temos o seguinte diagrama comutativo: 



M 
f 

~l 

r 
v s~ 
i~l 

1 f 

com f induzida por f. 

Em homolog~a temos: 

f • "n (M)--------

r 
ED 

i=l 
H ( s'?) 

n 1 

Sejam: 

s gerador 

a gerador 

s' gerador 

" i gerador 

de Hn(N) 

de Hn (M) 

de Hn (Sn) 

de H (S'?) 
n 1 

50 

N 

~2 

sn 

Hn (N) 

i ~ 1, .... , r 
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Então: 

~2.(6) = s. 
• 

~ l• (") = 0'.1 + Cl.2 + ... + " r 

t6' se k. = l 
f* (ai) = 1 

-6. se k. = -l 
1 

Corno o diagrama é comutativo e TI 2* é um isomorfismo te 

mos: 

Seja Kl o número de k. 's positivos e 
1 

K2 o número de k. 's negativos 
1 

f* (a) 
-1 (f, (a

1 + = ~2. . .. + " ) ) r 
= 

-1 
( [Kl = ~2. - K2] 8 • ) = 

Como (K
1 

- K
2

) = deg f temos que ~eg f = 

= deg
0 

f . 
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II .13. TEOREMA. Seja F ~ E __,. B um fibrado diferenciável 

e f: E -+ E uma aplicação fibrada. Seja g =fi F : F + F a res 

trição de f a uma fibra. Então existe transfer para f com tra-

ço Ag. 

DEMONSTRAÇÃO. Temos f :E + E urna aplicação fibrada 

->E J'_> B um fibrado diferencrável. 

Seja p = {(e,e') E E X E I p(e) =p(e')} o pull back 

+ B e seja p p + E definida por p(e,e') 

Temos o seguinte diagrama comUtativo: 

E --:::J~
p 

B 

consideremos as seguintes secçoes: 

= 

l.I::E-rP e s E + p 

e. 

e F __,. 

dep:E-+ 

e + (e,e) e-+ (e,f(e)) • 

Seja g = f I F : F + F . 

Então pelo Teore~a 2, Capítulo O, existe g' rv g tal que 

Fix(g') é finito e se x E Fix(_g'), Ind(x) = ± 1 
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Pelo teorema da extensão da homotopia fibrada, se G -e 

uma homotopia entre g e g', existe uma extensão de G, 

G : E x I + E que é uma homotopia fibrada iniciando com f, is

to é, G(x,O) = f 

Além disso G I = id X g. : u X F + u X F 
p -1 (U) 

para alguma 

vizinhança U de B "tal que p(F) EU. (p-
1

(U) • U x F). (I) 

Seja f' = G(x,l). 

Temos f' 'v f e f' I = g' 
F 

A secçao s é homotópica a secçao s' :E~ P definida 

por s' (e) = (e,f' (e)) 

s' (e) = (e, f' (e)) = (id x f')(e) 

Logo, s'(e} = Ce,g'Cel) para 
-1 

e E p (U) por (I) e corno 

g' tem um número finito de pontos fixos s' (E) corta a diago

nal t... (E) em um número finito de pontos na vizinhança p -l (U) c E. 

Portanto s'(E} é transversal a t...(E) na vizinhança p-l{U)C E. 

s (E) 

p 
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O teorema da isotopia garante que podemos obter de s' 

por isotopia, s" tal que s"(E) seja transversal a IJ.(E) em 

Seja M = 6(E) n s"(E). 

Então M é uma subvariedade de f:.. (E) ~ E. 

b k r c wm Lem remos que se e k' é obtido 

de k temos 

Se s = dim k n k' 

Suponhamos dim E 

Ternos m =.n + r. 

Logo dim p = n + 

M c su (E) c p 

M c 6 (E) c p 

Seja s = dim M 

= 

2r 

codm k' 
w 

temos r- s = 

m, dirn B = n 

e dim s"(E) = 

e dim 6 (E) = 

m- r. 

e dim 

n + r 

n + r. 

:. (n + r) - s = (n + 2r) - (n + r) = 

• .. dim ~ = dim B . 

F 

por isotopia 

= r. 



lema 2. 

A g ; 

Seja i 

Temos que 

M ~ E a inclusãO. 

i*([M)) EH (E). 
n 

Consideremos a composição: 

i p 
M -> E __.___,. B 

q = p o i 

Seja b E B valor regular de q . 

-1 .'. q (b) é o conjunto dos pontos fixos de g' . 

Logo Ind(Fix g') = Ind(Fix g) = Ag =grau de q 

Seja a :::: i* ([ M J) 

p* o i*([M]) = p*(a) = 

=q.([M)) = p*(a) = 

~ deg q [B] = P .• (a) = 

=Ag[B]=p.(a) 
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pelo 

Pela proposição II.3 existe um transfer para p com traço 
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