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" INTRODUGAO

O presente trabalho € baseado na teoria de transfer em
homologia e cohomologia desenvolvida por Daniel H. Gottlieb numa
série de trabalhos em ordem crescente de generalizagao.

Dada uma fibragdo E L8, se existir uma fungao conti

nia f£f:B +E tal que p 0o f =71 diversas propriedades da fun

B
¢ao induzida por p em homologia e cohomologia sao obtidas .
Teremos entao dois homomorfismos p, e'f* satisfazendo p, o £, =

.IH(B) e seu dual, em cohomologia.

Porém, a.existéncia de uma fungﬁo continua & muito res-
trit&. Como estamos procurahdo informacoes ao nivel de homolo-
gia e cohomologia pesquisa-se somente a existéncia do homomor —
ﬁismo £, : H,(B) = H,(E) £a1 que p, o £, = Iy g sem  gue

contudo seja induzido por uma fungao continua.

Uma série de resultados sao obtidos como por exemplo: Se
F T> E T> B & uma fibraczo ¢” e k um nimero de Stiefel-Whitney de F,
entao existe um transfer 7t: H,(B) ~ H, (E) tal que Py © T =

= multiplicagao por k.

Explorando a iddia de transfer, um outro trabalho de
Gottlieb foi estudado onde og resultados versam sobre teoremas
do tipo Borsuk-Ulam. Esta parte do trabalho foi enrigquecida com

o estudo de um teorema denominado Teorema Homoldgico de Borsuk

de J.W. Walker [10].



CAPITULO O

PRE-REQUISITOS

DEFINIGAO 1. Uma involugdo num espago topoldgico X & uma fungdo

f:X > X tal que £ o f = id.

NOTAGEO: (X, £)

EXEMPLO: A fungao antipoda o : s™ - s" definida por a{x) =-x.

DEFINICAO 2. Seja G um grupo topoldgico. Uma agdo de G num espa

¢o topoldgico X & uma aplicagao continua

9t G XXX tal que:
] . - - E
.(l) ¢ (gl,so(gz,:c)) 4 (9192"‘) , ‘u‘glu;;2 G e x€X.
(ii) Se e & o elemento neutro de G temos ¢ (e ,x) = X,

¥V € X,

(iii) Dado g € G, a fungao ¢g : X » X definida por ¢g(x)=

= ¢ (g,x) & um homecmorfismo.

NOTAGCAO: Denotaremos ¢ (g,x) por gx, Yg € G e x € X.



DEFINICAO 3. Uma agdo ¢ : G X X ~ X & dita {iel se gx = x ,

Vx € X entao g = e,

DEFINICAO 4. Seja ¢ :G X X » X uma agado. O conjunto Gx=={g €

€ G|gx = x} & chamado 3ubgrupo de Lsotropia de x.
DEFINIGAO 5. Uma agdo ¢ :G x X + X & livre se Gx=={e}, ¥x €.X.

DEFINICAO 6. Um grupo finito G atua basicamente livre em R" se

atua fielmente em WY e livremente em BRn - 0.

DEFINIQﬁO 7. Seja G um grupo atuando num espago topoldgico X e
num espago topoldgico Y. Seja. f:X > Y uma aplicagao, f & uma
aplicagdo equivariante ou G-aplicagao se f{gx) =g(f(x)), YgEG.

-

HOMOLOGIA REDUZIDA

Seja X um espago topoldgico.
Indicamos {C(X),3) = {(cq(x),aq)}, q=20,1,2,... o com-
plexo singular de X a coeficientes em um anel comutativo unita-

rio R.

Consideremos o seguinte homomorfismo:
n : CO(X) + R definidc por

n(go) = 1 onde Eo & um O-simplexo , e



n(z axg) é I axn(x) = L ax  onde I a, € uma O-cadeia.
X x X. X

Agora, para qualquer l-simplexo El em CI(X) temos:

9,(6,) = &, (1) - £,(0) € C (X}

Dal n(fy(1) - £,(0)) =1-1=o.

Vamos denotar n por 86

' C(X) com 3 em lugar de 3 €& ainda um complexo que va-

mos denotar por C(X) = {C (X)} com Cé(x) = C,(X) seq#0 e

CO;X) = Ker ao.

Considerando a homologia de C(X) temos:

Hq(x) Hq(x) se g #0

-~

KRer ao/Im 3

H (X)
© 1

Hq(x) & o g-&simo grupo de homologla neduzdido de X.
PROPOSIGAO 1. Se X possui k componentes conexas entao H, (X) é
igual a k-1 cbpias do anel R, isto g, ﬁo(X) =R+ ... + R,

k=1 vezes

n n

GRAU DE UMA APLICACAQ £ : 8 - 8

Seja £ :s" + s7 uma aplicagao continua e % o anel dos



inteiros.

-~ n ' - -
Entao Hn(S Yy = Z, e, Hn(Sn) e um Z-modulo livre com um -

gerador o..

Para o homomorfismo:

£, : Hn(Sn) +,Hn(Sn) : segue dque

fi(a) = ma para algum m € Z.

m & chamado o grau de f.

NOTAGAO: deg(f).

Sejam M e N variedades crientaveis fechadas n-dimensionais e

Mje H (M), [N]€ H (N) as classes fundamentais de homologia.

Se f:M > N & uma aplicagac continua entdo:

£, n((MD = K]

k & chamado o grau da aplicagdo £.

DEFINICAQ . Sejam M,N variedades diferencidveis de mesma dimen
sao m, M fechada e £ :M = N uma aplica¢do diferencidvel. Para
tqdo valor regular vy € N, de £, sabemos que fvlhﬂ =:{xl'“”'xk}
& finito. Diremos gue um ponto x, € f—l(y) e positivo ou nega-

tivo, conforme o isomorfismo f'(xi) :'I'x M > Tqu preserve ou
i



inverta a orientacao. O grau diferenciavel de f no ponto y, in
dicado por 'deng, & a diferenca entre o nimero de pontos posi-

tivos e o nlmero de pontos negativos em f_l(y).

' . n n < - o e
EXEMPLO: Seja vy : S~ »+ § a reflexao Y(xogaj..”xﬁy—(xbgaf..”xn)
n > 1.
' Ent3o deg(y) = -1

(vide [5], pag. 69).

O INDICE DOS PONTOS FIXOS

Seja vV C Rr"” um subconjunto aberto e f :V + R" uma fun

cao continua

At

Fix(f) = {x € V : F(x) = =x}.

Vamos definir o Indice dos pontos fixos de £ ‘quando o
conjunto Fix{f)} & compacto.
Observemos que se i : V » R" & a aplicagdo de inclu-

sao, entao:

(i -£) "1 0) = Pix(£).

DEFINICAC 8. Seja £ :V ~» R" continua e K = Fix(f) compacto.

Seja D uma bola fechada em torno da origem contendo K, 1isto &,



KCDo

Consideremos a compasta:

- J
n - *
H (R",R™-0) 2 Hn(IRn,-IRn - D) — H_(R",R" -K)

(i-f)
H_(V,V -K) —_—*»Hn(m“,mn - 0).

it

Como Hn(IRn,IRn.~0) Z 2 temos que a composta acima &

un endomorfismo de Z da forma:

x > kx ,

onde k & o Gnico inteiro dado pela composta. Chamamos de indice
dos pontos fixos de f a esse inteiro.

o

NOTACEO. I(R,£,V) ou I(f).

Seja m™ uma variedade compacta e U &€ M um aberto. Se
ja h : U+ M uma aplicagaoc continua. Consideremos Fix{h) com-
pacto. |

Existe %:0 +VCRY e B:V -+ M tal que h = B« e

o Indice de af: B T(U) >V C RN estd definido e & independen

te da fatoragao de h.

DEMONSTRACAO. [ 4], pag. 44.



DEFINICAO 9. I(M,h;V) = I(h) = I(IRn,aB,B-l(U)).

Dizemos que a terna (M,h,U) & admissivel.

PROPOSICAO 2.

. r .
(i) Se (M,h,U) & admissivel e U = U Ui com Ui aberto’
- i=1 |

para todo i e U; N U, 0 Fix(h) =¢ se i # 3j, entio I(H) =

‘I(h], ).
1 Ui

i
el |

i

(ii) Se (M,ht,U) 2 admissivel e ht +:U > M & uma homoto-

piacom 0 < t <1 e Fix(ht) € compacto, entao:

t C

I(ho) = I(hl)
DEMONSTRACEO. [ 41, pag. 46.

DEFINICAC 10. Seja £ :X ~ X uma aplicagdo continua. Vamos su-
por gue Hi(X,Q) = 0 péra i suficientemente grande e que para
cada i, Hi(X,Q) & de dimensao finita como espage vetorial sobre

Q: corpo dos nimeros racionais.
Para cada i temos o homomorfismo induzido:
f*. :Hl(XrQ) > Hl(X:Q)-
S 1

Chama-se o numero de Lefschetz de f 3 expressao:



R(E) = I (-1)Ftr(f, )

1 i

il 18

i

onde tr(f, }'é o trago do homomorfismo f

. -
i _ _ i
OBSERVAGAO. Se £ = id { X - X temos que A(f) = E(—l)i‘truﬂ*)=
- i=1 i
= b (-1)1 dim Hi(X,Q) = X(X) que & a caractentistica de Euler
i=1 ,
de X.

TEOREMA 1. (Hopf): Se M & uma variedade compacta e f : M = M

" uma aplicagao continua, entao
M(£) = I(f)
DEMONSTRAGAO. [ 3 ].

TEOREMA 2. Se X & um complexo CW finito, f :X - X continua, en
tao existe h:X » X, h v tal que Fix h & um conjunto fini~

to e se X € Fix h, Ind(x) = + 1,

DEMONSTRACAO. [1 1.
DEFINICAO 11. Dados elementos x € H(X) e £ € Hn(X}, X espacgo
topoldgico, definimos o indice de Kronecher <x,§ > como se se~

. . n
gue: escolhemos um cociclo representativeo z € & (X) para x e



um ciclo representativo 1 € 7 (X) para §. Definimos <x,E > =

= <z,Ty €R, 0 anel dos coeficientes.

'NOMEROS DE STIEFEL-WHITNEY

Dada uma variedade M, diferenciavel, fechada para o fi-

brado tangente 1, de M existem classes de cohomologia

M

. i ’
Wi(TM) € H (B(TM},%Z) '

i=0,1,2,... gque sao as classes de Stiefel-Whitney de Ty -

Para maiores detalhes wver [6].

. Vamos definir os niimeros de Stiefel~Whitney de M, onde M

é uma variedade n-dimensional.

Usando coeficientes mddulo 2, existe uma Unica classe de

homologia fundamental uM € Hn(M, x2).

Dai, para qualguer classe de cohomologia v € 1" (M, Z,),

o indice de Kronecker <V My > & %2 & definido.

Sejam YyeeeerYy inteiros nao negativos com Ty + 2y2+".+
+ = n.
ny =n
Entac para ¢ fibrado tangente M de M podemos formar Q
mondmio

T1 Yn n
Wl(TM) ,...an(TM) em H (B(TM), Ez).
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. Yl Y . ’

- . n - -
DEEINICAO 12. < Wl(TM) . Wn(TM) ,uM > E_xz e chamado o nu
: N _ Y Y
nero de Stiefel-Whitney de M associado ao mondmio Wll e Wnn .
TEOREMA 3. Se B & uma variedade diferencidvel compacta (n+1) -

-dimensional com bordo M ent3c os niimeros de Stiefel-Whitney de!

M sac todos nulos.
DEMONSTRACEO. [6 1.

TEOREMA 4. Se todos os nimeros de Stiefel-WhHitney de M sao nu-
los entd3o M & o bordo de alguma variedade diferencidvel com-

pacta.

DEMONSTRACEC. [ 7 1.

DEFINICAO 13. Sejam E L. 8 ¢ £:x ¢ aplica¢des continuas

onde X & qualquer espac¢o topoldgico. Se para qualquer homotopia
H:X x I > B comegando com pof existe H tX x I > & comegan

_—

do com f tal que p o H = H, dizemos que p & uma fibragao.

PROPOSIGAO 3. Seja G um grupc finito ordem impar. Entdo G naoc &

bordo.

DEMONSTRACAO. Temos que X(G) = 1.
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Mas o numero de Stiefel-Witney < Wn(TG),u > & congruente

a X(G) mddulo 2. (I[6], pag. 130}
< Wn(TG) M > # 0.

Logo, pelo teorema 3, G nao pode ser bordo.



I.l. 0

I.1.1.

CAPITULO I
TEOREMAS DO TIPO DE BoRsﬁK—ULAM
TEOREMA ﬁoMOLOGIco DE BQRSUR
CLASSE SEMI-ESFER;CA'DE HOMOLOGIA DE S

Seja a : s' » s" a funci3o antipoda definida por o(x) =

Vamos construir um n-ciclo hn.tal que Lhn] gera Hnﬁfﬂzzx

bordo &

Seja o, um ponto de st e a(co) o antipoda de S
Consideremos um circulo méximo'cl ligando 00 a a(oo).

Seja afo)) o semi-circulo antipoda a o,-

Entao hy =0,V a(cl) ¢ um circulo méximo em s? .

Seja agora 02 uma semi-esfera 82/2 cujo bordo é th'

Consideremos a(02).

h2 =0, U a(oz) 2 uma esfera maxima 52 c s? .

Continuando, consideremos uma semi-esfera maxima O3 cujo

5% .

h3 = 0, U a(ca} & uma esfera maxima 83 c g™ .

E assim por diante temos h =09 U a(on).
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Vamos provar que hn & um ciclo.

3(h) = B0 + alo)) =

i

3(0#) + a(a(cn))

1}

= 3(0) + a(d(s))

= 0..1 + a(cn l) + u(a-_l-+ {0 _l)) =
= 0p.p valo ) +alo ;) * 0. =
= 0 (mod Zz)

I.I.2. DEFINIGAO. Sejam X,Y espagos topoldgicos. X com uma invo
lugdo £ e Y com uma involﬁgéo g . Uma fungao h:X~>Y & cha

mada equivariante se h(£(x)) = g(h(x)).

I.I.3. TEOREMA HOMOLOGICO DE BORSUK (Teor. de Walker). Seja
(X,1) e (8", a) espagos topoldgicos dotados de involucdes. Seja

m ~— - . .
f:X =+ 8 uma fungao continua e eguivariante.

Ent3do existe um inteirc j < m e uma classe naoc nula

[x;] eﬁj (x,2,) tal que u(x)) = [x].

2

. — m— . m
Se j=m temos f,([%]) = gerador de H_(S,Z,) =~ %, .
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- DEMONSTRAGZO. O caso m. = 0 & claro.
 Suponhamos m > 0.

Se g:X~>Y & uma aplicagﬁo continua entre espaéos to-
poldgicos, indicamos com g, & aplicagao de cadeia Cl(g) : C(X) =
+ C(Y) e por g, o homomorfismo induzido nos'gfupos de homolo-

gia H(g) : H,(X) —>H,(Y).

Vamos definir as seguintes aplicagoes de cadeia:

8. : C(X) + C(X)

0X =1id, + u, e
8 oc(s™ > c(s™
m
S
& m oo id# + Gy
S .
Temos gue:
a2 _ .2 .
(a) ﬂx = 3 _ 0 pois:
S
2 _ X _
&X(x) = ﬂx(ﬂx(x)) = ﬂx(ld#(x) + u#(x)) =

it

id#(id#{x)-+u#(x))'+u#(id#(x)-Fu#(x)) T

= id#(x) + gy lx) + He(x) + Hy(pa(x}) =
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= 3d, (%) + uu(x) + Wu(x) + id,(x) = 0 (mod 2)

8Sm o f,(x) = 9Sm(f#(X)? = id#(f#(X)) +

+ a#(f#(x))==f#(x)'f‘ 0y O £,(x) =

£y (x) + £, (U (x)) =

il

£,(x) + £, o My (x)

= f#(id#(x) + u#(x)) % f#fﬂxfx)) =

1

f# o ﬂxﬁx).

SUponhamos que Y¥j <m e ‘V[xj] € Hj(x,zz), u*([xj]) =
= X. = x- =00
f J]. [ J] |
(Qaso contrario {Xj] satisfaz a primeira parte do teore-

ma) .

{c) se yi & um j-ciclo tal que 3X(yj) = 0, entao Byj =0 e
id .+ .= 0 =2 .= id,y., = J )= Jr=>
1dy vy Hy¥ 5 u#yj 4Y3 He (Lysh)= Ly 1)
B.hip, [yj] = 0, isto &, yj €& também um bordo.

Consideremos em S© a j~cadeia Uj correspondente 4 semi-

esfera como em I.1.1l. oy satisfaz as sequintes condigoes:
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(i} 9, & um O-simplexo

(il).ahj = cj_l.+ q#(oj ) =9 O

. para 1 < j < m.
gt J-1 |

-1

).

a - : m
(iii) cm + g#(cm) = ﬁom gera Hm(S ’ZZ

Vamos construir agora, para 0 < j < m, a j-cadeia singu-

lar cj de X tal que sejam verificadas as seguintes condigﬁes:

(i) ¢, & um O-simplexo

(ii) Bcj = ﬂkcj-l ;s 1L < F <m.

Em X escolhemos um ponto e indicamos por c, & correspon-

denpe O-~cadeia.

Temos que 9,C_ e um ciclo pois:

8(6Xco)_= Bo(co + u#cO) f 1+1=0 {mod@ 2).

Como ﬁx(ﬁx(co)) = 0 por (a) e levando em conta {c} se-

gue gue ﬁxco € um bordo.
~ \ _ . _ s ]
Entac existe uma l-cadeia ¢, para a qual acl %o
Suponhamos agora que acj =_6ch_l para qualguer 3 < m,

Entao:
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- ﬁ - . \ i — ’ -
Isto g, ch e um ciclo e como ﬁX&X?j 0 temos que

ﬂxcj & também um bordo, por (c).

Portanto, existe uma (j+i)—cadeia cj+l para a gqual

Assim, construimos por inducdo a sucessio co;cl,...,cm.
- Vamos construir agora, por indugao, a j-cadeia ej de
Sm tal que: -
k. =0, + £f,c. + & _e,
J L .
seja um ciclo para 0 < 3§ < m.
v Colocamos e, = 0 e temos
Bko = B(GO + f#co) = 3(06) + S(f#co) =
=1+1=0 (mod 2).
Como ﬁo(sm ,Zz) = 0 temos que ko & também um Yordo.
Logo existe uma l-cadeia, e;, para a qual Bel = ko.

Aplicando ¢ _ - temos:
g™
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ﬂsmael = B&Smel = ﬂsm(o + f# ;
= asmgo + 6Smf#c + ﬁsmﬂs e, =
= agl_+ & mf#co + 0 =
s :
o = 801 + f#ﬁxc por (b} =

= Bcl + f#?cl =
= 80, + 3fyc; = B(ﬁsmel) -

R 80, ~ 3fue; =0 =
— (o +9 e} = 3(ky) =0

Suponhamos due ej, para 1 < j < m, seja uma j ~ cadeia
para a qual kj seja um ciclo.

Como ﬁj(Sm ,Zz) =0 para j < m, temos gue kj & tambéem
um bordo, isto &, existe uma {j+1) cadeia, ej+l' para a gual

Bej+l = kj.



Temos:

=000,y * Tulyyg T U85,

dai kj+l & um ciclo, como deseijado.

ora, k_ & um ciclo de S" que & um miltiplo da

fqnd_amental ﬁsmcrm de S :

m . Sm m 2
Entao asmkm = lﬁsmﬂsmom =0 e
dai [&Sm gl = [f#ﬁxém] =
= [0 o] = £, 195

Temos que 34 C e um ciclo pois

= % = 3 & =0
aﬂxcm e

X" m - X Xcm—l

19

classe
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Entdo colocamos [x 1 = [ﬁxcm} e conclulmos que [xm]' # 0
: e
pois f*([xm]) gera H (87 ,32,).
Enfim:
ﬂx(ﬂxcm) = 0 = ﬁxcm +. u#r}xcm= 0 =

=> Uy dyC = z‘}cm @u*[ﬁxcm] =

= [8Xcm] = U*[Xm] = [Xm] . c.é.d..

I.1.4, CORCLARIO (Teorema Cliassico de Borsuk).
. n . m e . .n m
Considere (S8 ,a,) e (§ ,a,}. Se existir £f:8 ~» s

1 2
uma funcao continua e equivariante, ent3o m > n.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos m < n.

Pelo Teorema HomclOgico de Borsuk, existe um inteiro

j <m<n e uma classe nac nula [Xj] = ITIj(Sn ' B,) tal que
a. ([x.1) =[x%x.] 0 gue & um absurdo pois H.(s" ,%,) = 0 para
Le 73 J 3 2
j < n.
m > n .

I.1.5. COROLARIO. Se f:S" > R™ & uma funcao continua, entao

existe um par de pontos _anti'.podas (x,-x) tal que £{x) = f£(-x).
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DEMONSTRAcﬁQ. Suponhamos que para gqualguer par (x,-x), x = Sn'
tenhamos £(x) # £(-x).
fix) - £(-x)

por g(x) = .
' | £(x) - £(-x) |

n-1

" Definimos g ;5T - 5

£ claro que g é continua e equivariante,

Logo, por I.1.4 ;nwl > n (absurdo} .

SoA(x,mx) | E(x) = £(-x) .

I.2. Seja M uma variedade compacta e G um grupe finito atuando

livremente em M. Ainda, seja f :M > M uma G-aplicacao.
0 nosso objetive inicial & mostrar gue 0(G) divide 'A(f).

Como G atua livremente em M e f & uma G-aplicagdc, ob

temos o seguinte diagrama gomutativo
M _ M-I

' 1{ | lﬂ
Me O Mo

—_—

£

As aplicagbes verticais s8o fibragdes e £ & induzida

por f£. Além disso M/, & CW-complexo finito.
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Sabemos que se X & um complexo CW, £ :X - X continua

entdo dh :X > X , h = £ tal que £ix h & um conjunto finito.

logo, como M/G_ & um CW complexo e f : M/G + M/, ,3h :

M,, > M/ , h=F tal que Fix h ' & um conjunto finito.

/G TG

Partindo dessas consideragoes vamos demonstrar alguns le

mas.

I.2.1. LEMA. h :M/G > M/G- se levanta a uma h: M > M equiva-

riante tal que h o £,

DEMONSTRAGCAC. Seja H uma homotopia entre £ e 'h.
H(x,0) = f e H(X,1) =h .

0. diagrama abaixo & comutativo:

Como 7 & uma fibracdo para qualquer homotopia H' :M XTI =

> M/ comegando com T o f, existe uma homotopia. H:M x I > M

G
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" comegando em £ tal que T o

H=H
MxI H M
Tl ppd
(m,1id) -H u
: H
M/G x T M/G

Tomamos H'.= H o (7,id)

Ho (7,id) (x,0) = H(m(x),0) = £(7¢x)) =
=fom(x) =710 f.
- Como H : MxI + M comega em. £ temos ﬁ(x,O) = £f.
Colocamos ﬁ(x) = ﬁ(x,l)

“h se levanta a uma h tal que h ™~ f e h & eguivariante

por [11] pag. 97.

I.2.2. LEMA, Se x & fixo por h e {x,xl,...,x } & a Orbi

lG[-1

ta de x entdo {x,xl,...,x } € invariante por. h.

lG|-1

DEMONSTRAGCAO. Seja x, € orb(x). Entao 3g € G tal que X; = 9x.

Dai g(xi): E(gx)
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Agora o h(x,) = m(h(x)) = m(h(gx)) = h(r(gx)) =

= h(x) = x .

ﬂ(xi) esta na Orbita de x.
Logo h restrita & grbita leva a 6rbita sobre si mesma.
OBSERVAC2Z0. Como h v~ £ concluimos que Ind h = Ind £.

I.2.3. LEMA, h restrita a orbita de x ou deixa todos os pon-
tos fixos ou nao deixa pontos'fixos, isto &, ﬁi = id ou
orb (x)

hlofb(x)(xi) # x; para tqdo i.

DEMONSTRACAC. Suponhamos que hix) # %, in € orb(x) temos que

mostrar que h(xi) # X, -
Como E(x) # X, 3g € G tal que hix) = gx , 9 £ e.

Temos que Bgl € G tal que X, = g%

h(x,) = h(g;x) = g h(x) # g;x

il
"

S hixg) #,Xi

c.g.d.

Suponhamos que §1’§2""'§n sejam 0s pontos fixos de h

de forma que as Orbitas correspondentes em M sejam fixadas por h.



Tomemos uma Orbita X, = {X;,...,Xlgl}_
i i i
.il i .
Temos que x;° =gx.° e g é um homeomorfismo.
L i & - |
Tanto X5 como xi sac fixos por h.
_ iy . i, _
Ind h(xi ) = Ind h(xi ) < [1]

Chamemos ki o Indice de cada ponto da Orbita de Ei'

‘A parte do indice fornecida por ?i e |G k-
- n -
Agora Ind h = I Ind h§ =
i=1 i

= !G[kl toeee d rGIkn =

|G](kl + et k).

Logo o{(G)|Ind h .
Mas Ind h = Ind f = A(f)

Portanto temos demonstrado ques
I.2.4. TEOREMA. o©{(G} divide A(f).
I.2.5. COROLARIO. o(G) divide X{M).

DEMONSTRACAO. Seja id: M + M a aplicacao identidade.
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Il

id & uma G-aplicagao pois id(gx) g*x = g id(x).

Além disso A(id) = X(M).

L o(G) divide X(M)
I.2.6. COROLARID. Se f :M + M & uma G-aplicagao onde G atua -
livremente e & finito entd3o £ ndo pode ser homotdpica a apli-

cagac constante.

1]

DEMONSTRAGAO, Suponhamos £ = cte.

l..

Ent2o A(f) = A{cte)

Logo of(G) nac pode dividir A(f) o que & um absurdo.

1.3. TECREMAS DE BORSUK-ULAM

Uma variedade M & dominada por um complexo finito K se
existem aplicagbes f:M > K e g:K +M tal que gof & ho

motopica & identidade de M.

No trabalho [ 8], Gottlieb extendeu o resultado do Tecre
ma 1.2.4 para variedades quaisquer dominadas por um complexo fi
nito.

Entac, se M & uma variedade nestas condigdes, G um grupo
finito atuando fielmente e livremente em M e £ :M + M uma apli

cagdo equivariante, temos que o(G) divide A(f).
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EXEMPLO. _IRn - 0 & uma variedade dominada por um complexo fini
to pois - |

-1 - _ o :
nzn -0~ s? e s L e um complexo com duas celulas: uma

de dimens@o zero e uma de dimensSo n-1.
I.3.1, DEFINIGEO. Uma transformagdo linear comuta com a acgio de
G se comuta com todo elemento g € G.

n.

I.3.2. OBSERVACAO. Seja T :R"” » R™ uma transformacio linear

com det T # 0. Entao:

deg T L _det T
|det T|

De fato:

Podemos considerar T : MR -0 - R -0 pois T & um iso
morfismo.

Seja T € GL{IR,n) = conjunto das matrizes n xn nao sin
gulares com entradas em 1R.

Sabemos gue GL(IR,nj tem duas componentes conexas por

caminho:

n

'GL_(IR,nJ+ {r:m +1Rn_[ det T > 0}

L1}

n

{r: R® > R" |det T < 0}.

GL{(IR ,n)

Se det T > 0, T € GL+(Ez,n) que & conexo por caminhos.



Logo 3JX I ~» GL+(ﬂi,n) tal que X {0) = Id (matriz iden

tidade) e A(l) = T.

Consideremos a homotopia:

A : RP-0xTI + R™M -0

-~

Ax,t) = A(t)-x

A\ & uma homotopia entre Id e T.

det T

Logo deg T = deg Id = 1 = .
|det T

Suponhamos agora det T < 0 e consideramos

r Hln —_— ]Rn
.(xl,...,xn)~—+(~xl,...,xn) {reflexao)
Sabemos gque deg r = -1,
Da mesma forma gue antes, T € GL(IR ,n) que

por caminhos.

Logo dix : I = GL(IR ,n) tal que A{0) =TI e

e A : WP -0xI->®wP -0

{111

(x,t) —  A{t}-x

28

conexo

A(l) =T.
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uma homotopia entre r e T .,

det T

$ deg T =degr =-1=
' S [det T|

'I.3.2. TEOREMA. Se G atua basicamente livre em T]R" e se T &
uma transformacac linear que comuta com a agao de G, entao

det T > 0 ou o(G) =1 ou 2.

DEMONSTRAGEO. Suponhamos det T # 0 e of(G) > 2.
Temos que mostrar que det T > 0.

Se det T # 0, entao T & um isomorfismo e podemos conside

rar T:IRn-O +IRn—O.

‘ Temos qué A(T) =1 + (-—l)n_1 deg T e deg T = det T
o . |det T|
Ainda:
X(RP-0) = x(s™h) =14+ -7 -
0 se n & par
2 se n & impar .
Logd n deve ser par pois ©(G) divide X(R™ - 0) e
o{G) > 2.
Portanto A(T) = 1 - 28T & qaf A(T) =0 ou A(T) = 2.

. .. |det T

N
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Mas A(T) nao pode ser dois pois o(G) |[A(T) e o(G) > 2.

det T

: e
|det T|

Lego A(T) =0 = 1 -
= det T = |det T| > 0..

I.3.3. TEOREMA. Seja G um grupo finito atuando basicamente 1li-
vre em um espago vetorial V e seja W um subespago proprio inva-
riante. Entao, qualquer G-aplicagao f :V -0 > W deve conter 0

na sua imagem.

DEMONSTRACAO. Suponhamos que 0 nao estd na imagem de f.

A composigac:

V-20 £, W-0 -1 \7~0. € uma G-~aplicagac pois:
io flgx) = i{f(gx}) = f{gx) =
= gf{x) =go i(f(x)) =g oio fix).

Temos que:

V-0 & homotopicamente equivalente a Sn'_l onde

dim V.

o
It

- . o m
W-0 & homotopicamente equivalente a 8 com m < ny,

dim W,

=
1

UNICAMP
AIBLIOTECA CENTRAL
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-0 —Lof gy
W-0 -

t H . (V-0) —> H_,(V-0) e deg(iof) =k

v
(iof),

e (iof), ()= k0.

‘Mas f*,n—-l : Hn_l'(.Sn_l) — Hn_l(Sm_l) =

ﬁ*f*,n—l : Z -+ 0 =°f*,n_—_1(°‘)

(Lof), (@) =i, of*"n_l(a) =

- i*;n“l(f*,n-l(a}) = 0 = deg (i o f)
i o f & homotdpica a aplicacdo constante o que & uma _

contradicao pelo corolario I.2.6.

Ix €EV-0]£f(x) =0

1.3.4. TEOREMA. Seja & uma k-&sima raiz primitiva d'a unidade.

1

Seja f : c™l_g qualguer aplicacao continua. Entac existe
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k=1 . \
x € Cn+l -0 tal que I & lf(Elx) = 0,
i=0
- ) _ k=1
DEMONSTRAGCRO. Seja 2z, = {1,£,..., & .
Zk atua basicamente livre em Cn_l-O através da acao
Zk x Cn+1 -0 _ﬁ}cn+l -0
(¢ , x) ——m 0X.

- X n . .
Alem disso C~ pode ser considerado um subegpago inva-

riante de Cn+l .

Seja:

k -i i
F(x) = I § f(ilx}

F & uma 2 -aplicagao.

k
e fato:
Seja o € Zk' Entac 3j € IN com 1 < j < k tal que a=§3.

Logo:

e eettiyy
1

T

Flax) = F(ij} =
i

substituindo i+j por £ temos 1 =2%8-3j

Entao,
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k43 .
Flox) = £ g3 %ty =
g=9+1
.ok | . k+j-
- | ' -—
=gl 1 Tt v 7 eteatn -
. A=+l _ L=k+1
» k j
=g ¢ eteeto + T ehEta) =
=3+l : =1
s k
=891 5 e teetor =
2=1
= aF(x)
A i+l 0+ c® & uma Zk~aplicag§o.
Logo pelo Teorema anterior 3Ix € ™l o tal que F(x) =
= 0. ‘
1.3.5. TEOREMA. Seja £ :S2n+l > ¢® continua. Entdo 3x € S2n+l
tal que:
k . .
2 g TteEtx) =0,
.=l
DEMONSTRAGCAO. Seja g :Cn+l -0+ c? continua e 52n+1 a es-
fera unitaria enm Cn+l , tal que g = f o 1 onde
£l
L .ol g 52l 2 gefinida por —2 (x) = X

(I I Il Il
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([ [
Existe x € Cn+l - 0] ingtglx) = 0. Mas g(x) = fca—i—
: ' [
—q 4 —i i :
2 Elg(etx) = £ B o ﬁ) (gtx) =
—i i
=3 e (&% =9
It
Como -Z— € 52n+l temos provado © teorema.
Il .
1,3.6.'COROLARIO. Dado k e f :52n+l - Cn, existe uma k-Srbita
cuja imagem estd em k-2-dimensional hiperplano complexc.
_ "k i i
DEMONSTRAGCAO. Escolhemos X de modo que I & f(Ex) =20
o i=1 '
. i
Seja X, = £{(g%x).
Consideremcs o conjunto de k-1 vetores {(xl - xk),---;
’(Xk~l - Xk]}.
Temos que:
ko ko k4
I E£7(x, %)= I E&£x, -x L & = {
i=1 S T e
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Logo os vetores sao L.D. e estao num subespago de di-

mensao k-2.

Dal, a translacgdo por Xy

no de dimensdo k-2 que contém os vetores XyreenoXy .

desse subespago & um'hiperplg

2n+l

1.3.7. COROLARIO. Uma aplicagdo f :8 + R" leva alguma 4-

orbita em um ou dois pontos, de modo que dois pares de pontos

antipodas sao cada um levado em um ponto.

DEMONSTRACEO. Seja £ uma raiz 42 primitiva da unicidade e

x = {x, ix, -x, -ix} a Orbita do pdntb .
< Seja xy = £(&9x) .

Entao:

= f(x) = £{-x) e f{ix) = £(-ix).



- CAPITULO II
O HOMOMORFISMO TRANSFER

I7.1l. DEFINICAC. Seja f :X =+ Y uma aplicacac entre dois espa-
¢os. Um transfer para f com trago k, k € Z, & um homomorfis-

mo s

T s H (Y) » H, (X) tal que

f, 0 T = multiplicagao por k.

Para cchomplogia regueremos:
T o £% = k |
Tal transfer sera chamado fhransfer parcdal.

IT.2. De agora em diante cansideraremos £:M =+ N diferencidvel onde M e N
sfio variedades diferencidveis fechadas de dimensao m e n res-
pectivamente.

Vamos supor M e N orientadas exceto quando usamos homolo

gia ou cohomologia com coceficientes %2.

Denotaremos por [M] € Hm(M) a classe fundamental de M e

[M].a classe fundamental dual em Hm(M).
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II.3. PROPOSICﬁO. Suponhamos dque exista o € Hn(M) tal que
fila) = k[N] . Entao £, possui um transfer de tragco k (f* pos-

sui um transfer de traco k).

DEMONSTRAGCEO. Seja R € H,(N). Pela dualidade de Poincaréd 3x

€ H*(N) tal que B8 = x N [N].

Vamos definir

T : H (N} - Hg (M) por

't = (nw) o £* o (AN T

Temos que mostrar que f, o T = mult. por k :

£, 0 T(B) = £,T(xN[N]) =
* -1
=f,noof o (NIN]) T){xNIN])} =

*
= £, Na(f (x)) =

*x
= f (£ (x) N o) =

It

x Nf (a) =xnKMN =

i
I

k(x N [N)
=k R.

Para cohomologia definimos:



T : HY(M) > H*(N) por

T o= (nm7t

o f, o ( nu).
Seja x € H*(N),.

Entao temos:

1

TE*(x) = (N [N]) ~ o £, o (Na) (f*(x}) =
_ -1
= (NNl) ~ o f,(f*(x) Na) =
1

(NNl

(x N(f, ()} =

(niN) tix PN =

i

k(n) Pz nm) =

IT.4, Seja y € N um valor regular de f .

38

Pelo teorema de Sard, o conjuntco dos valores regqulares

de f:M >N & denso em N. Seja F = f“l(y). Entao

variedade fechada. Seja i :F -+ M a inclusao.

II.5. PROPOSIGEC. £*{[N]) n[M]1= i (F].

F

& uma
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DEMONSTRACAC.

‘ 4 * valor recular

F=£ 1 (%) | de f
M N
v.F =D" x F oV, F = Sn_l-x )
M r M -

Seja V a classe de orientacdo de D",

U=V %X [F] a classe de orientagdo de VyE .

Seja
= -
U Hm(vMF ; QvMF :Z) .,

Observemos que:

(v, F, 3V F) = (D7, D° = %} x F
M Mo,
tipo de

homotopia

3 - . . - n -
Como Ve a classe de orientagcac de D, 'V pertence a

In n
Hn(D ;D= %),

Observemos que

£ :vMF + p" se comporta como projegac no primeiro fator.



<

8}

Denotando por

E* (V) n U

i

V a classe dual, temos

i

(Tx1) N (vx [F])

(Vnv)x (10 [F])

I1x(1In[Fl}) =1 x F.

Analisemos o diagramas

(D", D" - *)

(D", D ~ ) x

>~

exgiséio v i
M, M-

j o=

f .
\ o

Pela propriedade das

fungao
natural

excisao
1
k = fungao
natural
F (N, ¢) [N]
N

classes de orientagao

40
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+*

x* i@ = (F)

i, = [M]

4 1.(u) =3, M1,

Como o diagrama comuta temos:

Entao:

i, FED = i, (1 xF= i (F5(V) nU) =

de—

=1 hee @ 01, ) =

R -

= 34 2 T) A M)

F*X[N] Nn[M] .

- *
IT.6. LEMA. Suponhamos que exista Xx € Hm n(_M) tal que i (x) =
= k[ F1l. Ent3o existem transfers em homologia e cohomologia com

trago k

DEMONSTRAGCAO. Vamos mostrar que existe o € EﬂltM)- tal que
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f.(a) = k[N]. Dai pela proposicac II.3 teremos o resultado deseja-

dol

n{m-n)

Seja o = (-1) x N[NNI

Entao

k=k«[F], [F])= (k[F], [F]) =

- (i%(x),[F)) = (x,iF]) =

prop.
5 _
= (x, f¥[N]n[M])}

{x u f*[ﬁ] ' [M])

i

i

= (2EN) Cra R U x LMD

n(m-n)

il

= (~1) CEFMN],x n M)

Il

(f*N] ,a) =

(N1, £,.4(a)?
Temos X € H© (M)

DrHT M) > M ()
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D(x) € H (M) , 'D(x) =x N[M]
fola) €H (M) = £, (a) = A[N]

=k = A => fi(a) =k[N].

II.7. LEMA. Se k € Z, & um nimero de Stiefel-Whitney de 'F,
entao existe algum x.E‘Hm—n(M) tal que 1i*{x} = k[F].

DEMONSTRACAO, F = £71 (%) .

Seja F 2. m “a inclusao.

Seja TF o fibrado tangente de F e vM(F) o fibrado nor

mal de F em M.

Temos que:
®
F & UM(F) =i tT(M) .

' Seja w=1+w, +w, + ... +w_aclasse total de Whit-

1 2 : k
ney.
Temos
w(tF & vM(F)) = 1*w(t(M))
w(F) -w(vM(F)) = j*w(M)

Mas w(vM(F)) = 1 pois:



\JN(*)=D =~ % X D

UM(F) = f*UN(*)

0 pull back de um um fibrado trivial & trivial

°, vM(F) & trivial
Sow(F) = i*w(M)

Qu seja:

wlFF) 'i*wl(M)

wz(F) i*wz(M)

" Logo

k= (w, (Flw, (F) ... Wy
17 12 r

= { i*w, (M) i*w, (M)
i, i,

= {i*(w, M),w., (M) ...
11 12

= (i*(x) ,[F]?

i*{x) =k [F] onde

(F), [F]) =

. i*wi M)y, [F]

W,
1

r

r

M)y, [F1?

44
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x=w, M) w, (M) ... W, (M) .
1 1 L

1 2 r

I1.8, TEOREMA. Seja £ :M - N. Existe um transfer para £ .com

‘trago igual a gqualquer numero de Stiefel-Whitney de F.

DEMONSTRACAO. Pelo Lema II.7 existe x € Hm—n(M) tal que i*(x) =

= k{F], k = nimero de Stiefel-Whitney.

Mas pelo Lema II.6 isto implica que £ possui transfers em

homologia e cchocmologia com trago k (coeficientes Zz).

II.9. TEOREMA. Se F —»E ——> B & um fibrado diferencidvel

tal que F ndo & um bordo, entao
. T . H*(szz) -+ H*(.Erzz)
e injetora.

DEMONSTRACEC., Como F néac & um bordo existe um numero de Stie-

fel-Whitney k €Z +tal que k # 0.

Pelo Teorema 5, existe um transfer para m com trage k ,
isto &, existe T : H* (E,%,) -+ H*(B,Zz) tal que T o T* = mult.
por k.

Portantc T o m*(x) = kx.

injetivo.

{1}

pai, n*
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Sabemos gue existe uma agdo livre e descontinua de Z., enm
2 . ~ .
8" dado pela aplicagao antipoda.

Porém o seguinte resultado & vilido.

II.iO. COROLARIO. Se G & um grupo finito de ordem impar_ en-

~ ~ . ~ . - 2
tac n3o existe uma agao livre e descontinua de G em S°.

- | 2 . '
DEMONSTRACAC. Temos que G — 8§ —» Sz/G e um fibrado diferen-
cidvel com fibra G e que 82/G & uma variedade diferenciavel

de dim 2, diferente de 82 .

‘Logo H'(s°/) # (0} = H'(s%).

Sabemos gque G nao pode ser um bordo pois o©{(G) & impar

(vide Capitulo 0).

Logo a aplicagao
* (a2 2 . '
n* s H*(8"/ . ,Z,) — H¥(S"/Z,)} & injetiva.
G 2 2
pai ' : Hl(sz/G yZ,) — gt (g +%,) & injetiva.
. : 1,.2 _ 1,.2
Isto & um absurdo pois H (S ,ﬁz) =0 e H {8 /G ,%2) #0.

OBSERVACAO. Usando o teorema 1.2.4 podemos concluir que se

o(G) > 2, entao G (finito), n@o atua livremente em g? pois
id : 8% — 82 & equivariante e X{Sz) = 2 = A(id).
II.11. LEMA. Sejam X, E, B variedades diferenciaveis, =~ p : E

-— B fibrado e f :X — B diferencidvel. Entdo a aplicagao
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fxp:XxE - BXB
(x,e) - (£(x),ple))

‘& transversal a A = {(b,b) |b € B}.

PROVA, Lembremos o seguinte resultado de dlgebra linear:

"Se E & um espago vetorial e A,B subespagos de E, en
tao:

A+ B=FE < (AXB) +D=EXE .
onde D & a diagonal de EXE".

Temos gue provar gue:

(f xp)'({x,e) (T(X’<E)(x'e))+ TA(r r)

= T(B><B)(r,r) onde f = £ {x} = ple)

Sejam U= £'(x) X,
vV = p'le} TEe

W = TBr

Como p @& submersdo p'(e) & sobrejetora = p'(e} TE, =
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| Além disso.' f! (x.) TX c ‘rBr-
L U+V=W.
Logo pelo resultado de algebra linear temos dque:
£'(x) TX_ % p'(e) TE_ + D

= X 7T .
T Br Br

diagonal de T (B % B) (r,r) °
L

1

Mas D

Logo D = TA(r,r)

(Exp )'(x,e) (T(XXE) (x,e) + m(r’r) = T(B xB) (r.r) -

, ) n . ' . . L
IT1.12. LEMA., Seijam M N varledades diferenciaveis fechadas e orienta
veis e £ :M » N diferencidvel. Entao o grau homoldgico de £

coincide com o grau diferenciavel de £,

DEMONSTRACAQ. Seja p um valor regular de £f.

f_l(p) & um conjunto finito de pontos que vamos denotar
por
1 kl,k

2;.--;kr}

Temos:



de

(i)

(ii)
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f'(ki) t T > Tp , 1= l,f..,r .

Se f conserva a orientagaoc vamos ter k; = 1.

Se £ inverte a orientacgao temos k; = -1.
r
Logo degD:E = .E ki .
- i=1
Seja D C N uma bola em torno de p. £ (D) = U D, on
g - : i=1 -

€@ uma bola em torno de kj -

Vamos considerar as sequintes- fungoes:
I =n ' r n
T, *t M > V Si onde vV 5,

1 & a unido de r esferas
i=1 i=1 .

1

n ' .
S com um’ ponto X, em comum, que leva cada bola Di na
i _

esfera S? e murcha o complementar de WV D, em um
_ i=1
Gnico ponto x, -
n n
T, : N > 8 que leva D em S e 0 complementar de D

2

- n
em um unico ponto em S .

Temos o sequinte diagrama comutativo:



M £ N
Fl Lp)
r
v s? g™
i=1 £

com £ induzida por £.

Em homologia temos:

. 'f*
H, (M) H (M)
Ty Ty
r
® H (s)) - H_(s")
j=1 P T,
Sejam:
B gerador de Hn(N}
o gerado: de H, (M)
B' gerador de Hn(Sn)
. = A
o, gerador de Hn(si) 1= 1,..

orr
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Entao:

T, (8) = B

l*(a) s d, +0., + ... + 0

+ g7 =
B sg ki 1

~-B' se ki = -1

Como o diagrama & comutativo e LP € um isomorfismo te

mos:
£, =10 F, o
* 2% * 1 °
Seja Ky © nimerc de ki's positivos e

X, o niumeroc de 'k, 's negativos

£ (o) = 150 (Fula) + ... + o)) =
_ -1 - ' -
= (K, ~ K,) B.
Como (Kl.- K2) = 6eg £ temos que deg £ =

= degD;f.
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II.13. TEQOREMA. Seja F —>» E —» B um fibrado diferenciivel
e £:E -+ E uma aplicacao fibrada. Seja g =f|F : F+F a res,
trigio de £ a uma fibra. Entao existe transfer para f com tra-

co Ag.

DEMONSTRACEO. Temos £ :E + E uma aplicacao fibrada e F —

_——»E:—ELé B um fibrado diferenciavel.

Seja P = {(e,e') €EExE |pe)=ple')} opull back de p : E ~

+ B e seja : P+ E definida por ple,e') = e.

e}

Temos o0 seguinte diagrama comutativo:

i

_'__—p. B

—_———

el o
B ¢+

Consideremos as segulntes secgoes:

A+ E > P e s : E > P
e -+~ (e,e) e » (e, f(e)) .
Seja g = .."E|F : F.-* F .

Entac pelo Teorema 2, Capitulo 0, existe g"ﬂg tal que

Fix(g') & finito e se x € Fix(g'}), Ind(x) = * 1 .



3

Pelo teorema da extensao da homotopia fibrada, se & &
uma homotbpia entre g e g', : existe uma ‘extensao de = G,

@ : EXI ~ E gque & uma homotopia fibrada iniciando com £, is-

to &, E(x,o) = £
Além disso G| -1 = idxg' : UXF » UXF para alquma
_ p ~(U) ' '
vizinhanca U de B .tal que p(F) € U. (p 1(U) = U x F). (1)

Seja f£' = G(x,1).
Temos £' N £ e f'[_F = qg'

A secgac s @& homotdpica a secgao s' :E ~ P  definida

por s'(e) = (e,f'(e})
s'(e) = (e,f'(e)) = (ia % £'Y(e) .
. Logo, s'(e) = (e,g' (e)) Paré e € p_l(U) por (I} e como

g' tem um nimerc finito de pontos fixos s'(E) corta a diago-
nal A(E) em um numero finito &e pontos na vizinhancga p_l(U) CE.

- ' .. -1 :
" Portanto s'(E) & transversal a A(E) na vizinhanga p "{U}CE.
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O teorema da isotopia garante gue podemos obter de s'

por isotopia, s" tal que s" (E) seja transversal a A(E) em .
Seja M = A(E) N sg"(¥).

Entac M & uma subvariedade de A(E} = E.

Lembremos que se k¥ ¢ w" e k' & obtido por isotopia

de k temos

codim, (k Nk') = codm w k!

k

Se s =dimk Nk' temos r;;s =m-r.
Suponhamos dim E = m, aim B =.n e dim F = r.
Temos m =.n + r.

Logo dim P = n + 2r

MC g"(E) CP e dim s"(E) +r

I
3

n+ r.

M<CA(E) CP e dim A(E)

Seja s = dim M

Il

S+ r) -8 (n + 2r) - (n + r) =

i

S dim M dim B .,
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Seja 1 : M&E a inclusao.
- Temos que 1i,([M]) € Hn(E).

Consideremos a composicao:

M-*> E-Es

g=poi

Seja b € B wvalor regular de. g .

-~ q—l(b) & o conjunto dos pontos fixos de g'.

Logo Ind(Fix g') = Ind(Fix g) = Ag = grau de g pelo
lema 2.

Seja o = i,(IM])

Py © 1, {fM]D = p,{a) =
=q,([M]) = p,(a) =
=>deqg q[B] = p,(a) =

= Ag[B] = p,{a)

Pela proposigao IT.3 existe um transfer para p com traco
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