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Em regress?o linear, tém sido intensamente discutidas
técnicas de dlagndstico que permitam detetar pontos que exercenm
forte influéncia no ajuste. Neste trabalho, ostio descritas a=s
medidas de diagndstico comunente utilizados para quantificar a
influéncia de pontos ou subconjunto de pontos.

A identificagdo de pontos que sejam influentes indivi-
dualmente ¢ feita, sem grandes dificuldades, analisando as medi-
das de diagndstico para cada observacgdo. Um aspecto mutto impor-
tante do problema € a identificagdo de malsg de uma observag3o
que, conjuntamente, sejam influentes e os problemas em detetar
tais subconjunt.os s%o disculidos.

E apresentado um método grafico proposto por Denby e
Mallows para andlise de resfduos, baseado em métodos robustos de
ajuste. £ desenvolvido um método grafico, gsemelhante ao de Denby
e Mallows, usando e adaptando uma con,jetura de Huber, para dete-
¢%o exploratdéria de subconjuntos de pontos iInfluentes.

Egtes graficos, denominados gréaficos de diagnéstico, fo-—
ram construidos para védrios conjuntos de dados e se mostraranm
eficazes na ldentificag¢®o de subconjuntos. Apds a deteglo, pode -
se ustar o D de Cook miltiplo para uma andlise formal.



ABSTRACT

In linear reqgression analysis several dlagnostic tech-
nics have been extensively discussed. These technics are aimed at
detecting points that may have a strong influence on the fitted
model. In this work are discussed Lhe most commonly used of Lhese
technics with enfasys on the methodology for detection of one or
more points that may be simultaneously influential.

Tt:e identification of Iindividual points that may be In-
fluential {s done without major dificulties using diagnostic mea-
sures that are evaluated for each observation. A very important
aspect of the problem emerges when the atempt is made Lo identify
sets of several points that are simutaneously influential.

A graphical! method, proposed by Denby and Mallows for
the analysis of residuals, based on robust methods of fitbting 1Is
presented. With the use and adaptation of a conjecture of Huber a
new graphical method, similar to the one of Denby and Mallows, is
proposed for the exploratory detection of sgebls of polentially in-
fluential points.

These diagnostic plots were then compuled and are pre-
sent for several sets of data showing a very good potential in
the detection of sets of influential points. After deteclion,
Cook's multiple D, or other alternati{ve technics can be use for
more formal analysis.
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- 1NTRODUCXQ

Num problema de regressdo, entre as varias andlises para
o completo entendimento dos dados e a especificacdo de um modelo
que se ajuste, de forma a traduzir a realidade da melhor maneira
possfvel, estd a fase de diagndstico. £ de consenso de todos os
pesqulsadores, que este estudo &é imprescindfvel e tem sido o as-
sunto de muitos trabalhos publicados na &rea de regressdo.

Dado um problema de ajuste, devemos primeiramente, defi-
nir um modelo e escolher um método de estimag3o dos par8metros do
modelo assumido, baseado em algum critério de distancia. Com al-
gumag suposicles probabilfsticas sobre o modelo, alguns testes de
adequacdo do modelo poderdo ser executados, simultaneamente com a
anédlise de resfduos. A andlise de :'esfduos, com as virias técni-
cas grificas e testes, permite veriflicar as suposi¢lBes asgsumidas
e podem sugerir mudangas no modelo. Além disso, possibilita os
primeiros contatos com pontos que se ajustam mal e que pogsam ter
influéncia desproporcional no modelo. A detec¢do de problemas com
0 ajuste comega com a andlise de resfduos e portanto, comega o
trabalho de diagnose. A i{dentificag¢®o de pontos ou conjunto de
pontos que té&m Influé&ncla forte no ajuste e a quantificacdo desta
influéncia serd o objetivo seguinte. A preocupagio em detectar
tais pontos, deve-se ao fato de que a presenga destes pode In-
fluir decisivamente no ajuste, de maneira que o modelo estimado
seja baseado quase que somente nestes poucos pontos em detrimento
da majoria dos dados. Isto acarretaria na determinag¢3do de um mo-
delo que poderia levar a conclusdes totalmente erradas.

A ocorréncia de pontos ou conjunto de pontos que Iin-
fluenciam o ajuste, n¥o necessariamente sdo ruins. Pode ocorrer
situacBes em que sdo perfeitamente explicavels no contexto do
problema e fornecer conclus@es interessantes.

A quantificacdo da influéncia de um ponto sobre o ajuste
é feita, basicamente, retirando-o e verificando como o8 parame-
tros se alteram com a sua exclus¥o. Dado que um ponto causa alte-
rages significativas nas estimativas, a exclusio deflinitiva des-
te, deve ser felita com muito cuidado. Para tomarmogz uma deciz¥o
deste tipo, devemos estar convictos de que a observag¢do fol real-
mente registrada indevidamente.

As técnicas para se detectar influBncia ponto por ponto,
ou seja, a influéncia de uma observagdo no ajuste s83o relativa-
mente simples e n3do necessitam de um nuimero grande de operacles



para serem determinados.

Entretanto, se quisermos estudar a influéncia de conjun-
to de pontos, a quantidade de cdlculos aumenta muito, e ainda, se
o conjunto contiver mais de dois pontos, o problema se Lorna al-
gebricamete intratével e computacionalmente invidvel. Este fato
serd arqumentado no capftulo 3.

0O objetivo deste trabalho ¢é estudar este problema e pro-
por um método alternativo para a determinag3o de conjunte de pon-
tos Influentes simulténeamente, baseado em uma técnica propoéta'
por Denby e Mallows num artigo publicado em 1977T131.

Neste trabalho, concentraremos os estudos em modelos de
regress3o linear de posto completo, ou seja, a matriz de delinea-
mento, que denotaremos X, tem posto completo e os valores desla
matriz ser%o considerados constantes. :

No capftulo que segue, relataremos brevemente o proble-
ma de aproxima¢3o de modelos lineares, na, qual introduziremos
técnicas de estimagdo, defini¢Ses e notagBes que ser#o necessa-
rios para os capftulos seguintes.

No capftulo 3, descreveremos as técnicas de diagndstico
de uso mais comum. Os problemas algébricos e computacionais que
surgem quando guigermos encontrar grupos de mals de um ponto, que
possam, conjuntamente, exercer forte influéncia no ajuste, sera
tratado no capftulo 4, assim como a descri¢fo de um método aller-
nativo de deteg¢®o de pontos influentes utiltzando regressio ro-
busta. Este método poderd, como veremos, trazer grande ajuda na
fdentificacfo de subconjuntos com mais de um ponto que possa
exercer forte influéncia sobre o ajuste.

Os métodos de diagndstico descritos aqui, sdo em geral
aplicavetlis em situagles em que as observagles u%o obtidas =em uma
estrutura de delineamento previamente estabelecida. Nos casos em
que had um planejamento de maneira que os valorcs de X sdo obtidos
conforme o desejo do experimentador, muitas vezes ndo hd necoessi-
dade de estudar a influéncia de pontos.. '
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REGRESSXO_LINEAR

_ Este capftulo tem como objetivo, fornecer subsidios para
o acompanhamento deste trabalho. Neste sentido, abordaremos de
maneira breve o problema de ajuste de modelos lineares, estimac¢do
de parémetros e formalizac3do de alguns testes.

Um problema de regressdo consiste basicamente em, dado
um conjunto de observacles de um mecanismo ou fenbmeno, procurar
explicd-lo através de um modelo linear na qual as observacdes ou
resultados experimentais possam ser escritos como fun¢do de ou-
tras varldveis que s3o chamadas de regressoras ou suportes, que
em nosso caso, serdo considerados constantes, ou varidveis expe-
rimentais que s%o controlados pelo pesquisador e que s3do obtidas
com erro negligfvel.

2.4 0O AJUSTE DE UM HMODELO LINEAR

Sejam Yy1¥g sy, a8 observac&és € X3 ,Xn,...,X_ 0S8 Te-
gressores e suponhamos que Yi pode ser escrito segundo opsegulnte
modelo linear

Y; =Bl“il+32xiz+"'+3pxip+ €} (2.1.1)

“onde 31,...,8ps§o parametros desconhecidos e € a flutuagdo ou
erro inerente ao experimento e suponhamos ainda que estes erros
s¥o varidvels aleatdrias com média zero, varidncia o2 e s3o n3o
correlacionados, ou seja, '

S1) ECep = 0, Var(e;) = g2 i=1,...,n,
52) COV(Ei,CJ) = 0, 1£EJ (2.1.2)

Este modelo &€ chamado modelo de Gauss-Markov.

Escrevendo na forma matricial, teremos

y =XB +¢ ,
onde,
r B 7]
y = | - : g =| B2
yn L. BPA
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[~ h ~ -
11 %12 %3 *1p e,
21 %22 23 %2p e,
x= ................ ’ € =
en
"1 T2 Xn3 o np - \

Consideremos a primeira coluna de X constante igual a 1,
ou seja, X1 = 1=...=xh,=1 e particularmente neste trbalho, os
vetores colunas da matriz X serdo escolhidos de maneira que sejam
linearmente independentes. Desta forma, X terd posto completo
igual a p. '

Os parémetros 8,,82,...,Bp devem ser estimados segundo

algum critério de disténcia e na secgdo seguinte, abordaremos al-
guns métodos que serdo mencionados no decorrer deste texto.

2.2 ESTIHNADOR DE N/fNINOS QUADRADOS

é o méto-
com res-

Um dos métodos para se obter um estimador de
do de minimos quadrados que consiste em minimizar I €
peito 2 B, isto &, minimizar L

-’

8
2
1

€e = Il y - X B112 (2.2.1)

que pode ainda ser escrito

€e = (y - X B)'(y - X B)

y'y - 28'X'y +g'X'X
e diferenciando com relag¢do a B, teremos

-2X'y + 2X'Xb = 0O

ou seja,
X'Xb =X'y (2.2.2)
Multiplicando ambos os lados por (X'X>! , teremos
b = (X'X)'X'y (2.2.3)

Consequentemente, teremos o vetor ¥y ajustado
¥ = Xb = X(X'X)'X'y (2.2.4)

e chamando H = X(X'X)'X' conhecido como matriz chapéu pelo fato
de colocar chapéu em y,

y = Hy (2.2.5)
. e ainda,
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e=y-y=y - Xb

il
it

y - XXXy =y - Hy

(I -Hd)y L (2.2.6)
que sdo chamados reéfduos.
H € uma matriz de proje¢Ses ortogonais e portanto ‘simé-

trica e idempotente. Por ser idempotente, seu trago é iqual a seu
posto, ou seja,

n
> hii= traco(H) = posto(H) = p.
i=wl '
De (2.2.4), podemos notar que 9 ¢ uma combinagZo linear
dos vetores colunas de X e estes s3dco supostos linearmente Iinde-
pendentes e portanto o espago gerado pelas colunas de X, que

chamaremos C(X) é de dimens¥o p e minimizar (2.2.1) consiste em
encontrar o vetor ye C(X)> tal que :

Iy ~y 112 = minlly - g 11?

yEC(X)
e portanto, o valor minimo de e'e & dado por

e'e = (y - ¥'(y - ¥

= y'y - 2b'X'y + b'X'Xb

y'y " b'X'y + b ((X'Xb - X'y

y'y - b'X'y por (2.2.2)
= y'y - b'X'Xb (2.2.7>
que ¢ chamado de soma de quadrado de resfduos (SQRes) .
v Os estimadores de minimos quadrados sdo n@do viciados,
inicos, de vari8ncia mfnima e dizemos que s%o BLUE (Best Linear
Unbiased Estimates).
Das suposig¢les em (2.1.2), temos

E(b) = (X'X7X'E(y) = (X' X)7'X' X8

:_B

e a matriz de variincia e covarincia V é

Vi) = VX' X)Xyl

X0V o™

og2x 07!
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De (2.2.6) temos

l

Vie) = VI(I - Hy]

(I - HHVy) (T - B

62(1 - H)

e portanto,

Var(e{) = 0%(1 - h;;)

e . .
Covie;,e;) = 02(—hij), P4 (2.2.8)
De (2.2.5), temos
V(y) = V(Hy) = HV(y)H' = o2HIH' =02 H
DO estimador de 0% & dado por
(y - Xb)'(y - Xb) SQRes
g2 = —mmmm e = - (2.2.9)
n - p n - p

que é o quadrado médio de resfduos e é um estimador n3o viciado
de 0°. ' %

o

A

A soma de quadrados total y'y pode ser decomposta na so-
ma de quadrados de regress3o e soma de quadrados de resfduos, ou

gseja,

_ SQT = SER + SQRes
onde )

ST = y'y
SQR = ¥'y = y'HHy = y'Hy
SQRes = @e'e = y'(] - H)'(1 - Hy
= y'(1 - Hy.
Ent %o,

yv'y = y'Hy + y' (1 - H)y (2.2.10

Até agora, nos preccupamos somente em ajustar um modelo
linear a um conjunto de dados. Entretanto, se desejamos fazer um
estudo mais detalhado com relag¢doc aos parSmetros estimados e ao
ajuste propriamente, tals como quantificar a magnitude dos paré-
metros, construir Intervalos de confianga para os pardmetros e
testar hipdéteses, é necessdrio estabelecer uma estrutura probabi-
lfstica no modelo. Para tanto, acrescentaremos uma suposig¢do as
estabelecidas em (2.1.2).

- 54) C{s tem distribuic¢io normal. (2.2.11)
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Esta suposigdo, aliada a 53, implica que que € 's s3o
Independentes e portanto, o vetor aleatdrio e tem distribuicgdo
normal n-variada com vetor de médias O e matriz de varidncta e
covarigncia o?l. '

Com isto, teremos
1) y ~ NXB , o)
1i) b & NC B, g2(X'X)Dh (2.2.12)
0O Teorema de Fisher—Cochfan nos assegura que as formas
quadrdticas y'Hy e y' (1 - H)y s3o independentes e tém distribui-

¢3o qui-quadrade n3o central com p e n—-p graus de liberdade, res-
pectivamente. A tabela de andlise de varianclia usual fica

Fonte de | Graus de | Soma de ! Quadrado
Variag3o | Liberdade | Quadrados i Médio
——————————— | mmmmm e e | e

; ! ! y ‘Hy
Regressdo | P | y'Hy I e

| | 1 P
——————————— R ettt Bl
. | | I y' (I-Ry
Residuo 1 n - p I y' (1 -y | -

1 ! ! n - p
——————————— et It el I et

| I 1
Tot al | n | y'y !

e assim, o quocliente do quadrade médio de regressdo pelo quadrado
médio de resfduos tem distribui¢do F ndo central com p e n-p
graus de llberdade. O paréametro de n3o centralidade serd nulo so-
mente quando XB = 0 e portanto, um teste de adequag3o do modelo
pederd ser construido testando as hipdteses

H: X8 = Q@
K: XB # O. (2.2.13)

Frequentemente, estamos Iinteressados em testar a contri-
bui¢do de um par8metro isolado ou de alguns par8metros no modelo,
ou seja, verificar se estes par8metros s%o nulos. Isto ¢ equiva-
lente a impor restric¢8es aos parémetros de que sejam nulos, que
significa, em suma, fazer o ajuste retirando as varidveis regres-
soras correspondentes aos par8metros e verificar se a retirada
destas afetam significativamente o ajuste inicial. Ao retirarmos
as varidveis regressoras, a parcela da soma de quadradoz de re-
gress3do explicada por estas no ajuste inicial, se somard a soma
de quadrados de residuos e assim, uma medida da importéncia des—
tas varidvels poderd ser dado pelo acréscimo na soma de quadrados
de resfduos.
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Um conjunto de restri¢8es lineares nos par8metros pode
ser expresso como

FB = d

onde as m linhas de F s3o supostas linearmente independentes. No
caso particular em que quisermos testar se m parSmetros sdo
lguais a zero, para cada linha de F faremos corresponder a um pa-
rimetro e a linha que cuida do j-ésimo par8metro serd composta de
zeros a menos na j-¢€sima coluna onde o valor sera 1 e tomaremos ©
vetor d nulo.

O probklema & encontrar b tal que

minll y - X8 112
d

Ily - Xb 112

it

sujeito a Fb

N3o exibiremos aqui, o desenvolvimento algébriceo para
chegarmos 2 express¥o do acréscimo na soma de quadrados devido &
restri¢¥o FB =d, denotada por ASQ(F 8 =d), que podera ser encon-
trado com detalhes em [ 61.

0 acréscimo na soma de quadrados devido 2 restrig¢do
FB =d ¢ dado por

ASQ(FB =d) = (Fb - ) 'IFX'X)Y'F'1I7UFb - &) (2.2.14)

e se d=0, pelo teoremsa de Fisher—Cochran; pode ser mostrado que

ASQ(FB =0) tem distribui¢fo qui-quadrado com nimero de graus de
liberdade igual ao posto de F e independente da soma de quadrado

do resfduos.

Assim, se estamos interessados em testar se um ou alguns
‘parémetros sdo iguais a zero, ¢ razodvel tomarmos como medida a
quantidade (2.2.14). Quanto maior for o acréscimo na soma de qua-
drados devido a restri¢3o FB =0, maior serd a import8ncia dos pa-
r38metros sujelttos a restrig¥o.

Considerando as hipdteses

K FB# (2.2.15)

@ natural que =se aceite a hipétese H se o acréscimo na soma de
quadrados devido a restri¢3o for pequeno e a estatistica de teste
& dada por

ASQ(F B =0
__________ - (2.2.18)

que tem distribuig¢do F com m e n-p graus de liberdade.
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2.3 ESTIMADOR DE MfNINOS QUADRADOS PONDERADQS

A suposigdo em (2.1.2) de que a varigd8nclia do erro &
constante e iqual para todas as observagles €& estabelecida na
maloria dos casos por n3o a conhecermos de fato. Entretanto, em
alguns casos, o conhecimento de caracter{sticas dos dados podem
fornecer informag@es sobre a varidncia do erro e estas podem ser
incorporadas no processo de estimag¢gdo dos parimetros.

Generalizando um pouco mals, suponhamos que conhecemos o
valor de uma matriz simétrica e positiva definida S, tal que a
matriz de covaridncla de & dada por V(g)= OZS, com g2 n3o ne-
cessariamente conhecido. Este caso ainda pode ser tratado e se
encontra discutido em virios textos.

Para o nosso propdsito, trataremos de um caso particular
em que os elementos de € sdo nd¥o correlacionados mas as varién-
clas n¥o s¥o todas iquals. Ou se,ja, o caso em que

Vi
Wy, o)

O
Ynn
L .
0 modelo serd ent3%o da forma

- = + + ..+ + i=1,..., (2.3.1)
Yy BI BZXIZ B x,. e.. n 2
onde
Var( €;) = o?w; i=1,...,n

Dividindo todos de (2.3.1) por 1/¢wi, reduziremos a va-
riSncia a g2, ou seja,

Yi 1 Xi2 Xip €3
=== = Bymmm F BTt b L.+ B o 4 - i=1, N
4T vy vy S THRCY
que pode ser escrito na forma matricial como
z= WB +§ (2.3.2)
onde
1//w_] X"_/m e .V..P/vw 'T
y’/v‘d_l l/v{;z X3 /YW o oo oYy
ZzZ = , W =
vn/ Wy
- p
1/@ x%/./ﬁ'; x,\'/,/wn'
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i B‘ ] r-s:'/\/w_‘j
£ = ?2 e § = :
. . ;/;;
e aqora,- - P J - -
Vs) = o?g

e o caso pode ser tratado como de minimos quadrados ordinidrios e
portanto, o estimador de minimos quadrados ponderados de B , que
denotaremos b, sera

b= Ww! =z . (2.3.3)

2.4 ESTINADORES ROBUSTOS

Um método de estimac3lo alternativo que & menos sensfvel
a mudanca nos dados, ou seja a presen¢a de pontos registrados in-
devidamente ou erros observacionais, & chamado robusto. Este mé-
todo faz com que a violac¢do leve de uma suposig¢do, por exemplo a
normalidade dos erros, n3o afete gravemente os testes e interva-
los de conflianga construidos com base nesta suposi¢3o. E portanto
usado, quando a distribui¢¥o do erro ¢ simétrica mas tem caudas
mats longas que a da distribui¢do normal, ou seja, quando os des-
vios observados sdo majiores do que os esperados se os erros fos-
sem normalmente distribuidos. O procedimento robusto faz com que
as observagdes que deram origem a desvios malores do que espera-
vamos tenham menor import&ncia ou menor influéncia nas estimati-
vas dos paréametros.

Uma classe Importante de estimadores robustos pertence 3
‘classe de estimadores M que s8do do tipo méxima verossimilhanca,

No caso especi{fico de regressdo, estes estimadores s3FHo
obtidos minimizando uma fun¢do de resfduos difcerente da soma de

quadrados. Sejam b* o estimador de B e x; a Ii-ésima linha da

matriz X. Entdo, para alguma fung¢3o p , b* & aquele que minimiza
n

iEI ply; - =;8) (2.4.1)

Se tomarmos a fung3o p(x)=|x|k , onde k ¢& constante

positiva e tomarmos k=1, teremos o estimador L, de mfnimos des-
vios absolutos e se k=2, teremos o estimador de mfnimos quadra-
dos.

Huberl[17] considerou a classe de estimadores bl(c) de
B obtido minimizando

‘gl ply; - 5}8 )

onde
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t2/2 : It

m

C
p(t) =
cxltl - c2/2 itl > ¢ (2.4.2)

e ¢ 6 uma constante positiva fixa. Equivalentemente, resolvendo

ag p equacles

onde

cXsinal (L) It > ¢

Na prética, c deve ser estimado e Huber recomenda a
ocolha de ¢ da forma c=vks onde v é uma constante
@ 8 ¢ um estimador da escala.

o8-
pré-selecionada

Esta esceolha de ¢ faz com que a casos com resfduos
grandes sejam atribuidos pesos de forma a reduzir a influéncia
destes nas estimativas.
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CAPI(TULQO 3

DETECCXO_DE_UM_PONTQ_INFLUENTE

Neste capftulo, descreveremos os métodos comumente uti-
lizados para a detecg3o de pontos influentes. As técnicas exibi-
das aqui, estardo restritas a modelos lineares, embora tenham se
extendidos a outros modelos.

Relataremos, nesta secg3o, as técnicas usuais de deter-
mina¢3o de pontos Influentes individualmente, ou seja, de pontos
exercendo forte influéncia no ajuste, um a um.

Num problema de regressdo linear simples, a detecg3o
destes pontos pode até mesmo ser feita através de gréficos. Sim-
plesmente através de um grifico x versus y e a reta ajustada, po-
demos ter uma nog¢Zo de quais pontos influenciam o modelo.

Entretanto, em regressdo linear miltipla esta pratica
torna-se invidvel pois pode haver pontos, que plotados com cada
. um dos componentes (varidvels regressoras), n%o aparentem qual-
quer Influéncia e, no entanto, considerando o conjunto de conmpo-
nentes, exerg¢am forte influéncia no modelo. Faz-se necessdaria,
portanto, técnicas que permitam detectar tals pontos num espacgo
multidimensional.

Para motivar a introducdo destas técnicas, consideremos
um problema de regressdo linear simples, cuja dispers%o dos dados
‘'se apresente de uma das seguintes maneiras: '

a) y! b) yl ®
T8 L :
! X kX X% ! XX X
! XX X | Kkk
| X % | X % X
! XK X | KKK
! * | X
! |



c) yli ® ) yl ® x
| : ! XX
l | X XX
| | KKk
[ X X ! XX X
| XX X X ! XX
- X kk X X | X )
| X Kk X I
b b e
X Do

Figura 3.1

Na figura a), o ponto assinalado se disténcia da nuven
de pontos. Entretanto, a sua posi¢3o, prdxima a média da varidvel
explicativa, fard com que a sua retirada n3o cause acentuada mu-
danga na estimativa do coeficliente angular. O intercepto =seri
afetado pois o ajuste estaria sendo puxado para cima por este
ponto. Na figura b), o ponto an8Bmalo n3o afetard as estimativas
dos parfmetros pois se posiciona de tal maneira que as Iinforma-
¢Bes nele contidas com relagdo a inclina¢gdo e intercepto, s3o as
mesmas do restante dos dados. A figura c) mostra o caso em que um
ponto exerce forte iInflué&ncia no modelo. Note que se se excluir
este ponto, os parametros serdo totalmente diferentes daqueles
encontrados com & sua presenga. Na figura d), os pontos assinala-
dos parecem exercer, conjuntamente, alguma influéncia no ajuste.
Este caso serd estudado no capftulo 4, onde trataremos de in-
fluéncia mitipla.

3.1 0OS ELEMENTOS DA DIAGONAL DA MATRIZ CHAPEU

Os elementos da diagonal da matriz chapéu nos fornecenm
uma primeira Iindicag3o da existéncia de pontos andmalos e veremos
adiante, que s3o elementos de grande importéncia na determinacgdo
de outras medidas de diagndstico.

Hoaglin e Welschi16], propuseram como uma medida de in-
fluéncia sobre um ajuste, os elementos da diagonal da matriz cha-
péu. Basicamente, é um método para distinguir pontos andmalos en-
tre as varidveis explicativas, uma vez que a matriz chapéu, que
denotaremos H, n%3o depende de y.

Cada valor ajustado y é dado como uma combinag3o linear
dos valores observados pols, ‘

”~

$=Xb = XX'X)'X'y = Hy ” (3.1.1)

e portanto, a matriz H contém informagdes que podem revelar pon-
tos anbmalos(multivariados) entre as varidveis explicativas.

0O elemento hijde H tem uma interpretagdo direta como o
grau de influéncia que yj exerce sobre 9; . Desta forma, o estudo

de H pode revelar pontos sensfveis. Pontos para os quals, o valor
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de y tem grande impacto no ajuste. Os elementos da diagonal de H
‘podem também ser relacionados a dist3nctia entre x; e &' onde X'
é o vetor linha da varidvel explicativa da i1-ésima observag3o e

X' o vetor linha de médias das variidvels explicativas.

A influéncia do valor observado y; no ajuste esté mais
diretamente refletido no correspondente valor ajustado y', e esta

informa¢¥o estd precisamente contida em h.. » que simplificando
denotaremos h'

H ¢ simétrica e idempotente e numa matriz de proje¢%o, a
soma dos elementos de qualquer linha da matriz ¢ 1, ou seja,

n
X h,,= 1 , para todo | (3.1.2)
je1 1]
Portanto,
n .
- 2 - 12 2
h; jglh'J h%; Jﬁ h|J (3.;.3)

e assim, fica claro que 0 hj< 1.

Seja M a matriz chapéu obtida centrando as varidvels ex-
plicativas. Ent3o,

~

y ~y=Hy -y =My

e ©s elementos da matriz M s3o

que implica

i/n £ hi < 1. (3.1.4)

Sabemos Que o8 autovalores de uma matriz de projec3o sHo
zero ou 1 @ o numero de autovalores jguais a 1 é o posto da ma-
triz (Raol201). Neste caso,

posto(H) = posto(X) ﬁhp.

E assinm,
trago(H) = p, isto é, Z hi=p.

Portanto, o tamanho médio do elemento da diagonal & p/n.

Hoaglin e Welshl[16l, baseado em experiéncias, sugerem
que um procedimento razoavel & estabelecer como o ponto de corte,
a quantidade 2p/n, ou seja, se h > 2p/n, a i-ésima observa¢dio &
considerada um ponto anémalo.

Belsley, Kuh e Welschl 3] éustentaram este mesmo proce-
dimento arqumentando da seguinte maneira: se as varidvels expli-
-cativas s3o distribuidas independentemente segundo a distribuigdo
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normal multivariada, é possfvel calcular a distribui¢3o exata de
certas func¢des de hi's. Sob .esta suposi¢do, mostra que

(n-p>¢h; -1/n)

(p-1>(1 - h;
tem distribui¢do F com p-1 e n-p graus de liberdade.

Para p>10 e n-p>50, o valor de F para 95% & menor que 2
e assim, 2p/n é proposto como um bom ponto de corte grosseiro.

Desta forma, como um indicativo inicial, diremos , se-
gundo critério acima, que a i-ésima observag3o tem a sua poslig3o
distinta do conjunto de pontos quando hi exceder 2p/n.

Huber[17] diz ainda que 1/h; € o nuimero equivalente de
observacdes na determinag3o de §i. De fato, pois de (3.1.2) temos
"que a soma dos elementos da i{-ésima linha de H é 1 e assim, se
hi=0.5, por exemplo, os outros elementos da linha deverZo somar
0.5 e portanto 1/hi=2 é o numero equivalente de observag¥es. ls-
to é, Yi recebe uma ponderag¢Zo 0.5 na determinag¢¥o de 9i e O res-
tante dos Xj,in, fatores de ponderag@o que dever3o somar 0.5.

Huber prop8e duas regras bé&sicas para {ndicag3o du 'pre—
senga de pontos andmalos:

a) Estudar com muito cuidado, pontos para os quais .o
nimero equivalente de observagBes & menor que 2,
ou seja, h;>0.5. '

b) Estudar com cuidado, pontos para os quais o nudmero
equivalente de observa¢Bes & menor que 5, ou seja,

hi>0.2.

Ainda em [16], Hoaglin e Welsch propuseram estudar con-
Juntamente os hi's e resf{duos, embora n%o tenham chegado a uma
relac3do com as duas quantidades simultaneamente.

Para motivar a necessidade de se fazer tal estudo, tome-
mos um exemplo simples elaborado por Carvalho e Dachsl 6].

EXEMPLO_ 3.1 Dois conjuntos de dados com mesmo ajuste por minimos
quadrados ao usar y = Bi+Bax + €

conjunto de dados A ' conjunto de dados B

x y y ) h % y y e h
_______________________________ I o - e n e o e t A — = et t —  — — —n ——

1 4 2.2 1.8 0.45 | 1 1 2.2 -1.2 0.45

3 2 2.6 -0.6 0.29 1 1 2 2.2 -0.2 0.45

5 3 3.0 0.0 0.21 | 6 6 3.2 2.8 0.20

7 1 3.4 -2.4 0.21 | 11 3 4.2 -1.2 0.45

14 6 4.8 1.2 0.84 | 11 4 4.2 -0.2 0.45



pag.16

Estes dois conjuntos produzem um mesmo ajuste

A

§ = 2.0 + 0.2x

a) y
6

b)  yli

Figura 3.2

Notemos que os grificos de y versus x destes dols con-
Juntos de dados, figura 3.2 a) e b), guardam uma semelhanga com
os da figura 3.1 a) e c). Na figura 3.2 a) correspondente ao con-
Junto de dados A, através de um simples exame visual, podemos ver
que a retirada de um uUnico ponto pode alterar de maneira dréstica
o ajuste. Este ponto corresponde ao par (14,6), que examinando
apenas os resfduos, ndo se detectaria sua influéncia decisiva no
ajuste. Neste problema, 2p/n=2%2/5=0.8 e na coluna de h' s,
h =0.84 que d& devida Iimportancia ao ponto (14,6). Na figura
3.2 b), correspondente ao conjunto de dados B, o malor resfduo
corresponde ao ponto (6,6) do qual poderfamos suspeitar que a sua
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retirada causaria uma melhora no ajuste. Entretanto, podemos no-
tar pela coluna dos h 's que neste caso, o ponto (6,6), segundo
este critério ndo mereceria atengdo. Isto deve-se ao fato de que
a alterag%o provocada pelo ponto (6,6) n3o € devido a posigdo de
X mas sim do valor observado de y.

Fica claro, dessa forma, que se faz necessario um estudo
conjunto de resfduos e da diagonal da matiz H.

Passaremos, ent3o, a estudar os resfduos e suas varian-
clas. :

'~ 3.2 RESfDUOS STUDENTIZADOS INTERNAMENTE

Lembrando que,

= Hy ' (3.1.5)

&

a variancia de y serd

Var () HXxVar (y)XH'

e sob a suposi¢do de que Var(y; )= cte Cov(yi,yj)=0, Var(y)= o2 %]
e como H &€ simétrica e ldempotente,

Var(y) = g2 %xH. (3.1.6)

Como
e=y-y=(U-HWNy,

ent3o,
Var(e) =g2%(1 - H). ©(3.1.7)

Temos ent¥o que a varlincia de ¢ ¢
Var(e;) = 0?%(1 - hp). (3.1.8)
E importante notarmos que e;'s s%o correlacionados e com

variancias diferentes. Como s? & um estimador n3o viciado de o? ,
um estimador n%3o vicliado. de Var(ei) é

var(ei) = g?%x(1 - h) (3.1.9)

Pela suposig¢do de que E(e) = O, definimos ti como

e
by = - LIS ) (3.1.10)
s X V1 - hjy
que tem a forma de uma varidvel aleatdria t-de-Student e os t; 's

830 chamados de resfduos studentizados internamente.

Os resfduos studentizados calculados para os dados do
exemplo 3.1 s%o: '
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para o conjunto de dados A, 1.28, -0.38. 0.00, —-1.48 e 1.58
para o conjunto de dados B, -0.85, -0.14, 1.65, -0.85 e -0.14

" 0 resfduo correspondente ac dltimo ponto no caso A ganha
uma importéncia maijor, pois de terceiro, passou a primeiro em va-
lor absoluto. No con,junto de dados B, permanece a terceira obser-
vag3do com resfduo grande, comparada aos outros. :

3.3 RESIDUOS STUDERTIZADOS EXTERNAMENTE

A falta de ajuste num ponto I pode ser modelado cons-
truindoe uma nova matriz, digamos Z, adicionando a matriz X uma

coluna p+1 de zeros a menos na i-ésima linha onde o valer ¢ 1. O
modelo ent3o serd y = X fa menos do i-ésimo ponto onde y; = xig
+ a, onde x} ¢é a i-ésima linha de X, e a € o novo parametro

que cuida somente do ponto 1.

Testar. o ajuste no ponto i é equivalente a testar por-
tanto, se =0. '

Neste novo modelo ent3o,

XX ! Xi
Z'Z = - - =l- = i (3.1.11)

x.i 11
e a inversa de Z'Z ¢

[ x'x - x5 07 - (XXM /(1-h ) ]

I
|

(Z'Z)'= |- = = = = - - - - - = = = = = = - =~ - (3.1.12)
|
|

1/(1_hi)

L J

Assim, podemos obter o estimador de a , multiplicando a
dltima lina de (Z'Z)! por Z'y. O estimador serd

e portanto o acréscimo na soma de quadrados devido a restricg3o
a =0 & - ‘

ASQ( a =0)

ax<1/<1—hi>5ka

(y,- 91)2(1/(1~hi))

it

e§/<1—h,> (3.1.13)
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A estatfstica para testar a =0 ¢&

T} = e e = mmmmmmmme e (3.1.14)
s2(i) sz(i)(l—h;) sz(i)(l—hi)

onde Tf tem distribuli¢do F com 1 e n-p-1 graus de liberdade e
s2(i) é a média quadritica de resfduos no modelo

, B
y = 2 + § ,
o .

ou seja, o estimador da variincia no modelo aumentado. Como a so-
ma de quadrados com a restri¢do € igual a soma de quadrados sem a
restri¢do mais o acréscimo na soma de quadrados devido a restri-
c¥o, a obtenc3do de s?(i) torna-se muito fdcil fazendo, '

(n-p)xs?= (n-p-1)s? (1) + e?/(1-h ) ,

ou seja,
' n-p ef
s2(1) = ——~=mmm ks? - - (3.1.15)
n-p-1 ' (n—p~1)(1—hi)
De (3.1.14) temos que T =¢T% tem distribui¢do t-de-

Student com n-p-1 graus de liberdade, que chamaremos de resfduos
studentizados externamente.

A vantagem de T;'s sobre t;'s € de gue temos uma distri-
bui¢do de referéncia e ao testar flalta de ajuste em um ponto, es-
tamos quantificando o grau de influéncia no ajuste exercido pelo
i-ésimo ponto.

3.4 0 D DE COOK

A medida proposta por Cookl 8], é uma fung¥do do resfduo
e sua variédncia, do elemento da diagonal da matriz H e da altera-
¢¥o provocada nos parametros estimados quando se retira wuma ob-
servagio.

A influéncia de um ponto no ajuste pode ser verificada
através da alterag3o que a retirada deste causa nos parametros
estimados. Esta alterac%o causada pela retirada da i-¢ésima obser-
vagdo serd quantificada por

DF‘BETAi =Db - b(1) ,
onde b € a estimativa dos parimetros obtida considerando-se todos

O0os casos e b(il) a estimativa obtida com a exclusdo da i-ésima ob-
servagcdo.
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Denotaremos, também, por y(i) e X(1) o wvetor de vy's
a,justados e a matriz de delineamento X sem a i-ésima observacdo,
respectivamente.

Para medirmos a influéncla de um ponto no ajuste, seria
necessario retirar uma observacgdo de cada vez, digamos i, e cal-
cular b(i). Para tanto, precisariamos inverter a matriz X' (1)X{i)
para cada ponto {. Inverter uma matriz de ordem p tantas vezes
auanto forem o numero de observagles, torna-se caro e frequente-
mente invidvel. £ possivel., entretanto. algébricamente chegarmos
a uma férmula gue evite este trabalho todo. 0 teorema que seque &
devido a Gauss(1821), havendo também uma vers3do dada por Sherman,
" Morrison e Woodburyl[213l e usado por Bringhanl 4] para varias fi-.
nal idades em regressdo.

TEOREMA 3.1 Seja A uma matriz p x p, n%o stngular, simétrica e
suponha que u e v sdo duas matrizes q x p de posto ¢q. Entdo, a
inversa existe e ¢ dada por

(A + u'vy! = A - Aly' (1 + vAlu'ival
Em nosso caso, consideremos A = X'X,'u=*xi e v=xi . En-
t 3o,
) XX x; (XX
(X' (X = (X'X) ¢ e (3.1.16)
1 - h

Com isso. basta termos ()(')()'l para se obter (X‘(i)X(i)f{

Os paréametros estimados depois de retirado o i-ésimo
ponto sera '

b(i) = (X" (DHIXUIMN T X'y - x¥;) L (3.1.17)
Substituindo (3.1.16) em (3.1.17), teremos

(X'X)"xix'i (X!

b(1) = [CX'XV! 4 e IX(X'y - x;y ) =

. -1
———————————————————— - (X*X) ¥ y;-

i}
-
e
o
1
x... .
\<.
+
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Sabemos que b=(X'X)!X'y e y; = %x; b = x; (X'X)'X'y. As-

sim,
(X*X7' %; 9 XX % hyy;
b(t) = b + ————~=mo—— - [(X‘XT‘xiyi + ]
1 - h 1 - h;
i i
(XXM % v, - X x7 XY (X'X)“xicg.— y.)
s b 4 mmmmeodZb T D0 TR s b o+ mmmmmod R T
Desta forma, a expressdo de DFBETA fica
i
DFBETA; = b - b(1) = (X'XV!x;k-—--==~ (3.1.18)
. ) 1 - h.
i
Cook propds entdo, a medida denotada por Di' como a me-
dida de influéncia do ponto | sobre o ajuste.
(b - b(i)'X'X(b - b))
D, = ————mememm e (3.1.19

Substituindo (3.1.18) em (3.1.19), temos

X' (X0 XXX X %y ep % (X'XV'x; e}
D T pup—— P e T =
| pxs? k(1 - h.)? pXs?X(1-h.)?
2 2
_ L AR DR SR I S
pXs 2x(1-h; )2 sx(1-h; ¥2J pxc1-hp>

Notemos aquil que a express3o elevada ao quadrado & exa-
tamente ti (3.1.10), o i-ésimo resfduo studentizado internamente,
e assim, a express¥o final de D; fica

D, = —-——t_t __ | (3.1.20)

ou ainda, de (3.1.6) e (3.1.8), a raz%o h;/(1-h;) é a razio de
4 i
Var(yi) por Var(e;) e portanto,
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_ ty Var(yp
D = ===—K=——=—oe (3.1.21)
P Var (e ;) ' _

De (3.1.20), podemos notar que D; pode ser grande se a
{-ésima observac¢3o ¢ muito Influente e portanto a raz%3o hj/(1-h;)
serd grande. Ou ainda, se este ponto produz um resfduo grande de
maneira que ti seja grande.

Sob a suposicdo de normalidade, a express3o (3.1.19) ¢é

semelhante & que define uma regi%o de confianga para B dada por

(b - BY'X'X(b - B8
—————————————————— £ Fp.,n-p.1-ad

que define o elipsdide de confianca de (1-a)100% para um vetor B.

Desta forma, € razodvel tomarmos como um valor de compa-
rac%o dos D;'s, os valores da distribuicdo F, ou seja, tomar cui-
dado com os pontos cuja remo¢3o afaste b para préximo da frontei-

ra da regido de conflianga com (1-a)%100%. Escolhe-se, por exem-
plo, uma regizo de conflianga com (1-a)X100% = 10% e usando a re-
lac%o

F(n,m,1-a)> = 1/F(m,n,a ) ,
encontramos o valor de comparag¥o dos D;'s.

Para os dados do exemplo 3.1, os D;'s encontrados s%o

Conjunto de dados A Conjunto de dados B
Dy = 0.67 Dy = 0.30
Do = 0.01 Dy = 0.12
D3 = 0.00 D3 = 0.34
Dy = 0.30 Dy = 0.30
DS = 6.56 DS = 0.12

Como o valor de F(3,2,0.9)=9.1618, o valor de comparacdo
é 1/9.1618 = 0.1038. Embora esta medida chame a ateng3oc para todos
os pontos do conjunto de dados B, o D correspondente ao ponto
(6,6) n3o mereceu destaque, quando comparado aos outros D;'s. Is-
to deve-se ao fato de que temos no denominador da expressio de D
o fator s?. Como neste caso, s? & grande, exatamente pela presen-
¢a do ponto (6,6), faz com que a quantidade D3 seja n3do muito di-

ferente dos outros.

Uma outra medida, muito parecida com D de Cook foi pro-
posta por Belsley, Kuh e Welschl[ 3], onde este fato é levado enm
consideracg®o.
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3.5 O DFFITS

. Belsley et all 3] propuseram a medida de influéncia do
I-ésimo ponto no ajuste, denotada por DFFITS; dada por

1/2.

ei h;
DFFITSi = m—mmm— X |l---—-=-- (3.1.22)
s(1)(1-h " {1 - n, |
Agora, no denominador temos s(1) no lugar de s. s(i). &

obtida facilmente usando (3.1.15) e pode ser bem menor que = se o
ponto em questdo se situa de maneira distinta do conjunto de ob-
servagfes. lIsto faz com que esta medida atribua a importéancia que
um ponto tem no ajuste, de maneira mals apropriada.

Usando (3.1.14), temos

V2

hy

DFFITS, = T.k[ ——————— (3.1.23)
i i
1 - h
i

Vimos que T, v t-de Student com n-p-1 graus de liberda-
de. Se o delineamento fosse completamente balanceado, terfamos

h't s iguais a p/n. O ponto de corte de 5% da distribuig¢%o t-de-
Student com 20 graus de liberdade é aproximadamente igual a 2.
"Assim, um valor de comparag3o para os DFFITS pode ser dado por

p p 1/2 p /2
2% F—-——-/(1 - —==)] = 2K }--——-

n n
ou seja, devemos estudar com cuidado os pontos para os quais

IDFFITS ;I > 2%(p/(n-p))/2 (3.1.24)

Para os dados do exemplo 3.1, os DFFITS encontrados sdo

Conjunto de dados A Conjunto de dados B

DFFITS; = 1.40 DFFITS 1 = -0.72
DFFITS 9 = -0.20 DFFITS 2 = -0.11
DFFITS3 = 0.00 . DFFITS 9= 2.21
DFFITS ) = -1.05 DFFITS = -0.72
DFF‘ITS5 = 7.25 DFFITS g = -0.11

As comparag¢les neste exemplo ficam prejudicadas pois

cinco observa¢Bes ¢ muito pouco. Mesmo assim, podemos chamar

ateng3o para os pontos (14,6) correspondente ao 52 ponto do con-
Junto A e (6,6) correspondente ao 32 ponto do conjunto B.
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EXEMPLO 3.2 O0s dados s3o devidos a Brownleel 51 e consiste na
oxidag¥o de amonia para obtengdo de dcido nitrico. As observagdes
foram tomadas em 21 dias sucessivos e reglistrou-se as seguintes
informagBes: x, corrente de ar, x3 a temperatura da &dgua de res-
friamento, xj a concentrac3o de 4cido nftrico no lfquido de ab-
sorgdo. A resposta y ¢ 10 vezes a pecentagem de amonia n3o absor-

vida.

Quadro 3.1 Dados de amonia n3o absorwvida

e . e e . — - — " —— e T S T - — - — s e o — i —

Obs X9 X3 Xy y
1 80 27 89 42
2 80 27 88 37
3 75 25 30 37
4 62 24 87 28
5 62 22 87 18
6 62 23 87 18
7 62 24 93 19
8 62 24 93 20
9 58 23 87 15

10 58 18 80 14
11 58 18 893 14
12 58 17 88 13
13 58 18 - 82 11
14 58 13 93 12
15 50 18 89 8
16 50 18 86 7
17 50 19 72 8
18 50 19 79 8
19 50 20 80 9
20 56 20 82 15
21 70 20 91 15

Este mesmo conjunto de dados foil estudado pelo prédprio
Brownlee, por Draper e Smithl[14], Daniel e Wood[12], Denby e Mal-
lows{13] e tomados como exemplo em muitas publicagles.

0O modelo assumido para este exemplo ¢ dado por

Y = 81+ Bzxz + 63x3 + Bl’xl' + €

e os parametros de minimos quadrados estimados sdo

bl = -39.8197
b2 = 0.7156
b3 = 1.2953
b4 = -0.1521

Neste exemplo e na maioria dos que sequem, ndo estaremos
preocupados em encontrar um melhor modelo gque represente os dados
e também n%Io concentraremos esfor¢os em testes de hipdteses sobre
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os parimetros ou de regressio. A intens3o dos exemplos sera ex-
plorar de maneira mais abrangente possfivel as medidas de diagnés-
tico, assumindo um determinado modelo. Assim, temos no quadro 3.2
os valores de y estimados, os resfduos, os elementos da diagonal
da matriz de proje¢des, resfduos studentizados externamente e as
medidas de influéncia D de Cook e DFFITS. :

No quadro 3.2, na coluna dos h;'s, adotando o critério
sugerido por Huber, descrito na secqg3o é.i.l, os elementos assi-
nalados com 'X' s3o maiores que 0.2, devendo portanto serem estu-
dados com cuidado os pontos 1,2,7,8,12,14,17 e 21. Na coluna dos

resfduos studentizados(T ), os pontos assinalados con . sdo
significativos a 5% e '%x' a 1% e portanto, os pontos 4 21

s3o, segundo este critério, pontos aberrantes. Na coluna dos D,
para os pontos assinalados com ‘X' a estimativa b(.), ou se.ia, a
estimativa de sem o respectivo ponto, desloca-se para um c¢on-
torno de 10% em relag3o a b e os assinalados com ‘'XX' para um
contorno de no minimo 25%. Na coluna DFFITS, o valor de compara-

¢3o é encontrado conforme (3.1.24) e o ponto assinalado €& dado
como influente.. Tanto a medida D quanto o DFFITS, apontaram como
influente, somente o ponto 21. Todos os valores de comparagdo es-

tZo dispostos logo abaixo do quadro. #
Quadro 3.2 Medidas de influéncia - dados de amonia n%o absorvi
da.
caso v e h T D DFFITS
1 38.7654 3.2346 0.3016% 1.2095 0.1537 0.7947
2 38.9175 -1.9175 0.3178% -0.7051 0.0597 -0.4813
3 32.4445 4.5555 0.1746 1.6179 0.1264 0.7442
4 22.302 5.6978 0.1285 2.0518% 0.1305 0.7879
S5 19.7117 ~1.7117 0.0522 -0.5305 0.0040 -0.1245
6 21.0069 -3.0069 0.0775 -0.9632 0.0196 -0.2792
7 21.3895 --2.3885 0.219892% ~-0.8259 0.0488 -0.4377
8 21.3895 -1.3895 0.2192% -0.4737 0.0165 -0.2510
S 18.1444 -3.1444 0.1402 -1.0486 0.0446 -0.4234
10 12.7328 1.2672 0.2000 0.4262 0.0119 0.2131
11 11.3637 2.6363 0.1550 0.8783 0.0359 0.3762
12 10.2205 2.7795 0.2172% 0.9667 0.0651 0.5092
13 12.4286 -1.4286 0.1575 -0.4687 0.0108 -0.2027
14 12.0505 -0.0505 0.2058% -0.0170 0.0000 -0.0086
15 5.6386 2.3614 0.1905 0.8006 0.0385 0.3883
16 6.0949 0.9051 0.1311 0.2912 0.0034 0.1131
17 9.5200 -1.5200 0.4121x% -0.5996 0.0655 -0.5020
i8 8.4551 -0.4551 0.1606 -0.1487 0.0011 -0.0650
19 9.5983 -0.5983 0.1745 -0.1972 0.0022 -0.0907
20 13.5879 1.4121 0.0802 0.4431 0.0045 0.1308
21 22.2377 -7.2377 0.2845% ~-3.3305%k% 0.6920%x% ~-2,1003%
t.(16,0.05) = 1.746 . F(4,17,0.10) = 0.2604 IDFFITS51>0.97
t(16,0.01) = 2.583 F(4,17,0.25) = 0.8469
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CAP(TULO 4

INFLUENC1A_SIMULTANEA_DE_HAlS DE_UM_PONTO _

Vimosa, no capftulo anterior, formas de detectar influ&n-
cia de um udnico ponto no ajuste e meios para quantificar esta in-
fluéncia.

Entretanto, para um estudo ma!é detalhado, ¢ necessario
conglderarmos a possibilidade de que um conjunto de pontos posaza

exercer forte influéncia no ajuste. Este conjunto de pontos, se
existir, pode n¥o ser detectado com as técnicas mencionadas até
aqui, pols a influéncia de um ponto isolado deste conjunto pode

ser mascarado por outros deste mesmo conjunto.

Para ilustrarmos este fato, consideremos novamente, um
problema de regressdo linear simples, cuja dispersdo dos dados &
dado como na figura 4.1.

o —— ———— ————— — o = s = ——— = S Y — A — — — ——— t—— —

Figura 4.1

Na andlise ponto por ponto, provavelmente a importSncia
dos pontos assinalados n3o serd ressaltada devidamente, pois a
proximidade de ambos, faz com que ao retirarmos um deles, os pa-
rmetros estimados ndo sofram mudancas considerdveis devido a
presenca do outro. Entretanto, parece-nos que o ajuste serd afe-
tado de maneira significativa se considerarmos estes dois pontos
simultaneamente. '

De maneira semelhante, podem ocorrer situages em que
um ndmero maior de pontos exercga, conjuntamente, forte infludncia
no ajuste.
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Discutiremos a seguir, como quantificar esta influéncia

e os problemas que enfrentaremos para identificar estes conjun-
tos.

4.1 O DFFIT E D DE COOK PARA O CASO DE MAIS DE UM PONTO

Belsley et al propBe como uma medida natural, uma sim-
ples generalizagdo do caso de um ponto, dado por :

ST SR R (4.1.1)

escala
~para j=1,...,p, onde M é o conjunto de fndices de m pontos,
m=2,3,4,... indicando as linhas a serem retiradas e a escala in-

dica alguma medida apropriada do erro padr3o.

Sugerem, ainda, como medidas sumdrias, as normas qua-
draticas tais como '

(b -bMI'tb - b(M)] (4.1.2)
ou
(b -b(MI'X'XI[b - b(H)1] (4.1.3)

A mudanca no ajuste que ocorre depois de retirados os m
pontos ¢ quantiflicada modificando (4.1.3) para

I

MDFFIT (b - b(H)J'X'(H)X(H)[b - b(M)] (4.1.4)

e Bringhanl 4 1 mostra que esta express3o pode ser escrita como
— . L] 'l L]
MDFFIT = ey XyIX' (XKW1 Xyey (4.1.5)

onde e é o vetor coluna de resf{duos por mfnimos dquadrados e N
usado como ndice, denota uma matriz ou vetor com linhas cuyjos
fndices est3o contidos em HM.

Esta medida n%o ¢ exatamente a generaliza¢3do do caso de
um ponto. Também n3do temos uma distribui¢ido de referéncia para
efeito de comparag¢gdes, ou ainda, para encontrar pontos de corte.
Os autores usam esta medida de forma exploratdria e o fazem en-
contrando um (ndice em relacdo ao maior MDFFIT para um conjunto
de tamanho m. Explicando melhor, dado que o tamanho do conjunto &
m, encontra-se o maior MDFFIT com m pontos e divide~se todos os
outros por este. As comparag¢gBes s¥o portanto feitas em relagdo ao
subconjunto que forneceu maior MDFFIT.

Outras técnicas s3%o mencionadas por Belsley et al, tals
como diferenciagdo, aproximag¢do geométrica e a estatfstica de An-
drews e Pregibonl 11,

Cook e Weisberg[ll] propde também medidas que SdO gene-
ralizagBes do caso de um ponto.

Seja M o conjunto de m fndices. O modelo para falta de
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ajuste em m pontos pode ser escrito
y = XB+ Da+e

onde D é uma matriz n x m com a k-ésima coluna dik" pertencente
a M, ou seja, uma coluna de zeros, a menos da linha i, onde o va-
lor 6 1 e a & um vetor de parSmetros desconhecidos.

Sob a suposi¢¥o de normalidade, a estatistica de teste
para pontos aberrantes @ = O € obtido da mesma forma que 3.1. iq.

' _ 2 _ ~
o2 - (e’ (1] HM) eM)(n P m)
M 5 T e s e e (4.1.6)

que, sob a hipdtese hula, tem distribui¢do F com m e n-p-m graus
de liberdade. Nesta expressZo, | & a matriz identidade de dimen-
sdo m.

A medida de disténcia para deteéﬁo de éonJuntos in-
fluentes, denotada por DM , € dada por

(bM) - bY'X'X(bM) - b)
D, = ~——mm—mmmmm—m e (4.1.7)

uma generalizag¥o do caso de um ponto. A express%o (4.1.7) pode
ser escrita em termos de resfduos e elementos da matriz H como no
caso unidimensional. Para tanto, primeiro expressaremos b(M) como
uma fungdo de b.

b(M) = (X' (MIXM) ! XMy (M)
- - -1 _ '
= ((X'XD %ﬁw(Xy XWM (4.1.8)
A inversa enm (4 1.8) & calculada usando o teorema 3.1 e
assim,
_ ' vl ' -1 ' - 1 PP -1 ' - '
b(K) = [X'X3)'+ (X'XD XM(I HM) XM(X X)'1[X'y xMyM]
- _ RS _ -1 _ -1
= b (X'X> XM[ (1 HM) XMb + (1 + (1 HM) HM)¥1 h!
e usando novamente o teorema 3.1 fazendo u=H, v=-1edA= 1,
teremos
_ vl _ -1
(1 HM) I + (1 HM) HM
e assim,

— - ’ -1 [ —- -1
bM) =b>D (X'X> XM(I HM) e

Substituindo em (4.1.7),

D = e m S n (4.1.9
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e esta quantidade pode ser interpretada de maneira andloga ao ca-
so de um ponto. O problema é calcularmos esta quantidade para to-
dos os conjuntos com m pontos, param fixado. A quantidade de
cdlculos seria muito grande a ponto de se tornar impraticavel.

: Para contornar este problema, Cook e Welsberg sugerem
aplicar algumas desigualdades, encontrando um limite superior pa-
ra Dy e calculando o valor exato somente quando este limite for
muito grande.

Consideremos a decomposic¢fo espectral HM = TAT' , onde
' 6 uma matriz ortogonal de autovetores e A & uma matriz diago-
nal de autovalores 0 A'< Azg...g An€ 1.

Visto que A,/ (1-2 )% X\y/7(1-)y)% , 1=1,2,...,m, o pri-
meiro limite superior para DM seria
1 Am )
Dy £ ————~-- X —mmmmmmm * ?(Yien) =
pks? €1 - Ay
1 Am
——————— K —mmmm————— X @y
*2 '1.—)\) eMI‘I‘eM
pPXxs \ m
e como IT'= 1,
1 Am
2
Dy £ -—=-———>- K ———mm———— Py X X e (4.1.10)
p*s2 1 - Ay iEM
Para (4.1.10) ser util, devemos substituir Ap por uma

aproximag¢do de tal forma que possa ser calculado sem obter H, .
Supondo que tr(HM) < 1, a aproximac¥o mais simples é A, < tr(Hy, .
Assim,

1 _ tr(Hy) )
Dy & —————7- i I T
pXs (1 =~ tr(Hy»
ou equivalentemente,
Dy < -——i—z—— x —Ei—é—ﬁ—}—]i—-——; Ly e} (4.1.11)
pXs (1 ziEMh.)

Para os subconjuntos com tr(Hy) » 1, & necessdrio cal-
cularmos H,. '

Para m fixado, seja T = max(zienhi) e R? = max(zieme?),
onde M varia sobre todos os conjuntos de tamanho m. Dois limites
superliores para (4.1.11) s3o entdo
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tr(Hy,) R?
q‘ \< ———————————— 2— * —"——‘"'2“ (4-1-12)
(1 = tr{Hy» pXs
e se T <1,
_ 1 T ) . :
DM g === K - I es (4.1.13)

Dy § ---—-=--= K —mm— e ’ (4.1.14)

Claramente, (4.1.11) € (4.1.12) € (4.1.14) e (4.1.11) £ (4.1.13)
€ (4.1.14). -

O procedimento proposto por Cook e Weisberg para se en-
contrar todos os subconjuntos relevantes com m fixado, pode ser
baseado nestas aproximag¢des e se resume no seguinte: as desigual-
dades podem ser aplicadas aos subconjuntos com tr(Hy) < 1 na or-
dem (4.1.14) ent3o (4.1.13) ou (4.1.12) e finalmente (4.1.11). O
cdlculo exato de D se faz necessdario se (4.1.11) for grande.

4.2 0O PROBLEMA EN ENCONTRAR SUB—CONJUNTOS

Até agora, todas as medidas propostas supunham um con-—
Junto de pontos com um nudmero fixado de elementos m ou um conjun-
to especffico com m pontos.

Se determinarmos um conjunto espec({fico com m pontos, o
cdlculo das medidas MDFFIT e Dy serdo reduzidos. Entretanto, se
decidirmos que o tamanho do conjunto serd m, teremos combinagdo
de n pontos tomados m a m conjuntos possfvels e uma IinvestigagZo
completa como foi realizada no caso de um ponto, se torna impra-
ticavel.

Mas, para uma andlise completa, & necessario conside-
rarmos subconjuntos de varios tamanhos, ou seja, para m=1,2,...,
o0 que torna ainda mais proibitiva a determinagdo das medidas.
Portanto, a identificag¥o de conjuntos de pontos que eventualmen-
te possa ter influéncia no ajuste, torna-se muito mais complica-
da. '

Se considerarmos todos os conjuntos possfveis de serem
formados com n observag¢des, excluindo os conjuntos com apenas uma
observag%o, o conjunto vazio e o conjunto com todas as observa-
¢Oes, teremos

n n n
+ +o0 .+ =2" - 2 - n
2 3 n-1

conjuntos possiveis.
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E claro, entretanto, que estamos procurando conjuntos
de pontos que tenham comportamento distinto em relagZo & maioria
dos dados e, desta forma, ndo faz sentido estudar conjuntos com
um numero grande de pontos. Por exemplo, se um conjunto com 80%
dos pontos tem comportamento distinto dos demais, é claro que o
conjunto complementar é que tem comportamento atfpico.

Desta forma, poderfamos sugerir estudar conjuntos c¢om
ateé 10% ou 20% dos dados. Ainda assim, mesmo em conjunto de dados
pequeno, o numero de subconjuntos € grande e este numero cresce
violentamente com o numero de observagdes aumentando. Por exem-
plo, suponhamos que temos 20 observag8es e queremos estudar con-
Juntos com até 10% dos dados. Entdo devemos tomar todos os con-

20
Juntos com 2 pontos e teremos = 190 conjuntos e se deci -
. 2 20
dirmos tomar conjuntos com até 20% dos dados, teremos ) <
20
+ = 6175
4

Fica evidente, portanto, a impraticabilidade de s» ob-
ter medidas para todos os conjuntos poss(velis.

Faz-se necessério, portanto, procurar formas para nos
fornecer informacdes que permitam sugerir conjuntos de pontos que
possam exercer i{nfluéncia.

Em regressdo linear simples, apenas um grafico de x
versus y & suficliente para que ifdentifiquemos tais conjuntos, co-
mo podemos ver pela figura 4.1. Em regressdo linear mitipla, po-
derfamos sugerir o grafico de regressdo parcial. Entretanto, es-—

tes graficos ainda podem mascarar pontos e se tivermos muitas va-
ridvels regressoras, o estudo conjunto de todos os griaficos de
regressdo parcial torna-se um pouco confuso.

Bélsley et all 3] sugerem escolher o subconjunto N de
pontos potencialmente influentes relaxando os pontos de corte de
h;, T;,D;, e DFFITS;,e pelo exame dos grificos de regressdo par-
cial.

Cook e Ueisberg[lll prop8e colocar os pontos em ordem
decrescente com relagdo aos e; e h; para se encontrar subconjun-
tos com m fixado. Desta forma, subconjuntos que s3%o, provavelmen-
te, mais influentes serdo considerados primeiro. Calcula-se ent3o
os limites superiores para D conforme (4.1.11) a (4.1.14) e
quando estes limites forem suficientemente pequenos, os subcon-
Juntos restantes podem ser desconsiderados. Ainda assim, como
ilustram os prdprios autores em [111, a quantidade de desigualda-
des calculadas mesmo num conjunto pequeno de observagl8es(20), ¢&
grande.
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4.3 TECHICA GRAFICA DE DENBY E MALLOWS

Abordaremos nesta secg¥o, as técnicas grdéficas propos-— -
tas por Denby e Mallows[l 3], para a dete¢Zo de pontos influentes
em regressdo robusta, e em particular, como estas técnicas podem
auxiliar na determina¢3o de subconjuntos que possam exercer in-
fluéncia no ajuste. o

A classe de estimadores considerada pelos autores ¢é a

denominada m-estimadores, particularmente a proposta por Hu-
ber[17], descrita na secg3o 2.4 do capftulo 2. 0O trabalho n3o tem
por objetivo encontrar melhores estimadores de B e o2, e sim,

exibir como os m-estimadores b(c) e os resfduos dependem do pars-
metro escala c em (2.4.2).

Para cada valor n%oc negativo de ¢, podemos escrever a
expressdo (2.4.3) na forma

n
iE,xim*ei(c)*w(c,ei) m=1}2,...,p (4.3.1)
onde o resfduo ei(c) &

e; (c) = y; —- %x;b(c) : (4.3.2)

: i It < c¢
wl(c,t) = YL)y/v = (4.3.3)
c/ltl Iti > ¢

Note que, se ¢ for multo grande, as equag¢8es (2.4.3) ou
(4.3.1) s3%0 as equagBes de mfnimos quadrados usuais.

Sejam b os estimadores de minimos quadrados de , ©
o8 resfduos correspondentes o

cyp = m?x leil

Assim, para c > C + @ soluc¥o de mfnimos quadrados sera mantida.

Para a escolha de algum conjunto C de valores c < cz ,

digamos C = {c 1Co -0y C }, podemos calcular os estimadores b Ci)
e respectivos residuos, gsando o método de mfinimos quadrados
ponderados repetidamente, ajustando as ponderag¢des conforme
(4.3.3).

: Dado o conjunto € e calculadas as estimativas para cada
elemento de C, a idéia & verificar como os par@metros e os. resgf-
duos se comportam com o pardmetro escala c¢ decrescendo.

Os elementos de € s3¥o calculados sequencialmente, a
partir da obtencdo do dltimo ¢, tomando como primeiro ponto o
malor resfduo de minimos quadrados em valor absoluto, ou

seja, cq -
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Suponhamos que o fndice do maior resfduo de mfnimos
quadrados em valor absoluto seja u, e s, o seu sinal, de manei-
ra que !

e = 8y.C

u, U,y 1
: Para algum valor de c, menor que c4, as equag8es de es—
timacdo em (2.4.3) s%o

ty; - x'blc)) + c*su

lxu]m m=1i,...,p (4.3.4)

I x
I#u, im
e para esta variag3o dos valores de c, teremos
bi(c) = (X'(ul)X(u])T’(X'(ul)Y(u‘) + c*su]xu? (4.3.5)

e portanto, b(c) é linear em ¢ e, assim, cada um dos resfduos

e (c) = y; - x'b(c) (4.3.6)

também o s3o.

Com isso, & possfvel encontrarmos o valor de ¢ para o
qual o segundo maior resfduo se torna igual a ¢, resolvendo as
2%Xn-2 equa¢des :

il

ei(c) c i¢u1

(4.3.7)

e (o) ~-c H‘ul
N 0O valor de ¢ ¢ o maior destas rafzes que n%3o seja maior
que c;. Isto define o valor c, e o fndice correspondente u,. Com
isso, temos o comego de uma Iindu¢3o e uma sequéncia monotdnica
C1+1Cor--- de valores de ¢, determinada de maneira que para cada
um destes valores, um dos resfduos € igual a ¢ e entre estes va-
lores, cada um dos coeficientes estimados e cada um dos residuos,
é uma fung¢iIo linear de c.

De posse dos valores de ¢ e respectivos parémetros es-
timados e resfduos, recomenda-se os graficos de:

i) elementos de b(c,) versus c,, g=1,2,...,06
il) os resfduos (ei(cg)} versus cg,g=1,2,...,0

Juntando os sucessivos pontos de 1) e i1), obtemos os
graficos de b(c) e (ei(cg)} versus ¢ para cg <c <K cyq.

N3o hd dificuldade em apresentarmos todos os resfduos
em. um mesmo grifico, mas para apresentarmos os griaficos em i) num
dnico grafico, serd necessirio reduzf{-los a uma mesma escala para
que possamos compard-los diretamente. Denby e Mallows, escolheram
padronizar com o intervalo interquartis. Desta forma, nos grafi-
cos em 1), teremos dispostos

ej*<c> = By (xy' - xp J=2,...p,
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onde x'' e x' 3o o= quartis superior e inferior de Kyjre++Xnj
Para pﬁdroni armos a constante 3‘ , Fazemos J

BI(c) = Bylc) = Bylcy,
pois o nosso interesse malor é a variacgdo deste em funcgad de c.
EXEMPLO_4.] Consideremos os dados'do exemplo 3.2; Denby e Mallows
utilizaram este mesmo exemplo e para efeito de ilustrag¥o, repro-

duziremos aquil o8 resultados encontrados peloa mesmoz. 0 modelo
proposto & :

AY = 31 + 827‘:2 + B3><3 + BQXQ + £

Ha figura 4.2, temos o grédfico de resfduos versus o
par@metro escala c, onde os 21 resfduos s%o i{dentificados pelas
letras A a U da seguinte maneira: ‘'A' corresponde ao resfduo da

obgervac¢do 1, 'B' ao res{duo da observacdo 2 e assim por diante.

Observe que o estado de cada resfduoc para cada wvalor
de h pode ser identificado atraveés da llnhas atravén da origem a
+45 e a ~45 graus. Estas linhas interceptam os tracos de residuos
num ponto, onde o resfduo & igual ao parémetro c¢, conforme as
equacdes em (4.3.7). Para cada valor de ¢, os resfduos que est3o
fora das linhas de 45 graus foram atenuados, e aos resfduos entre
as linhas de 45 graus foram atribuidos pesos integrais.

‘ Da figura 4.2, podemos concluir que os pontos A,C,D e U
tem resfiduos de minimos quadrados grandes e aumentam a medida que
c diminui e o restante permanece amontoado e se concentram mais
ainda com ¢ diminuindo. 0Os quatro ponteos A,C,D e U, correspondem
aos pontos 1,3,4 e 21, citados por Daniel e Wood[]12] como posai-
vels pontos aberrantes. :

A figura 4.3 mostra o grifico de b(c) versus o parame-

tro escala ¢, onde a letra 'A' corresponde ao parimetro B1 ‘B
ao parémetro 82, 'C' ao par@metro g, e 'D' ao par@metro g, . Nes-
ta figura, podémos notar que os pargmetros Bz e 84 ndo sofrem

mudang¢as consideraveis com ¢ decrescendo enquanto que os parame-
tros By e B3 sHYo instavels, particularmente B3 que mostra uma
trajetdria descendente bastante acentuada com ¢ decrescendo, man-
tendo esta tendéncla mesmo para valores pequenos de c¢. Este dis-
tuirbio pode ser devido 3 escolha da fun¢do de Huber que n3o eli-
mina os pontos que resultam em resfduos grandes, atribuindo a es-
tes apenas pesos menores, de maneira que os pontos considerados
aberrantes ainda continuem a exercer influéncia sobre os paréme-
tros, mesmo depols de serem atenuados. Observamos ainda que o pa-
rédmetro g ¢ pequeno para todo c. #*
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Estes graficos, como foram propostos, sdo eficientes pa-
ra a determinag3o de pontos aberrantes e conforme os autores,
ainda possuem um aspecto interessante que podem auxilliar na de-
terminag¢¥o de subconjuntos de pontos que exercem iIinfluéncia no
ajuste. Este fato pode ser notadoc no exemplo anterior, observando
og griaficos de resfduos versus o pardmetro ¢ e o gréfico de parsa-
metros versus o parametro c, conjuntamente. Observemos primeira-
mente, na figura 4.2, a linha correspondente 2o resfduc do ponto
1, denotado pela letra 'A', na abscissa 3.08, correspondente a
c(4). Esta linha sofre uma inflex¥o forte quando o ponto 1 & ate-
nuado e a mesma tendéncla é observada nas linhas B,C e talvez
‘ainda a linha D, correspondentes aos resfduogs das observagbes 2,3
e 4 respectivamente. Nesta mesma abscissa, c(4)=3.09, na fligura
4.3, a linha 'A' correspondente ao paridmetro B] ' sofre também
uma mudan¢a de tendéncia acentuada e a linha 'C' correspondente
ao parametro B, , mantem a sua trajetdria decrescente. Podemos
concluir, através destas observagBes, que os pontos 1,2,3 e pos-—
givelmente 4 exercem forte influéncia no parémetro B], e talvez
também no pardmetro 83 » qQuando o parametro de atenuacgio ¢ é
3.09. Esta influéncia, ‘presumivelmente, deve se extender ao caso
de mfnimos quadrados e nest2 sentido, exploraremos os pontoz su-
geridos por estes graficos, encontrando as medidas de influéncia
muitipla, D) para o caso de minimos quadrados.

Quadro 4.1 Medidas de influéncia miltipla - dados de amonia n%o
absorvida.

Subcongjunto D
(1,2,3,4> 7.9789
(1,2,3) 3.2034
(1,2,4) 0.6464
(1,3,4) 2.1203
(2,3,4? 0.4188
(1,2 0.0790
(1,3) 1.1140
(1,4 ' 0.5232
(2,3 0.0612
(2,4) 0.1028
(3,4) 0.4183

No quadro acima, temos o3 valores do D de Cook calculado
para o conjunto doz quatro pontos e de todos os subconjuntos me-
nores envolvendo estes mesmos quatro pontos. O valor de compara-
¢d0 ¢ 0.2604, o mesmo encontrado para o caso de um ponto, no
exemplo 3.2. Vemos que o subconjunto formado pelas observagles
1,2,3 e 4 exerce forte influéncia no ajuste e dos subconjuntos
menores, todos aqueles formados com 3 destes pontos sdo influen-
tes, notadamente o subconjunto (1,2,3). Sabemos que os dados fo-
ram tomados em 21 dlas consecutivoz e & Importante notar que as
observac@es pertencentes ao subconjunto mais influente & justa-
mente dos primeiros quatro dias. Este fato pode ser de grande
interesse e seria recomenddvel um estudo conjunto com o pequisa-
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dor responsévei pelo experimento.

Apesar de, neste exemplo, termos conseguido isolar um
subconjunto com quatro pontos exercendo forte influéncia no ajus-
te e tlustrar como estes graficos podem sugerir tais subconjun-
tos, hd situagles em que certamente deixardo de ser eficientes.
Consideremos uma situac¢do em que um ponto ou um subconjunto de
pontos seja muito influente e nestes casos, em geral, o(s) resf-
duo(s) correspondente(s) &(s3%o) pequeno(s). Como estamos traba-
lhando com o estimador de Huber onde os residuos determinam' a
constante a partir da qual serdoc atribuidos pescos menores e os
pontos que serdo atenuados primeiro sdo aqueles que tem residuos
majores, & possivel e bastante provavel que os pontos que s%o in
fluentes e tém residuos pequenos ndo sejam atenuados no intervalo
considerado pelo método proposto.

_ Ilustraremos esta situagdo através do exemplo seguinte,
que delxard evidente a necessidade de certos ajustes para o apro-
veitamento destas técnicas graficas como uma alternativa para a
dete¢do de subconjunto de pontos influentes. '

nimercos foram gerados da seguinte maneira: os oito primeiros pon-
tos foram encontrados ,por um processo aleatdrio, sobre a circun-
feréncia de raio 0.1, com centro no ponto (0.5,0.3) e aos pontos
9.« 10, atribuimos os valores (0.0,0.0) e (1.0,1.0) respectiva-
mente. Claramente, isto fard com que os pontos 9 e 10 sejam de
grande importdncia no ajuste, que podemos confirmar com um sim-
plos exame da figura 4.4,

fluadro 4.2 Dados gerados sobre a circunferéncia de raio 0.1 e
centro (0.5,0.5).

caso X y
1 0.5935 0.4645
2 0.4494 0.5863
3 0.5833 0.4550
4 0.5279 0.5360
5] 0.5085 0.5835
6 0.,5847 0.5531
7 0.4749 0.5968
8 0.5017 0.6000
S 0.0000 0.0000
10 1.0000 1.0000

Os parSmetros estimados por mfnimos quadrados s3o:

bl
b2

0.0609
0.9256

e o coeficiente de correlag¢dc miltipla R? = 0,8421.
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Quadro 4.3 Medidas de Influéncta - Dados do exemplo 4.2

caso y e h T D DFFITS
1 0.6103 -0.1458 0.1095 -1.6678 0.1399% -0.5848
2 0.4769 0.1094 0.1104 1.1558 0.0795 0.4071
3 0.6064 -0.1514 0.1084 -1.7581 0.1489% -0.6130
4 0.5496 0.0464 0.1000 0.4535 0.0127 0.1512
5 0.5325 0.0670 0.1004 0.6647 0.0265 0.2220
6 0.6021 -0.04830 0.1073 -0.4819 0.0154 -0.1670
7 0.5005 0.0963 0.1044 0.9924 0.0575 0.3389
8 0.5253 0.0747 0.1009 0.7474 0.0332 0.2503
9 0.06093 -0.0609 0.6236%k% ~0.9657 0.7790%xk -1.2429
10 0.9865 0.0135 0.5352%% 0.1806 0.0214 0.19328
t(7,0.05) = 1.885 F(2,8,0.10) = 0.1067 IDFFITS1>1
t(7,0.01) = 2.998 F(2,8,0.25) = 0.2985
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Ainda na figura 4.4, podemos notar que a retirada do
ponto 9 n¥o deve causar mudang¢a considerdvel no ajuste, o mesmo
acontecendo com o ponto 10. Isto pode ser constatado pelo quadro
4.3, onde temos as medidas de influéncia de cada ponto. Entretan-
to, parece evidente que se retirarmos oz pontos 3 e 10 simulta-
neamente, o ajuste sofrerd uma mudancga significativa.

No quadro 4.3, temos as medidas de influéncia para es-
tes dados e vemos que individualmente, segundo D de Cook, os pon-
tos 1,3 e 9 s30 Influentes e segundo DFFITS, o ponto 9. 0Os valo-
res de comparac#o estdo dados abaixo do quadro.

Nas flguras 4.5 e 4.6, temoz os graficos de dlagndastico
e como era de se esperar, os pontos 9 e 10 por terem resfduos pe-
quenos, ndo chegaram a serem atenuados fazendo com que ndo consi-
gam ser detectados por esta técnica, da maneira que foil sugeri-
da. : #

Huberi{l17] menciona este mesmo problema e para que pontos
influentes tenham menor peso na determinag¢gdo do modelo, sugere o
uso do resfduo dividido pela raiz quadrada de 1-h onde h & o ele-
mento da diagonal da matriz chapéu correspondente. Desta forma, a
funcgdo em (2.4.2), fica -

n .
_onde'
t2/2 It < c*(l-—hi)m
p(t) = A
ckltl - c?/2 it1 > ex1-hpY? .3.8

e as equagles em (4.3.72,

e;(c) = cx(1 - hpI2 #y,
(4.3.9)

ei(c) = ~ck(1l - hi)l/2 1#u,

Com isso, a posi¢¥o de cada ponto no espago gerado pelas
colunas da matriz de X & considerada, fazendo com que a pontos
mais distante do centdide dos dados sejam atribuidas ponderagfes
malores. Quanto mais distante do centdide dos dados estiver um
ponto, mais préximo de um serd o elemento correspondente da dia-
gonal da matriz chapéu e portanto 1-h serd pequeno e dividindo o
resfduo deste ponto pela ralz quadrada desta quantidade, faz com
que este ponto adquira-importancia mator.

EXENPLO 4.2 Continuag¥o. Veltando ao exemplo anterior e utilizan-
do esta sugest3o, construimos os grdificos de diagndstico, f{iguras
4.7 e 4.8, notamos que ainda n%oc & possfvel identificar oz pontos
9 e 10 como conjuntamente influentes. Embora estes pontos tenham
os elementos da diagonal da matriz chapéu grandes, ndo sdo sufi-
cientemente grandes para que facam os resfduos correspondentes

crescerem apdés o ajuste proposto em (4.3.9), a ponto de serem
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atenuados. Neste caso em particular, podemos ver na figura 4.7 o
ponto 9, rotulado pela letra 'I' cruzar a linha de referéncia de

-45 graus na abscissa ¢=0.11 aproximadamente. Entretanto, este
ponto n¥o foi atenuado nesta abscissa pois o ponto 2, rotulado
'B', apresentou residuo praticamente igual em valor absoluto ao

do ponto 9, sendo o resfduo do primeiro um pouco malor. Assim, ao
atenuar o ponto 2, o residuo do ponto 9 na prdéxima etapa passou a
ser maior em valor absoluto que o valor de c¢ da etapa anterior e
como o valor de ¢ consecutivo deve ser menor ao anterior, a linha
corregpondente ac ponto 9 cruza a linha de -45 graus sem que este
ponto tenha sofrido corte exalamente sobre ele.

A sequéncia de entrada dos pontos no conjunto C  &:

3,1,2,7,6 e 8, o que corresponde no grafico de resfduos as lelras
C,A,B,G,F e H. , #
Para que o metodo grifico em estudo seja eficiente, ase-

ria necessario que pontos com comportamento particular foszem
atenuados no infcio do processo de indu¢gdo de forma que posgamos
ver a vartacdo que sofre seu resfduo e a perturba¢do que este po-
de eventualmente causar em outros. Para tanto, tentaremos dar
malor importéncia aos pontos cujo h seja grande. Foram reallzados
estudos utilizando o resfduo dividido por 1--h correspondente ele~
vado a poténcia 1 e 2. Ou seja, generalizando a expressdo em
(4.3.8) ¢ (4.3.3),

n
Ly ety ToxB D)
onde
t2/2 It1 < cx(1-h; )k
p(t) = : «
ckltl - c?/2 It > ck(1-h;) (4.3.10)
'e as equac6es em (4.3.7),
e (c) = cx(1 - hpk 174, '
. (4.3.11)
o;(c) = <x(1 - hpk i 7u,

e tomando k=1 e k=2.

EXEMPLO_ 4.2 Continuag¥o. Nas figuras 4.9 e 4.10, temos os grafi-
cos de diagndstico resfduos versus h e par8metros versus h, res-
pectivamente, com a poténcia de 1-h, k=1, ou seja, os residuos
aqui sZ%o divididos por 1 menos o elemento da diagonal da matriz
chapéu correspondente. Aqui, a sequéncia de entrada ¢: 3,1,9,7,10
e 2, que corresponde as letras C,A,1,G,J e B na figura 4.11. De-
vido a uma variac¢do grande de escala, a figura 4.9 fica difictl
de ser interpretada, mas nos fornece a nog¢do de variabilidade que
a atenuac¥o de um ponto estd causando. A figura 4.11 é a mesma da
4.9, com escala maior e nesta podemos ver que a atenuagdo do pon-
to 9, rotulado 'I' é que causa a, perturbagdo em todos os pontos,
- notadamente no ponto 10, rotul ado Jdt. Nest.a mesma abscissa,
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aproximadamente 0.16 na figura 4.10, a linha 'A' correspondente
ao parémetro 8], sofre forte desvio para valor negativo e a 1i-
nha 'B' correspondente ao par3metro B, , uma Inflex3o moderada
para um valor positivo maior. Ainda, na sequéncia, o ponto 10,
rotulado 'J' & atenuado, causando novamente grandes perturba¢des,
notadamente no ponto 9 e também nos parémetros, conforme figura
4.10. Podemos concluir, portanto, que os pontos 9 e 10 sio con-
Juntamente influentes, como era de se esperar.

Nas figuras 4,12 e 4.13, temos os grificos de diagndsti-
co com k=2, ou seja, aqui{ os resfduos s%o dividies por 1-h ao
quadrado e estas mostram de maneira mais clara ainda a influénctia
dos pontos 9 e 10. A sequéncia de entrada dos pontos é 9,2,3,1,8
e 6 que corresponde as letras I,B,C,A,H e F. Como a importénctia
do ponto 9 cresce bastante com a ponderag¢do k=2, este ¢ o primei-
ro a ser atenuado e com isso, faz a presenca do ponto 10 szer de
grande influéncia, causando o desvio acentuado em seu residuo,
conforme podemoza ver pela figura 4.12. Na figura 4.13 temos os
pardmetros sofrendo também mudancas considerdveis no momento em
que o ponto 9 & atenuado. ’ #

Realizamos um estudo andlogo aumentande o ralo da cir-
cunferéncia sobre o qual os 8 pontos foram escolhides para 0.2.
Pretendemos com Isso, fazer com que a influéncia dos pontos 9 e
10, também tomadozm como (0.0,0.0) e (1.0,1.0), sejam mencores polis
estes estardo mais préximos do centro dos dadog. Assim, ¢ de se
egperar que os graficos de diagndstico para este caso consigam
detetar os pontos 9 e 10 como conjuntamente influentes somente
quando a poténcia de 1-h for malor.

EXEMPLO 4.3 8 pontos escolhidos ao acaso sobre a clrcunferéncla
de rajo 0.2, centrado em (0.5,0.5) e os pontos 9 e 10 como sendo
(0.0,0.0) e (1.0,1.0) respectivamente.

"Ruadro 4.4 Dados gerados sobre a circunferencia de raio 0.2 e
centro (0.5,0.5).

caso X y
1 0.4293 0.3129
2 0.6461 0.6366
3 0.5360 0.6967
4 0.4081 0.6777
5 0.6032 0.3287
6 0.3991 0.3273
7 0.4114 0.3207
a8 0.6472 0.6354
9 0.0000 0.0000
10 1.0000 1.0000

Os par8metros estimades por minimos quadrados sdo:
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b1
b2

0.0079
©0.9560

e o coefliclente de correlacdo miltipla R? = 0.7302.

No quadro 4.5, temos as medidas de ({nfluéncia indivi-
dualmente e podemos notar que {soladamente os pontos 9 e 10 n3o
s30 influentes e ainda, que os resfduos destes pontos s3o bastan-
te pequenos. Us elementos da ditagonal da matriz chapeu destes
dois pontos s¥o grandes, entretanto menores que ao do exemplo an-
terior, comc era de se esperar. 0Os valores de comparagio sHo os

mesmos do exemplo anterior, dados logo abaixo da tabela no quadro
4.3,

Quadro 4.5 Medidas de influéncia - Dados do exemplo 4.3.

caso y e h T D DFFITS
1 0.4183 ~-0.1054 0.1106 -0.6871 0.0314 -0.,2423
2 0.6256 0.0110 0.1325 0.0704 0.0004 0.0275
3 0.5203 0.1764 0.1013 1.2185 0.0782 0.4032
4 0.3981 0.2796 0.1171 2.3824%x  0.2374% 0.8674
5 0.5846 -0.2559 0.1155 -2.0453% 0.1954x% -0.7292
6 0.3895 -0.0622 0.1203 -0.3987 0.0121 ~0.1474
7 0.4012 -0.0805 0.1159 -0.5191 0.0194 -0.1880
8 0.6266 0.0088 0.1331 0.0560 0.0003 0.0219
9 0.0079 -0.0079 0.5406%% ~0.0695 0.0032 -0.0754
10 0.9639 0.0361 0.5132%x% 0.3098 0.0570 0.3180

Na figura 4.14, temos a dispers3o dos pontos do quadro
4.4 @ a reta ajustada por minimos quadrados e novamente & fdcil

ver que os pontos 9 e 10 determinam fortemente a iInclinag3o da
reta.

Ags figuras 4.15 a 4.22 s3%0 os graficos de diagndstico
com a poténcia de 1-h, k=0 e sucessivamente, 0.5,1 e 2. 0s pontos
9 e 10 s¥o detetados como conjuntamente influentes somente quando
k=2, figuras 4.21 e 4.22. Na figura 4.21, o ponto 9, rotulado 'I°
é atenuado na abscissa 0.125 causando forte desvio em si préprio
e no ponto 10, rotulade 'J'. Na figura 4.22, nesta mesma abscis-
sa, ogs pardmetros sofrem desvios consideridveis e isto nos leva a
conclulr que os pontes 9 e 10 s3do conjuntamente influentes.
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No exemplo zeguinte, egstudaremos uma outra situag3o e
veremos novamente que, os grificos com os ajustes devidos, s3o
capazes de nos fornecer informagBes valliosas. '

EXEMPLO 4.4 Tomemos novamente 8 pontos escolhidos ao acaso sobre
a circunferéncia de raio 0.1, agora centrade no ponto (0.1,0.1) e
o ponto 9 e 10 como sendo (0.5,0.3) e (1.0,1.0), respectivamente.
Os pontos encontrados est%o listados no quadro 4.6 e na figura
4.14 temos a dispersdo dos mesmos num grafico de x versus y.

Quadro 4.6 Dadoz gerados sobre a circunferéncia de raie 0.1 e
centro (0.1,0.1).

e e o i - —— = = M — . M - —— - ———

caso x® y
1 0.1858 0.1514
2 0.1742 0.0330
3 0.0713 0.0042
4 0.0101 0.0562
5 0.0142 0.0487
& 0.0393 0.1785
7 0.0085 0.1403
8 0.1126 0.0008
S 0.5000 0.5000
10 1.0000 1.0000

Os parametros estimadosz por minimos quadrados s%o0:

bl = 0.0094
b2 = 0.38545
© o coeflicliente de correlacdo miltipla R? = 0.9134.

Na figura 4.23, temozs a dispersdo dos dados e a reta
ajustada por minimos quadrados e por este grdfico podemos ver que
o ponto 10 parece exercer forte Influéncia no ajuste e que os
pontos 9 e 10 formari{am, provavelmente, um subconjunto muito in-
fluente.

Neo quadro 4.7, temos as medidas de iInfluéncia onde s%9o0
destacados o ponto 10 segundo os h 's, os pontos 2,6,7 e 10 se-
gunde D e o ponto 10 segundo DFFITS.

Como nos casos anterlores, os grédficos de dlagndstico
com poténcia O e 0.5 em (1-h) n3o conseguem detetar os pontos 9 e
10 como conjuntamente influentes. Ao usarmos a poténcia 1, & pos-
8f{ve] ldentificar o conjunto formado por estes dois pontos como
um provivel subconjunto influente através das figuras 4.24 e
4.25. Deixaremos de apresentar os graficos referentes as outras
ponderac8es por consgiderd-lags redundantes.
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Quadro 4.7 Medidas de Influéncia - Dados do exemplo 4.4

cago y e h T D DFFITS
1 0.1868 -0.0354 0.1008 -0.3599 0.0081 -0.1205
2 0.1757 ~-0.1427 0.1016 -1.7149 0.1338% -0.5766
3 0.0775 -0.0733 0.1222 -0.7795 0.0445 -~-0.2908
4 0.0191 0.0371 0.1458 0.387S 0.0144 0.1603 .
5 0.0230 0.0257 0.143¢% 0.2669 0.0068 0.1094
) 0.0470 0.1325 0.1335 1.5870 0.1630% 0.6228
7 0.0176 0.1227 0.1465 1.4475 0.1582% 0.5997
8 0.1169 -0.1161 0.1111 -1.3144 0.0989 -0.4646
9 0.4867 0.0133 0.1938 0.1420 0.0028 0.0696
10 0.9639 0.0361 0.8009%% 0.8082 1.3734%% 1.6211x%
Y
c_‘.f?
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-0. 48 Zo. 20 6. 68 6. 20 .42 0. 60 8. 60 i. 00 1. 20

Figura 4.23 Grafico x versus y - exemplo 4.4
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parametros
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Figura 4.25 Grafico de parametros x c - exemplo 4.4
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. .Repetimos novamente a mesma situag¢do, aumentando o railo
da circunferéncia para 0.2.

EXEMPLO 4.5 8 pontos escolhidos ao acaso sobre a circunferéncia

de raio 0.2 e centro (0.2,0.2). 0Os pontos 8 e 10 s3o, respectiva-
mente, (0.5,0.5) e (1.0,1.0).

Quadro 4.8 Dados gerados sobre a circunferéncia de raio 0.2 e
centro (0.2,0.2)

caso x y
1 0.1252 0.3855
2 0.3666 0.08394
3 0.2100 0.0003
4 0.0182 0.1166
5 0.34936 0.3327
6 0.123%9 0.0151
7 0.0021 0.1713
8 0.2072 0.3999
9 0.5000 0.5000
10 1.0000 1.0000

Oz par3metros estimados por minimos quadrados s%o:

bl
b2

0.0560
0.8444

n o

‘e o coeficiente de correlacg3o miltipla R? = 0.6854.

Na figura 4.26, temos a dispers3o destes dados e a reta
ajustada por mIinimos quadrados. Note que o ponto 9 ndo estid tLHo
distante do restante dos pontos e que o ponto 10 determina forte-
mente a inclinagfo da reta. No quadro 4.9, temos ressaltado este
ffato pela coluna dos h's. Neste mesmo quadro, a medida D destaca
os pontos 1,2,3 e 10 como influentes e o DFFITS, o ponto 10.
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Quadro 4.9 Medidas de influéncia - Dados do exemplo 4.5.

caso v e h T D DFFITS
1 0.1617 0.2238 0.1348 1.4302 0.1410x% 0.5646
2 0.3655 ~-0.2761 0.1074 -1.8721 0.1607% -0.6496
3 0.2333 -0.2330 0.1082 ~-1.4777 0.1154% -0.5148
4 0.0713 0.0453 0.1846 0.2651 0.00396 0.1303
5 0.3512 -0.,0185 0.1045 ~-0.1021 0.0007 ~-0.0349
6 0.1606 -0.,1455 0.1354 -0.8603 0.0599 -0.3404
7 0.0577 0.1136 0.2061 0.6886 0.0659 0.3509
8 0.2309 0.1690 0.1088 1.0006 0.0611 Q.3497
9 0.4782 0.0218 - 0.1562 0.1244 0.0016 0.0535
10 0.9004 0.0996 0.743B%%x  1.1172 1.7573%%  1.9036%
Yy
8 10
- +
g
[
8
[
3
g
(3
&
G-
b3
& ¢ +5
g
e
A
[
<
(]
s -e.20 8. 69 0. 29 6. 40 6. 60 6. 88 1. 60 i. 20 x

Figura 4.26 Grifico x versus y - exemplo 4.5
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Nas figuras 4.27 e 4.28, temos os graficos de diagndsti-
co com a poténcia de (1-h) igual a 1. A figura 4.27 mostra um as-
pecto interessante. NHeste caso, devido a particularidade destes
dados, & possfivel distinguirmos dois subconjuntos que possfvel-
mente sdo influentes. Note que o ponto 10, rotulado 'J', ao ser
atenuado, flaz com que o ponto 9 rotulade 'l' e numa escala menor,
o ponto 5 rotulado 'E' tenham a mesma tendéncia, Indicando que
estes trés pontos podem formar um subconjunto. Da mesma maneira,’
temos os pontos 4,6 e 7, rotulados 'D','F' e 'G' com um ligeiro
acréscimo em seu resfduo, indicando também que podem formar outro
conjunto. Estes sels pontos poderiam formar um uUnico conjunto se
tivéssemos um ndmero maior de observagdes. Como em nosso caso te-
mos apenas 10 pontos, n%o teria sentido considerar um subconjunto
com a maioria dos pontos. . . #

Para confirmarmos os subconjuntos encontrados nos exem-
plos 4.2 a 4.5 como iInfluentes, aconselhamos calcular a medida D
para influéncia miltipla. Abaixo, exlbimos as medldas calculadas
para cada um dos subconjutos detetados pelos métodos griaficos co-
mo influentes.

Quadro 4.10 Medidas de influénclia mitipla -~ Exemplos 4.2 a 4.5.

Exemplo Subconjunto D
4.2 (9,10) . 81.8891
4.3 (3,10) 0.7637
4.4 (9,10 62.2867
4.5 (9,107 7.2482

(5,9,10 14.1134
(4,6,7) 0.0284

Como podemos ver, todos os subconjuntos encontrados pelo
método grafico podem ser considerados altamente influentes, a me-
nos do subconjunto (4,6,7) do exemplo 4.5 o qual tomamos apenas
para averiguagdo. Os valores de compara¢do sdo os mesmos utiliza-
dos para a medida D do caso unidimensional e que consta no quadro
4,3. Para termos uma melhor ideéia de quanteo um dado subconjunto é
influente, podemos interpretar os numeros ao quadro acima da se-
guinte maneira: calculando a probabilidade de que uma varidvel
com distribuigd3o F com 2 e 8 graus de |iberdade seja maior que a
quantidade D encontrada e esta probabildade nos fornecerd a idéia
de quanto a estimativa b(.) se afasta de b, ou seja, para um con-
torno de quanto em relagdo a b. No exemplo 4.2, a retirada dos
pontos 9 e 10 desloca b(9,10) para um contorno de praticamente
100% em relag% a b. No exemplo 4.3, para um contorno de 50% e no
exemplo 4.4,para um contorno de 100%. No exemplo 4.5, o subcon-
Junto (9,10) para um contorno de 88% e o subconjunto (5,9,10) pa-
ra 99, 8%. .

Tomaremos mais um exemplo para {lustrar a eficiéncia
destes graficos.
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EXEMPLO 4.6 Os dados do quadro abaixo sdo referentes a um estudo
realizado na Universidade de Califdérnia em Los Angeles sobre cia-
nose. A varidvel X é a 1dade, em meses, em que a crianga pronun-
ciou a primeira palavra e Y é a pontuac¢do de adaptacdo Gesell pa-
ra cada uma das 21 criancas. Os dados foram obtidos por Mickey,
Dunn e Clark[1l8] e sdo também estudados por Cook e Weisberg. Es-
ta € a razdo pela qual tomaremos como exemplo pois teremos assim,
como checar nossos métodos.

Quadro 4.11 Dados de pontuacfo de adaptac¢3o.

caso x y caso pe y
1 15 95 11 7 113
2 26 71 12 9 96
3 10 83 13 10 83
4 9 91 14 11 84
5 15 102 15 11 102
6 20 87 16 10 100
7 18 93 17 12 105
8 11 100 i8 42 57
9 8 104 19 17 121

10 20 94 20 11. 86
21 10 100

Na figura 4.29 temos a dispers3do destes pontos e o ajus-
te linear simples por minimos quadrados tragade. Podemos eviden-—
ciar o ponto 139 como possfvel ponto aberrante e os pontos 18 e 2
parecem exercer forte influéncia no ajuste.

Os parSmetros estimados por minimos quadrados sdo:

bl
b2

109.8738
~-1.1270

i

No quadro 4,12, temos as medidas de diagndstico onde na
coluna h, a observacdo 18 se destaca bastante. 0Os residuos stu-
dentizados ressaltam o ponto 19 e conforme o teste respectivo, &
considerado ponto aberrante. As medidas de influéncia D e DFFITS
destacam os pontos 18 e 139 como influentes, individualmente, com
major evidéncia para o primeiro.

Nas figuraé 4.30 e 4.31 temos graficos de diagndstico

como foram propostos por Denby e Mallows. No primeiro, resfduos
versus o parédmetro escala c, podemos ressaltar somente o ponto
19, rotulado 'S', como ponto aberrante e todos os residuos perma-

necem quase constantes com ¢ decrescendeo. Aa ordem de entrada dos
pontos no conjunto C é 19,3,14,11,20,5,17,4,2,10,15,7,12,9,8,1 =
16. No segundo grafico, par@metros versus c, a linha 'A' corres-
pondente ao par8metro bl sofre ligeiros desvios que n3o est3do as-
socjados 3a atenua¢do de nenhum ponto, conforme o grifico de resf-
duos e o pardmetro b2, representado pela linha 'B' permanece
constante com ¢ decrescendo.
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Figura 4,29 Grafico x versus y - Dados de pontuagao de adaptacio

Quadro 4.12 Medidas de Influéncia - Dados do exemplo 4.6

saso y e h T D DFFITS
1 92.9690 2.0310 0.0479 0.1840 0.0009 0.0413
2 80.5721 -9.5721 0.1545 -0,9416 0.0815 -0.4025
3 3898.6040 -15.6040 0.0628 -1.5108 0.0717 -0.3911
q 99.7309 -8.7309 0.0705 -0.8143 0.0256 -0.2243
5 92.96930 9.0310 0.04793 0.8329 0.0177 0.1869
2 87.3341 -0.3341 0.0726 -0.0306 0.0000 -0.0086
7 89.5880 3.4120 0.0580 0.3112 0.0031 0.0772
8 97 .4770 2.5230 0.0567 0.2297 0.0017 0.0563
9 100.8579 3.1421 0.0799 0.28399 0.0038 0.0854
10 87.3341 6.6659 0.0726 0.6177 0.0154 0.1728
11 101.9849 11.0151 0.0308 1.0508 0.0548 0.3320
12 939.7309 -3.7309 0.0705 -0,3428 0.0047 -0.0944
13 98.6040 -15.6040 0.0628 -1.5108 0.0717 -0.3911
14 97 .4770 -13.4770 0.0567 -1.2798 0.0476 -0.3137
15 97 .4770 4.5230 0.0567 0.4132 0.0054 0.1013
16 28,6040 1,.3960 0.0628 0.1274 0.0006 0.0330
17 96.3500 8.6500 0.0521 0.7983 0.0179 0.1872
18 62.5403 -5.5403 0.6516%x% -0.,8451 0.6781%kkx -1,1558%
19 30.7150 30.2850 0.0531 3.6070%% 0.2233% 0.8537x%
20 97 .4770 -11.4770 0.0567 -1.0765 0.0345 -0.2638
e 98.6040 1.3960 0.0628 0.1274 0.0006 0.0330
£€(18,0.05) = 1.734 F(2,19,0.10) 0.1059 IDFFITS | > 0.6489

s LI S T N0 F(2.29.0.25) = 0.2915
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parametros
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de adaptacgao
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Para detetarmos subconjunto de pontos influente, foram
construidos gréaficos de diagndstico com (1-h) elevado as potén-
cias 0.5,1 e 2. Apresentaremos aqui, somente os gréficos com a
poténcia 2 as quals permitiram visualizar e identificar de manei-
ra mals clara os possf{veis subconjuntos influentes. '

Nas figuras 4.32 e 4.33, temos os griéficos de resfduos
versus c e par8metros versus ¢ respectivamente. Vemos na figura

4.32 que o primeiro ponto atenuado foi o 18, representado pela
letra '‘R', destacado como influente individualmente no quadro
4.12. Este ponto, ao receber ponderag¢Zo menor, tem seu resfduo

‘bastante aumentado e a mesma tend&ncia & notada nos pontos 2,6,7
e 10, destacadamente o ponto 2. No grifico s¥THo representados res-
pectivamente pelas linhas '‘B','F','G' e 'J'. Na figura 4.33, ve-

mos que os parametros sofrem grande variagdo no momento em que o
peonto 18 & atenuado.

Com {sso, podemos sugerir o =subconjunto formade pelos
pontos 2,6,7,10 e 18 como possfivelmente influente. No quadro que
seqgue, calculamos a medida de influéncia miltipla D para o sub-
conjunto e também para todos os menores constituidos por elemen-
tos deste subconjunto.

Quadro 4.13 Medidas de influéncia miltipla - Dados de pontuagZo
~de adaptacgZo. ' .

subconjunto D subconjunto D

(2,6,7,10,18) 30.7035 (6,7,18) 0.8591
(2,6,7,10) 0.0209 (6,10,18) 0.5863
(2,6,7,18) 15.3387 (7,10,18) 0.3231
(2,6,10,18> 17.1768 (2,6 0.1000
(2,7,10,18) 9.4300 (2,7 0.0599
(6,7,10,18) 0.4818 (2,10) 0.0300
(2,6,7) 0.0742 (2,18) 6.3688
(2,6,10) 0.0375 (6,7 0.0029
(2,6,18) 11.3878 (6,10) 0.0164
(2,7,10) 0.0173 (6,18) 0.9304
(2,7,18) 7 .4568 (7,10> 0.0369
(2,10,18) 7.40489 (7,18) 0.6063
(6,7,10) 0.0409 (10,18) 0.4137

Os valores de comparac3o s¥o as mesmas dado no quadro
4.12. Confirmamos, assim, que o subcon,junto formado pelos pontos
2,6,7,10 e 18 ¢ muito influente. Dos subcon,juntos com 4 pontos, o
formado pelos pontos (2,6,10,18) é o mais influente. Dos formados
com 3, o subconjunto (2,6,18) e dos formados com 2, o par 2 e 18
s¥o mals influentes. Note que todos estes subconjuntos incluem os
pontos 2 e 18. Entretanto, comeg¢ando com o par (2,18), a inclus%o
do ponto 6 causa um aumento considerdvel no valor de D . Da mesma
forma, ao inclulr o ponto 10 e finalmente o ponto 7.
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Par%metros
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Cook e Welsbergllll, estudando estes mesmos dados, che-
garam a conclus¥o de que o par (2,18) & altamente influente. N3o
mencionam,'entretanto, qualquer subconjunto com mais de 2 pontos.

Voltando ao exemplo 4.1, dados de amonia n3o absorvida,
construimos os griaficos de diagnéstico com a ponderag%o 1-h 2s
poténclas 0.5,1 e 2. Nas figuras 4.34 e 4.35, temos os grificos
de diagnestico resfduos/(1-h) versus ¢ e parémetros versus c,
respectivamente. Podemos ver de maneira mais clara na figura
4.34, que os resfduos das primeiras quatro observagdes possuen
comportamentoc semelhante com c diminuindo e principalmente sofrem
grandes desvios quando o ponto 2 (B) & atenuado. Nesta figura,
notamos um fato interessante. As linhas E,F,G,H e I, correspon-
dentes aos pontos 5,6,7,8 e 9 também se comportam de maneira se-
melhante aos pontos 1,2,3 e 4, embora os desvios sofridos por es-
tes sejam em menor escala. Mals ainda, as linhas J,KE,L,M e N,
correspondentes aos pontos 10,11,12,13 e 14, comportam-se de ma-
nelira mujto semelhante depoiz que o ponto 4 & atenuado. Em zegui-
da, os resfduos dos pontos 15 e 16, representados pelas letras O
e P, desvia-zce para valores menores no momento em que 2 & atenua-
do. Todos consecutivos. Isto deve-se, talvez, ao fato de as ob-
servacgdes terem sido tomados em dias consecutivos.

. Calculamos mals alguma medidas de Influéncia mitipla en-
volvendo estes novos pontos e constatamos que os subconjuntos
formados pelos pontos 10,11,12,13,14 e 5,6,7,8,9 s%o influentes.
Ainda, se unirmoz os subconjuntos (1,2,3,4) com (5,6,7,8,9) temos
um- aumento considerdvel no valor da estatfstica D e a remo¢%o
destes pontos moverd a estimativa para um contorno de praticamen-
te 100% em rlag%o a b. Os pontos 15 e 16 n%Ho constituem um sub-
conjunto influente. Entretanto, o subconjunto formado por estes
dois pontos e 1,2,3,4 também causa um <crescimento considerdvel
em D

subconjunto. D

(1,2,3,4,5,6,7,8,9) 27 .1468
(5,6,7,8,9) 2.5621
€10,11,12,13,14) ©0.9870
(15,16) 0.0914
(1,2,3,4,15,16) 11.5548
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CAPI{TULO 5

CONCLUGXQ

Como fol discutido em 4.2, a deteg¢Ho de subconjunto de
pontos influente esbarra em limitacBes sérias em mua identifica-
¢330 dado o numero multo grande de cdlculos que deveriam ser fel-
tos. Preocupamo-nos entio em encontrar um método alternativeo para
a determinag¢do de tais subconjuntos. Um método que reduzisse sig-
nificativamente a quantidade de cdlculo. Identificado o subcon-
Junto, o cdlculo da medida de influéncia miltipla para este sub-
conjunto especifico ¢ feito sem mailores problemas.

As técnicas graficas propostas neste trabalho, embora
sejam de caracterfstica exploratdéria, mostraram-se bastante efi-
cazes na ldentificac3o de subconjuntos de pontos que exercem in-
fluéncia sobre o ajuste. :

Com relag¢¥o a medida de influéncia miltipla, optamos por
trabalhar com a medida proposta por Cook a qual permite fazer
comparagfes atraveés de uma distribuligdco de referéncia, no caso a
distrifuliglo F.

Um outro aspecto muito importante que o estudo destea
graficos nos permitiu visualizar & com rela¢3o a ponderacio nos
resfducs proposta por Hubkerl17 1., Recordande, Huber propfés tomar o
ponto de corte da funcdo em (2.4.2) como ck(l—hif 2 como forma de
atribuir pesos menores a pontos com Influéncia grande no ajuste,
Utilizando ezta sugestdo, conatruimos oz nossos graficos de diag-
néstico e notamos que esgta ponderagdo n3o € suficiente para que
pontos Influentes sejam atenuados. Pudemos notar que um ponto
conseguiria um destaque malor, somente quande o elemento da dia-
gonal da matriz de proje¢des correspondente for multo prdximo de
um. Propusemos, entdc, generallzar a poténcia de (1-h) e tomamoz
para os nossos propdézlitos, a poténcia 1 e 2. Com isso, os pontos
influentes passaram a ser melhor evidenciados e conseguimos fazer
com que estes fossem considerados no infcio do processo de indu-
¢3o0 para a determina¢¥o do conjunto C.

Evidentemente, ao aumentarmos a poténcia de 1-h, podemos
estar dando import8ncia maior a pontos que ndo sejasm de fato im-
portantes. Entretanto, em nosso caso, isto pode ser colocado en
cheque calculando as medidas de influéncia miltipla para os su-
conjuntos encontrados.

Em todos oz exemplos deste trabalho, foram construidos
os gréaficos de dilagndstico com as poténcias k=0, 0.5, 1 e 2 en
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i-h. Em todos, os grédficos que permitiram visualizar melhor e
consequentemente identificar possfveis subconjuntos influentes,
foram aqueles com k=1 ou 2, dependendo do caso.

Em suma, dado um problema de regress3o linear e encon-
trado o melhor ajuste, recomendamos em seguida encontrar as medf-
das de influéncia unidimensionais, construir os grificos de diag-
néstico com k=0, 1 e 2 e calcular as medidas de influ8ncia milti-
pla para cada possfvel subconjunto que os graficos indicarem.

Uma desvantagem deste método & que quando o numero ,de.
observactes for grande, o grifico de resfduos versus o parametro
escala c pode se tornar diffcil de ser interpretado. Nestes ca-
808, sugerinog construir doils graficos, ou quantos forem necessi-
riog, com os dados particionados.

Os programaszs computacionals elaborados para este traba-
lho, encontram-se no apéndice e sdo em numero de trés. U0 primei-
ro, chamado ‘regressdo’, encontra o ajuste por minimos quadrados
o fornece os arquivos de entrada para os outros programas. 0 . se-
'gundo, chamado 'gréfices’', fornece os dados para a construg¢do dos
graficos de diagndstico e o terceiro, calcula a medida de ({n-
fluncia mitipla.

Estes programas, embora envolvam quantidade conzidarivel
de cdlculos e de memdria, ndo s8do demorados. Num problema com 24
observacBes e 10 par8metros, o programa 'graficog’ que 6 .o mais
lento, precisou de aproximadamente 2 minutos.

Todos os programas foram escritos em pascal e o equipa-
mento utilizado foi o Itautec 1-7000. Por terem sido wescritos e
executados em microcomputador, estes programas sofrem uma restri-
¢%0 séria quanto ao numero de observacgles e de par8metros em vir-
tude da capacidade de memdria do equipamento.

Os grificos foram construidos utilizando a rotina VPLOT
e a impressora gréfica do equipamento VAX/Sistema VMS versdo 4.2.



AP ENDICLCE
 PROGRAMAS

i. Regressio.

Este prourzma foi elzabhorsdo sxclusivamente para efetn
ajustes por minimos guadrados, fornecer as medidas de

nastico unidimensionais € gErFar arqllivos qQuUe Servirso
trada para os pulros dois programas.

pProgram regressac;

type mat=arragli..22,1i..227 of real:;
vetor=arrayli..323 of real;
vetori=arragli..11]d of real;

Towvar

“h mat;

Y,€e vetor;
dados,saida,szidal,caida2 text.
arqgsai,arquivo,aradat ,,arqi:stringfi43;

nlin,ncol,i,i,k,1,chave linteger

colin tarrayfi..iid of boclean;
.. beep,1+,cr,chv ‘char;

ivar vetori;

sqres,s,si,dmin reali

procedure multnvi(c mat:;d vetor:nlc,nccintegerichvichar);
var

ik, id linteger
begin
“for ik:=1 to nlc do
beagin ‘
elLik1:=0;
iJ:=1i;
repeat
eCikli=elikI+clik, igIxdLijld;
iJ=ijg+i;
until ijXncc:
if ({chv="s') ar {(chv='5"')) then
writeln(saida,elikl: 15:4);
end;
end; -
procedure multiplicadr,t matinlr,nlt,nct, 1,2 integerichv charl;
vair
ik,11,id linteger;
begin
for ik:=1 to nlr do
begin

for i1:=1 to nct deo
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begin
hLik,i11:=@;
iJi=1;
repeat
hCik,i13:=hCik,ild+rCik,ijI=®tCij,ild:;
tdi=1j+1;
until igXalt;
it ({chv="g') or (chv="S")}) then
writel(saida,kCik,i13:F1:¥2);
end ;
it ((chv="s5"') or (chv="8")) then
writein{(saidal;

end;
end;
procedure transpoe(g mat});
var
iJ,ik linteger;
begin

for ij:=1 to nlin do
for tk:=%1 to ncol do
whik,13g1:=glij,ik1d;
end;
{%i sweep2.pasl
begin
clrscr;
beep =chr (7)1 =chr{i®)icr =chr{i3);
writeln(beep,1f,1¥F," ':149, 'DIGITE O NOME DD SEY ARGUIVO DE
D&DOS E TECLE ENTER',14):
readln{arquivol;
writeln(beep,1+,1F,' ':10,'DIGITE O WOME DO SEU ARQUIVD DE
SAIDA E TECLE ENTER',1¥3;
readln{arasail;
writelni{beep,1¥,1¥,cr,"' ':10,'QUAL O NOME DO ARQUIVD DE DADOS
PARA 05 GRAFICDS?',1T.,cr ) :
readlnf{arqil;

assign{dados,arquivo);assigni{saida,arqsailiassion{saidad,arqil;

reset{dados);rewrite{saidalirewritceci(saidall;
writelni(beep,1+,1F," ':15,'A REGRESSAD E COM CONSTANTET
(S/HY',1%%;
readln(chv};
writeln(saidaz,chv);
readln{dados,nlin,ncol};
it ({(chv="s') or {(chv='S")} then
begin
chave::=2;
ncol =ncol+i;

for i:=f to nlin do
begin
wOi,43:=4:;h[1,13:=1;
end;
end
else

chave =1;
for j: =i to ncol do
ivarLjgJ:=1;
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dmin:=ie-904;
for i:=1 to nlin do
begin
for j:=chave to ncol do
begin
read{(dados,«Li,JdJ3);
hlLj,i3:=xCi,J3;
end;
vreac (dados,yEi3);
readlin{dadog)i
end; . ‘
write(saida,1+,1F,1F," ':25, MATRIZ XTX',1+,1+.cr);
multiplicath,x,ncol,nlin,ncol, 15,4, 's"');
for i:=1 to ncol do
sweep{ncol,i,hl}; :
write(saida,1+,1+,1¢," ':15, 'MATRIZ INVERSA DE XT¥ ',1+,1+%.,cr);
for i:=1i to ncol do

beoin
for j:=1i to ncol do
beain
it J2i then KLy,ild:=hCi,jd;
writel(saida hUi,jl1:15:6);
writeln{saidaz2,hLCi,Jjl};
end;
writeln{saidal);
end;

transpoe(:);
nultiplicach,x,ncoel,ncol,nlin,8,4,'n");
write(saids,1F,1F,1F," '":1i5,'05 PARAMETROS ESTIMADOS
san’,1+,1T,cr);
multnv(h,y,ncol,nlin, 's');
for i:=1 to ncol do
writeln(saidaZ,elid);
transpoef:);
multiplica(x,h,nlin,ncol,nlin,8,4,'n'Y;
multmvi(h,y,nlin,niin, 'n'd;
s5qresi=¢;
writeln¢bhesp,1+,1F,"' ':1i5,'GUAL O NOME DO ARGUIVD DE
SAEIDAP(HATRIZ CHAPED ',1F,cr);
readlnf{arqgdat);assign(saidai,arqdat)irewrite(saidal).
writeln(saidai,nlin:5,ncol:5);
for i:=1i to nlin do
begin
for k:=1 to nlin do
wrritelni{saidai,hli,ki:8:6);
wli,i1d:=eli1;
wLi,21:=9y4L iJ—eliJ;
#Li,33:=hCi,id;
writelni(saidad,xCi,23,=xLi,33);
sqres . =sqrestsqr{=<Li,23};
end;
s.=sqres/(nlin-ncoll; .
write(saida,1f,1F,1F," ':46,'yaj’',"' ':14,'e',’ '":144,'R'," "
43, e, T 143y
write(saida, 'tal’,’ ':43,'D'," ':42,'DFFITS',1+,1F,cr);
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for i:=i to nlin do

begin

writeln(saidal,=x[i,23);
#Oi,43'=xLi,2 /sart(s*(i-hLi,i11));
si:=(nlin-ncol)*s/(nlin-ncol-1i}-csaqr{(xLi,21)/
({nlin—ncol~-1)*(i-hCi,i13));
®Li,91:=«Li,2)/sqrt(six{(i-hLi,i1));
xCi,6]:=sqr(xfi,41)#hli,i1/(ncol#*{(i-hTi,i1));
#Li,7):=xLi,93%(saqrt(hLi, i1 J/7C1-hLi,133));
for j:=1i to 7 do
write(saida,xLi,J3:15:4); !
writelni{saidal;

end;

writelni{saidai,s);
close(saidaz);
close{szid=zi);
close(saida);

end .

2. GBraficos.

Fornece os dados para = construgio dos graficos de dimandstico.
Este programa foi claborado seguno o wnigoritmo pronosto por
Denby e Mallows em [133.

program denby_mallows;

tuype

»

vayr

mat =arrayli..1i9,1..10] of real;

mat i =arrauyli..231,1i..161 of real:;

vet =arrayli..i1] of real;
-vetor =arraylLi..3i] of real;

nome =gtringli41;

i,d,a,u,nl,nc,modo integer;
indice,chave,sinal linteger;

‘h,hi : mat;

b,bi,q,xi,bh,bhi vet

r,y,dizg,ri vetor;
arquivo,arqsai,arql ‘nome;

grafpar,aratres Inome;

dados,saids,data text;

arf,arvi ‘text;
beep,1¥,cr,chv,cont char;

mm, max, interc reali

quatrt tarrayii..2,i..817 of real;
ind ‘arrayli.. 311 of integeri
® mati;

{%i multmv.pasl
procedure prepara;

begin

clrscribeep =chr(7)ilf :=chr(id®)icr =chr{(i3};
writeln(been,1¥,1F," ':4i@, 'ENTRE COM O NOME DO ARGUIVO LE DA&DOS

E TECLE ENTER',1f,cr);

recadln{arauivo)l;
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writelﬁ(begp,l?,l?,' ':i%, "ENTRE COM D NOME DO ARQUIVO DE DADOS
(MATRIZ X E VETOR Y)',1Ff,cr;

readln(arqgi);

assign(dados,arquivoliassigni{data,arqi)ireset (data);

reset (dados);

end;
procedure preparali;
begin
writelni(beep,1¥,1F,"' ":10,'QUAL A POTENCIA DE {(i-h)?

(B se 8,5 se 6.5,1 s 1 e 2 se 23", 1F,cr);
readln{modol; :
writeln(beep,1F,1F," ':40, 'ENTRE COM O NOME DO ARGUIVO DE SAIDA

E TECLE EMTER',1f.cr;
readln{arasail; v
assign{saida,argsaidirewrite{saidal;
for i:=1 to nl do

begin
case modo of
@ rCildi=rilid; v
SrCidi=riliJ/sgrt (i-dizmgli l1);
$rfidi=rilid/(i—diaaglid};
2 rLidi=rili3/csqr{i-diagli 1};

end;
indCit1:=@;
end;
for i:=1 to nc do
begii

for j:=1 to nc do
hLCi,dil:=hili,J1;
bCid:=bili1;

bhiLil:=@;
bhL i1:=0;
qCili:=0;
endi;
interc:=hL11;
for i:=2 to nc do
bhiCLid:=bLid*¥(quartl2,il-aquartli,il);
g-.=1;
writeln(beep,1f,1¥,"' ':10, 'ENTRE COM O NOME DD ARQUIVO PARA

PLOTTER(RESIDUDSY ', 1¥,cr);
readln(grafres);
writeln(beep,1+,1+,"' ':410, 'ENTRE COM 0O NOME DO ARGUIVD PAKA
PLOTTER(PARAMETRGSY' ', 1¥,cr);
readln{grafparli
assionferf,grafres)irewrite(grf)iassion(arfi, grafpar);
rewrite{(gr¥il;
end;
procedure leitura;
begin
readln(dados,chv);
readlnd{(data,nl,ncl;
it chv in ['s','S'] then
begin
chave: :=2;
nc:=nc+i;



for i:=1i to nl do
#“Li,13:=1;
end
else
chave:!=1;
for i:=1i teo nc do
for j:=1 to nc do
readin{dados,hili,dJ);
for i:=1i to nc do
readinf{dados,bilid};
for i=1 to nl do
beagin
readln{dados,riliJ,diagli 1};
for Jj:=chave to nc do
read(data,x[i,Jj1};
read{(data,yli]d);
readln(datal;

end:
end;
procedure quartis{ab mati);
var
w ‘real;
troca,v integer;
begin
for i:=2 to nc do
begin
abl22,i1:=ie+06;
repeat

troca .=6;
for j:=1i to nl do

beagin
it abLi+1i,i3{abilj,i]
then
begin
wi=ablg,id;
ablLj,i1:=ablj+41,1iJ;
abLj+4i,il =w;
troca:=1;
end;
end;
unt il troca=o;
end;
ii=trunc(nl s4);
it nl/4-us@
then
for i:=2 to nc do
begin
quartCi, i J:=ablfu+i,id1;
quartfZ, i d:=ablnl-u,il;
end
else

for i:=2 to nc do
begin
quartli,iJ:=(ablu, i J+ablu+i, i 1)}/2;
quartl2, i :=(ablni-u—1, i I+abinli—u, i3}/ 2;

a3 ]
om



end;
end;

procedure maxabs(z: vetor);
begin
max:=zLil:;indice =1;
for i:=2 to nl do
it abs(zLild)>abs{max)

sinal =trunc{(max/abs(=Ci1)};

then
beain
max:=zLi1;
indice:=i;
end;

for i:=1 to nc do
wilidi=«lindice,il;
indCild:=indice;
end;
procedure maxKimo(z vetor)l;
begin
max:=z[i1diindice:=1;
for i:=2 to nl do
it =zLiJ3dmax

then
begin
max:=zLi1;
indice:=i;
end:;

end;
procedure iteral(a matiaux:vet);
var
d, ¥, 1 ‘real;
begin
d:=0;f:=0; 1 :=0;
for i:=%1 to nc do
begin
fo=%+auxl i I=xbL i J;
fil:=FfitauxLiIxqlil1;
end;
multmvinc,nc,a,auxl;
for i:=1 to nc do
gd:=dtauxl i Ixxili3;
for i:=1 to nc do
beagin
for j:=1 to nc do
begin

Wi, g =auxliIxauxl j1;
hCi,i3:=hLi,j3/7(4i-d?;
hCi,jJ3:i=ali,jgd+hiti,43;

end;

BbLid:=bLid-(yLindicel-Ftid¥auxl i 1/(i-d);
qLiJ:i=ql i J+(Fi+sinalysauxLi I/ (i~-d);

end;
end ;
procedure calcula;
var

pao.a9



¥, ,maxi,max2,w real;
agai,agal vetor;
indicei linteger;
begin '
for u:=1 to nl do
begin '
F:=0; f1i:=06;
for i:=1 to nc do
begin
Fi=Faelny, i IxbL i,
Fi:=Fi+xfu,idnglid;
end;
case modo of
Gy i=1+F1;
Siwimsqgri(i-diagial)+¥i;
iwi={i-digaelul)+Fi;
Ziwi=aqr(i—-diagfal)+Fi;
end;
it w=8 then agaiftul =@ else agailul:={(ylul-F)/ u;
casce modo of
@ w:=—i+F1i;
Siwi=—gart{(i-diagbul)+Fi;
fTiwi=—{i-diagluli+§fi;
2w=—gqgr(i-diaglaldd+fi;
end;
it w=0 then aga2lul =@ else aga2lul=(ulul-F)/u;
end;
for i:=1 to g-1i do
begin
Ji=indLid;
agail j3:=6&;
aga2L jl:=0;
end;
mm:=abs{manl;
repeat

maximol{aoaid;
if maxd=nm~1ic-&46 then agailindicel =0;
unt il max{(ma—-ie—04;
maxl i =max;
indicei =indice;
repeat
maximno{agall;
it maui=mm—ie—04 then zmgallindicel: =6
unt il mex{(mmn—-is—6s4;
maxe: =may;
it maxir>max2
then
begin
max =maxi;
indice:=indicel;
end
else
mas i =maxd
indlgi=indice;
for i:=1 to nc do

Paz.?e
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begin
wiLiJd:=xCindice, il
bBhLi3:=b{i3+abs(max)¥*qalil;
bhiCiJ:=bhLiJ*(quartl2,iJ-quartli,il};
end:

bhiCLi13:=bhL[iJ-interc;
for i:=1 to nl do
begin
F=0;
for j:=1 to nc do
Fi=F+xLi,33xbrL s ,
case modo of
QrLidi=(yLi1-F)i
SrLidli=(yLiJ-F)/ sart{i-diaali3);
1vL i di=(gLi3-F)/{i-diaglid);
2irLidi=(yLid-Fi/sqr{i~diaglid);

end;
sinal i=trunc(rlindicel/abs{rLindicel});
end;
Procedure BESCreve;
begin .
for i:'=1 to 74 do
writel{saida, 457,
writeln{(saida,1f,1T,' ':35,'qa = ',a);
writel{saida,l1¥,1F," ":6, 'PARANMETROS'," ':6, 'PARAGHETRGS (L ");
writeln(saida,’' ':59, 'PARAMETROS{h) PaDR.',’
] PG, "RESIDUGS ' ,IF,1F,cr)
for i:=i to nc do
writeln(saida,' ':2,'b',i,"' 'LbLiJ:40:4," ':4,BRCi1J:12:4,
PriB,bhiCid1L04, " Ti6,i2,rL i 2149043 .
for t:=nc+i to nl do
writeln(saida,' ":60,i:2,r011:10:4);
write(saiga,l1¥+,1¥); )
writelnf{saida,' ':16,'h{(',g,') = '",abs(max) ' 2:4,"' ':5,'linha’,
indicei4);
write(saida,1+,1+,1F,crd;
write{arf,abs{max) 8:4);
writelgrfi,absimax} 8:4);
for it:=1 to ni do
write(grf,rLil:B:4);
writein{grfl;
for i1:=1 to nc do
write(grfi,bhifid:1@:4);
writelnigrfil;
end;
begin{programa principall
prepavrai
Teitura;
quartis(x);
cont:="g";
while cont in L's',’'S'] do
begin
preparali;
maxabs(r);
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ESCIrevVE;
iteralth,:xid);

g:=2;
repeat
calcula;
ESCreve|
iterath,xil);

I=g+i;

unt il ginl-nc-2;

close(saidal;

close{ar¥);

close(gr£1);

writeln(beep,1¥,1F,' ':16,’ 'DESEJA CONTIHNUAR?

(S/7MY',1%,cr);
readln(cont};
~end;
end.

3. Influéncia mitipla.

m

Calculza a medida de influéncia miltipla suserida por Cook
Weisberg em L1133

program minftl; ,
type mat=arrayli..10,1..1i83 of real;
vetor=arrasii..i6] of real;

var
i,d.,k,1,m,ncol integer;
el, ivar vetor;
indice arrayCi..i9d ot integer;
argsai,araquaivo letrinalid3;
beep,1¥,cr,cont ‘char;
hi, ident,ab ‘mat;
dagos,saida text
colin tarrayli.. 91 of boolean:
d,s,dmin ‘reali;
e arrayli..3221 of real;
h arrayCi..32,1i..321 of real;
procedure preparaj;
beain

clrscribeep =chr(7);1¥:=chr(id®);cr =chr{(i3);

writeln(beer,17," ":145,'GUAL § MOHME 00 ARGUIVO DE
DAGOS?(MATRIZ CHaPEYU)Y ", 1%);

readln{arquivol;

assion{dados,arquivo)ireset {dados)i

writelni{beep,1+,1+," ':115, 'QUAL O NCHE DD ARQUIVDO DE
SAIDA?',1T);

readin{arqgsail;

assigni{saida,argsailirewrite{saidal;

end;
procedure preparai;
begin
writeln(becp, 1+, '":115,'QUAL O TAMANHD DO CONJUNTO?' , 1+

readin(m);



writeln(beep,1f,1F,"' ":4i5, 'ENTRE COM O NUMERD DA LINHA E

TECLE ENTER',1+);
for 1i:=1 to m do
readln{indicelil);

end;
procedure leituraif{le a matriz chapeul
var
n,kk tinteger;
begin

readln{(dados,n,ncol);
for i:=1i to n do
for j:=1i to o do
. readlin{dados , hli,j3);
for i:=41 to n do
readln{dados, el i1);
readln{dados,s);
for i:=1 to 1€ do
for j:=1 to 1@ do
icdentli, il =@&;
dnin:=ie—94;
end;
procedure menorifconstroi o menor de dimensao mJl
var

kk linteger;
begin
for j:=1 to m do
hegin
k. =indiceljl;
eiLgdi=elld;
ivarCjl:=1;
for 1:=1 to m do
begin
Ckk=indicel 11;
hilj,13:=hCk,kk3;
it J=1
then
identfLj,11:=4
else
identCj,11:=@;
identLj,13:=identlJ,11-hilj,13;
end;
end:;
end;

{%i sweepl.pasl
{%i muitmm.pass
{%1 multmvi.pasl
procedure calcuala;
begin

for k=1 to m do

sweep{m,k, ident);

=1 tom do

for

for j:=1 to m do
it J»i then identLj,il:=identli,Jl;

pPac.23
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multiplicalm,m,m, ident,hi);
multiplicatm,m,m;hi, ident);
mualtmvi{ident,ei,m,m);
d:=0;
for i:=1 to = do
d.=d+eiliI®ivarLil;
d:=d/{s*¥ncol); . :
write(saida,' ':10¢, 'INFLUENCIA MULTIPLA DOS PONTOS'):
for i:=%1 to m do
write(saida, indiceliJ:4);
writeln{(saidalswriteln{saidal;
writeln(saida,' ':26,d:40:4,1F,1+F,1F,cr;
end;
beginfproarama principall
pPrepara;
leitura;
cont:='g';
while {(cont="s5") or {cont="'5'}) do
begin .
preparal;
MEN QY ;
calcula;
writeln(' ':4i0, 'QUER CALCULAR PARA MAIS CONJUNTG?
(S/NY'");
readln(cot);
end;
close(saidali
end.

4. Procedures inclusos nos programas anteriores.
4.1 Sweep. Inverte uma matriz simétrica.

PROCEDURE sweep (numesc,kk ! INTEGER :;var mzatriz MAT)Y
VAR
ii,JJ : INTEGER
de,be,ce : REAL ;

BEGIN
de ‘= matrizCkk,kk1 i
IF ((de{dmin) aND {(ivarifkk3=13>) THEN colinlCkk1 := TRUE ;

IF NOT colinCkk ] THEN BESGIN
FOR ii:=41 TO numesc+1 DO BEGIN
IF ii{>kk THENW BEGIH
IF 1idck THEN be :=
ivarDiiJI®ivarfkk I¥matrizCkk, iil/de
IF ii{kk THEH be = matrizLii,kki/de i~
FOR Jjij:=ii TO numesc+i DO BEGIN
IF jJ{>kk THEN BEGIN
IF jJj{kk THEN ce =
ivarCjjI¥ivarCkk JxmatrizLjd,kk3 ;
IF Jj>kk THEN ce = matrizlCkk,jgd ;
matri=Cii,Jjdd = matrizLii,dJl — beXce ;
END ;



pag.?o

END ;
END ;

END ;

IF kk{>4 THEN FOR ii:=1 TO kk-1 DO
matrizlii,kkd = -matrizLii,kk1/de ;

FOR ii:=kk+i TO numesc+i DO
matrizCkk,iil = matrizCkk,iil/de ;

 matrizCkk, kil = i/de ;
ivarLkkd = — ivarlfkk1 ;
END

END ; ’ ' ]

4.2 Multiplica. Multiplica dums matrizes.

procedure multiplica(nla,nlb,nch:integer;amativar b . mat);
var ,
ik,il,iJ Cinteger;
aux tmat;
begin ‘
for ik:=i to nla do
for ii:=1 to nch do
begin
auxlik,113:=6;
ij:=4%;
repeat
auxCik, i1):=auxlCik,ilJ+alik,igJi®*bLij,ill;
ijgr=ij+i; '
until iJg»nlb;
end;
for (k=1 to nla do
"For il:=i to nch do
bLik,il1d:=auxlik,ill;
end; .

4.3 Multmv. Multiplica matriz por vetor.

procedure multmv(nlh,nch:integerihh mativar yy:vetl;
var

tk,iJ linteger;
iv tarrasbi..31]1 of real;
begin
for ik:=1 to nlh do
begin
ivh thk J:=0;
id:=%1;
repeat
ivhikdJd:=ivhikI+hhl ik, i jI#gylijd;
iJd:=iJj+i;
until ijXnchi;
end;

for ik:=1 to nlh do
yyL ik 3:=ivl ik J1;
end;

-
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4.4 Multmv. Maltiplica matri=z por vefor(usado em influsncia
mitiplad.

procedure multmv(h: matiy:vetorinlh,nch integerd;

var
ik,id integer;
begin -
for ik:=1 to nlh do
beain ) '
ivarLik1:=0;
iJd =1;
repeat
ivarCikJI:=ivarDikI+hCik, ijgJIxyLijdi
iJi=ij+i;
cuntil iJd’nch;
end;

- end;
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