
T /ONIC AKP 
N1ij5m 

~TODO? Í:>E DIAGN6S'l'ICO EM REGRESSÃO 

LINEAR E SUA EXTENSÃO PARA O CASO 

DE MAIS DE UMA OBSERVAÇÃO INFLUENTE 

SIMULTANEAMENTE 

PAULO HI DEO NAKAMURA 

UNICAMP 

UNIVERSIDADE ESTA-DUAL DE CAMPINAS· 
\NSl\lUTO DE .M~lEMÁl\CA, ES1~1\S1\C~ E C\tNC\A DA COMPUTAÇlO 

I 

CAMPINAS - SAO PAULO 
. - BRASIL 



.. ,.. 

ft~TODOS DE DIAGNóSTICO EM REGRESSAO LINEAR E SUA 
EXTDiSXO PARA O CASO DE MAIS DE UHA OBSERVACXO 

IHFLUEHTE SIHULTANEAMEHTE 

Esta exemplar corrasponda à rada­
ç~o final da tesa davldam~nte 

corrigida a defendida pelo Sr. 
Paulo Hldeo Nakamura e aprovada 
pala Comiss~o Julgadora. 

Campinas, 30 de julho de 198G . 

Prof. Dr. tJ.Dachs 

Dissertaç~o apresentada ao Insti­
tuto de Matemática, Estatí8tlca e 
Ciência da Computaç~o , UNlCAMP, 
como requisito parcial para a ob­
tenç~o do Título de Mestre em Es­
tatística. 

uNtcAMt' 
cENTRAL 

BlBL\OlECA 
I .. '--· 



Aos meus Pais. 



Em reqress~o linear, têm ~ido intensamente discutidas 
técnicas de diagnóstico que permitam detetar pontos que exercem 
forte influência no ajuste. Neste ~rabalho, est~o descri~as as 
medidas de diaqnóstico comu~ente utilizados para quantificar a 
influência de pontos ou subconjunto de pontos. 

A ident1f1caç~o de pontos que sejam influentes indivi­
dualmente 6 feita, sem grandes dificuldades, analisando as medi­
das de diagnóstico para cada observaç~o. Um aspecto multo impor­
tanto do problema é a ident1ficaç~o de mais de uma observaç~o 

que, conjuntamente, sejam influentes e os problemas em detetar 
"tais subconjuntos s~o discutidos. 

~ apresentado um método gráfico proposto por Denby e 
Mallows para análise de ~esCduos, baseado em métodos robusLos de 
a_iu~:te. É de~:envolvido um método swáfico, semelhante ao de Denby 
e Ma 1 1 ows, usando e adaptando uma con.jotur'a de Huber, para dete­
ç~o exploratór·ia de ~ubconjuntos de pontos influente~. 

Estes qráficos, denominados qráficos de diaqnóstlco, fo­
ram c.onstru i do~ para vár i o·s c.on.iuntos de dados e se mostr·ar<:1m 
eficazes na identificação de subconjuntos. Após a deteção, podo­
se usar o D de Cook múltiplo para uma anál 1se formal. 



In linear reqresslon analysls several diaqnostlc tech­
nics have been exlenslvely dlscussed. These lechnlcs are almed al 
delecling polnls thal may have a strong lnfluence on lhe fltted 
model. In lhls work are dlscussed Lhe mosl commonly usod of Lhese 
lechnics with enfasys on lhe melhodology for deleclion of one or 
more polnts lhal may be simullaneously lnfluentlal. 

Tl:e idenlificalion of individual polnls thal may be in­
fluenl!al ls done w1lhoul ma.jor diflcullies usinq diaqnoslic mea­
sures lhal are evalualed for each observatlon. A very important 
aspecl of lhe problem emerqes when lhe alempl 1s made Lo !dertlify 
sets of several polnls lhat are slmutaneously lnfluentlal. 

A qraphlcal melhod, proposed by Denby and Mallows for 
lhe analysls of residuais, based on robust methods of fittinq is 
presenled. Wilh lhe use and adaplallon of a con.jeclure of Huber a 
new graphical method, similar lo lhe one of Denby and Mallows, is 
proposed for lhe exploralory delecllon of sels of polenlial ly 1n­
fluenl1al points. 

These diaqnosl!c plols were lhen compuled and are pre­
sent for sevoral sels of data showlnq a very qood potentlal In 
lhe delcclion of sels of influcnllal poinls. Afler delcclion, 
Cook's multlple D, or other alternativa tochnlcs can bo use for 
more formal analysls. 

• 
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lBIRODD~IO 

Num probl~ma de regress~o, entre as várias anális~s para 
o completo entendimento dos dados e a espec1Cicaç~o de um modelo 
que se ajuste, de Corma a traduzir a realidade da melhor maneira 
possível, está a Case de diagnóstico. É de consenso de todos os 
pesquisadores, que este estudo é imprescindível e t~m sido o aR­
sunto de muitos trabalhos publicados na área de regressão. 

Dado um problema de ajuste, devemos primeiramente, d~Ci­
ntr um modelo e escolher um método de estimação dos par§metros do 
modelo assumido, baseado em algum critério de distância. Com al­
gumas suposições probabilísticas sobre o modelo, alguns testes de 
adequaç~o do modelo poder~o ser executados, simultaneamente com a 
análise de resíduos. A análise de •·esíduos, com as várias técni­
cas gráCicas e testes, permite veriCicar as suposições ~ssumidas 

e podem sugerir mudanças no modelo. Além disso, possibilita os 
primeiros contatos com pontos que se ajustam mal e que possam t~r 
tnCluência desproporcional no modelo. A detecç~o de problemas com 

·o ajuste começa com a análise de resíduos e portanto, começa o 
trabalho de diagnose. A tdentiCicaç~o de pontos ou conjunto de 
pontos que têm influência forte no ajuste e a quantificação d~sta 
influência será o objetivo seguint.e. A preocupação em detectar 
tais pontos, deve-se ao Cato de que a presqnça destqs pod~ in­
fluir decisivamente no ajuste, de maneira que o modelo estimado 
seja baseado quase que somente nestes poucos pontos em detrimento 
da maioria dos dados. Isto acarretaria na determinaç~o de um mo­
delo que poderia levar a conclusões totalmente erradas. 

A ocorrência de pontos-ou conjunto de pontos que in­
fluenciam o ajuste, n~o necessariamente s~o ruins. Pode ocorr~r 

situações em que s~o perfeitamente explicáveis no contexto do 
problema e Cornecer conclusões interessantqs, 

A quantificaç~o da influência de um ponto sobre o ajuste 
é feita, basicamente, retirando-o e veriCicando como os parâmq­
tros se alteram com a sua exclus~o. Dado que um ponto causa alte­
raÇões significativas nas estimativas, a exclusão definitiva des­
te, deve ser feita com muito cuidado. Para tomarmos uma decis~o 

deste tipo, devemos estar convictos de que a observaç~o foi real­
mente registrada indevidamente. 

As técnicas para se detectar influência ponto por ponto, 
ou seja, a influência de uma observação no ajuste s~b relativa­
mente simples e não necessitam de um número grande de operações 
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para serem determinados. 

Ent.retant.o, se qui sermos estudar a I nf 1 u&nc 1 a de con,)un­
t.o de pontos, a quantidade de cálculos aumenta muito, e ainda, se 
o con,junto contiver ·mais de dois pontos, o problema se tor·na al­
qebrtcamete intratável e computacionalmente inviável. Este fato 
será argumentado no capítulo 3. 

O objetivo dest.e t.rabalho é estudar este problema e pro­
por um método alternativo para a determinação de con.junto de pon­
tos lnfluent.es simultftneamente, baseado em uma técnica propo~ta 
por Denby e Mallows num artigo publicado em 1977I13J. 

Neste trabalho, concentraremos os estudos em modelos de 
regress~o linear de posto completo, ou seja, a matriz de delinea­
mento, que denotaremos X, tem posto completo e os valores desta 
matriz serão considerados constantes. 

No capítulo que seque, relataremos brevemente o proble­
ma de aproximação de modelos lineares, na. qual introduziremos 
técnicas de estimaÇão, definições e notações que serão necessá­
rios ~ara os capítulos seguintes. 

No capítulo 3, descreveremos as técnicas de dlaqn~st.lco 

de uso mais comum. Os problemas alqébrlcos e computacionais que 
surqem quando quisermos encontrar qrupos de mais de um ponto, que 
po~_sam, conjuntamente, exercer forte influência no a._juste, será 
tratado no capítulo 4, assim como a descrição de um método alter­
nativo de deteção de pontos influentes utilizando reqrea~~o ro­
busta. Este método poder· á, como veremos,. trazer qrande. a.)uda na 
identificação de subconjuntos com mais de um ponto que posGa 
exercer forte 1 nf 1 uênc i a sobr·e o aJuste. 

Os métodos de diaqnóstico descritos aqui, são em qeral 
.aplicáveis em situações em que as observações s~o obtidas ~em uma 
estrutura de delineamento previamente estabelecida. Nos casos em 
que há um planejamento de maneira que os valores de X s~o obtidos 
conforme o desejo do expertmentador, muitas vezes não há necessi­
dade de estudar a influência de pontos. 

:-. ;.~ .. ~: 
. ·.· ... · .. 
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Este capítulo tem como objetivo, fornecer subsídios para 
o acompanhamento deste trabalho. Neste sentido, abordaremos de 
maneira breve o problema de ajuste de modelos lineares, estimação 
de parâmetros e formalização de alguns testes. 

Um problema de regressão consiste basicamente em, dado 
um conjunto de observações de um mecanismo.ou fenômeno, procurar 
explicá-lo através de um modelo linear na qual as observações ou 
resultados experimentais possam ser escritos como função àe ou­
tras variáveis que são chamadas de regressaras ou suportes, que 
em nosso caso, serão considerados constantes, ou variáveis expe­
rimentais que são controlados pelo pesquisador e que slo obtidas 
com erro negligível. 

2 .~i O AJUSTE DE UK MODELO L I NEAR 

Sejam y
1 

,y
2

, .•. ,yn as observações e x 1 ,x2 , .•• ,x os re­
gressares e suponhamos que Yj pode ser escrito segundo opseguinte 
mode 1 o 1 i near 

yi =8 1 xi 1 +82 xi 2 + ... +Sp xi p + E i <2.1.1) 

onde B1 , ••• ,Bpsão parâmetros desconhecidos e E a flutuação ou 
erro inerente ao experimento e suponhamos ainda que estes erros 
slo variáveis aleatórias com média zero, variância o 2 e são nlo 
correlacionados, ou seja, 

onde, 

s 1) E ( E~ = o r V ar (E:. ) = a 2 i= 1 , ... r n I 

52) Cov<E:i ,E:J> = 0,
1

i!=j 

Este modelo é chamado modelo de Gauss-Markov. 

Escrevendo na forma matricial, teremos 

y = 

y=X8+E: 

y 
n 

B = 

(2.1.2) 
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xll x12 x13 xlp 
El 

x21 x22 ~3 ~p E2 

X = ................ E = 
. . . . . . . . . . . . . . . . 

En 

xn 1 xn2 xn3 · · · xnp 

Consideremos a primeira coluna de X constante igual ~ 1, 
ou seja, x11 =~ 1 = ... =x, 1 =1 e particularmente neste trbalho, os 
vetores colunas da matriz X serão escolhidos de maneira que sejam 
linearmente independentes. Desta forma, X terá posto completo 
igual a p. 

Os parâmetros 8 1 ,8 2 , ... ,8p devem ser estimados segundo 
algum critério de distância e na secção seguinte, abordaremos al­
guns métodos que serão mencionados no decorrer deste texto. 

2.2 ESTIHADOR DE KfNIKOS QUADRADOS 

Um dos métodos para se obter um estimador de 8 é o méto­
do de mínimos quadrados que consiste em minimizar f Ej com res­
pe~to a 8, isto é, minimizar 

.. ,.• 

~E = I I y - X 8 I 12 

que pode ainda ser escrito 

e!E = <y - X 8 > ' <y - X 8 > 

= y'y - 2 8 ·x·y + 8 ·x·x 
e diferenciando com relaçâo a 8, teremos 

ou seja, 
-2X'y + 2X'Xb = O 

X'Xb = X'y 

Multiplicando ambos os lados por <X'X)1 teremos 

-Consequentemente, teremos o vetor y ajustado 

(2.2.1> 

<2.2.2> 

<2.2.3) 

<2.2.4) 

e chamando H = X<X'X)1 X' conhecido como matriz chapéu pelo fato 
de colocar chapéu em y, 

y = H.Y <2.2.5) 
. e ainda, 
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e = v - v = v - Xb = 

= y - X< X' X f 1 X ' v = y - Hv 

= < I - H >v <2.2.G> 

que s~o chamados resíduos. 

H é uma matriz de projeções ortoqonais e portanto simé­
trica e idempotente. Por ser idempotente, seu traço é iqual a seu 
posto, ou seja, 

n 
t h .. = traço<H> = posto<H> = p. 
i•l 11 . 

De <2.2.4), podemos notar que y é uma combinaç~o linear 
dos vetores colunas de X e estes s~o supostos linearmente inde­
pendentes e portanto o espaço qerado pelas colunas de X, que 
chamaremos C<X> é de dim8ns~o p e minimizar <2.2.1) consiste em 
encontrar o vetor y E C<X> tal que 

11 y -y 11 2 = minll y -y 11 2 

yE:C<X> 

e portanto, o valor mínimo de e'e é dado por 

e'e = (y- y)'(y- y) 

= y'y - 2b'X'y + b'X'Xb 

= y'y - b'X'y + b' <X'Xb - X'y> 

= y'y - b'X'y por (2.2.2) 

= y'y ~ b'X'Xb <2.2.7> 

que é chamado de soma de quadrado de resíduos <SQRes). 

Os estimadores de mínimos quadrados s~o n5o viciados, 
únicos, de variância mínima e dizemos que são BLUE <Best Linear 
Unbiased Estimates). 

Das suposições em <2.1.2), temos 

= B 

e a matriz de variância e covariância V é 

V<b> = V[(X'X>-1X'yJ 

= <X'X>-1X"V<y>X<X'X>-1 

= a 2 <X'X>-1 



e 

e 

De <2.2.G) temos 

V<e> = V [<I - H>yJ 

= <I - H>V<y> <I - H> 

= a2 <I 

portanto, 

Cov (e i, e j) 

De <2.2.5), temos 

- H> 

2 =a <-h·.), 
I J i :lj 

V<y> = V<Hy> = HV<y>H' = a 2HIH' =a 2 H 

O estimador de a 2 é dado por 

<y- Xb>' <y- Xb> SQRes 
=. -----

n - p n - p 
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<2.2.8) 

(2.2.9) 

que é o quadrado médio de res(duos e é um estimador 
de a 2 

não viciado 

_.,.. 

A soma de quadrados total y'y pode ser decomposta na so­
ma de quadrados de regress'ão e soma de ~uadrados de resíduos, ou 
seja, 

SQT = SQR + SQRes 
onde 

SQT = y'y 

SQR = y'y = y'HHy = y'Hy 

SQRes = e'e = y'<l - H>'<l - H>y 

= y' <I - H>y. 

Então, 
y'y = y'Hy. + y' <I - H>y <2.2.10) 

Até agora, nos preocupamos ~omente 8m ajustar um modelo 
linear a um conjunto de dados. Entretanto, se desejamos fazer um 
estudo mais detalhado com relação aos parâm~tros estimados e ao 
ajuste propriamente, tais como quantificar a magnitude dos parâ­
metros, construir intervalos de confiança para os par5metros e 
testar hipóteses, é necessário estabelecer uma estrutura probabl­
lfstica no modelo. Para tanto, acrescentaremos uma suposição às 
estabelecidas em <2.1.2). 

54) E 1' s tem di str'i bu i ção norma 1 . <2.?.11) 
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EsLa suposição, aliada à S3, implica que que Ei 's são 
tndependenLes e portanto, o vetor aleaLórto E Lem distribuição 
normal n~variada com veLor de médias O e maLriz de variância e 
covarlância o 2 I. 

Com isLo, Leremos 

i> y "'N<X6 , o 2 1> 

i i) b "' N < 6, (1 2 <X 'X r 1 > <2.2.12) 

O Teorema de Fisher-Cochran nos assegura que as formas 
quadráLlcas y'Hy e y' <I - H)y são indapendenLes e têm distribui­
ção qui-quadrado não central com p e n-p graus de liberdade, res­
pecLivamente. A Labela de análise de variâncla usual fica 

FonLe de Graus de 
Variação I Liberdade 

-----------1-------------
1 

Regressão I p 
I 

-----------1-------------
1 

Resíduo I n - p 
I 

-----------1-------------
1 

ToLal I n 

Soma de Quadrado 
Quadrados I Médio 

--------------1-----------
1 y'Hy 

y'Hy I ------
1 p . 

--------------1-----------
1 y'<J-H>y 

y'(J- H>y I ---------
1 n - p 

--------------1-----------
1 

y'y I 

e assim, o quociente do quadrado médio de regressão pelo quadrado 
médio de resíduos Lem distribuição F não central com p e n-p 
graus de liberdade. O parâmetro de não centralldade será nulo so­
mente quando X6 = O e portanto, um teste de adequação do modelo 
poderá ser construido testando as hipóteses 

H: :X6 = O 
K: X6 1 O. (2.2.13) 

Frequentemente, estamos Interessados em testar a contri­
buição de um parâmetro isolado ou de alguns parâmetros no modelo, 
ou seja, verificar se estes parâmetros são nulos. Isto é equiva­
lenLe a impor restrições aos parâmeLros de que sejam nulos, que 
significa, em suma, fazer o ajuste retirando as variáveis regres­
saras correspondentes aos parâmetros e verificar se a retirada 
destas afetam significativamente o ajuste inicial. Ao retirarmos 
as variáveis regressaras, a parcela da soma de quadrados de re-· 
gressão explicada por estas no ajuste inicial, se somaró à soma 
de quadrados de resíduos e assim, uma medida da importância des­
tas variáveis poderá ser dado pelo acréscimo na soma de quadrados 
de resíduos. 
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Um conjunto de restrições lineares nos par§metros pode 
ser expresso como 

F' a = d 

onde as m linhas de F são supostas linearmente independentes. No 
caso particular em que quisermos testar se m par§metros são 
iguais a zero, para cada linha de F faremos corresponder a um pa­
r§metro e a linha que cuida do j-éslmo parãmetro será composta d8 
zeros a menos na j-ésima coluna onde o valor será 1 e tomaremos o 
vetor d nulo. 

O problema é encontrar b tal que 

sujeito a Fb = d 

Não exibiremos aqui, o desenvolvimento algébrico para 
chegarmos à expressão do acréscimo na scima ~e quadr~dos devido à 
restrição F a =d, denotada por ASQ<F a =d), que poderéi ser encon­
trado com detalhes em [ 6J. 

O acréscimo na soma de quadrados devido à 
Fa =d é dado por 

.. ,.. AS Q <F a =d > = < Fb - d > ' [F <X ' X > -lF ' J -t < Fb - d > 

restrição 

(2.2.14) 

e se d=O, pelo teorema de Fisher-Cochran, pode ser mostrado que 
ASQ<Fa =0) tem distribuição qui-quadrado com número de graus de 
liberdade igual ao. posto de F e independente da soma de quadrado 
do resíduos. 

Assim, se estamos interessados em testar se um ou alguns 
par§metros são iguais a zero, 6 razoável tomarmos como medida a 
quantidade (2.2.14). Quanto maior for o acréscimo na soma de qua­
drados devido à restrição Fa =0, maio1~ será a importãncié! dos pa­
rãmetros sujeitos à restrição. 

Considerando as hipóteses 

H: F a= O 
K: Fa I- 0, (2.2.15) 

é natural que se aceite a hipótese H se o acréscimo na soma de 
quadrados devido à restrição for pequeno e a estatística de teste 
é dada por 

ASQ<F a =O> 
<2.2.15) 

que tem distribuição F com me n-p qraus de liberdade. 
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2.3 ESTIHADOR DE HfHIHOS QUADRADOS PONDERADOS 

A aupoRlç~o em <2.1.2) de que a varlãncla do orro é 
constante e iqual para todas as observações é estabelecida na 
maioria dos casos por n~o a conhecermos de fato. Entretanto, em 
alquns casos, o conhecimento de características dos dados podem 
fornecer informações sobre a variância do erro e estas podem sP.r 
incorporadas no processo de estim~ç~o dos parâmetros. 

Generalizando um pouco mais, suponhamos que conhecemo~ o 
valor de uma matriz simétrica e positiva definida S, tal que a 
matriz de covariãncia de é dada por V<E>= 0'

2 5, com a 2 n~o ne­
cessariamente conhecido. ERte caso ainda pode ser tratado e SP. 
encontra discutido em vários textos. 

Para o nosso propósito, tratarP-mos de um caso particular 
em que os elementos de E s~o n~o correlacionados mas as variân­
c i as n~o s~o todas i quais. Ou se. i a, o caso em que 

s = 
o 

O modelo será ent~o da forma 

.. ,.. 
y = 

i 
i =1, ... , n <2.3.1) 

onde 

V ar < E í) = a 2 w i i=l, ... ,n 

Dividindo todos de (2.3.1) por 11/WI, 
. r i ânc i a a 0'2 , ou se,j a, 

reduziremos a v a-

Yt 1 xi2 ~~E 
E • I 

= s,--- + 62--- + ... + Bp + 
lw. IWI IWI IWJ rwt I 

i =1, ... , n 

que pode ser escrito na forma matricial como 

<2.3.2) 

onde 

1/~ x 1t.l yÇJ X 1pi/Wl 

y 1/ vW1 1/~ Xu/~ x1rfw2 

z = g = 

yn/~ 

1/ ;w- xllt./ rw ... Xnr/~ 
n . n n 
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Bl El/IW'l 

~ = B2 e <5 = . 
BP 

E //W"" 
n n 

e aqora, 
v ( <5) = 0'21 

e o caso pode ser tratado como de mínimos quadrados ordinários e 
portanto, o estimador de mínimos quadrados ponderados de B , que 
denotaremos 6, será 

(2.3.3) 

2.4 ESTIKADORES ROBUSTOS 

Um método de estimação alternativo que é menos sensível 
a mudança nos dados, ou seja a presença de pontos r~gistrados in­
devidamente ou erros observacionais, é chamado robusto. Este mé­
todo faz com que a violação leve de uma suposição, por exemplo a 
normalidade dos erros, não afete gravemente os testes e in~erva­

los de confiança construidos com base nesta suposição. É portanto 
usado, quando a distribuição do erro é simétricR mas tem· caudas 
mak~ longas que a da distribuição normal, ou seja, quando os des~ 
vios observados são maiores do que os esperados se os erros fos­
sem normalmente distribuidos. O procedi~ento robusto faz com que 
as observações que deram origem a desvios maiores do que esperá­
vamos tenham menor importância ou menor influência nas estimati­
vas dos parâmetros. 

Uma classe importante de estimadores robustos pertence à 
classe de estimadores H que são do tipo máxima verossimilhança. 

No caso específico de regressão, estes estimadores são 
obtidos minimizando uma função de resíduos diferente da soma de 
quadrados. Sejam b* o estimador de B e· xj a i-ésima linha da 
matriz X. Então, para alguma função p , b* é aquele que minimi7a 

n 
i~l p<yi - xiB> (2.4.1) 

Se tomarmos a função p<x>=lxlk , onde k é constante 
positiva e tomarmos k=1, teremos o estimador L 1 de mínimos des­
vios absolutos e se k=2, teremos o estimador de mínimos quadra­
dos. 

Huber(l?J considerou a classe de estimadores b<c> de 
B obtido minimizando 

onde 
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ltl ~ c 
p { t) = 

ltl > c (2.4.2) 

e c é uma constante positiva Cixa. Equivalentemente,. rasolv~ndo 

as p equações 

n 
- ~ E x;m 1/J <y; x.b .(c)) = o, 

i •1 j=1 IJ J 
m= 1 1 o • • I p 

onde 

t lt I ~ c 
1/J( t ) = (2.4.3) 

c*sinal <t> I t. I > c 

Na prática, c deva Rer estimado e Hub~r racomenda a ~R­

oolha de c da forma c=v*s onde v é uma constante pré-s~Jecionada 

e s ~ um estimador da escal~. 

Esta escolha de c faz com que a casos 
grandes sejam atribuídos pesos de forma a reduzir 
destes nas estimativas. 

com resíduos 
a influéncia 
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Neste cap!tulo, descreveremos os métodos comumente uti­
lizados para a detecç%o de pontos influentes. As técnicas exibi­
das aqui, estarão restritas a modelos lineares, embora tenham se 
extendidos a outros modelos. 

Relataremos, nesta secção, as técnicas usuais de 
minação de pontos influentes individualmente, ou seja, de 
exercendo forte influência no ajuste, um a um. 

deter­
pontos 

Num problema de regressão linear simples, a detecção 
destes pontos pode até mesmo ser feita através de gráficos. Sim­
plesmente através de um gráfico x versus y e a reta ajus'~ada, po­
demos ter uma noção de quais pontos influenciam o modelo. 

Entretanto, em regressão linear mdltipla esta prática 
torna-se inviável pois pode haver pontos, que plotados com cada 

. um dos componentes (variáveis regressaras), não aparentem qual­
quer influência e, no entanto, considerando o conjunto de compo­
nentes, exerçam forte Influência no modélo. Faz-se necessária, 
portanto, técnicas que permitam detectar tais pontos num espaço 
multidimensional. 

Para motivar a introdução destas técnicas, consideremos 
um problema de regressão linear simples, cuja dispersão dos dados 
se apresente de uma das seguintes maneiras: 

a) yl 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I * 

@ 

* * 
** * 

b) 

* 
* * 

* * * 
** * 

X 

yl 0 
I 
I 
I ** * 
I *** 
I * * * 
I *** 
I * 
I 
I ________________________ _ 

X 



c) yl ~ d) 
I 
I 
I 

I * * 
I ** * * 
I * ** * * 
I * ** * 
'-------------------------

X 

Figura 3.1 

yl 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

*** 
** * 

** 
* ® 
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® * 
** 

* ** 

'-------------------------
X 

Na figura a), o ponto assinalado se distancia da núvem 
da pontos. Entretanto, a sua posição, próxima à média da variáv~l 
explicativa, fará com que a sua retirada n~o cause acentuada mu­
dança na estimativa do coeficiente angular. O intarc~pto sará 
afetado pois o ajuste estaria sendo puxado para cima por este 
ponto. Na figura b>, o ponto anômalo não afetará as estimativas 
dos par§metros pois se posiciona de tal maneira que as informa­
ções nele contidas com relaç~o à inclinação e intercepto, são as 
mesmas do restante dos dados. A figura c) mostra o caso em que um 
ponto exerce forte influência no modelo. Note que se se ~xclulr 

este ponto, os par§metros serão totalmente diferentes daqueles 
encontrados com a aua presença. Na figura d), oa pontos assinala­
dos parecem exercer, conjuntamente, alguma influ~ncia no ajuste. 
Est~ caso será astudado no capítulo 4, onde tratar~mos da in­
flu~ncia mútipla. 

3.1 OS ELEMENTOS DA DIAGONAL DA MATRIZ CHAPÉU 

Os elementos da diagonal da matriz chapéu nos fornecem 
uma primeira Indicação da existência de pontos anômalos e veremos 
adiante, que são elementos de grande importância na determinação 
de outras medidas de diagnóstico. 

Hoaglin e Welsch[lóJ, propuseram como uma medida de in­
fluência sobre um ajuste, os elementos da diagonal da matriz cha­
péu. Basicamente, é um método para distinguir pontos anômalos en­
tre as variáveis explicativas, uma vez que a matriz chapéu, que 
denotaremos H, não depende de y. 

Cada valor ajustado y é dado como uma combinação linear 
dos valores observados pois, 

y = Xb = X <X ' X >-1 X ' y = Hy < 3 • 1 . 1> 

e portanto, a matriz H contém informações que podem revelar pon­
tos anômalos<multivariados) entre as variáveis explicativas. 

O elemento hi -de H tem uma interpretação direta como o 
grau de influência queJYJ exerce sobre 9i . Desta forma, o estudo 
de H pode revelar pontos sehsfvets. Pontos para os quais, o valor 
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de y tem grande Impacto no ajuste. Os elemGntos da diagonal de H 
podem também ser re 1 a c 1 on ados à di st ânc i a entre x 'i e x' onde x 'i 
é o vetor .linha da variável explicativa da 1-ésima observação e 
x' o vetor linha de médias das variáveis explicativas. 

A influência do valor observado Yi no ajuste está mais 
diretamente refletido no correspondente valor ajustado Yi , e esta 
informação está precisamente contida em hii que simplificando 
denotaremos h .. 

f 

H é simétrica e idempotente e numa matriz de projeção, a 
soma dos elementos de qualquer linha da matriz é 1, ou seja, 

Portanto, 

n 
E hij= 1 , para todo i 

j•t 

h· = f 

n 2 
1: h •. Ja 1 fJ 

= h2
1• + r h~. 

f j" i f J 

e assim, fica claro que O~ hj~ 1. 

(3.1.2) 

(3.1.3) 

Seja H a matriz chapéu obtida centrando as variáveis ex­
plicativas. Então, 

Y - 9 = Hy - 9 = Hy 

e ~s elementos da matriz M são 

9ue implica 

.h_ i J = hi J - 1 /n 

1/n ~ h. ·~ 1. 
f 

<3.1.4) 

Sabemos que os autovalores de uma matriz de projação são 
zaro ou 1 e o número de autovalores iguais a 1 é o posto da ma­
triz <Rao[20J). Neste caso, 

posto<H> = posto<X> = p. 

E assim, n 
traço<H> = p, isto é, E hi =p. 

i- t 

Portanto, o tamanho médio do elemento da diagonal é p/n. 

Hoaqlin e Welsh[1&J, baseado em experiências, suqGrem 
que um procedimento razoável é estabelecer como o ponto de corte, 
a quantidade 2p/n, ou seja, se hi > 2p/n, a i-ésima observação é 
considerada um ponto anômalo. 

Belsley, Kuh e Welsch[ 3] sustentaram este mesmo proce­
dimento arqumentando da seguinte.manelra: se as variáveis expli­

-cativas são distribuídas independentemente segundo a distribuição 
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normal multivariada, é possível ealcular a distribuiç~o exata de 
certas funções de h.'s. Sob esta suposiç~o, mostra que 

I 

<n-p><h1 -1/n) 

<p-1><1 - hi) 

tem distrlbuiç~o F com p-1 e n-p graus de liberdade. 

Para p>10 e n-p>50, o valor de F para 95% é menor que 2 
e assim, 2p/n é proposto como um bom ponto de corte grossei.ro. 

Desta forma, como um indicativo inicial, diremos se-
gundo critério acima, que a i-ésima observação tem a sua posição 
distinta do conjunto de pontos quando hi exceder 2p/n. 

Huber[17J diz ainda qu; 1/h i é o número equivalente de 
observações na determinaç~o de Yj. De fato, pois de (3.1.2) temos 

·que a soma dos elementos da i-éslma linha de H é 1 e assim, se 
hi=0.5, por exemplo, os outros elementos da linha deverão somar 
0.5 e portanto 1/ht=2 é o número equivalente de observações. Is­
to é, Yt recebe uma ponderaç~o 0.5 na determinaç~o de Yi e o res­
tant~ dos~ ,j~i, fatores de ponderaç~o que dever~o somar 0.5. 

Huber propõe duas regras básicas para indicaç~o d~ pre­
sença de pontos anômalos: 

a) Estudar com muito cuidado, pontoe para os quais ·O 

número equivalente de observações é menor que 2, 
ou seja, h 1>o.5. 

b) Estudar com cuidado, pontos para os quais o número 
equivalente de observações é menor que 5, ou seja, 
hi>0.2. 

Ainda em [16], Hoaglin e Welsch propuseram estudar con­
juntamente os h t's e resíduos, embora não tenham chegado a uma 
relação com as duas quantidades simultaneamente. 

Para motivar a necessidade de.se fazer tal estudo, tome­
mos um exemplo simples elaborado por Carvalho e Dachs[ 6J. 

~~~tlEkQ_ª~l Dois conjuntos de dados com mesmo ajuste por mínimos 
quadrados ao usar Y. = a1+a2x +E 

conjunto de dados A conjunto de dados B 

X y y e h I X y y e h 
-------------------------------l------------------------------

1 4 2.2 1.8 0.45 1 1 2.2 -1.2 0.45 
3 2 2.6 -0.6 0.29 1 2 2.2 -0.2 0.45 
5 3 3.0 0.0 0.21 6 6 3.2 2.8 0.20 
7 1 3.4 -2.4 0.21 11 3 4.2 -1.2 0.45 

14 6 4.8 1.2 0.84 11 4 4.2 -0.2 0.45 
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Estes dois conjuntos produzem um mesmo ajuste 

a) y 

4 

2 

o 

b) y 

& 

4 

2 

o 

9 = 2.0 + 0.2x 

* 

* 
+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+----
o 2 1 8 10 12 14 X 

* 

* 
+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+----
o 2 4 8 10 12 X 

Figura 3.2 

Notemos que os gráficos de y versus x destes dois con­
juntos de dados, figura 3.2 a) e b), guardam uma semelhança com 
os da figura 3.1 a) e c). Na figura 3.2 a) correspondente ao con­
junto de dados A, através de um simples exame visual, podemos ver 
que a retirada de um único ponto pode alterar de maneira drástica 
o ajuste. Este ponto corresponde ao par (14,&), que examinando 
apenas os resíduos, não se detectaria sua influência decisiva no 
ajuste. Neste problema, 2p/n=2*2/5=0.8 e na coluna de h' s, 
h =0.84 que dá devida importância ao ponto <14,&). Na figura 
3.2 b), correspondente ao conjunto de dados B, o maior resíduo 
corresponde ao ponto (ó,ó) do qual poderíamos suspeitar que a sua 
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retirada causaria uma melhora no ajuste. Entretanto, podemos no­
tar pela coluna dos h 's que neste caso, o ponto (6,6>, segundo 
este critério não mereceria atenção. Isto dave-se ao fato de que 
a alteração provocada pelo ponto (6,5) não é devido à posição de 
x mas sim do valor observado de y. 

Fica claro, dessa forma, que se faz necess~rio um estudo 
conjunto de resfduos e da diagonal da matiz H. 

Passaremos, então, a estudar os resíduos e suas variân-
elas. 

3.2 RESíDUOS STUDENTJZADOS INTERNAMENTE 

Lembrando que, 

.. 
y = Hy (3.1.5) 

-a variância de y será 

Var<y> = H*Var<y>*H' 

e sob a suposição de que Var<yi >= o 2 e Cov<yi ,yj >=O, Var<y>= o 2 *1 
e como H é simétrica e idempotente, . 

Var<y> = o 2 *H. (3.1.6) 

Como 
e = y - y = <I - H>y 

então, 
V ar< e) = o 2 * < I - H) . (3.1.7) 

Temos então que a variância de e 1 é 

V ar <e i ) = o 2 * < 1 - h i ) . <3.1.8) 

~ importante not~rmos que e 1 's são correlacionados e iom 
vartânctas diferentes. Como s 2 é um estimador não viciado de O 

um estimador não viciado. de Var(e.) é 
I 

v ar< e i ) = s 2 * < 1 - h i ) < 3 . 1. 9) 

Pela suposição de que E(E) =O, definimos ti como 

= ------------ (3.1.10) 

que tem a forma de uma variável aleatória t-de-Student e os t1 's 
são chamados de resfduos studentizados internamente. 

Os resíduos studenttzados calculados para os dados do 
exemplo 3.1 são: 
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para o conjunto de dados A. 1.28. -0.38. 0.00. -1.48 e 1.58 
para o conjunto de dados B, -0.85, -0.14, 1.65, -0.85 e -0.14 

· O resíduo correspondente ao último ponto no caso A ganha 
uma importância maior, pois de terceiro, passou a primeiro em va­
lor absoluto. No con,]unto de dados B, permanece a terceira obser­
vação com resíduo grande, comparada aos outros. 

3.3 RESíDUOS STUDENTIZADOS EXTERNAMENTE 

A falta de ajuste num ponto i pode ser modelado cons­
truindo uma nova matriz, digamos Z, adicionando à matriz X uma 
coluna p+1 de zeros a menos na i-ésima linha onde o valor é 1. O 
modelo então será y = X 8 a menos do 1-ésimo ponto onde Yi = xjB 
+ a , onde x'i é a 1-ésima 1 inha de X, e a é o novo parâmetro 
que cuida somente do ponto 1. 

Testar.o ajuste no ponto 1 é equivalente a testar, por-
tanto, se =0. 

Neste novo modelo então, 

f 

x·x 
Z'Z = - -

x' 
i 

e a inversa de Z'Z é 

(X'X - x.x: >-1 
I I 

-x·. <X'X>-11<1-h .) 
I I 

I -<X'X>-1x 
1
1<1-h i) 

I 
-1- - - - - - - - - -

I 
I 1/<1-hi) 

( :-~. 1. 1l ) 

(3.1.12) 

Assim, podemos obter o estimador de a, multiplicando a 
última lina de <z·zr1 por Z'y. O estimador será 

-x ·. <X' X >-1 X 'y -x· b -y. + y. y. - y. 
I I i I I I a = ------------- + ----- = --------- = ----- = 

e, 
I ------

1 - h 1 - h i 1 - h . 1 - h i I i 1 - h. 
I 

e portanto o acréscimo na soma de quadrados devido à restrição 
a =O é 

ASQ < a =O) = a*< 1 I < 1-h i > )~a 

= <y.- 91> 2 <11(1-h.)) 
I I 

(3.1.13) 
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A estatística para testar a =O é 

<y ,- Yj >2 = _____ .., _____ _ = ------------ (3.1.14) 
ASQ< a =O> /1 

s 2 (i)(1-hr> 

onde Tf tem distribuição F com 1 e n-p-1 graus de liberdade e 
s 2 {i) é a média quadrática de resíduos no modelo 

ou seja, o estimador da vari&ncia no modelo aumentado. Como a so­
ma de quadrados com a restrição é igual à soma de quadrados sem a 
restrição mais o acréscimo na soma de quadrados devido à restri­
ção, a obtenção de s 2 (i) torna-se muiw fácil fazendo, 

ou seja, 
n-p e~ 

I 
(3.1.15) s 2 (i) = -------*s 2 

-
n-p-1 (n-p-1><1-h.) 

I 

De ( 3 . 1 . 14) temos que T 1 = /rf 
Student com n-p-1 graus de liberdade, que 
studentizados externamente. 

tem distribuição t-de­
chamaremos de resíduos 

A vantagem de T 1 's sobre ti's é de que temos uma distri­
buiç~o de referência e ao tes~ar f'al~a de ajus~e em um pon~o, es­
tamos quan~ificando o grau de influência no ajus~e exercido pelo 
i-ésimo pon~o. 

3.4 O D DE COOK 

A medida propos~a por Cook[ 8], é uma função do resíduo 
e sua vari&ncia, do elemen~o da diagonal da matriz H e da al~era­
ção provocada nos par&metros es~imados quando se retira uma ob­
servação. 

A influência de um ponto no ajuste pode ser verificada 
através da al~eração que a retirada deste causa nos par&metros 
es~imados. Esta al~eração causada pela retirada da i-ésima obser­
vação será quantificada por 

. DFBETA. = b- b{i) 
I 

onde b é a es~ima~iva dos par§me~ros obtida considerando-se ~odos 
os casos e b(i) a estimativa obtida com a exclusão da i-éslma ob­
servação. 
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Denotaremos, também, por y(i) e X<l> o vetor de y's 
ajustados e a matriz de delineamento X sem a i-ésima observação, 
respectivamente. 

Para medirmos a influência de um ponto no ajuste, seria 
necessário retirar uma observação de cada vez, diqamos i, e cal­
cular b(i). Para tanto, precisaríamos inverter a matriz X'Ci>XCi) 
para cada ponto i. Inverter uma matriz de ordem p tantas vezes 
auanto forem o número de observações. torna-se caro e frequente­
mente inviávél. É possivel. entretanto. algébricamente chegarmos 
a uma fórmula que evite este trabalho todo. O teorema aue seque é 
devido a Gauss<182l), havendo também uma versão dada por Sherman, 
Morrison e Qoodbury[21J e usado por Bringhan[ 4J para várias fi-. 
nalidades em regressão. 

TEOREMA 3.1 Seja A uma matriz p x p, não sinqular, simétrica e 
suponha que u e v são duas matrizes q x p de posto q. Então, a 
inversa existe e é dada por 

Em nosso caso, consideremos A = X'X, u=-x. 
I 

e v=x: 
I 

En-
tão, 

<X'<i>X<i>f1 = <X'Xf1 + (3.1.1ó) 
1 - h. 

I 

-1 Com isso. basta termos <X'X> para se obter <X' C. t ) X< I ) ) 1
. 

Os par§mAtros Astimados depois de retirado o l-ésimo 
pontJo será 

(3.1.17) 

Substituindo <3.1.1ó) em <3.1.17>, teremos 

b( i) 

<X'X>-1x x~ <X'X>-1 
_______ l_! _______ J*<X'y 

1 - h· 
I 

- x.y.) -· 
I I 

<X' X >-1x i x Í <X' X >-1X 'y 
= r<x·x~ 1

x·y + -------------------- -
1 - hi 

-1 
<X' X) Xj Yi-
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· Sabemos que b=<X'X>~ 1 X'y e y1 = xi b = xi <X'X>-1 X'y. As-

b ( 1) 

X)-l -<X'. XjYj 
= b + ---------- - [(X'XJ1 x;Y; + 

1 - h I 

<X'X)1 x191 - <X'X)1 x 1y 1 = b + ------------------------ -
1 - hi 

Des~a forma, a expressão de DFBETA 

DFBETA. = b- b(i) 
I 

<X. X f 1 X. h. y. 
I I I ------------] 

1 - hl 

(X. X f 1 X. ( 9. - y i ) 
b + ~------~--~-----

1 - h. 
I 

fica 

<3.1.18) 

Cook propôs en~ão, a medida deno~ada por D1, como a ma­
dida de influência do pon~o 1 sobre o ajus~e. 

<b- b<1>>'X'X<b- b<i>> 
Di= (3.1.19) 

Subs~i~uindo <3.1.18> em (3.1.19), ~emos 

D I = 
x· 1 <X'X>- 1e 1 X'X<X'Xf1 x 1 e 1 x{ <X'Xf1 x 1ef 
------------------------ = ------------- = 

p*s2 *<1 - h. >2 p*s 2 *<1-h. >2 
I I 

= 

No~emos aqui que a expressão elevada ao quadrado é exa­
~amen~e ~. (3.1.10), o 1-ésimo resíduo s~uden~izado in~ernamen~e, 

I 
e assim, a expressão final de D 1 fica 

= ---------- ( 3. 1. 20) 

ou ainda, de (3.1.5) e (3.1.8), a razão hi /(1-hi) é a razão de 
Var<y 1> por Var<e 1) e por~an~o, 
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t 1 V ar <y i) 
= ----*------- (3.1.21) 

p V ar (e i) 

De <3.1.20), podemos notar que Di pode ser grande se a 
1-ésima observação é muito influente e portanto a razão hj/(1-hi) 
será grande. Ou ainda. se este ponto produz um resíduo graride d~ 
maneira que ti seja grande. 

Sob a s~posição de normalidade, a expressão 
semelhante à que define uma região de confiança para 

<b- a>·x·x<b- a> 
F<p.n-p.1-a> 

(3.1.19) é 
a dada por 

que define o elipsóide de confiança de C1-a)100% para um vetor a. 
Desta forma, é razoável tomarmos como um valor de compa­

ração dos D i's, os valores da distribuição F, ou seja, tomar cui­
dado com os pontos cuja remoção afaste h para próximo da frontei­
ra da região de confiança com <1-a>*100%. Escolhe-se, por exem­
plo, uma região de confiança com (1-a>*100% = 10% e usando a re­
lação 

F(n,m,1-a> = 1/FCm,n,a ) 

encontramos o valor de comparação dos D 1 's. 

Para os dados do exemplo 3.1, os Di's encontrados são 

Conjunto de dados A Conjunto de dados B 

Dl = O.ó7 Dl = o. 30 
D2 = 0.01 D2 = 0.12 
D3 = 0.00 D3 = 0.34 
Dz. = 0.30 Dz. = o. 30 
Ds = ó.5ó Ds = o. 12 

Como o valor de F(3,2,0.9)=9.1G18, o valor de comparação 
é 1/9.1ó18 = 0.109. Embora esta medida chame a atenção para todos 
os pontos do conjunto de dados B, o D

3 
correspondente ao ponto 

(ó,ó) não mereceu destaque, quando comparado aos outros Di's. Is­
to deve-se ao fato de que temos no denominador da expressão de D 
o fator s 2 . Como neste caso, s 2 é grande, exatamente pela presen­
ça do ponto <G,ó), faz com que a quantidade D3 seja não muito di­
ferente dos outros. 

Uma outra medida, muito parecida com D de Cook foi pro­
posta por Belsley, Kuh e Welsch[ 3], onde este fato é levado em 
consideração. 
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3.5 O DFFITS 

. Belsley e~ al[ 3] propuseram a medida de influência do 
1-ésimo pon~o no ajus~e, deno~ada por DFFITSi dada por 

DFFITS i [ 

h 

] 

1/2 
e I i 

= ------------* -------
s ( i ) ( 1 -h i )J/l 1 - h i 

(3.1.22>" 

Agora, no denominador temos s(i) no lugar de s. s(i) é 
ob~ida facilmen~e usando <3.1.15) e pode ser bem menor que s se o 
pon~o em questão se si~ua de maneira dis~inta do conjunto de ob­
servações. Is~o faz com que es~a medida a~ribua a impor~ância que 
um ponto ~em no ajuste, de maneir~ mais apropriada. 

Usando· <3.1.14), ~emos 

DFFITSi = T • * [--- ~ ~-- ] 1/2 
I 1 - h 

i 

(3.1.23) 

Vimos que Ti~ ~-de S~uden~ com n-p-1 graus de liberda­
de. Se o delineamento fosse completamen~e balanceado, teríamos 
h'i s iguais a p/n. o pon~o de cor~e de 5% da dis~ribuição t-de­
S~udent com 20 graus de liberdade é aproximadamente igual a 2. 

·Assim, um valor de comparação para os DFFITS pode ser dado por 

2* t~-/(1 - -~-)]1':· 2* [--~--]1/2 
n n-p 

ou seja, devemos estudar com cuidado os pontos para os quais 

IDFFITS jl > 2*<pl<n-p))U2 (3.1.24) 

Para os dados do exemplo 3.1, os DFFITS encontrados são 

Conjunto de dados A Conjunto de dados B 

DFFI TS 1 = 1. 40 DFFI TS 1 = -0.72 
DFFITS 2 = -0.20 DFFITS 2 = -0.11 
DFFI TS 3 = 0.00 DFFITS 3 = 2.21 
DFFITS 4 = -1.05 DFFITS 4 = -0.72 
DFFI TS 

5 = 7.25 DFFITS 5 = -o. 11 

As comparações neste exemplo ficam prejudicadas pois 
cinco observações é muito pouco. Mesmo assim, podemos chamar 
atenção para os pontos <14,6) correspondente ao 5~ ponto do con­
junto A e <6,6) correspondente ao 32 ponto do conjunto B. 
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~K~tlekQ_ª~? Os dados são devidos a Brownlee[ 5J e consiste na 
oxidação de amonia para obtenção de ácido nítrico. As observações 
foram tomadas em 21 dias sucessivos e registrou-se as seguintes 
informações: x 2 corrente de ar, x3 a temperatura da água de res­
friamento, x4 a concentração de ácido nítrico no líquido de ab­
sorção. A resposta y é 10 vezes a pecentagem de amonia não absor­
vida. 

Quadro 3.1 Dados de amonia não absorvida 

----------------------------------------
Obs. x2 x3 x4 y 

---------------------------------------
1 80 27 89 42 
2 80 27 88 37 
3 75 25 90 37 
4 G2 24 87 28 
5 G2 22 87 18 
b G2 23 87 18 
7 G2 24 93 19 
8 G2 24 93 20 
9 58 23 87 15 

10 58 18 80 14 
11 58 18 89 14 
12 58 17 88 13 
13 58 18 82 11 
14 58 19 93 12 
15 50 18 89 8 
1G 50 18 8G 7 
17 50 19 72 8 
18 50 19 79 8 
19 50 20 80 9 
20 5G 20 82 15 
21 70 20 91 15 

Este mesmo conjunto de dados foi estudado pelo próprio 
Brownlee, por Draper e Smith[14J, Daniel e Wood[12J, Denby e Mal­
lows[13J e tomados como exemplo em muitas publicações. 

O modelo assumido para este exemplo é dado por 

y = 
e os parâmetros de mínimos quadrados estimados são 

bl = 
b2 = 
b3 = 
b4 = 

-39.9197 
0.715G 
1.2953 

-0.1521 

Neste exemplo e na maioria dos que sequem, não estaremos 
preocupados em encontrur um melhor modelo que represente os dados 
e também não concentraremos esforços em testes de hipóteses sobre 
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os par§metros ou de regressão. A intensão dos exemplos será ex­
plorar de maneira mais abranqente possível as medidas de diaqnós­
tico, assumindo um determinado modelo. Assim, temos no quadro 3.2 
os valores de y estimados, os resíduos, os elementos da diagonal 
da matriz de projeções, resíduos studentizados externamente e as 
medidas de influência D de Cook e DFFITS. 

No quadro 3.2, na coluna dos h·'s, adotando o critério 
sugerido por Huber, descrito na secção 3.1.1, os elementos assi­
nalados com '*' são maiores que 0.2, devendo portanto serem estu­
dados com cuidado os pontos 1,2;7,8,12,14,17 e 21. Na coluna dos 
resíduos studentizados(T ), os pontos assinalados com '*' são 
significativos a 5% e '**' a 1% e portanto, os pontos 4 21 
são, segundo este critério, pontos aberrantes. Na coluna dos D, 
para os pontos assinalados com '*' a estimativa b<.), ou se.ia. a 
estimativa de sem o respectivo ponto, desloca-se para um con­
torno de 10% em relação a b e os assinalados com '**' para um 
contorno de no mínimo 25%. Na coluna DFFITS, o valor de compara­
ção é encontrado conforme <3.1.24) e o ponto assinalado é dado 
como influente. Tanto a medida D quanto o DFFITS, apontaram como 
influente, somente o ponto 21. Todos os valores de comparação es­
tao dispostos logo abaixo do quadro. # 

Quadro 3.~ Medidas de influência - dados de amonia não absorvi 
da. 

---------------------------------------------------------------------
caso y e h T D DF'FITS 
---------------------------------------------------------------------

1 38.7&54 3.231& 
2 38.9175 -1.9175 
3 32.4445 4.5555 
4 22.3022 5.&978 
5 19.7117 -1.7117 
b 21. 00&9 -3.00&9 
7 21.3895 --2.3895 
8 21.3895 -1.3895 
9 18. 14·14 -3.1444 

10 12.7328 1.2&72 
11 11.3&37 2.ó3ó3 
12 10.2205 2.7795 
13 12.428& -1.428& 
14 12.0505 -0.0505 
15 5.&38& 2.3&14 
1ó &.0949 0.9051 
17 9.5200 -1.5200 
18 8. 4551 -0.4551 
19 9.5983 -0.5983 
20 13.5879 1.4121 
21 22.2377 -7.2377 

t<ló,0.05> = 1.74& 
t<1ó,0.01) = 2.583 

0.301&* 1.2095 
0.3178* -0.7051 
0.174& 1. &179 
o. 1285 2.0518* 
0.0522 -0.5305 
0.0775 -0.9&32 
0.2192* -0.8259 
0.2192* -0.4737 
0.1402 -1.048& 
0.2000 o. 42&2 
o .1550 0.8783 
0.2172* 0.9óó7 
o. 1575 -0.4&87 
0.2058* -0.0170 
o. 1905 0.800& 
0.1311 0.2912 
0.4121* -0.599& 
O. 1&0& -0.1487 
0.1745 -0.1972 
0.0802 0.4431 
0.2845* -3.3305** 

F<4,17,0.10) = 0.2G04 
F<4,17,0.25) = 0.84&9 

o. 1537 0.7947 
0.0597 -0.4813 
o. 12&4 0.7442 
o. 1305 o. 7879 
0.0040 -·0.1245 
0.019& -0.2792 
0.0488 -0.4377 
0.01&5 -0.2510 
0.044& -0.4234 
0.0119 0.2131 
0.0359 0.37&2 
0.0&51 0.5092 
0.0108 -0.2027 
0.0000 -0.008& 
0.0385 0.3883 
0.0034 0.1131 
0.0&55 -0.5020 
0.0011 -0.0&50 
0.0022 -0.0907 
0.0045 o. 1308 
O.G920** -2. 1003* 

I DF'F I T.S I> O. 97 
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VImos, no capítulo anterior, formas de detectar lnfluAn­
cia de um único ponto no ajuste e meios para quantificar esta in­
fluência. 

Entretanto, para um ~studo mais detalhado, é n~cessário 

considerarmos a possibilidade de que um conjunto de pontos possa 
~xercer forte influência no ajuste. Este conjunto d~ pontos, se 
existir, pode n~o ser detectado com as t~cnicas mencionadas at~ 

aqui, pois a influ8ncia de um ponto isolado deste conjunto pod~ 

ser mascarado por outros deste mesmo conjunto. 

Para ilustrarmos est~ fa~o, consideremos novam~nt~. um 
problema da regress~o linear simples, cuja dispersão dos dados Ã 
dado como na figura 4.1. 

yl * 
I * ~ 
I **** 
I * 
I *** 
I **** 
I *** 
I * * 
'------------------------------------X 

Figura 4.1 

Na anális~ ponto por ponto, provav~lmente a import5nc1a 
dos pontos assinalados não sará ressaltada davidamanta, pois a 
proximidade de ambos, faz com que ao retirarmos um deles, os pa­
r~metros estimados não sofram mudanças consideráveis devido a 
presença do outro. Entr~tanto, parec~-nos que o ajust~ será afe­
tado de maneira significativa se considerarmos astes dois pontos 
simultaneamente. 

De man~ira semelhante, podem ocorrer situações em qu~ 

um número maior de pontos exerça, conjuntamente, forta influ~ncia 
no ajuste. 
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Discutiremos a seguir, como quantificar esta influência 
e os problemas que enfrentaremos para identificar estes conjun­
tos. 

4.1 O DFFIT E D DE COOK PARA O CASO DE MAIS DE UH PONTO 

Belsley et al propõe como uma medida natural, uma sim­
ples generalização do caso de um ponto, dado por 

I b. - b. <H> I ___ J ____ .J ____ _ 
<4.1.1) 

escala 

para j~l, ... ,p, onde H é o conjunto de índices de m pontos, 
m=2,3,4, ... indicando as linhas a serem retiradas e a escala in-
dica alguma medida apropriada do erro padrão. 

Sugerem, ainda, como medidas sumárias, as normas qua­
dráticas tais como 

Cb- b<H>J'[b- b<K>J (4.1.2) 
0\1 

Cb- b<K>J'X'X[b- b<H>J (4.1.3) 

A mudança no ajuste que ocorre depois de retirados os m 
pontos é quantificada modificando (4.1.3) para 

HDFFlT = [b- b<M>J'X'<K>X<H>Cb- b<M>J (4.1.4) 

e Bringhan[ 4 J mostra que esta expressão pode ser escrita como 

(4.1.5) 

onde e é o vetor coluna de resíduos por mínimos quadrados 
usado como índice, denota uma matriz ou vetor com linhas 
índices estão contidos em H. 

e M 
cujos 

Esta medida não é exatamente a generalização do caso de 
um ponto. Também não temos uma distribuição de referência para 
efeito de comparações, ou ainda, para encontrar pontos de corte. 
Os autores usam esta medida de forma exploratória e o fazem en­
contrando um índice em relação ao maior MDFFIT para um conjunto 
de tamanho m. Explicando melhor, dado que o tamanho do conJunto é 
m, encontra-se o maior MDFFIT com m pontos e divide-se todos os 
outros por este. As comparações são portanto feitas em relação ao 
subconjunto que forneceu maior MDFFIT. 

Outras técnicas são mencionadas por Belsley et al, tais 
como diferenciação, aproximação geométrica e a estatística de An­
drews e Preg i bon [ 1 J • 

Cook e UeisbergCllJ propõe também medidas que são gene­
ralizações do caso de um ponto. 

Seja H o conjunto de m índices. O modelo para falta de 
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ajuste em m pontos pode ser escrito 

y=X8+Da+E 

onde D é uma matriz n x m com a k-ésima coluna dik ,i pertencente 
a H, ou seja, uma coluna de zeros, a menos da linha 1, onde o va­
I or é 1 e a é um vetor de par€'imetros desconhec 1 dos. 

Sob a suposiç~o de normalidade, a estat(stica de teste 
para pontos aberrantes a = O é obtido da mesma fOl~ma que 3. 1. i 4. 

<e'(l - HMJ eM)(n- p- m) 
= ---------------------------- <4.1.G> 

que, sob a hipótese nula, tem distribuição F com m e n-p-m graus 
de liberdade. Nesta express~o, I é a matriz identidade de dimen­
são m. 

A medida de distância para deteÇRo de conjuntos in­
fluentes, denotada por DM , é dada por 

<b<H> - b> 'X'X<b<M> - b> 
(4.1.7> 

umã generalização do caso de um ponto. A expressão (4.1.7) pode 
ser escrita em termos de res(duos e elementos da matriz H como no 
caso unidimensional. Para tanto, primei~o expressaremos b<M> como 
uma função de b. 

b<M> = <X' <H>XOO:i'1 X<H>y<H> 

= (<X. X) - X;(' Mf1 <X. y - X MY M) (4.1.8) 

A inversa em <4.1.8) é calculada usando o teorema 3.1 e 
assim, 

b <11> = [ (X • X r1 + (X ' X f 1 X H ( I - H M f 1 X M (X . X f 1 
] [X • y - X MY M] 

= b - <X. X ) 1 XH [- (I - H M ) 1 X Mb + (I + (I - H Mf
1 

H M)~ ] 

e usando novamente o teorema 3.1 fazendo u =H 
teremos 

< I - H M ) 1 = I + < I - H M f 1 
H M 

e assim, 

Substituindo em <4.1.7>, 

v= -1 e A= I, 

(4.1.9) 
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e esta quantidade pode ser interpretada de maneira análoga ao ca­
so de um ponto. O problema 4 calcularmos esta quantidade para to­
dos os conjuntos com m pontos, para m fixado. A quantidade de 
cálculos seria muito grande a ponto de se tornar impraticável. 

Para contornar este problema, Cook e ~eisberg sugerem 
aplicar algumas desigualdades, encontrando um limite superior pa­
ra DM e calculando o valor exato somente quando este limite for 
muito grande. 

Consideremos a decomposição espectral HM = rAr' , onde 
r é uma matriz ortogonal de autovetores e A é uma matriz diago­

nal de autovalores O' Àl~ À 2 ~ ... ~ Àm~ 1. 

Visto que Àm/(1-Àm) 2 ~ ÀJ/(1-ÀJ) 2 , 1=1,2, ... ,m, o pri­
meiro limite superior para DM seria 

1 Àm 
~ ~ ------- * ---------- * y(Y]eM)2 = 

p*s2 ( 1 - À )2 m 

1 Àm 
------- * ---------- * e·r r·e 

p*s2 Àm>2 
M M 

( 1 -

e como rr·= 1, 

1 
<4.1.10) 

Para (4.1.10) ser util, devemos substituir Àm por uma 
aproximação de tal forma que possa ser calculado sem obter HM . 
Supondo que tr<~> < 1, a aproximação mais simples é~ < tr<HM). 
Assim, 

1 tr <HM > 
l: 2 

DM ~ ------- * ------------- * e. 2 2 iEM I 
p*s (1 - tr<HM > > 

ou equivalentemente, 

1 l: i EM h. I 2 (4.1.11) 111 ~ ------- * ------------ *.l: e. 
p*s2 2 IEM I 

(1 -IiEMhi > 

Para os subconjuntos com tr<HM> ~ 1, é necessário cal­
cularmos ~. 

Para m fixado, seja T = max<l:iEMh· > e Ff = max<l:iEMe~ >, 
onde M varia sobre todos os conjuntos de ta~anho m. Dois limites 
superiores para <4.1.11) são então 



pag.30 

tr<HM> R2 

Dr-1 ~ ------------- * 
____ _. 

2 2 (1 - tr <HM)) p*s 
(4.1.12) 

e se T < 1 , 

1 T 

111 ~ ----- * -------- .EM 
2 e. 

p*s2 T> 2 IE I 
(1 -

(4.1.13) 

e es~as duas últimas combinadas, 

T 
-------- * (4.1.14) 

Claramen~e. <4.1.11> ' <4.1.12) ' (4.1.14> e (4.1.11> ' <4.1.13) 
'(4.1.14). 

O procedimen~o propos~o por Cook e Weisberg para se en­
con~rar todos os subconjuntos relevan~es com m fixado, pode ser 
bas~ado nestas aproximações e se resume no seguinte: as desigual­
dades podem ser aplicadas aos subconjuntos com tr<HM> < 1 na or­
dem (4.1.14) então (4.1.13) ou <4.1.12) e finalmente <4.1.11). O 
cálculo exato de D se faz necessário se <4.1.11> for grande. 

4.2 O PROBLEMA EM ENCONTRAR SUB-CONJUNTOS 

Até agora, todas as medidas propostas supunham um con­
junto de pontos com um número fixado de elementos m ou um conjun­
to específico com m pontos. 

Se determinarmos um conjunto aspecífico com m pontos, o 
cálculo das medidas MDFFIT e DM serão reduzidos. Entretanto, se 
decidirmos que o ~amanho do conjunto será m, ~eremos combinação 
de n pontos ~ornados m a m conjuntos possíveis e uma investigação 
comple~a como foi realizada no caso de um ponto, se torna impra­
t 1 cáve 1. 

Mas, para uma análise comple~a, é necessário conside­
rarmos subconjuntos de vários tamanhos, ou seja, para m=1,2, ... , 
o que ~orna ainda mais proibitiva a determinação das medidas. 
Portanto, a identificação de conjuntos de pontos que even~ualm8n­
te possa ~er influência no ajus~e. torna-se muito mais complica­
da. 

Se considerarmos ~odos os conjun~os possíveis de serem 
formados com n observações, excluindo os conjuntos com apenas uma 
observação, o conjunto vazio e o conjunto com ~odas as observa-

ções, tere(:)+(:)+ ... + c:l) = 2" -2 -n 
conjuntos possíveis. 
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É claro, entretanto, que estamos procurando conjuntos 
de pontos que tenham comportamento distinto em relaç~o ~ maioria 
dos dados e, desta forma, não faz sentido estudar conjuntos com 
um número grande de pontos. Por exemplo, se um conjunto com 80% 
dos pontos tem comportamento distinto dos demais, é claro que o 
conjunto complementar é que tem comportamento atípico. 

Desta forma, poderíamos sugerir estudar conjuntos çom 
até 10% ou 20% dos dados. Ainda assim, mesmo em conjunto de dados 
pequeno, o número de subconjuntos é grande e este número cresce 
violentamente com o número de observações aumentando. Por exem­
plo, suponhamos que temos 20 observações e queremos estudar con­
juntos com até 10% dos dados. Então devemos tomar todos os con-

jun~os com 2 pon~os e teremos (:O) = 190 conjuntos e se decl-

:l(~:romar6:;:juntos com até 20% dos dados, teremos c:) +c:) 
Fica evidente, portanto, a impraticabilidade de so. ob­

ter medidas para todos os conjuntos possíveis. 

Faz-se necessário, portanto, procurar formas para nos 
f~necer informações que permitam sugerir conjuntos de pontos que 
possam exercer influência. 

Em regressão linear simples, apenas um gráfico de x 
versus y é suficiente para que identifiquemos tais conjuntos, co-· 
mo podemos ver pela figura 4.1. Em regressão linear mútipla, po­
deríamos sugerir o gráfico de regressão parcial. Entretanto, es-

. tes gráficos ainda podem mascarar pontos e se tivermos muitas va­
riáveis regressaras, o estudo conjunto de todos os gráficos de 
regressão parcial torna-se um pouco confuso. 

B~lsley et al[·3J sugerem escolher o subconjunto K de 
pontos potencialmente influentes relax~ndo os pontos de corte de 
hj, ~j.Dj, e DFFITSj,e pelo exame dos gráficos de regressão par­
c i a 1 • 

Cook e Ueisberg[11] propõe colocar os pontos em ordem 
decrescente com relação aos e 1 e h1 para se encontrar subconjun­
tos com m fixado. Desta forma, subconjuntos que são, provavelmen­
te, mais influentes serão considerados primeiro. Calcula-se então 
os limites superiores para DM conforme (4.1.11) a <4.1.141 e 
quando estes limites forem suficientemente pequenos, os subcon­
juntou restantes podem ser desconsiderados. Ainda assim, como 
ilustram os próprios autores em [11], a quantidade de desigualda­
des calculadas mesmo num conjunto pequeno de observações(20), é 
grande. 
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4.3 ~HICA GR~FICA DE DEHBY E ftALLOUS 

Abordaremos nesta secção, as técnicas gráficas propos­
tas por Denby e Mallows[l3J, para a deteç~o de pontos influentes 
em regressão robusta, e em particular, como estas técnicas podem 
auxiliar na determinação de subconjuntos que possam exercer in­
fluência no ajuste. 

A classe de estimadores considerada pelos autores é a 
denominada m-estimadores, particularmente a proposta por Hu­
ber[17J, descrita na secção 2.4 do capítulo 2. O trabalho não tem 
por objetivo encontrar melhores estimadores de B e a 2 , e sim, 

·exibir como os m-estimadores b<c> e os resíduos dependem do parâ­
metro escala c em (2.4.2). 

Para cada valor não negativo de c, podemos escrever a 
expressão <2.4.3) na forma 

n 

i
E

1 
x. *e· <c>*w<c,e.

1
) = I m I 

onde o resíduo ei <c> é 

e 

w<c,t) = 

m= 1 , 2, ... , p (4.3.1) 

(4.3.2) 

ltl < c 
<4.3.3) 

ltl > c 

Note que, se c for muito grande, as equações <2.4.3) ou 
(4.3.1) são as equações de mínimos quadrados usuais. 

Sejam b os estlmadores de mínimos quadrados de 
os resíduos correspondentes ~ 

c 1 = max 
1 

I e. I 
I 

e 

Assim, para c > c 1 , a solução de mínimos quadrados será mantida. 

Para a escolha de algum conjunto C de valores c < c , 
digamos C= <c

1 
,c2 , .•. ,cQ), podemos calcular os estimadores b~ci> 

e respectivos resíduos, Usando o método de mínimos quadrados 
ponderados repetidamente, ajustando as ponderações conforme 
<4.3.3). 

Dado o conjunto C e calculadas as estimativas para cada 
elemento de C, a idéia é verificar como os parâmetros e os resí­
duos se comportam com o parâmetro escala c decrescendo. 

Os elementos de C são calculados sequencialmente, a 
partir da obtenção do último c, tomando como primeiro ponto o 
maior resíduo de mínimos quadrados em valor absoluto, ou 
seja, c 1 . 
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Suponhamos que o índice do 
quadrados em valor absolu~o seja u 1 
ra que 

maior resíduo de mínimos 
e su

1 
o seu sinal, de manei-

eul = sulcl 

Para algum valor de c, menor que c 1, as equações de es­
~imaç~o em <2.4.3) s~o 

m= 1, ... , p (4.3.4) 

e para es~a variaç~o dos valores de c, ~eremos 

b <c> = <X' < u 1 >X< u 1 > f 1 <X' < u 1 > Y < ul > + c*su l :xu l <4.3.5) 

e por~an~o, b<c> é linear em c e, assim, cada um dos resíduos 

~ambém o s~o. 

- x·'b<c> 
I 

Com isso, é possível encon~rarmos o 
qual o segundo maior resíd~o se ~orna igual a 
2*n-2 equações 

e 1 (c) = c 

e j<c> = -c 

(4.3.5) 

valor de c para o 
c, resolvendo as 

(4.3.7) 

O valor de c é o maior des~as raízes que n~o seja maior 
que c 1 • Is~o define o valor c 2 e o índice corresponden~e u 2. Com 
isso, ~emos o começo de uma induç~o e uma sequência mono~ônlca 

c 1 ,c 2 , ..• de valores de c, de~erminada de maneira que para cada 
um des~es valores, um dos resíduos é igual a c e en~re esLes va­
lores, cada um dos coeficien~es es~imados e cada um dos resíduos, 
é uma função linear de c. 

De posse dos valores de c e respec~ivos par§metros es­
~imados e resíduos, recom~nda-se os gráficos de: 

1) elemen~os de b<c
9

> versus c
9

, g=1,2, ... ,G 
11) os resíduos <e 1<c

9
)} versus c 9 ,g=1,2, ... ,G 

Jun~ando os sucessivos pon~os de i) e 11}, obtemos os 
gráficos de b(c} e <e 1 <c

9
>> versus c para c

9 
<c< c1. 

N~o há dificuldade em apresen~armos Lodos os resíduos 
em.um mesmo gráfico, mas para apresenLarmos os gráficos em i) num 
único gráfico, será necessário reduzí-los a uma mesma escala para 
que possamos compará-los dire~amen~e. Denby e Mallows, escolheram 
padronizar com o in~ervalo 1n~erquar~is. Des~a forma, nos gráfi­
cos em 1), ~eremos dispos~os 

* BJ<c> = B (c)(x'' - x'.} J J J 
j=2, ... p, 
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onde x'i' e x'i s~o os quartis superior e inferior de x 11 , ... Xnj . 
Para padronizarmos a constante 81 , fazemos 

* 81<c> = B1<c> - 8 1<c 1>, 

pois o nosso interesse maior é a variaç~o deste em funçaõ de c. 

EXEtlELQ_1~l Consideremos os dados do exemplo 3.2. Denby e 
utilizaram este mesmo exemplo e para efeito de ilustraç~o, 

duziremos aqui os resultados encontrados pelos mesmos. O 
proposto é 

Ma I 1 ows 
repro­
mod~lo 

Na figura 4.2, temos o gráfico de resíduos versus o 
parâmetro escala c, onde os 21 resíduos s~o identificados pelas 
letras A a U da seguinte maneira: 'A' corresponde ao resfduo da 
observaç~o 1, 'B' ~o resíduo da observaç~o 2 e assim por diante. 

Obserye que o estado de cada resíduo para cada valor 
de h ,pode ser identificado através da linhas através da origem a 
+45 e a -45 graus. Estas linhas interceptam os traços de resíduos 
num ponto, onde o resíduo é Igual ao parâmetro c, conforme as 
equações em (4.3.7). Para cada valor de c, os resíduos que estão 
fora das linhas de 45 graus foram atenuados, e aos resíduos entre 
as linhas de 45 graus foram atribuidos pesos integrais . 

.. ,.• 

. Da figura 4.2, podemos concluir que os pontos A,C,D e U 
tem resíduos de mínimos quadrados grandes e aumentam à medida que 
c diminui e o restante permanece amonto~do e se conc~ntram mais 
ainda com c diminuindo. Os quatro pontos A,C,D e U, correspondam 
aos pontos 1,3,4 e 21, citados por Daniel e Wood[12J como possí­
veis pontos aberrantes. 

A figura 4.3 mostra o gráfico de b<c> versus o parâme­
tro escala c, onde a 19tra 'A' corresponde ao parâmetro 81 , 'B' 
ao parâmetro 82 , 'C' ao parâmetro 8~ e 'D' ao parâmetro 84 . Nes­
ta f i gura, podemos notar que os par:!metros 82 e 84 não sofrem 
mudanças consideráveis com c decrescendo enquanto que os par~me­

tros 8t e B3 são instáveis, parti cu 1 armente B3 que mostra uma 
trajetória descendente bastante acentuada com c decrescendo, man­
tendo esta tendência mesmo para valores pequenos de c. Este dis­
t~rbio pode ser devido à escolha ~a funç~o de Huber que n~o eli­
mina os pontos que resultam em resíduos grandes, atribuindo a es­
tes apenas pesos menores, de maneira que os pontos considerados 
aberrantes ainda continuem a exercer influência sobre os parâme­
tros, mesmo depois de serem atenuados. Observamos ainda que o pa­
râmetro B4 é pequeno para todo c. # 

URICAMP 

f3lBLIOTECA CENTRAL 



Figura 4.2 Gráfico de resíduos x c - Dados de amônia nao 
absorvida 
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Estes gráficos, como foram propostos, s~o eficiantes pa­
ra a determinação de pontos aberrant.es e conforme os autores, 
ainda possuem um aspecto interessante que podem auxiliar na de­
terminação de subconjuntos de pontos que exercem influência no 
ajuste. Este fato pode ser notado no exemplo anterior, observando 
os gráficos de resíduos versus o par~metro c e o gráfico de par8-
metros versus o parâmetro c, conjuntamente. Observemos primeira­
mente, na figura 4.2, a lJnha correspondente ao resíduo do ponto 
1, denotado pela letra 'A', na abscissa 3.09, correspondente a 
c(4). Esta linha sofre uma inflexão forte quando o ponto 1 é ate­
nuado e a mesma tendência é observada nas linhas B,C e talvez 

·ainda a linha D, correspondentes aos resíduos das observações 2,3 
e 4 respectivamente. Nesta mesma abscissa, c(4)=3.09, na figura 
4.3, a linha 'A' correspondente ao par8metro B1 sofre também 
uma mudança de tendência acentuada e a linha 'C' correspondente 
ao parâmetro s3 , mantem a sua trajetória decrescente. Podemos 
concluir, através destas observações, que os pontos 1,2,3 e pos­
sivelmente 4 exercem forte influência no parãmetro B1 , e talvez 
também no parãmetro s3 , quando o parâmetro de atenuaç~o c é 
3.09. Esta influência, presumivelmente, deve se extendar ao caso 
de mínimos quadrados e nest9 sentido, exploraremos os pontos su­
geridos por estas gráficos, encontrando as medidas de influência 
mút i p 1 a, D M' para o caso de mínimos quadrados. 

Quadro 4.1 Medidas de influência múltipla - dados de amonia não 
absorvida. 

Subconjunto 

(1,2,3,4) 
<1,2,3) 
(1,2,4) 
(1,3,4) 
<2,3,4) 
( 1 1 2) 
( 1 1 3) 
( 1 1 4) 
(2,3) 
(2,4) 
(3,4) 

D 

7.9789 
3.2034 
0.&4&4 
2.1203 
0.4188 
0.0790 
1.1140 
0.5232 
0.0&12 
o. 1028 
0.4183 

No quadro acima, temos os valores do D da Cook calculado 
para o conjunto dos quatro pontos e de todos os subconjuntos me­
nores envolvendo estes mesmos quatro pontos. O valor de compara­
ção é 0.2&04, o mesmo encontrado para o caso de um ponto, no 
exemplo 3.2. Vemos que o subconjunto formado pelas observações 
1,2,3 e 4 exerce forte influência no ajuste a dos subconjuntos 
menores, todos aqueles formados com 3 destes pontos são influen­
tes, notadamente o subconjunto <1,2,3>. Sabemos que os dados fo­
ram tomados em 21 dias consecutivos e é importante notar que as 
observações pertencentes ao subconjunto mais influente é justa­
mente dos primeiros quatro dias. Este fato pode ser de grande 
interesse e ser·ia recomendável um estudo conjunto com o pequisa-
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dor responsável pelo experimento. 

Apesar de, neste exemplo, termos conseguido isolar um 
subconjunto com quatro pontos exercendo forte influência no ajus­
te e ilustrar como estes gráficos podem sugerir tais subconjun­
tos, há situações em que certamente deixarão de ser eflcientP.s. 
Consider~mos uma situ~ção em que ~m ponto ou um subconJunto de 
pontos seja muito influente e nestes casos, em geral, o(s) resí­
duo(s) correspondente(s) é(são) pequeno(s). Como estamos traba­
lhando com o estimador de Huber onde os resíduos determinam' a 
constante a partir da qual serão atribuidos pesos menores e os 
pontos que serão atenuados primeiro são aqueles que tem resídüos 
maior~s. é possível e bastante provável que os pontos que são in 
fluentes e têm resíduos pequenos não sejam atenuados no intervalo 
considerado pelo método proposto. 

Ilustraremos esta situação através do exemplo seguinte, 
que deixará evidente a necessidade de certos ajustes para o apr·o­
veitamento destas técnicas gráficas como uma alternativa para a 
deteção de subconjunto de pontos influentes. 

EXE.tl.P1Q _ _1..._2 Consideremos um conjunto de dados hipotéticos. Estes 
númer·os foram gerados da seguinte maneira: os oito primeiros pon­
tos foram encontrados ,por um processo aleatório, sobre a circun­
ferência de raio 0.1, com centro no ponto (0.5,0.5) e aos pontos 
9~ 10, atribuimos os valores <O:O,O.O> e (1.0,1.0) respectlv~­

mente. Claramente, isto fará com que os pontos 9 e 10 sejam d8 
grande import2ncia no ajuste, que podem?s confirmar com um sim­
ples exame da figura 4.4. 

Quadro 4.2 Dados gerados sobre a circunferência de ralo 0.1 e 
centro (0.5,0.5). 

caso 

1 
2 
3 
4 
5 
e. 
7 
8 
9 

10 

X 

0.5935 
0.4494 
0.5893 
0.5279 
0.5095 
o. 584.7 
0.4749 
0.5017 
0.0000 
1.0000 

y 

0.4&45 
0.58&3 
0.4550 
0.59&0 
0.5995 
0.5531 
0.59&8 
o.e.ooo 
0.0000 
1.0000 

Os parâmetros estimados por mínimos quadrados são: 

bl = O.Oó09 
b2 = 0.9255 

e o coeficiente de correlação múltipla R2 = 0,8421. 
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+ 

Figura 4.4 Gráfico x versus y - exemplo 4.2 

Quadro 4.3 Medidas de influência - Dados do exemplo 4.2 

--------------------------------------------------------------------... 
h ·n DFFITS caso y e T 

--------------------------------------------------·------------------
1 0.5103 -o. 1458 o. 1095 -1. 5G78 0.1399* -0.58<18 
2 0.47&9 o. 1094 0.1104 1.1558 0.0795 0.4071 
3 0.5054 -o .1514 o .1084 -1.7581 0.1489* -0.5130 
4 0.549G 0.04G4 0.1000 0.4535 0.0127 0.1512 
5 0.5325 O.OG70 0.1004 0.5547 0.0255 0.2220 
& 0.5021 -0.0490 0.1073 -0.4819 0.0154 -0.1570 
7 0.5005 0.0953 0.1044 0.9924 0.0575 0.3389 
8 0.5253 0.0747 o. 1009 0.7474 0.0332 0.2503 
9 O.OG09 -0.0509 0.5235** -0.9557 0.7790** -1.2429 

10 0.98G5 0.0135 0.5352** 0.180G 0.0214 o. 1938 
----------------------------------~----------------------------------

t<7,0.05) = 1.895 
t<7,0.01) = 2.998 

F<2,8,0.10> = 0.10&7 
F<2,8,0.25) = 0.2985 

IDFFITSI>1 
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Figura 4.5 Gráfico de resíduos x c - exemplo 4.2 
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Figura 4.6 Gráfico de parâmetros x c - exemplo 4.2 
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Ainda na rigura 4.4, podemos notar que a retirada do 
ponto 9 n~o deve causar mudança considerável no ajuste, o mesmo 
acontecendo com o ponto 10. Isto pode Rer constatado pelo quadro 
4.3, onde temos as medidas de inrluência de cada ponto. Entretan­
to, parece evidente que se retirarmos os pontos 9 e 10 simulta­
neamente, o ajuste sofrerá uma mudança significativa. 

No quadro 4.3, temos as medidas da influência para es­
tes dados e vemos que individualmente, segundo D de Cook, os pon­
tos 1,3 e 9 s~o influentes e segundo DFFITS, o ponto 9. ÜR valo­
res de comparaç~o est~o dados abaixo do quadro. 

Nas figuras 4.5 e 4.6, ~emos os gráficos de diagnóstico 
e como era de se esperar, os pontos 9 e 10 por terem resíduos pe­
quenos, não chagaram a serem atenuados fazendo com que não consi­
gam ser detectados por esta técnica, da maneira que foi sugeri­
da. # 

Huber[17J menciona este mesmo problema e para que pontos 
influentes tenham menor peso na determinaç~o do modelo, sugere o 
uso do resíduo dividido pela raiz quadrada de 1-h onde h é o ele-· 
manto da diagonal da matriz chapéu correspondente. Desta forma, a 
função em <2.4.2), fica 

n 
• 1: 1 p(yi - x! B ) 
I= 

I . 

onde 

{ t
2/2 

p(t) = 
c*ltl ·- c2/2 

e as equações em (4.3.7), 

e i< c) 

= c*< 1 - h · > 112 
I 

= -c*< 1 - h·} l/2 
I 

I ti < c*< 1-h.) 112 
I 

lt I > c*< 1-h · > 112 
I 

(<1.3.8) 

(4.3.9) 

Com isso, a posiç~o de cada ponto no espaço gerado pelas 
colunas da matriz de X é considerada, fazendo com que a pontos 
mais di st.ante do Cf~nt.ó i de dos dados sejam atribui das ponderdções 
maiores. Quanto mais distante do centólde dos dados estiver um 
ponto, mais próximo de um será o elemento correspondente da dia­
gonal da matriz chapéu e portanto 1-h será pequeno e dividindo o 
resíduo deste ponto pela raiz quadrada desta quantidade, faz com 
que este ponto adquira import5ncia maior. 

f:~f:~PLQ_.1 ..... .? Continuação. Voltando ao exemplo anterior e uti Jizan­
do esta sugestão, ~onstruimos os gráficos de diagnóstico, figuras 
4.7 e 4.8, notamos que ainda n~o é possível identificar o~ pontos 
9 e 10 como conjuntamente influentes. Embora estes pontos tenham 
os elementoG da diagonal da matriz chapéu grandes, não são sufi­
cientemente grandes para que façam os resíduos correspondentes 

.crescerem após o ajuste proposto em (4.3.9), a ponto de ser8m· 
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Figura 4.7 Grâfico de resíduos xc-exemplo 4.2(cont.) 
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Figura 4.8 Gráfico de parâmetros xc-exemplo 4.2(cont.) 
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atenuados. Neste caso em particular, pod~mos ver na figura 4.7 o 
ponto 9, rotulado pela letra 'I' cruzar a linha de refer~ncia de 
-45 graus na abscissa c=0.11 aproximadamente. Entretanto, este 
ponto não foi atenuado nesta abscissa pois o ponto 2, rotulado 
'B', apresentou r-esíduo praticamente igual em valor absoluto ao 
do ponto 9, sendo o resíduo do primeiro um pouco maior. Assim, ao 
atenuar o ponto 2, o resíduo do ponto 9 na próxima etapa passou a 
ser maior em valor absoluto que o valor de c da etapa anterior e 
como o valor de c consecutivo deve ser menor ao anterior, a linha 
correspondente ao ponto 9 cruza a linha de -45 graus sem que evte 
ponto tenha sofrido corte exatamente sobre ele. 

A sequ§ncia de entrada dos pontos no conjunto 
3,1,2,7,G e 8, o que corresponde no gráfico de resíduos às 
C,A,B,G,F e H. 

c é: 
letras 

# 

Para que o método gráfico em estudo seja eficiente, ao­
ria necessário que pontos com comportamento particular fossem 
atenuados no início do processo de indução de forma que pos~amoa 

ver a variação que sofre seu resíduo e a perturbação que este po­
de eventualmente'causar em outros. Para tanto, tPntaremos dar 
maiof import~ncia aos pontos cujo h seja grande. Foram realizados 
estudos utilizando o resíduo dividido por 1-h correspondente ele~ 
vado à potência 1 e 2. Ou seja, generalizando a expressJo em 
(4.3.8) e (4.3.9), 

n 
.. ,.• 

,I: p<y. - x:s ) 
I •1 I I 

onde 

p(t) = { 
e as equações em <4.3.7), 

ei <c> = c*<l - hi )k 

e i <c> = -c*< 1 - h i ) k 

e tomando k=1 e k=2. 

ltl < 

ltl > 

c*<l-hi )k 

c*<l-h· )k 
I 

(4.3.10) 

(4.3.11) 

f:~E.H.P1Q_.1 ..... 2 Continu::.1ção. Nas figuras 4.9 e 4.10, ·temos os gráfi­
cos de diagnóstico resíduos versus h e par§metros versus h, res­
pectivamente, com a potência de 1-h, k=l, ou seja, os resíduos 
aqui são divididos por 1 menos o elemento da diagonal da matriz 
chapéu correspondente. Aqui, a sequência de entrada é: 3,1,9,7,t0 
e 2, que correaponde às letras C,A, I,G,J e B na figura 4.11. De­
vido a uma variação grande de escala, a figura 4.9 fica difícil 
de ser interpretada, mas nos fornece a noção de variabilidade que 
a atenuação de um ponto está causando. A figura 4.11 é a mf)Sma da 
4.9, com escala maior e nesta podemos ver que a atenuação do pon­
to 9, rotulado ·r· é que causa a. perturbação em todos os pontos, 

·notadamente no ponto 10, rotulado 'J'. Nesta mesma abscissa, 
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Figura 4.9 Gráfico de resíduos xc-exemplo 4.2(cont.) 

pag.4ó 

é. 1a 
c 



' ' 
-~, 

~ 

I 
~~ 
OS.-; 

n 
líJ 

• I 
c~ 

~ ~ . 

. , 
I 

~-. I 

.r;! 
t=:s;:....; 

parâmetros 
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Figura 4.12 Gráfico de resíduos xc-Exemplo 4.2(cont.) 
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Figura 4.13 Gráfico de parâmetros xc-exemplo 4.2(cont.) 
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aproximadamente 0.1& na figura 4.10, a linha 'A' correspondenta 
ao par§metro s1, sofre forte desvio para valor negativo e a li­
nha 'B' correspondente ao par§metro 82 , uma inflax~o moderada 
para um valor positivo maior. Ainda, na sequência, o ponto 10, 
rotulado 'J' é atenuado, causando novamente grandes perturbações, 
notadamente no ponto 9 e também nos par§metros, conforme figura 
4.10. Podomos concluir, portanto, que os pontos 9 e 10 s~o con­
juntamente influentes, como era de se esperar. 

Nas figuras 4.12 e 4.13, temos os gráficos de diagnósti­
co com k=2, ou seja, aqui os resíduos são dividios por 1-h ao 
quadrado e estas mostram de maneira mais clara ainda a influência 
dos pontos 9 e 10. A sequência de ent.rada dos pontos é 9,2,3,1,8 
e G que corresponde às letras I,B,C,A,H e F. Como a lmportãncia 
do ponto 9 cresce bastante com a ponderaç~o k=2, este é o primei­
ro a ser atenuado e com isso, faz a presença do ponto 10 ser de 
grande influência, causando o desvio acentuado em seu resíduo, 
conforma podemos ver pela figura 4.12. Na figura 4.13 temos os 
par§metros sofrendo também mudanças consideráveis no momento em 
que o ponto 9 é atenuado. · * 

Realizamos um estudo análogo aumentando o raio da cir­
cunferência sobre o qual os 8 pontos foram escolhidos para 0.2. 
Pretendemos com isso, fazer com que a influência dos pontos 9 e 
10, também tomados como <0.0,0.0> e <1.0,1.0), sejam menores pois 
estes estar~o mais próximos do centro dos dados. Assim, é· de se 
esperar que os gráficos de diagnóstico para este caso consigam 
detetar os pontos 9 e 10 como conjuntamente influentes somonte 
quando a potência de 1-h for maior. 

EX~tlELQ_i~a 8 pontos escolhidos ao acaso sobre a circunf~rência 

de raio 0.2, centrado em (0.5,0.5> e os pontos 9 e 10 como sendo 
(0.0,0.0) e (1.0,1.0) respectivamente. 

-Quadro 4.4 Dados gerados sobre a circunferencia de raio 0.2 e 
centro (0.5,0.5). 

caso 

1 
2 
3 
4 
5 
G 
7 
8 
9 

10 

X 

0.4293 
0.&4&1 
0.53&0 
0.4081 
0.&032 
0.3991 
0.4114 
0.&472 
0.0000 
1.0000 

y 

0.3129 
0.&3&& 
O.G9b7 
0.&777 
0.3287 
0.3273 
0.3207 
0.&354 
0.0000 
1.0000 

Os par5metros estimado~ por mínimos quadrados s~o; 



b1 = 0.0079 
b2 = 0.95&0 

e o coeficiente de correlaç~o mdltipla R2 = 0.7302. 
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No quadro 4.5, temos as medidas de influªncia indivi­
dualmente e podemos notar que isoladamente os pontos·9 e 10 n~o 

s~o influentes e ainda, que os resíduos destes pontos s~o bastan­
te pequenos. Os elementos da diagonal da matriz chapéu destes 
dois pontos são grandes, entretanto menores que ao do exemplo an­
terior, como era de se esperar. Os valores de comparaç~o são os 
mesmos do exemplo anterior, dados logo abaixo da tabela no quadro 

'4.3. 

Quadro 4.5 Medidas de influ&ncia - Dados do exemplo 4.3. 

--------------------------------------------------------------------... 
h D DFFITS caso y e T 

---------------------------------------------------------------------
1 0.4183 -0.1054 o. 110& -0.&871 0.0314 -0.2423 
2 0.&25& 0.0110 o. 1325 0.0704 0.0004 0.0275 
3 0.5203 0.17&4 0.1013 1.2185 0.0789 0.4092 
4 0.3981 0.279& 0.1171 2.3824* 0.2374* 0.8&74 
5 0.5845 -0.2559 0.1155 -2.0459* 0.1954* -0.7392 
ó 0.3895 -0.0&22 0.1203 -0.3987 0.0121 -0.1474 
7 0.4012 -0.0805 0.1159 -0.5191 0.0194 -0.1880 
8 0.&2&& 0.0088 o. 1331 0.05&0 0.0003 0.0219 
9 0.0079 -0.0079 0.540&** -0.0595 0.0032 -0.0754 

10 0.9&39 0.03&1 0.5132** 0.3098 0.0570 0.3180 
~-----------------------------------------------------------~---------

Na figura 4.14, temos a dispers~o dos pontos do quadro 
4.4 e a reta ajustada por mínimos quadrados e novamente é fácil 
ver que os pontos 9 e 10 determinam fortemente a inclinaç~o da 
reta. 

As figuras 4.15 a 4.22 são os gráficos de diagnóstico 
com a potência de 1-h, k=O e sucessivamente, 0.5,1 e 2. Os pontos 
9 e 10 são detetados como·conjuntamente influentes somente quando 
k=2, figuras 4.21 e 4.22. Na figura 4.21, o ponto 9, rotulado 'I' 
é atenuado na abscissa 0.125 causando forte desvio em si próprio 
e no ponto 10, rotulado 'J'. Na figura 4.22, nesta mesma abscis­
sa, os par§metros sofrem desvios consideráveis e isto nos leva a 
concluir que os pontos 9 e 10 s~o conjuntamente influentes. 
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Figura 4.15 Gráfico de resíduos x c -exemplo 4.3 
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Figura 4.18 Gráfico de parâmetros xc-exemplo 4.3 
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Figura 4.20 Gráfico de parâmetros x c - exemplo 4.3 
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Figura 4.21 Grâfico de resíduos x c exemplo 4.3 
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No exemplo seguinte, estudaremos uma outra 
veremos novamente que, os gráficos com os ajustes 
capazes ~e nos fornecer informações valiosas. 

situaç~o e 
devidos, são 

~~E~P1Q_A~~ Tomemos novamente 8 pontos escolhidos ao acaso sobre 
a circunferência de raio 0.1, agora centrado no ponto <0.1,0.1) e 
o ponto 9 e 10 como sendo <0.5,0.5) e <1.0,1.0), respectivamentA. 
Os pontos encontrados estão listados no quadro 4.& e na figura· 
4.14 temos a dispersão dos mesmos num gráfico de x versus y. 

Quadro 4.& Dados gerados sobre a circunferência de raJo 0.1 e 
centro (0.1,0.1). 

caso 

1 
2 
3 
4 
5 
& 
7 
8 
9 

10 

X 

0.1858 
0.1742 
0.0713 
0.0101 
0.0142 
0.0393 
0.0085 
0.112& 
o~5ooo 

1.0000 

y 

0.1514 
0.0330 
0.0042 
0.05&2 
0.0487 
0.1795 
0.1403 
o.oop8 
0.5000 
1.0000 

Os par~metros estimados por mínimos quadrados são: 

b1 = 0.0094 
b2 = 0.9545 

e o coeficiente de correlação múltipla R2 = 0.9134. 

Na figura 4.23, temos a dispersão dos dados e a 
ajustada por mínimos quadrados e por este gráfico podemos ver 
o ponto 10 parece exercer forte influência no ajuste e que 
pontos 9 e 10 formariam, provavelmente, um subconjunto muito 
fluente. 

No quadro 4.7, temos as medidas de influência 
destacados o ponto 10 segundo os h 's, os pontos 2,&,7 e 
gundo D e o ponto 10 segundo DFFITS. 

onde 
10 

reta 
que 

os 
ln-

são 
se-

Como nos casoR anteriores, os gráficos de diagnóstico 
com potência O e 0.5 em <1-h) não conseguem detetar os pontos 9 e 
10 como conjuntamente influentes. Ao usarmos a potência 1, é pos­
sível identificar o conjunto formado por estes dois pontos como 
um provável subconjunto influente através das figuras 4.24 e 
4.25. Deixaremos de apresentar os gráficos referentes às outras 
ponderações por considerá-las redundantes. 
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Quadro 4.7 Hedidas de Influência- Dados do exemplo 4.4 
-· -- . -------------·--------------------------------------------------------

caso 
,. 
y e h T D DFFITS 

1 0.18G8 -0.0354 0.1008 -0.3599 0.0081 -0.1205 
2 o. 1757 -0.1427 O. 101 G -1.7149 0.1338* -0.57GG 
3 0.0775 -0.0733 o. 1222 -0.7795 0.0445 -0.2908 
4 0.0191 0.0371 o. 1458 0.3879 0.0144 0.1G03 
5 0.0230 0.0257 o. 1439 0.2GG9 O.OOG8 0.1094 
G 0.0470 o. 1325 o. 13.35 1.5870 0.1G30* 0.5228 
7 0.017G o. 1227 O. 14G5 1.4475 0.1582* 0.5997 
8 0.11G9 -0.11G1 0.1111 -1.3144 0.0989 -0.454G 
9 0.4857 0.0133 0.1938 0.1420 0.0028 O.OG9G 

10 0.9G39 0.03G1 0.8009** 0.8082 1.3734** 1.G211* 

YJ· 
~ + 

J 
-~ ~: 

J 
1 
.s.l 

~ 
~j 

~L. Lee L2e .!.a. 20 é. ee éO 20 é. 40 é. 60 é. se 
X 

Figura 4.23 Gráfico x versus y - exemplo 4.4 
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Figura 4.25 Gráfico de parâmetros x c - exemplo 4.4 
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.Repetimos novamente a mesma situaç~o, aumentando o raio 
da circunferência para 0.2. 

bZb~E1Q_1~~ 8 pontos escolhidos ao acaso sobre a circunferência 
de raio 0.2 e centro (0.2,0.2). Os pontos 9 e 10 s~o, respectiva­
mente, (0.5,0.5) e (1.0,1.0). 

Quadro 4.8 Dados gerados sobre a circunferência de ·raio 0.2 e 
centro (0.2,0.2) 

caso 

1 
2 
3 
4 
5 
b 
7 
8 
9 

10 

X 

o .1252 
0.3&GG 
0.2100 
0.0182 
0.349& 
o. 1239 
0.002t 
0.2072 
0.5000 
1.0000 

y 

0.3855 
0.0894 
0.0003 
O. 11 GG 
0.3327 
0.0151 
0.1713 
0.3999 
0.5000 
1.0000 

Os par~metros estimados por mínimos quadrados s~o: 

b1 = 0.05ó0 
b2 = 0.8444 

·~ o coeficiente de correlaç~o m~ltipla R2 = 0.&854. 

Na figura 4.2&, temos a dispers~o destes dados e a reta 
ajustada por mínimos quadrados. Note que o ponto 9 n~o está tãO 
distante do restante dos pontos e que o ponto 10 determina forte­
mente a lnclinaç~o da reta. No quadro 4.9, temos ressaltado este 
fato pela coluna dos h's. Neste mesmo quadro, a medida D destaca 
os pontos 1,2,3 e 10 como influentes e o DFFITS, o ponto 10. 
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Quadro 4.9 Medidas de influência - Dados do exemplo 4.5. 

-------------------------------------------------------------------~-- ,.. 
h T D DFFITS caso y e 

---------------------------------------------------------------------
1 0.1517 0.2238 0.1348 1.4302 o .1410* 0.5&4& 
2 0.3G55 -0.27&1 o. 1074 -1.8721 0.1&07* -0.549& 
3 0.2333 -0.2330 o. 1082 -1.4777 0.1154* -0.5148 
4 0.0713 0.0453 0.194& 0.2&51 0.009& 0.1303 
5 0.3512 -0.0185 0.1045 -o. 1021 0.0007 -0.0349 
E) o. 1&0& -0. 1455 o .. 1354 -0.8&03 0.0599 -0.3404 
7 0.0577 0.113G 0.20&1 0.&88& 0.0&59 0.3509 
8 0.2309 o. 1 &90 o. 1088 1.000& O. OE·11 0.3497 
9 0.4782 0.0218 o. 15&2 o. 1244 0.001& 0.0535 

10 0.9004 0.099& 0 . .7438** 1. 1172 1.7573** 1. 903E·* 
--------------------------------------------------------------------·-

y 

~ 

+ 
3 

1·+------.~---.----~~~--~~---r~--~~~--~~--~~--
-·El. 49 -e. 2a • 2a 

X 

Figura 4. 26 Gráfico x versus y ~· exemplo 4. 5 
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Figura 4.28 Gráfico de parâmetros xc-exemplo 4.5 
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Nas figuras 4.27 e 4.28, temos os gráficos de diagnósti­
co com a potência de <1-h> igual a 1. A figura 4.27 mostra um as­
pecto interessante. Neste caso, devido a particularidade destes 
dados, é. possível distinguirmos dois subconjuntos que possível­
mente s~o influentes. Note que o ponto 10, rotulado 'J', ao ser 
atenuado, faz com que o ponto 9 rotulado 'I' e numa escala menor, 
o ponto 5 rotulado 'E' tenham a mesma tendência, indicando que 
estes três pontos podem formar um subconjunto. Da mesma maneira, 
temos os pontos 4,& e 7, rotulados 'D', 'F' e 'G' com um ligeiro 
acréscimo em seu resíduo, indicando também que podem formar outro 
conjunto. Estes seis pontos poderiam formar um único conjunto se 
tivéssemos um número maior de observações. Como em nosso caso te­
mos apenas 10 pontos, não teria sentido considerar um subconjunto 
com a maioria dos pontos. # 

Para confirmarmos os subconjuntos encontrados nos exem­
plos 4.2 a 4.5 como influentes, aconselhamos calcular a medida D 
para influência múltipla. Abaixo, exibimos as medidas calculadas 
para cada um dos subconjutos detetados pelos métodos gráficos co­
mo influentes. 

Quadro 4. 10 Medidas de influência mútipla - Exemplos 4.2 a 4.5. 

Exemplo 

4.2 
4.3 
4.4 
4.5 

Subconjunto 

(9,10) 
(9,10) 
(9,10) 
(9,10) 
(5,9,10) 
(4,&,7> 

D 

81.8891 
0.7&37 

&2.28&7 
7.2482 

14.1134 
0.0284 

Como podemos ver, todos os subconjuntos encontrados pelo 
método gráfico podem ser considerados altamente influentes, a me­
nos do subconjunto <4,&,7> do exemplo 4.5 o qual tomamos apenas 
para averiguação. Os valores de comparação são os mesmos utiliza­
dos para a medida D do caso unidimensional e que consta no quadro 
4.3. Para termos uma melhor idéia de quanto um dado subconjunto é 
influente, podemos interpretar os números ao quadro acima da se­
guinte maneira: calculando a probabilidade de que uma variável 
com distribuição F com 2 e 8 graus de liberdade seja maior que a 
quantidade D encontrada e esta probabildade nos fornecerá a idéia 
de quanto a estimativa b<.> se afasta de b, ou seja, para um con­
torno de quanto em relação a b. No exemplo 4.2, a retirada dos 
pontos 9 e 10 desloca b<9,10) para um contorno de praticamente 
100% em relação a b. No exemplo 4.3, para um contorno de 50% e no 
exemplo 4.4,para um contorno de 100%. No exemplo 4.5, o subcon­
junto (9,10) para um contorno de 98% e o subconjunto (5,9,10) pa­
ra 99,8%. 

Tomaremos mais um exemplo para ilustrar a eficiência 
destes gráficos. 
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EXEMELQ_1~2 Os dados do quadro abaixo são referentes a um estudo 
realizado na Universidade de Califórnia em Los Angeles sobre cia­
nose. A variável X é a idade, em meses, em que a criança pronun­
ciou a primeira palavra e Y é a pontuação de adaptação Gesell pa­
ra cada uma das 21 crianças. Os dados foram obtidos por Mickey, 
Dunn e Clark[l8] e são também estudados por Cook e Weisberg. Es­
ta é a razão pela qual tomaremos como exemplo pois teremos assim, 
como checar nossos métodos. 

Quadro 4.11 Dados de pon~uação de adap~ação. 

caso X y caso X y 
---------------------------------------

1 15 95 11 7 113 
2 2& 71 12 9 9& 
3 10 83 13 10 83 
4 9 91 14 11 84 
5 15 102 15 11 102 
ó 20 87 1& 10 100 
7 18 93 17 12 105 
8 11 100 18 42 57 
9 8 104 19 17 121 

10 20 94 20 11- 8& 
21 10 100 

---------------------------------------
Na figura 4.29 ~emos a dispersão des~es pon~os e 

te linear simples por mínimos quadrados ~raçado. Podemos 
ciar o ponto 19 como possível pon~o aberr·an~e e os pon~os 
parecem exercer for~e influência no ajus~e. 

o ajus­
eviden-
18 8 2 

Os parâme~ros es~imados por mínimos quadrados são: 

b1 = 
b2 = 

109.8738 
-1.1270 

No quadro 4.12, ~emos as medidas de diagnós~ico onde na 
coluna h, a observação 18 se des~aca bas~an~e. Os resíduos s~u­

den~izados ressal~am o pon~o 19 e conforme o ~es~e respec~ivo, é 
considerado pon~o aberran~e. As medidas de influência De DFFlTS 
des~acam os pon~os 18 e 19 como influen~es, individualmen~e, com 
maior evidência para o primeiro. 

Nas figuras 4.30 e 4.31 ~emos gráficos de diagnós~ico 

como foram propos~os por Denby e Mallows. No primeiro, resíduos 
versus o parâme~ro escala c, podemos ressal~ar somen~e o ponto 
19, ro~ulado 'S', como pon~o aberran~e e ~odos os resíduos perma­
necem quase cons~an~es com c decrescendo. Aa ordem de entrada dos 
pontos no conjun~o C é 19,3,14,11,20,5,17,4,2,10,15,7,12,9,8,1 e 
1&. No segundo gráf·ico, par§m8~ros versus c, a linha 'A' corres­
ponden~e ao parâme~ro b1 sofre ligeiros desvios que não estão as­
sociados à atenuação de nenhum pon~o, conforme o gráfico de resí­
duos e o par5me~ro b2, represen~ado pela linha 'B' permanece 
cons~an~o com c decrescendo. 
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l0.ee 15.ee 2e.eo ~5.eo 3e.ea 35.ee 4e.eo 4s.ea 
X 

Gráfico x versus y - Dados de pontuação de adaptação 

Medidas de Influência - Dados do exemplo 4.6 

e h T D DF'F'ITS 
-------------------------------------------------------------------------

1 92.9G90 2.0310 0.0479 o. 1840 0.0009 0.0413 
2 80.5721 -9.5721 0.1545 -0.941& 0.0815 -0.4025 
3 98.&040 -15.&040 O.OG28 -1.5108 0.0717 -0.3911 
4 99.7309 -8.7309 0.0705 -0.8143 0.025& -0.2243 
5 92.9&90 9.0310 0.0479 0.8329 0.0177 o. 18&9 
b 87.3341 -0.3341 0.072& -0.030& 0.0000 -O.OOBE> 
7 89.5880 3.4120 0.0580 0.3112 0.0031 0.0772 
8 97.4770 2.5230 0.05ó7 0.2297 0.0017 0.05ó3 
9 100.8579 3.1421 0.0799. 0.2899 0.0038 o. 085•1 

lO 87.3341 ó. GG:•9 0.072& O.ól77 0.0154 o. 1728 
11 101.9849 11.0151 0.0908 1.0508 0.0548 0.3320 
12 99.7309 -3.7309 0.0705 -0.3428 0.0047 -0.0944 
13 98.&040 -15.&040 0.0&28 -1.5108 0.0717 -0.3911 
14 97.4770 -13.4770 0.05&7 -1.2798 0.047& -0.3137 
15 97.4770 4.5230 0.05G7 0.4132 0.0054 0.1013 
1ó 98.&0<10 1.39GO O.OE>28 0.1274 O.OOOEJ 0.0330 
17 9ó.3500 8.b500 0.0521 0.7983 0.0179 o. 1872 
](\ E>2.5403 -5.5403 0.&51&** -0.8451 0.&781** -1.1550* 
19 '30.7150 30.2850 0.0531 3.&070** 0.2233* 0.0537* 
20 97.4770 -11.4770 0.05E.7 -1.07ó5 0.0345 -0.2&38 
;'t '38. GO•lO 1.39&0 0.0&28 0.1274 0.000& 0.03:.30 

------------------------------------------------------------------------
t.< 1(3' o. 05) = 1.734 F<2, 19,0.10) = 0.1059 IDFFITS I > 0.&489 

• l r 4 n ,..., ,..., 1 \ - .., C. C.? FC?.?9.0.25) = 0.2915 
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Figura 4. 30 Gráfico de resíduos x c - Dados de pontuação de 
adaptação 
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Figura 4.31 Gráfico de parâmetros x c - Dados de pontuação 
de adaptação 
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Para detetarmos subconjunto de pontos influente, 
construidos gráficos de diagnóstico com (1-h) elevado às 
elas 0.5,1 e 2. Apresentaremos aqui, somente os gráficos 
potência 2 as quais permitiram visualizar e identificar de 
ra mais clara os possíveis subconjuntos influentes. 

forr.lm 
potên­
com a 
manei-

Nas figuras 4.32 e 4.33, temos os gráficos de resíduos 
versus c e parâmetros versus c respectivamente. Vemos na figura 
4.32 que o prJmeiro ponto atenuado foi o 18, representado pela· 
letra 'R', destacado como influente Individualmente no quadro 
4.12. Este pont.o, ao receber ponderaç~o menor, tem seu resíduo 
bastante aumentado e a mesma tendência é notada nos pontos 2,5,7 
e 10, destacadamente o ponto 2. No gráfico s~o representados res­
pectivamente pelas linhas 'B', 'F', 'G' e 'J'. Na figura 4.33, ve­
mos que os par~metros sofrem grande variaçâo no momento em que o 
ponto 18 é atenuado. 

Com isso, podemos sugerir o subconjunto formado pelos 
pontos 2,5,7,10 ~ 18 como possívelmente Influente. No quadro que 
segue, calculamos a medida de influência múltipla D para o sub­
conjunto e também para todos os menores constituidos por elemen­
tos deste subconjunto. 

Quadro 4.13 Medidas de influência múltipla - Dados de pontuação 
de adaptaç~o. 

subconjunto 

<2,5,7,10,18) 
(2,5,7,10) 
(2,5,7,18) 
(2,5,10,18) 
<2,7,10,18) 
{5,7,10,18) 
(2,5,7) 
(2,5,10) 
<2,5,18) 
{2,7,10) 
{2,7,18) 
{2, 10, 18) 
(5,7,10) 

D 

30.7035 
0.0209 

15.3387 
17.17&8 
9.4900 
0.4818 
0.0742 
0.0375 

11.3879 
0.0173 
7.4568 
7.4049 
0.0409 

subconjunto 

(5,7,18) 
{6,10,18) 
(7,10,18) 
<2,6) 
{2,7) 
(2,10) 
<2,18) 
{6,7> 
(6,10) 
(6,18> 
(7,10) 
(7,18) 
{10,18) 

D 

0.8591 
0.5963 
0.3231 
0.1000 
0.0599 
0.0300 
5.35138 
0.0029 
0.0154 
0.9304 
0.0359 
0.5053 
0.4137 

Os valores de comparação são as mesmas dado no quadro 
4.12. Confirmamos, assim, que o subcon,junto formado pelos pontos 
2,5,7,10 e 18 é multo Influente. Dos subcon,iuntos com 4 pontos, o 
formado pelos pontos (2,5,10,18) é o mais influente. Dos formados 
co~ 3, o subconjunto <2,6,18) e dos formados com 2, o par 2 e 18 
s~o mais influentes. Note que todos estes subconjuntos incluem os 
pontos 2 e 18. Entretanto, começando com o par (2,18), a inclus~o 

do ponto 5 causa um aumento considerável no valor de D . Da mesma 
forma, ao Incluir o ponto 10 e finalmente o ponto 7. 
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Figura 4.32 Gráfico de resíduos x c -Dados de pontuação de 
adaptação 
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arâmetros 

Figura 4.33 ·Gráfico de parâmetros x c- Dados de pontuação de 
adaptação 
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Cook e Weisberg[llJ, estudando estes mesmos dados, che­
garam a conclusâo de que o par <2,18) é altamente influente. Não 
mencionam, _entretanto, qualquer subconjunto com mais de 2 pontos. 

# 
Voltando ao exemplo 4.1, dados de amonia não absorvida, 

construímos os gráficos de diagnóstico com a ponderação 1-h às 
potências 0.5,1 e 2. Nas figuras 4.34 e 4.35, temos os gráficos 
de diagnostico resíduos/(1-h) versus c e par§metros versus c, 
respectivamente. Podemos ver de maneira mais clara na figura 
4.34, que os resíduos das primeiras quatro observações possuem 
comportamento semelhante com c diminuindo e principalmente sofrem 
grandes desvios quando o ponto 2 <B> é atenuado. Nesta figura, 
notamos um fato interessante. As linhas E,F,G,H e I, correspon­
dentes aos pontos 5,&,7,8 e 9 também se comportam de maneira se­
melhante aos pontos 1,2,3 e 4, embora os desvios sofridos pores­
tes sejam em menor escala. Mais ainda, as linhas J,K,L,M e N, 
correspondentes aos pontos 10,11,12,13 e 14, comportam-se de ma­
neira muito semelhante depois que o ponto 4 ~ atenuado. Em segui­
da, os resíduos dos pontos 15 e 1&, representados pelas letras O 
e P, desvia-se para valores menores no momento em que 2 é atenua­
do. Todos consecutivos. Isto deve-se, talvéz, ao fa(o de as ob­
servações terem sido tomados em dias consecutivos. 

Calculamos mais alguma medidas de influência mútlpla en­
volvendo estes novos pontos e constatamos que os subconjuntos 
formados pelos pontos 10,11,12,13,14 e 5,5,7,8,9 são influentes. 
Ainda, se unirmos os subconjuntos (1,2,3,4) com (5,5,7,8,9) temos 
um-:aumento considerável no valor da estatística D e a remoção 
destes pontos moverá a estimativa para um contorno de prat.icamen­
te 100% em rlação a b. Os pontos 15 e 1? não constituem um sub­
conjunto influente. Entretanto, o subconjunto formado por estes 
dois pontos e 1,2,3,4 também causa um crescimento considerável 
em D . 

subconjunto 

(1,2,3,4,5,5,7,8,9) 
(5,5,7,8,9) 
<10, 11112,13, 14) 
(15,15) 
(1,2,3,4,15,15) 

D 

27.1459 
2.5&21 
0.9870 
0.0914 

11.5548 
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Figura 4.34 Gráfico de resfduos x c - Dados de amonia 
não absorvida 
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Como foi discutido em 4.2, a doteçlo do subconjunto de 
pontos influente esbarra em limit~ções sérias em sua identiflca­
ç~o dado o número muito grande de cálculos que deveriam sar fel­
tos. Preocupamo-nos ent~o em encontrar um método alternativo para 
a determiilaç~o de tais subconjuntos. Um método que reduzisse sig­
nificativamente ã quantidade de cálculo. Identificado o subcon­
junto, o cálculo da medida de influência múltipla para este sub­
conjunto específico é feito sem maiores problemas. 

As técnicas gráficas propostas nesle trabalho, embora 
sejam de característica exploratória, mostraram-se bastante efi­
cazes na identificação de subconjuntos de pontos que exercem in­
fluência sobre o ajuste. 

Com relação à medida de influência múltipla, optamos por 
trabalhar com a medida pr~oposta por Cook a qual permite fazer 
comparações através de uma distribuição de referência, no caso a 
distrlfulçüo F. 

Um outro aspecto muito importante que o estudo destes 
gráficos nos permitiu visualizar é com relação à ponderação nos 
resíduos proposta por Huber[l]J. Recordando, Huber propôs tomar o 
ponto de corte da função em (2.4.2) como c*<l-hi~h como forma de 
atribuir pesos menores a pontos com influência grande no ajuste. 
Utilizando esta sugestão, construimos os nossos gráficos de diag­
nóstico e notamos que esta ponderação não é suficiente para que 
pontos influentes sejam atenuados. Pudemos notar que um ponto 
conseguiria um destaque maior, somente quando o element.o da dia­
gonal da matriz de projeções correspondente for muito próximo de 
um. Propusemos, então, generalizar a potência de (1-h) e tomamos 
para os nossos propósitos, a potência 1 e 2. Com isso, os pontos 
influentes passaram a ser melhor evidenciados e conseguimos fazer 
com que estes fossem considerados no início do processo de indu­
ção para a determinação do conJunto C. 

Evidentemente, ao aumentarmos a potência de 1-h, podemos 
estar dando import~ncla maior a pontos que não sejam de fato lm-· 
portantes. Entretanto, em nosso caso, isto pode ser colocado em 
cheque calculando as medidas de influência múltipla para os su­
conjuntos encontrados. 

Em todos os exemplos deste trabalho, foram 
os gráficos de diagnóstico com as potências k=O, 0.5, 

construidos 
1 e 2 em 
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1-h. Em todos, os gráficos que permitiram visualizar melhor e 
consequentemente identificar poss(veis subconjuntos influentes, 
foram aqueles com k=l ou 2, dependendo do caso. 

Em suma, dado um problema de regressão linear e encon­
trado o melhor ajuste, recomendamos em seguida encontrar as medi­
das de influência unidimensionais, construir os gráficos de diag­
nóstico com k=O, 1 e 2 e calcular as medidas de influência múlti­
pla para ·cada possível subconjunto que os gráficos indicarem. 

Uma desvantagem deste método é que quando o número ,de 
observaç~es for grande, o gráfico de res(duos versus o par~m~tro 

escala c pode se tornar difícil de ser interpretado. Nestes ca­
sos, sugerimos construir dois gráficos, ou quantos forem necessá­
rios, com os dados particionados. 

Os programas computacionais elaborados para aste traba­
lho, encontram-se no apêndice e s~o em número de três. O primel­
ro, chamado 'regress~o·, encontra o ajuste por mínimos quadrados 
e fornece os arquivos de entrada para os outros programas. O se­
·gundo, chamado 'gráficos', fornece os dados para a construção dos 
gráficos de diagnóstico e o terceiro, calcula a medida de in­
fluêticla mútipla. 

Estes programas, embora envolvam quantidade consid3rável 
de cálculos e de memória, não s~o demorados. Num probl~ma com 24 
observaç~es e 10 par~metros, o programa 'gráficos' que é .o mais 
lento, precisou de aproximadamente 2 minutos. 
~ 

Todos os programas foram escritos em pascal e o equipa­
mento utilizado foi o Itautec 1-7000. Por terem sido escritos e 
executados em microcomputador, estes programas sofrem uma restri­
ção séria quanto ao número de observações e de par~metros em vir­
tude da capacidade de memória do equipamento. 

Os gráficos foram construidos utilizando a rotina VPLOT 
e a impressora gráfica do equipamento VAX/Sistema VMS versão 4.2. 
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PROGRAMAS 

1. Regr·essão~ 

Este programa foi elaborado exclusivamente rara efetuar o 
ajuste por rn{nimos quadrados, fornecer as medidas de dia~­
n6stico unidimensionais e gerar arquivos que servirão de ~n­
trada para os outros dois programas. 

program regressao; 
t~pe mat=arra~[i •• 32,i •• 32J of real; 

vetor=arra~[i •• 32J of real; 
vetori=arra~[i •• iiJ of real; 

· var 
:mat; 

~.e :vetor; 
dados,saida,saidai,saida2 :text; 
arqsai,arquivo,arqdat,arqi:strlng[14J; 
nlin,ncol, i,j,k,l,chave : integer; 
colin :arra~[i •• iiJ of boolean; 
beep,lf,cr,chv :char; 
ivar :vetor i; 
sqres,s,si,dmin :real; 

procedure multrnv(c:mat;d:vetor;nlc,ncc: inte9er;chv:char); 
v ar 

i k 1 ij 
begin 

for ik:=i to nlc do 

end; 
end ;· 

be!}in 
e[ i k J: =0 i 
jj:=i; 
repeat 

e[ i k J : =e[ i k J+c [ i k , i j ]*d [ i j J; 
ij :=ij+ii 

unt i 1 i j >ncc i 
if ((chv='s') or (chv='S')) then 

writeln(saida,e[ikJ:i5:4)i 

procedure multiplica(r,t:matinlr,nlt,nct,fi,f2: integer;chv:char)i 
v ar 

i k I i L i j :integeri 
begin 

for ik:=i to nlr do 
begin 

for il:=i to nct do 



end; 

begin 
h[ i k. i 1 ] : =0 i 
jj ==1; 
repeat 

h[ i k. i 1 J: =h[ i k. i 1 J+r[ i k. i j ]*t [ i j 1 i 1 J i 
ij :=ij+i; 

unt i 1 ij >nlt i 
if ((chv='s') or (chv='S')) then 

wr i te ( sa ida. h [ i k I i 1 J: f i : f2) i 

end; 
if ((chv='s') or (chv='S'>> then 

wr iteln(saida); 
end; 

procedure transpoe(g:mat}i 
v ar 

ij1ik :integeF·i 
begin 

for ij:=i to nlin do 
for ik:=1 to ncol do 

~-~[ i k 1 i j]: =g[ i j 1 i k ] Í 

end; 
($i st~leep2. pas} 
begin 

c1rscri 
beep:=chr(7);1:=chr(10)icr:=chr(13); 

P<1C!.fl4 

writeln(bee~,lf,lf~' ':10, 'DIGITE O NOME DO SEU ARQUIVO DE 
DADOS E TECLE ENTER' 1 1f)i 

read1n(arquivo); 
write1n<beep,1f,1f,' ':101'DIGITE O NOME DO SEU ARQUIVO DE 

SAIDA E TECLE ENTER' ,1f); 
r eací 1 n (ar qsa i ) i 

write1n(beep,lf,1f,cr,' ':10,'QUAL O NOME DO ARQUIVO DE DADOS 
PARA OS GRAFICOS?' ,lf,cr); 

readln(arqf)i 
as~ign(dados,arquivo)iassign(saida,arqsai)iassign(saida2,arqi)i 

reset(dados);rewrite(saida);rewrite(saida2); 
write1n(beep,1f,1f,' ':15 1 'A REGRESSAO E COM CONSTANTE? 

( S/N) • I 1 f-) ; 

readln (chv) i 

writeln(saida2,chv); 
readln(dados,n1in,nco1)i 
if ((chv='s') or (chv='S')) then 

begin 

end 

chave:=2; 
nco1:=nco1+ii 
for i ==i to nl in do 

begin 
~-~[ i 1 1 ] : ;:::. i i h [ i 1 i J : ::;: 1 j 

end; 

else 
chave:=i; 

for j:=i to ncol do 
i var[ j J: =1 i 



dmin:=ie-06; 
for i :=1 to n1in do 

begin 
for j:=chave to nco1 do 

begin 
read(dados~~-~[ i 1 j]); 

h [ j 1 i ] : =}{[ i 1 j J j 

end; 
read(dados~~[i]); 

read1n(dados); 
end; 

wr i te (sai da 1 1 f I 1 f 1 1 f 1 ' ' : 25 I 'MATRIZ XTX' 1 1 f 1 1 f, c r); 
mu1tiplica(h~x~nco1,n1in~ncol,i5 1 4 1 's'); 

for i :=1 to ncol do 
sweep ( nco 1~ i 1 h); 
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write<saida~1f~1f~1fl' ':15 1 'MATRIZ INVERSA DE XTX ' 1 lf,1f,cr)i 
for i ==i to ncol do 

be:gin 
for j:=i to nco1 do 

begin 
i f j >i t hen h[ j, i J: =h[ i , j J i 

write(saida.h[iljJ:i5:6); 
write1n(saida2 1 h[i,j]); 

end; 
wr i te 1 n (sai da> i 

end; 
transpoe(;d i 
mu 1 t i p 1 i c a< h 1 ;-~ 1 n c o 1 1 n c o 1 , n 1 i n I 8 ~ 4 I ' n ' ) i 

write(saida,lf,1f,lf~' ':15 1 'OS PARAMETROS ESTIMADOS 
SAO' ,1f~1Lcr); 

mu 1 t mv (h. !:f, nco 1, n 1 in I 
1 s 1 

) ; 

for i :=1 to ncol do 
write1n(saida2~e[i]); 

transpoe(;.~); 

mu 1 t i p 1 i c a<;-~ 1 h 1 n 1 i n , n c o 1 1 n 1 i n , 8 I 4, 1 n ' ) i 

mu 1 t mv (h 1 !:f , n 1 i n , n l i n , ' n ' ) ; 
sqres:=0; 
writeln(be:-ep,lf 1 1f, 1 1

:15~'QUAL O NOME DO ARQUIVO DE 
SAIDA?<MATRIZ CHAPEU)' ,1f,cr); 

read1n(arqdat)iassign(saiclai,arqdat);rewrite(saidai); 
writeln(saidai,n1in:5,nco1:5); 
for i :=1 to n1in do 

begin 
for k:=i to nl in do 

wr-iteln(saidai,n[i,kJ:8:6); 
~<[ i ~ 1 J: =e[ i J i 
x[ i , 2 J : =!:f [ i J-e[ i J; 
;{[i ,3J:=h[ i 1 i Ji 
WFite1n<saida2~x[i,2J,x[i,3]); 

sqres:=sqres+sqr(x[i 1 2J)i 
end; 

s:=sqres/(n1in-nco1)i 
write<saida,1f 1 1f,If~' ':10~'!::faj'~' 

1
:14~'e~~· ':14~~h',

1 

:13, 1 t 1
1

1 1 :13)i 
wr- i te< sai da~ 'ta 1 ' , ' ' : 131 'D' 1 ' ' : 12 ~ 'DFFI TS' 1 1 f 1 1 f 1 c r) i 



for i :=1 to nl in do 
begin 

writeln(saida1,x[i,2J); 
x[ i 1 4 J: =x[ i I 2 J/s 'lrt ( s* ( 1-h[ i I i J >); 

si :=(nlin-ncol>*s/(nlin-ncol-1)-sqr(x[i 12])/ 
((nl in-ncol-i)*(i-h[ i 1 i J)); 

x[ i 1 5 J: =!{[ i , 2 J/s qr t (si* ( 1-h [ i 1 i J) ) ; 
x[ i 1 6 J: ==s qr ( x[ i 1 4 J) *h [ i I i J/ ( n c o 1 * ( i -h [ i I i J) ) ; 
.x[ i ,7]:=~-~[ i ,5]iif(sqrt (h[ i~ i J/(1-h[ i 1 i]))>; 
for j:=i to 7 do 

write(saida,x[ilj]:15:4); 
wr i te 1 n ( sa i da) ; 

end; 
writeln(saidai~s>; 

close(saida2); 
c 1 o se ( s o:, ida i) ; 

c 1 o se ( sa i ó C"t) i 

end. 

2. Graficos. 
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Fornece os dados para a constru~~o dos gr~ficos de diagn6stico. 
Este programa foi elaborado seguno o ülgoritmo pro~osto por 
Denb~ e Mallows em [13]. 

pro~ram denb~_mallows; 

t ;;pe· 
.. ,.. 

v ar 

mat 
mati 
vet 
vetot­
nome 

=arra~[1 •• 10,1 •• 10J of real; 
=arra~[i •• 3ili •• i0J of real; 
=arra;;[1 •• 11J of real; 
=arra~[i •• 3iJ of real; 
=string[14J; 

i,jlglulnl~nc,modo 

indice~chave~sinal 

h,hi 
b,bi,q~xi~bh~bhi 

r~~~diag,r1 

arquivo,arqsai,arqi 
grafpar,grafres 
dados~saidn,data 

gr-t~gt~-fi 

beep,lf,cr,chv,cont 
mm, ma~< I i n te r c 
quart 
ind 

X 

:integer; 
: i nteger; 
:mat; 
: vet; 
:vetor; 
:nome; 
:nome; 
: t e;-~t i 

: t ext i 
:char; 
:real; 
:arra~t1 •• 211 •• 11J of real; 
:arra;;[i.L31J of integer; 
:mati; 

{$i multmv.pas} 
procedure prepara; 
begin 

c1rscr;beep:=chr(7);lf:=chr(10);cr:=chr(13); 
writeln(beep,lf,lf, 1 1 :10 1 'ENTRE COM O NOME DO ARQUIVO DE DADOS 

E TECLE ENTER'~lf,cr>; 
rradln (arquivo> i 
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writel~(beep,lf,lf,' ':10, 'ENTRE COM O NOME DO ARQUIVO DE DADOS 
<MATRIZ X E VETOR Y> 1 ,lf,cr); 

readln(:arqi); 
assign(dados,arquivo);assign(data,arqi);reset(data); 
reset(dados); 

end; 
procedure preparai; 
be:9in 

writeln(beep,lf,1f, 1 1 :10, 1 QUAL A POTENCIA DE (i-h)? 
(0 se 0,5 se 0.5,1 se i e 2 se 2) 1 ,lf,cr); 

readln<modo) i 

writeln(beep,lf,lf, 1 1 :10, 'ENTRE COM O NOME DO ARQUIVO DE SAIDA 
E TECLE ENTER 1 ,lf,cr); 

F ead 1 n (ar qsa i ) i 

assign(saida,arqsai);rewrite(saida); 
for i :=1 to nl do 

begin 
case modo of 

0: r[ i J: =r i[ i J; 
5:r[iJ:=ri[iJ/sqrt(i-diag[iJ); 
1:r[iJ:=ri[iJ/(i-dia:9[iJ); 
2:r[iJ:=ri[iJ/sqr(i-diag[iJ)i 

end; 
ind[iJ:=0; 

end; 
for i :=1 to nc do 

begin 
for j:=i to nc do 

h[ i 1 j]: =h i[ i 1 j] i 
b[j]:=bi[i]; 
bhi[ i ]:=0; 
bh[i]:=0; 
q[ i ] : =0 i 

endi 
interc:==b[iJi 
for i :=2 to nc do 

bhi[ i ]:=b[ i ]1f(quart[2, i ]-quart[i, i]}; 
g:=i; 
writeln(beep,lf,lf,' 1 :10, 'ENTRE COM O NOME DO ARQUIVO PARA 

PLOTTER<RESIDUOS>' ,lf,cr); 
readln(grafres); 
writeln(be-ep,l-f,lf, 1 1 :10,'ENTRE COM O Nm1E DO ARQUI'JO PARA 

PLOTTER<PARAMETROS) 1 ,lf,cr); 
readln (gt-af'par); 
assign(grf,grafres);rewrite(grf)iassign(grf1,grafpar); 
rewrite(grfi); 

end; 
procedure leitura; 
begin 

readln(dados,chv); 
readln(data,nl,nc); 
if chv in ['s', 'S'J then 

begin 
chave:=2; 
nc:=nc+i; 



end 
else 

for i:=i to nl do 
x[ i ,1]:=1; 

chave:=i; 
for i:=i to nc do 

for j:=i to nc do 
readln(dados,hi[i,j]); 

for i :=1 to nc do 
readln(dados,bi[iJ); 

for i :=1 to nl do 

end; 

begin 
readln(dados,ri[iJ,diag[iJ)i 
fo~ j:=chave to nc do 

read(data,x[i,jJ)i 
read(dat:c~..~[ i J); 

readln (data) i 
end; 

procedure quartis(ab:mati); 
v ar 

w : rea 1; 
troca,v :integer; 

begin 
for i :=2 to nc do 

be!]in 
eo.b[ 22, i J: =1e+06 i 
repeat 

troca:=0; 
for j:=i to nl do 

be-gin 
if ab[j+i,iJ(ab[j,iJ 

then 
begin 

"!:=-a L[ j, i J; 
ab[j, i J:=ab[j+i, i]; 
ab[j+i. i ]:=w; 
troca:=i; 

endi 
end; 

unt il troca=0i 
endi 

u:=trunc<n1/4)i 
if nl/4-u>0 

then 

else 

for i :=2 to nc do 
begin 

q~art[i, iJ:=ab[u+iiiJ; 
quart[2, i]:=ab[nl-u, iJ; 

end 

for i:=2 to nc do 
begin 
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quart[:i, i J:=(:::..b[u, i J+ab[u+i, i J)/2; 
quart[2, j]:=(ab[nl-u-1, iJ+ab[nl-u, i])/2; 



end; 
end; 
procedure maxabs(z:vetor); 
begin 

max:=z[i]; indice:=i; 
for i :=2 to nl do 

if abs(z[iJ)}abs(max> 
then 

begin 
max:=z[iJ; 
indice:=i; 
sinal:=trunc(max/abs(z[i])); 

end; 
for i:=i to nc do 

xi[iJ:=x[indice, i]; 
ind[iJ:=indice; 

end; 
procedure maximo(z:vetor); 
begin 

max:=z[iJ; indice:=i; 
for i:=2 to nl do 

end; 

i f z[ i ]}ma~< 
then 

begin 
ma;< : =z( i J ; 
indice:=i; 

end; 

procedure itera(a:mat;aux:vet); 
v ar 

d. f. fi :real; 
be:::~in 

d:=0;f':=0;f'1:=0; 
for i :=i to nc do 

begin 
f:=f+aux[iJ*b[iJ; 
fi:=fi+aux[i]*q[i]; 

end; 
multmv<nc,nc,a,aux); 
for i :=1 to nc do 

d:=d+aux[i]*xi[iJ; 
for i :=i to nc do 

be~in 

end; 

for j:=1 to nc do 
begin 

h[i,j]:=aux[i]*aux[j]; 
h [ i • j ] : =h [ i 1 j ]/ ( Í -d ) j 

h[ i ,j ]:=<;~_[i ,j J+h[ i ,j ]; 

end; 
b[i]:=b[iJ-(~[indiceJ-f')*aux[iJ/(1-d); 

q[iJ:=q[iJ+(fi+sinal)*aux[iJ/(i-d); 
end; 

proc~dure calcula; 
v ar 
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begin 

f,fi,max1.max2,w 
agal, :c~.ga2 
indicei 

:real; 
:vetor; 
: integer; 

for u:=i to nl do 
begin 

f:=0;f1:=0; 

end; 

for i :=1 to nc do 
begin 

f:=f+x[u, iJ•b[iJ; 
fi :=fi+~-;[u, i ]*q[ i J; 

end; 
case modo o-f 

0:t.,:=1+-f1; 
5:w:=sqrt(1-dia~(uJ)+-fi; 

i:w:=(i-diag[uJ)+fi; 
2;w:=sqr(i-dlag[uJ)+f1; 

end; 
if w=0 then agai[u]:=0 else agai[uJ:=(~[uJ-f)/w; 

c<t.se modo of 

end; 

0:w:=-i+fi; 
5:w:=-sqrt(i-diag[uJ)+fi; 

i:w:=-(1-diag[uJ)+fi; 
2:w:=-sqr(i-dia~[uJ)+fi; 

if w=0 then aga2[uJ:=0 else aga2[uJ:=(~[uJ-f)/wj 

for i :=1 to g-1 do 
begin 

j:=ind[i]; 
agai[jJ:={'•; 
aga2[j ]:=0; 

cnd; 
mm: =ab s < meo.~{) ; 
repeat 

ma~{ i mo ( ag a 1 ) ; 
if max>=mm-ie-06 then aga1[indice]:~0; 

until max<mm-ie-06; 

indicet:=indice; 
repeat 

ma~-~ i mo(agCt_2); 
if max}=mm-ie-06 then aga2[indiceJ:=0; 

until max<mm-ie-06; 

i f m<:n~i >ma:;-{2 
then 

else 

begin 
max: =ma;<i; 
indice:=indicei; 

end 

n1a.~·~ : =n1a~-~2 i 

ind[gJ:=indice; 
for i :=1 to nc do 
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begin 
xi[iJ:=x[indice, iJ; 
bh[iJ:=b[iJ+abs(max)*q[i]; 
bhi[iJ:=bh[i]*(quart[21 iJ-quart(i 1 iJ); 

end; 
bhi(iJ:=bh(iJ-interc; 
for i:=i to nl do 

begin 
·f: ·::::0; 

for j:=i to nc do 
f: =f+x[ i, j J~·bh[ j J; 

case modo of 

end; 

0:r[iJ:=(~[iJ~f); 

5:r[iJ:=(~[iJ-f)/sqrt<i-dia~[i]); 

i:r[iJ:=(~[iJ-f)/(1-diag[i]); 

2:r[iJ:=(~[iJ-f)/s~r(1-diag[iJ); 

end; 

sinal:=trunc(r[indiceJ/abs(r[indiceJ)); 
end; 
procedure escreve; 
begin 

for i :=1 to 74 do 
write(salda,~45); 

wr i te 1 n ( s:a i da, 1 f I 1 f, 1 
' : 35, 1 

g = 1 

1 g) ; 
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write<sai!Ja~lf~If~
1 1 :6, 1

P~;:;:AMETROS
1 

1
1 1 :6, 1

PARA!-~ETROS(h) 
1 
); 

writeln<saida~ 
1 1 :5 1 

1

P!'~RAl·íETROS(h) P;~DR. 
1

1
1 

• 
1

:5~
1

RESIDUOS
1

,1f.1-f.ct-); 

for i :=i to nc do 
wr i te 1 n (sai da 1 

1 1 
: 2, 1 b 1 

, i , 1 1 1b[i ]:10:4, 1 
I :6,bh[ i ]:10:4, 

' 
1 :8,bhi[i]:i0:4, 1 ' : 10, i : 2, r:[ i J: H>: 4); 

for i :=nc+i to nl do 
wr i te 1 n (sai d;:,l 1 1 :601 i :2, r[ i J: 10:4 >; 

write(saida~lf~lf); 

l•trite1n(saici:a.~
1 1 :10, 1 h( 1 ,g, 1

) = 1

,abs(ma~-d:8:4,
1 1 :5, 1 1inhé,', 

indicc=::4); 
write(saida,lf,lf,lficr); 
write(grf~abs(max):8:4); 

write(grf1~abs(max):8:4); 

for i:=i to nl do 
write(grf,r[iJ:8:4); 
•Arite1n(grf); 
for i :=i to nc do 

write(grfi,bhi[i]:i0:4); 
wr i te 1 n ( g r f i) ; 

end; 
begin{programa principal} 

prepar?.; 
lei b.tr<:,; 
quartis(x); 
cont: = 1 s 1

; 

while cont in [ 1
S

1 ,'S'J do 
begin 

prepar-ai; 
ma::.-~abs (r); 



end. 

eSCFeV2i 
i te F ct (h 1 ~{ i ) i 

.9 ==2; 
repeat 

calcula; 
escreve; 
i te r a (h I x i ) ; 
g:=g+i; 

untii g}nl·-nc-2; 
close(saida); 
close(grf); 
close(grfi); 
writeln(beep,lf,lfl' ':i0,'DESEJA CONTINUAR? 

( S/N) I I 1 f I CF); 
readln(cont); 

end; 

3. Influ~ncia m~tipla. 
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Calcula a medida de influ~ncia m~ltipla sugerida por Cook e 
Weisberg em [iiJ. 

program minfl; 
t~pe mat=arra~[1 •• 10~1 •• 10J of real; 

vetor=arra~[i •• i0J of real; 
v ar 

i ,j 1k ,l,m,ncol 
e i I i var 
ind ice 
ar qsa i , ar- qu i vo 
beep,lf,cr,cont 
h i, i dent 1 ab 
dados, se<. i da 
colin 
d,s,dmin 
e 
h 

:integer; 
:vetor; 
:arra~[1 •• 10J of integer; 
:strin!J[i4J; 
:char; 
:mat; 
: t e~<t; 
:arra~[iE.i0J of boolean; 
:real; 
:arra~[i •• 32J of real; 
:arra~[i •• 32,i •• 32J of real; 

procedure prepar-a; 
begin 

c1rscr;beep:=chr(7);1f:=chr<10);cr:=chr-(i3); 
writeln(beep,lf 1 ' ':151 'QUAL O NOME DO ARQUIVO DE 

DADOS?(MATRIZ CHAPEU>' ,lf); 
read 1 n <arquivo); 
assign(dados,arquivo);reset(dados); 
w-riteln(beep,lf, lf 1 ' ':15, 'QUt'~L O NOHE DO ARQUIVO DE 

SAIDA?',1f); 
r-ead1n(arqsai); 
assign(saida,arqsai);rewrite(saida); 

end; 
procedur-e preparai; 
begin 

tiJriteln(becp,J.f~' ':i51'QUAL O TAf1ANHO DO CONJUNTO?'Ilf); 
readln(m); 



writeln(beep,lf,lf,' ':15, 'ENTRE COM O NUMERO DA LINHA E 
TECLE ENTER' ,lf); 

for i:=i tom do 
re~dln(indice[iJ); 

end; 
procedure leitura;Cle a matriz chapeu} 
v ar 

n,kk :integer; 
begin 

readln(dados,n,ncol); 
for i:=i to n do 

for j:=i to n do 
readln(dados,h[i,j]); 

for i :=i to n do 
readln(dados;e[iJ); 

readln(dados,s); 
for i:=i to 10 do 

for j:~i to 10 do 
ident[ i ,j ]:=0; 

dmin:=ie-06; 
end; 
procedure menor;{constroi o menor de dimensao m} 
v ar 

kk :integer; 
begin 

for j:=i tom do 

end; 

begin 
k:=indice[jJ; 
e i [ j J : =e[ lc J; 
ivar[j]::;:::i; 

end; 

for ):=i tom do 
begin 

kk :=ind ice[ I]; 
hi[j,l]:=h[k,kk]; 
i f j=l 

then 
ident[j,)J:=i 

else 
ident[j,)J:=0; 

ident[j,)]:=ident[j,IJ-hi[j,lJ; 
end; 

($i sweep2.pas} 
(§i mu1tmmNpas} 
{$i multmvi.pas} 
procedure calcula; 
begin 

for k:=i tom do 
sweep ( m, k , i d en t ) ; 

for i :=1 to m do 
begin 

for j:==i tom do 
if j}i then ident[j,i]:=ident[i,j]; 

end; 
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mu 1 t i p i i c a ( m, m, m, i d en t , h i ) ; 
mu 1 t i p 1 i c a ( m, m J m, n i I i d en t > ; 
multmv<ident~eilm,m); 

d:=0; 
for i :=1 to m do 

d:=d+ei[i]*ivar[iJ; 
d:=d/(s*nco1); 
write<saida 1 ' ':10 1 'INFLUENCIA MULTIPLA DOS PONTOS'); 
for i :=1 to m do 

wr ite(s:aida 1 ind ice[ i ]:4); 

writeln(saida);write1n(saida); 
wr i te 1 n <sai da 1 ' ' : 201 d: 10: 4 J 1 f, 1 f 1 1 f 1 c r) ; 

end; 
begin{programa principal} 

prepara; 

end. 

1e i tura; 
cont :='s' i 
while ((cont='s'> or (cont='S')) do 

begin 
preparai; 
menor; 
calcula; 
writeln(' ':10.1 'QUER CALCULAR PARA MAIS CONJUNTO? 

(S/N)')i 
readln(cot); 

end; 
close(saida); 

4. Procedures inclusos nos programas anteriores. 

4.1 Sweep. Inverte uma matriz sim~trica. 

PROCEDURE sweep <numesc;kk:INTEGER;var matriz:MAT> 
V?1R 

i i 1 j j 
de 1 be,ce 

BEGIN 

INTEGER 
REAL ; 

de = rnatriz[kk~kkJ i 

IF ((de(drnin> ANO <ivar[kkJ=1)) THEN colin[kkJ .- TRUE 
IF NOT colin[kkJ THEN BEGIN 

FOR i i :=1 TO numesc+i DO BEGIN 
IF ii{}kk THEN 8EGIN 

IF i i)kk THEN be := 
ivar[i iJ*ivar[kkJ*matriz[kk, i iJ/de 

IF ii{kk THEN be :=matriz[ i i,kkJ/de 
FOR jj:=i i TO numesc+i DO BEGIN 

IF jj()kk THEN BEGIN 

END 

IF jj{kk THEN ce := 
ivar[jj]*ivar[kkJ*matriz[jj,kkJ 

IF jj)kk THEN ce := matriz[kk,jjJ i 

matriz[ i i,jj] .-matriz[ i i1jj]- be*ce 
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END 
END i 

END i 

IF kk{)i THEN FOR i i :=1 TO kk-i DO 
mdtriz[iiskkJ = -matriz[iiskkJ/de 

FOR i i :=kk+i TO numesc+i DO 
matriz[kks i iJ .- matriz[kks i iJ/de 

matriz[kkskkJ := i/de i 

i v ar [ k k J . - i v ar [ k k J i 

END 
END i 

4.2 Multiplica. Multiplica duas matrizes. 

procedure multiplica(nla,nlb,ncb: integer;a:mat;var b:mat); 
v ar 

ik I i L ij 
aux 

: integeri 
: mat; 

begin 

.. ,.. 

end; 

for ik:=i to nla do 
for il:=i to ncb do 

begin 
aU~{( i K 1 j 1 ) : =0 i 
i j: =i; 
t·epeat 

aux[ i k 1 i 1 J: =a•n~[ i k ~ i 1 J+a[ i k 1 i j ]*b[ i j s i 1 J; 
ij :=ij+i; 

un t i 1 i j > n 1 b ; 
end; 

for ik:=i to nla do 
for il==i to ncb do 

b[ik, ilJ:=aw..:[ik~ i1J; 

4.3 Multmv. Mu1tip1i~a matriz por vetor. 

procedure multmv<nlh,nch:integer;hh:mat;var ~~=vet); 
v ar 

i k I i j :integeri 
i v :arra~[1 •• 31J of real; 

begin 
for ik:=i to nlh do 

end; 

be9in 
i v[ i k J: =0 i 
i j :=i j 
repe~tt 

i v[ i k J: =i v[ i k J+hh[ i k 1 i j ]*~~( i j J i 
ij :=ij+i; 

unt i 1 i j >nch i 
end; 

for ik:=i to nlh do 
~~[i k J: =i v[ i k J; 
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4.4 Multmv. Multiplica matriz por vetor(usado em influ~ncia 

.mt..Ít i pl a>. 

procedure multmv(h:mat;~:vetor;nlh,nch:integer); 
v ar 

i k' i j :integer; 
begin 

for ik:=i to nlh do 
be9in 

ivar[ikJ:=0; 

end; 

.. ,.. 

i j: =i; 
repeat 

ivar[ikJ:=ivar[ikJ+h[ik, ijJ*~[ijJ; 
ij :=ij+i; 

unt i 1 i j }nch; 
end; 
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