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RESUMO

O objetivo desta tese é tratar da resolucao de sistemas nao lineares de grande porte, em que as
funcoes sdao continuamente diferencidveis, por meio de uma abordagem hibrida que utiliza um método
iterativo com duas fases. A primeira fase consiste de versoes sem derivadas do método do ponto
fixo empregando parametros espectrais para determinar o tamanho do passo da diregao residual.
A segunda fase é constituida pelo método de Newton inexato em uma abordagem matrix-free, em
que é acoplado o método GMRES para resolver o sistema linear que determina a nova direcao de
busca. O método hibrido combina ordenadamente as duas fases de forma que a segunda é acionada
somente em caso de falha na primeira e, em ambas, uma condicdo de decréscimo nao-monoétono deve
ser verificada para aceitacdo de novos pontos.

Desenvolvemos ainda um segundo método, em que uma terceira fase de busca direta é acionada
em situacdes em que o excesso de buscas lineares faz com que o tamanho de passo na direcdao do
método de Newton inexato torne-se demasiadamente pequeno. Sao estabelecidos os resultados de
convergéncia dos métodos propostos. O desempenho computacional é avaliado em uma série de
testes numeéricos com problemas tradicionalmente encontrados na literatura.

Tanto a anélise tedrica quanto a numérica evidenciam a viabilidade das abordagens apresentadas
neste trabalho.

Palavras-chave: Sistemas nao lineares; otimizagdo sem derivadas; métodos espectrais; Newton
inexato; busca direta; busca linear ndo monétona.
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ABSTRACT

This thesis handles large-scale nonlinear systems for which all the involved functions are continuously
differentiable. They are solved by means of a hybrid approach based on an iterative method with two
phases. The first phase is defined by derivative-free versions of a fixed-point method that employs
spectral parameters to define the steplength along the residual direction. The second phase consists
of a matrix-free inexact Newton method that employs the GMRES to solve the linear system that
computes the search direction. The proposed hybrid method neatly combines the two phases in such
a way that the second is called only in case the first one fails. To accept new points in both phases,
a nonmonotone decrease condition upon a merit function has to be verified.

A second method is developed as well, with a third phase based on direct search, that should
act whenever too many line searches have excessively decreased the steplenght along the inexact-
Newton direction. Convergence results for the proposed methods are established. The computational
performance is assessed in a set of numerical experiments with problems from the literature.

Both the theoretical and the experimental analysis corroborate the feasibility of the proposed stra-
tegies.

Keywords: Nonlinear systems; derivative free; spectral methods; inexact Newton; direct search;
nonmonotone linesearch.
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CAPITULO

1

INTRODUCAO

Problemas originarios das mais diversas areas do conhecimento, como a prépria matemaética, a fisica,
a quimica, a economia e as engenharias, necessitam da resolucao de sistemas de equacdes nao lineares

com as seguintes caracteristicas:

F(z)=0,

(z) (1.1)
F:R" - R™

Embora, a rigor, a terminologia adequada seja sistema de equagdes ndo lineares, a fim de permitir

uma melhor fluéncia no texto, adotaremos neste trabalho o termo simplificado sistemas ndo lineares,

0 que é uma pratica comum na &rea.

Em geral, problemas de grande porte do tipo (1.1), onde a funcao F é continuamente diferenciavel,
sao resolvidos através de métodos iterativos. Métodos iterativos sdo métodos que partem de um

ponto inicial qualquer do dominio da fungéo F' e geram uma sequéncia {zy}:
Tkl = Tk + Agdp, (1.2)

onde o vetor di é chamado direcao de busca e \; é um escalar no intervalo (0,1] e é chamado de

tamanho do passo.

Entre os métodos classicos para a resolucao de sistemas nao lineares encontra-se o método de Newton.
Denotando a matriz Jacobiana de F' no ponto zy por J(zy), o método de Newton aplicado a resolucao
de (1.1) consiste em realizar iteragoes onde a diregao dy é obtida pela resolugao do seguinte sistema
linear:

J(mk)d = —F(;L’k) (1.3)

A principal vantagem do método de Newton é sua boa taxa de convergéncia, que é quadratica,
sob certas hipoteses. Resultados sobre a convergéncia local do método de Newton sao facilmente

encontrados na literatura, como, por exemplo, em [19] ou [40]. No entanto, a utilizagdo pratica do

[1]



método de Newton apresenta algumas dificuldades quando se trabalha com problemas de grande
porte. O célculo da matriz Jacobiana, bem como a posterior resolucao do sistema linear, podem
ser computacionalmente caros ou até impraticaveis. Uma alternativa bastante utilizada é o uso do
meétodo de Newton inexato proposto por Dembo, Eisenstat e Steihaug [18]. Ao invés de obter a
dire¢ao de busca através da resolugao do sistema linear (1.3), a proposta dos autores consiste em

obter uma direcao dj que satisfaca & seguinte condicao:
1 (i) die + F (@) | < il F' () ||, (1.4)

onde 7y, € [0,1) é chamado termo forcante.

Métodos baseados em projecoes sobre subespagos de Krylov [34] tém sido utilizados para resolver
aproximadamente o sistema linear (1.3) a fim de obter a diregdo dj satisfazendo a condicao (1.4).
Um dos mais conhecidos métodos de projecao sobre subespacos de Krylov é o método GMRES
(Generalized Mininimal Residual) |47]. A utilizacdo do método GMRES pelo método de Newton
inexato para resolucao do sistema linear interno da origem ao método conhecido como Newton-
GMRES.

Em alguns casos |13, 29|, a matriz Jacobiana da funcao F' nao pode ser fornecida, quer pela com-
plexidade do célculo, quer pela indisponibilidade das derivadas parciais. Esse cenério estimulou o
desenvolvimento de algoritmos que nao fazem o uso da matriz Jacobiana e, ao invés disso, ou utilizam

uma estratégia que nao faz uso de derivadas ou encontram aproximacdes para a matriz Jacobiana.

Os métodos de projecdo sobre subespagos de Krylov tém a vantagem pratica de que a matriz Ja-
cobiana num ponto qualquer do espaco das varidveis somente é utilizada em produtos matriz-vetor
e estes, por sua vez, podem ser aproximados através de séries de Taylor, utilizando somente o va-
lor de F' na vizinhanca do ponto em questdao. Fsse procedimento é conhecido na literatura como
matriz-free [47].

Também aproveitando as ideias do método de Newton, mas tentando evitar possiveis limitacoes
praticas ocasionadas pelo cdlculo da matriz Jacobiana e posterior resolucao do sistema linear, temos
os métodos quase-Newton. Os métodos quase-Newton tém como objetivo evitar a avaliagdo da

matriz Jacobiana e simplificar a obtencao da direcdo de busca.

Neste sentido, esta direcao é obtida através da resolucao do sistema linear
Brd + F($k) =0, (1.5)

no qual a matriz B é uma aproximacao para a matriz Jacobiana de F' no ponto xy.
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Em geral, pede-se que as matrizes da sequéncia { By} satisfagam a equagao:
Bi(zk — xp—1) = F(zg) — F(xp—1), (1.6)

chamada de equagdo secante.

Os métodos que satisfazem a equacdo (1.6) sdo denominados métodos secantes e tém taxa de con-
vergéncia superlinear, sob determinadas hipdteses. Informagdes adicionais sobre os métodos quase-

Newton podem ser encontradas em [9, 10, 40, 42].

Ainda se tratando de métodos derivados do método de Newton para resolucido de sistemas néo
lineares, temos a classe dos métodos tensoriais. Neste caso, ao invés de procurar uma reducao na
carga computacional, sacrificando a taxa de convergéncia, é adotada uma filosofia contraria, e, em
vez de utilizar uma aproximacao linear para encontrar a direcao de descida, a direcao d é encontrada
através de uma modelagem mais complexa, incluindo informacgao de segunda ordem. A nova dire¢do

deve ser solucao do sistema nao-linear:
1
F(a) + J(z)d + §dT(de)d =0, (1.7)

onde T}, ¢ um tensor com n® elementos (Th)ij1-

O principal objetivo deste tipo de modificagao é fornecer métodos mais eficientes que o método de
Newton para os sistemas nao lineares em que a matriz Jacobiana é singular na solugao, situacao em
que o método de Newton tem convergéncia lenta [48]. O uso de um método puro, em que as segundas
derivadas sao calculadas, é praticamente inviavel pois requer excesso de calculos computacionais
(calculos das derivadas parciais de segunda ordem e posterior resolugao do sistema nao-linear) e de

requerimentos de mémoria (requer mais que n®/2 posicdes de armazenamento).

Schnabel e Frank [48] propoem uma aproximagao de posto baixo para os tensores que sdo repre-
sentados por T. Essa aproximacao torna os custos computacionais comparaveis aos do método de
Newton. Conforme [48], 0 método é competitivo em problemas em que a Jacobiana pode ser avaliada
e, além disso, mostra uma melhora de desempenho substancial nos testes envolvendo equacoes em

que a matriz Jacobiana na solugdo tenha posto n — 1 ou n — 2.

Outra maneira usual de solucionar sistemas nao lineares (1.1) de maneira satisfatéria é atraves da
utilizagdo de meétodos de ponto fixo, os quais sao métodos iterativos que geram a sequéncia {xy}
utilizando o vetor residuo como direcao de busca. Assim sendo, na k-ésima iteracao trabalha-se com
o vetor di = aiF(xp), com o € R, evitando qualquer tipo de dire¢ao de busca que faca uso da

matriz Jacobiana ou aproximagoes para esta.
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Em geral, os métodos iterativos aqui apresentados tém somente garantida a sua convergéncia local.
Isto é, os principais resultados de convergéncia somente sdo verificados sob a hipdtese do algoritmo
partir de um ponto suficientemente proximo da solugdo. Nem sempre é possivel garantir a satisfagao

desta hipétese, principalmente quando nao temos qualquer conhecimento sobre a solucao do sistema.

Para garantir a convergéncia global, isto é, garantir que o algoritmo ir4 convergir a partir de qualquer
ponto inicial, uma estratégia de globalizagao deve ser empregada. Para definir uma estratégia de

globalizacdo, usualmente se define uma funcao
f:R" >R, (1.8)

chamada fung¢do de mérito, que indica quando determinado ponto é melhor ou pior, no sentido de
estarmos nos aproximando de uma solugdo para o sistema nao-linear em questdao. Geralmente, se
define como funcao de mérito f(z) = ||F(x)| ou f(z) = %HF(:E)||2, j& que, em ambas, valores mais
préximos de zero tendem a indicar maior proximidade com a solucao do problema. E assim, deter-
minar uma estratégia de globalizacao para a resolucao do sistema nao-linear equivale a determinar
uma estratégia de globalizacao para o problema de minimizar irrestritamente a fungao de mérito

definida.

Em problemas de minimizagao irrestrita, definida uma funcao f : R® — R, a qual chamamos fun¢do
objetivo, devemos encontrar um vetor no espaco R™ que seja um ponto de minimo da funcao objetivo.
Um vetor x € R™ pode ter a caracteristica de ser um ponto de minimo local, quando f(x) é o menor
valor encontrado para f em um conjunto aberto contendo x, ou ainda de ser um ponto de minimo

global, quando f(z) é o menor valor encontrado para f considerando todos os elementos do espago
R™.

E importante ressaltar que, embora todo ponto x € R" que seja solucio do sistema nao linear (1.1)
seja necessariamente um ponto de minimo para a func¢do de mérito, nem todo vetor que minimiza a
funcdo de mérito representa uma solucdo para o sistema néo linear. Por exemplo, para o caso em
que f(x) = %HF(Z‘)”Q, temos Vf(x) = J(z)' F(x) e, assim, s6 temos a garantia de que um ponto
de minimo de f é uma solu¢do para o sistema nao linear quando a matriz Jacobiana da funcao f é
ndo-singular. Portanto, ndo devemos esperar que métodos globalizados para sistemas nao lineares

tenham a mesma eficdcia que os mesmos métodos para problemas de minimizacio.

Problemas de minimizacao irrestrita também podem ser resolvidos através de métodos iterativos e
tém sua convergéncia garantida para um ponto estacionério, desde que uma estratégia de globali-
zag¢do seja acionada. Ao determinar uma estratégia de globalizacdo, duas abordagens classicas sao

utilizadas: busca linear e regides de confianga.

l4]



Quando se trabalha com busca linear, deve-se inicialmente determinar uma direcdo de descida. Uma
direcdo dj, é chamada direcio de descida para f a partir de xj, se possibilita determinar um valor A
tal que se A € (0, \), entdo xj, + Ady provoca uma reducdo no valor da funcio objetivo. Sob o ponto
de vista geométrico, direcGes de descida a partir de um determinado ponto sdo diregoes que formam

um angulo obtuso com o gradiente de f no ponto em questao.

Apos a determinacao de uma direcdo de descida, a estratégia de busca linear consiste em obter um
escalar Ag no intervalo (0, 1], de forma que o ponto xx+1 = .+ Arpdy produza um decréscimo no valor
de f. Devido as caracteristicas das direcoes de descida, valores suficientementes préximos de zero
para o tamanho do passo irdo provocar o decréscimo requerido. No entanto, passos muito pequenos
podem prejudicar a velocidade de convergéncia. Assim sendo, as estratégias de busca linear tém
como objetivo encontrar um valor para tamanho do passo que se aproxime do méximo valor que

permita a reducdo requerida no valor da funcdo de mérito.

Por outro lado, se a opcao é trabalhar com regides de confianca, a fungdo objetivo deve ser aproxi-
mada por um modelo, geralmente quadratico, numa regido em torno do ponto xx. A nova dire¢ao
de busca serd determinada pelos minimizadores do modelo em uma regido em que se supoe que o

modelo ir4 descrever bem a situacao real.

O uso de uma estratégia de globalizacao s6 é eficaz se for exigido um decréscimo adequado no valor
da fungdo de mérito. Visando evitar a estagnacdo do algoritmo e/ou a convergéncia para pontos
nao estacionarios, tradicionalmente se estabelece como critério de decréscimo suficiente que o novo

ponto satisfaca a desigualdade proposta por Armijo [2].

A condig¢do de Armijo exige que um ponto s6 pode ser aceito caso provoque um decréscimo na fungao
de mérito maior do que o simples descenso. A diferenca entre o descenso simples e o decréscimo
proposto por Armijo depende do valor do angulo entre a direcdo de descida utilizada e o gradiente
da funcao objetivo:

F @+ Medi) < f (@) + YAV fae) di, (1.9)

onde v € (0,1).

No entanto, alguns métodos de ponto fixo como, por exemplo, o método do residuo espectral ([13],
[14]) do qual falaremos adiante, tendem a um mau funcionamento quando sao utilizadas muitas
redugdes no tamanho do passo. Essa tendéncia estimulou a utilizagdo de estratégias mais flexiveis
que Armijo. Assim sendo, trabalhos recentes como, por exemplo, [14] e [28], desenvolvem algoritmos
do tipo espectral utilizando uma versao do critério de aceitagdo desenvolvido no trabalho de Grippo,
Lampariello e Lucidi [27]. Nesse trabalho, os autores propdem e demonstram a convergéncia do

método de Newton dotado de um critério de aceitagdo que permite a geragdo de sequéncias nao-

|51



monotonas, no sentido de que nio necessariamente teremos f(xpi1) < f(zx), em contraposigio a

proposta de Armijo que ird obrigatoriamente gerar uma sequéncia mondtona.

Além disso, quando se estd interessado em trabalhar com problemas em que as derivadas de F nao
podem ser avaliadas, as propostas para garantir a convergéncia global do problema que exijam o
conhecimento do gradiente da fun¢do de mérito devem ser descartadas e, novamente, deve-se optar
por esquemas em que o gradiente da funcao de mérito seja aproximado ou, entdo, uma estratégia

livre de derivadas deve ser utilizada. Os trabalhos [13] e [37]| apresentam propostas neste sentido.

O objetivo desta tese é tratar da resolucao de sistemas nao lineares de grande porte em que a fun¢ao
F' é continuamente diferenciavel. Essa hipétese, no entanto, nao indica qualquer acesso a dados

sobre a Jacobiana de F', mas tao somente visa garantir os resultados de convergéncia teérica.

A resolucao dos sistemas nao lineares é proposta através de uma abordagem hibrida, criando um

método iterativo com duas fases:

1. uma versao derivative-free do método do ponto fixo utilizando pardmetros espectrais [5] para

determinar o tamanho do passo da dire¢ao residual;

2. o método de Newton inexato em uma abordagem matriz-free, em que é acoplado o método

GMRES [47] para resolver o sistema linear que determina a nova direcao de busca.

O método combina ordenadamente as duas fases de forma que a segunda é acionada somente em caso
de falha na primeira e, em ambas, uma condi¢ao de decréscimo nao-mondtono deve ser verificada

para aceitacdo de novos pontos.

Proporemos ainda um segundo método, em que uma terceira fase de busca direta é acionada em
situagoes em que o excesso de buscas lineares faz com que o tamanho de passo na direcao Newton-

inexata torne-se demasiadamente pequeno.

Métodos de busca direta sdo métodos iterativos e consistem em, a cada iteracdo, avaliar a funcio
objetivo num ndmero finito de pontos e determinar em quais pontos devemos continuar persistindo e
quais pontos devem ser abandonados [12, 15, 35]. No nosso caso, utilizamos a chamada busca direta
direcional, em que, a cada iteracdo k, um conjunto de diregdes, chamadas direcdes de sondagem, é
determinado e sao avaliados os pontos resultantes da soma de x; com os elementos deste conjunto,

escalados por um comprimento de passo.

Devido & sua taxa de convergéncia lenta, o uso de busca direta ndo é recomendavel para resolucao
de sistemas nao lineares de grande porte. Ainda assim, trabalhos recentes [28, 30] tém acoplado aos

seus algoritmos uma etapa de busca direta quando os mesmos estejam em vias de declarar falhas de
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execucao por excesso de buscas lineares, permitindo assim melhorias praticas em termos de robustez.

E essa abordagem que pretendemos adotar neste trabalho.

O texto é dividido em cinco capitulos. O segundo capitulo trata do método do residuo espectral.
Apo6s uma revisao bibliografica, é apresentado um relato tedrico do método e sdo enunciados os
principais resultados ja conhecidos. Em seguida, apresentamos as mudancas propostas para apri-
morar o método e finalizamos o capitulo com testes numéricos que comprovam o ganho obtido com
algumas das mudancas realizadas, mas ainda indicando a necessidade de outras modificacGes que

proporcionem um algoritmo mais robusto.

No terceiro capitulo, é apresentado o método hibrido proposto. Na primeira se¢ao desse capitulo hé
uma abordagem tedrica sobre o método Newton-GMRES, onde sao relatados os principais resultados
de convergéncia. Apos isso, o método hibrido é descrito e sdo apresentados os resultados teoricos
com respeito & convergéncia do método desenvolvido. O capitulo é finalizado com resultados praticos

que comprovam o bom desempenho algoritmico do método.

Seguindo a tendéncia dos capitulos anteriores e, apés uma descrigdo tedrica dos métodos de busca
direta e posterior analise dos principais resultados de convergéncia, o quarto capitulo apresenta um
novo método hibrido que adiciona ao método anterior uma etapa de busca direta. Para essa etapa,
desenvolvemos um novo conjunto de direcSes de sondagem. O capitulo segue com os resultados de

convergéncia tedrica dos algoritmos no contexto de resolucao de sistemas nao lineares.

Terminamos o texto com uma anilise geral do trabalho desenvolvido, destacando as principais
contribuicoes que apresenta, tanto do ponto de vista teérico quanto do ponto de vista computacional.

Também relatamos algumas propostas de trabalhos futuros bem como resultados ainda em aberto.
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CAPITULO

2

METODOS ESPECTRAIS

Utilizar métodos de ponto fixo é uma forma classica de resolver sistemas nao lineares. Métodos que
adotam uma abordagem do tipo ponto fixo geram iterativamente a sequéncia {zx} utilizando como

dire¢ao de busca F(zy) ou —F(zy), chamadas de diregées residuais.

La Cruz e Raydan |14] propuseram o método do residuo espectral (Spectral Approach for Nonlinear
Equations - SANE), que elege como dire¢oes de buscas um vetor miltiplo da dire¢ao do residuo e o

vetor oposto a este:
dp = (1/ay)F(zy) e dy = —(1/ o) F(zy). (2.1)

O parametro de escalamento oy é uma adaptacdo do pardmetro espectral, proposto por Barzilai
e Borwein [5] no desenvolvimento do método do gradiente espectral utilizado para resolucao de
problemas de minimizagao irrestrita. Para garantir a convergéncia global do método, é empregado
um critério de aceitacdo de pontos que permite a geragdo de uma sequéncia nao monétona, isto
é, considerando uma funcdo de mérito f : R™ — R, o valor de {f(zx)} ndo é necessariamente

decrescente.

Posteriormente, La Cruz, Martinez e Raydan [13| dotaram o método do residuo espectral com uma
estratégia para aceitacdo de novos pontos que nao faz uso explicito de qualquer tipo de derivada, de-
finindo, assim, um método derivative-free (DFSANE), ao contrario do critério utilizado pelo método

SANE, que utiliza o gradiente da fun¢ao de mérito.

Iniciamos este capitulo com uma secgao tedrica, descrevendo o método do gradiente espectral desde a
proposta inicial para a minimizacao de quadréticas em duas dimensoes e passando para o posterior
desenvolvimento de modificacoes que possibilitaram a resolucdo de problemas de minimizagdo mais
complexos. A seguir, relatamos como essas ideias foram aproveitadas para resolver sistemas nao
lineares, utilizando o algoritmo SANE [14] e sua posterior adaptagao derivative-free DESANE. Sao
propostas alteragoes ao método DFSANE que visam estabelecer melhorias préticas para o método.
O capitulo é finalizado com relatos dos testes numéricos que permitiram avaliar o desempenho das

modificacoes propostas, além de fornecer indicativos para o prosseguimento da investigacao.
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2.1. INTRODUCAO TEORICA

Com o objetivo de solucionar problemas de minimizagao irrestrita:

min f(z), (2.2)
z€R™
onde a fungao f: R™ — R possui derivadas primeiras continuas, Barzilai e Borwein [5] propuseram

um método iterativo que utiliza um tamanho especial de passo para a direcao de maxima descida.

O meétodo foi pensado como um método quase-Newton [19, 40], que consiste em realizar iteragoes
do tipo:
Tp1 = a2k, — B 'V f (), (2.3)

onde B, é uma matriz n X n.

Para fins praticos, é conveniente que a matriz By possa ser atualizada sem grandes custos com-
putacionais a partir da matriz Bg_1. Além disso, nos casos em que a funcdo f é continuamente
diferenciavel, resultados tedricos garantem melhores taxas de convergéncia conforme By se aproxime
da matriz Hessiana da funcdo f no ponto zp. Para resultados tedricos sobre os métodos quase-
Newton, consultar [19, 40].

Geralmente, os métodos do tipo quase-Newton sugerem que a matriz By seja escolhida de modo a
satisfazer a equacdo secante:
Bysk—1 = Yk-1, (2.4)

onde sp_1 =z — x)—1 € Yp—1 = Vf(xp) — Vf(xk_1).

Como o interesse é trabalhar com a direcdo de méaxima descida, Barzilai e Borwein [5] propoem o
uso de uma matriz da forma By = ail, em que aj é determinado de maneira que B seja uma

aproximagao baseada em dois pontos para a equagao secante (2.4).

O valor de o4, é, portanto, obtido como a solugdo do problema:
min |lasy — ye % (2.5)
acR

sendo denominado pardmetro espectral e dado pela expressao:

T

Sk Yk
af = T -
Si Sk

|10]



Observagao 2.1: Analogamente, podemos encontrar uma aproximagio para a inversa de By. Para isso,

basta encontrar uma aproximacao do tipo B,:l = a;ll que seja a solucao do seguinte problema:

. -1 2
—« . 2.7
min [|s — o™y | (27)
Neste caso, a solugao sera:
Yy Yk
A — T . (28)
Yi. Sk

Na literatura ¢ possivel encontrar alguns métodos que utilizam somente o valor (2.6), outros métodos preferem
alternar a escolha, utilizando ora o valor determinado pela expressao (2.6), ora o valor encontrado através da

aproximagao da inversa (2.8).

Para entender a denominacao “parametro espectral”, deve-se considerar o caso em que é adicionada
a hipoétese de que a funcdo f é duas vezes continuamente diferencidvel. Neste caso, o Teorema

Fundamental do Célculo permite determinar a seguinte relacao:

1
Vf(z) — Vf(zpi) = / V2f (1 + g — 2 1)) dE(@p — 2p1), (2.9)
0
e, substituindo (2.9) na equacgao (2.6), temos:

1
_ Sp Uk _ sy Jo V2 f(@p—1 + tsg)dtsy,
=T = T : (2.10)
Sk Sk Sk Sk

O valor « assim definido é equivalente ao quociente de Rayleigh da Hessiana média, dai a justificativa

para o uso do termo.

Em Barzilai e Borwein [5] é demonstrada a convergéncia r-superlinear para problemas de minimi-
zacdo quadraticos em duas dimensdes. Além disso, para esse tipo de problema, é relatado menor
esforco computacional e menor sensibilidade ao mau condicionamento em relacdo ao método com a

direcdo de maxima descida classica.

Para o caso geral, Fletcher [23] garante que podemos obter no méaximo a convergéncia r-linear.
Raydan [44] demonstra a convergéncia para quadraticas estritamente convexas em qualquer dimen-
sao. Por fim, Friedlander, Martinez ¢ Raydan [24] demonstram a convergéncia para quadraticas ndo

necessariamente estritamente convexas.

Para garantir a convergéncia do método para o caso ndao-quadratico, a incorporacao de uma estratégia
de globalizacdo é necessaria. No entanto, o método do gradiente espectral tem como principal
caracteristica o fato de ser um método de iteragbes rapidas, pois requer somente O(n) operagoes

em aritmética de ponto flutuante, e somente uma avaliacdo do gradiente da funcao a cada iteracao.

[11]



Assim, para que o método preserve seu desempenho deve-se garantir que mantenha suas principais

caracteristicas:

Caracteristica 1 a direcao com passo completo é aceita na maioria das vezes, ji que 0 excesso
de buscas lineares torna o método muito parecido com o de maxima descida, que por sua vez tem

convergéncia lenta;

Caracteristica 2 apenas informacao de primeira ordem é armazenada.

Com a finalidade de encontrar uma estratégia de globalizagdo que ndo comprometa o desempenho
do método de Barzilai e Borwein, Raydan [45] utiliza buscas lineares nao-mondétonas baseadas no

critério de aceitagao proposto por Grippo, Lampariello e Lucidi [27]:

< : T .
flan + Ady) < ogjgmrﬁ%ﬁM_l}f(xk_”) T YAV f(zg)  dy, (2.11)

com vy € (0,1) e M € N.

Ao adotar essa estratégia, a tendéncia é que o método aceite o passo espectral completo em algumas
iteragbes em que este seria rejeitado se fosse adotada uma busca linear mondtona. Com essa nova
estratégia de aceitagao e considerando f uma funcdo continuamente diferenciavel, conforme [45], a
convergéncia para um ponto estacionério é garantida, desde que o ntimero de pontos estacionérios
seja finito no conjunto Qo = {x € R™: f(z) < f(xo)}.

Além disso, neste mesmo trabalho &€ demonstrado que, caso o conjunto de pontos estacionarios de f
nao seja finito e V f(xg) # 0 para todo k = 1,2,3, ..., entao limy_, ||V f(z)]| = 0 e nenhum ponto

limite da sequéncia é um ponto de maximo.

2.2. METODO DO RESIDUO ESPECTRAL PARA SISTEMAS NAO
LINEARES

Com o objetivo de ampliar o conjunto de problemas resolvidos através de métodos espectrais, La Cruz
e Raydan [14] propdem o método SANE (Spectral Approach for Nonlinear Equations), que consiste
numa modificacdo do método espectral globalizado, com o intuito de adapta-lo para resolucdo de

sistemas nao lineares de grande porte.
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Esse método considera:
f@) =|[F()|* = F(z) " F(x) (2.12)

como fungao de mérito e forca a chegada de F(zy) a zero através da resolu¢do do problema de
minimizar o valor de f irrestritamente em R™. Um escalamento do vetor residuo F(zy) e seu

respectivo vetor oposto sao utilizados como direcées de busca

dp = —(1/ow) F(zx) e dy = (1/ o) F(zy). (2.13)

Utilizando como fator de escalamento oy, uma adaptagdo do pardmetro espectral para problemas
de minimizacao, é definido o método que recebe posteriormente a denominacao método do residuo

espectral (ver [13]).

O parametro espectral, neste caso, é determinado pela equacao:

ap = spye _ (wx —apm1) " (F(xg) — F(zg-1))
sy Sk (zr — 2p—1) (2 — Tp_1)

(2.14)

Observacgao 2.2: Ainda que o método tenha se consolidado com o nome de residuo espectral, cabe observar

aqui que embora o Teorema Fundamental do Calculo aplicado sobre a funcao F' : R™ — R"™ garanta que:

1
F(Ik) — F(Ik_l) = /0 J(l’k_l th(mk — xk_l))dt(xk — Ik—l)a (215)

e isso possibilite afirmar que a equacdo (2.14) corresponda ao quociente de Rayleigh da matriz Jacobiana
meédia, nao existe a garantia de que este valor esteja dentro do raio espectral, j& que a simetria da matriz em

questao é condigao necessaria para garantir que isso aconteca.

Para o caso de matrizes nao simétricas, hd um resultado que fornece um limitante superior para a distancia

entre um quociente de Rayleigh e um autovalor da matriz . Este resultado é formalizado a seguir:

Teorema 2.1 Sejam A € C"™*"™ e v um autovetor de A associado ao autovalor A\ e tal que HUH = 1.
Considere ¢ € C"™ com HqH = 1. Se a é igual a ¢ Aq, o quociente de Rayleigh de q, entdo:

A —al <2||A]|||v—q|| (2.16)

Prova: Ver [53] (pagina 326, Teorema 5.3.25). =

Assim, ao chamar o valor oy determinado pela expressiao (2.14) de parametro espectral, podemos dizer que

estamos levando em consideragdo o fato de que este valor minimiza a expressao
= 2
HJksk — askH , (2.17)

onde Jj, é a matriz Jacobiana média da k-ésima iteracdo, e ndo mais o fato de que o valor oy, pertenca ao

intervalo determinado pelo raio espectral.
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Denotando por J(zy) a matriz Jacobiana da fun¢dao F' no ponto xg, teremos o gradiente da funcao
de mérito dado por:
Vf(xn) = 2J (zp) " F (), (2.18)

e, daf
Vf(:z:k)Tdk = 2F(xk)TJ(xk)(—1/ak)F(:ck) (2.19)

nao é necessariamente negativo e, portanto, —(1/ax)F(xg) nao é necessariamente uma dire¢ao de
descida para f. Esta é a razao pela qual os autores propoem utilizar duas dire¢des de busca e testar,

a cada iteracdo, os pontos x4 = xp — (1/ak)F(z) e - = 2 + (1 /) F(ag).

Pelos mesmos motivos ja discutidos no caso de problemas de minimizagdo irrestrita, o algoritmo
deve utilizar um critério de aceitacao que possibilite a realizacao de uma busca linear ndo monétona,

e opta-se pela utilizacdo da estratégia (2.11).

Antes de prosseguir, ¢ importante notar que a expressao (2.19) pode ser nula ou assumir um valor
muito proximo de zero, sem que o vetor F(x) esteja relativamente proximo do vetor nulo. Na
pratica, quando isso ocorre, pode ndo ser possivel encontrar um valor para A que satisfaca o critério
de aceitagao (2.11). Neste caso, o algoritmo ira estagnar ou fracassar durante o processo de busca
linear. O método DFSANE [13], do qual falaremos a partir do proximo paragrafo, ird corrigir este

problema.

Para trabalhar com métodos de grande porte em que a derivada nao pode ser determinada pelos mo-
tivos que ja adiantamos, La Cruz, Martinez e Raydan desenvolveram o método DFSANE [13], uma
adaptacao derivative-free para o algoritmo SANE, onde sao preservados: o tamanho do passo deter-
minado pelo parametro espectral e as dire¢oes de busca dy = —(1/ax)F(xg) e d— = (1/ag) F(xg).
A novidade nesse novo método é o critério de aceitagao, agora modificado para uma estratégia que

nao depende do uso de derivadas.

Como ja dissemos na secao anterior, uma boa estratégia de aceitagdo para pontos advindos de

métodos de passos espectrais deve levar em conta a preservacao das Caracteristicas 1 e 2.

A estratégia (2.11) utilizada no algoritmo SANE, além de carregar a possibilidade de estagnacao ou
fracasso do método, exige ainda o conhecimento do valor do gradiente na funcao de mérito. Para
realizar esse teste, se faz necessario o uso da matriz Jacobiana da fungao F' no ponto zy, que, no caso,

nao esté disponivel. Uma alternativa ¢ o critério de aceitagao desenvolvido por Li e Fukushima [37]:
1 (2 + M| < (14 Go)lIF (i) || = vAR I, (2.20)

com (j > 0 para todo k, Z(k:(<ooe7€ (0,1).
&

|14]



No entanto, desde que o valor de (i seja muito pequeno quando o valor de k for suficientemente
grande, a estratégia ird impor uma condicao quase monétona quando estivermos perto da solucgao.
Isso nao é desejavel quando estamos trabalhando com gradientes espectrais ou residuos espectrais
pois o algoritmo ird perder uma de suas principais caracteristicas, ji que, neste caso, tende a se

comportar como o método de maxima descida classico.

La Cruz, Martinez e Raydan [13| optaram por mesclar as estratégias (2.11) e (2.20) e estabelecer

um novo critério:

f(py1) < oy F@r—j) + G — YNLf (k) (2.21)

evitando, assim, uma possivel monotonicidade quando o algoritmo estiver se aproximando da solucao.

Considere g um ponto arbitrario de R™ e suponha definidos amax, @min € R com 0 < min < Gmax,
M €N, v € (0,1) e uma sequéncia de escalares {(x} tal que (; > 0 para todo k € IN e Z (e=(<

k
00. O Algoritmo 2.1 descreve a obtencdo do ponto xy1 a partir de zj através do método DFSANE;,

conforme proposto em [13].

Algoritmo 2.1 DFSANE

1. e Escolha oy, tal que |ak| € [0imin, Omax| € faca d = —(1/ag) F (z).
o Faca \{ =)_=1.
o Defina f = maxo<j<minik,v—1} f (T—j)-
2. Se f(ag + Ayd) < f+ G — L f(21),
defina dy, = d, A\, = A\ e xp11 = x + A\pdy e vd para o passo 3.
Caso contrario, se f(x — A_d) < f+¢— VA2 (),
defina d = —d, \y, = A_ e xp41 = x + \xdy, e vd para o passo 3.

Caso contrario, reduza Ay e A_ e va para o inicio do passo 2.

3. Se F(xky1) = 0 termine o algoritmo. Caso contrario, faca k = k + 1 e va para o passo 1.

Para que os resultados de convergéncia do método tenham efeito, deve-se assumir as Hipéteses 2.1,
2.2e, 2.3:

Hipotese 2.1 A funcdo F : R™ — R" tem derivadas parcials continuas.

0.)
Hipotese 2.2 A sequéncia {(x} é tal que (;, > 0 para todo k € IN e Z = (¢ < o0.
k=1

[15]



Hipoétese 2.3 A funcio de mérito f : R™ — R deve ser definida como:

f@)=||F@)]| YzeR® ou f(z)=||F@)® VzeR" (2.22)

Assumindo as Hipoteses 2.1, 2.2 e 2.3 acima, La Cruz, Martinez e Raydan [13] estabeleceram o

seguinte resultado de convergéncia:

Teorema 2.2 1. Se {zy} ¢é a sequéncia gerada pelo método DFSANE e K é o conjunto de
indices {v(1) — 1,v(2) = 1,v(3) = 1,...}, onde v(k) € {(k —1)M + 1,...,kM} e é tal que,
para todo k = 1,2,..., tem-se f(z,)) = Wx. Entdo todo ponto limite de {xy}rer satisfaz
F(z*)TJ(z*)TF(2*) = 0.

2. Se existe um ponto limite * da sequéncia gerada pelo algoritmo DFSANE tal que F'(z*) =0,

entdo limyg_,o F'(xg) = 0.

3. Na situagao anterior, se existir § > 0 tal que F(x) # 0 para todo © # x* satisfazendo

& — 2*|| < 6, entdo limy_,o0 x) = T*.

4. Sob as hipéteses do item 2, se existir € > 0 tal que F(x)"J(x)" F(z) # 0 para todo © # z*
satisfazendo ||x — x*|| < e, entao existe um valor § > 0 tal que ||zg — z*|| < ¢ implica que

limy oo 1 = ™.

Prova: Ver [13], onde cada item acima corresponde, respectivamente, aos Teoremas 1, 2, 3 e 4.9

Resultados mais fortes podem ser obtidos como consequéncias dos resultados acima se considerarmos
algumas hipéteses sobre a matriz Jacobiana de F. Segue do item 1 do Teorema 2.2 o seguinte

corolario:

Corolario 2.1 Se J(x) é definida positiva ou definida negativa e o conjunto de nivel {z € R|f(z) <
f(zo) + ¢} € limitado, entdo a sequéncia gerada pelo algoritmo DFSANE admite uma subsequéncia

que converge para a solucao do sistema nao-linear (1.1).

Prova: Ver [13], Corolarios 1, 2 e 3. n

Se a matriz Jacobiana de F' é definida positiva ou definida negativa em alguma solucdo do sistema

nao-linear, o resultado do item 4 do Teorema 2.2 ird implicar em um segundo corolario:

Corolario 2.2 Seja {x}} a sequéncia gerada pelo algoritmo DFSANE e assuma que z* é uma solugao
para F(x) =0 e, além disso, J(z*) é definida positiva ou definida negativa. Entao existe um valor

d > 0 tal que ||xg — z*|| < ¢ implica que limy_, o ) = z*.

Prova: Ver [13], Corolario 4. n

|16



Cabe observar que os resultados de convergéncia obtidos para o método DFSANE, conforme o Algo-
ritmo 2.1 e descritos pelo Teorema 2.2, em momento algum supSem um valor particular para ag. As
propriedades de convergéncia sao garantidas para qualquer escolha de a4 limitada pelos parametros
Qmax € Qmin- Ou seja, embora o método DFSANE esteja configurado para ser um método do tipo
espectral, os resultados obtidos ndo exigem que o algoritmo tenha essa caracteristica. No entanto,
conforme os autores relatam em [13], na pratica, outras escolhas para oy nao funcionaram tao bem

quanto a escolha do paradmetro espectral.

2.3. MODIFICAGOES PROPOSTAS

Com o objetivo de melhorar a robustez do algoritmo sem, no entanto, prejudicar a eficiéncia de-
monstrada nos testes presentes em [13|, propusemos algumas alteragdes no algoritmo DFSANE. Tais

modificagdes ocorreram em duas vertentes:

1. elaboragdo de estratégias para ordenacao da avaliagdo dos pontos resultantes do uso das dire-

¢oes do residuo espectral,

2. proposta de uma terceira dire¢do a testar em caso de falha nas dire¢oes dy = —(1/ay) F(xg)
e d- = (1/op)F(x).

2.3.1 ESTRATEGIAS DE ORDENAGAO

A utilizacao do método do residuo espectral para resolucado de sistemas néo lineares com o uso da
estratégia de busca ndo-mondtona, conforme o Algoritmo 2.1 DFSANE, pode nos levar a optar por
uma direcao de subida ao invés de uma direcao de descida. Isso ocorre porque o método testa sempre
o ponto z — Ay (1/ay)F(xy) antes do ponto xp + A_(1/ax)F(xk). A direcdo —(1/ay)F(xy) pode
ser de subida e ainda assim satisfazer o critério de aceitagao (2.21), ja que este critério nao exige
necessariamente um decréscimo na funcao de mérito. Essa situacgao foi constatada na pratica e tende
a ocorrer principalmente nas iteracoes onde se tem um valor grande para (x. A seguir exibimos um

exemplo onde isso ocorre.

Exemplo 2.1 Considere
F:R?> > R?

Fla,a) = [ —0.321 ] |

—0.5:132

[17]



Neste caso, teremos como fun¢ao de mérito f(x1,xs) = ||F(x1,22)|* = 0.0922 + 0.2522. Usando
os pardmetros iniciais ag = 1, \y = A\_ = 1,y = 107*, definindo ¢}, = 1/(k + 1)? e tomando
zo = (0.1,0.1)7, temos que f(xo) = 3.4 x 1073 ¢, assim, f + x — AL f(z1) = 1.0034.

Na primeira iteracao, o método devers encontrar a direcao:
d=—(1/ay)F(z) = —(—0.03,-0.05)". (2.23)
E, consequentemente, teremos 1 = (0.13,0.15)" e z_ = (0.07,0.05) .

Aplicando a funcao de mérito em cada um desses pontos, obtemos os valores f(x4) = 0.07416 e
f(x_) =0.01066. Como o ponto x, satisfaz o critério de aceita¢ao, o algoritmo ird prosseguir para
esse ponto, adotando uma direcao desfavoravel e afastando-se da solugao do problema, z* = (0,0)7,

pois ||lxg — x*|| < ||zy — x*|| enquanto ||xg — x*|| > ||[z— — z*||.

Considerando esta dificuldade, propomos que, ao invés de testar pela ordem usual, ou seja, primei-
ramente o ponto proveniente da direcao —(1/ay)F(zx) e depois a dire¢ao oposta, utilizemos dois

novos tipos de ordenacao:

1. avaliar a fungdo de mérito f nos pontos zx — (1/ay)F(xy) e x + (1/ag)F(xk) e, apos isso,
realizar o teste de aceitacao somente no ponto que obtiver a melhor reducdo no valor de f
(DFSANE-01);

2. testar primeiramente a direcdo no sentido utilizado na iteracdo anterior. Isto é, se o ponto xy
for obtido a partir de dy_1 = —(1/ag_1)F(xg_1), testa-se primeiramente o ponto proveniente
da direcao —(1/ay)F(zy) e, caso contrario, realiza-se o primeiro teste de aceitacao utilizando
o ponto proveniente da diregao (1/ay)F(xy) (DFSANE-02).

Os passos para obter x4 a partir de zp para as duas modificagdes propostas estdao detalhados
nos Algoritmos 2.2 e 2.3. Em ambos os algoritmos, novamente devemos considerar zo um ponto
arbitrario de R™ e supor definidos, max, @min € R com 0 < apin < Omax, M € N, v € (0,1) e uma

sequéncia de escalares {(x} tal que (; > 0 para todo k € N e Z (= ( < o0.
k

Algoritmo 2.2 DFSANE-O1

1. e Escolha ay tal que |ag| € [Omin, Mmax) € faca d = —(1 /) F(xy).
o Faca Ay =) _=1.

e Defina f = MaXo<j<min{k,M—1} f(ka—j)-
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2. Calcule f(zi+Ayd) e f(xp—A_d). Se f(zxr+A+d) < f(zr—A_d) vd para 3a. Caso contrario,

va para 3b.

3. (a) Se f(zx + Aid) < f+ G — N2 f(ay), defina dy=d, \y = Ay e Tp1 = 2k + Midy, e vd
para o passo 4.
Caso contrario, va para 3c.
(b) Se f(xr —A_d) < f+C— YA2 f(xy), defina d,——d, A\, = A_ € xpy1 = o1 + A\pdy, e vé
para o passo 4.

Caso contrario, va para 3c.

(¢c) Diminua Ay e A\_, e vd para o passo 2.
4. Se F(zk41) = 0 termine o algoritmo. Caso contrério, faca k = k + 1 e vd para o passo 1.

Algoritmo 2.3 DFSANE-O2

1. Defina lastpos = true.

2. e Escolha oy tal que |ag| € [Qmin, Omax] € faca d = —(1/ag) F(z).
e Faca Ay =)_=1.
e Defina JE = IaXo<j<min{k,M -1} f(@r—j)-

3. Defina first = true. Se lastpos = true, va para 4a. Caso contrério, va para 4b.

4. (a) Se f(zk + Ayd) < f+ G — A2 f(2p), defina dy=d, \p = Ay e Tpi1 = Tk + Apdp,
lastpos = true e va para o passo 5.
se first = true, defina first = false e va para 4b.

Caso contrario, .
se first = false vé para 4c.

(b) Se f(xy — A_d) < f+ G — N2 f(xp), defina dy——d, \p, = A_ e 2pp1 = x5 + Mndi,
lastpos = false e va para o passo 5.
. se first = true, defina first = false e vd para 4a.
Caso contrario,
se first = false v4 para 4c.

(¢) Diminua Ay e A\_, e vd para o passo 3.

5. Se F(xyy1) = 0, termine o algoritmo. Caso contrario, faca k = k + 1 e va para o passo 2.

E claro que a estratégia DFSANE-01 elimina completamente o problema de prosseguir na direcio que
nao proporciona o maior decréscimo na funcao de mérito. No entanto, temos de nos atentar que o
nimero de avaliagbes de funcdo deve certamente aumentar, podendo até dobrar nos piores casos.
Ja a estratégia DFSANE-02, embora nao garanta a total eliminacao do problema, nao prevé qualquer

custo adicional em termos de avaliagdes de funcao.
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Tanto a estratégia DFSANE-01 quanto a estratégia DFSANE-02 preservam os resultados de convergéncia
obtidos pelo método original, j4 que em momento algum a ordem pela qual se realiza o teste de
aceitacao interfere na demonstracao tedrica dos resultados. Sendo assim, o Teorema 2.2 pode ser

reescrito, a fim de ampliar os resultados para os dois novos algoritmos:

Teorema 2.3 1. Seja {xy} é a sequéncia gerada pelo método DFSANE, ou por uma de suas
versoes modificadas DFSANE-01 e DFSANE-02. Se K é o conjunto de indices {v(1) — 1,v(2) —
1,v(3)—1,...}, ondev(k) € {(k—1)M+1,...,kM} e é tal que, para todok = 1,2, ..., tem-se
f(2y(k)) = Wi Entao todo ponto limite de {a}}rex satistaz F(z*)"J(x*) " F(2*) = 0.

2. Se existe um ponto limite x* da sequéncia gerada pelo algoritmo DFSANE, ou por uma de suas
versoes modificadas DFSANE-01 e DFSANE-02, tal que F(z*) = 0, entao limy_,o, F'(xx) = 0.

3. Na situagao anterior, se existir § > 0 tal que F(z) # 0 para todo © # x* satisfazendo

0< ”x - :L‘*H S 5, entao hmk_>oo T = :E*_

4. Sob as hipéteses do item 2, se existir ¢ > 0 tal que F(x)"J(z)" F(x) # 0 para todo x # x*
satisfazendo 0 < ||z — z*|| < ¢, entao existe um valor § > 0 tal que ||zo — x*|| < § implica que

limkﬁoo T = .

Prova: Ver [13], onde cada item acima corresponde, respectivamente, aos Teoremas 1, 2, 3 e 4.m

Também sao preservados os resultados dos Corolarios 2.1 e 2.2:

Corolario 2.3 Se J(x) é definida positiva ou definida negativa e o conjunto de nivel {z € R|f(z) <
f(zo)+C} é limitado, entao a sequéncia gerada pelo algoritmo DFSANE, ou por uma de suas versoes
modificadas DFSANE-01 e DFSANE-02, admite uma subsequéncia que converge para a solu¢ido do

sistema nao-linear (1.1).

Prova: Ver [13], Corolarios 1, 2 e 3. n

Corolario 2.4 Seja {x} a sequéncia gerada pelo algoritmo DFSANE, ou por uma de suas versoes
modificadas DFSANE-01 e DFSANE-02, e assuma que x* é uma solu¢ao para F(x) =0 e, além disso,
J(x*) é definida positiva ou definida negativa. Entao existe um valor 6 > 0 tal que ||xg — x*|| < 0

implica que limg_ o T = x*.

Prova: Ver [13], Corolario 4. n

2.3.2 NOVAS DIREGOES DE BUSCA

Nesta parte do trabalho desenvolvemos um estudo sobre direcdes alternativas que poderiam ser

adicionadas ao Algoritmo DFSANE em caso de falha nos dois sentidos tradicionalmente testados [16].
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Isto &, caso os pontos zx — A (1/ag)F(zy) e z + A-(1/ay)F(x)) nao proporcionem uma redugao
satisfatoria, uma terceira direcao é testada antes de comecar uma nova redugdo no tamanho do passo.
A nova direcio ndo deve ter um alto custo de céalculo, nem excessivos requerimentos de memoria,

mantendo assim as principais caracterfsticas dos métodos espectrais.

Na primeira abordagem, a qual chamamos DFSANE-D3, elaboramos uma aproximagao do tipo dife-

rengas centrais para um miltiplo do gradiente da funcao || F(x)||, quando este existir:

Fog — A (/o) Fay)) — F(ag + A (1/ag) F(zy))

ds = (At + A (/) F ()|

(2.24)

Essa abordagem apoia-se no fato de que, diante da situagao em que sejam necessarias muitas reducoes

no valor Ay e A_, a aproximacao de diferencas centrais para a terceira dire¢ao va ficando mais precisa.

E importante notar que os valores para F(x, — A (1/a3)F(xy)) e para F(zp + A_(1/a)F(x1)) ja
foram previamente calculados, visto que a dire¢ao ds s6 serd empregada quando houver falha nos

dois pontos obtidos anteriormente. Com isso, o custo de obter a direcio ds é relativamente baixo.

Uma segunda versao usa esta mesma ideia, agora numa abordagem componente a componente.
Neste caso, teremos:
1 T
dy=(d,....,d")", (2.25)

em que, parat=1,2,...,n:

d' =

Fi(zr — A (L ag)F(xg)) — Fi(r + A= (1/ag) F(zg)) (2.26)
‘ . .

(A + A1/ ) Fi(w)|
Essa nova estratégia serad denotada por DFSANE-D4.
A descricdo do funcionamento do método DFSANE dotado de uma terceira diregdo alternativa pode
ser conferido no Algoritmo 2.4, no qual a direcdo dnew pode ser tanto ds quanto dy.

Algoritmo 2.4 DFSANE com terceira dire¢ao

1. e Escolha ay, tal que |ag| € [Omin, ¥max] € faca d = —(1/ay) F(xg).
e Faca Ay = _=1.
e Defina f = MaXp<j<min{k,M—1} f(ﬂﬁk—j)'
2. Se f(zk+ Apd) < f+ G — AL f(a),
defina dy, = d, A\, = A\ e xx11 = xf + A\pdy e vd para o passo 7.
3. Se f(zr — A_d) < [+ G — A% f (),

defina dy, = —d, Ay = A_ e 11 = xf + A\gdy, € va para o passo 7.
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4. Defina dpe, de acordo com a equagao (2.24) ou com a equagao (2.25).

5. Se f(xk +dnew> < f~+ Ck - (#)Qf(wk):

defina di = dpew € Tpy1 = T + dnew € VA para o passo 7.
6. Reduza Ay e A\_ e va para o inicio do passo 2.

7. Se F(xp4+1) = 0 termine o algoritmo. Caso contrério, faca k = k + 1 e vd para o passo 1.

Diferentemente das propostas envolvendo ordenagao, as modificagdes no algoritmo DFSANE que
envolvem o uso de uma terceira direcao além das duas usuais, nao preservam as demonstragoes dos
resultados encontrados em [13]| para o algoritmo DFSANE. Isso ocorre porque existe a possibilidade de
0s novos algoritmos gerarem uma subsequéncia de forma que exista um determinando valor k € IN
tal que todo ponto xj, k > k, foi obtido utilizando a direcdo d3 ou dy. Quando isso acontece,
algumas propriedades essenciais para a demonstragdo do Teorema 2.2, como, por exemplo, o fato de

que ||zk+1 — zk|| = 0 quando k — oo, ndo sdo trivialmente satisfeitas.

Uma hipétese que contorna esse problema é a limitagdo do niimero de vezes que as dire¢des d3 ou
d4 podem ser acionadas. Essa limitagdo, na pratica, ndo interfere no desempenho dos algoritmos
DFSANE-D3 e DFSANE-D4, j4 que o numero limitante poderia ser, por exemplo, o nimero méaximo de

avaliacoes de funcdo permitido.

2.4. PROBLEMAS-TESTE

A fim de analisar a qualidade de nossas modificacbes perante o algoritmo original e outros algoritmos
ja consolidados na area, realizamos uma pesquisa nos artigos que tratavam da resolugao de sistemas

nao lineares publicados nos ultimos anos para definir um conjunto de problemas-teste [16].

Apos esta revisdo bibliografica, foi possivel classificar os algoritmos em dois tipos distintos: aqueles
que se propoem a resolver problemas de pequeno porte (dimenséo n variando entre 1 e 30) e aqueles

que se propdem a resolver problemas de grande porte, que é o objetivo principal desta tese.

Os problemas direcionados a realizar testes com algoritmos que propdem resolucio de problemas de
grande porte estdo, em sua maioria, compilados em La Cruz e Raydan [14] e na se¢do 4 de Luksan
e Vicek [39].
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Nas Tabelas A.1, A.2, A.3 e A.4, encontradas no Apéndice deste texto, especificamos os problemas-
teste propostos em cada trabalho, bem como o valor padrao sugerido para o ponto inicial. Além
disso, as Tabelas A.1, A.2 ainda disponibilizam os valores das dimensoes testadas em cada problema,
cf. [14].

Neste capitulo, optamos por realizar os testes computacionais com o conjunto de problemas descritos
em [14].

2.5. FERRAMENTA DE ANALISE DE DESEMPENHO

Para analisar o desempenho dos algoritmos criados, utilizamos a ferramenta perfil de desempenho,
proposta em 2002 por Dolan e Moré [20]. Essa ferramenta é ideal para comparar a eficiéncia e a
robustez entre varios algoritmos que sdo aplicados ao mesmo conjunto de problemas, sob as mesmas

condicoes.

Escolhida uma medida de desempenho (no nosso caso foram trés: tempo de execugao, nimero de
avaliacdo de fungoes, nimero de iteragdes externas), devemos determinar a taxa de desempenho
do algoritmo s na resolucao do problema p. Definindo S e P o conjunto de todos os algoritmos e
problemas respectivamente e ainda ms, a medida de desempenho do algoritmo s para o problema

p, sua taxa de desempenho serd dada por:

min{mgs ,, Vs€S}’ (227)

Me .

———=2F . se o algoritmo s resolveu o problema p

Tsp =
’ M, caso contrario,

onde rjs é um pardmetro pré-definido e suficientemente grande.

Para cada problema, devemos construir uma fungdo acumulativa ps : R — [0,1]. Considerando

#(A) a cardinalidade de um conjunto A, essa fungao ¢ definida como:

#PEP|rsp <7)
#(P) '

pu(r) = (2.28)
Obviamente, esta funcdo é nao-decrescente, constante por partes e ndo tem sentido para 7 < 1.
A eficiéncia do algoritmo pode ser analisada pelo valor dado por ps(1). Algoritmos com maiores
valores para ps(1) sdo mais eficientes. Para analisar a robustez devemos observar o valor de T para
o qual teremos p,(7) = 1; quanto menor for esse valor mais robusto seré o algoritmo. Atentemo-nos
para o fato de que, se o algoritmo s ndo obtiver convergéncia para ao menos um problema, teremos

ps(T) = 1 somente para 7 = rjs. Nesses casos, existem valores C' € (0,1) e 7 € (1,757) tais que
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p(t) = C para T € [T,rp), o valor C é a proporgao de problemas para os quais o algoritmo analisado

obteve convergeéncia.

Neste trabalho, apresentamos os graficos de cada medida de desempenho com dois intervalos distintos
para o valor de 7. O primeiro deles tem o objetivo de destacar o comportamento das curvas dos
algoritmos proximas de 7 = 1 e facilitar a andlise da eficiéncia, sendo os graficos das fungoes ps
tragados no intervalo 1 < 7 < 2. O segundo deles mostra as curvas no intervalo 1 < 7 < 10,

permitindo a deteccao da estagnacao das curvas de desempenho e uma melhor andlise da robustez.

2.6. TESTES INICIAIS

Inicialmente, nossa inten¢ao foi quantificar o impacto que as estratégias desenvolvidas nesse capitulo

tiveram em relagdo ao algoritmo DFSANE.

Realizamos um teste comparativo em que foram mantidos do algoritmo original: o critério de acei-
tacao de passo (2.21), as estratégias de redugao do tamanho do passo, a escolha da sequéncia {(},
os critérios de parada, bem como todos os demais parametros. Tais critérios e parametros serao

descritos nos préoximos paragrafos.

Havendo necessidade de reducao do tamanho do passo, o novo valor é obtido através de uma in-
terpolacao quadratica, utilizando a matriz identidade como aproximacao da matriz Jacobiana. Por
exemplo, havendo necessidade de obter um novo valor Ay no passo 2 do Algoritmo 2.1, determinamos

um polindmio de grau 2 interpolante para a fungao

e: [0, ] = R

(2.29)
©(\) = flzr — A(1/ag) F(zr)).

Feito isso, encontramos o valor Ape, como a solu¢do do problema de minimizar a fungao (2.29) e

definimos o novo valor para o tamanho do passo, adicionando a seguinte salvaguarda:

Tmin)\+7 5€ Apew < 7—min)\—l—
Ay = TmaxA4s  5€ Apew > Tmax A+ (230)

Anews caso contrério,

utilizando os valores Tyin = 0.1 e Tyax = 0.5.

Observagao 2.3: Outras estratégias para redugdo do tamanho do passo foram desenvolvidas. A primeira
proposta considerava, apés a segunda iteracao, um modelo com interpolacao em trés pontos, eliminando,

assim, a necessidade de utilizar aproximagoes para a matriz Jacobiana de F'.
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Também foi testada uma estratégia que consistia em criar o modelo na regido entre xp — Ay (1/ay)F(x))
e x; + A_(1/ax)F(zk) e encontrar o minimizador nesta regido. Desta forma, era possivel prosseguir para
a proxima iteracdo em apenas uma dire¢do (observe que, aqui, o minimizador do modelo quadratico pode
assumir um ntmero negativo). A rigor, a estratégia indicava que as duas diregoes fossem testadas se o

minimizador encontrado estivesse demasiadamente préoximo de zero.

No entanto, nenhuma dessas estratégias obteve bons desempenhos na prética e, por esse motivo, foram

abandonadas.

Ja a sequéncia {(j} foi definida de tal forma que

|| (o) |
= ara todo k£ € IN.
%= Gype P
Para assegurar uma limitacdo para o valor de ay, utilizamos o intervalo [1071° 10'°]. Caso o valor
determinado pelo parametro espectral (2.6) esteja fora desse intervalo, um novo valor para ay é

definido de modo a ficar dependente da norma de F' no ponto x:

1, se [ F'(ze)| > 1,
ar =9 IIF(zp)ll, se107° < [[F(zk)ll <1, (2.31)
1072, se | F(z)] < 1075,
Ademais, utilizamos f(z) = ||F(z)||* como funcio de mérito, ag = 1, y = 10~4, M = 10 e, como

critério de parada:
IE @l erllF (o)l

i ST

com e, = 107% e g, = 1074, reiteramos que esse critério de parada, assim como os demais parametros

(2.32)

utilizados, segue o que foi feito em [13].

Os testes foram realizados utilizando o software Matlab 7.0, em uma maquina com processador
Intel(R) Core 13-2100 3.10GHz e 4Gb de memoria RAM. Cada problema foi resolvido utilizando
como valor inicial, o ponto padrdo para cada problema indicado em [14] e também para as trés
dimensoes testadas no mesmo trabalho. Essas informacoes podem ser encontradas nas Tabelas A.1
e A2

Os critérios utilizados para interromper a execucao do algoritmo e as nota¢oes adotadas neste capi-

tulo foram:

EST parada por estagnagao, quando atingir o méximo de 100 reducdes no tamanho do passo;

EAVF parada por excesso de avaliagbes de funcao, quando atingir a quantidade de 10000 avaliacoes

de funcao;
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PPF parada por dificuldades numéricas decorrentes da aritmética de ponto flutuante, ocasionando

overflow ou underflow.

C parada com sucesso, quando a condicao (2.32) é verificada.

A Tabela 2.1 resume o desempenho, em termos de robustez, dos algoritmos modificados neste con-

junto inicial de 60 problemas.

EST | EAVF | PPF C
DFSANE | 0% | 21.667% 5% 73.333%
DFSANE-01 | 0% | 23.333% | 3.333% | 73.333%
DFSANE-02 | 0% | 21.667% | 3.333% 75%
DFSANE-D3 | 0% 25% 1.667% | 73.33%
DFSANE-D4 | 0% | 26.667% 0% 73.333%

Tabela 2.1: Resumo dos resultados - problemas extraidos de [14] - valor inicial padrao

Além disso, foram feitos dois conjuntos de gréaficos de perfil de desempenho para avaliar os algoritmos
modificados neste mesmo conjunto de testes. O primeiro conjunto de graficos encontra-se na Figura
2.1 e mostra o desempenho dos algoritmos em que foram adicionadas as estratégias de ordenacao
propostas neste trabalho (DFSANE-01 e DFSANE-02) e o algoritmo DFSANE. J4 a Figura 2.2 apresenta
o segundo conjunto de graficos, onde é possivel comparar o desempenho dos algoritmos com novas
opgoes de dire¢ao de busca (DFSANE-D3 e DFSANE-D4) e o algoritmo original.

Pela Figura 2.1, podemos observar um desempenho melhor em termos de eficiéncia do algoritmo
DFSANE-02 sobre o algoritmo DFSANE nas trés medidas de desempenho analisadas: iteragdes, ntimero
de avaliagoes de funcao e tempo de execucao. Essa melhora de eficiéncia aliada ao fato do algoritmo
DFSANE-02 ser ligeiramente mais robusto que o algoritmo original, como pode ser visto pela Tabela

2.1, nos permite estabelecer o algoritmo DFSANE-02 como vitorioso neste conjunto de testes.

O algoritmo DFSANE-01, além de nfo ser mais robusto que os demais, se mostrou relativamente
ineficiente. Embora seja ligeiramente mais eficiente quando se considera o grafico que representa
o nimero de iteragoes como medida de desempenho, o mesmo nao ocorre nas demais medidas
analisadas, onde apresentou resultados inferiores. Ja era esperado um ntimero maior de avaliacoes
de funcao para este algoritmo, ja que é o Unico que deve certamente fazer ao menos duas avaliacoes
de funcao por iteracdo. No entanto, a expectativa era de que o algoritmo necessitasse, em geral,
de um menor nimero médio de iteragbes para convergir, além de que fosse mais robusto, forcando,

assim, uma melhoria de desempenho nos outros critérios avaliados.

Pela analise da Tabela 2.1 e da Figura 2.2, podemos observar pelos graficos referentes ao numero
de avaliacoes de funcao e referentes ao tempo de execucao uma queda em termos de eficiéncia nos

algoritmos DFSANE-D3 e DFSANE-D4, o que ja esperdvamos, pois, devido & adigdo das novas diregoes
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esses algoritmos tendem a testar mais pontos por iteragdes. Novamente, a expectativa era que essa
perda de eficiéncia viesse acompanhada de algoritmos mais robustos e, no entanto, os resultados

mostram que, os algoritmos DFSANE-D4 e DFSANE-D3 ndo obtiveram melhoras em termos de robustez.

Entretanto, ao trabalhar com as dimensdes e os valores iniciais padrdes encontrados em [14] foi

possivel constatar que:

1. em alguns problemas, é sugerido utilizar dimensdes relativamente baixas, quando a intencao
é trabalhar com problemas de grande porte. Por exemplo, para o problema 7 (Badly scaled

augmented Powell’s function) sdo sugeridas as dimensdes n =9, 99, 399;

2. o valor inicial sugerido, em alguns casos, é muito préoximo da solucao. Para o problema 2
1 1 )T

(Ezponential function 2), por exemplo, o valor inicial sugerido é xg = (#, “3,...73) € para

as trés dimensdes testadas pelos autores (n = 500, 1000, 2000), a norma do valor inicial & menor

Ea/N

do que
4 1—¢,

satisfazendo o critério de parada adotado no artigo.

(conforme pode ser visto pela Tabela 2.2), indicando que o ponto inicial ja esta

Ea\/T
n 1P a/
v

500  4.00003470677632 x 10~°  2.23629160666046 x 10~*

1000 1.00000091732796 x 107¢  3.16259391956034 x 10~*
2000  2.50000083660249 x 10~7  4.47258321332091 x 10~*

Tabela 2.2: Norma de valores iniciais e valor do critério de parada para o problema FEzponential
function 2

Isso nos levou a refazer os testes com algumas modificagoes. Os valores para n foram modificados e
todos os problemas foram resolvidos com as dimensoes n = 100, 500, 1000, 2000 e 5000. Também
foram modificados os valores iniciais e todos os problemas foram resolvidos com 20 valores iniciais

diferentes, gerados aleatoriamente na vizinhanca do vetor inicial originalmente proposto.

Os novos vetores iniciais foram divididos em duas categorias, os 10 primeiros vetores foram gerados
obedecendo distribuicdo uniforme e os 10 tltimos foram gerados satisfazendo uma distribui¢ao nor-
mal. Considerando zg = (x1,22,...,2,)" o valor inicial proposto em [14], para gerar os vetores com
distribuicao uniforme, definimos que a -ésima componente do novo vetor inicial deveria ser gerada
aleatoriamente no intervalo [a;, b;], onde a; = z; + min{—5, —5|z;|} e b; = z; + max{5, 5|z;|}. Ja
para gerar os vetores com distribuicdo normal, a i-ésima componente do novo vetor foi gerada com

meédia igual a z; e desvio padrao igual a max{5,5|z;|}.

Os resultados para esses novos testes podem ser visualizados nos graficos da Figura 2.3 para fins

de comparacdo do algoritmo original, DFSANE, com aqueles com novas estratégias de ordenagao e
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na Figura 2.4 onde se encontram os graficos que permitem a anélise de desempenho dos algoritmos
com novas direcoes. Além disso, preparamos a Figura 2.5 com o grafico das curvas de desempenho
do algoritmo original, dos algoritmos modificados que tiveram melhores desempenhos: DFSANE-02
e DFSANE-D3 e, também, de um novo algoritmo que combina essas duas estratégias, ao qual cha-
mamos DFSANE-02D3. Por fim, apresentamos também a Tabela 2.3, que indica a porcentagem de

convergéncia dos algoritmos testados nesse novo conjunto de testes.

EST | EAVF | PPF C
DFSANE | 5.9% | 39.7% | 5.5% | 48.9%
DFSANE-01 | 10.7% | 40.5% | 9.4% | 39.4%
DFSANE-02 | 5.9% | 40.0% | 7.0% | 47.1%
DFSANE-D3 | 5.9% | 33.5% | 5.2% | 55.4%
DFSANE-D4 | 5.1% | 38.7% | 5.1% | 51.1%
DFSANE-02D3 | 6.0% | 35.5% | 5.9% | 52.6%

Tabela 2.3: Resumo dos resultados - problemas extraidos de [14] - valor inicial aleatério

Os novos resultados permitiram confirmar o bom desempenho algoritmo DFSANE-D3 se comparado
com o algoritmo original. Embora esse algoritmo ainda nao tenha se mostrado tao eficiente quanto
DFSANE, se analisadas as medidas de desempenho: numero de avaliagoes de funcdo e tempo de
execugao, podemos notar que seus graficos rapidamente ultrapassam os graficos do algoritmo DFSANE,
sendo que a ultrapassagem ocorre para algum valor de 7 menor que 1.5. Além disso, o fato de ele
ter resolvido um niimero de problemas consideravelmente maior é bastante animador. O Algoritmo
DFSANE-D4 também foi mais robusto que DFSANE. No entanto, como foi menos robusto e menos
eficiente que o algoritmo que utiliza a direcao ds3, decidimos que nos proximos testes iremos abandonar

esse algoritmo e focalizar no Algoritmo DFSANE-D3.

Os algoritmos com ordenagdo tiveram desempenhos piores que o do algoritmo original, tanto em
eficiéncia quanto em robustez. Como o desempenho de DFSANE-02 foi parecido com o do algoritmo
original, decidimos, por ora, ndo abandonar essa estratégia. Por fim, a estratégia DFSANE-02D3, que
combina as duas melhores estratégias, teve desempenho parecido com a estratégia DFSANE-D3, ainda

que um pouco inferior, e também nao serd descartada por enquanto.

Como podemos observar pela Tabela 2.3, os algoritmos apresentados ainda deixam um espago para
que sejam melhorados em termos de robustez. Apesar de estarmos trabalhando com problemas
dificeis, seria interessante aumentar o namero de problemas resolvidos. Tentaremos isso no préoximo
capitulo, quando iremos propor um algoritmo hibrido que combina a estratégia DFSANE (e as versoes

aqui desenvolvidas) com o método de Newton inexato.
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CAPITULO

3

METODO HIBRIDO PARA RESOLUCAO DE SISTEMAS
NAO LINEARES

Os testes preliminares, apresentados na Secdo 2.6, mostraram que o desempenho do método do
residuo espectral deixa a desejar quando se trata da robustez. Neste capitulo, iremos desenvolver uma
estratégia hibrida onde métodos do tipo espectral serviriam, numa primeira fase, como acelerador
do método de Newton inexato, que corresponderia & segunda fase. O método hibrido desenvolvido
neste capitulo ¢ um método de convergéncia nao-mondtona e livre do uso de derivadas. A motivagao

é propor um método mais robusto, porém conservando as caracteristicas do residuo espectral.

Nos dltimos anos, foram propostos trabalhos para resolucdo de sistemas nado lineares através de
métodos hibridos, onde duas estratégias de resolucao sao combinadas para obter um melhor desem-
penho. Grippo e Sciandrone publicaram trabalhos sobre o tema, utilizando como primeira fase uma
versao do método do residuo espectral (ver [29]) ou uma versao derivative-free do método de New-
ton inexato (ver [30]), ambos sucedidos por uma segunda fase que utiliza uma estratégia de busca
direta em caso de fracassos nas respectivas estratégias iniciais. No entanto, devido ao alto numero
de avaliagoes de funcdo que tendem a necessitar por iteracdo, estratégias de busca direta ndo sdo
aconselhéveis para problemas de grande porte, daf a opcao de utilizé-las somente no caso em que

nao restam outros recursos para a resolucao do problema.

Iniciamos o capitulo com uma segdo teérica sobre o método Newton-GMRES e, apds isso, apresenta-
mos 0 método proposto e resultados de convergéncia. O capitulo é finalizado com relatos dos testes

numéricos realizados com os novos algoritmos.

3.1. METODO NEWTON-GMRES

Embora carregue o nome de Isaac Newton (1642-1727), o método de Newton para resolucao de
sistemas nao lineares foi proposto, na verdade, por Simpson (1710-1761) (ver |54]), e corresponde a
uma generalizacao do método conhecido como Newton-Raphson para encontrar zeros de uma fungao

real.
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Supondo a funcdo F' do sistema nédo-linear (1.1) continuamente diferenciavel, cada iteracao do método

de Newton ird utilizar como direcao de busca a solucao do sistema linear:
J(xk)d = —F(l“k), (3.1)
onde J(xy) é a matriz Jacobiana de F' no ponto x.

Uma das principais vantagens do método de Newton é a sua boa taxa de convergéncia local. Sob
hipoteses adequadas, entre elas a de que F' é continuamente diferenciavel, o método tem garantida
uma taza de convergéncia g-superlinear. Isto quer dizer que, se a sequéncia {x} gerada pelo método
converge para x*, entao:

N S e

1 = 0. 3.2
e e —— (3.2)

Além disso, sob a hipotese de que F' é Lipschitz continuamente diferenciavel, a taxa de convergéncia
torna-se g-quadrdtica. Neste caso, para um valor de k suficientemente grande, a sequéncia gerada

satisfaz: .
Tkl — T
k41 2” <c (3.3)
[z — ¥

onde C' é uma constante positiva. O Teorema 3.1 formaliza esses resultados.

Teorema 3.1 Considere F' uma funcao continuamente diferenciavel em um conjunto convexo e
aberto A C R"™, um ponto z* € A de forma que F(z*) =0 e J(z*) é nao-singular. Seja a sequéncia
{1} gerada por:

Tp+1 = T + di,

onde dj, é a solugao do sistema linear (3.1). Entao, existe e1 > 0 tal que, se a aproximagao inicial

xo satisfaz ||xg — x*|| < €1, a sequéncia esta bem definida e converge para x* g-superlinearmente.

Caso F seja Lipschitz continuamente diferencidvel numa vizinhanca de x*, existe e > 0 tal que,

se ||xg — x*|| < €2, a sequéncia converge para =¥ q-quadraticamente.

Prova: Ver [19, 42]. ]

A implementacdo do método de Newton, no entanto, pressupde que, a cada iteracdo, a matriz
Jacobiana seja calculada e a solucdo do sistema linear (3.1) seja obtida. Por esta razdo, o método
torna-se computacionalmente caro para problemas de grande porte e chega a ser impraticavel em

alguns casos.
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Dembo, Eisenstat e Steihaug [18] propuseram, em 1982, o0 método de Newton inexato, no qual, a

cada iteracao k, uma direcao de busca dj € escolhida de modo a satisfazer o seguinte critério:
1T (zk)dr + F(xe)|| < nell F ()], (34)

onde o parametro 7y € [0,1) é denominado termo forcante.

Com essa op¢ao, o trabalho computacional do método de Newton é reduzido, ja que o sistema linear
(3.1) é resolvido aproximadamente. A contrapartida, neste caso é, uma taxa de convergéncia inferior.
A taxa de convergéncia do método de Newton inexato depende da sequéncia de termos forcantes

adotada e de hipoteses de Lipschitz continuidade sobre a Jacobiana numa vizinhanga da solucao.

Teorema 3.2 Considere F' uma funcao continuamente diferenciavel em um conjunto convexo e

aberto A C R", z* € A tal que F(z*) =0 e J(x*) é nao-singular e a sequéncia {xy} gerada por:
Tpy1 = T + dy,

onde dj, satisfaz a desigualdade (3.4). Entao, existe ¢ > 0 tal que, tomando zy de forma que

|lxo — z*|| < €1, a sequéncia estd bem definida e:

1. Se 0 < < <1, en é suficientemente pequeno entao {xy} converge para * g-linearmente

com taxa C, ou seja, existe C' € (0,1) tal que:

|1 — |

< 3.5
Tor — 2] (3:5)

2. Se klim N = 0 entao a taxa de convergéncia é q-superlinear;
—00

3. Se adicionarmos ainda as hipdteses de que a Jacobiana de F é Lipschitz continua numa

vizinhanga de z* e de que n, = O(||F(x)||), a convergéncia terd taxa g-quadratica.

Prova: Ver [42]|, Teorema 11.3. n

Como pode ser observado pelo Teorema 3.2, a taxa de convergéncia do método de Newton inexato
depende do valor do termo forcante. Varios trabalhos na area, ver [21, 25|, propdem diferentes

sequéncias de parametros {7} visando melhorias na taxa de convergéncia do método.

Além disso, a determinagdo de um método que resolva aproximadamente o sistema linear (3.1), a
fim de encontrar uma direcao que satisfaga a condicdo (3.4), é tema de estudo que originou distintos
algoritmos do tipo Newton inexato. Entre as propostas mais utilizadas para a resolugao do sistema

linear encontra-se a classe de métodos de projegoes sobre subespagos de Krylov |8, 34]:
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Defini¢ao 3.1 Dada uma matriz A : n X n, nao singular, e um vetor v € R"™, a sequéncia:
v, Av, A%v, A3v, ... é chamada sequéncia de Krylov. O subespaco gerado pelos vetores v, Av, A%v,

A3, ...A" Y é denominado subespaco de Krylov de ordem ¢, e denotado por K,(A,v).

Neste trabalho optamos por empregar o método GMRES (Generalized Minimal Residual) [47], pro-
posto por Saad e Schultz em 1986 e conhecido pelo bom desempenho na resolucdo de problemas
de grande porte e, também, pela possibilidade de lidar com sistemas lineares nao necessariamente

simétricos.

A utilizagdo do método GMRES ainda traz a vantagem adicional de requerer o uso das matrizes
Jacobianas somente em produtos matriz-vetor, que podem ser aproximados através de expansoes em

série de Taylor:

F _F
Jow ~ L@ tve) = Flaw) g e g, (3.6)

v

Esse processo é conhecido como matriz-free e permite que uma solu¢do para a desigualdade (3.4)

seja encontrada sem a necessidade de célculo da matriz Jacobiana.

Considerando a sua aplicagdo na resolugao do sistema linear (3.1) e utilizando um valor inicial dy, a
ideia, bésica do método GMRES ¢é, a cada iteracao ¢, minimizar a norma-2 do residuo
r = F(xy) + J(x)d sobre o subespago de Krylov determinado pela matriz J(z) e o residuo inicial
(ro = F(xx) + J(zk)do), Ke(J(xk),70):

min || F(zy) + J(zy)d|*

iy (3.7)
sujeito a d € do + KCo(J(xg), 70).

Saad e Schultz [47] demonstram um resultado que nos permite afirmar que, garantida a nao-
singularidade de J(z), o método GMRES, teoricamente, encontra a solugdo de um sistema linear
n X n, no maximo, ap6s n iteracoes. No entanto, ao trabalharmos com um método de Newton
inexato, nem sempre precisaremos realizar todas as n etapas para obter a soluc¢do do sistema (3.1),
j& que nao estamos interessados em resolver o sistema linear (3.1) e sim buscando uma solucao
aproximada que satisfaca a condi¢do (3.4). Neste sentido, o método GMRES se torna um método

iterativo e ird parar quando encontrar uma direcao dj que satisfaca essa condicao.

E convencionado chamar as iteracoes do algoritmo interno, necessérias para obtencao do passo
dy, de iteracées internas. As direcdes do método de Newton inexato, isto é, as iteracdes do tipo

Tk4+1 = Tk + di dotadas de estratégia de globalizagao, sao chamadas de iferacdes exlernas.

E conveniente transformar a base {ro, J(xx)ro, J(x1)?ro, ...} do subespaco de Krylov K¢(J(zx),70)

em uma base ortogonal e, para isso, é utilizado o processo de Arnoldi [34]:
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Algoritmo 3.1 Processo de Arnoldi para Ortonormaliza¢do
(adaptado para Newton-GMRES)

1. v1 =ro/([Iroll);

2. Paraj=1,2,...,¢

(a) v = J(xk)vy;

(b) parai=1,2,...,j
— h@j = Q_JTUZ','

(¢) v=0— 31 hijvi;

(d) hj+1; = |0l

(e) vjy1 =0/hji1 .

Supondo que o Algoritmo 3.1 ndo apresentou falha de execugdo, apds a f-ésima iteragdo, teremos
obtido os vetores ortonormais vy, ve, ..., vsr1. Definimos entdo as matrizes Vp : n x ¢ cujas colunas
sao0 os vetores v1,va,...,vp € Vprq :n X (£+ 1) que é a matriz V; acrescida do vetor vgy;. Também
podemos definir a matriz Hy : (¢ + 1) x £, Hessenberg superior, cujo elemento da i-ésima linha e
j-ésima coluna é dado por:

ﬁg(z’,j):{o’ seit>j+1

hij, caso contrario.

Dessa forma, é possivel estabelecer a seguinte relagao:
J(x1)Vy = Vi1 Hy. (3.8)

Observagao 3.1: A possibilidade do Algoritmo 3.1 apresentar falhas de execugdo, durante o processo de
Arnoldi, existe e ird ocorrer quando, na ¢-ésima iteracao, het1¢ = 0 ou ¥ = J(zg)v, = 0. Conforme Kelley
[34], isso ird ocorrer se, e somente se, dy for a solugdo exata do sistema (3.1); é o que chamam na literatura

de lucky breakdown. Neste caso, o algoritmo segue utilizando a direcao de Newton encontrada.

Considerando que as colunas de V; formam uma base ortogonal para o subespaco K¢(J(xx), 70), para
todo d € KCo(J(x1),70), existe y € R tal que d = dg + Vy. Utilizando a relagdo (3.8) e como, pelo

Algoritmo 3.1, v1 = ro/||ro||, podemos escrever:
1F (zi) + J(@p)d]| = | F(zx) + J (@) (do + Vey)l| = llro + (@) Veyll = llro + Ve Heyll,  (3.9)
e, assim, definindo 8 = ||ro||, podemos reescrever o problema de quadrados minimos (3.7):

min [|Ber + Hey|®

3.10
sujeito a y € R, ( )
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O método de Newton inexato resultante do acoplamento de uma versdo do método GMRES sem
derivadas, assumindo dy = 0 a cada iteracdo externa, estd detalhado pelo Algoritmo 3.2. Neste
algoritmo, o método GMRES utiliza o produto da matriz Jacobiana por um vetor aproximado
através de diferencas avancadas e, portanto, recebe o nome de FDGMRES (Forward Difference
GMRES).

Algoritmo 3.2 FDGMRES

Parametros de entrada: F, xy, 0 e n.

1. Fa(;ar = _F(xk)> pP= ||F(xk)||7 ﬁ:pa =0 € U1 :r/P-
2. Enquanto p > ni||F(z)|| e ¢ <n

(a) Faca { =/{+ 1.

(b) Calcule v = Faey + ove) — F(xk)
o

(c) Defina h;, = v;—’, parai=1,2,...,1.
y4

i=1
(e) Sel|lv|| = 0, pare o algoritmo. Caso contrério, defina hy11, = ||0]| e, daf, vor1 = V/hes10.
(f) Defina a matriz Hy = {h; j} com 1 <i</{+1,el<j</.

(g) Calcule y;, o minimizador do Problema (3.10) e defina p = ||Be1 + Hyyel| -

3. FacaV = v1,...,v] edy = V.

A maneira como serd obtido o vetor yy no passo 2g do Algoritmo 3.2 pode variar entre os trabalhos
que optam por usar o método Newton-GMRES. Embora alguns métodos usem a versdo cléssica,
proposta por Saad e Schultz [47], outros trabalhos preferem utilizar uma modificacao de Walker e
Zhou [52] denominada Simpler GMRES.

Conforme pode ser visto em [47], Saad e Schultz aproveitam a caracteristica Hessenberg superior da
matriz H; e obtem sua fatoracio QR. Isso é especialmente vantajoso porque através de uma rotacio
de Givens é possivel obter a fatoracdo QR de H; a partir da fatoracdo QR de Hy;_; com um trabalho

computacional de ordem ¢ apenas.

Definindo a fatoracio encontrada na f(-ésima iteracio como Hy = Q;Rg e, dado que a matriz @y é

ortogonal, podemos reescrever o problema (3.10):

min || 8Qee1 + Reyl?

3.11
sujeito a y € R ( )
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O Teorema 3.3 apresenta resultados que indicam outras vantagens préticas proporcionadas pela

resolugao do sistema (3.1) através da resolucao do problema de quadrados minimos modificado (3.11).

Teorema 3.3 Considere Ry = QH,; como definida anteriormente e g = BQe;. Denotemos por
Ry a matriz triangular superior £ x ¢, obtida eliminando-se a tltima linha de Ry, e gy o vetor de

dimensao ¢ encontrado eliminando-se o elemento |ge41| (a tltima linha) de g. Podemos dizer que:

1. o posto de J(zy)V; é igual ao posto de Ry. Em particular, se g = 0 entao J(xy) é singular;

2. o vetor y* que é o minimizador de ||Be; + Hyy|| é dado por y* = R;lg;

3. a norma-2 do residuo no passo ¢ é dada por |ge11].

Prova: Ver [46], Proposicao 6.9. n

Conforme o item 3 do Teorema 3.3, comprovada a nao-singularidade da matriz J(xy), a solucao
aproximada para o sistema linear (3.1) ndo necessita ser obtida a cada iteragdo do GMRES e nem o
residuo precisa ser calculado explicitamente. Somente quando tivermos o valor do moédulo do tltimo
elemento do vetor g = SQye; suficientemente pequeno de modo que satisfaca ao critério de parada

é que calculamos o vetor d, utilizando, para isto, o Gltimo valor y, encontrado.

3.1.1 GMRES cOM RECOMECOS

Durante a utilizagdo do método GMRES para resolucao de problemas de grande porte, & medida
que o namero de iteracoes vai aumentando, crescem também os requerimentos de memoéria e o custo
computacional para realizar cada iteragdo. Assim, para a resolucio de alguns problemas de grande

porte, o método torna-se ineficiente.

Uma alternativa para evitar esse tipo de problema é o uso de uma estratégia que reinicializa o
método GMRES apés um ciclo de m iteragoes, onde m é um nimero natural pré-definido. Apds o
fim desse ciclo, se a tltima aproximagao (d,,) encontrada nao for satisfatoria, o vetor d,, € utilizado
como valor inicial para um novo ciclo de m iteragoes. Quando utiliza a estratégia com recomecos, o
meétodo GMRES ¢, em geral, designado como GMRES(m).

O mesmo procedimento pode ser adotado quando se trabalha com o método FDGMRES. No entanto,
ao utilizar o método FDGMRES dotado com a estratégia de recomecos, algumas mudangas precisam
ser feitas no Algoritmo 3.2, o Algoritmo 3.3 explicita essas mudancgas. Além da variavel m, que
indica a ndmero méximo de iteracoes em cada ciclo do FDGMRES, deve ser fornecida também uma
variavel nemax € IN que indica o nimero méximo de ciclos que o FDGMRES(m) deve realizar antes

de declarar falha de execucao.
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Algoritmo 3.3 FDGMRES(m)

1. Facary = —F(zx), pr = ||F(zp)|l,v1 = (1/p)7k, B = pr, £ =0, nc=0ed = 0.
2. Enquanto pi > ng|| F(zk)|| € nc < nemax

(a) Faca { =/(+ 1.
F(xy, + ovg) — F(xy,)

. .
(c) Defina h; 4 = v v, parai=1,2,...,L.

(b) Calcule v =

l
(d) Facav =17 — Z hi pvi.

(e) Se ||| =0, pare o algoritmo. Caso contrario, defina hyy1,0 = ||0|| e, daf, ver1 = 0/het10.
(f) Defina a matriz Hy = {h; j} com 1 <i</(+1,el1<j</.
(g) Obtenha y,, o minimizador do Problema (3.10) e defina pj, = ||Bre1 + Hoye|-
(h) Sel=m e py > nil|F(x)|
i V=1[v,...,v) ed=d+ Vy.

F(xg —i—O‘CZ) — F(xyp)

,A=0enc=nc+ 1.

i vy = F(xp) — e Br = |rill-
Tk

Bk
3. FacaV = [vy,...,v] edy =d+ Vy,.

ii. vg =

Devemos salientar que, embora a norma-2 do residuo seja nao crescente, conforme pode ser visto
em |46/, este valor pode sofrer estagnacao em casos em que a matriz do sistema linear a ser resolvido
nao seja positiva-definida e, sendo assim, ndo ha garantia teorica de que o Algoritmo 3.3 convergira
para a solucao do sistema linear em questdo. No entanto, alguns trabalhos, por exemplo [26, 30],

mostraram que a adocao do método com recomecos obtém bons resultados na pratica.

3.2. METODO PROPOSTO

Inicialmente, vamos apresentar o algoritmo conceitual do método hibrido proposto neste trabalho.
Este algoritmo generaliza as duas fases que compoem o método: a fase I, que utiliza alguma variacao
do método DFSANE e a fase 11, que consiste no método de Newton inexato. O modelo de algoritmo
descrito é flexivel na forma como sera resolvida cada etapa. Assim, na etapa I, pode ser utilizado o
algoritmo DFSANE original ou alguma modificacao proposta neste trabalho. E, na etapa II, pode-se

estabelecer de que forma o método GMRES sera executado, se na forma descrita na se¢do anterior
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ou com base em algum algoritmo que utilize a modificacao Simpler GMRES [52] como, por exemplo,
NITSOL [43]. Um diagrama ilustrando de forma simplificada o funcionamento desse algoritmo pode

ser encontrado na Figura 3.1.

Além disso, sdo deixados em aberto dois critérios de aceitagdo de ponto, CAl e CA2. O critério
CALl é utilizado para pontos advindos da direcao de busca encontrada pelo método DFSANE e
o critério C'A2 para pontos provenientes da dire¢do encontrada pelo método de Newton inexato.

Evidentemente, uma mesma estratégia pode ser utilizada nas duas etapas.

Os algoritmos que seguirem o modelo conceitual aqui proposto mudam da fase I para a fase I apos
um numero N BLpy,x de reducoes em cada uma das duas dire¢oes comumente testadas pelo método
DFSANE, e em mais uma terceira direcdo, se o método adotado assim o designar. Se apés esse
nimero de reducdes, nao for obtido nenhum ponto que satisfaca o critério de aceitacdo escolhido
para esta etapa, o método de Newton inexato é acionado. O algoritmo termina se for encontrado

um ponto zy tal que F(xy) = 0.
Algoritmo 3.4 HIBI1

Parametros de entrada: xy, NBLy,x, duas condi¢ées de aceitacdo de pontos CAl e C A2,
01, 02, 03 € (0,1), 0 < Tin < Tmax < 1 e uma sequéncia de pontos ny, tal que ny € [0,1) para todo
k.

1. Defina k=0

2. Se NBL = NBLy,,, va para o passo 6.

3. Encontre a dire¢ao de busca dy, através do método DFSANE (ou uma de suas variagdes). Defina
A =A_=1eNBL=0.

4. Se x4 =z + Apdy ou x_ = xp — A_dy, satisfazem C Al defina, respectivamente, A = \y ou

A= A_ e vd para o passo 11.
5. Se NBL = NBL,,,; v para o passo 6. Caso contrario:

(a) Escolha Ay € [TminA+, TmaxA+] € A= € [TminA—, TmaxA—];
(b) faca NBL = NBL + 1 e volte para o passo 4.

6. Faca n = i e determine dy pelo método FDGMRES. Defina A = 1.
7. Se xyp + Ady, satisfaz C A2 va para o passo 11.
8. t=0

9. Compute um novo valor para \ utilizando um algoritmo de busca linear.
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10. Se A = 0 entao coloque o = 010, n = O2m. Encontre uma nova direcio dj usando o método

FDGMRES. Defina A =1, u =0su, t =t+ 1 e va para o passo 9.

11. Defina Ay =X\, 6, =0, T, =10, fik = W, Tha1 = T + Agdy e faca k =k + 1.

12. Se F(xy) = 0, pare o algoritmo e declare SUCESSO. Caso contrario, vd para o passo 2

Observagao 3.2: O algoritmo de busca linear utilizado no Passo 9 serd explicitado na préxima subsecao
(Algoritmo 3.5).

PARE O
Dados xg, k =0, NBLp.x ALGORITMO

J/ stm

Método DFSANE
FASE I \ obfér; a dilreg](zfoB(% . mr tal que F(z},) =07
+ =L A-=1, =

|

Ty =Tk + Apdg ou Defina o ponto que
)}\%eduz; . T_ =x— A_dg . obteve decréscimo
NBL i jVBiI: 1 obtém decréscimo sim suficiente como Tj41
o * suficiente? efacak=k+1

lndo

NBL = NBLpax ?

lsim
Newton-GMRES

FASE II obtém d;..
Defina A =1

|

Tk + Ad
_— . P .
A =0.5A nio obtém dgcresczmo e
suficiente?

|

Figura 3.1: Funcionamento do Algoritmo 3.4 (HIB1)
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3.2.1 ANALISE DE CONVERGENCIA

Nesta subsecao, iremos apresentar resultados de convergéncia para o Algoritmo HIB1 em que os crité-
rios de aceitagdo CAl e CA2 sdo definidos conforme a proposta de La Cruz, Martinez e Raydan [13],
representada na desigualdade (2.21).

2

Durante toda esta secao, vamos considerar como funcao de mérito f(x) = ||F(x)|". Além disso,
definimos
Wy = — 3.12
ks ogjgmrﬁ?ﬁzvpl}f(xk 5) (3.12)
e, também, uma sequéncia de indices {v(k)} tal que
f@uwy) = W (3.13)

A demonstracdo do resultado de convergéncia segue, essencialmente, as ideias apresentadas por
Grippo e Sciandrone em [30], sendo assim, vamos, primeiramente, analisar a relacao entre os critérios

de aceitagdo para novos pontos encontrados neste trabalho com o critério (2.21), encontrado em [13].

A primeira condigdo de [30] ¢ utilizada durante a execugao da primeira fase do Algoritmo NM1, que
consiste no método Newton-GMRES com diferencas finitas para evitar o calculo explicito dos produ-
tos entre matrizes Jacobianas Jj e vetores. A este algoritmo foi acoplada a estratégia watchdog [11]

para aceleragao. A condigao exige que o passo A\ € (0, 1] cumpra:

f(:l,‘k + )\kdk) < (1 - VAk)Wka (3.14)

onde v € (0,1).
Observagao 3.3: A rigor, diferentemente do que é feito neste trabalho, em [30] a fungio de mérito adotada
é f(x) = HF(x)H Essa diferenga fard com que sejam necessarios alguns ajustes quando tivermos de utilizar

os resultados encontrados em [30] e os faremos no momento conveniente. Por ora, a analise sera feita sem a

distincao da funcao de mérito a ser utilizada.

Definindo a sequéncia {(;} com ¢j > 0 para todo ke Y 2, (; = ¢ < 00, vamos ter que:
(1= N)Wi < (1= AWk + G < Wi+ G — YAk f (k) < Wi+ G — YA (). (3.15)
A ultima expressao da direita da relacdo (3.15) corresponde a expressdo da direita da condicdo

(2.21). Assim sendo, satisfazer a condigao (3.14) implica em satisfazer a condicdo (2.21) proposta

por La Cruz, Martinez e Raydan [13|. No entanto, a reciproca nao é verdadeira, o que indica que
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a condigao (2.21) é mais flexivel e poderd aceitar pontos que nao seriam aceitos se utilizados os

critérios propostos por Grippo e Sciandrone [30].

A segunda condigao proposta em [30] é utilizada somente na etapa de busca direta do Algoritmo
NM2 e dada por:
fxp + Mdp) < (1 =AWy (3.16)

Desenvolvendo de uma maneira semelhante ao que foi feito em (3.15), concluimos que a satisfa¢ao

da condigao (3.16) também implica na satisfacdo da condigao (2.21), proposta em [13].

Os resultados de convergéncia apresentados em [30] sao baseados no fato de que todo ponto encon-

trado pela sequéncia gerada pelo Algoritmo NM1 ou pelo Algoritmo NM2 satisfaz:
f(@hy1) < Wi — a(Wh), (3.17)
em que o : R4 — R4 é chamada funcao forcante e deve garantir que:

lim o(Wy) =0 = lim Wj, =0. (3.18)
—00

k—o0

Em nosso caso, no lugar de (3.17), vamos utilizar uma condic¢ao do tipo

f(@rt1) < Wi+ G — cf (1), (3.19)

onde ¢ > 0, cujo lado direito ndo permite que seja definida uma fungao forcante sobre f(xy) (e
tampouco sobre Wy), visto que —((x — cf(zx)) pode assumir valores negativos (a menos que (j <
cf(xy) para todo k). Ainda assim, é possivel estabelecer um resultado analogo aquele encontrado
em [30] e que serd utilizado na demonstragdo do teorema de convergéncia para o método hibrido

aqui desenvolvido.

Lema 3.1 Considere f : R" — Ry, M € N, Wy = maxXo<j<minfk,m—1} f(Tr—j), CER, > 0e
{¢k} uma sequéncia em R tal que (, > 0 para todo k e > 2, ¢; = ¢ < oo. Tem-se entao que

lim Ef(l‘k) —(,=0= lim Wy =0. (320)
k—o0 k—o0
PRrROVA: Se
lim [cf (21) — G = O, (3.21)
k—o0

e dado que, por hipotese, limg_,o, —(; = 0, tem-se limy_, o ¢f(xx) = 0 e, consequentemente,

Jlim f(ag) =0. (3.22)
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Vamos ver agora que,
lim f(zx) =0= lim Wy =0. (3.23)
k—o0 k—oo

Por (3.22), dado € > 0, existe k € IN tal que, para todo k > k, f(zx) < . Por (3.13), para todo
k> k+ M tem-se que W, = f(x,,(k)) com v(k) > k e, portanto, W), < €, o que comprova o que

queriamos. ™

A Proposigao 3.1 ¢ uma adaptagao de resultados encontrados nos trabalhos |28, 29, 30] e nos dara
as condicoes necesséarias para demonstrar os resultados da Proposicdo 3.2 que, por sua vez, serd

empregada para a demonstragdo do teorema de convergéncia do algoritmo hibrido desenvolvido.

Proposicao 3.1 Considere {z}} C R™ uma sequéncia de pontos tal que:
f(zre1) < Wi + (g, para todo k, (3.24)
com (; > 0 para todo k e Y2, (; = ( < oo. Entao
1. 2, € Lo={z € R" | f(z) < f(x0) + ¢} para todo k.
2. Se, além disso, é possivel estabelecer um indice k € IN que garante
f(wpy1) < Wy para todo k > k, (3.25)

entdo a sequéncia {Wy}, -7 é monotonamente nao-crescente.

Prova: Considerando que min{k+1, M —1} < min{k, M —1}+1, pela definicao de v(k) (conforme
a equagao (3.13)), temos:

Wiy = f(l‘u(k+1)) = MaXo<j<min{k+1,M—1} f(l’k:+1—j)

IN

maxo<j<min{k,M—1}+1 f(karlfj)
= max{maxg<;<min{k,M—1}+1 f (Th+1-5), f(Tr+1)}

maX{f<mu(k)>7 f(xk+l>}

(3.26)

Mas, f(zgr1) < Wi + G por hipdtese e, além disso, f(w,x)) = Wi < Wi + (. Logo, pela
desigualdade (3.26), tem-se que W11 < Wi + (i para todo k. Um argumento indutivo permite

estabelecer que:

k
Wis1 = f (@) < F(@o0) + DG < fzo) + ¢, (3.27)
i=1

e, como f(zpy1) < Wiy, tem-se que xp € Lo = {z € R | f(z) < f(z0) + ¢} para todo k ,

provando, assim, o item 1 desta proposicao.
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Para provar o segundo item, observemos que, por hipotese, existe um indice k suficientemente
grande tal que f(zgy1) < f(a?,,(k)) para todo k > k. Logo, pela desigualdade (3.26), tem-se que a

sequéncia {Wy},<; ¢ monotonamente nao-crescente. n

Proposicao 3.2 Seja f : R" — Ry uma dada func¢ao e {x;} C R"™ uma sequéncia de pontos tais
que:
f(@py1) < Wi+ G — cf (vr), (3.28)

onde Wy, é definido como em (3.12), ¢ > 0 { > O paratodok e > .2, = ¢ < 0o e, além disso,

existe um indice k tal que para todo k > k se verifica

Cr—cf(zk) <0, come>0 (3.29)
Entéo x, € Ly para todo k e, ainda,

klggo flzg) = kh—{go Wi =0. (3.30)

Prova: A condicao (3.28) implica que a desigualdade (3.24) é satisfeita para todo k, logo, pela
Proposicio 3.1, 2, € Ly para todo k e, além disso, utilizando a mesma proposicdo tem-se que
a desigualdade (3.29) garante que a sequéncia {W}}, -7 é monotonamente nao-crescente e, como

Wi > 0, deve haver um limite W, > 0 para esta sequéncia, conforme k£ — oo.

Suponhamos, por absurdo, que W* #£ 0, entdo existe k1 € IN tal que, para todo k > k; tem-se
Wy > t, para algum ¢ > 0. E, pelo Lema 3.1, deve existir um indice ko tal que | — (i + cf (zx)] >
to > 0 para todo k > ko.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que ks > k. Assim sendo, tem-se, por hipétese, que
f(a:kJrl) < Wk — io, k> ko > ];7 (3.31)

Considerando k > ko + M + 1, tem-se que v(k) —1 > k— M —1 > ks e, consequentemente, usando
a defini¢do (3.13) e a equacdo (3.31), temos que:

f(@u)) < F@uwm-1)) — to- (3.32)

Tomando limite em ambos os lados, e lembrando que f(z,(;)) — Wi, temos que t2 = 0, o que é

uma contradicao. [ |

A fim de fixar parametros e procedimentos que possibilitem a demonstracdo dos resultados de con-
vergéncia, vamos formalizar o algoritmo de busca linear com o critério (2.21) nos moldes do algoritmo

definido em [30].
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Algoritmo 3.5 Busca linear ndo-monétona
Parametros: v € (0,1), a € (0,1], 0 < &min < &max < 1, p € (0,1), ¢4 > 0 para todo k e
Z?i1 G = ¢ < oo.

1.a=aej=0

2. Enquanto f(zp + ady) > Wi, + G — va? f(xy), faca:

(a) Se o < pa entao faca A =0, 6 = « e termine.

(b) Escolha & € [€min, {max] € faca o =, j = j + 1.

3. Faca A = « e termine.

A Proposigao 3.1 de [30] estabelece que a busca linear proposta naquele trabalho esta bem definida. A
Proposigao 3.3, a seguir, é uma adaptacdo daquele resultado e permite constatar que nossa estratégia

de busca linear também estd bem definida.

Proposicao 3.3 Suponha que F(xy) # 0 e considere um valor p € (0,1) dado, associado a xy,.

Entao o Algoritmo 3.5 determina, em um nimero finito de itera¢oes, um escalar A € [0, a] tal que:
flae + Adi) < Wi+ G — YA f k) (3.33)

e, além disso, uma das seguintes condicoes é assegurada:

1. A =0¢e
1F (2, + 8di) I > Wi + G — v0* | F(a)[I” > (1 — 0% [ F (@) |” + G, (3.34)

com § < pa; ou

2. A > Eninpa.

Prova: Dado que o tamanho de passo « é reduzido, a partir do valor a e a cada iteracao, por um
escalar & < {nax < 1, 0 Algoritmo 3.5 ou termina no Passo 2 com A = 0 (o que implica a satisfacdo
do critério (3.33)) ou no Passo 3, onde encontra um valor nao nulo para \ que satisfaz o critério
de aceitacao (3.33).

Em conformidade com os Passos 1 e 2 do Algoritmo 3.5 e, considerando que ||[F(xy)||* < Wy e
Y6 < ypa < 1, caso o algoritmo termine no Passo 2 tem-se que A = 0 e, além disso, a condigao
(3.34) é satisfeita.
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Caso o algoritmo tenha sido encerrado no Passo 3, tem-se que, ou o tamanho inicial do passo &
aceito sem reducoes (neste caso A = a), ou é encontrado um tamanho de passo A tal que A/ > pa

é aceito. Em ambas as situacOes é satisfeita a condicdo do item 2. n

Através de uma simples adaptagao do Lema 8.2.1 do livro de Kelley [34], Grippo e Sciandrone [30]
estabeleceram o resultado da Proposicao 3.4, que ird garantir que a busca linear ao longo de uma
direcao suficientemente proxima da direcdo de Newton ird terminar com um valor diferente de zero

para A desde que o ponto em questdo satisfaca as seguintes condigoes:

Hipotese 3.1 Existem valores positivos my e Ly tais que J é Lipschitz continua com constante

L no conjunto convexo 2 C R" e, além disso, ||J~(y)|| < my para todo y € Q.

Proposicao 3.4 Considere x € R"™ tal que F(x) # 0 e, além disso, satisfaz as condi¢oes da

Hipotese 3.1 para algum conjunto do tipo Q@ = {y € R" | ||z —y|| < r}, comr > 0. Sed € R" é

um vetor que satisfaz a condicao Newton inexato:
17 (z)d + F(z)|| < nlF ()] (3.35)
comn <7 <(l—7)evye(0,1), entdo, temos que:
[E(z + Ad)|| < (T =~ A)[[F(2)]] (3.36)
para X € [0, \(z)], onde

— min r 2(1_'7_77)
Me) = <mA1+nMFWW’O+ﬁVmﬂUWW@H>' (3:57)

Prova: Ver Lema 8.2.1 de [34] =

Cabe notar que a Proposicao 3.4 ird garantir um resultado anélogo para a busca linear que estamos
propondo, pois se um valor para A satisfaz a condigao (3.36), se definirmos como func¢ao de mérito
f(z) = ||F(z)||* e, considerando que tanto o valor de A quanto o de (1 — Ay) pertencem ao intervalo

[0, 1], temos que:

IF (2 + Ad)* < (1= M) | F () [|* < (1= M)IF ()]

3.38
IF@OP = Xl F@ I < Wi+ G- R F@ol?. )

<
<

O ultimo resultado necessario & demonstracao do resultado de convergéncia do algoritmo desen-
volvido ird determinar condigdes para que o método FDGMRES forneca a diregao requerida pelo
método de Newton inexato. Como veremos, essas condicoes dependem das caracteristicas do pro-

blema, mas estabelecem que, para valores suficientemente pequenos do parametro o, utilizado nas
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formulas de diferencas finitas, é possivel encontrar a direcado que procuramos. A demonstracio do
resultado pode ser encontrada em [31] e segue, essencialmente, os resultados apresentados em [34]

(Proposigao 6.2.1).

Proposicao 3.5 Dado xj € R", suponha que F(xy) # 0 e que xy, satisfaz a Hipotese 3.1 em um

dado conjunto convexo , tal que xp € Q, com Ly = L e mj = c. Considere:

1
) = ——75 3.39
Tk 2nt/2Lcp, ( )
e
Ck = 4n1/2Lka. (3.40)

Entao, para cada o € (0,6] e, para cada n € (0,1), o procedimento FDGMRES determina uma
direcao dy, satisfazendo
1 (zk)dy + F(zi)|| < (e + Cro) [ F(p)]]- (3.41)

Prova: Ver [31]. n

Embora a Proposicao 3.5 garanta a existéncia de um passo dj que ird cumprir a condicao Newton
inexato (3.35) para qualquer valor de n > 0, cabe destacar que, na pratica, dificilmente seré possivel
obter o valor da constante de Lipschitz Lj; e do pardmetro my, e, se o valor de ¢ na equacao
(3.41) nao for suficientemente pequeno, existe a possibilidade de que a dire¢do dj requerida nao
seja encontrada. Além disso, também é possivel que, comparativamente com o valor de n quando
utilizado o método GMRES cléssico, o parametro n deva ser mais restrito se estivermos trabalhando
com o método FDGMRES e desejarmos obter a mesma dire¢do que obteriamos pelo algoritmo que
utiliza efetivamente a matriz Jacobiana. Esse fato, no entanto, ndo modifica a taxa de convergéncia
do método Newton-FDGMRES, ja que, se n; + o — 0, a convergéncia superlinear (ou quadratica)

caracteristica do método de Newton inexato é preservada.

O resultado a seguir estabelece a convergéncia do Algoritmo 3.4 (HIB1).

Teorema 3.4 Definindo f(zi) = ||[F(z1)|?, seja {x} a sequéncia gerada pelo Algoritmo HIBI em

que os critérios CAl e C A2 sao ambos dados por:

flar + Aedi) < Wi + G — YA f (k) (3.42)
em que (i > 0 para todo k, ZC’“ = ( < 00 e, além disso, satisfaz:
k=1
Ck —Cf(xr) <0Ocome>0 (3.43)

para todo k maior ou igual a algum k € IN.
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Assuma que existe v > 0 tal que, para todo x € Ly, a bola fechada B(z,r) est4 contida em um
conjunto aberto e convexo §) que satisfaz a Hipotese 3.1. Entao, o Algoritmo HIB1 estd bem
definido e, ou termina em algum ponto xy, tal que F(xy) = 0, ou gera uma sequéncia infinita {xy}
tal que:

lim F(zx) = 0. (3.44)

k—o00
Prova: Inicialmente, notemos que a satisfagdo da condi¢do (3.42) e das demais hipoteses do
Teorema garantem que podemos utilizar o primeiro resultado da Proposicao 3.1, o que assegura

que zj, € Lo para todo k € IN.

Vamos provar agora que ndo existe a possibilidade de que a busca linear do algoritmo pare em algum
ponto xj de forma que Ay = 0. Suponhamos, por absurdo, que isto ocorra. Pela configuracao do

algoritmo HIB1, isso nao aconteceria no Passo 5, pois, para todo k tem-se que Ay > TI%EL’“‘"‘

>0
e > Tgif Lmax > 0. Sendo assim, existe um elemento z; da sequéncia de pontos gerados pelo
algoritmo onde A = 0 em todas as iteragoes internas da busca linear realizada no Passo 8 (isto é,
em todas as iteragoes onde sdo reduzidos os valores de o, 1 e ). Denotando por {t} a sequéncia
de indices utilizados para contar o namero de vezes que a busca linear é chamada na iteracao k,

tem-se que as sequéncias {o(t)}, {n(t)} e {u(t)} convergem a zero quando ¢ tende ao infinito.

Como z, € Lo C £, segue da Proposicio 3.5 que se tivermos:

(i) oft) < m e

(i) n(t) + Co(t) <1 -+, (com C = 4n'/2Lymy),
entdo o método Newton-FDGMRES ira encontrar uma dire¢do dj tal que:
1T (zk)dy, + F(zp)|| < (n(t) + Co@))I|F(z)l| < (@ =7)[F (@)l (3.45)

A Proposicio 3.4, cujas hipoteses estdo plenamente satisfeitas ja que B(z,r) C €, permite estabe-
lecer que a condicdo de decréscimo sera satisfeita no intervalo [0, \(x3)]. Veremos agora que, para
j suficientemente grande o;; < A(zx) (aqui, o valor a;; é o tamanho de passo na j-ésima tentativa
de busca linear na iteragao k).

De fato, como a € (0,1] e £ € [{min, Emax], tem-se que gﬁnn < a; < frj;lax e, portanto, é possivel
escolher um inteiro j, que satisfaz

(3.46)

log(\
j*zmaX{O og(Ax) }

" log(&max)

e, dai, é possivel estabelecer que 0 < a(j.) < A(zy). Como u(t) — 0 quando t — oo, temos, para

valores de t suficientemente grandes, que u(t) < f;in < a(jx), de forma que o algoritmo de busca
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linear ird terminar com um valor positivo para Ag, o que contradiz a hipdtese de que A\ = 0.
Assim, a menos que F(xy) = 0, é possivel obter o ponto xp41 a partir de zx, o que prova que o

algoritmo estd bem definido.

Vamos agora averiguar que se 0 < \;, < 1 é computado pelo algoritmo, entao a sequéncia {\x} esta
limitada inferiormente por alguma constante ¢ > 0. Novamente a demonstracao sera realizada por
contradi¢do. Suponhamos entdo, por absurdo, que existe um subconjunto infinito K7 C IN tal que

kel{lli,rgeoo A = 0. (3.47)
Para k suficientemente grande, tem-se que os pontos da sequéncia {z} com k € K; sdo gerados
utilizando a direcao obtida pelo método FDGMRES, ja que os valores de Ay e A_ sao limitados
inferiormente por um valor maior do que zero, como ji vimos, Ay > TI]I\IGEL“‘“ >0e Ao >
Tn]\ll-lf Lmax > (). Assim sendo, em conformidade com os procedimentos do algoritmo de busca linear
do Passo 9, uma condicdo necessaria para que a sequéncia satisfazendo (3.47) exista é que fix — 0

quando k € K1,k — co. Ademais, quando isso ocorrer, tem-se também que 6 — 0 e 7 — 0.

Pela Proposicao 3.5, tem-se que quando 6 < e Mg + Cop < 71, o algoritmo FDGMRES

1
2n1/2Lymy,
retorna uma direcdo dj tal que

[ (zr)die + F(zp) || < (7 + Cop) [ F ()| < 7llF (), (3.48)

onde 7 < (1 — 7). E, dado que B(z,7) C €, podemos, também neste caso, aplicar a Proposi¢io
3.4 que ird garantir um valor \(x3) > 0 tal que, para todo A € [0, ()] tem-se

[F (zk + Adp) || < (1= A)[[F ()] (3.49)

o que implica que A também satisfaz
1F (2 + Adi)|* < Wi + G = YN[ F ()| (3.50)
Agora, como z, € Lo, tem-se que f(zy) < f(zo)+C e, ||F(zp)|]* < |F(20)]|*+¢, logo se definirmos

b= \/2 max{||F(z0)||, ¢} tem-se que | F ()| < b para todo k € K1, e segue da expressao (3.37)

que

5 . r 2(1—y—17)
Aap) > =6 todo k € K. 3.51
(:Ek‘) < Inin <mk;(1 + ﬁ)b’ (1 + ﬁ)Qm%Lkb , para todo € 1 ( )

Mas, por outro lado, se a hipotese de que A\ — 0 para k € K7 fosse verdadeira, teriamos necessari-

amente que A; < 1 para k suficientemente grande. Podemos supor, sem perda de generalidade que

|53]



isso ird ocorrer para k > kj. Neste caso, as instrucoes do algoritmo de busca linear irdo garantir

que Ag > EminA(zg) e, dai, para todo k € Ky, k > k; tem-se

Ak > min{1, &pinA(xg) } > min{1, Emind }y (3.52)

o que contradiz a hipotese e nos leva a concluir que a sequéncia {\;} esta limitada inferiormente

por uma constante ¢ € (0, 1].

E, consequentemente, para todo k tem-se que
IF (2, + Adi) |* < Wi + G — e F )| (3.53)

Pela condigao (3.43) tem-se que, para k suficientemente grande, (x < cf(x) e as hipoteses da
Proposicao 3.2 podem ser satisfeitas para f(zz) = || F(z)||*, donde segue que

lim ||F(z4)] = 0. (354) m
k—o0

Antes de finalizar esta sec@o cabe ressaltar que é possivel cumprir concomitantemente as condicoes
o0

(3.43) e Z(k = ( < oo com (}, > 0 para todo k. Para isso basta definir, por exemplo,
k=1

G = min{ f(xo), f(wx)}
g (k+1)t1

(3.55)

3.3. TESTES NUMERICOS

Os testes numéricos que iremos apresentar nesta secao tém por objetivo comparar a estratégia hibrida
proposta no Algoritmo HIB1 com os algoritmos DFSANE original e uma versao propria do algoritmo

NM1 proposto em [30].

A estratégia NM1 consiste num método hibrido e ndo monétono que utiliza a direcao encontrada pelo
método de Newton inexato, usando uma versdo matriz-free do GMRES, conforme a equacao (3.6).
O método GMRES utilizado baseia-se na versao sem derivadas do trabalho de Pernice e Walker [43],

que por sua vez, ¢ fundamentado na estratégia Simpler GMRES [52].

A cada iteracio do método NM1, a estratégia de globalizacdo é dividida em duas etapas. Na primeira

etapa é utilizada a estratégia watchdog [11] e o algoritmo tenta realizar um maximo de N iteragoes
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do método de Newton inexato, sem qualquer tipo de estratégia de globalizagao, a fim de encontrar

um ponto z que cumpra a condi¢do:

F <0.9 F(xp_i)|l- 3.56
IFEI <09 max |FG)] (3.56)

Se apds N iteragdes desta fase, nenhum ponto obtiver o decréscimo desejado, o algoritmo aciona sua
segunda etapa, onde retorna ao ponto zj e realiza busca linear na direcao requerida pelo método
de Newton inexato (previamente encontrada na fase anterior). Para esta nova fase, a condicao de

aceitacao é modificadas:

F M) IZ < (1 =\ F(zp_)|? 3.57
| F(xp + A" < (1 -~ )Ogjgmriri?;c(,M—l}H (k)% (3.57)

com vy = 1074

Para realizar os testes comparativos aqui apresentados, foram avaliadas duas estratégias distintas
testadas no trabalho [30]. Na primeira, ¢ definido o pardmetro N = 0, o que representa o uso do
método de Newton inexato sem a estratégia watchdog. A segunda estratégia adota o valor N = 20,
e realiza 20 tentativas de obtencao de um ponto satisfatério via watchdog antes de iniciar a busca
linear na direcao encontrada pelo FDGMRES no ponto xj. A opcao com valor de N = 20 foi a que

obteve melhor desempenho nos testes realizados em [30].

Entretanto, em nosso trabalho nao estamos preocupados em comparar as distintas maneiras de
obter a direg¢do requerida pelo método de Newton inexato através do GMRES, mas sim avaliar quais
estratégias podemos acoplar ao método Newton-GMRES a fim de obter melhorias de desempenho.
Sendo assim, para evitar que possiveis diferencas nos desempenhos do método sejam causadas pela
escolha de uma dire¢ao diferente, implementamos uma versao do algoritmo NM1 na qual a estratégia
GMRES esta em conformidade com aquela apresentada em [34] e que sera utilizada também no

algoritmo hibrido que descrevemos neste capitulo.

Ao implementar a estratégia conforme proposto em [34] utilizamos as configuragoes iniciais padrdes,
incluindo assim, uma estratégia de reortogonalizacdo para corrigir possiveis perdas de ortogonalidade
da matriz V, causadas por instabilidade numeérica. No caso, sempre que, apds obter um novo vetor
v;4+1 através do processo de Arnoldi, for detectado que ||J(xg)vi|| + 0.001||vi1|| = ||J(zk)vsl|, 0
algoritmo ir& proceder da seguinte maneira:
1. Paraj=1,2,...,k
(a) Defina hymp = v, 1v;

(b) Fa(;a hjﬂ' = h]‘,i + htmp € Vi+1 = Vi+1 — htmpvj

2. Redefina hi+1,i = ||Ui+1|| € Vi1 = Ui+1/hi+17i-
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Nesta fase de testes, utilizamos o algoritmo hibrido acoplado com o algoritmo DFSANE original,
em duas versoes, a primeira sem busca linear (NBL = 0), a qual chamaremos de H1E (algoritmo
hibrido com um teste em cada dire¢do do método do residuo espectral), e a segunda com até 5 buscas
lineares (NBL = 5) antes de prosseguir para o método de Newton inexato, essa ultima versao sera
denominada por H6E. Nas duas versoes, o método de Newton inexato é utilizado na versdo sem

watchdog, isto é, definindo o parametro N = 0.

Os algoritmos hibridos serdao comparados com uma versao padrao do DFSANE (ao qual chamaremos
DFSANE) e também com duas versdes do método de Newton inexato, a primeira estratégia usa o
acoplamento watchdog e foi chamada de NIWD e a estratégia que corresponde ao algoritmo NM1 sem

a utilizacao da estratégia watchdog foi denominada NI.

Foi mantido o critério de parada utilizado nos testes realizados na Sec¢do 2.6, definido por (2.32). O
critério para aceitacao de novos pontos ja foi apresentado na secao 2.6 e esta descrito pela desigual-
dade (2.21). No entanto, a sequéncia (j foi modificada para atender as hipoteses do Teorema 3.4 e

passa a ser definida como na equagao (3.55).

Os parametros de entrada foram divididos em trés grupos: aqueles necessarios para a execuc¢do do
método DFSANE, aqueles necessarios para a execug¢do do método de Newton inexato e, por fim,

aqueles necessérios para o uso conjunto das duas estratégias.

Para o primeiro grupo foram repetidos os pardmetros adotados nos testes da Secao 2.6. No segundo
grupo, repetimos, sempre que possivel, os parametros utilizados em [30]. Ressaltamos que esses
pardmetros foram utilizados também nos algoritmos NIWD e NI. Como optamos por utilizar o algo-
ritmo FDGMRES(m), definimos o nimero méaximo de iteragoes em cada ciclo do método GMRES
como m = 30 e o numero maximo de ciclos nepmax = 30. Em conformidade com o algoritmo NM1, o
algoritmo HIB foi implementado de modo que declare falha por excesso de buscas lineares quando
a variavel \ for menor que Amin = 1072, Por fim, diferentemente do algoritmo NM1, onde foi utili-
zada uma sequéncia de termos forcantes constantes, tanto no nosso algoritmo, quanto no algoritmo

baseado em NM1, utilizamos a proposta de Eisenstat e Walker em [21]:

ARG
= () 355

com v =1ea = 0.5(1++/5). Para este parametro adotamos ainda o intervalo de salvaguarda
[1076,1072].

A reducao do tamanho de passo foi realizada de duas maneiras distintas, conforme a etapa. O obje-
tivo é fidelizar a estratégia de reducao de passo com os algoritmos originais usados para comparacao:
DFSANE e NM1. Para o caso de redugoes do tamanho do passo na fase I foi adotada a estratégia ja

descrita no capitulo anterior (ver equagoes (2.29) e (2.30)). Para a etapa correspondente ao método
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de Newton inexato, a atualizacdo do tamanho do passo foi feita através de bisseccdo, o que ja esta

descrito no Algoritmo 3.4.

Ao Algoritmo 3.4 é preciso acrescentar alguns critérios de parada, prevendo possiveis falhas de
execucao. Na pratica, hd quatro situagdes em que o procedimento ird parar declarando falha de
execucao. A seguir, descrevemos os critérios utilizados para a parada do algoritmo, acompanhados

das notagdes que iremos adotar no restante deste texto:

EII por excesso de iteragdes internas, quando nao conseguir obter uma direcdo satisfatéria apos 30
ciclos de 30 iteragoes do GMRES(m);

EST por estagnacio, quando o tamanho do passo for inferior a 10712;

EAVF por excesso de avaliacGes de funcao, quando atingir a quantidade de 10000 avaliacoes de

funcao;

PPF por dificuldades numeéricas decorrentes da aritmética de ponto flutuante, ocasionando overflow

ou underflow.

Lembramos que o algoritmo declara sucesso quando a condicao (2.32) é verificada, neste caso deno-

taremos a finalizacdo do Algoritmo com C.

Os algoritmos hibridos, bem como os algoritmos NIWD e NI serdo interrompidos quando ocorrer
qualquer uma dessas cinco situacoes. O algoritmo DFSANE iré parar em qualquer uma destas situacoes

exceto, obviamente, falha por excesso de iteracdes internas.

Inicialmente, realizamos os testes com os mesmos problemas utilizados para os testes da secao 2.6,
propostos em [14] e que podem ser encontrados nas tabelas A.1 e A.2. Os testes foram realizados
com xo padrao indicado em [14]| para cada problema e para as dimensdes 100, 500, 1000, 2000 e
5000. Novamente, utilizamos o software Matlab 7.0, em uma méquina com processador Intel(R)
Core 13-2100 3.10GHz e 4Gb de memoria RAM.

Embora, como ja foi dito na secao 2.6, esses problemas apresentassem valores iniciais inadequados,
decidimos realizar estes testes preliminares para validar o funcionamento do algoritmo hibrido, HIB1,
aqui proposto. A Tabela 3.1 contém, para cada algoritmo, a porcentagem de ocorréncia de cada

critério de parada para este conjunto de testes.

Os graficos da Figura 3.2 apresentam o perfil de desempenho para esse teste, de onde podemos tirar
as primeiras conclusoes referentes a eficiéncia dos métodos (neste capitulo, os graficos de perfil de
desempenho seguiram o mesmo padrdo utilizado no capitulo 2). E possivel observar uma relacio
inversamente proporcional entre o uso da direcao DFSANE e o nimero de iteracdes, ou seja, quanto

mais um algoritmo tende a utilizar a estratégia DFSANE antes de prosseguir para o método de Newton
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inexato, mais iteragoes esse algoritmo tende a realizar. Esse resultado ji era esperado, visto que
o método DFSANE é caraterizado por realizar muitas iteragoes. Como esse fato é compensado pelo
baixo custo computacional (se comparado aos métodos Newton e Newton inexato) para a obtengao
da direcdo de busca, consideramos que o nimero de iteracdes ndo é um fator determinante para

avaliar a eficiéncia nesta nova comparagao.

EIl | EST | EAVF | PPF | C
HiE | 19% | 0% 0% 0% | 81%
DFSANE | 0% | 2% 25% 0% | 73%
H6E | 15% | 3% 1% 0% | 81%
NIWD | 4% | 1% 0% 5% | 90%
NI| 4% | 1% 0% 5% | 90%

Tabela 3.1: Resumo dos resultados - problemas extraidos de [14] - valor inicial padrao

Além disso, como esse trabalho trata somente de estratégias que ndo fazem o uso de derivadas, as
avaliagOes da fungdo F sdo responsaveis por uma grande porcentagem dos calculos realizados, o que
nos levou a utilizar o namero de avaliacbes de funcdo como principal medida de desempenho. O

tempo de execucao serd adotado como medida secundéria de nossa anélise.

Antes de comegar a andlise dos gréaficos da Figura 3.2, alertamos para um desempenho parecido dos
algoritmos DFSANE e H6E, o que faz com que as curvas correspondentes a esses algoritmos praticamente
se sobreponham nos graficos referentes as medidas avaliagdes de fungdo e tempo, especialmente para

valores de 7 préximos de 1.

Feitas essas observacGes, podemos destacar a eficiéncia dos algoritmos que utilizam a direcao do
residuo espectral (exclusivamente ou numa primeira fase), a qual é paga com a perda de robustez.
Entre os algoritmos que usam essa estratégia, aqueles que tendem a utilizi-la com mais frequéncia
(HBE e DFSANE) tiveram um desempenho superior aos demais, quando medido em termos de avaliagoes
de fun¢ao e perdem, com uma diferenca pequena, para os algoritmos NI e NIWD quando avaliamos
o tempo. Ressaltamos ainda que esse desempenho inferior é causado, possivelmente, por conta do
menor nimero de problemas em que esses algoritmos tiveram sucesso. Sendo assim, num primeiro
momento podemos valorizar somente a eficiéncia do algoritmo hibrido. No entanto, no préximo
conjunto de testes, criamos uma situacao mais dificil, com pontos diferentes do padrao e o algoritmo

H6E se mostrard, também, robusto.

Assim como fizemos na Segdo 2.6, realizamos um novo conjunto de testes utilizando os mesmos
problemas, mas, agora, com as dimensoes n = 100, 500, 1000, 2000 e 5000 e pontos inicias gerados

aleatoriamente na vizinhanca do ponto inicial originalmente proposto. Para andlise dos resultados,
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reunimos os dados na Tabela 3.2 que segue o mesmo padrao da Tabela 3.1 e na Figura 3.3, onde sdo

mostrados os perfis de desempenho.

EII | EST | EAVF | PPF C
H1E | 54.5% | 0% 0% 6.4% | 39.1%
DFSANE | 0% 1.5% | 44.7% | 3% | 50.8%
H6E | 39.9% | 0.4% 3% 3.4% | 53.2%
NIWD | 57.2% | 0% 0% 3.6% | 39.2%
NI |57.2% | 0% 0% 3.6% | 39.2%

Tabela 3.2: Resumo dos resultados - problemas extraidos de [14] - valor inicial aleato6rio

Nesse novo teste, podemos averiguar a eficiéncia e a robustez do algoritmo hibrido. O algoritmo
H6E foi o mais robusto nesse conjunto de testes. Quando comparamos o desempenho em termos
de eficiéncia, H6E fica em segundo lugar, com desempenho inferior somente ao algoritmo DFSANE.
Além disso, podemos observar que tanto o algoritmo H6E quanto o algoritmo DFSANE diminuiram a

diferenga em nimero de iteracoes com relagdo aos algoritmos NIWD e NI.

Nesta etapa, testamos ainda o algoritmo hibrido com as modificagdes que propusemos no algoritmo
DFSANE no capitulo anterior. Foram modificados os algoritmos H1E e H6E, de forma que, para cada

um deles, foram criadas trés novas versoes:

1. adicdo da diregdo d3, de maneira similar ao que foi feito no algoritmo DFSANE-D3. Em corres-
pondéncia & notagao utilizada neste capitulo e no capitulo anterior, vamos denominar os novos
algoritmos de H1E-D3 e H6E-D3;

2. ordenacao das direcoes a serem testadas de acordo com o sucesso da dltima iteragdo, conforme

foi feito no Algoritmo DFSANE-01, originando, assim, os algoritmos H1E-02 e HEE-02;

3. utilizacao das duas estratégias anteriores conforme o algoritmo DFSANE-02D3, o que ird definir
os algoritmos H1E-02D3 e H6E-02D3.

Os resultados referentes a esses novos algoritmos encontram-se na Tabela 3.3, na qual, para auxiliar
a comparacao, repetimos os dados dos algoritmos H1E e H6E e, também, refizemos os testes com os
algoritmos DFSANE-D3, DFSANE-02 e DFSANE-02D3, utilizando, agora, os parametros definidos nesta
secdo. As Figuras 3.4 e 3.5 apresentam os gréaficos com a andlise de desempenho para esse teste, na
Figura 3.4 encontram-se os resultados para as versoes modificadas do algoritmo H1E e a Figura 3.5

apresenta os resultados para as novas versoes do algoritmo HEE.

Em termos de eficiéncia, as modificacoes no algoritmo HEE proporcionaram um desempenho ligeira-
mente inferior quando € feita a comparagao com o algoritmo sem modifica¢bes, principalmente para
aqueles algoritmos em que a terceira direcdo € utilizada. J4 para as modificacoes no algoritmo H1E,

podemos observar que h& um baixo impacto acarretado pelo uso da estratégia de ordenacao, ja que os
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algoritmos H1E e H1E-02 tiveram desempenho similar, assim como H1E-D3 e H1E-02D3. Observamos

também que a adic@o da terceira direcao tornou o algoritmo ligeiramente menos eficiente.

As observagoes do pardgrafo anterior, se assemelham com o que fora notado na se¢do de testes do

capitulo anterior, utilizando as mesmas modifica¢bes no algoritmo DFSANE.

Além disso, pela Tabela 3.3, podemos observar que os algoritmos que utilizam uma terceira direcao
sdao mais robustos do que os demais, além de que o uso de uma nova estratégia de reordenagéo faz
com que a robustez diminua. Isso também ja fora observado nos testes anteriores, de forma que
podemos concluir que, de maneira geral, as modificagbes que trazem melhorias para o algoritmo

DFSANE tendem a preservar tais melhorias quando o algoritmo é inserido num contexto hibrido.

EIl | EST | EAVF | PPF C
DFSANE | 0% 1.5% | 44.7% | 3% | 50.8%
DFSANE-02 | 0% 1.5% | 45.2% | 3% | 50.3%
DFSANE-D3 | 0% | 1.5% | 44.3% | 3% | 51.2%
DFSANE-02D3 | 0% | 1.5% | 45.2% | 3% | 50.3%

HiE | 54.5% | 0% 0% 6.4% | 39.1%
H1E-02 | 54.5% | 0% 0% 6.4% | 39.1%
H1E-D3 | 53.8% | 0% 0% 6.2% | 40.0%

H1E-02D3 | 53.8% | 0% 0% 6.2% | 40.0%

H6E | 39.9% | 0.4% 3% 3.4% | 53.3%
H6E-02 | 40.2% | 0.3% | 2.8% | 3.5% | 53.2%
H6E-D3 | 38.1% | 0.2% 4.8% 3.4% | 53.5%

H6E-02D3 | 39.2% | 0.1% | 5.7% | 3.4% | 54.2%

Tabela 3.3: Resumo dos resultados - problemas extraidos de [14] - valor inicial aleatério - DFSANE
modificado

Devido ao baixo niimero de problemas em que houve convergéncia, se comparados com o teste ante-
rior, e também & propria escolha dos pontos iniciais, consideramos esse teste mais dificil que o teste
anterior. Sendo assim, ao que parece, o algoritmo hibrido aqui desenvolvido tem um desempenho
superior em problemas mais dificeis. Para confirmar essa tendéncia, trabalhamos com os primeiros
21 problemas propostos em [39]|. Inicialmente realizamos os testes utilizando tanto as dimensoes
quanto os pontos iniciais sugeridos naquele trabalho, os resultados podem ser encontrados na Ta-
bela 3.4. Nessa tabela, para cada algoritmo testado e para cada problema, sdo apresentados trés
dados: final, que indica a finalizagdo do problema e segue o padrao de siglas ja adotado nas Tabe-
las 3.1 e 3.2, Iter onde pode ser encontrado o ntimero de iteracdes e Avalf que indica o nimero de
avaliagoes de fungdo. A Figura 3.6 apresenta os graficos com os perfis de desempenho para este teste.
Alertamos que, nesta figura e nos gréaficos referentes ao tempo de execugdo, a curva correspondente
ao Algoritmo NIWD sobrepde a curva referente ao Algoritmo NI em sua totalidade, de maneira que
nao é possivel visualizar esta tltima no grafico. O mesmo ocorre, mas somente em alguns trechos,

nos graficos referentes as outras medidas de desempenho.
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199

H1E DFSANE H6E NIWD NI
p | Final | Iter | AvalF | Final | Iter | AvalF | Final | Iter | AvalF | Final | Iter | AvalF | Final | Iter | AvalF
1 EIl 3 71 | EAVF | 1186 | 10002 EIl | 135 653 EII 3 69 EII 3 69
2 EIl 2 61 | EAVF | 1112 | 10002 EIl | 576 4789 EIl 2 59 EII 2 59
3 C 3 4 C 3 4 C 3 4 C 1 45 C 1 6
4 C 4 18 C 7 10 C 7 10 C 4 16 C 4 16
5 EIl 0 34 | EAVF | 849 | 10002 EIT 20 194 EIl 0 32 EIl 0 32
6 C 6 31 | EAVF | 1131 | 10001 | EAVF | 479 | 10013 C 6 29 C 6 29
7 C 7 20 C 12 19 C 12 19 C 7 18 C 7 18
8 C 11 72 C 22 33 C 22 33 C 16 80 C 11 70
9 C 13 79 C 21 28 C 21 28 C 13 77 C 13 77
10 EIl 1 35 | EAVF | 910 | 10001 EIl' | 160 1269 C 3 20 C 3 20
11 C 7 27 | EAVF | 875 | 10001 C| 193 1051 C 7 25 C 7 25
12 C 10 82 | EAVF | 770 | 10002 C 64 531 C 10 80 C 10 80
13 C 8 39 C 25 31 C 25 31 C 8 37 C 8 37
14 C 17 19 C 17 19 C 17 19 C 2 18 C 2 18
15 C 3 21 C 7 10 C 7 10 C 3 19 C 3 19
16 C 0 5 C 1 10 C 1 10 C 0 3 C 0 3
17 C 6 36 C 15 24 C 15 24 C 6 34 C 6 34
18 C 1 C 1 2 C 1 C 0 C 0 3
19 C 0 1 C 0 1 C 0 1 C 0 1 C 0 1
20 EIl 0 34 | EAVF | 813 | 10001 EIT 3 69 EIl 0 32 EIl 0 32
21 EIl 7 93 | EAVF | 2485 | 10002 | EAVF | 2485 | 10002 EIl 2 84 EIl 2 84

Tabela 3.4: Resumo dos resultados - problemas extraidos de [39] - valor inicial padrao




Analisando a Figura 3.6, podemos notar, novamente, que o algoritmo hibrido H6E teve um bom
desempenho em termos de eficiéncia nas medidas que definimos como prioritarias, sendo o melhor,
empatado com DFSANE, quando a medida adotada é o nimero de avaliacdes de funcdo e superior a
todos os algoritmos quando avaliamos o tempo de execucao. No entanto, conforme pode ser conferido
na Tabela 3.4, o algoritmo nao mostrou-se tao robusto, ji que convergiu em 14 problemas contra a
convergéncia em 16 problemas obtida pelos algoritmos NIWD e NI e em 15 problemas obtida por H1E.

O algoritmo DFSANE foi o menos robusto neste teste, convergindo em somente 12 problemas.

Durante a realizacdo desses testes, observamos que as estratégias de globalizacdo sdo pouco acio-
nadas, além de que, no problema 19 (Discrete boundary value problem) a convergéncia é imediata.
Sendo assim, utilizamos os problemas em que o algoritmo hibrido H1E obteve convergéncia e criamos
um novo conjunto de testes de maneira que pudéssemos estudar o comportamento dos algoritmos
a medida que os pontos fossem se afastando da solugdo. Assim, foram utilizados os 18 primeiros
problemas exceto o primeiro, o segundo, o quinto e o décimo. Novamente, todos os problemas foram

testados com dimensdo n = 5000.1

Para obter um ponto inicial mais distante da solugao, conforme podemos acompanhar pela Figura 3.7,
armazenamos o ponto em que o algoritmo H1E parou com sucesso no teste anterior e criamos a diregao
dy = xy — Z, onde xy ¢ o valor inicial proposto em [39] e Z o ponto encontrado como solugao pelo
algoritmo H1E. Feito isso, um parametro w ird determinar o quao mais longe o novo ponto inicial

estard da solucdo do que o ponto inicial anterior. O novo ponto inicial serd definido como:
Tonovo = To + wd. (3.59)

Note que para w = 0 temos o ponto inicial padrdo. A Tabela 3.5 fornece a finalizacao de cada

algoritmo conforme aumentamos o valor de w.

Gerando os novos pontos desta maneira, todos os pontos iniciais utilizados pertencem & mesma reta.
Para eliminar possiveis vicios que isso acarretaria no conjunto de testes, aumentamos o ntimero de

pontos iniciais, sendo que agora nao estardo todos na mesma reta.

Os novos pontos foram escolhidos de maneira que, além de mais afastados da solugdo, também
estivessem fora da direcao determinada por d;. Para que isso ocorresse, definimos uma direcdo
aleatéria dgjeqr € um parametro v, de forma que os novos pontos iniciais foram gerados conforme a
equacao:

Tonovo = To + wdi + Vdgjeqt- (360)

1O problema 19 nio foi testado pois, devido & sua convergéncia imediata, ndo é possivel computar a direcio dy,
necessaria para obtencao de pontos mais distantes.
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P w HI1E DFSANE H6E NIWD

Z

1 C C C C C

3 | 20 | EST C C C C

200 C C C C C

1 C C C C C

4 1 20 C C C C C
200 | EST C EST | EST | EST

1 C EAVF | EST C C

6 | 20 C C C C C

200 C C C C C

1 C C C C C

71 20 C C C C C

200 C C C C C

1 C C C C C

8 | 20 C C C C C

200 C C C C C

1 C C C C C

9 | 20 C C C C C

200 C C C C C

1 C C C C C

11| 20 C EAVF C C C

200 C EAVF C C C

1 C EAVF C C C

12 | 20 C EAVF C C C

200 C EAVF C C C

1 PPF | EAVF | PPF C C

13 | 20 | EAVF | EAVF | EAVF C C
200 | PPF PPF PPF | PPF | PPF

1 C C C C C

14| 20 | EST | EAVF | EST | EST | EST
200 | EST | EAVF | EST | EST | EST

1 C C C C C
15| 20 C C C C C
200 C C C C C
1 C EAVF C C C
16 | 20 C C C C C
200 C C C C C
1 C C C C C
17 | 20 C C C C C
200 C EAVF C C C
1 C C C C C
18 | 20 C C C C C
200 C C C C C

Tabela 3.5: Resultados dos testes com problemas de [39] para distintos valores de w
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Para que a diregdo aleatéria esteja suficientemente afastada da direcdo d; exigimos, também, que
o valor do cosseno do dngulo entre a direcao dyjeqt € a direcao d; nao seja superior a 0.95, o que é
necessario para garantir que & medida que vamos aumentando o valor de v, a diregdo determinada
POT Zonove — Lo VA se afastando da direcao d;. A Figura 3.8 esclarece a obtencao do novo ponto

inicial.

Os resultados finais obtidos pelos algoritmos em cada um dos testes produzidos com essa nova
formulag@o para o ponto inicial podem ser encontrados no apéndice deste trabalho, Tabelas A.5,
A6, A7 e A8. A Tabela 3.6 resume os dados dos dois ultimos conjuntos de testes (afastamento
usando uma direcao e duas dire¢oes) e a Figura 3.9 apresenta os perfis de desempenho nesses testes,

com os quais iremos chegar as nossas conclusoes a respeito da eficiéncia dos métodos.

EII | EST | EAVF | PPF C
HIE | 35% | 1,11% | 2,22% | 4,44% | 57,22%
DFSANE | 0% | 1,67% | 41,67% | 3,33% | 53,33%
H6E | 29,44% | 1,11% | 3,33% | 4,44% | 61,67%
NIWD | 34,44% | 1,11% | 1,11% | 3,33% | 60%
NI | 34,44% | 1,11% | L,11% | 3,33% | 60%

Tabela 3.6: Resumo dos resultados - problemas extraidos de [39] - pontos iniciais se afastando da
solucao

O algoritmo hibrido H6E foi o mais robusto de todos 0s demais nesse novo conjunto de testes e, além
disso, teve um bom desempenho em termos de eficiéncia nas medidas prioritarias, ainda que tenha
um desempenho parecido com os demais, exceto DFSANE, quando 7 = 1, pode-se observar que a curva
correspondente a esse Algoritmo, logo vai se afastando das demais tanto nos graficos correspondentes
ao numero de avaliacao de funcbes quanto nos graficos correspondentes ao tempo de execucao. O
Algoritmo H1E teve um desempenho um pouco inferior a H6E em termos de eficiéncia, mas nao foi

tdo robusto.
O algoritmo DFSANE foi o destaque negativo deste teste, sendo o menos robusto e menos eficiente.

Por fim, pudemos confirmar a expectativa de que um algoritmo hibrido apresentaria melhores resul-
tados em problemas dificeis, possivelmente por conta do maior nimero de direcoes testadas. Essa
ideia ganha crédito se observarmos que hi casos em que a convergéncia ocorre no algoritmo H6E e
somente em um dos algoritmos baseados em um tnico método. Por exemplo, no Problema 8 utili-
zando v = 1 e w = 1 ou no Problema 9 utilizando v = 20 e w = 20, temos somente convergéncia
de H6E e DFSANE. Exemplos para quando ocorre convergéncia somente em H6E e NI (e NIWD) sdo o

Problema 11 utilizando v =20 e w = 1 e 0 Problema 16 utilizandov=1¢e¢ w = 1.
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Lonovo = mo +Wdt

Figura 3.7: Obtencao de novos pontos iniciais

v
Zo +vd aleat

Figura 3.8: Obtenc¢do de novos pontos iniciais utilizando a direcdo aleatéria
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CAPITULO

4

BUSCA DIRETA

Meétodos de busca direta sdo métodos iterativos para minimizacao sem derivadas e, basicamente,
consistem em avaliar o valor da funcao objetivo em um ndmero finito de pontos e, a partir desta
analise, decide-se em quais dos pontos é vidvel seguir insistindo na proéxima iteracao, e quais pontos

devem ser abandonados.

Devido a sua facilidade de implementacao e paralelizacao e, principalmente, aos resultados tedricos
que garantem sua convergéncia global |50], esta classe de métodos tem sido objeto de um renovado

interesse da comunidade cientifica [12, 35].

No entanto, por conta de sua baixa taxa de convergéncia local, métodos de busca direta ndo sao
recomendéveis para problemas suaves de grande porte, ja que existem métodos mais eficientes para
a resolucdo deste tipo de problemas, o que nem sempre acontece com problemas néo suaves. Ainda
assim, trabalhos recentes [29, 30] tém avaliado o acoplamento de uma fase de busca direta ao final
do algoritmo. Na pratica, essa fase somente é acionada quando as tentativas anteriores estiverem

esgotadas, situacdo em que seria declarada falha de execucao.

Neste capitulo, vamos propor um algoritmo em que uma estratégia de busca direta ndo monétona
seréd acionada no Passo 9 do Algoritmo 3.4, quando o tamanho do passo A torna-se demasiadamente
pequeno sem, no entanto, obter um ponto que satisfaca a condicdo de aceitacdo. Nesta nova aborda-
gem, o passo 10 é retirado. A intencdo de acrescentar essa nova etapa é obter melhorias em termos
de robustez nos testes numéricos, ji que, na pratica, essa nova etapa seré acionada somente quando

o algoritmo estiver prestes a declarar falha de execucao.

Nessa nova fase, propomos o uso de uma estratégia de busca direta em que a sequéncia de pontos nao
necessariamente fara com que a funcao de mérito f(z) seja nao crescente, como é feito geralmente
em métodos classicos de busca direta. Além disso, desenvolvemos um novo conjunto de direcGes
de sondagem, o qual é construido a partir de um conjunto ortogonal que contém a direcao d =
—(1/ag) F(xg) ou a direcdo d = (1/ag) F(xg).
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Iniciamos este capitulo com uma introducéao tedrica sucedida pela apresentagao do Algoritmo hibrido
que propomos e dos resultados de convergéncia tedrica. Para finalizar o capitulo, apresentamos os
resultados dos testes tedricos que comprovam que a adicdo de uma nova fase de busca direta ao

Algoritmo 3.4 proporciona melhorias em termos de robustez.

4.1. METODOS DE BUSCA DIRETA

Em 1961, Hooke e Jeeves [33] definiram o termo busca direta para designar métodos iterativos para
otimizacdo sem derivadas em que se compara, a cada iteracdo, o valor da funcao objetivo em um
numero finito de pontos e, em seguida, decide-se em quais pontos podemos ter boas perspectivas

para o prosseguimento do método, e quais pontos devem ser descartados.

Embora os primeiros trabalhos que propoem o uso de busca direta datem das décadas de 50 e 60
(|7, 22, 49]), somente depois do trabalho de Torczon [50] em 1989, onde sdo demonstrados resultados
de convergéncia global, é que surge um relevante interesse da comunidade cientifica nesse tipo de

método.

Meétodos de busca direta sdo métodos do tipo derivative-free e ndo utilizam qualquer tipo de apro-
ximacao explicita ou implicita para derivadas. Além disso, tém a vantagem de serem féceis de
implementar e paralelizar e permitem trabalhar com fung¢des nao suaves. No entanto, sao métodos
de convergéncia lenta. Ainda que o valor da fungao objetivo decresca muito rapidamente nas pri-
meiras iteracoes, ele tende a estagnar e convergir lentamente a partir de um certo ponto (cf. [15],
Secao 2.5).

Os métodos de busca direta sdo separados em duas classes:

Busca direta direcional: S3o métodos em que um conjunto de dire¢oes de sondagem com ca-
racteristicas adequadas ¢ definido e a busca é realizada nos pontos provenientes da adicao de

cada uma dessas dire¢oes ao ponto atual.
O método mais simples de busca direta direcional é o da chamada busca coordenada, que

utiliza como direcoes de busca os vetores canénicos de R™ e seus respectivos simétricos.

Busca direta simplética: Sdo métodos que baseiam sua procura em simpléticos! ou operacdes

sobre simpléticos: reflexdes, expansoes e contracoes.

!Simplex é a generalizacio da nocio de triangulo ou tetraedro para uma dimensio qualquer. Especificamente,
definindo o fecho convexo de um dado conjunto S como a cole¢ao de todas as combinagdes convexas de elementos de
S, dizemos que um politopo é o fecho convexo de um ntamero finito de pontos x1,...,xp, Tp+1 em R"™. Assim sendo,
podemos definir o0 simplex como o caso mais simples de politopo. Num simplex, os pontos z1,...,Zn, Tnt1 (agora
chamados de vértices do simplex) sdo tais que 2 — z1,...,Tn — 1, Tnt1 — 1 S0 linearmente independentes [6].
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O método mais conhecido dessa classe ¢ o método Nelder-Mead [41], que ¢ também o método

de busca direta mais citado na literatura.

Nosso interesse € trabalhar com a resolucao de sistemas néo lineares. Assim sendo, iremos considerar
como fung¢do objetivo a funcao de mérito definida nos mesmo moldes daquelas encontradas nos
capitulos 2 e 3. Iremos focalizar nosso estudo nos métodos que utilizam busca direta direcional.
Para uma analise mais detalhada sobre busca direta simplética, deve-se consultar, por exemplo, o

capitulo 8 do livro de Conn, Scheinberg e Vicente [12].

Neste trabalho, a intencao é utilizar uma estratégia de busca direta direcional, seguindo a estrutura
proposta por Vicente [51] para algoritmos que tém como objetivo a resolugdo de problemas de
minimizagao irrestrita. A estrutura proposta generaliza aquela encontrada em [3] e esté representada
no Algoritmo 4.1. O objetivo deste algoritmo padrao é gerar uma sequéncia infinita de pontos, que
convergem para um ponto estacionario da fun¢do objetivo, a menos que um ponto deste tipo seja
encontrado em uma certa iteragdo, o que fara com que o algoritmo seja interrompido. Para encontrar

um ponto xgy1 que obtém um dado decréscimo, cada iteragado é dividida em duas etapas:

Etapa de busca: etapa nao obrigatéria, adotada em geral para melhorar a velocidade de conver-

géncia. Deve ser finita de modo a nao interferir na anélise de convergéncia do método.

Etapa de sondagem: nesta etapa, é definido um conjunto finito de dire¢des, chamadas direcdes
de sondagem e sdo avaliados os valores da func¢do objetivo nos pontos resultantes da soma
dessas direces ao ponto atual. E esta etapa que garante a convergéncia global do algoritmo,
no entanto, para isso, o conjunto de direcoes de sondagem deve ter caracteristicas especiais,

das quais falaremos adiante.

Devido a sua flexibilidade, a etapa de busca nao é considerada para a andlise de convergéncia do
algoritmo, que depende exclusivamente da etapa de sondagem. Para iniciar a analise das condigoes
em que podemos obter a convegéncia teérica para o algoritmo de busca direta, vamos definir o

conceito de conjunto gerador positivo, conforme estabelecido em [17].

Defini¢ao 4.1 Um conjunto gerador positivo é um conjunto que gera positivamente o espaco R™.
Isto quer dizer que, se {di,ds,...,d,} é um conjunto gerador positivo, entao para todo elemento

d € R" existem valores reais nao-negativos ay, as, . ..,a, tais que d = ajdy + asds + ... + ard,.

Com isso, ja podemos, também, definir bases positivas:

Defini¢ao 4.2 Um conjunto de vetores {di,ds,...,d,} é dito ser positivamente dependente se

existe um indice i tal que d; pertence ao espaco gerado positivamente por

{d17d27"'7di—17di+17"°7d7”}7 (41)
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ou seja, se um de seus vetores pertence ao cone convexo gerado positivamente pelos demais vetores.

Caso contrario, o conjunto é dito ser positivamente independente.

Uma base positiva para R™ é um conjunto gerador positivo que tem a propriedade de ser positiva-

mente independente.

Uma base positiva com n + 1 elementos é chamada base positiva minimal e uma base positiva com

2n elementos é chamada base positiva maximal.

Observagao 4.1: Conforme pode ser conferido em [17], 0 nimero méximo e minimo de elementos de uma
base positiva para o espago R é, respectivamente, 2n e n + 1, dai as denominacoes “base positiva maximal”’

e “base positiva minimal”.

Considerando o espaco R", dois exemplos bésicos de conjuntos geradores positivos sdo os conjun-
tos: {e1,ea,...,e,, —e} (base positiva minimal) e {ey,ea,...,e,, —€1,—€2,...,—e,} (base positiva

maximal), onde e; é o i-ésimo vetor da base canonica do espaco R e e = (1,1,...,1)T € R™.

A Proposigao 4.1 apresenta um resultado, devido a Lewis e Torczon [36], que estabelece uma maneira

eficiente de gerar bases positivas no R, a partir de outras bases positivas.

Proposi¢ao 4.1 Se {di,...,d,} é uma base positiva para o espaco R" e C € R™"™ é uma matriz
nao singular, entao {Cdy,...,Cd,} é uma base positiva para R".
Prova: Ver [36]. n

Dados o ponto atual zj, uma base positiva Dy, e um pardmetro Ay, a etapa de sondagem consiste

em avaliar a funcdo objetivo? nos pontos determinados pelo conjunto:
P, = {azk + Ad:d € Dk} (4.2)

Os pontos de Py sdo chamados de pontos de sondagem e as dire¢des do conjunto de sondagem sdo
chamadas de diregdes de sondagem. Se nao for possivel encontrar um valor que cause decréscimo
suficiente na funcdo objetivo, a iteracdo é declarada mal sucedida e o valor do tamanho do passo Ay

é reduzido.

Antes de prosseguir, é necessario antecipar alguns esclarecimentos sobre o decréscimo necessério
na funcdo objetivo para a aceitacdo de novos pontos. Classicamente, existemm duas maneiras de

demonstrar a convergéncia em algoritmos de busca direta. A primeira delas utiliza um ntmero

2Lembramos que no nosso caso estamos trabalhando com resolucio de sistemas nio lineares e, sendo assim, uti-

2
lizaremos a fungao de meérito f(x) = HF(m)H como fung¢do objetivo a ser minimizada. Por ora, como as principais

referéncias tratam de problemas de minimizacdo, faremos nossa anélise através deste viés.
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finito de bases positivas e todo ponto testado deve pertencer a uma malha inteira ou racional pré
definida (o conceito de malha inteira/racional sera visto posteriormente). Neste caso, nao serd
necessério estabelecer nenhum critério de aceitacao mais exigente do que o simples decréscimo. Por
outro lado, se optarmos pela utilizacdo de infinitas bases positivas sem qualquer tipo de estrutura
de malha, é necessario estabelecer uma condi¢ao de decréscimo suficiente baseado em uma funcido

forcante, que iremos definir no momento conveniente.

O modelo algoritmico descrito a seguir considera uma funcao ¢ : R — R que sera utilizada no
critério de aceitacdo para novos pontos. Assim, se desejarmos trabalhar com um nimero finito de
bases positivas, definimos ¢ = 0. Caso contrario, como veremos adiante, na Hipotese 4.3, ¢ deve ter

certas caracteristicas que garantam um critério adequado para aceitacdo de novos pontos.

Algoritmo 4.1 Busca direta direcional

Escolha xg € R™ com f(x() < 0o e os escalares A\g > 0, 0 < Tiin < Tmax < 1 € 8 > 1. Defina D um

conjunto de bases positivas e k = 0.

1. Passo de busca: Tente encontrar x tal que f(x) < f(xx) — @(\) através da avaliacao de
f em um nimero finito de pontos. Caso encontre, defina xy1 = x, declare sucesso e va para

0 passo 3.

2. Passo de sondagem: FEscolha uma base positiva Dy, do conjunto D, ordene o conjunto
de sondagem Py = {x) + A\id : d € Dy}. Avalie a fun¢ao f nos pontos de sondagem. Se é
encontrado um ponto xy, + A\idy, com dy, € Dy, tal que f(xp + A\pdi) < f(xr) — (), defina

Tk+1 = Tk + Apdg. Caso contrério, defina xi4+1 = i e declare fracasso.

3. Atualizacdo do tamanho do passo/parametro da malha: Se a iteracao obteve sucesso,
defina A1 € [k, BAk]. Caso contrario, defina A1 € [Tmin ks Tmax k) -

A intencdo de usar uma base positiva se deve ao resultado da Proposicao 4.2, original de [17] e
que garante a existéncia de ao menos uma direcdo de descida dentro de qualquer conjunto gerador
positivo, desde que f seja continuamente diferencidvel e que o ponto atual ndo seja um ponto

estacionario.

Proposicao 4.2 O conjunto {di,da, ...,d,} gera positivamente R" se, e somente se, para qualquer
v # 0 € R" existe um elemento d; € {dy,ds,...,d,} tal quev'd; >0

Prova: Ver [17] ou [12]|, Teorema 2.3. n

E evidente, entdo, que dentro de um conjunto gerador positivo {di1,da,...,d,} deve existir ao menos

um indice i tal que —V f(z)"d; > 0 e, portanto, uma direcio de descida para f a partir de xy.
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A etapa de sondagem pode ser do tipo completa ou oportunistica:

Sondagem completa: consiste em avaliar a funcdo objetivo em todos os pontos de sondagem
e escolher aquele que obtiver o maior decréscimo na funcao objetivo, satisfazendo, ainda, o

critério de aceitacao.

Sondagem oportunistica: a etapa de sondagem é encerrada quando o ponto avaliado satisfaz
o critério de aceitacao pré-determinado. Optando por esse tipo de sondagem, pode-se ainda
definir um esquema de ordenacao que avalia primeiramente as dire¢oes mais propicias a serem

direcoes de descida.

Neste trabalho optamos pelo uso da estratégia oportunistica, ja que, ao trabalharmos com problemas
de grande porte, estratégias de busca completa tém uma tendéncia maior de se tornarem computa-
cionalmente invidveis. De qualquer maneira, a op¢do por uma ou outra estratégia ndo interfere na
andlise de convergéncia desta classe de algoritmos. Pode-se, inclusive, observar que o Algoritmo 4.1

é apto para abordar qualquer uma das duas escolhas.

4.1.1 CONVERGENCIA PARA PROBLEMAS DE MINIMIZAQAO IRRESTRITA

Assim como nos demais métodos de otimizacao nao-linear, a existéncia de uma direcao de descida
ndo é suficiente para garantir a convergéncia global do Algoritmo 4.1. No caso em que a fungio
objetivo escolhida é continuamente diferenciavel, é possivel, desde que estabelecidas as condicoes
corretas, obter resultados que garantam que uma sequéncia gerada ird convergir globalmente para

um ponto estacionario da func¢ao objetivo.

A anélise de convergéncia serd realizada em duas etapas. Primeiro garantimos a existéncia de
uma subsequéncia de tamanhos de passo que convirja para zero, o que é usual em demonstragoes
de algoritmos derivative-free e indica a existéncia de um ponto de acumulacdo. Apds isso, serd
demonstrado que o algoritmo gera uma sequéncia de pontos que converge para um ponto critico.
A anélise aqui realizada baseia-se naquela encontrada no capitulo 7 do livro de Conn, Scheinberg
e Vicente [12] e as demonstracoes dos resultados aqui expostos podem ser encontradas no mesmo

trabalho, a menos que haja alguma indicacao do contrario.

Para iniciar a andlise, vamos impor que todos os pontos da sequéncia gerada pelo método pertengam
a um conjunto compacto. Considerando que, neste caso, a sequéncia { f(zx)} é monotonamente nao

crescente’ e f é continua, basta impor a seguinte condicio:

3Nesta secdo, estamos tratando somente de métodos classicos de busca direta, nos quais, em geral, utiliza-se critérios
para aceitacao de novos pontos que irdo gerar uma sequéncia mondtona. No nosso caso, como veremos na préxima
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Hipoétese 4.1 O conjunto de nivel

L(zo) ={z € R" : f(z) < f(z0)} (4.3)

é compacto.

A partir dessa suposic¢do, é possivel trabalhar nas demais hip6teses que irdo garantir a existéncia
de ao menos uma subsequéncia de tamanhos de passo convergindo a zero, ou seja, que existe uma
subsequéncia de indices {k;}, tal que lim; ,o Ay, = 0. Essa propriedade est4 assegurada pelo Teo-
rema 4.1, desde que, além da Hipdtese 4.1, também seja garantido o cumprimento da Hipotese 4.2

a seguir.

Hipotese 4.2 Se existe um valor A > 0 tal que A\, > A, para todo k € IN, entdo o Algoritmo 4.1

ird gerar um numero finito de pontos.

Para que fique esclarecida a importancia da Hipotese 4.2, optamos por transferir para esse texto
o Teorema 4.1, que por sua vez, engloba os resultados do Teorema 7.1 do livro [12] e, tambeém, o

Coroléario 7.2.

Teorema 4.1 Se as Hipéteses 4.1 e 4.2 sdo satisfeitas, entao existem um ponto x* e uma sub-

sequéncia {k;}°, de iteragoes de insucessos tais que:

lim Ap, =0 e lim z, = 2", (4.4)
1—00 1— 00
Prova: Vamos demonstrar inicialmente que a sequéncia {\x} é tal que:

lim infA; =0 (4.5)

k—+o0

Assumindo por contradicao que existe um valor A > 0 tal que A\; > X para todo k, entdo, pela
Hipétese 4.2, o algoritmo ird visitar um ntmero finito de pontos. Como o algoritmo se move para
um novo ponto somente quando hé sucesso na iteragdo, podemos concluir que existe um indice k
tal que z = xj para todo k > k. Devido & maneira como o tamanho do passo \; ¢ atualizado

apos cada iteracao de insucesso, temos que
lim A\, =0, (4.6)
k—o0

o que contradiz a hip6tese que assumimos e garante a veracidade da equagao (4.5).

secao, vamos trabalhar com critérios que permitem a geracao de sequéncias nao necessariamente monétonas. Essa
abordagem exigiu que realizdssemos a demonstragao de resultados especificos, o que pode ser conferido na subsegao 4.3.
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Assim sendo, deve existir uma subsequéncia de indices K de iteracbes de fracassos tal que

li Mesr1 =0 . Dad Me < (1/Tanin) M1, t li e = 0.
po i Ak ado que A\ < (1/Tmin)Ak41, teremos que e A

Considerando agora que, pela Hipotese 4.1, a sequéncia {zy} i, € limitada, entdo deve admitir uma

subsequéncia convergente. Logo, existem um conjunto de indices Ko C K; e um ponto z* € R"

tais que
lim x;, = 2*. 4.7
keKo F ( )
Como Ky C Kj, a prova se completa colocando {k;}°; = Ko. m

Se por um lado o cumprimento da Hipotese 4.1 depende exclusivamente da funcao de mérito a ser
considerada, é necessaria uma melhor explanagao sobre como a Hipdotese 4.2 pode ser garantida na

pratica. Tradicionalmente, isso tem sido feito de duas maneiras:

1. através da imposicdo de uma condi¢do de decréscimo suficiente, utilizando uma escolha ade-
quada para a funcdo ¢(.). Neste caso nao ha qualquer restricao sobre o nimero de bases

positivas utilizadas;

2. por meio de condicbGes que avaliem somente pontos pertencentes a uma malha racional previ-

amente definida, ou seja, todo ponto avaliado pelo algoritmo deve pertencer ao conjunto:
M, = {l‘k—f-)\kDu:UEINp}, (48)

para algum A; € Q, onde p denota o ntmero de elementos do conjunto de sondagem e D é
uma matriz n X p e possibilita a determinacao de diferentes conjuntos geradores positivos, se
assim for desejado. A Figura 4.1 representa um exemplo de uma malha racional para uma
base maximal. Ao utilizar esta estratégia, faz-se necessario que seja adotado um numero finito
de bases positivas. Porém, em contrapartida, o uso do simples decréscimo para aceitacao de
novos pontos é suficiente para garantir a convergéncia, e podemos trabalhar com a funcio

forcante ¢ = 0.

No entanto, trabalhar com malhas nao é a intenc¢ao deste trabalho, pois, como veremos adiante,
este trabalho propoe, a cada iteracao que se fizer necessario, construir um conjunto de direcoes
ortogonais baseado na dire¢ao do residuo espectral e, neste caso, nao podemos garantir que seja
possivel a utilizacdo de um nimero finito de bases. Sendo assim, ndo detalharemos como obter
os resultados do Teorema 4.2 através dessa abordagem. O leitor interessado pode consultar o

capitulo 7 do livro [12].

Para garantir que a Hipotese 4.2 seja satisfeita, sdo necessarias algumas condicoes sobre a funcao

©(.) utilizada no critério de aceitacio de pontos. Tais condi¢oes estdo agrupadas na Hipotese 4.3.

|80



Figura 4.1: Malha racional para uma base maximal

Hipétese 4.3 A funcio ¢ : Ry — Ry utilizada no critério de aceitagido de pontos pelo Algoritmo
4.1 é continua, positiva, ndo decrescente e satisfaz
t

im 28 g (4.9)

t—0t+ t

Para que fique claro como essa condicao implica na satisfacdo da Hipoétese 4.2, vamos reproduzir a

demonstracdo do Teorema abaixo, originalmente encontrada em [12] (Teorema 7.11).

Teorema 4.2 Se forem satisfeitas as Hipoteses 4.1 e 4.3, entao a Hipétese 4.2 também serd satis-
feita.

Prova: Lembremos que provar que a Hipotese 4.2 é satisfeita, implica demonstrar que se existe
um valor A > 0 tal que A\, > X para todo k£ € IN, entdo o Algoritmo 4.1 ird gerar um numero finito
de pontos. Sendo assim, dado que a funcao ¢ é monotonamente ndo decrescente, se A\, > A para
todo k € IN, temos que 0 < () < p(Ag). E, para provar que o algoritmo ird visitar um namero
finito de pontos, suponhamos, por absurdo, que existe uma subsequéncia infinita de iteracoes
com sucesso. Da desigualdade f(zxy1) < f(zr) — ¢(Ax) (Passo 2 do Algoritmo 4.1) tem-se que
f(zr41) < f(zr) — @(X). Como, em casos de insucesso, f(zk+1) = f(zk), a subsequéncia {f(zy)}

deve convergir para —oo o que contradiz a Hipotese 4.1. ™

Ja foi detalhada a possibilidade de assegurar o cumprimento da Hipo6tese 4.2, o que implica na
garantia da existéncia de uma subsequéncia de tamanhos de passo convergindo para zero. A partir
de agora vamos expor as condi¢oes para que a sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.1 tenha como ponto
limite um ponto critico da funcdo de mérito. Num primeiro momento, sao impostas condicoes de
Lipschitz continuidade sobre o gradiente de f e, também, condigoes sobre a geometria do conjunto

de bases positivas D.

Hipotese 4.4 O gradiente V f é Lipschitz continuo num conjunto aberto contendo o conjunto de

nivel L(xg), dado pela equacao (4.3).
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Antes de descrever a condigao sobre a geometria do conjunto D, vamos definir a medida do cosseno

de um conjunto gerador positivo, conforme proposto por Kolda, Lewis e Torczon [35].

Defini¢ao 4.3 A medida do cosseno de um conjunto gerador positivo D é dada por:

vld

D)= mi — =
D)= | min e

(4.10)

O Algoritmo 4.1 admite a utilizacao de infinitas bases positivas. Conforme [12, p.22], todo conjunto
gerador positivo possui medida do cosseno positiva. No entanto, para demonstrar a existéncia de
uma subsequéncia que converge para um ponto estaciondrio é necessario estabelecer uma condigao
sobre as medidas do cosseno desses conjuntos, a fim de que sejam suficientemente positivas. A
demonstracao do teorema também ird exigir que os vetores da base positiva tenham suas normas

limitadas.

Hipoétese 4.5 Considere Kyin > 0 e Apax > 0 constantes previamente definidas no inicio do
algoritmo. Toda base positiva Dy, usada no Algoritmo 4.1 é tal que k(Dy) > Kmin € para todo vetor
d € Dy, tem-se ||d|| < Amax-

Teorema 4.3 Se forem satisfeitas as Hipéteses 4.1, 4.2, 4.4 e 4.5, entao a sequéncia {xy} gerada

pelo Algoritmo 4.1 admite um ponto limite x* satisfazendo:
Vf(z*)=0. (4.11)

Prova: Ver [12]|, Teorema 7.3. m

Antes de prosseguir, convém listar possibilidades de relaxar algumas das hipdteses necessarias para
a demonstracdo do Teorema 4.3. Conforme pode ser visto em [12], Teorema 7.4, ao utilizar um
numero finito de bases positivas, além de garantir que a Hipdtese 4.5 seja satisfeita automaticamente,
podemos substituir a Hipotese 4.4 por uma condi¢do mais fraca, na qual f necessita ser somente
continuamente diferenciavel (e ndo necessariamente ter gradiente Lipschitz continuo) em um aberto

contendo o conjunto de nivel L(zg).

Caso tenha sido utilizada a condicao de decréscimo suficiente para satisfacdo da Hipotese 4.2, o
trabalho de Kolda, Lewis e Torczon [35] apresenta ainda a possibilidade de demonstrar um resultado
equivalente aquele obtido pelo Teorema 4.1, substituindo a Hipétese 4.1, que exige que a sequéncia
gerada esteja dentro de um conjunto compacto, por uma hip6tese mais fraca, que ird exigir somente

que f seja limitada inferiormente no conjunto de nivel dado por (4.3).

Como ja adiantamos, nossa intencao é trabalhar com sistemas nfo lineares, por isso utilizaremos

como funcdo objetivo a fun¢do de mérito f(z) = ||[F(z)||* e, também, uma versdo ndo monétona para
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a busca linear. Além disso, desenvolvemos um novo conjunto de dire¢oes que aproveita os dados da
direcdo do gradiente espectral. Sendo assim, foi necessiria uma nova analise de convergéncia para
suprir as modificagoes que propusemos. Comegaremos a nossa analise na proxima segdo, relatando

a construcao da nova base positiva [16].

4.2. NOVAS BASES POSITIVAS

Seguindo a estrutura proposta em [12] e relatada no Algoritmo 4.1 para resolugio de sistemas nao
lineares, desenvolvemos um novo método em que a fase de busca corresponde a uma versao finita
do Algoritmo 3.4 (HIB1) e, para a fase de sondagem apresentaremos uma nova sequéncia de bases
positivas, utilizando os pontos advindos da diregao do residuo espectral [16]. Essa abordagem segue
uma das etapas do algoritmo ORTHOMADS [1], uma variante do Algoritmo MADS (Mesh Adaptive

Direct Search) |4] que utiliza diregoes ortogonais no conjunto de sondagem.

O método ORTHOMADS é um método deterministico utilizado para resolucdo de problemas de
minimizacdo através de busca direta. ORTHOMADS gera um conjunto de dire¢oes de sondagem or-
togonais, de forma que a uniao de todas as diregoes geradas (em todas as iteragoes), se normalizadas,
gera um conjunto denso na esfera unitéria. Esta caracteristica é uma condicao necessaria para uma
boa convergéncia de métodos de busca direta em problemas de minimizacao no contexto nao-suave.

Para gerar esse conjunto, cada iteracado de ORTHOMADS realiza os seguintes procedimentos:

1. gera uma sequéncia de Halton pseudorrandémica [32] que produz um vetor no espaco [0, 1]™;

2. o vetor encontrado na etapa anterior é escalado para um tamanho apropriado e suas compo-

nentes sao arredondadadas para um valor inteiro;

3. uma transformacgdo tipo Householder escalada é aplicada, produzindo uma base B formada

por n vetores ortogonais com entradas inteiras;

4. a unido da base B e os correspondentes vetores simétricos dos elementos da base formam uma

base positiva maximal, utilizada como o conjunto de direcdes de sondagem.

Estamos interessados em obter, ap6s cada iteragao de sucesso, e em caso de falha na etapa de busca,
um conjunto Dy com 2n direcoes de sondagem, de forma que a dire¢ao do residuo espectral e seu
simétrico estejam contidos neste conjunto. A nossa intengdo é gerar um conjunto com n dire¢bes
ortogonais que contéem —(1/ay)F(zg) ou (1/ax)F(zk) e, dai, determinar o conjunto Dy formado
pelos vetores desse conjunto ortogonal e seus respectivos simétricos. Para isso usaremos a ideia de
ortogonalizacao do algoritmo ORTHOMADS (item 3 da lista anterior) e iremos gerar o0 nosso proprio

conjunto de direcbes de maneira que contenha as dire¢oes requeridas.
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Nao nos preocuparemos em arredondar nosso vetor para transformé-lo num vetor com entradas
inteiras, j4 que pretendemos trabalhar com uma condicao de decréscimo suficiente e, portanto, nao
temos essa necessidade. Também nio precisamos nos preocupar com qualquer tipo de densidade na
bola unitaria, ja que nao estamos interessados na resolucao de problemas nao-suaves, e, sendo assim,

nao geraremos a sequéncia de Halton pseudorrandémica.

Relembremos que, dado um vetor ¢ qualquer pertencente ao espago R, a transformagdo de Hou-

seholder escalada definida por este vetor é dada por:
H = |lq|*(I —2007), (4.12)

onde I é a matriz identidade ¢ v = ||¢|| "¢

Observagao 4.2: Note que a matriz H assim definida, embora tenha colunas/linhas ortogonais, ndo é uma
matriz ortogonal, ja que
H'H=|q|'1, (4.13)

dai a denominacao Householder escalada.

Dessa forma, para gerar nosso conjunto de diregoes, iremos determinar um vetor ¢ adequado, de modo
que uma das dire¢oes espectrais (d— = —(1/ay)F(x) ou dy = (1/ag)F(xg)), cf. (2.13) e (2.14),
seja uma coluna da matriz H. Ao definirmos a matriz H de acordo com a equagdo (4.12), suas
colunag irdo formar uma base ortogonal para o R™. Assim, aplicando o resultado da Proposicao 4.1
no conjunto {ey,es,...,en, —€1,—€2,...,—€,} temos que a unido das colunas de H e —H define

uma base positiva para o R™.

Definindo ¢ = (q1,q2,...,qs) ", conforme (4.12), a expressdo geral de H em funcdo de g sera:
lall =2¢¢  —2q192 -+ —2qi4i - —2q14n
—2q1¢2  lall =263 -+ 2w 2020
H = ' ' ' o, ' . (4.14)
—2¢149; —2¢2¢; -+ lall —2¢7 - —2qign
20190 —2g2qn - —2Giqn -+ gl — 247 |
O vetor d = (dy,da,...,d,)" sera escolhido como —(1/ag)F(xy) ou (1/ax)F(xy), e compora a

i-ésima, coluna da matriz H, onde o indice i ¢é tal que Fj(zy) # 0. Dessa forma temos:
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[ g4 ] [ d; ]
—2q2q; do
' —| . (4.15)
gl — 247 d;
_2QiQn i L dn i

Dado que serao utilizadas as colunas de ambas as matrizes H e —H na definicdo do conjunto Dy,
nao importa se a diregdo d a ser considerada é d = —(1/ag)F(z) ou d = (1/ay)F (k). Assim

sendo, podemos definir a diregdo d da seguinte maneira:

d:{ —(1/aw)F(xx), se — (1/ax)Fi(zx) >0 (4.16)

(1/ak)F(xk), se (1/a;€)Fl(mk) > 0.
Feito isso, trabalhamos com duas situagoes:

1. d; = ||d||, ou seja, Fj(xy) = 0 para todo j # i;

2. d; # |d|.

Caso ocorra a primeira situagdo, basta definir H = d;I que teremos uma matriz H, cujas colunas

sao ortogonais, de maneira que a i-ésima coluna seja a direcao d como queriamos.

Para o segundo caso, devemos determinar as coordenadas do vetor g gerador da matriz de Househol-

=5l - ), (4.17)

—d.
qj = —2, para todo j # i, (4.18)
2g;

der H. Se definirmos inicialmente:

e, ap0s i8so,

teremos definido uma solugao para o sistema linear (4.15) e, a partir dai, podemos determinar a

matriz H e a base positiva que procuravamos.
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4.3. RESOLVENDO SISTEMAS NAO LINEARES DE GRANDE PORTE

Assim como foi feito no capitulo anterior, apresentamos um modelo conceitual para resolucdo de
sistermas ndo lineares onde acrescentamos uma fase de busca direta quando o pardmetro \; se tornar

demasiadamente pequeno na busca linear do Passo 9 do Algoritmo 3.4.

O novo modelo segue os mesmos procedimentos adotados no modelo descrito no Algoritmo 3.4 até
o Passo 9. Neste passo, quando tivermos \; menor que um valor Apiy, pré-determinado, o algoritmo
ird iniciar uma fase de busca direta, utilizando o conjunto composto, a cada iteracdo, pelas colunas

de H e —H, definidas conforme os procedimentos descritos na se¢do anterior.

Assim sendo, podemos interpretar que a fase de busca serd composta pelos métodos DFSANE e
Newton inexato. A fase de sondagem serd acionada em situagoes em que o tamanho do passo Ag
se tornar demasiadamente pequeno, devido ao excesso de buscas lineares na direcao fornecida pelo
método de Newton inexato.

Observacgao 4.3: Cabe ressaltar que, na prética, a fase de busca direta somente serd acionada quando
estivermos em vias de declarar falha de execucao por excesso de buscas lineares, ja que o uso de métodos de

busca direta nao é recomendavel para problemas de grande porte.

Diante da necessidade de diminuir o tamanho do passo na etapa de sondagem (iteracoes de insucesso),
a proxima iteracao nao contard com a etapa de busca e, além disso, o conjunto de direcoes de
sondagem utilizado serd o mesmo. Em caso de sucesso, o algoritmo conta com a etapa de busca.
Além disso, o nosso algoritmo também difere do algoritmo classico de busca direta (Algoritmo 4.1)
no critério de aceitacdo para novos pontos. No nosso caso, utilizamos um critério que possibilita a
geracao de uma sequéncia { f(z)} nio necessariamente mondtona, assim como fizemos no capitulo

anterior.

Como estamos interessados em trabalhar com problemas suaves de dimensées maiores do que usu-
almente se trabalha com algoritmos de busca direta, propomos uma nova estratégia de busca nas
direcoes do conjunto de sondagem em que o tamanho do passo é diminufdo & medida em que vamos
mudando a direcdo do conjunto de sondagem. Ou seja, ao invés de testar todas as dire¢bes e, em
caso de insucesso, diminuir o tamanho do passo e iniciar um novo ciclo de sondagem, propomos que
o tamanho do passo seja reduzido a cada par de direcoes opostas testadas. Pretende-se, com isso,
evitar um numero excessivo de avaliacoes de funcao, ja que o nosso objetivo é sair rapidamente da
etapa de busca direta que, na pratica, tende a ser bem mais cara do que as demais etapas. Cha-
mamos essa nossa busca de busca multidirecional e a descrevemos no Algoritmo 4.3. A Figura 4.2
ilustra como seria a busca que estamos propondo para problemas em trés dimensdes, onde os pontos
testados seriam somente aqueles que estao escurecidos (os numero marcados indicam a ordem em

que os pontos seriam testados em caso de sucessivos fracassos).
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Figura 4.2: Busca multidirecional

Essas modificagoes que estamos propondo irdo alterar a estrutura do Algoritmo 4.1 e, assim sendo,

foi necessario realizar uma nova andlise de convergéncia, que se encontra na subsecao 4.3.

O Algoritmo 4.2 ir4 descrever o nosso segundo método hibrido, ao qual chamamos de HIB2. O

fluxograma apresentado na Figura 4.3 auxilia a compreensao de cada etapa do método.

Algoritmo 4.2 HIB2

Parametros de entrada: g, A\pin, NBLyax, 5 € (0,1), 0 < Tmin < Tmax < 1 e duas condi¢oes

de aceitacao para novos pontos: C Al e C'A2.

1. Defina k = 0.
2. Encontre a dire¢do de busca dj, através do método DFSANE. DefinaA; = A_=1e NBL = 0.

3. Se x4 = xp + Apdy ou x— = x) — A_dy, satisfazem C Al defina, \, = A4, no primeiro caso,

ou A\ = A_, no segundo, e va para o passo 15.

4. Se NBL = NBLy,.,; vd para o passo 5. Caso contrario, escolha Ay € [TminA+, TmaxA+] €
A— € [TminA—, TmaxA—], faga NBL = NBL + 1 e volte para o passo 3.

5. Determine di pelo método FDGMRES. Defina A = 1.
6. Se xi + Ady satisfaz C A2, defina A\, = A e va para o passo 15.

7. Faca A = 0.5)\.
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8. Se A < Amin, vd para o passo 9. Caso contrario, v para o passo 6
9. Encontre i € {1,2,...,n} tal que F;(xy) # 0.

o Se —(1/ay)Fi(zk) > 0, faca d = —(1 /o) F'(xk),
e Caso contrario, faca d = (1/ay) F(xy).
10. Se d; = ||d|| entao defina H = d;I. Caso contrario:
(a) Defina q; = /5([|d|| — di);

(b) Para j=1,2,...,n com j #1, deﬁHan:Tq;;

(c) Calcule v = [|q|| ™' g;
(d) Calcule H = [hy hy ... hy] = ||q||*(I — 2v07);

11. Definar =mod(i,n)+1,t=0e A =1.

12. Obtenha X utilizando o Algoritmo 4.3.

13. Se A =0, faga up = Bu, t =t + 1 e volte para o passo 12.
14. Faca A\ = A.

15. Defina xx11 = xp + A\pdy, e faca k =k + 1.

16. Se F(xp4+1) = 0 ou Vf(zy) = 0, pare o algoritmo e declare SUCESSO. Caso contrério, va

para o passo 2.

Observagao 4.4: Na pratica, nao é preciso encontrar e armazenar a matriz H. Se tivermos d; # ||d

, entao,
a cada teste de sondagem, basta determinar a coluna que sera utilizada como dire¢do de busca, conforme a
matriz (4.14) e as equagdes (4.17) e (4.18). Se estivermos na situacdo em que d; = ||d||, é suficiente que o
algoritmo faca, quando necessario, h, = d;e,.

Apresentamos a seguir o algoritmo que serd utilizado para realizar a busca multidirecional no
Passo 12. Neste algoritmo tivemos de adicionar o marcador 7,4 que indica o indice do vetor
do conjunto de sondagem em que o algoritmo atinge um tamanho de passo menor que um valor ap
predeterminado. Neste caso, o algoritmo nao reduz mais o valor do tamanho do passo e ira realizar,
quando necessario, um novo ciclo completo. Esse procedimento é necessario para demonstrar a con-
vergéncia tedrica do método. Na prética, quando o algoritmo atingir um valor menor que ap (que

deve ser baixo), ir4 declarar falha de execucdo.
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Algoritmo 4.3 Busca multidirecional

Parametros: ~ € (0,1),a € (0,1], 0 < &min < &max < 1 e p € (0,1).

2. Enquanto f(zy + ah,) > (1 —ya®)Wy e f(z) — ahy) > (1 — ya?)Wy, faca:

(a) Se a > pa escolha & € [{min, Emax), faca a = £, Tyare = T € va para 2c.
(b) Caso contrario:

i. se 1 # rmare, Va para 2c ;

ii. se r = rpmare, faca A =0, di. = h,, § = « e termine.

(¢) Facar =mod(r,n)+ 1
3. Se f(xy + ah,) < (1 —ya?)Wy, faca dj, = h,.. Caso contrario, faca dy = —h,..

4. Faca A = « e termine.

O critério de aceitacio para novos pontos utilizado na nova busca direta, embora seja ndo mondtono,
difere daquele utilizado nas etapas anteriores. Para demonstracdao de um resultado de convergéncia
global, houve a necessidade de um resultado equivalente aquele da Proposicao 3.3, j& com a mudanca
de busca linear para busca multidirecional. A demonstragdo serd omitida aqui pois segue 08 mesmos

procedimentos adotados na demonstragao para a Proposicao 3.3.

Proposicao 4.3 Suponha que F(x) # 0 e considere um valor p € (0,1) dado em x. Entdo o

Algoritmo 4.3 determina, em um niimero finito de itera¢oes, uma direcao dj, e um escalar A € [0, a

tais que:
fxr + Mdy) < (1 —yA2)Wy. (4.19)

Além disso, uma das seguintes condi¢oes é assegurada:

1. A=0ce
IF (), + Ssho) [ > (1= 702 Wy > (1 —v82) | F ()|, (4.20)
para s =1,2,...,2n com ds < pa; ou
2. A Z gmin:ua-
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4.3.1 ANALISE DE CONVERGENCIA

Analisamos nesta subsegdo a convergéncia do Algoritmo 4.2. A demonstragio segue a linha da
demonstracao para a Proposicao 6.1, apresentada em [30]. Tal qual aquele resultado, provamos que
a sequéncia gerada ou obtém um ponto critico da fungdo de mérito ou admite uma subsequéncia que
converge para um ponto critico da fungao de mérito. Assim como foi feito em [30], consideramos

que = ¢ um ponto critico para a funcao de meérito f(z) = ||[F(z)||* se satisfaz uma das condigdes:

o |F@)|*=0

o |[F(z)|*>0eVf(z)=2J(x)T F(z)=0.

Teorema 4.4 Considere {xj} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.2 HIB2 em que as condi¢oes
CAl e CA2 sao ambas definidas como:

f(xk + )\kdk) < Wi+ (G — ’y)\if(l‘k) (4.21)

o
onde (; > 0 para todo k, ZCk = ( < 00 e, além disso satisfaz:
k=1

C—¢f(xk) <0come>0 (4.22)

para todo k maior ou igual a algum k € IN. Assuma que o conjunto de nivel Lo = {x € R" | f(x) <
f(zo) 4+ ¢} € limitado. Entao o algoritmo esta bem definido e, ou termina em um ponto xj que é
ponto critico para a funcao de mérito, ou gera uma sequéncia infinita tal que todo ponto limite de

{xx} é um ponto critico da fun¢ao de mérito.
Prova: Todo ponto zj gerado pelo algoritmo ira satisfazer:
f(zry1) < Wi + (g, para todo k. (4.23)

Assim sendo, pela Proposi¢ao 3.1, vamos ter que z € Lo = {x € R" | f(z) < f(x0) + ¢} para
todo k.

Vamos provar inicialmente que o Algoritmo 4.2, HIB2, estd bem definido. Para isso basta provar
que nao ira ciclar entre os passos 12 e 13. Suponha, por absurdo, que existe um indice k de maneira
que ndo ¢é possivel obter um ponto xx1 pelo algoritmo HIB2. Temos que F'(xy) # 0 e, além disso,

V f(xzk) # 0, pois, caso contrario, o algoritmo teria parado.

Considerando que h; é a i-ésima coluna da matriz H, vamos definir h,; = —h; para todo i =

1,2,...,n. O algoritmo deve gerar todos os vetores hi,...,hn, hnt1,-..,hoy da base positiva
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maximal, j4 que o niimero de chamadas de busca multidirecional ¢ converge para o infinito. E,
para cada s € {1,...,2n} e para cada valor de t, a busca deve terminar sem sucesso, de forma

que, pela Proposicao 4.3, podemos encontrar escalares d0s(t) tais que:
1P (@ + 8,0 h)IP > (1= 10,02 F ()|, com 0 < 6,(t) < p(t)a (4.24)

onde pu(t) = Bug. Quando t — oo, tem-se u(t) — 0 e, consequentemente, Js(t) — 0, para cada s.
Dessa maneira, temos que para valores suficientemente grandes de ¢ o ponto x;+0s(t)hs se encontra

numa vizinhanga de z; em que a funcdo f € diferencidvel. Assim, pelo Teorema do Valor Médio:
g+ 65(t)hs) = flan) + 05(&)V f (xx + bs(t)0s(t)s) " (4.25)

para algum valor bs(t) € (0,1). Pela desigualdade (4.24), tem-se, portanto:
F(@r) + 6s()V f (@ + bs(8)3s(t)hs) Ths > f(ar) — 705 (t) f (). (4.26)

Assim, para valores suficientemente grandes de t temos

Vf(zy) hi >0,i=1,2,...,2n (4.27)
Agora, pela definicdo de base positiva tem-se que existem valores ﬁf >0,71=1,...,2n tais que:
2n
—Vf(zk) =) Bhi. (4.28)
i=1
Consequentemente,
2n
— IV @)* =D BEV (@) hi > 0 (4.29)
i=1

o que implica que V f(xg) = 0 e contradiz a hipotese de que V f(x) # 0. Logo, o algoritmo nao
ird ciclar e temos assegurado que um novo ponto x4 serd obtido utilizando o valor para )\, obtido

no Passo 3, 6 ou 12.

Para provar que todo ponto limite é ponto critico, vamos supor, por absurdo, que existe um
conjunto infinito de indices K C IN tal que a subsequéncia {xj }rex converge para um ponto T que

nao é um ponto critico. Neste caso, para valores suficientemente grandes de &k temos
1E(ze)| > e, (4.30)

para algum ¢ > 0 e Vf(z) # 0. Pela Proposicao 3.1, temos que a sequéncia {Wj}rex vem a

tornar-se monotonamente nao crescente para valores grandes de k e, portanto, admite um limite
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W* > 0. Se W* = 0 ha uma contradi¢do com (4.30) e, portanto, W* deve ser estritamente

positivo.

Vamos agora averiguar que ¢ possivel obter um valor ¢ € (0,1) de forma que

|F(zps1)lI” < Wi + G — | F ()| (4.31)

Ja provamos que o algoritmo estd bem definido, desta maneira, para todo k, um ponto xjq sera
p q g ’ y P ’ p +
gerado pelo algoritmo HIB2, a partir de z; e deve necessariamente ter uma das caracteristicas

abaixo:

(a) zxy1 € obtido através da utilizagdo do método DFSANE no Passo 3 e, neste caso, a condigao

3.33) é satisfeita com um tamanho de passo A\ > NBLmax o 10demos escrever:
( p min p
Flann) < Wi+ G = y(mmim ) f (ar); (4.32)

(b) xky1 é obtido através do método Newton-FDGMRES no Passo 6. Neste caso, deve haver um

valor A\; > Amin que satisfaz a condic¢do (3.33) e, assim,
F(aren) < Wi+ G — 7\ 5 f (21); (4.33)
(¢) xpy1 é obtido através do método de busca direta no Passo 12.

Sendo assim, a tnica possibilidade de que a sequéncia gerada pelo algoritmo nao garanta a existén-
cia de um valor para ¢ que assegure a desigualdade (4.31) reside nos pontos do caso (c). Definindo
tr como o numero de chamadas consecutivas do Algoritmo de busca multidirecional 4.3, a partir

de zp, temos duas possibilidades:

(c1) existe um valor ¢ tal que ty <t para todo k € K;

(c2) existe uma subsequéncia infinita {z}x,, com K; C K tal que todo ponto zj satisfazendo

k € K é obtido no passo 12 e, além disso,

li t = o0. 4.34
k‘)OOI,IEGKl K > ( )

Vamos provar que {t }recx € limitada superiormente e que, consequentemente, (cz) nao ird ocorrer.

A Proposicao 4.3 garante que, para cada hg, podemos encontrar 6~

I (2 + R [P > Wi = 3801 F i) I* = (1= 5 (501 ()| (4.35)
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Assim sendo, utilizando os mesmos argumentos da prova de que o algoritmo estd bem definido
(ver equagoes (4.25), (4.26), (4.27), (4.28)) vamos ter que:

Flan+05hs) = f(ax) + 05V f (xr + ba(K)3Ths) " b (4.36)
para algum valor bs(k) € (0,1). E, assim:

Fxg) + 85V f(an, + bs (k)05 hs) The > flak) — v(6%) f(a). (4.37)

Tomando o limite para k — oo, k € K; em (4.37):
V@) hs>0,5=1,2,...,2n, (4.38)

e, dado que, pela definicao de base positiva,

2n
~ V(@)=Y BFhi, com Bf >0,i=1,2,...,2n (4.39)
=1
vamos ter )
—IVF@)*=>_BEVE@) hi >0, (4.40)
=1

o que implica que Vf(Z) = 0 e contradiz nossa hipotese de que T ndo é um ponto estacionario.
Sendo assim, a subsequéncia {tx}rex, deve ser limitada superiormente e, consequentemente, o

caso (c2) nunca iré ocorrer, donde todo ponto obtido pelo passo de busca direta ¢ do caso (c1).

Logo, se xj, & obtido pelo passo de busca direta, pelas instrugoes do Algoritmo HIB2 deve valer:
fxrgn) < (1= X)Wy, (4.41)

onde A = afIE E, portanto,

F(@rr1) < Wi+ G — A f (). (4.42)

Definindo agora ¢ = min{TNBLm“, Amin; A}, concluimos, por (4.32), (4.33) e (4.42), que a condicdo

min
(4.31) é satisfeita para todo valor de k € K. Assim sendo, por (4.22) e pela desigualdade (4.42),

as hipoteses da Proposicao 3.2 estio satisfeitas para k > k e, consequentemente,

lim T = lim Wp=0 4.43
lHoo,ker( k+1) ksoo kel KT (4.43)
contradizendo a hipotese de que W* > 0 e completando nossa demonstracao. n
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4.4. TESTES NUMERICOS

Para avaliar o impacto da adigdo da etapa de busca direta na robustez dos algoritmos, adicionamos
esta nova etapa aos algoritmos DFSANE, H1E e H6E definidos o capitulo anterior, criando, assim, trés

novos algoritmos, que foram denominados, respectivamente, DFSANE-BD, HBD1E e HBD6E.

A resolugdo de problemas através de algoritmos com estratégias de busca direta tende a ficar ex-
ponencialmente mais cara a medida que a dimensdo do problema aumentar e, sendo assim, nao é
recomendéavel para problemas de grande porte. Por isso, conforme ja adiantamos, a fase de busca
direta s6 serd acionada em situactes em que o Algoritmo 3.4 estiver em vias de declarar falhas de
execucdao. Além disso, nos concentramos na resolucdo de problemas com dimensdo n = 100 e os

valores iniciais propostos na literatura.

Os problemas de La Cruz e Raydan [14] ja haviam sido testados com esta dimensido no capitulo
anterior. Para esse novo teste, foram selecionados os problemas em que qualquer um entre os
algoritmos DFSANE, H1E e H6E tenha declarado falha de execucao ou por estagnacao na busca linear
ou por excesso de iteragdes internas, o que ndo permitiu que uma direcao fosse encontrada para
prosseguir com o método Newton inexato. Problemas em que a falha de execugao se deu por excesso
de avaliacdes de funcdo nao foram considerados a principio, j4 que a simples adicao da fase de
busca direta nao ird proporcionar qualquer melhoria na robustez. Esse tipo de falha sera tratada

posteriormente. Sendo assim, os problemas 13, 14, 17, 18 e 19 foram avaliados neste teste.

No caso dos problemas encontrados em [38|, ainda nao haviamos realizado testes com dimensao
n = 100. Sendo assim, testamos os problemas 1 a 21 para esse conjunto de testes com a dimensao
adequada e, a partir daf, agrupamos num novo conjunto de testes, todos e aqueles problemas que
resultaram nas falhas dos tipos j& indicado no paragrafo anterior. Esse novo conjunto conta com os

problemas 1, 2, 5, 6, 10, 19 e 20 para anélise dos novos algoritmos.

Ao avaliar os resultados para posterior escolha dos problemas testes, foi possivel constatar que sempre
que o Algoritmo DFSANE falhava, o motivo era excesso de avaliages de fungdo. Isso impossibilitaria
o teste do Algoritmo DFSANE-BD, ji que a estratégia de busca direta nunca seria acionada. Foi feita

uma investigaciao sobre esse fenémeno, da qual falaremos mais adiante.

As duas primeiras fases dos algoritmos HBD1E e HBD6E e a primeira fase do algoritmo DFSANE-BD
repetem os parametros utilizados nos testes computacionais que realizamos no Capitulo 3. Neste
sentido, ressaltamos que a fase de busca direta s6 é acionada quando o tamanho do passo estiver
menor que 1072 (ou seja, quando houver estagnacio) ou apos 30 ciclos de 30 iteracdes internas do

método FDGMRES, quando uma dire¢do que satisfaga a condicdo Newton inexata néo é encontrada.
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Na fase de busca direta, a condicdo para aceitagao de novos pontos, para condizer com o resultado
do Teorema 4.4, ao invés de utilizar o critério (2.21) proposto por La Cruz, Martinez e Raydan,
vamos utilizar o critério (4.19), como também ocorre em [30]. No caso, foram mantidos v = 107% e
M = 7. Para realizar a busca direta multidirecional, foram escolhidos os parametros £ = 0.95, a = 1
e, assim como foi feito no algoritmo anterior, declaramos falha de execucao quando o tamanho do
passo atinge um valor inferior a 1070, Sendo assim, definimos y = 10710 e, determinamos que o
Algoritmo 4.2 ir4 parar sempre que, no Passo 12 do Algoritmo 4.2, a busca multidirecional retornar
o valor A = 0. Os testes foram realizados utilizando o software Matlab 7.0, em uma méaquina com
processador Intel(R) Core 13-2100 3.10GHz e 4Gb de memoria RAM.

O maior destaque neste conjunto de testes foi a resolucdo do problema 19 de [38] pelo Algo-
ritmo HBD1E o que nao ocorria com o algoritmo sem o uso da busca direta. Além disso, nos demais
problemas, embora nao tenha havido convergéncia, o valor da norma do residuo, ||F(xg)||, no altimo
ponto encontrado por esse algoritmo diminui com relacao ao dltimo ponto encontrado pelo Algoritmo
H1E. A Tabela 4.3 compara os valores finais dos algoritmos sem o uso de busca direta com aqueles
que a usam. Destacamos nesse conjunto de testes, as reducgoes obtidas no Problema 1 para ambos
os algoritmos e as redugdes nos Problemas 2 e 10 para o Algoritmo HBD1E. Podemos concluir ainda

que ha um impacto muito maior na adogao da estratégia pelo método H1E do que pelo método H6E.

H6E HBD6E
Final | Iter | AvalF | Final | Iter | AvalF
13 EII 209 1218 | EAVF | 1121 | 10001
14 EII 150 824 EAVF | 1069 | 10001
17 | EAVF | 1945 | 10001 | EAVF | 1945 | 10001
18 C 189 1166 C 189 1166
19 | EST 183 1403 | EAVF | 1154 | 10001

H1E HBD1E
Final | Iter | AvalF | Final | Iter | AvalF
13 EII 4 40 EAVF | 248 | 10001
14 EII 5 40 EAVF | 241 | 10001
17 | EII 2 36 EST 25 2102
18 C 14 59 C 14 59
19 C 4 16 C 4 16

Tabela 4.1: Resultados para o teste com algoritmos acoplados com busca direta - problemas de [14].

Apos esses testes e com a intencdo de detectar uma possivel causa para o fato de que sempre que
o Algoritmo DFSANE fracassa, a falha é ocasionada por excesso de avaliagbes de funcao e nunca
por estagnagdo no tamanho do passo, avaliamos detalhadamente o desempenho do algoritmo nos
testes envolvendo os problemas de [38]. Foi possivel perceber que a ndo monotonocidade do método

criava uma grande facilidade para que novos pontos fossem aceitos, de maneira que poucas redugoes
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H6E HBD6E
Final | Iter | AvalF | Final | Iter | AvalF
1| EII 737 5958 | EAVF | 983 | 10001
2| EII 786 5568 | EAVF | 1084 | 10001
5 C 285 1092 C 285 1092
6 | EST | 355 2799 | EAVF | 907 | 10001
10 | EIT | 1019 | 7641 | EAVF | 1087 | 10001
19 C 1065 | 2706 C 1065 | 2706
20 | EII 159 1324 | EAVF | 723 | 10001
H1E HBD1E
Final | Iter | AvalF | Final | Iter | AvalF
1| EII 4 110 EAVF | 225 | 10001
2| EII 1 48 EAVF | 184 | 10001
5| EII 0 34 EAVF | 87 10001
6 C 6 41 C 6 41
10 | EII 1 35 EAVF | 190 | 10001
19 | EII 2 36 C 188 4084
20 | EII 0 34 EAVF | 89 10001

Tabela 4.2: Resultados para o teste com algoritmos acoplados com busca direta - problemas de [38].

P HEE HBD6E H1E HBD1E

1 9.6598 9.3229 2.7197 0.0506

2 0.7600 0.7676 1.5422 0.4792

5 - - 27.8880 | 27.6237
6 | 32.0268 | 46.1424 - -

10 | 1.0804 1.0814 14.9917 4.4618

20 | 452.0327 | 444.2314 || 459.6194 | 458.0485

Tabela 4.3: Norma de F' no ultimo ponto encontrado pelo método.
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no tamanho do passo eram suficientes para a aceitacdo de um novo ponto pela direcdo do residuo
espectral. Esse fato pode ser observado na Tabela 4.4. Tal tabela indica, para cada problema, em
quantas iteragoes o Algoritmo DFSANE necessita de nr redugdes no tamanho do passo para aceitagio
de um novo ponto. Como podemos observar, em nenhum problema foram necessarias mais do que
8 redugoes no tamanho do passo em qualquer iteragdo para que um novo ponto fosse aceito, o que
acaba por justificar a constante falha por excesso de iteracGes e nunca por excesso de reducdes no

tamanho do passo.

Problemas

nr| 1 2 5 6 10 | 19 | 20
1 | 36 | 40 | 90 | 25 | 35 | 356 | O

2 102 ] 75 | 119 | 18 | 52 | 153 | 34
3 | 174|497 | 25 | 125 | 632 | 50 | 55
4 | 675|570 | O | 565|495 | 2 50
5 | 1563 | 57 0 | 295 | 40 0 | 333
6 7 1 0 40 1 0 | 331
7 0 1 0 3 0 0 46
8 0 0 0 0 0 0 5)

Tabela 4.4: Numero de iteragées em que o Algoritmo DFSANE necessitou realizar nr iteracOes para
aceitar um novo passo através da direcdo espectral.

Feita a detecgao do problema e no sentido de possibilitar o teste do Algoritmo DFSANE-BD, modifica-
mos o Algoritmo DFSANE de maneira que além de interrupcao desta fase pela detec¢do da estagnacao,
a fase DFSANE também fosse interrompida quando ocorresse falta de progresso no valor da funcao

de mérito. Agora o Algoritmo também ird declarar falha nesta fase sempre que

F(z;) — F(xi_ , 4.44
L F(@) = Flaio) < (144)

onde € € um nimero real positivo, proximo de zero.

No entanto, fomos surpreendidos com o fato de que a flexibilidade do critério de aceitacao fazia
com que, em determinados momentos, houvesse um aumento consideravelmente grande no valor da
funcao de mérito, provocando um efeito do tipo gangorra, o que impedia, a0 mesmo tempo, o avango
para valores relativamente baixos da funcio de mérito e qualquer tipo de estagnacdo no tamanho
do passo e/ou falta de progresso. Exemplificando, ao testar com ¢ = 107% e ¢ = 1075 em momento
algum foi detectada estagnagao e/ou falta de progresso, com ¢ = 107* e ¢ = 1073 foram detectadas

faltas de progresso somente no problema 19.

No critério de aceitagao utilizado na fase DFSANE ha duas componentes que contribuem para que
a busca nao seja monétona : ¢ > 0 e o valor de M, que possibilita a comparagao com o maior valor

da func@o de mérito nas ultimas iteragoes (e nado propriamente com f(xy)).
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Se a dificuldade fosse causada por um valor muito grande para M, poderia ser observada simples-
mente ao analisar o valor da funcao de mérito em cada iteracao e detectar o efeito gangorra em blocos
de, no méximo, M iteragoes, o que ndo ocorreu. Assim sendo, elegemos como principal causador
desse efeito gangorra, o termo (; da condigao (2.21). Para remediar, implementamos novos testes,
modificando o expoente do denominador na equacdo (3.55) de 1.1 para 2. Apos essa modificagao e

utilizando € = 1073, foram detectadas estagnacdes nos problemas 2,6, 10, 19.

Durante esses testes, foi possivel observar que a busca direta realiza menos iteracoes do que espe-
ravamos para encontrar um ponto satisfatério. No entanto, quando necessita de muitas iteragoes
(e portanto, encontra um novo ponto através de um passo ja pequeno) é comum a recorréncia da
necessidade de utilizar a busca direta com muitas reducées nas proximas iteragoes até que num
momento essa necessidade desaparece. Uma possivel causa para esse efeito é que os pontos encon-
trados estejam localizados em uma regidao em que o método DFSANE nao tem bom desempenho.
Para melhorar o desempenho do algoritmo frente a essa situacao, adicionamos uma estratégia de
extrapolacdo para a fase de busca direta, isto €, em caso de sucesso na busca direta, avalia-se o ponto
na mesma direcao, mas com o dobro do tamanho do passo e assim sucessivamente até encontrar um
ponto que nao seja satisfatério, adotando, neste caso, o peniltimo ponto testado. Pretende-se com

isso dar passos maiores e fugir de regioes em que 0 método DFSANE n&o possui bom desempenho.

Os resultados podem ser encontrados na Tabela 4.5, onde os algoritmos que contam com a estratégia
de extrapolagao estdo grafados com o termo “(EXTRAP)” em frente ao nome. Para esse teste, tanto
os Algoritmos DFSANE-BD, HBD1E e HBD6E, quanto suas respectivas versoes com extrapolac¢do, contam
com o critério (4.44) para detectar falta de progresso na fase DFSANE. Ademais, todos os algoritmos
testados para obtencao dos dados dessa tabela utilizaram o valor 2 no expoente do denominador

sequéncia (3.55).

Assim como no teste anterior, o algoritmo que mais se beneficiou das mudancas foi o algoritmo que
nao aceita reducao no tamanho do passo residuo espectral, H1E. Além do problema 19 que j4 havia
sido resolvido pela versdao sem extrapolagdo, o Algoritmo HBD1E com extrapolacdo também resolveu
o problema 20. No que podemos concluir que a adocao dessas mudangas foram benéficas, no sentido

de diminuir o namero de problemas nao resolvidos, o que era o objetivo deste capitulo.

Os demais algoritmos, embora tenham conquistado alguma reducao no valor da funcao de mérito no
critério de parada em alguns dos problemas resolvidos, ndo foram beneficiados de forma tao impac-
tante. Como o algoritmo H1E é, dentre os algoritmos hibridos desenvolvidos no Capitulo 3, aquele
que tende a utilizar mais vezes o método de Newton, nossos testes indicam que o uso de direcoes
alternativas pode proporcionar um desempenho melhor em termos de robustez para o método de
Newton inexato. Esse fato ji era esperado, visto que as hip6teses necessérias para a demonstragdo de

algoritmos tipo Newton e Newton inexato sem busca direta sdo mais fortes que as Hipoteses 2.1, 2.2
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DFSANE DFSANE-BD DFSANE-BD(EXTRAP)

P | Final | Iter | AvalF | Final | Iter | AvalF | Final | Iter | AvalF
1 | EAVF | 1155 | 10002 | EAVF | 1155 | 10002 | EAVF | 977 | 10002
2 | EAVF | 1282 | 10001 | EAVF | 1282 | 10001 | EAVF | 1036 | 10001
5 C 285 1092 C 285 1092 C 285 1092
6 | EAVF | 1078 | 10001 | EAVF | 1078 | 10001 | EAVF | 890 | 10003

10 | EAVF | 1287 | 10001 | EAVF | 1287 | 10001 | EAVF | 1074 | 10001

19 C 1065 | 2706 C 1065 | 2706 C 1065 | 2706

20 | EAVF | 853 | 10001 | EAVF | 853 | 10001 | EAVF | 779 | 10001
HEE HBD6E HBD6E (EXTRAP)

P | Final | Iter | AvalF | Final | Iter | AvalF | Final | Iter | AvalF
1 EII 737 5958 | EAVF | 1192 | 10002 | EAVF | 978 | 10001
2 EII 786 5568 | EAVF | 1239 | 10001 | EAVF | 1083 | 10001
5 C 285 1092 C 285 1092 C 285 1092
6 | EST 355 2799 | EAVF | 1028 | 10001 | EAVF | 906 | 10001

10 EII 1019 | 7641 | EAVF | 1250 | 10001 | EAVF | 1083 | 10001

19 C 1065 | 2706 C 1065 | 2706 C 1065 | 2706

20 EII 159 1324 | EAVF | 934 | 10001 | EAVF | 723 | 10001
H1E HBD1E HBD1E (EXTRAP)

P | Final | Iter | AvalF | Final | Iter | AvalF | Final | Iter | AvalF
1 EII 4 110 EAVF | 193 | 10001 | EAVF | 465 | 10001
2 EII 1 48 EAVF | 176 | 10001 | EST 188 7326
5 EII 0 34 EAVF | 49 10001 | PPF 2 213
6 C 6 41 C 6 41 C 6 41

10 EII 1 35 EAVF | 190 | 10001 | EAVF | 583 | 10001
19 EII 2 36 C 188 4084 C 188 4115
20 EII 4 34 EAVF | 89 10001 C 24 591

Tabela 4.5: Algoritmos de busca direta com extrapolagdo - problemas de [38]
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e, 2.3, necessarias para a demonstragao de algoritmos tipo residuo espectral, conforme Teorema 2.2.
E de acordo com o Teorema 3.4, mesmo o algoritmo hibrido desenvolvido no capitulo 3 possui hipé-
teses mais fortes que o algoritmo DFSANE e, ao adotar a busca direta, as hipdteses necessérias para
obtencao dos resultados de convergéncia para os algoritmos hibridos com a adi¢ao desta fase sao
mais fracas do que aquelas necessérias para os algoritmos sem essa fase, conforme podemos observar

ao compararmos os Teoremas 4.4 e 3.4.
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ALGORITMO
Dados xg, k = 0, Amin, N BLpax CONVERGIU

l sim

Método DFSANE _
FASE I obtém a diregdo dj <~ Tk satisfaz
Ay =1,A\_=1, NBL=0| ™40 critério de parada?

|

Ty =Xk + Apdg ou Defina o ponto que

Reduza

Y. e . T_=uxp— A_dg . obteve decréscimo
+ = obtém decréscimo s4m suficiente como Tj41
NBL =NBL+1 suficiente? e faca k=k+1
lndo
nio NBL = NBLpyax?
lsim
Newton-GMRES
FASE 11 obtém d,.
Defina A =1
Tk + Ady
Reduza A nio obtém decréscimo i
suficiente?
Tnda _
sim
A< Amin?
sz’ml
Inicio da Busca Direta Tk + M\,
FASFE ITT Determinar a matriz H. ——— obtém decréscimo
Definir r = mod(i,n) +1 e A =1 suficiente?
< ln(io
Reduza A

faca r = mod(r,n) + 1

Figura 4.3: Diagrama representando o funcionamento do algoritmo HIB2
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CAPITULO

5)

CONSIDERACOES FINAIS E INDICACOES PARA
TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho foram propostos dois métodos hibridos para a resolucao de sistemas nao-lineares de
grande porte: o Algoritmo 3.4 HIB1, que conta com duas fases, a primeira baseada em passos do
tipo residuo espectral ([14, 13|) seguida de uma fase correspondente ao método de Newton inexato
e 0 Algoritmo 4.2 HIB2, que aciona uma terceira fase baseada em um método de busca direta, apds

falha nas duas fases do algoritmo anterior.

Do ponto de vista teérico, a primeira contribuicdo deste trabalho é o resultado do Teorema 3.4,
que garante a existéncia de um ponto de acumulacdo da sequéncia gerada pelo método hibrido
representado pelo Algoritmo 3.4 que € solucao do sistema nao linear. Além disso, 0 mesmo resultado
pode ser estendido para o método de Newton inexato convencional, jA que o algoritmo aceita dados
de entrada de maneira que a fase correspondente ao método do residuo espectral ndo é utilizada.
Dessa forma, é possivel configurar o método de Newton inexato com um critério de aceitagdo para

novos pontos mais flexivel do que aquele desenvolvido em [27].

Ainda com relacao a este algoritmo, existe a possibilidade de realizar uma analise tedrica e determinar
as condigdes necessédrias para estabelecer um resultado com respeito & velocidade de convergéncia

do método. Este é um tema que ficou em aberto e no qual pretendemos trabalhar futuramente.

A segunda contribui¢do teoérica deste trabalho é o resultado do Teorema 4.4, que assegura a con-
vergéncia do Algoritmo 4.2. Embora esse resultado seja parecido com a Proposicao 6.1 encontrada
em [30], traz a novidade de permitir a substitui¢do da estratégia de globalizacdo através de buscas
lineares como proposto em [30] por uma que utiliza a busca multidirecional proposta no presente
trabalho, conforme Algoritmo 4.3. A busca multidirecional que propomos tem uma certa vanta-
gem quando trabalhamos com problemas de grande porte pois, com essa abordagem, ao invés de
reduzir o tamanho do passo sucessivas vezes em uma determinada direcdo antes de partir para a
proxima, mudam-se as dire¢coes enquanto o tamanho do passo é reduzido evitando, dessa maneira,
uma possivel insisténcia em dire¢des ruins, o que, na pratica, demandaria em um nimero excessivo

de avaliacOes de fun¢des.
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O Algoritmo 4.2 conta ainda com um conjunto inédito de dire¢oes de sondagem ortogonais, no qual
estdo contidas as direcoes utilizadas pelo método do residuo espectral. No entanto, cabe destacar
que embora o Algoritmo 4.2 esteja configurado com esse conjunto de dire¢ées de sondagem, o uso
do mesmo nao é necessario, de maneira que pode ser substituido por qualquer outra base positiva

ortogonal que os resultados de convergéncia serdo mantidos.

Para a etapa correspondente ao método tipo residuo espectral DFSANE [13], foram elaboradas
duas estratégias de ordenacao das direcdes e, também, duas novas estratégias que utilizam, quando
necessario, uma terceira direcdo de busca. As primeiras modificacdes ndo afetam os resultados de
convergéncia, de maneira que nao é necessaria qualquer tipo de demonstragao tedrica. O mesmo nao
ocorre com as modificacées do segundo tipo, ja que, neste caso um novo resultado de convergéncia
deve ser apresentado, a menos que o uso desta terceira diregao seja limitado. Ressaltamos, entretanto,

que essa limitagdo nao acarreta em qualquer modificacao no algoritmo pratico.

Analisando agora pelo viés dos resultados computacionais, o Algoritmo 3.4 se mostrou competi-
tivo perante os algoritmos DFSANE e Newton inexato utilizado de maneira pura, sendo que nos
problemas mais dificeis teve um desempenho superior tanto em robustez quanto em eficiéncia. O
Algoritmo 4.2 foi implementado com o objetivo de melhorar a robustez do Algoritmo 3.4 e cumpre

esse papel.

Futuramente, temos a intencao de utilizar o Algoritmo 4.2 para resolugao de sistemas nao lineares
mais dificeis e com menores dimensées. Para isso, a ideia é realizar os testes com o algoritmo
hibrido e um novo algoritmo que utiliza somente a fase espectral combinada com a busca direta aqui
proposta. Além disso, pretendemos testar esse tltimo algoritmo para problemas nfo suaves. Neste
caso, no entanto, é necessario o desenvolvimento de resultados tedricos que justifiquem a utilizacao

da busca multidirecional neste tipo de problema.

Por fim, as alteracGes propostas para o método do residuo espectral tiveram o desempenho pratico
analisado quando implementadas no algoritmo DFSANE e também quando do uso com o algoritmo
hibrido. As mudancgas que previam uma nova dire¢do de descida se mostraram ligeiramente mais

robustas do que se utilizadas as estratégias em sua forma pura.

Dentre os algoritmos com estratégia de ordenacgao, os algoritmos DFSANE-02, H1E-02 e HBE-02 que
testam primeiramente a direcao cujo sentido foi utilizado na iteragao anterior (ao invés de testar
sempre pelo sentido negativo e depois o positivo) tiveram desempenhos similares ao algoritmo ori-
ginal. J4 a proposta de avaliar as duas direcoes e, ap6s isso, decidir em que sentido prosseguir nao
teve o impacto em melhorias de robustez que previamos quando estavamos dispostos a sacrificar a

eficiéncia.
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Pudemos notar, portanto, que a direcdo positiva tende a ter melhor desempenho que a direcao ne-
gativa. Provavelmente este fato ocorre pois a direcao no sentido positivo é uma aproximacao, ainda
que grosseira, de um método quase Newton para sistemas nao lineares e, quando as condicoes geomé-
tricas dos problemas sao favoraveis a aplicacao deste tipo de método, é natural que seu desempenho

seja superior ao da dire¢ao oposta.
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APENDICE

A

APENDICE

Este

Al

A2

A3

A4

A5

A.6

AT

A.8

apéndice contém as seguintes tabelas:

Problemas-testes propostos em La Cruz & Raydan [14] - Parte I
Problemas-testes propostos em La Cruz & Raydan [14] - Parte II
Problemas-testes propostos em Luksan & Vleck [39] - Parte I
Problemas-testes propostos em Luksan & Vleck [39] - Parte II

Problemas de [39], com pontos iniciais mais afastados da solucdo - Parte I
Problemas de [39], com pontos iniciais mais afastados da solugao - Parte 11
Problemas de [39], com pontos iniciais mais afastados da solucao - Parte 111

Problemas de [39], com pontos iniciais mais afastados da solugao - Parte IV
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Problema

zo padrao

dimensoes

[80T |

1 | Exponential function 1 zo=(n/(n—1),n/(n—1),...,n/(n—1))" | 1000 5000 10000
2 | Exponential function 2 zo = (1/n,1/n%...,1/n?)) 500 1000 2000
3 | Exponential function 3 xo = (1/4n%,2/4n?, ... ,n/4n?)! 50 100 200
Diagonal function premultiplied
4 by agquasi—orthogoial matrix 20 = (~1,1/2,...,~1,1/2)f 99 399 999
5 | Extended Rosenbrock function o= (5,1,...,5,1)¢ 1000 5000 10000
6 | Chandrasekhar’s H-equation o= (1,1,...,1) 100 500 1000
7 giiiyuasscﬁifﬂﬁmemed zo = (1073,18,1,...,1073,18,1)! 9 99 399
8 | Trigonometric function xo = (101/(100n), 101/(100n), ..., 101/(100n))* 1000 5000 10000
9 | Singular function o= (1,1,...,1) 2500 5000 10000
10 | Logarithmic function o= (1,1,...,1) 5000 10000 15000

Tabela A.1: Problemas-testes propostos em La Cruz & Raydan [14] - Parte I




[60T |

Problema xp padrao dimensoes

11 | Broyden Tridiagonal function o= (—1,-1,...,—1) 500 1000 2000
12 | Trigexp function zo = (0,0,...,0) 100 500 1000
13 | Variable band function 1 zo = (0,0,...,0) 100 500 1000
14 | Variable band function 2 zo = (0,0,...,0) 100 500 1000
15 | Function 15 o= (—1,-1,...,—1) 500 1000 5000
16 | Strictly convex function 1 o= (1/n,2/n,..., 1) 1000 10000 50000
17 | Strictly convex function 2 o= (1,1,...,1) 100 500 1000
18 | Function 18 zo = (0,0,...,0) 399 999 9999
19 | Zero Jacobian function iggi _ (12%7”‘10_03?(072/_” 500)/(60n)2, vj > 2 | 100 500 1000
20 | Geometric programming function o= (1,1,...,1) 50 100 500

Tabela A.2: Problemas-testes propostos em La Cruz & Raydan [14] - Parte II




[OTT|

Problema

ro padrao

1 | Countercurrent reactors problem 1 (modified) x; = 0.1, se mod(i,8) = 1;
z; = 0.2, se mod(i,8) = 2 ou mod(i,8) = 0;

2 | Countercurrent reactors problem 2 (modified) | z; = 0.3, se mod(i,8) = 3 ou mod(i,8) = T,
z; = 0.4, se mod(i,8) = 4 ou mod(i,8) = 6;

x; = 0.5, se mod(i,8) = 5.

3 | Trigonometric system xo= (1/n,1/n,...,1/n)t

4 | Trigonometric - exponential system (trigexp 1) zo = (0,0,...,0)

5 | Trigonometric - exponential system (trigexp 2) o= (1,1,...,1)

6 | Singular Broyden problem o= (—1,-1,...,—1)

7 | Tridiagonal System xo = (12,12,...,12)

8 | Five-diagonal system o= (—2,-2,...,-2)!

9 | Seven-diagonal system o= (-3,-3,...,-3)!

10 | Structured Jacobian problem xo=(=1,-1,...,—1)

1 ;l‘itidgiiﬁa;uiist‘giil Extended Freudenstein 20 = (90, 60,90, 60, .., 90, 60)¢

12 | Extended Powell singular problem ro = (3,-1,0,1,3,-1,0,1,...,3,—1,0,1)

13 | Extended Cragg and Levy problem o =(1,2,2,2,1,2,2,2,...,1,2,2,2)"

14 | Broyden tridiagonal problem xo=(=1,-1,...,—1)

15 | Generalized Broyden banded problem xo=(=1,-1,...,—1)

Tabela A.3: Problemas-testes propostos em Luksan & Vleck [39] - Parte I




[TTT|

Problema

ro padrao

16 | Extended Powell badly scaled function zo = (0,1,0,1,...,0,1)

17 | Extended Wood problem o= (-3,-1,-3,—-1,...,-3,—1)!

18 | Tridiagonal exponential problem xo = (1.5,1.5,...,1.5)

19 | Discrete boundary value problem xo = (h(h —1),2h(2h — 1),...,nh(nh — 1)
com h=1/(n+1)

20 | Brent problem zo = (10,10,...,10)*

21 | Troesch problem o= (1,1,...,1)

22 | Flow in a channel up(z) = (x — 0.5)?

23 | Swirling flow up(z) = (x — 0.5)? e vo(z) =2 — 0.5

24 | Bratu Problem uo(z,y) =0

25 | Poisson Problem 1 uo(z,y) = —1

26 | Poisson Problem 2 uo(z,y) =0

27 | Porous medium problem up(z,y) =1—zy

28 | Convection-difussion problem uo(z,y) =0

29 | Nonlinear biharmonic problem uo(z,y) =0

30 | Driven cavity problem uo(z,y) =0

Tabela A.4: Problemas-testes propostos em LukSan & Vleck [39] - Parte II




PROBLEMA 3
v 1 20 200
w 1 20 200 1 20 200 1 20 200
H1E C C | EST | EST EST EST EST EST EST
DFSANE C C C C EAVF C EST EST EST
HE6E C C | EST | EST EST EST EST EST EST
NIWD C C | EST | EST EST EST EST EST EST
NI C C | EST | EST EST EST EST EST EST
PROBLEMA 4
v 1 20 200
w 1 20 200 1 20 200 1 20 200
H1E C EST | C C C C C C C
DFSANE C C C C C C C C C
HE6E C C C C C C C C C
NIWD C C C C C C C C C
NI C C C C C C C C C
PROBLEMA 6
v 1 20 200
w 1 20 200 1 20 200 1 20 200
HiE C C C EST EST C EST EST EST
DFSANE | EAVF | C C | EAVF | EAVF C EAVF | EAVF | EAVF
HGE EAVF | C C EST EST C EST EST EST
NIWD C C C EST EST C EST EST EST
NI C C C EST EST C EST EST EST
PROBLEMA 7
v 1 20 200
w 1 20 200 1 20 200 1 20 200
HiE C C C C C C EAVF C C
DFSANE C C C | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF
HE6E C C C C C C EAVF C C
NIWD C C C C C EST C C C
NI C C C C C C EAVF C C

Tabela A.5: Problemas de [39], com pontos iniciais mais afastados da solucao - Parte I
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PROBLEMA 8

v 1 20 200
w 1 20 200 1 20 200 1 20 200
H1iE EST C C EST EST C EST EST EST
DFSANE C C EAVF | EAVF C C EAVF | EAVF C
H6E C C C C C C EST EST EST
NIWD EST C C EST EST C EST EST EST
NI EST C C EST EST C EST EST EST
PROBLEMA 9
v 1 20 200
w 1 20 200 1 20 200 1 20 200
H1iE EST C C EST EST EST EST EST EST
DFSANE C C C EAVF C C EAVF | EAVF C
HE6E C C C EST C EST EST EST EST
NIWD EST C C EST EST EST EST EST EST
NI EST C C EST EST EST EST EST EST
PROBLEMA 11
v 1 20 200
w 1 20 200 1 20 200 1 20 200
H1E C EST C C C C C C C
DFSANE | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF
H6E EST C C C C C C C C
NIWD C C C C C C C C C
NI C C C C C C C C C
PROBLEMA 12
v 1 20 200
w 1 20 200 1 20 200 1 20 200
H1iE EST EST EST EST EST EST EST EST EST
DFSANE | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF
H6E EST C EST EST EST EST EST EST EST
NIWD EST EST EST EST EST EST EST EST EST
NI EST EST EST EST EST EST EST EST EST

Tabela A.6: Problemas de [39], com pontos iniciais mais afastados da solucao - Parte II
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PROBLEMA 13
v 1 20 200
w 1 20 200 1 20 200 1 20 200
H1iE EST EST PPF PPF EST PPF PPF PPF PPF
DFSANE | EAVF | EAVF | PPF | EAVF | EAVF | PPF PPF PPF PPF
H6E EST EST PPF PPF EST PPF PPF PPF PPF
NIWD EST EST PPF EST EST PPF PPF PPF PPF
NI EST EST PPF EST EST PPF PPF PPF PPF
PROBLEMA 14
v 1 20 200
w 1 20 200 1 20 200 1 20 200
H1iE C EST EST EST EST EST EST EST EST
DFSANE C C EAVF | EAVF | EAVF C EAVF | EAVF | EAVF
HE6E C C EST EST EST C EST EST EST
NIWD C EST EST EST EST EST EST EST EST
NI C EST EST EST EST EST EST EST EST
PROBLEMA 15
v 1 20 200
w 1 20 200 1 20 200 1 20 200
H1iE C C C C C C C C C
DFSANE C C C C C C C C C
HEE C C C C C C C C C
NIWD C C C C C C C C C
NI C C C C C C C C C
PROBLEMA 16
v 1 20 200
w 1 20 200 1 20 200 1 20 200
HiE C EST EST EST EST EST EST EST EST
DFSANE | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF | EAVF
HEE C C EST EST EST EST EST EST EST
NIWD C EST EST EST EST EST EST EST EST
NI C EST EST EST EST EST EST EST EST

Tabela A.7: Problemas de [39], com pontos iniciais mais afastados da solucao - Parte III
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PROBLEMA 17

v 1 20 200
w 1 20 200 1 20 200 1 20 200
H1E EST | EST | EST | EST EST | EST | EST EST EST
DFSANE | EAVF | C C | EAVF | EAVF | C | EAVF | EAVF | EAVF
H6E EST | EST | EST | EST EST | EST | EST EST EST
NIWD EST | EST | EST | EST EST | EST | EST EST EST
NI EST | EST | EST | EST EST | EST | EST EST EST
PROBLEMA 18
v 1 20 200
w 1 20 200 1 20 200 1 20 200
H1E C C C C C C C C C
DFSANE C C C C C C C C C
H6E C C C C C C C C C
NIWD C C C C C C C C C
NI C C C C C C C C C
PROBLEMA 19
v 1 20 200
w 1 20 200 1 20 200 1 20 200
H1E C C C C C C C C C
DFSANE C C C C C C C C C
H6E C C C C C C C C C
NIWD C C C C C C C C C
NI C C C C C C C C C

Tabela A.8: Problemas de [39], com pontos iniciais mais afastados da solugao - Parte IV
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