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INTRODUGAO

A motivagio original deste trabatho € a de estudar a existéncia de solugdes de
um sistema de equagdes diferenciais parciais que modelam o comportamento de fliidos
visco-elasticos do tipo Oldroyd em certas classes de dominios tridimensionais com
fronteira movel (tais dominios sdo freqiientemente chamados de dominios ndo
cilindricos). Entretanto, conforme detalharemos posteriormente, devido as nao
linearidades envolvidas no problema, fomos levados ao estudo prévio da existéncia de
solucdes regulares de modelos mais simples de escoamento de fluidos em dominios de
fronteira moével: o problema de Stokes e o problema de Navier Stokes. Assim, neste
trabalho apresentaremos novos resultados de existéncia de solugdes para estes trés
problemas. Tais resultados, como era de se esperar, se tornam menos completos &
medida que a complexidade do problema considerado aumenta.

A seguir descrevemos as equagdes que compdem o sistema de Oldroyd em

variaveis adimencionais:

Re{%+(u-v):]—(l~a)Au+Vp=V-r+f, (n
V-u=90, (2)
We{% +(r V+g.(z, Vu)] +7=2aD[n]. (3)

Nestas equagBes, as incognitas sdo: w(x,f) e IR’ , que ¢ a velocidade do fluido no ponto
x do dominio espacial no instante #; p(x,t) € R, que é a pressdo hidrostatica, e
{x,1) € M(3) (aqui M(3) é o espago das matrizes reais de ordem 3), a qual é uma

variavel interna que descreve o estado microscopico do fluido. Nestas equagdes, temos

/L _ AU
£ , 0 numero de Weissenberg We =

ainda o numero de Reynolds Re= e o



- - A R
chamado parametro de retardacio a:1~h—' (aqu 2, e A, sa0 constantes
2

dependendo do tipo de fluido). As constantes U, L sdo respectivamente valores tipicos
da velocidade do fluxo e longitude do dominio em uma determinada situago fisica. Na

tercetra equagdo acima, temos ainda que a € uma constante tal que —-1sa<1. e

g1, Vu) = TWu] - Wlujt - al(D[u]‘t + tu]) . onde Diu} = %(Vu +Vau')

I
e Wiu]= E(Vu —Vu'). As constantes Re, We, & e a, bem como a forga externa £,

sdo dados do problema.

Uma breve explicacdo sobre a origem de tais equagdes sera fornecida na
primeira se¢do do Capitulo 1 desta tese; uma descrigio mais detathada pode ser
encontrada, por exemplo, em Guillopé & Saut [20]. Para uma estudo sobre fluidos nio
Newtonianos em geral, consulte-se por exemplo o livro de Bohme [5], enquanto que,

para fluidos visco-elasticos, em geral uma boa referéncia € Renardy, Nohel, Hrusa [39].

Neste trabatho consideraremos as equagdes anteriores em um dominto de

fronteira movel (dominio ndo cilindrico) denotado por

Q, = ) x {1 c IR IR

#]0.7]

onde 0 <7 <+ e (1) € um aberto regular de /R" para cada 7 €0, 7]. Um tipo
particular de dominios ndo cilindricos, s@c aqueles difeomorfos a um dominio cilindrico

Qx [O,T ] por uma certa fungdo ¢ . Uma introdugdo mais formal respeito deste tipo de

dominios sera feita na Sec¢éo 1 do Capitulo 2.

Uma vez dadas u,, u, e 7, (fungdes adequadas), as equagdes acima

acrescentaremos as seguintes condigdes de contorno e inicial:

u=1u em |J dQr)x{}, (4)

1€0.7]



w0)=u,, t(0)=1, em 0}, (5)

Estaremos interessados em obter resultados de existéncia de solugdes para o
problema composto pelas equagdes anteriores, juntamente com as condigbes iniciais e

de contorno.

Neste trabalho nos restringiremos a tratar o caso especial em que #, = 0 porque

ndo ha diferenca essencial na argumentaco técnica caso em que isto ndo ocorra {(pelo

menos com hipoteses adequadas sobre u,), havendo apenas uma complicagdo nas

notagdes.

Teremos duas dificuldades fundamentais no analise do problema anterior. A
primeira delas ¢ a dificuldade intrinseca do problema devido a existéncia de ndo
linearidades de acoplamento entre as equagdes (elas jogam o seu papel mesmo em
dominios de fronteira fixa). Isto precisara de estimativas em normas de Sobolev mais
altas do gue aquelas usualmente usadas para a solu¢do do problema de evolugdo de
Navier Stokes. Mais precisamente, sera necessario ter uma estimativa em

10,7 HXQ()) para u, A obtenglio de uma estimativa deste tipo precisard, em

algum sentido, da denivag¢do da equagdo (1) com respeito do tempo. Porém, como a

frontetra muda com o tempo, a condigdo w,|., = 0, verdadeira e de facil obten¢do no

caso de fronteira fixa, ndo € facil de deduzir nos casos de fronteira movel, mais ainda,
podemos nos perguntar se esta condicdo tem sentido. Assim, a segunda dificuldade
técnica vem do fato de que no nosso caso a fronteira estd se movendo, o que introduz
também a necessidade de controlar com cuidado t.ermos que envolvem integrais sobre a

fronteira e que eventualmente aparecem na obtencéio de estimativas a priori.

Antes de relatar os resultados obtidos neste trabalho, € necessario comentar
sobre os resultados ja conhecidos envolvendo situagdes mais simples. Isto é nas
situagdes em que apenas uma das duas dificuldades técnicas mencionadas acima esta

presente.



Por exemplo, quando consideradas em dominios com frontetra fixa (dominios
cilindricos), as equa¢bes de Oldroyd tém sido relativamente bem estudadas. Em
Guillopé & Saut [20], por exemplo, sdo provadas a existéncia e a unicidade de solugdes
fortes locais no tempo (em espagos Hilbertianos, isto ¢ espagos baseados em £2(Q2)).
Também € provada a existéncia global quando o parametro ¢, os dados 1niciais e o
campo de forcas externas sdo suficientemente pequenos, bem como um resultado de
existéncia de solugdes periodicas no tempo quando o campo de forgas externas €
periodico. As provas destes resultados de existéncia local € feita pela utilizagio do
Teorema de Ponto Fixo de Schauder, precedida do estudo de problemas linearizados
adequados associados ao sistema acima. O resultado sobre existéncia de solugdes
globais ¢ obtido a partir de estimativas uniformes no tempo, enquanto que o resultado
sobre solu¢des periodicas utiliza tais estimativas, Juntamente com uma técnica utilizada

por Serrin [44] e Valli [51].

Na tese de doutorado de Ortega [34] ( “ Contribuigdo ao Estudo Teorico de
Algumas E.D.P. No Lineares Relacionadas com Fluidos no Newtonianos ), séo
apresentados resultados de existéncia de solugdes fortes para as equagdes acima no caso
ndo Hilbertiano, isto €, em espagos baseados em L”, p = 2, (veja também Fernandez-
Cara, Guillén, Ortega [11]). Tais resultados sdo de existéncia local ou entdo de
existéncia global para dados pequenos, porém com a existéncia giobal entendida em
intervalos necessariamente finitos, uma vez que os resultados requerem que o parametro
o seja pequeno de forma dependente do tamanho do intervalo de tempo considerado.
Reiteramos, porém, que todos estes resultados sdio obtidos para dominios de fronteira

fixa (cilindricos).

Para entender as dificuldades que surgirdo na analise das equag¢des em dominios
com fronteira movel, € necessario ressaltar que, devido aos tipos de ndo linearidades
embutidas nas equagdes, mesmo considerando o caso de dominios com fronteira fixa,
em todos os trabalhos anteriores fol estritamente necessario obter estimativas a priori

das solu¢des em normas relativamente altas (em termos de espagos de Sobolev).

Passemos agora a comentar sobre resultados associados a problemas em

dominios de fronteira mdvel, mas no caso em que as equacgdes consideradas sdo mais



simples que as anteriores. Mais especificamente, comentaremos sobre resultados
assoctados as equacdes de Navier-Stokes consideradas em dominios de fronteira movel.
Neste caso, a primeira das dificuldades técnicas menctonadas acima ndo esta presente e
€ importante ressaltar onde se encontram as dificuldades técnicas inerentes a este tipo de
problema. Observamos que em geral a analise da existéncia de solugdes requer um bom
conhecimento prévio do correspondente problema linearizado (neste caso, o chamado
problema de Stokes). Em dominios de fronteira fixa, esta € realmente a situagio;
entretanto, em dominios de fronteira movel, o problema de Stokes ¢ mais dificil e com
resultados bem menos desenvolvidos (pelo menos para dominios variando de forma

relativamente geral), o que traz dificuldades técnicas bastante sérias para a analise.

Entre os artigos que analisam este problema, no de Lions {29] (veja também o
livro {30]) encontra-se um resultado sobre a existéncia de solugdes fracas para dominios
ndo cilindricos ndo decrescentes. Posteriormente, Fujita & Sauer [15] (veja também
Fujita, Sauer [14]) provam um resultado de existéncia de solugdes fracas sem impor
uma condigédo de crescimento dos dominios como aquela em Lions [30]. A prova destes
resultados sdo feitas por meio do uso de um sistema de equagbes semelhante as
equagdes de Navier-Stokes em um dominio cilindrico, mas penalizadas na regido entre
o cilindro e ¢ dominio mével. A teoria de subdiferenciais foi utilizada por Otani &
Yamada [35] para analisar questdes de existéncia e unicidade de solugdes (inclusive
solugdes fortes) para as equagdes de Navier-Stokes em dominios ndo cilindricos. Em
Miyakawa & Teramoto [32] ha também um resultado de existéncia de solugdes fracas, o
qual foi obtido transformando o problema original em um novo problema, mas agora em
um dominio cilindrico, através do uso de um difeomorfismo adequado. Nos casos em
que o dominio espacial se move de forma especial, de forma radial ou suas variantes,
por exemplo, este tipo de técnica (isto €, a de transformar um dominio néo cilindrico em
um dominio cilindrico através de uma mudanga de coordenadas adequadas) tem sido
utilizada por muitos autores, tanto para analisar as equagdes de Navier-Stokes, quanto
para vartantes delas, Exemplos de artigos nesta dire¢do sdo: Conca, Rojas-Medar [9],
Rojas-Medar, Beltran-Barrios {41], Limaco-Ferrel [28], Milla Miranda, Limaco-Ferrel
[31] e Bock [3] Por sua vez, Salvi [42] tem usado o método da regularizagdo eliptica

para analisar problemas em domintos de fronteira mével. Em outro artigo, Salvi [43]



prova um resultado de regularidade para solugdes do problema em dominios nio

cilindricos usando uma técnica variacional.

A seguir passaremos a descrever brevemente a organiza¢do e o5 novos

resultados obtidos neste trabalho.

O Capitulo 1 tem por objetivo geral fixar as notagles e as hipOteses usadas no

trabalho, bem como recordar resultados que serdo posteriormente utilizados.

O Capitulo 2 esta dividido essencialmente em trés panes . Na primeira , fazendo
uso do teorema da fung¢do implicita , caracterizaremos um tipo especial de

difeomorfismos ¢, que parametrizaram os dominios onde em geral serdo obtidos os

resuitados de existéncia de solugdes tanto, para a equacgdo de Navier-Stokes, como para
o sistema diferencial de Oldroyd Na segunda se¢do apresentamos un resultado de
existéncia de solucdes regulares, Teorema 2.11, para o problema de Stokes em dominios
ndo cilindricos que serdo parametrizados por fungdes apropriadamente escolhidas na
primeira se¢do. Também no Teorema 2.11, obteremos estimativas a priori apropriadas
para as solugdes do problema de Stokes, que serdo fundamentais na terceira se¢do onde
no Teorema 2.18 estabeleceremos a existéncia de solugdes regulares para problema de
Navier-Stokes. Finalmente na se¢do 4 faremos alguns comentarios respeito das grandes
dificuldades que existem em tentar usar outras técnicas para estabelecer um resuitado de

regularidade apropniado para as solugdes do problema de Stokes em dominios nio

cilindricos.

No Capitulo 3, apéds de provar um resultado de existéncia de solugdes para uma
versio linearizada, da equagdo de Transporte (3), veja Proposigio (3.2), apresentamos
um resultado, o principal deste capitulo, de existéncia local de solugdes fortes para o
modelo diferencial de Oldroyd num tipo especial de dominios nio cilindrices.
caracterizados na se¢@o 1 do capitulo 2, veja pagina 56. O resultado citado, Teorema
3.5, sera obtido usando o classico Teorema de Ponto Fixo de Schauder. A unicidade de

solugBes para o sistema de Oldroyd sera o conteddo do Teorema 3.6.



CAPITULO 1

PRELIMINARES E RESULTADOS

O objetivo deste capitulo sera o de situar matematicamente o problema a ser
analisado neste trabalho, bem como o de introduzir as notagdes e hipoteses que serdo
empregadas ao longo dele. Recordaremos também alguns resultados ja conhecidos na
literatura e que nos auxiliarfo na analise do problema em capitulos subsequentes. Faremos
também um pequenoc resumo, mais técnico do que aquele feito na introdugdo, dos

resuttados obtidos.

1.1. A Derivacao das Equacoes de Escoamento de Fluidos Viscosos e

Incompressiveis do tipo Oldroyd e a Colocacdo do Problema.

Para auxiliar o leitor a entender a origem das equagdes que governam o
comportamento de fluidos viscosos € incompressiveis do tipo Oldroyd, faremos nesta segio

uma breve recordagdo de alguns resultados da Mecénica dos Meios Continuos.
As equagdes em derivadas parciais que descrevem o comportamento de um fluido
contido no interior de um recipiente correspondendo a um aberto @ de /R" sdo obtidas

utilizandoe as chamadas leis de balanco de massa e de momento linear. Tais equagdes sdo

as seguintes:

%+V-(pﬂ)=0, (1.1)

éigf_).+v-(pu®rx):V-Z+gf, (1.2)



Aqui p ¢ a densidade do fluido, ¥ ¢ a velocidade, Z é o tensor de esforgos obliquos e fo
campo de for¢as externas. Quando o escoamento é tal que podemos assumir que o volume
ocupado por um elemento de fluido permanece constante ao longo do tempo, o fluido é
chamado incompressivel, e entio devemos considerar uma nova condi¢do (condigdo de

incompressibilidade) dada por:
V-u=0 (1.3)

Por outro lado, para completar o sistema de equagdes (1.1)-(1.3), existem equagdes
suplementares que relacionam X com o resto das vanaveis do sistema, as quais sdo
chamadas de leis constitutivas. Tais relagbes sdo caracteristicas do material do qual €
constituido o fluido e do tipo de escoamento considerado. Quando o fluido considerado €
viscoso € incompressivel, uma let constitutiva freqlientemente usada € a seguinte ( lei de

viscosidade de Newton):
L=-pld+o,com o=2uD|ul. (1.4)

Nesta expressdo, p € a pressdc hidrostatica no fluido (que € uma fungio escalar a ser

determinada); Id € o tensor identidade; i > 0 € o coeficiente de viscosidade e
D{n]:%(VzhLVuT) (1.5)

¢ o chamado tensor de deformacdes. Como & € uma fungiio explicita de ¥, podemos

substituir em (1.2) e obter a equagdo

&pu) + V- (pu ® u) - udu + Vp = pf (1.6)

-

ot
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O sistema composto pelas equagdes (1.1)-(1.6) acima € completado com condi¢des
iniciais ¢ de contorno adequadas e ¢ entdo chamado de sistema de Navier-Stokes para
fluidos com densidade variavel (fluidos nio homogéneos). No caso especial em que o
fluido € considerado homogéneo, entdo p ¢ uma constante € a equacdo (1.1) ¢
automaticamente satisfeita, restando as equagdes dadas em (12)-(1.6) para serem
resolvidas. Estas sdo as chamadas equacdes de Navier-Stokes classicas. Em relagdo a este
tipo de equagdes existe uma extensa bibliografia (veja. por exemplo, Temam [49],

Heywood [23]).

E conhecido que em varias situagdes fisicas importantes os fluidos envolvidos
satisfazemn a relaglo constitutiva (1.4) { e entdo sdo chamados fluidos Newtonianos ) e
podem ser modelados pelas equagdes de Navier-Stokes classicas. Entrefanto, existem
muitos fluidos, naturais ou artificiais, que ndo satisfazem a lei constitutiva (1.4), e assim
sdo chamados ndo-Newtonianos. Estes, devido a imensa variedade de comportamentos
diferentes, ndo admitem uma lei constitutiva universal e, dependendo da sua lei
constitutiva, sio classificados em classes, que recebem diferentes denominagdes, tais como
a classe dos fluidos quase-Newtonianos, daqueles do tipo Oldroyd ou Bingham, etc ( veja,

por exemplo, Béhme [5) para um estudo sobre fluidos ndo Newionianos).

Uma experiéncia muito interessante ilustra a diferenga de comportamento entre
fluidos Newtonianos e ndo-Newtonianos submetidos as mesmas condi¢des. consideremos
um fluido colocado num recipiente cilindrico vertical (sem ocupar toda a capacidade do
recipiente), aberto na parte superior, que € submetida a pressdo atmosférica. Se uma barra
ctlindrica rigida é colocada no centro de simetria do vaso ¢ posta a gurar, a superficie do
fluido nao permanece plana. De fato, para fluidos Newtonianos, a parte da superficie livre
proxima a barra desce relativamente 4 suas borda. Entretanto, para alguns fluidos nio
Newtomanos, como por exemplo para fluidos de tipo Oldroyd, o comportamento da
superficie livie ¢ exatamente o oposto, tsto €, a superficie do fluido sobe no centro e desce
quando proxima das paredes do recipiente. O resultado deste experimento ¢ chamado Efeito

Weissenberg e informacoes mais detalhada sobre ele podem ser obtidas em [5].

11



Algumas das caracteristicas do tipo especial de fluido ndo-Newtoniano (fluidos do

tipe Oldroyd) que consideraremos neste trabalho serdo descritas a seguir.

Estamos interessados em fluidos que tém um comportamento intermediario entre
aquele observado em materiais elasticos e 2 que tém os fluidos Newtontanos viscosos, 1sto
€, na classe de fluidos chamados visco-elasticos. Eles tém a interessante propriedade de
apresentar “memoria”, isto &, o estado das particulas do fluido em cada instante de tempo ¢
depende de toda a historia antertor da dinamica do fluido, e nao apenas da situagio do
fluido naquele instante (veja, por exemplo, Renardy, Nohel, Hrusa [39] para um estudo

geral de fluidos viscoelasticos).

Um medelo particular para este tipo de comportamento em um fluido € dado pelo

modelo diferencial de Oldroyd (veja [34], [38], [39]), cuja lei constitutiva ainda é dada por:

S=—pl,+0, - (1.7)

mas agora com ¢ satisfazendo a equacdo.

(1.8)

Dt

DQD[HJJ

o+ 2 D" :ZT][D[H]+ A,

Aqui, o pardmetro 4 corresponde ao chamado tempo de relaxacio, 4, € o chamado tempo
de retardagdo satisfazendo 0< 4 < 4, e >0 € a viscosidade do fluido. Observemos que, se
tivessemos 4 = A, = O o fluido seria puramente viscoso, enquanto que, se 4, >0, A, =0,
o fluido seria puramente elastico. Neste trabalho consideraremos sempre que A, > 0.

Em (1.8) também aparece a chamada derivada objetiva com respeito ao tempo, que,

no caso de fluidos incompressiveis, pode ser escrita como:

Do Jo
= +u-Vr+g o, Vu), 19
2= g.(0.vu) (1.9)

12



onde g é um pardmetrotal que -I<a<l,e
g.(0,Vu)= oW[ul-Wiulo — a(D{u]o + oD[u]), (1.10)
com fu] comoem{l.5)e

W[u]:lz(Vqu'uT). (1.11)

Uma vez substituida a let constitutiva (1.7) em (1.2), as equagdes que governam o
movimento, no caso de fluidos incompressiveis e homogéneos (densidade constante), se

Iescreveim come

p[%+(u-V_)a)+Vp=V-a+pf, (1.12)

V-u=0, (1.13)

com o satisfazendo (1.8).

Por outro lado, observando que a expressdo ¢ dada em (1.7) pode ser rescrita como

onde tomamaos
A
T, =2n—Dl:
.\eu r] l [I]

2

¢ substituindo em (1.8) vemos que 7 satisfaz a equagao

13
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Nas expressdes anteriores 7,,, ¢ chamada a parte Newtoniana e 7 ¢ chamada a parte
puramente elastica do tensor 6. Por exemplo, no caso em que o fluido € constituido de uma
mistura de solventes e polimeros, 7, , corresponderia a contribuigdo newtoniana do

solvente ao tensor, em quanto que 7 representaria a contribui¢do elastica do polimero.

Podemos agora mediante un procedimento usual, adimencionalizar as variaveis e obter
finalmente uma forma padrio das equagdes que descrevem o comportamento dos fluidos

viscosos € incompressiveis do tipo Oldroyd:

ou
Re(5+(u-V)uj~(I—a)An+Vp=V-‘t+f (1.14)
V.u=0 (1.15)
We(%+ (1:-V}r+ga(r,Vu)J+ T= 20:D[u] (1.16)

m

) . AU .
€ o chamado mimero de Reynolds, We = 7 €° chamado nimero de

UL
Aqui, Re = P

Ay, .
Weissenberg ¢ a =1—== é o chamado pardmetro de reiardamento. As constantes U, L

30 respectivamente os valores tipicos de uma determinada situagdo fisica para a velocidade
do fluxo ¢ a longitude do dominio. Uma explicagio mais detalhada sobre o exposto acima

pode ser encontrada, por exemplo, em Guillopé & Saut [18] .

Como foi dito na introducao deste trabatho consideraremos as equacdes descritas

acima em um dominio de fronteira movel (dominio ndo cilindrico): dado T>0 seja

i4



Q, = UQ(’))‘ {r},

wf0.7)

onde, para cada te[O, T ], (X7} é um aberto regular e limitado de /R”. Recordamos

também, que usamos a notagdo I't para a fronteira lateral de O+ | isto €, para 0 conjunto

I, = {Jeo() < {1,

e|0.7]

Acrescentamos entdo as equacbes anteriores condicdes de contorno e inicial
adequadas para obter o seguinte problema, cujo estudo matematico sera o principal objetivo

deste trabalho: achar solugio de

Re[%ﬁ-(u-V)u)—(I-a)Au+Vp:V-r+f em Qr, (1.17)
V-u=0 em Q7 , (1.18)
Or
We[g-h(u-V)r +g.(r,Vu 7+ T= 2aD[u] em QO , (1.19)
Vi
u=0 emTIr, (1.20)
wO)=u,, rO)=r1, em €X0) (121)

Ressaltamos que neste problema sio considerados dados #, 7, e /, bem como as constantes
Re, We, & e a, enquanto que as incognitas sdo », p e 1. Nosso trabalho serd o de achar

condi¢des adequadas que garantam a existéncia de solugdes para o sistema (1.17)-(1.21).
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Para isto, teremos que situar melhor o problema do ponto de vista matematico, o que requer

que recordemos certas defini¢des e notacdes. Isto sera fetto na proxima segdo.

1.2. Resultados Auxiliares e Hipdteses Técnicas

Quando se considera um problema de evolugdo em dominio de fronteira mdvel
(como € o caso deste trabalho), conforme o tempo muda, as variavels envolvidas sdo
definidas em dominios diferentes. Por isso, nas notagdes, € conveniente ter o cuidado de
distinguir os espagos funcionais e operadores envolvidos a cada instante, através de
referéncta explicita ao tempo ou ao dominio envolvido 'naquele instante. Para fixar a
notagdo, isto sera feito a seguir. Entretanto, para ndo dificultar a visualizacdo, em varios
argumentos nos proximos capitulos e sempre que nao houver perigo de confusdo, nio

explicitaremos tal dependéncia, assumindo que o leitor estara de sobreaviso.

Seja Q um aberto regular de /R” ( fixo no que resta deste trabalho ). Como ¢ usual
para 1< p<o denotaremos por I7(Q) o espago de fungdes p-integraveis em .
Usaremos a notag¢io L™ (Q) para o espago das fun¢des mensurdveis e essencialmente

limitadas em 2. Os espagos anteriores so munmdos das normas usuais.

Necessitamos também dos espagos usuais de Sobolev W*7(Q), onde k,p sio

niimeros inteiros positivos, No caso especial p=2 empregamos a notagio H'(Q).
Usaremos a notagio () para o espago mmm munido da norma induzida por
H'(Q). Lembramos que para 721, assumindo uma regularidade apropriada para Q,
existe um operador linear continuo ¥, : H'(Q)— L*(2Q), o operador trago, tal que
7, (f)= flae paratoda fe Cz(ﬁ)', mais ainda e possivel provar que Ker(y,)=H!(Q).

Uma referencia classica para espagos de Sobolev é Adams [1]
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A teona conhecida para as equagdbes de Navier Stokes € bastante ampla e variada.
Para descrever alguns destes resuitados, que serfio usados repetidas vezes neste trabalho,
necessitamos introduzir antes as equagdes de Stokes, que correspondem a uma certa

linearizagdo das equagdes de Navier Stokes:

-Au+Vp=f em Q
Viu=0 em Q (1.22)

u=0 em X}

Uma forma matematicamente adequada de estudar tais equagdes € a de trabalhar em
espagos functonais nos quais a condi¢io de incompressibilidade na equagdo (1.22), isto ¢

V-u =0, esteja embutida. A condigio de contorno requerida também sera incluida nestes

espagos ¢ para isso, necessitaremos que quando v e I2(Q) seja tal que V- u € I (€2), entao,
a expressio u-n[m , onde 1 € o vetor unitario normal a oQ, deve estar definida

satisfatoriamente. De fato, é provado em Temam [50] veja pag 9, a existéncia de um

operador lineal continuo

¥, EQ)— 77 Q)

u—"u- zyj o

onde E(Q):{ feLz(Q):V-fELZ(Q) } e H_]E(Q) é o espaco dual de ;VO(H‘(Q)), tal

2o para todo w e C 2@) Entdo com as notacdes anteriores, introduzimos

que }/,?(u]: u-n

0s seguintes espacos:

HQ)={ ve’)(Q) ;V-v=0, yq(v):o ¥,
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V(Q)={ ve H)(Q) :V-v=0}

munidos das normas induzidas por Z?(Q) e H,(€2) respectivamente. Pode ser provado que

H{Q) e F(Q) sio exatamente os completamentos do espago vetorial
vz{ feCiQ):V-f=0 }

nos espagos L’ (Q) e H '(Q), respecttvamente. Usaremos a notagio P(Q) para o projector

ortogonal de 1?(Q) em H(Q). O operador P(2) e conhecido como o operador ortogonal

de Helmholtz.

Definiciio 1.1. O operador de Stokes 4(Q2) em H{(Q) ¢ definido pela expressio

AQ): HHQ)NV(Q) - H(Q) -
S = A )= P

A seguinte proposigdo, que fornece um resultado altamente ndo trivial devido a

DeRham, tem um significado fundamental na teoria das equagdes de Navier Stokes.

Proposigio 1.1, Seja Q um aberto de JR" ¢ f = {f,, f,... /,}€ D'(Q). Entdo

f =grad(p), peD(Q)

se, e somente, se {f,v)=0 vveV.

18



Como dissemos acima, a Proposi¢do 1.1 € de primeira importancia na interpretagdo
da equacdo de Navier Stokes. De fato, aplicando o operador de Stokes na equagdo (1.22),

esta pode ser rescrita na forma

Au = f, (1.23)
ueD(A),

pois Vp é ortogonal a o espago H(Q). Assim a equagdo (1.23) tem uma formulagao

variacional obvia, que motiva a seguinte definigdo

Defini¢do 1.2. Uma fungio u eV (Q) sera uma solugio fraca da equagdo (1.23) se

(Vu,vv)=(f,v) vvel(Q). (1.24)

Observe que se # € uma solugdo fraca da equagdio (1.23), entdio no sentido das

distribuig¢bes, temos
(— Au—f, v} =0 Vve V(Q)
e, pela Proposigio 1.1, existe pe D'(Q) tal que
—Au+Vp=f

o que estabelece uma equivaléncia entre as formulagdes (1.22) e (1.23).

De manetra similar ao que acontece com o problema de Poisson, com condigdes de
contorno de Dirichlet ou de Neumann, as solugdes do problema de Stokes niio homogéneo,

sdo mais regulares que a for¢a externa. Nos préximos resultados notamos por
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1
w2 — e

+ —--I-_rz
W () a o espago W = (an):yo(wm-z-“(n)) munido da norma

. .
mala o= onf
- o3 ro{v}il

1%

u,m*?.ﬂ [D :I .

Teorema 1.2. Seja Q um aberto limitado de IR” de classe C” com r = mci:r{ m+2.2 }

m>0 inteiro. Suponha que weW?>*(Q) peW™(Q) l<a<ow sio solugdes do

problema generalizado de Stokes

—Au+Vp=f em Q
Vu=g em () (1.25)

u=¢ em <)

Se feW™(Q), geW™= ¢ geWp™ =" (62) entao
wueW™r Q)  pewWm(Q) (1.26)

e existe uma constainte ¢, ((9,(1,7!?, Q)> 0 tal que

0] } (1.27)

R
g +J¢!ls’"_"§'“ EAg +d, u

{
H,md.n(ﬁl S CDT ‘f

‘H s S ey * ‘p W0 + ’g

onde d, =0 paragz2,d,=1paral<a<?2.

No caso especial #=2 o #=3 temos 0 seguinte resultado,
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Proposicio 1.3. Seja £ um aberto de R", #=2 o m=3, de classe (" com
r=ma’x{ m+22 } mz>~-1 inteiro e sejam feW"(Q), geW™'(Q) e

1

¢ € W™= (2Q) verificando a condigio de compatibilidade

Jte=[ponl

Entdo existem tnicas fungbes w, p (p ¢ Gnica salvo constante ) solugdes do Problema

(1.25). Mais ainda w, p cumprem (1.26)(1.27)com d, =0 para l<a <.

O Teorema 1.2 segue de Agmon, Douglas e Nirenberg [2] enquanto que a

Proposigio 1.3, pelo menos para o caso #=3, fo1 provada totalmente por Catabriga em [5]

Defini¢do 1.3. Diremos que uma solugio fraca v € V[Q], da equagéo (1.23) é uma sohigdo

forte, se w € H*(Q)NV(Q2).

Observe que se # é uma solugdo forte da equagdo (1.23), entdo a equacio (1.22) se verifica

gtpem Q.

Varios resultados de existéncia de solugbes para o problema de Navier Stokes
podem ser obtidos com a combinagéo dos resultados anteriores sobre as equagdes de Stokes
e o classico teorema de ponto fixo de Schauder, que por facilidade de referenciar incluimos

a seguir;

Teorema 1.4, (Ponto Fixo de Schauder): Seja X um espago de Banach, ¢ < X limitado,

convexo e fechado, F : (C — C uma fungie compacta. Entdo £ tem um ponto fixo em C.
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Como foi comentado na introdugao deste trabalho, os resultados de existéncia, tanto
para equacdo de Navier Stokes, como para o modelo diferencial de Oldroyd serdo obtidos
numa certa classe de dominios nao cilindricos, que denotamos €., ((9) Aqul @ sera un
difeomorfismo apropriadamente escolhido na primeira parte do Capitulo 2, usando

.essencialmente o Teorema da Fun¢do Implicita em espagos de Banach, que enunciamos a

Seguir.

Teorema 1.5, ( Fun¢do Implicita ). Sejam X , Y e Z espacos de Banach, U , V abertos em

X | Y respectivamente. Suponha que F:U x} — Z ¢ continuamente diferenciavel (de

classe C* , k=21), que (x,,5,)e UxV, que F((x,,», )=0, ¢ que a derivada parcial
F.(x,,¥,)€ L(X,Y) tem inversa continua,
Entfio existe uma vizinhanga U, x}, cU x}V" de (x,,y,) e uma fungio &V, > U,

continuamente diferenciavel (de classe C*, k>1), com &(y,)=x,, tal que para

(x,v)e U, xV,, Flx,y)=0 se, e somente se, x = £(y). Portanto, para todo y €V, temos

que F(E(v)¥)=0.

1.3. Resultados conhecidos sobre Problemas Associados

Para facilitar ao leitor a comparagio com os resultados a serem apresentados neste
trabalho, nesta se¢io comentaremos, de forma um pouco mais técnica do que 1a
Introducdo, alguns resultados conhecidos envolvendo as solugdes dos problemas associados

aqueles deste trabatho .

Primeiramente lembramos a questdo da existéncia de solu¢des para o problema de
evolucdo do sistema de Oldroyd no caso de dominios com fronteira fixa (dominios
cilindricos) a que tem sido relativamente bem estudada. Em Guilloupé & Saut {20], por
exemplo, sio provadas a existéncia e a unicidade de sclugdes fortes locais no tempo, bem

como a existéncia global quando o pardmetro &, os dados iniciais e o campo de forgas
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externos sdo suficientemente pequenos. Naquele artigo € também provado, usando uma
técnica de Serrin [44], veja Valli [51] por exemplo, um resultado de existéncia de solugdes
periodicas no tempo quando. o campo de forgas externos € periédico. Em termos técnicos,
os resultados encontrados em Guilloupe & Saut [20] que s3o mais relevantes para nosso

trabalho sdo dados nos seguintes teoremas:

Teorema 1.6. Suponhamos que e, fell (R‘;H’(Q)), fell, (R+;H (@),
u, € D(4(R), 7, « H*(Q). Entio existe 750, u e I2,(0.7;H* (@)~ C(0, T} D(4(Q))),
com u, e L (0,T;v(@)Nco. 7] HE®)), pe2 0.7.H 2(Q)) (onde p e a pressio
associada ),e 7 [IO,T ]: H! (Q)) tal que (u, D, r) € solugio do problema (1.17)-(1.21) em

[O,T]XQ,

Teorema 1.7. Seja X2 C*. Existe 0<a, <1, dependendo do Q) tal que se O < <@, ¢
se u, € D(4(Q)), 7, eH(Q), fel” (R+;H1(Q)), 7 eLi(RﬁH‘l (.Q)), sS40 pequenos

em sus respectivos espagos, entio existe uma Unica solugdo (u,7) do problema (1.17)-

(1.21) definida para todo tempo ¢ >0 e verificando que # € C, (R+;H‘) , 7eC, (R+;H'),

A prova do Teorema 1.6 ¢ baseada no uso do Teorema de Ponto Fixo de Schauder,
com o auxilio do estudo prévio de problemas linearizados naturais associados a equagio de
Navier Stokes e a equag@io de Transporte (1.16). O Teorema 1.7 se obtém a partir de

estimativas uniformes no tempo.

Na tese de doutorado de Ortega [34], sdo apresentados resultados, no caso ndo
Hilbertiano e sempre para dominios cilindricos, de existéncia local e global para dados

pequenos, mas sempre em intervalos finitos, de solugdes fortes para problema (1.17)-(1.21).

Como nos trabalhos acima, a analise do Problema (1.17)-(1.21) em dominios nio

cilindricos necessitara do estudo anterior do correspondente problema linearizado da



equacdo de Navier Stokes, 1sto €, do estudo do chamado problema de Stokes. Entretanto, tal
problema € mais dificil e menos desenvolvido do correspondente em dominios fixos. A
seguir descrevemos brevemente alguns resultados conhecidos acerca deste problema que
sa0 relevantes para o nosso ¢aso.

Em Fuyjita & Sauer [15] € apresentado um resultado de existéncia de solugédo fraca; a
prova é feita por meio do uso de um sistema penalizado. Em Miyakawa & Teramoto [32] é
apresentado um resultado de existéncia de solugdes fracas, que € obtido transformando o
problema original em um novo problema diferencial cilindrico, usando um difeomorfismo
adequado. Um outro trabalho que merece ser destacado € Salvi [44]. Neste artigo Salvi,
usando uma generalizagdo do Lema de Krein Milman ¢ um método variacional, apresenta
um resultado de regularidade para as solugdes do problema de Navier Stokes.
Lamentavelmente nao sera possivel usar tais téenmicas no nosso caso, devido
fundamentalmente ao fato de precisarmos uma alta regularidade espacial da velocidade
devido as ndo linearidades de acoplamento do sistema. Durante o desenvolvimento deste
trabalho e especificamente no Capitulo 2 faremos comentarios mais precisos a respeito das
dificuldades que aparecem ao tentar empregar as id€ias de Fujita [15], Inoue & Wakimoto

[25] e Salvi [43] no problema (1.17)-(1.21).

1.4. Novos Resultados

Nesta secfo descreveremos de forma resumida, porém mais técnica, 0s novos
resultados obtidos neste trabalho. Nesta tese apresentamos um par de resultados de
existéneia de soluges para o problema de evolugdo de Navier Stokes ¢ do modelo
diferencial de Oldroyd em dominios ndo cilindricos. Tais resultados serdo obtidos num tipo
especial de dominios ndo cilindricos. Sua caracterizagéio sera por difeomorfismos ( sobre
sua imagem ) de forma ¢:Qx[0,7]> IR™ ¢ tais que cp(Qx{O,T]):Q(z)x{t}. Para
facilitar a leitura, denotaremos os dominios néo cilindricos na forma Q,(p)=¢(Q x [0, T])

e associados a tais ¢ consideraremos os espagos funcionais seguintes:
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,(0)~{ )i e LT, @OINL O DA~
u, € (0,7, HHQE)NV Q)N L (0. T () 4,(0) =0,

pe 20.T;H Q) p, e 20.T;H Q) VR0 =0, [ pdr = [p,ac=0

Q) Qfr)

u, € 20,7, H{Q)) }
C, = {ga cCQxp,7):¢ ¢ dz’feomorﬁsmo} ,

X, {p)= { feror B @) £ e 20.7: 1:Q0) r(0)=0 }

munidos das normas naturais, isto é,

2 2 2 2 2
|(”= P )’H', = Julﬁ(o,f;n HedoinLrforotalafh + jur ‘L”(D,T:I'fQi.r WNER(0.T Dt 40 1)) + ]p 'Lﬁ(o,r;:ﬂ (efr}) + IP; ‘f(o_r;n'{nu )

Mc =Sup{%¥/—(}’*)}EQX[O,Tl f:1..,4,j:0...3}
€
2 Y 2 ¢ 2
W= [Vl ® = [l

No Capitulo 2 provaremos um resultado de existéncia ¢ regularidade para as
solugdes do problema de Navier Stokes em dominios néo cilindricos apropriados. Com as

notagdes introduzidas anteriormente enunciamos os seguintes Teoremas:
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Teorema 2.18. Seja T>0. Existe uma vizinhanga W da ldentidade em (', tal que se ¢ ¢ W

cumpre que

o(v.1)={p, (., x) 0, (.x)..,0,(t,x)1)

ox

g

Det [5—(?1)—(”5)} =y(f) em Q) v 1<f0,7],

entdo para todo f e X,(p) existe 0<T, <T e (u,p)e W (), solugdo do problema de

Navier-Stokes

u,—Au+@ Vu+Vg=f em Q,(p),

divlu)=0 em Q,(p),
u=0 em I,

y(O):O em Q(O).

A prova do Teorema 2.18 sera baseada no uso do Teorema de Ponto Fixo de
Schauder e, portanto, sera importante obter antes resultados de existéncia de solugdes
regulares, mais as respectivas estimativas a priori, do problema de Stokes. Tais estimativas
também serdo fundamentais no estudo do sistema de Oldroyd no Capitulo 3 e séo parte do

conteudo proximo teorema de existéncia de solugdes para o problema de Stokes:

Teorema 2.11 Seja T>0. Existe uma vizinhan¢a W da Identidade em C, tal que se p e W

cumpre que

o(3.0)=(p,(.x) 0, . x),. 0, x}1)
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Kl

do )| |
Det {%— g =5(t) em ) v IE[O,T],

entio para todo f € X, (p) existe uma tnica solugio (, p)e W, (p) do problema de

Stokes

W, -Aw+Vp=f em Q_(p)

div(w)=0 em Q, ((0)
w=0 em I
w(0)= 0 em 0(0).

Mais ainda existe C{p)> 0 independente de f € X, (@) tal que,

6P ) g SCEN

No Capitulo 3, se apresentam dois resultados principais. O primeiro, Teorema 3.5 é
um resultado de existéncia local de solugdes para o modelo diferencial de Oldroyd em
dominios ndo cilindricos como os introduzidos no inicio desta se¢do. O Teorema 3.5 € o
principal resultado deste ‘capitulo. Sua prova requer os resultados de regularidade obtidos
no Capitulo 2 para a equagdo de Stokes, bem como resultados de compacidade apropriados
em espagos do tipo I’ (O,T H '(Q)), (veja a Proposicdo 2.16 do Capitulo 2). Sera
necessario também o uso conveniente do Teorema de Ponto Fixo de Schauder e o estudo de
uma versdo linearizada da equacio de transporte (1.19), o que é feito na primeira se¢do do

Capitulo 3 (Proposi¢io 3.2). Em detalhe, os enunciados destes resultados sdo os seguintes:
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Propoesicao 2.16, O conjunto

A(Q, 10,R)= { fer2.r @) fe 20,7 H'(©QE)) f <12(0,7:2(0f))

Ifﬁ:(o_rﬂlmg n_} + ‘fr ’i:(o,m:{mr}}] =R }

e relativamente compacto em L’ (0, T L}’(Q(r))),

Proposicio 3.2. Seja T>0 e ¢ <(,. Entio para todo 7, € H*({X0)) e toda fungio
i e 1'(0, . H* ()N D(4(Q1)))), o problema

We[aﬁ; r+(@-Vi+g,(r: Vﬁ)} + 1= 2aDli] em Q_(p)

T(O) =T, em Q(0)

tem uma solugdo 7 € L” (O,T : Hz(Q(I))), com 7'e L7(0,T, H'(Xr))). Mais ainda existem

constantes positivas C,,¢, independentes de 7 & [0, 7] tais que

et = el el )

4a da
i {DTH [QI:;;) { “TUH +C We }exp(c cﬂ”“”i‘ {)IH |£2r} { ” ]lI_ TINEYSINIERIT +(1 We}
0 0

2
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Teorema 3.5. Seja T>0. Existe uma vizinhanga W da Identidade em ', tal que se p e W

cumpre que
ol = (o (. x)0,00,x),.0,0,x)1)
DetﬂWlHJZJ’@ em Q(t) v teo,7],

(@)1

3% )< 0- em 30()

e se fe M0, 7. H' (1)) com ¥, GLZ(O,T;E(Q(:))) e f(0)=0, 7, € H}X0)) com
V-7, =0, onde o, €)= t)x fr} paratodo ¢ € [0, 7], entdio existem T 2T >0 e fungdes
we POT,H QN L ©0,7,D(40)), rel”(0,7.H* @), p < I*0,T; H(Qr)))
comprindo que x, e 20, T H' Q)N L 0,7 v @), rer0,T.H ‘(Q(t))) e
p el (0,? H ‘(Q(t))) tais que (x, p,7) ¢ solugdo do problema diferencial Oldroyd (3.1)-

(3.5) em Q-{(p) com condigdes iniciais #(0)=0 e 7(0)= 7,

O Capitulo 3 sera finalmente completado com a Proposi¢do 3.6 onde se estabelece a

unicidade das solu¢des do sistema diferencial de Oldroyd.

Teorema 3.6. Suponha que ¢ € ¥, onde W’ € o aberto garantido no Teorema 3.5. Entdo o
modelo diferencial de Oldroyd (1.17)-(1.21) tem uma unica solu¢do (u,r) na classe de
fungdes [ (0, T.H 3‘(Q(i'))f’}D(A(J!)))x o7 ;H'(Q(r))), A pressio p e Gnica salvo

constante no espago L’ (0, T.H’ (Q(r)))
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CAPITULO?2

As Equacdes de Stokes e de Navier-Stokes em Dominios Nao

Cilindricos

Estudamos neste capitulo a existéncia de solugdes suficientemente regulares, para a

equagdo de Stokes e de Navier Stokes em dominios néo cilindricos.

As principais notagles, assim como os resultados mais relevantes, foram
apresentados no Capitulo 1 e, em geral salvo mudangas obvias, serdo suficientes para o

desenvolvimento deste e dos outros capitulos.

Na primeira parte deste Capitulo, Se¢do 1, fazendo uso principalmente do Teorema
da fungdo implicita em espagos de Banach, determinaremos uma certa familia E, de
difeomorfismos, com dominios em Qx[o, f] ( em geral constituida por perturbagdes da
identidade ) que parametrizardo os dominios ndo cilindricos Q, () ( veja a Definigio 2.1),
onde serdo obtidos os resultados de existéncta de solugdes para o problema de evelugéo de
Stokes, e como consequéncia, o de existéncia de solugdes para a equagdo de evolugdo de

Navier Stokes.

Na Secio 2 apresentamos um resultado de existéncia de solugdes para o problema

de evolugiio de Stokes em dominios do tipo €, (@) , para ¢ € E, veja Teorema 2.11. Mais

ainda, neste resultado se estabelecem estimativas a priori apropriadas, para as solugdes do

problema de Stokes em dominios do tipo Q,(p) a serem fundamentais na obtengio, ndo

56, da existéncia de solugdes para o problema de Navier Stokes ( a ser feita na se¢io 3)

como também, da existéncia de solugdes do modelo diferencial de Oldroyd no Capitulo 3.
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Na Sec¢do 3 € apresentado um resultado de existéncia de solugdes regulares para o
problema de evolugdo de Navier Stokes, veja Teorema 2.18. A prova do teorema sera feita
usando o Teorema de Ponto Fixo de Schauder, pelo que é fundamental o estudo feito na
Se¢dio 2 com respeito & existéncia, unicidade e estimativas a priori do problema de
evolugio de Stokes.

A Seg¢do 4 tem por objetivo explicitar as grandes dificuldades técnicas geradas a o
tentar estabelecer um resultado de regularidade para as solugdes do problema de Navier
Stokes em dominios nao cilindricos, mediante técnicas como as usadas por Fujita-Sauer em

[15], Miyakawa & Teramoto em [32] e Salvi [43].
2.1. Argumentos preparatorios

Nesta primeira secdo estudaremos a linearizagdo do problema de Navier Stokes,
conhecida como o problema de Stokes, em dominios nio cilindricos. Reiteramos a
importancia deste resultado na tarefa de obter um resultado de existéncia para a equacao de

Navier Stokes usando técnicas de ponto fixo.

Fixamos para o resto deste capitulo, um aberto Q c J/R", ne {2,3}, limitado e de

classe (', isto ¢ um dominio onde 8Q e localmente uma superficie de classe C*.

Comecemos lembrando que o Problema de Stokes comresponde a resolver as

equagdes

%—pﬂu-!—Vp:f em £, (2.1)

Vu=0 em €1, (2.2)

Como antes u(x,7) é a velocidade, p = p{x,1) é a pressdo hidrostatica, f ¢é a forga externa,

>0 € a viscosidade, €, € um dominio ndo cilindrico que pode ser descrito na forma
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Q, = |JA) x 1y,

wf0.7]

onde cada Qff) ¢ um aberto limitado, suficientemente regular de /R” ¢ T>0 ¢ um nimero

finito, Usaremos a notagdo I'; para nos referirmos ao conjunto

I, = | J&)x i1

ef0.T )
O problema é completado com condigdes iniciais ¢ de contorno, que nosso caso serdo

u=0 em I, (2.3)
u(0)=u, em Q(0) (2.4)

Definicio 2.1. Seja ¢ : Qx[0,T]— IR™" um difeomorfismo. Usaremos a notagio Q. ()

para denotar o dominio

Q, (@): U@({,Q)_

rcf0.7]

Durante este capitulo, serdo feitas maiores hipoteses técnicas respeito ao dominio

Q, (), especialmente no que se refere a fungiio ¢ .

Recordemos agora dois resultados apresentados em Inoue & Wakimoto [25]

Fixemos um difeomorfismo
¢ [0, T]xQ — IR™ (2.5)
tal que
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o< = )<t}

¢ dizer o(r.0)= (o, (t.x).0, (. x)...0, (. X),7) (2.6)

e onde

C-*J&‘_J

Ao ) {1, x
Det {i@_ﬁ_)_ﬂ_)} =y(r) em ) v refo7], (2.7)
[0}
isto €, a expressdo em (2.7) € uma fungio exclusivamente do tempo.
No resto deste capitulo, usaremos a notagio

05)= 07 (5, 0) = (o7 (e ) 05 (x, 1), 07 (x,1)0)

¢ dada uma fungio vetorial u:Q (p)—IR", definimos a  fungio

7 =" (y,5).72(y,s)..7" (y,5)) com dominio em Qx[0,7] e componentes dadas por

@' (y,s)= Z B (ol 5y (o (v,5)) (2.8)

2
Similarmente para uma fungdo escalar p: Q, (9} — /R definimos a fungio

p(y.s)= ple(y,s)) (2.9)

Usando as transformagdes previamente estabelecidas podemos rescrever a equagio

(2.1) na forma { veja Inoue-Wakimoto [25] pag 306-308 )
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cu =

~ L.so)i+Mly,s,0)i +V p=1
oy

onde
(Lir) =gV V.,
-2
(MY _[ ’JVJ;;,. +[E}y} il B 75
i or, \ sy,
-1 [N aﬁ
(Vafw‘ap)_g [ij »
com
1 E:j'}r' 6}’ L] 6x 6x
g}:[_l{ J} g.:(—k]-ﬂ_‘,
o,
Vi =T,
oy,
avay . N
V.V = (@J )+I“;JVJ.uI -T, V,u,
. ’k

21-5‘ = gk,.’ Egi,f + agj..? _ agi'.lj
v ay} oy, &y,

Aqui utilizamos a notagdo de Einstein, isto €, aquele que significa que indices repetidos sdo

somados.

A importéncia da transformagic ¥ — ' , é que ela tem uma propriedade fundamental dada

pela seguinte proposi¢ao ( veja Inoue-Wakimoto [25], Proposi¢io 2.4 pagina 306 ).

Proposigio 2.1. A transformagic u — # preserva o divergente. e dizer

div, @)=div. () em Q,(p)

onde div, e div, denotam respectivamente os divergentes calculados nas varidveis x e 3.
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A Proposigio 2.1 nos permitira transformar o sistema de Stokes ( homogénea no
que se refere a equagdo do divergente ) em um novo sistema no cilindro Qx [O,T] ( mas
ainda homogénea no que se refere a equagiio do divergente ).A importdncia da propriedade
estabelecida pela Proposigao 2.1 € clara. De fato gracgas a esta, no sera necessario definir
novos espagos de fungdes agora associados com a fung¢ao transformada. Em geral, usando
uma outra transformagdo estos espagos de fungdes sao definidos a traves de alguma
expressdo funcional do tipo Z, (u), onde L, (v) se cumpre se, e somente, se divlu)=0.
Assim a complexidade da nova equagio poderia ser ate maior que a do problema original.
O anterior foi nossa principal motivagio para usar a transformacio definida em (2 8) neste

trabalho.

O préximo resultado nos permite relacionar as solugdes do problema (2.1)-(2.4)
com as solugdes do novo problema. Sua a prova pode ser achada em Inoue-Wakimoto [25],

Proposicio 2 5 pagina 307.

Teorema 2.2, Seja (u,p) solugdo do problema (2.1)2 4). Entao (i?, P} satisfaz a equagiio

%— L(y,s. 0¥ + My, 5,000 +V p=f em Qx[0,T] (2.10)
AY

divfii) =0 em Qx[0,T] (211)
W=0 em 00 (2.12)
7(0)=#, em Q0). (2.13)

Mais ainda, a reciproca também ¢é verdadeira (isto €, aplicando a transformag8o inversa

retomamos o problema original ).

O Teorema 2.2 permite de fato transformar a equagio de Stokes (2.1)-(2.4) na

equacdo (2.10)-(2.13) definida no cilindro Q x [0, il
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Observamos que quando ¢ ¢ a identidade, as equagdes anteriores se reduzem ao

problema usual de Stokes em um dominio fixo, para o qual se conhece a existéncia de
solugdes regulares e estimativas a priori. Isto nos -motiva a tentar aplicar o Teorema da

Funcio Implicita para obter o mesmo tipo de informagéo para ¢ que sejam perturbagbes da

identidade Para isto, usando as notagdes anteriores, definimos a seguinte aplicagéo:

F W, xCpxX, - X, <0} ((Q)

F((v, q), @, D, f) = (ﬁ +M(}’,s,qo)u - L(y, s,@}v + ng q— f,dr‘v(v), v(O)J (2.14)

Os

onde

W, = {(v, g):ve 2(0, T H QNP Q) v, e 12(0,7: H(Q))

[qdc =0, ge 20,7 H'(Q)) W0)eV(Q) } 2.15)

W (p)= {(\ g):ve (0,7 H*@O)NVQ()), v, e I*(0.7: HOL))

pe 20T H'(Q0) w0)e p(4E(0)) }

C, = {w ; Qx[{), T]-—) IR .y e diffeomor_'ﬁsmo}ﬂCB(Qx[O, TD,
munidos das normas

vrif{o,rﬂmfojjj + ""; E:i{).f"ﬂ{ﬂ}} + 'qﬁz(o.rﬂfr;m) + ""(0}12'40}’

), =

2 2 1 2 2
j(\-’, ‘?).} . = ‘vJL:{'U,T:D{A{Q{f]'i,i} +}1-‘r ‘f(o.r:mﬂ[;m + ’q!L:(O.T:H'EQ[IJ]J +[v(0]:'[£)(0},1’

Frie
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v, :sup{ Dylx): (. x)e0xo.7]) i=1..4 }
€ 05 €5pagaos
X, =140,7: 1*(Q)) (2.16)
X, (p)=12{0,7 - 12(©1))

munidos das normas

L/

T
i', = _ﬂf'im}ds
O

T

1f|i}(@) = ﬂfﬁmrsnd‘

1]

respectivamente,

A fungdo F, especificamente com respeito aos espagos W, e X,, deverd ser
modificada convenientemente. O modelo atual para /' tem por finalidade expor as 1déias a
serem usadas, assim como identificar as principais dificuldades técnicas que surgirdo com
0 seu uso conjunto com o Teorema da Fungdo Implicita.

Suponhamos por agora que a fungdo F ¢ suficientemente regular, de modo de

permitir o raciocinio que segue. Como a fungio F é linear respeito da variavel (v, p)

teremos que

Dy i {(0,0),1,,00w,q) = (w, - Aw + Vq,div(w),w(0)) (2.17)

Observe que o operador D, P}((O,O),I ,,0) depende fortemente da equacdo de Stokes em

[O, T ]>< Q). De fato a teoria geral das equacdes de Stokes, estabelece que D, v ((0,0),1 ‘,.0)
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¢ um isomorfismo, veja Proposi¢iio 3.1.2 em Temam [49], pag 267. Como
F((0,0)7,,0)=0, o Teorema da Fungio Implicita garante a existéncia de vizinhangas F,
de (0,0)eW,, ¥, daidentidade em C,, ¥, de O€ X, e a deuma fungio &:F, x}, > F),

que tem a mesma regularidade da fungio F, tais que

F(Ep, o, f)=0 ¥ (p,f)el, « 1] (2.18)

Mais ainda F({u,ple,f)=0 com (u,p)e}, e {p,f)el, x}, se, e somente, se
(w.p)=¢lo. 1).

A interpretacio da equagio F(&(g. f ),(0, f)=0. ¢ clara: se u:Q,(p)>IR" ¢
p:Q,(p)— IR sio fungdes tais que (@,p)= &(p, f), pelo Teorema (2.2), e supondo que
@ satisfaz as condigées (2.5)-(2.7), temos que (u, p) ¢ a solucdo do problema de Stokes no

dominio Q,(p), para forga externa g e X.(p) e condigio inicial v, €V (Q) tais que

g=-f e ¥ =u(0).

O procedimento anterior seria adequado, se no nosso case as ndo linearidades de
acoplamento entre as equagses do sistema diferencial de Oldroyd, ndo exigissem um maior
comtrole da regularidade espacial para as solugdes do problema de Stokes. Como veremos
no Capitulo 3, especificamente devemos ter, pelc menos, que a velocidade
nel’ (O, T, H (Q(r))) Esta propriedade podera ser obtida usando a Proposigio 1.3, se por
exemplo, tivemos mais regularidade na forga externa f e em u,. Deixando de lado na
argumentacio a seguir, a condigio sobre a forca externa, por razdes técnicas, e talvez até de
compatibilidade com respeito dos espagos funcionais usados no Capitulo 3, precisaremos

ter que u, & 12(0, 7,1 (). Obter a condigio de fronteira e a regularidade requerida para

u,, num dominio onde a fronteira estd mudando com o tempo, apresenta dificuldades

T

técnicas dificeis de serem vencidas. As questdes anteriores deverdo ser refletidas na
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definicio da fungio /, provocando modificagdes nos espagos W,, W.(¢), X,,
X {p),.etc.

Pelo exposto anteriormente, o tipo de condig@o 1micial, assim como a for¢a externa,
a serem consideradas no problema de Navier Stokes deverdo ser especials se queremos
obter melhores regularidades e estimativas a priori. Para isto apresentaremos abaixo um

resultado nesta dire¢dio, para dominios fixos, que nos sera util posteriormente.

Definicdo 2.2. Seja {M :neN}, a base ortonormal do espago A (Q) composta pelas

autofungdes do operador de Stokes 4(Q) em H*(Q)NV(Q). Definimos o conjunto D, (4)

pela expressdo

——H(0)

D,(4)={{w}.\) (2.19)
aqui {{w, :i € N}) € o espago vetorial gerado pelo conjunto {w, : n e N}.

Observacio 2.3. Resulta obvio que se w, € DS(A), existe uma segiiéncia (uo_,,)n__\, tal que

N,
paracada ne N, u,, = > aw, com N, >N, eonde u,, —u, fortemente em 4°(Q).
i-1

Observe também que Alw, ,)— A, ) fortemente em H'(Q) ¢ que Afu,, )e H}(Q).

Proposicio 2.3. Sejam u, < D,(Q), fel (O,T - H 1(Q)) com f el{0.7: 1 Q). Se

P(Q)f(0)e H1(Q), entdo existe uma Gnica solugdo («, p) do Problema de Stokes

% —Au+Vp=f em [0,TkQ, (2.20)
Vu=0 em [0,TkQ, (2.21)
u=0 em of,, (2.22)
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u(0) = u, em Q) (2.23)

cumprindo que

u,(0)e(Q), p(0)e H{(Q), (2.24)
uwe 12([0,7]: 2 @)N L [0,7]: D(4(Q)), (2.25)
u, € 12(0, 1] D{a(@N L7 (0, 7] 1(2)), (2.26)
pelo,7] H Q) p,e’(0.7) H'(Q)), 2.27)
u, € L'(0,T; H(Q)), (2.28)

Observacio 2.4. A existéncia e unicidade de solugdes para o problema de Stokes é
conhecida, veja Temam [49], Teorema 3.11 ¢ Lema 3.1.2 pag.260, pelo que a prova da

unicidade sera omitida na demonstragdo da Proposicdo 2.3.

Observagio 2.5. Se f(0)=Vq equivalentemente, se 7(0) ¢ ortogonal a H (Q) entdo

P(f(0)) e H(€2) pois de fato P(F(0))=0.

Prova: A prova sera feita utilizando o classico método de Galerkin. Seja (“o.n),,_-N uma

seqiiéncia como na Observacio 2.4. Para cada < N consideremos o seguinte problema
Nn

aproximado: achar u,{(1)=>" 4, ()w, tal que,
=1

(um,wr.)Jr (V-:Jn,le)z (f(t),u) wie {1,2’,_‘}\[”}

u,(0)=1u,,.

(2.29)

Este problema é equivalente a um problema de equagdes diferenciais ordinarias. Assim, a
existéncia de solugbes segue de um argumento usual, e mais ainda , as solugdes estdo

definidas em todo o intervalo [O,T ] o que sera conseqiencia das estimativas a priori que se
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seguem. Como £, € 12(0,7: 1(Q)), entao formalmente, podemos diferenciar a equago

(2.29) respeito do tempo, obtendo assim

(,,, w )+ (Vu, ,Vw)=(f,w,) vief2, N} (2.30)

Multiplicando a ultima equagdo por A', e somando em 7, para 7 € { 1L2,.N, } obtemos

(unff’unf)-'-(vuﬂf-’vzfﬂf): (ﬁ’uﬂf)? (231)
pelo que
%% u,, ? +}Vum - (f;,um)s ¢lf, ”?um (2.32)

onde c, ¢ uma constante positiva que depende do didmetro de € (consegiiéncia da
desigualdade de Poincare). Usando a desigualdade de Young e integrando (2.32) entre O e t

para f € [0,7], obtemos a desigualdade;

u, (1 2+(Vu zdséczt " ds+u ,(O]2 2.33
n,r(] _“ nyg 1 J.lf:sl ‘ Hr | ( )
1] ]

Segundo a ultima desigualdade, se a seqiéncia ,,(0) ¢ limitada em H(Q), entdo sera

possivel deduzir que
b, } ¢ uniformemente limitada em L7(0,T:H(Q)) (2.34)
e que
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{u,,} é uniformemente limitada em I*(0,T:V(Q)). (2.35)

Vejamos que de fato a sequéncia {«,, (0)),_, ¢ limitada em ¥'(Q). Como {w, :ne N} é uma
base ortonormal de autofuncdes do operador de Stokes para o espago H (Q), temos que
Ale,,) e Al,) sio fungdes em D(4(Q)) e, em particular sdo fungdes em V(Q). Portanto

multiplicando por (A(um),w,) e somando em i, para i € {,2,.. N, }, temos que;

(0 Aty N+ (V2,4 )= (7. A, ).

Isto implica que

"= (4l ) A, ) (Pf, 0M,,)

fVu,”

Assim para 7 =0 temos que ]Vum (0]2 = —(A(un (0)),A(un , (0)))* (Pf () A(u,, ; (0))) ou seja
Va1, ©) = ~(4w, O)-PA,, (0)))- (27 (0), A, O)),
€ por tanto

Va,, 0) = (4w, 0)) Alv,, )~ (PrO) A, ().

Logo usando o fato que A(u,,;(-,)e H, (Q), o que foi comentado na Observagdo 2.3, € que

P{7(0))e HI(Q), podemos deduzir a seguinte desigualdade

Va, ©) < |[VAlu,, |Vu,, ©0)+ @P(FO) Va,, () (2.36)
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pelo que, assumindo (se for necesséario ) que u,, =0,
Vi, () <|VAl,,, )+ [VP((0O) (2.37)

Pela limitagdo da seqiiéncia (A(uu.n)m) em H(Q), podemos deduzir, a partir da
desigualdade (2.37) a limitagdo da seqiéncia (um(O))ﬂEN em H ;(Q) Observemos que a
limitagao obtida para a seqiiéncia (um(O))m_N ¢ mais forte do que a que necessitamos no

momento, mas tal limitagio, nos termos acima, sera usada proximamente.

Procedendo em forma analoga ao feito anteriormente, podemos estabelecer a partir

da equagio (2.31) que

(u,m,u,m )+ (Vum,Vu,m ): (f,,un"),

Portanto, temos

1 d
net ? -i‘E—d; Vum ? Slf:,‘lumr 5
e, usando a desigualdade de Young temos
u,. : +%|Y7u"f f e I ? (2.38)
Logo, integrando (2 38) entre O e ¢, com 7 € [O, T], obtemos;
[, lds* +[Va,, GY < [ 1.1 ds+[Vu,, (OF, (2.39)
¢ ]

pelo que, usando a limitagao da sequéncia [Vu,, (0}, inferimos da Gltima desigualdade que

$u, } ¢ uniformemente limitada em I}(0,T:H(Q)) (2.40)
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e que

{u,”} é uniformemente limitada em L*(0,7:1(Q)).

(2.41)

Chamamos a atengao do leitor de que estas ultimas limita¢des serdo motivo de comentarios

logo apos o final desta prova.

As limita¢des obtidas anteriormente permitem, passando a subseqiiéncias se for necessario,

deduzir a existéncia de uma fungdo #:[0,7]x Q — R” tal que
u, —>u fracamentex em L”(0,T:V(Q)),
u, —>u, fracamentex em L7 (0,7 V(Q2),
u, —u, fracamente em I’(0,T: H(Q)),

Seja y € C* [O, T]. Pela equacéo (2.29) temos que
T T
J‘(uns W, )y +(Vu,, Vv, s = f(f W, pds |
0 1}

Similarmente, usando (2.30) temos que

T 7
J‘(h'ﬂss ’wi )y + (Vuns ? V"wr' )}dS = I(.fs?“’r' )}dS‘ '

0 0

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

Fazendo uso agora das convergéncias (2.42)-(2.44) e tomando linmite em (2.45)-(2.46) se

conseguem as identidades seguintes:
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Ol——.‘-t

(u w, Yy + (Vi Vw Yy —j(f s

j W +{Vu, Vw, )}ds—f(fs, w, s .

Como D;(Q) = {{w,} ) e denso em ¥((2), na norma de H}(Q2), temos que

J‘(us wy +(Vu, Y hds = “f, w lnds (2.47)

J'(umw)y +(Vu,, Vw)uds = I(_fs,w);ds (2.48)

para todo weV(Q) Pela arbitrariedade de y € C*([0,T]), podemos afirmar que pelo

menos no sentido das distribugdes,
(u, —Au- f¥y=0 Vvel(Q) (2.49)

(n, —Au — f,¥)=0 Vvel(Q). (2.50)

A Proposigdo 1.1 e a Proposi¢io 1.3. permitem deduzir que de fato as fungdes u e
u, sao fungdes em I’ (0, TH 2(S?!)ﬂV(Q)), bem como a existéncia de fungdes p,g em
I (0, T H' (Q)) tais que

u, ~M+Vp=f em Qxlo,7], (2.51)

u, —Au, +Vg=f. em Qx[0,7]. (2.52)
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Como u, el (0, 7";V(Q)), o que € conseqiéncia de (2.43), temos que
u, e (0,7 V()N 120,77 D(4(Q)), o que estabelece (2.26). Usando agora que
f+u el’ (0, T: H'(Q)), e o Teorema 1.2 ( de regularidade ), deduzimos de (2.51) e (2.34)
que u eI’ (O,T:H3 ((Q)))ﬂ (0,7 : D{A(Q))) o que prova (2.25). Observe ademais que
u, € 1*{0,7,H(Q)), veja (2.40), o que mostra (2.28). Uma argumentagio analoga prova
que pel’ (0, T:-H’ (Q)) eque ge I’ (0, T.H' (Q))

Vejamos agora que g = p,. Integrando a equacio (2.52) entre O e ¢, para 7 [0, T ]

temos que
u,(f)—Ai'usdHVqus:f(f)*f(o)—";(o)- 253)
Assim para v e }'(Q)
(0, 0) - M)+ vjqu - )= (7(0)- By ~, (0)),

(u, (1) - Ault)- F(1),v) = (£(0)- Au, — 1, (0)v) =0, (2.54)

pois u# € a solugdo da equacdo (2.51). Pela Proposigdo 1.1 e a equagdo (2.53) vemos que

existe p, € W'(Q2), tal que

fO)- An, —u, (0)=Vp,, (2.55)

u, —Ault)+ Vj‘qu ~Vp, = ft). (2.56)
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Disto podemos concluir que g=p, pois p, € uma fungio constante com respeito ao tempo.

F: claro agora que p e 1}(0,7: H* (Q)) eque p, e L(0,7: A’ (Q)) provando assim (2.27).

Pelo feito até agora, a demonstragio da proposigdo estara completa se provamos que

u(0) € MO e que p(0)e H'(Q). Da equacio (2.55) e a Proposigio 1.3 ¢ claro que

!

p(0)e H'(Q) quando #(0) e I, pelo que s6 provaremos esta iltima propriedade. Como
a sequéncia (,,(0)) . ¢ limitada em F'(Q2), podemos supor, sem perda de generalidade,

que existe v ¢ F'(Q) tal que

11,?:(0)—) v fraco em J'(Q). 257)

Por outro lado, usando a equag#o (2.30), vemos que para y € C” ([0, T]) com ;y(T ) =0,

T(um R'3 )}ds = j:— (u"s W, )}qu - (um (O)w, );/(0)

Assim,

T T
[~ Geow Yy ods = [~ Vu, W ly + (70 pets + G, O, Y ©),  ~ 258)

Usando as convergéncias (2.42)-(2.43), (2.57) e_passando no limite em (2 58) deduzimos

que

].— (e, w, Yy ds = ]‘— (Vu,, Vw. Yy +(f..w, pds + (v, %, y(0)
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paratodo ie N etoda y e (7 [0, 7‘] com y(7)=0. Um argumento de densidade permite

provar agora que

j.* (o, ,wly ds= j- (Vu,, Vwly + (7., whs + (v, wly(0)

a 0

para toda wel(Q). Como u, € 1*(0,7:H*(Q)NF(Q)), pois u, € I’(0.7-H(Q)) e

fel’ (O, T, (Q)), podemos rescrever a Gltima equagdo na forma

[~ e why s = [(au,,why +(f, wheds + (v, ) (0) (2.59)

A equagio (2.59) em particular ¢ vilida para y e D((0,7 ), assim pelo menos no sentido

das distribucoes ( veja Temam [49], Lema 3.3.1 pag 258) temos que
J o
— . w)= (B, + f,,w) (2.60)

para todow € "(Q). Multiplicando a tiltima equag¢do por y € C” (IO, T]), com #(T)=0,¢

integrando por partes obtemos que Vw €}'(Q2)

]:— (. wly ds= j(ﬂus,w)y + (., whds + (,(0),wl (0). (2.61)

0 0

Finalmente a comparagio das equagdes (2.59) e (2.61), e sempre lembrando que w e ¥
siio fungdes arbitrarias em seus respectivos espagos, NOs permite concluir que

u, (0) =ve V(Q). A prova da proposigio esta entdo completa. »
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Observacio 2.6, Da literatura associada ao problema de Navier Stokes, é sabido conhecido
que propriedades do tipo u, € L°(0,7 V(Q)) (obtida na prova da Proposigao (2.3), veja
(2.41)) apresentam problemas de compatibilidade com respeito as condigdes inicials. Em
relagio a isto, apresentamos a seguir alguns argumentos semelhantes aos expostos no
trabalho classico de Heywood [23], que esclarecerdo o porque, no nosso caso, tais

dificuldades ndo estdo presentes.

No que segue, assumiremos que f € uma fungdo suficientemente regular, de modo
de garantir os seguintes argumentos técnicos.
Seja (u,p) solugao das equagbes (2.1)-(2.4) com u, € D(4(Q)). Vejamos

inicialmente que a solugdo do problema de Neumann

Ap, = div(f(O)) em ()
vp, -1 = (bu, + £(0)-n em Q)

(2.62)

onde 7 € o vetor unitario normal a &€, determina a pressdo inicial para a equacdo (2.1). O

Teorema 1.2, em Temam [49] pag 9, afirma que a fungédo
E(Q)= { w e 1*(Q): divlu)e I(Q) } S H(30)

T.u—>"u-7",

onde H (6Q2) ¢ o espago dual de ;VO(H I(Q)), esté bem definida, mais ainda, € continua e

realmente
T)=u-n Vu e C*{(Q)).

Agora, como Au, € E(Q), pois no sentido generalizado div(Au, )= 0, temos que
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(Au, + f(0)- 7€ H_% (e0). (2.63)
Observe também que div(f(0))e 12(Q2) < H'(Q) e que
[ (@t = [ (auy+ £(0))-ndS. (2.64)

As identidades (2.63) e (2.64) permitem, sob condigdes de regularidade apropriadas tanto
para a fungdo f como para €2, assegurar a existéncia de uma Unica solugdo p, EH'(Q/IR do

problema de Neumann

Ap, = din(f(0)) em Q,
Vo 11 =(Auy + f(O)) 7 em K.

Por outro lado, argumentos usuais da teoria, veja por exemplo Heywood [23] permitem
assumir que

ulty>u, forte em H?*(QQ). (2.65)

Usando os mesmos argumentos anteriores, vemos que para f >0 a pressio p(—,r), € a

solugio generalizada em H'(Q)//R do problema de Neumann

Ap(r) =div(f(t)) em (}
Vple)- = (du(r)+ 7(1))- 7 em &

Da convergéncia em (2.65), temos claramente que
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(A"(’)+ f(f)) Mo (A"o +f(0)) n forte em H ](89),

de onde ¢ possivel concluir que

o) p, forte em H'(Q). (2.66)
Segundo as convergéncias (2.65)-(2.66) vemos que
u,(1)=-Vp(t)+ Ault)+ f(t) > —Vp, + Au, + £(0),
pelo menos em 17(Q).

Mesmo quando % e f{0} sdo fungdes de suporte compacto em Q, ndo e possivel
concluir que u,] sair) = 0, sugerindo que em geral u,(0),, #0, e logo que #,{0)e ¥ (Q), e
entdo que [ur (r},_ o X set—>0. O anterior aparentemente contradiz (2.41), mas de fato

ndo existe tal contradigdo. Para entender isto, observemos que a diferenga substantiva com
o argumento que acabamos de descrever , € que no nosso casso podemos determinar a

priori que u,(0)e V(). 0 que ¢ consegiiéncia das especiais condigdes de regularidade e de

bordo da condi¢do inicial #,.

Coroldrio 2.4. Se #,(0)=0 e f(0)=0 entéo a solugdo (v, ) do problema (2.1)-(2.4), ¢

tal que # (0)=0 e p(0) é constante em Q(0).

. Prova: A prova esta essencialmente feita, 6 € preciso provar que #,(0)=0. De fato a

propriedade para p(0) é conseqiiéncia direta da equagéo,

u,(0)- Au, + £(0)= vp(0)

31



estabelecida em 2.55. Usando (2.37) na prova da Proposi¢do 2.3 com #,, =0, temos que

Y

u, (0)= 0 paratodo n e N. Como de fato #, (0) é o limite fraco da seqiiéncia (um (0)),, 0
que ¢ conseqiéncia de (2.57) e (2.61), podemos concluir qué #,(0)=0. A prova do

corolario € completa.

Nosso objettvo imediato ¢ redefinir a fungdo F, para isto, e no que segue deste

trabalho consideramos a seguinte definicao:

Definicio 2.7. Com as notagdes até aqui introduzidas definimos os seguintes espagos

W, = { (u, p) u e 10,7 H* Q)N L7 (0, T; D(A(Q))) (0) = 0
u, € 1}(0,7: H*(Q)N V(Q))ﬂ L0, T3 {Q))u,(0)= 0

pello.7,H#@) p, e L0.7H (@) Vp(0)=0, [pdc=[p.dc=0
0 9]

u, el’ (O,T;H(Q)) Jl

C, =CYQx[o,7]),

_xrz{ feror:H'(Q): 7 (0,7 I*(Q) £(0)=0 }

munidos das normas naturais, isto €,

2

2 2 2
0T (@ NI 0.T D{A[0Q *Jp]ﬁ(u:ﬁlm}] +'pf‘Lz(O.T;H’!Q])

2
= 'H'J 2 ; . - ’
[ J O, T-HN SO 0T Dl 4(Q0H Tt

(v, p)

e

%_W(y* yeQx|0,7] i=1.4,j= 0...3}
a4y,

., = SUP{
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T 7
[fli'r = ﬂﬂ;'m}ds + .ﬂfrﬁ?rn s
0 0
respectivamente. Se ¢ € (, consideramos o$ espacos

X, (p)= { fe ﬁ'(o, 77O £ el (o,r Q@) r0)=0 }

W p)= { (w0, p):u e 12(0,7, 5 QU N 15(0, T, DCA(Q{))), (0) = 0
u, € {0, 7, 1 Q)N QN L= 0.77 (Qfr Wy, (0) = 0
peO.IHN QL)) p, < LO.TH(QAN VRO =0, [pde= [ pac=o0,

s} Qfs )

u, e O.7HEQD)) },

onde damos por entendido que ¢{t){Q)= Q(t) Os espagos X, {(¢) e W, {p) sao munidos

das normas naturais, isto &,

r T
2 2 2
lf Arloi = J.ﬁ.‘f‘”]f_ﬁf-?}i'di i '(!.l‘)rslf{ﬁ!fs : ds
i

e

v+
t

_ FERE 2 2 12
l("’ p)lir, _]Nlﬁ(o.i“:ﬂjiﬂ[rJnL"‘(O,T:D[:i‘{Q[!.i“- +J”!L’,‘(O‘T:I'!'Q{fl'l'nL:'{O‘T:D-,{ 2010 +|le-‘(0;;;;2¢:2{;;} ' pf!f{o.r;ﬁ’mr_:.

Definicio 2.8. Com as notag0es até aqui introduzidas, definimos a seguinte fungo :
FW,xC,x X, - X, x {0}

ov

F{(v.q)o.p.f)= { +M(y.s,oW-Ly,s,ph+V, g~ f ,dn’(v},OJ

o
cs
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Dando continuidade as idéias expostas no inicio desta se¢do, nosso proximo

objetivo serd provar que a fungdo F, no ponto (0,7,,0)eW, xC, x X, satisfaz as

hipéteses do Teorema da Fungdo Implicita.

Lema 2.4. Os espagos W, (), W, (@), X,(Q) e X,{(p). sdo espagos de Banach.

Prova: SO provamos que X, (@) ¢ um Banach, as outras demonstracdes sio totalmente

analogas. Seja (f,), . uma seqiiéncia de Cauchy em X, . Claramente existe uma fungdo

JelHo,7:H'(Q)) com f, € 17(0.7,17(Q)) tal que
f. > f  fortemente em I’ (O,T:HI(Q)) (2.67)

Jo, > f,  fortemente em [* (O,T 17 (Q)) (2.68)
pelo que 7 e C{o,7]: 12 (Q)) mais ainda

10 = 70+ [ £.ds (2.69)

Assim s6 resta provar que f(0)=0. Pela definigio do espago X, temos que para cada

ne N
!
5,0)= 1,0+ 1,.a5 (2.70)
logo usando (2.69) e (2.70) vemos que

£,0)- 7Y ar+f [17,6)- 7(5) s

1,0)- rf ar<f

[
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entio

1.(9)- £(8) d3ds

)= 1) e

v (0]L @) =
de onde podemos concluir, usando (2.67) e (2.68), que f (O)E 0. Isto completa a prova =

No proximo lema se estabelece a diferenciabilidade da fungdo F A prova do lema
consistira apenas de argumentos que permitem esclarecer que a fung¢éo F realmente satisfaz
as propriedades requeridas, deixando de lado os calculos que s6 fazem mais extensa a
demonstragio.

Lema 2.5, A fungio F e uma fungéo de classe C’.

Prova: Com as notagdes usadas na definicido de F consideremos a seguinte representagio;

onde

Fwpyo.N)=u,. Fuwphe.f)=Mh, Fuple, f)=-Lpk,
F.p) e.f)=v,p. Fllu,plo.f)=-Glo)f

E claro que a fungdo F, ¢ uma transformagio linear comtinua nos espagos

considerados, pelo que F, é uma fungdo de classe C'.

As fungdes F, e F; podem ser consideradas como funcionais bilineares continuas,

pelo que novamente a propnedade respeito destas fung¢des € conhecida .
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A diferenciabilidade das fungdes F, ¢ /-, merece um pouco mais de aten¢do. Nas

ap, dp)
x, &,

expressdes que definem as fungdes L e M aparecem termos do tipo . Assim a

diferencibilidade de F, e F, ¢ obtida observando que a fungio ¢ — @' € de classe C* e

que I e M podem ser consideradas como a multiplica¢io de funcdes de classe C'. Isto

completa a prova. m

Lema 2.6. O operador linear D{H.MF((O,O),]G,,O), tem inverso continuo.

Prova. Como a fungdo F ¢ linear respeito da varidvel (u, p), temos que para

(w.q)ew (1)
ow
Dy, ,F((0,0).1,,0)w,9)= =~ AW+ Vg00 2.71)

Da equagdo (2.71) vemos que a invertibilidade do operador D....,-.F((Op)’] 20) &

conseqiiéncia da Proposicio 2.3 e do Corolario 2.4, onde se estabelecem a existéncia e
unicidade de solugdes para a equagio de Stokes em [O, TIxQ.

-1

i (0,] 2,0) sera estabelecida se provarmos que

A continuidade do operador D

existe uma relacdo em normas adequadas entre as solugdes do problema de Stokes

u, —Au+Vg=f em Qx[{),]']

divu)=0 em Qx|[0,7] (2.72)
u=90 em B.Q.X[O,T]
u(0)=0 em €}
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e as da forga externa /. Para isto fixemos f e X, . Segundo a prova da Proposi¢do 2.3,

temos que

u () + Vu,
O A

u, 0 veja(233) (2.73)

‘ds SC,Z'EI.)'; (s) s +

]

Hay

[

“as+vu, (1) < i 1/, (Y ds +vu,, OF  veja(239) (2.74)

Usando o fato que um(O): 0, Vne N, para isto fazemos u,, =0 em (2.37) na prova da

Proposigéo 2.3, e a semicontinuidade inferior das normas em (2.73) e (2.74), com respeito

da convergéncia fraca e fraca *, podemos deduzir das ultimas desigualdades que

’2
|uI I=lo.7)

+ [ va ) ds <ac, [ |£,(s) s 2.75)

Jj | ds +#Va, (). <2 J-OT 1£.(Y ds. (2.76)

Por outro lado, usando a Proposi¢io 1.3, temos que existe d, = d,(Q) tal que

{u({]jﬂp(r]fsd,{ () + 170 } @77
@) +|p. G0, sd,{[ b )+ £ C) } (2.78)

[u(r]; +‘p(r}z < dl{ b,

4 lr0) } (2.79)
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Pelo que, combinando (2.75)~(2.79), temos que

2

Iuﬁ“'fo.T:D(A{Q)_J} +ini“'(0.rﬂ'{n]_) = 2d1 J;Ifsrd‘s *dl ‘f}

loren

‘u[;(ﬂ.?'ﬂs(ﬂ)) + |pii’[o.rﬁ={m),

<2d,[[|f./'ds-d,[ |71}, ds

‘urliﬁ(ﬂjﬁ:m}) +‘p’ iz(ﬂ.r-ﬂ'[n}] < (2d1 + I)L |flds

Iurr El{o.m’{n)) + ‘"fli'”{o.r:i’!ml = Z,E |f5 ‘1 ds

Finalmente, das ultimas desigualdades ¢ possivel deduzir a existéncia de c(Q) >0 tal que

(w.p), <c(@)f],. (2.80)

A desigualdade (2.80) prova a continuidade do operador D' F((0,0),1,.0), isto completa

a demonstracio. m

Corolirio 2.7. Existem vizinhancas V; de (0,0) em W, (Q). 1" de I, em C,, 1", de 0'em

X, , e uma fungdo de classe C' £:17, x¥, -} tal que

Flelp. fo.f)=0 (2.81)

paratodo (p, f)e V, x¥,. Mais ainda F{(, p) o, f)}=0, para (u,p)eV,, pcl, e fel,

se, e somente, se (¥, p) = g(;a, ¥ )
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Prova: O resultado segue diretamente do Teorema da Fungdo Implicita. De fato observe

que:

a) F({0,011,,0)=0 ( Definigo 2.7).
b)D ' F((0,0)7,,0) é continua (Lema2.6).

c)Fédeclasse C' (Lema2.5) m

Observacio 2.9. Segundo o Corolario 2.7, a fun¢do & ¢ de classe C', pelo que, sem perda

de generalidade, podemos assumir gue existe M>0 tal que

o, h)-¢ly.g),, éM{ oyl +lh-gl, } (2.82)

paratodo (p.h), (y.g) em V, xV,.

No que resta deste capitulo assumiremos que a desigualdade (2.82) se cumpre.

2.2, O Problema de Stokes em dominios néo cilindricos.

Nesta sec@o apresentaremos um resultado de existéncia de solugdes para o problema
de Stokes em dominios do tipo Q,{p) (veja Definigdo (2.1)), onde ¢ sera uma fungdo
apropriadamente escolhida. O resultado também fornecera estimativas a priori satisfatonas,
gue permitiram ainda neste capitulo estabelecer a existéncia de solugdes suficientemente
regulares, para o problema de Navier Stokes em Dominios do tipo €, (¢). Evidentemente
os resultados deste Capitulo serdo fundamentats no Capitulo 3 onde trataremos o problema

de existéncia de solugdes para o sistema diferencial de Oldroyd.
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Comegamos fixando o tipo de dominio onde serdo obtidos os resultados de
existéncia de solugdes tanto para o problema Stokes como para o problema de Navier-

Stokes.

Hipéteses sobre Q, (¢)

a) O dominio Q, () pode ser descrito na forma

0, (p)= ,EHQ(’) x{r} (2.83)

onde (1 )Q)= Q).

b) ¢ €l’,,onde VV, € o aberto especificado no Corolario 2.7.

c) ¢ Ox{0,7]— Q,(p) e un difeomorfismo tal que

e(Q % {(}) = Q(t)x {t}, Vi [O,T]
equivalentemente '

olv.1)=(o.0) 0, (1), (0,0)1) (2.84)

det= e Ey))( ) o) em Q) vieo,r] (2.85)
-1
~ isto €, a fungdo detg%_(_ﬂl ¢ constante em Q) para cada 7 € [0,7].

Observagao 2.10. Em relagiio com as hipoteses assumidas para o dominio €2, (¢), vemos

que exemplos satisfazendo (2 85) sdo as dilatagdes, translagdes da unidade e perturbagdes

do tipo
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1d +(£,..2).1,(.2). £,()0).

Nos proximos lemas estabelecemos alguns resultados técnicos necessarios para o que

segue deste capitulo.

Em forma similar a como foram introduzidas as transformagio ¥ > e p—> p
em (2.8) e (2.9), para uma fungio v:[U,T]xQ —IR" e (;:Qx[O,T]ﬁ]R”deﬁnimos as

fungdes v: Q_(¢) > IR" e G:Q, ()~ IR" pela expressdes

(x,0)= :lif,:( e o (1)), (2.86)

a(x,0)= gl (x,1)), (2.87)

onde, como antes, usamos a notagdo (y,7)= (qv;' (x.0)0;'(x,2)..0," (x,r),t).

Para facilitar a leitura do que resta do capitulo, consideramos uma defini¢8o mais formal

das transformag¢des introduzidas em (2 8)-(2.9) e (2.86)-(2.87).

Definicio 2.11. Para fungdes (#,p): Q. (p) > IR"xIR e (v,q): Qx[0,7]— IR" xIR
definimos a fungdes T, {(w,p)): Q2 [0,7} > IR" xIR e T((v,q)): Q,(p)— IR" x IR pelas
expressdes T, (v, p))=(#,P) e T{(v.q))=($,§) onde (#,P) e (5,§) sdo como em (2 8)-

(2.9) e (2.86)-(2.87) respectivamente.

Lema 2.8. Sejam (u,p): Q. (p) > IR xIR e (v,q): Qx[0,T] - JR" x IR funcdes. Entao

T(T, (v, p)) = (u, p) e T,(T(v,q)) = (v,9).
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Prova: Para provar a primeira identidade € claro que so € prectso mostrar que u = u.

Usando diretamente a definigdo das transformagdes ““ ~ 7 e “ ~ ” temos que para

(x,5)eQ, (n;a)e i€ {1,,,;1}

2o sl o (e s)

i) 3226 N5 L ol el ol ).

i “(x,5)= zf)} ( x, 5)) ( ) (lx,s X”J((*":S)))a

Jk=1 k

i (x,5) = z{z aj;( (x, s))a(“’ ') ((x, s))}(u (x.9)).

i (x,s)= z:(s"vj o (..

a'(x,s)=u'((x.s)),

pOIS & expressao

2. (p(c )7 ) (5

J

9)& )]

k=1

¢ o termo (i, /) da matriz qu(go_](X,S))-Dgo_]((x,s))_ O anterior prova a primeira

identidade.
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A outra identidade se prova de maneira totalmente analoga. A prova da proposigao

esta completa. m

Lema 2.9. Existe C,{¢)> 0 ( respectivamente C;{p)> 0), tal que para todo f ¢ X, (o)
( respectivamente f € X, )

mi <Clp)s L_r(m] ( respectivamente ’é‘.x';fm <(, (qo}gfxr) (2.88)
Prova: Seja f € X, (p). Sem perda de generalidade podemos, assumir que existe ¢, >0 tal
que

&l ()

det =y{t)>c, em Q) Vie[0,T] (2.89)

J

Usando a mudanga de variavel (x,s)=(y,s), se deduz a existéncia de uma constante

d, =d (p,c,)> 0 independente de ftal que

F‘H <4, (fa}f‘f(o,m_zm[:);hz?(n‘;r:Hl{Q[: ) (2.90)

2l im0
Horglipy)

Por outro lado, da demonstragdo do Teorema 2.5 (veja Inoue & Wakimoto Teorema 2.5) e

com as notagdes introduzidas na pagina 30 desta tese, se deduz a seguinte identidade:

——

f= 865 ~Mlp,5,D,)7 . (2.91)

Nesta tiltima expressdo, temos
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"o =l 6.' Yy "?2 f
Mlp,s,0, )= }1@L+Zﬂi¥ﬂﬁ?+§ﬁ%iiﬂ$ (2.92)
' o o dy, F ' ox, Cséy

onde damos por entendido o significado das variaveis x, ¢ y,. Assim, usando (2.90)-(2.92)

, temos que

para estimar o termo ’(f ) 2lora*e)

2

’(?)s i: [o,T-J_‘ 1cl < dl (4012 } +d3 (40){ V i3[o.r:.r.3tcz:r:u;} * V‘iz(o.?';y'(fz[f_n) }

o (o)

2 2 2
<dd, ((p]fs ooy T d (40){ ’f‘f(o,ri:[{)n]]_) +’f‘L3(D‘T;H'{Q(r'Jl) }

Scﬂ(@){ J,

5

2 2
E[u._r:ﬁ{nnjj_] +|f [Ll(O,T;H’{_QfH}J }

Qu seja,

2 2

sd o)/l (2.93)

o) ~

)

A desigualdade (2.88) é agora conseqii€ncia direta das desigualdades (2.90) e (2.93).m

A prova do préximo lema é analoga a demonstragic do Lema 2.9, pelo que a

omitiremos.

Lema 2.10. Existe C,{p}> 0 {respec C, > 0), tal que
}Tp ((H, p)j“'r = C! (@](u, p}”}{?’] ( respec ]T((l-', q)]”}hﬂ i = CJ (99](]',7 q)”'?" )

para todo (u, p)e W, (@) (resp (v,q)e W,).
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A proxima proposi¢do tem uma importancia fundamental neste trabalho. De fato
esta garantira a existéncia de solugdes suficientemente regulares e estimativas a priori
convenientes para o problema de Stokes em €. {@), propriedades basicas no estudo da

existéncia de solugdes do problema de evolugdo de Navier Stokes, mais ainda, permitird no

Capitulo 3, obter um resultado de existéncia de solugdes para o problema diferencial de

Oldroyd em €2, (¢).

Com as notag¢des introduzidas na Defini¢fo 2.7 estabelecemos o seguinte teorema
Teorema 2.11. Seja T>0. Existe uma vizinhanga W da identidade em

C, = {gp e 3([0, T]x Q)@ é dg‘)%omo.gﬁsmo}

tal que se @ € W cumpre que

o(n.0)= o, (.x).0, (. x),.0, (. x)1)

<

4

Det F(—(p—:—l—(-(i)} =y{t) em Q) v r&l0,7],

entdo para todo f € X,(p) existe uma tunica solugdo (v, p)e W, (p) do problema de

Stokes

w ~Aw+Vp=f em () (q:i),

divw)=0 em Q. (p), (2.99)
w=0 em I,
w(0)=0 em 0).

Mais ainda, existe C(@)> 0 independente de £ e X, {p) tal que,
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(. P), 0 < ClOI 500, (2.95)

Prova: Seja ¢ el,, onde }, ¢ a vizinhanga de J/dem (', garantida no Corolario 2.7,
cumprindo as hipoteses em (2.83)-(2.85). Fixemos A>0 tal que if el,, aqu V, é a

vizinhanga de 0e X, especificada no Corolario 2.7 e fé como em (2.8). Logo pelo

mesmo corolario temos que
Flelo,-4F Lo~ 4F)=0. (2:96)

Usando a linearidade da fungdo F com respeito a variavel (u, e W, (p), podemos

rescrever a ultima equagio na forma
F [é(‘”—’fy—),qa,-ﬂ =0 (2.97)
A

Pelo Teorema 2.2, ( ou seja o Teorema 2.5 de Inoue & Wakimoto {25] ), ¢ 0 Lema 2.8

deduzimos que f[i@)ﬂ)} € a solu¢io da equacéo de Stokes (2.94) no dominio Q. ((o)

1

Provemos agora a desigualdade (2.95) Como conseqi€ncia da unicidade .das
solucdes para o problema de Stokes, a que sera provada no Lema 2.14, podemos assumir

que &(@.0)=0. Assim usando a desigualdade (2.82) ¢ 0 Lema 2.9 temos que

elp.77)-£0.0), sM{ Zn }sMﬁCI(co){ Lo } (298)

Portanto.
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\5(49,—/1? 1 < MIC @Y o 0y (2.99)

II'?.
Finalmente, usando os Lemas 2.9 e 2.10, temos que

1kl 7)), < Cileleln. A7),

T

< MC, (go)ACl(qo)*;_( i o }

Concluimos gue existe C (qo) > 0, independente da forga externa f € X, (r;?), tal que

o) =

1 ) Arled

Hrle

O anterior completa a prova do Teorema. =

Finalizamos esta se¢do provando a unicidade das solugdes do problema o que

também completa a prova do Teorema 2.11. Para continuar precisamos do seguinte lema

técnico

Lema 2.12. Sejam V H,V’ trés espacos de Hilbert, cada espaco contido no seguinte, sendo
V’ o dual de V. Se we I2(0,7:¥) e w, e I*(0,7 - 1) entdo u e C([0,T} H) e, no sentido
das distribugdes, € valida a seguinte identidade

%W = 2(w,,w) (2.100)

A prova do Lema 212 pode ser achada em Temam [49}], Capitulo 3, pagina 260.
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No proximo lema @el,, onde },, € a vizinhanga garantida no corolario 2.7

cumprindo as condigoes (2.83)-(2.85).

Lema 2.13. Suponha que ¢ cumpre (2.83)-(2.85). Se we l? (0, T:H ‘(Q(r))) é tal que
w el (O,T 1! (Q(!))) entdo

( (1, %) (2.101)

()= S o Je g, 6

dg
onde ()= det{ i .
6)): irg)

Prova: Usando diretamente a definicdo do produto interno (—,-)Qm e notando por 7, (f) ao

determinante da matriz jacobiana de @(f) vemos que

(w; , w)Q[r} = Z jﬂ(r]_&vl’_g’ﬁ W, (I,X)ir
=2 fg——(@ 991G %%

=250 L}? (. (ol y))w, (oe. » )iy

S0, z( }@o(f DM ol N

Usando agora ¢ Lema 2.12 rescrevemos a ultima desigualdade na forma
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0 0> L[ ](w»u e ) L)

2 dr

2 dr

_ i) {;1 O ol j,(,y}} P GO DL ik

]] f) [}1 ](1‘] (}Qm] ZIQ“ ~—(I x)u (! X)— ( (I x)}fx
equivalentemente

(ol = AL | E4 ) T

2 dt

o que completa a demonstragio. m

Lema 2.14. As soluges do problema de Stokes no dominio Q, () sio tnicas.

Prova: Seja w uma soluggo do problema Stokes homogéneo em Q. (p)

w,—Aw+Vp=0 em Q,(p)

w=0 em T;(p) (2.102)
w=0 em Q0)

w(0)=0 . em Q(0)

Multipticando a equagdo (2.102), no sentido do produto interno de L*(Qf)), por wif) e

usando o Lema 2.13 vemos que exXistem constantes ¢, > 0 tais que

(w,, w)+(Vw,Vw)=0
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}’(r)g; L;‘ (r]w(r);r-,]vL W, = Z L }[?;— W, J%"-(@“ (1, x )

z¢ (qo)cz(n]|u'mu" .

Usando a desigualdade de Young, a limitagio e a positividade da fungéo ;v(t) de maneira
apropriada, podemos assumir a existéncia de ¢, =c, (n,¢) independente de 7¢ [0, T ] fal

que

IR, Jeeor e

2
Qri”

A conclusdo do lema € agora uma consegii€éncia direta da desigualdade de Gronwall-

Bellman. =
2.3. O problema de Navier-Stokes em dominios nao cilindricos

Na se¢do anterior foi estabelecido um resultado de existéncia e unicidade de
solugdes para o problema de Stokes em dominios do tipo Q. ((p) Este resultado sera

fundamental nesta se¢fo, onde usando o Teorema de Ponto Fixo de Schauder provamos a

existéncia de solugdes suficientemente regulares para o problema de Navier Stokes em

Q,{p).

Pelo anterior, comegamos esta se¢do estudando a compacidade de um tipo especial
de conjuntos em espagos do tipo I (O, TH '(Q(r))). Qbservamos que tanto os enunciados

como as provas dos resultados estdo baseados, no classico resultado de compacidade de

Aubin-Lions, veja Temam [49] pag 271, que enunciamos a Seguir.
Sejam X, X, X, trés espagos de Banach tais que
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X, c X,C X,

onde as inclusdes sao continuas, os espagos sdo reflexivos ¢ a primeira das inclusdes é

compacta, 0 <7 < e a,,a, dois numeros finitos tais que a, >1, i=12.

Teorema 2.15. Se G é um conjunto limitado de 1 (0,7 : X,) tal que

¢ limitado em I%(0,7:X,), entio G e um conjunto relativamente compacto em

100,71 X,).

No que resta da se¢do notaremos por 1), um dominio no cilindrico do tipo

D,

Lal)«}

refo.7]

e por I'; ao conjunto

H

T, paﬁ(r)
t=[0.7]

onde cada Q) ¢ um aberto limitado e regular de JR”. Assumiremos também que I, é

uma variedade suficientemente regular, tanto como para garantir 0§ argumentos técnicos a
serem usados. Mais ainda, e em verdade deniro do contexto anterior, assumiremos a

seguinte hipotese técnica: Para 1 < m <3 se cumpre que
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i
H, se —=l-in—20 ‘u

Vue W™ Q) e vielo,7]
g p n

%)) — ('P i P {CH )

H: se l=-1—-—l"—<0 [u

Vue W (Qr)) e vrelo,T]
q p n

c Ju

[ S -m.p
choen wE (A ))

Observaciio 2.13, Os dominios do tipo €2, ((o) veja a Definigdo 2.1, satisfazem a hipotese

H;. De fato, a propriedade ¢ evidente no caso cilindrico, isto €, quando

Q(t) =0 v1e(0,7], usando o fato que a fungdo u —> wo@™' estabelece um isomorfismo

entre espacos do tipo W '"'”(Q(t)) e WmF (Q), a afirmagio é provada facilmente.

Tendo em consideracio as hipoteses do Teorema 2.15 e usando a notagio

H(Q(r)) = 12 (), introduzimos o seguinte conjunto

A(©, 1,0.R)= { fero,r: 1@ fe o H' QW) £ 07 #Q)

2 z ’
‘fl LE(O,T:H’{Q{f]}) + I-ff\.r,:{o,r:ﬂ[nr._: }}) <R } (2.102)

A definigio do conjunto A(Q), 1,0, R) pode ser mais geral, por exemplo, considerar
conjuntos do tipo A(QT L0, @y ), mas para nossos objetivos sera suficiente. Por outro lado,

versdes mais gerais da proxima proposicio podem ser obtidas com relativa facilidade.

Proposigio 2.16. O conjunto 4(Q,,,0,R) e relativamente compacto em

120,7: ().

Prova: Como o espaco L’ (0, 7L (Q(f))) € primeiro contavel, a compacidade do conjunto

A(Q;r ,1,0) sera provada se mostramos que é seqiiencialmente compacto. Seja (f, )ne_\. uma
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sequéncia de fungdes em A4 (QT 10, R), Conseqiiéncia da regularidade do conjunto T, | para

cada # e N podemos escolher uma familia de cilindros interiores
Aﬂ = {(Zf x[‘i”thl]: : = {1,,,N"}}

com as seguintes propriedades

N,
a) Ulri.]=0.7) 7, <1, viel,,N,} vneN
i=}

B Q)29 V’E[’;;";—l} vie{, ,N,} vneN
) irn(Q(a‘)\Q,.)<l VneN Vi, <t, e Vief, N} vneN
n

Definamos o espago métrico

N

R |

B, =7 - I'@))

i=1
munido da norma

N, Lt

7, =3 [,

=1y

e o conjunto

C,= g[’aa’s-—llx L (Qa)
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Vamos provar que a sequéncia (f,) _, € uma sequéncia de Cauchy no espago
I’ (0, T-1 (Q(r))) e pelo tanto convergente a uma fungdo £ e L2(0, 7 L(€())). Para isto,
consideramos as restrigbes da sequéncia (f,) .. nos conjuntos C,. Pelo Teorema 2.15 a

seqliéncia (f ) 15 , tem uma subseqiéncia convergente no sentido do espago B, a uma

fungio f'e B, ( observe que a inclusio H'(Q,)— L*{Q,) é compacta ). Sem perda de

generalidade podemos assumir que |
i — Sl <1 VkiIeN.

Reiterando a aplicagio do Teorema 2.15, se deduz a existéncia de uma subseqiiéncia

(fﬂ ) .de (fn )m ¢ 4 deuma funcdo 7 € B, tal que

fP—>f*  fortemente em B,.

Como antes podemos assumir que
1
AR \ <5 VkIeN.

E claro dos argumentos anteriores que para cada m € N existe uma subseqiiéncia (fﬂ'" )M.

de (fnm_' ),Ex e uma fungio /™ € B tal que
fnm - fm fortememe em Bm ,

com
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<i vk lzm

b m

m
7,

Um processo usual de diagonalizagdo permite mostrar a existéncia de uma subseqiéncia,

que notaremos (j ) _x » Que possui a seguinte propriedade:

-5 <— V k>n (2.103)

Afirmamos que a seqiiéncia (f,"}_. € uma segiiéncia de Cauchy em *(0,T: L*(Q(1))) e

pelo tanto ¢ convergente a uma fungdo f ¢ 17(0,7: 1? (Q(t))) De fato para I > k > n,

a”f: _ﬁ‘;m;} Z ﬂf* -1 ‘L {Qn

=1y

o RV R

i= I,-”
My 2‘l ]

{Z.”f" L_{Q }t+-_

i B

<ZJ|fi -1

_1‘,:I

m(Q (r)\Q,.)igerr}]—I

O Ry )
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g-—2
q

Nesta seqiiéncia de desigualdades usamos a hipdteses Hy com p=2, m=1, e onde

€ 0 conjugado do numero 4 Resumindo as desigualdades anteriores temos

g-2

[l ars (1] cllgne +
0

L)) n

l. Visk>n

n

o que prova, finalmente, que a segiiéncia (fn” )HF_N ¢ de Cauchy e consequentemente € uma
subseqiiéncia convergente da seqiéncia (f,),_. no espage 12(0,7:12(Q()). A prova da

proposigéo esta concluida. »

A prova do préximo corolario € simples, pelo que a omitiremos. Observamos que
este resultado sera usado, salvo modificacdes obvias, no Capitulo 3 onde se estabelece a

existéncia de solugdes para o sistema diferencial de Oldroyd.

Corolario 2.17. O conjunto

AQ,3LR)=1 fe (0.7 12(Q0): F e 20,7 - H QW) £ 20,7 H'(Q))

I-ﬂ;(o.m’{w;zni + |ﬁ‘;(u,r-ﬂ’{9r.; 1) <R

¢ relativamente compacto em L{0, 7; H ' (Q(r))).

No que segue desta se¢do usaremos as notacdes introduzidas na definigdo (2.7) ¢

indicaremos por ¢, diversas constantes positivas que ndo dependem de 7 & [0, T ] Podemos

agora enunciar o seguinte resultado, o principal deste capitulo:
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Teorema 2.18, Seja T>0. Existe uma vizinhanga W da identidade em
C, = {g) cC*0,7]x0) p ¢ d{feomor_'ﬁsmo}

tal que se ¢ € W cumpre que

(9()‘9’): ((pi (f,x),qﬂz(f,r),”(pn(f,xlf)

Ox

g

DetUM] J—y(r) em Q) ¥V tefo,71],

entdo para todo f € X, () existe 0<7, <T e (w,p)e W, (), solugdo do problema de
Navier-Stokes
u, — An +(u-V)u +Vp=f em Q (go)
divlu)=0 em Q, (o)
(2.104)

=0 em T

13(0): 0 em Q(O)

Prova: Escolhamos @ <l,, aqui V¥, € a vizinhanga especificada no Corolario 2.7

cumprindo as propriedades (2.83)-(2.85). Para R > 0 introduzimos o seguinte ¢ conjunto
Wi (Wa R) = { uel (O,T H? (Q(f))): .!H!.;, <R }
onde
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2 7 7

=", . 4l \'. . |°,
“ L-[o.T:H’tQ[:JP)WL":O.T.—DMHJ]J ' PR T DA DL 0 T3 100 i + \""u-{o.r:n{o{;m

‘2
l" w7l
Definamos a fungéo

G:W,, (. R) 20,7 Hy(Q0)) > 10,7 Hy{r))
7 —G)=u

onde u € a Unica solugdo do problema de Stokes,

u, ~Au+Vp=f—(u -Vl em Q_(p)

div(u)=0 “em Q. {p) (2.105)
u=0 em T (p)

u(0)=0 em ©(0)

A existéncia e unicidade das solugGes para a equacéo de Stokes (2.105) foi estabelecida na

Teorema 2.11 e no Lema 2.14 pois (- V)i € X, (@) para todo @ € W, (p).

O Teorema estara provado se mostramos que G tem ponto fixo. Para isto
mostraremos que G cumpre as hipoteses do Teorema de Ponto Fixo de Schauder, o que sera

feito por etapas

1) Vejamos primeiramente que existe 0 <7, <7 tal que G(W,_Tl (e, R))C W, (¢,R).

Observe que, pela Teorema 2.11, existe ¢,{p)> 0 tal que

"

iy S0 @) + @V,

Portanto, temos
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2
i &2
' Wirip) 26

.2\-,:,,9} + 2, ((‘"1(’7‘ V)ﬂi’r[w] (2.106)

Estudemos o GOltimo termo da direita na desigualdade (2.106). Usando diretamente a

definigio da norma do espago X, () e as inclusdes de Sobolev temos que

(CRY N ]:’(17- V)| ds+ ]‘((i?-

c j{ @ V) + (@ V) }ds . zj{ @, - VW) +(@ V) }ds

T

< o ] 90

a

fﬂ(s 17'12,3 }}ds

- o L4(Q|:s VzQ‘I +‘1712_m{ I

T

< [efily ds+ [ e, fm|; o, +edfil, v} ds

]
¢ T{ ‘ﬂ; *forg2 ‘“ ! “loraian) ;«-(om o)

+‘"Ii‘ (o,Tsz{Qlfrj]ﬂvﬁsIi‘(ﬂ,T;L:(Q(r}J) }
< c.J,TR2 . _
Aséim, temos
@ V¥, <e;RT. (2.107)

Voltando com a desigualdade (2.106) teremos que
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11:1;,]”_“ <2c, (qo]fl +2¢,R°T .

Como a forga externa € fixa, podemos escother 7, >0 suficientemente pequeno tal que

2

& < R o que prova a afirmagdo (i).

1, )

(i)  Fazendo uso do Corolario 2.17 facilmente se estabelece que o conjunto ¥, , ((p, R) €

relativamente compacto no espago £”{0,7;H'(Q()).
(iii)  Passamos agora a mostrar que G € uma fungéo continua.

Para isto, sejam (@), uma seqiéncia em Wr, (@.R) e weW, (0,R) tais que
u, —~»u fortemente em LI(O,T :H;(Q(t)))‘ Combinando as afirmagdes (i)-(ii) e a
Proposi¢do 2.16, podemos assumir, passando a subseqiiéncias se for necessario, a

existéncia de uma fungio ve I’ (0, T, H (')(Q(t)))ﬂ Wi (@, R) 1al que

Gl Y=u, »v fortemente em L’ (O,T : Hé(ﬂ(t])), (2.108)
w, >V fracamente em I’ (0, T H (Q(r))), (2.109)
w, =V, fortemente em  1*(0,T - H(Q))). (2.110)

Na dltima desigualdade hemos usado a Proposi¢do 2.16 na sequéncia (u, )n_\ Seja

w eD(Q, (p)) tal que div(P)=0 em Q. (p). Pela definicio da funcao G temos que

T T
(w, v )is— [ (Vu,, Vo)ds = [(f + (@, VI, .p)is 2.111)

= B
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Logo, fazendo # — o na equagio anterior, teremos gue
T T T
[ Oy dds = [(vo, Vs = [(f + (@ - Vi,y )ds
¢ [} 4]

Equivalentemente, temos

T

(v, )ds - I(A\-’, wds = ?(f +{ - Vir,pks.

= Cramanr,

Como y ¢ uma funcao arbitraria de divergente nulo, podemos concluir que

Pi)yv, —Av—f+@-Vi)=0 em O, (p) (2.112)

Segundo (2.112) a fungio v serd a solucdo do problema de Stokes (2.105), se
“provamos que ¥(0)=0 em (0). Para isto, fixemos um aberto regular A c Q(0) e §, >0
tal que Ax [0, 5‘,\]c Q. (). Resulta claro que as convergéncias (2.108) ¢ (2.110) ainda sic

validas no dominio cilindrico A x l0,6 N J Assim, de (2.108) podemos inferir que salvo num

subconjunto de medida nula de [0,5‘,\]
v, (1) = v{t) fortemente em 1*(A).

Usando agora a representagdo

u,,(r)- v(f) = j'(uns — v, ):is + un(())— 1-'(0),
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podemos deduzir que v_(0)— v(0) fortemente no sentido de Z’(A), de onde concluimos

que # =0 em A. Pela arbitrariedade do conjunto A temos que v(0)=0 em (0).

Dos argumentos anteriores podemos concluir que a fungdo v é a solugdo do

problema de Stokes (2.105), pelo que G{@)=v =limu, =1im G(i,) ( o limite no sentido
de I’ (O,T “H, (Q(f)))), o que prova a continuidade da fungdo G em relagdo com o espago

2o,7: 1l ()
(iv)  Finalmente do desenvolvimento anterior temos que a fungdo G cumpre as hipoteses
do Teorema de Ponto Fixo de Schauder, o que permite estabelecer a existéncia de solugdes

para o problema de evolu¢do de Navier Stokes. Isto completa a prova do Teorema. =

2.4. Comentarios Suplementares

Nio podemos encerrar este capitulo sem antes comentar a respeito da possibilidade
de utilizar outras técnicas para obter um resultado de existéncia de solugbes regulares para
o problema de evolugdo de Stokes em dominios ndo cilindricos. Cremos ser importante
fazer tais comentarios pois, entre outras coisas, isto nos permitird destacar onde estdo as
verdadeiras dificuldades técnicas do problema considerado. Destacaremos trés técnicas
especificas, usadas respectivamente nos trabalhos de Fujita & Sauer [15], Miyakawa &
Teramoto [31], e Salvi {43] observando que nestes trabalhos € o problema de evolugio de
Navier Stokes que é realmente estudado. Entretanto, as dificuldades técnicas envolvidas em
problemas de fronteira movel ja aparecem no problema de Stokes. Assim no que segue, por

facilidade de exposic¢do, nos referimos apenas a esta situagio linearizada.

a) Comentarios sobre a técnica empregada em Fujita & Sauer [13].

Em Fujita & Sauer [13], os autores apresentam um resultado de existéncia de
solucbes fracas, fracas num sentido especificado no artigo, usando o método da

penalizacdo. Descrevemos brevemente as idéias empregadas pélos autores,
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Notemos por €. um dominio no cilindrico, com fromteira regular T, , € por Q2 um
aberto limitado de JR” tal que €, cc Qx[0,T] Sejam w, e V(0)) e
f:Qx[0,T}— IR" suficientemente regular. Se {w, :ie N} é uma base ortonormal de
H(Q), constituida pelas autofungdes do operador de Stokes A(Q), para cada nme N

consideramos os sistemas de equagdes seguintes:

(uf,wi)g +(Vun,Vw,)Q +n,};£“)(un,w, )e = (f.w,). I<i<n (2.113)

u”(O) =u,,

onde u,, — u, forte em V(Q). Na expressio anterior i, € 1"(€) ¢ uma extensio de u, e
Xy, € a fungdo caracteristica do conjunto E(r)=\ Q1) A existéncia ¢ unicidade de

solugdes para o sistema (2.107) é facil de ser provada. Mais ainda, um procedimento usual

permite estabelecer as limitagdes e convergencias seguintes:

niu” é limitada em L2(0,7 - L2(Q)), (2.114)
u" & limitadaem 12(0,7:1(Q)), (2.115)

u" >0 forte em L'(E) (2.116)

onde na dltima expressdo £ = UE(I). Por (2.115) vemos que existe « € L(O, T I(Q)) tal

:E[O.J‘}
que #" —>u fracamente em L’(0,7:V(Q2)). Nas condigdes anteriores Fujita & Sauer
provam, usando principalmente a regularidade da fronteira lateral do dominio Q, e a

convergéncia (2.116), que w e L*{0,7 - L(Q(t))) e gue também
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(v, o dt+ [V V) = [(f.v,),, di+ )y (0) (2.117)

O oy ™

Vi eI (Q,) com div(y)=0 em Q,. A fungdo , por cumprir (2.117) é a solugdo fraca,
no sentido de Fujita & Sauer do problema de Evolugdo de Stokes. E claro também que uma
solugdo forte do problema de Stokes € de fato uma solugio fraca no sentido da identidade

(2.117).
Obter alguma propriedade de regularidade espacial suplementar para a solugdo %,

pelo método descrito, passa necessariamente pela obtengdo de estimativas em normas de

Sobolev mais altas para a fungiio u,. Aqui estd a grande dificuldade deste método, pois

estimativas a priori para u_ , requerem ter um apropriado controle sobre expressdes do tipo
ny e, J(u JH, ) ou —’(n;( E,_,.!(u,”,w,.)), o que evidentemente é uma dificuldade importante,
pela penalizagdo presente na primeira expressio € pela “forte” discontinuidade que

apresenta a fungdo ny.,, na segunda. Observe que se melhoramos a regularidade tanto da
condigdo inicial como a da forga externa e, mais ainda, se no lugar das fungbes ny,

usamos fungbes mais regulares, as dificuldades permanecem, pois sio deficiéncias

intrinsecas da técnica usada.
b) Comentarios sobre a técnica empregada em Miyakawa & Teramoto [30).

Neste trabalho os autores também apresentam um resultado de existéncia de solu¢des
fracas para o probléma de Navier Stokes. A idéia basica do trabalho ¢ a de transformar o
problema de Navier Stokes num novo problema cilindrico. Um elemento basico, e de fato
chave neste trabalho, € o de usar uma transformagéo apropriada que tenha como principal
propriedade a de preservar o divergente nulo das fungdes. O anterior permite, por exemplo,
continuar trabalhando com espagos de fungdes conhecidos ( essencialmente H (Q) e V(Q)
nido acrescentando, pelo menos neste sentido as dificuldades técnicas do novo problema

ctlindrico a ser estudado
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Em relagio com o nosso trabalho, a maior dificuldade € conseqiéncia da grande
complexidade da equagdo obtida ao derivar respeito do tempo a equagio de Stokes

transformada.
¢) Comentarios sobre a técnica empregada em Salvi [44]

A técnica usada por Salvi [44] a nosso ver pode ser a mais apropriada para provar a
existéncia de solugdes suficientemente regulares do problema de Navier Stokes, pelo menos
num tipo particular de dominios nao cilindricos. Naquele trabalho, o autor, usando uma
generalizagdo do Lema de Lax Milgran e o Método de Variagdes, prova a existéncia de
solugdes fortes para o problema de Navier-Stokes. Resumimos a seguir brevemente os

principais argumentos usados pelo autor.

Definamos inicialmente os espagos

)

F= {rp pel’ (O,T : Hz(Q(z))mV(t)), com a norma natural,

O=fp pecF,6pcF e p(T)=0},

|
|
150y

munido da norma || = ”(D”F + [ (0)

Salvi introduz o seguinte problema:

Achar v e [ tal que para todo ¢ € @

T r
f{_ (1-’, Aﬁr¢)9[r? + (A"?’ A@)Q{r) + k(‘; Aw)g(;) }j'f = je'h(.fs A@)Q(r)dr + ("OﬁA @(0))9(91
]

0

(2.118)
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Na expressao anterior £, € uma constante positiva, a ser escolhida. Usando a notagio

T
E(,9) = [~ (,8,40),, +(4v,40)q, +k(v, A0p), (2.119)

Lip) = [e (Pl)f. 40)o,dt + (v, AP(0))5, (2.120)

o autor prova a coercividade do operador E(-) no espago @, isto &, ele prova a existéncia

de ¢ > Otal que

E(@, ;a)z c“gpﬁz Vped

Assim, usando uma versdo mais geral do classico Lema de Lax Milgran, veja Treves [50]

pag 208, estabelece a existéncia de v € F tal que (2.118) € satisfeita para todo pe®.

Usando a possibilidade de representar fungdes em £7(0,7 : H{Q(r))) por meio do operador
Alp), presente na defini¢do dos operadores £ e ®, mais alguns argumentos de densidade

Salvi, conclui que
I%(" Dy 1 AV h)Q(f) +k(‘ h)")(r)}:ﬂ _[ h(f h)Q::)d’

paratodo ke 12(0,7 - H(Qr)), de onde e possivel deduzir que

Py, - Av+iv—e™ — £)=0 qrp em Q,
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Usando a identidade anterior y logo de mostrar que v = ¢*'ve 17(Q2_ ), Salvi prova

que a funcio w=e"v ¢é a solugdo forte do problema de Evolugdo de Stokes, com

velocidade inicial #, € D{A(0)) e forga externa £

Uma idéia bastante razoavel para adaptar os argumentos de Salvi a0 nosso caso € a
de modificar os espagos funcionais e os operadores por ele introduzidos, procurando
melhorar a regularidade da velocidade u. Assim, podemos pensar, por exemplo, nos

espagos e operadores seguintes:

F=fppel’ (0, T Q)Y ()N 17 0,7 - D(A(r))), com a norma natural,

o)

O={p.9pecF,6pecF e oT)=0}

T

E(v,p)= _{' ("’a f?:A(")m(r) + (A"'a A@)m{f) + k("’vA('?r@)mm - )’((Vv- 7. Aﬁrqp)anm + (V" R/E Aé‘:(g)a:z

il

Lig) = Je_h (P(f).ﬂ A @)l.o{r)dt + ("'0 > A‘p(o));.nw)

Os diferentes argumentos técnicos usados por Salvi, podem ser estabelecidos

novamente, provando a existéncia de ve L (0, T H 3(9(1))) tal que

{_ ("': A (?rgo)l.er._u + (A v, 4 ‘p)i.ﬁn) + k(v’A‘;D)I.Q(:) + (Vv 1,64 99)1'(;) - k(Vv 1,4 (9)1"“) }#

S ey

= [e " (P(@- VYT + 1) A0), cnydt + (o, A0(0)), o0, (2.121)

Porém, uma pergunta basica e que até agora ndo temos podido responder positiva ou
negativamente € a seguinte. Que relagdo ha entre funcdo v e a solugdo do problema de

Stokes em (2, com velocidade inicial u, € I{(A(0)) e forca externa £ ? Em outras palavras,

é a solugdo de (2.121) € realmente solugdo do problema original de Stokes ?
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CAPITULO 3

Existéncia de Soluc¢es para Fluidos Viscoelasticos do Tipo

Oldroyd em Dominios Ndo Cilindricos.

Neste capitulo apresentaremos um resultado de existéncia local de solugdes para

as equagdes que governam a dindmica de fluidos viscoelasticos do tipo Oldroyd em

dominios de fronteira mdvel {(dominios nio cilindricos).

Lembramos que os principais antecedentes do problema, isto €, a formulagio da

equagdo, bem como resultados de existéncia e unicidade de solugdes locais e solugdes

globais, no caso em que o parametro & € pequeno e o dominio € de fronteira fixa, foram

descritos na Segdo 1 do Capitulo 1.

3.1 O Planejamento do Problema e as Equacodes Linearizadas.

Estamos tnteressados na existéncia de solugdes fortes para o sistema de equagdes

diferenciais parciais que governam a dindmica de um fluido viscoelastico de tipo

Oldroyd:

-

-+ Vp= f+ - VH+V 1 em O {p)
div(u) =0 em Q,(p)
=0 em I; ((p)

We(% +(-Vi+g (2 Vu)] +r=2aDl]  em Q,{p)

u(O)= u, e r(O)z 7o em Q(0)

(3.1)

(3.2)
(3.3)

(3.4)

(3.5)
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Como sempre, assumiremos que estas equagdes valem num dominio ndo cilindrico do
tipo €, (p) satisfazendo as Hipoteses (2.83)-(2.85) apresentadas na Seciio 2 do
Capitulo 2.

Para provar a existéncia de solugdes para o sistema (3.1)-(3.5), usaremos o
classico Teorema de Ponto Fixo de Schauder, pelo que consideraremos previamente
dois problemas linearizados associados as equagdes anteriores.

O primeiro destes problemas ¢ aquele ja estudado no Capitulo 2.,
Especificamente, na Teorema 2.11 apresentamos um resultado de existéncia de solucdes
para o problema de Stokes em dominios do tipo Q,{p). Lembremos que naquele
resultado também foram obtidas estimativas @ priori que serdo utilizadas no presente
capitulo para o estudo do modelo de Oldroyd.

A proxima secio tem como objetivo estudar o segundo problema auxiliar, o qual
correspondera a uma versio linearizada da equagdo de transporte (3.4).

Durante todo este capitulo usaremos a notagdo ¢, para indicar diferentes

constantes positivas independentes do tempo.

3.2 A Equacio de Transporte
Estabelecemos a seguir um resultado de existéncia de solugdes, para uma versio

linearizada da equag@o de transporte (3.4) No proximo resultado e mantendo as

notagdes ate agora introduzidas neste trabalho, Q. (p} sera um Dominio ndo cilindrico

da forma

Q. {p)= |JO) onde olr.Q)= )< {}

=[0.7]

onde ¢ é um difeomorfismo de classe C°.

A prova da proxima proposicdo precisa do seguinte lema téenico:
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Lema 3.1. Sejam X, B e Y espagos de Banach. Suponha que X c BcY, onde a

primeira inclusdo € compacta e a segunda € continua. Emtdo a inclusdo do espago
X )m{é; % e L9(0, T;Y)} para ¢>1, no espago (_“([O, T}, B) é compacta.

A prova do Lema 3.1 pode ser achada em Simon [45], Corolario 4 pagina 85.
Proposicio 3.2 Sejam 1, € H2((X0) ¢ & e L'(0, T, H° (1)) D(4(Q()))). Entao o

problema

We[%fir(ﬁ- Vi+g,(r: Vﬁ)}rr = 2aD|ir em Q. (p) (3.6)

T(O): 7, em Q(O) (3.7)

tem uma solucio TEL"'(O,T:H (Q(r))) com 7'c L"“{O,T;H‘(Qr))). Mais ainda,

existem constantes positivas C,, ¢, independentes de # € [0, 7] tais que

4o .
iT rloratan) = Co [CD ‘To \m{o'} * C We ] exp(C 0o *Tlﬂ(o_m. s li))’ (3.8)

G

or

5 <C, (c0 7

oo i)

4 ~ e
f“ (&I-Hz{n{rj'!}(cﬂ lrﬂlz,g{c) +m] exp((_ €0 \H\L’ (U,T:fi-‘(ﬂ{rjj))

(3.9)

Prova: Sejam A um aberto regular de /R" ¢ § > 0 tais que

V) c A viel,T]
onde V; (A) ¢ a vizinhanga de raio § >0 do aberto Q{f). Segundo o Lema 3.3 existe

um extensio E: 12(0,7: H(Q()) - (0,7 : H'(A)) e ¢, = ¢, (p.Q)> 0 1al que

EwXi) i, = BN oy = wl0), (3.10)
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satisfazendo

E(H"XF]”-,M' = ’I:(“wad HIUAY ) ((D’Q](WX!]H‘EQ(! h? (3.1 l)

para todo w € L} (O, I H (Q(:))) ie {23} etodoref0,7)
Fixemos 7, € H*(A) tal que FO'Q(N =7,. Sem perda de generalidade,

assumiremos que

(3.12)

,?UJH:(A) < cﬂ'fﬂ‘fﬁ{omlﬁ'

Sejam agora (v,),. e (7,,) . seqiéncias em C o.7lc*(A)) e C*(A)

respectivamente, tais que
v, >E@) fortementeem L(0.7:H(ANHIA)  (3.13)
Ton = To fortemente em M *(A) (3.14)

Usando o método das caracteristicas, ( veja Observagio 3.1 a seguir ), concluimos que
existe uma sequéncia de fungoes (z,)_, em C'{0,7}C*(A)} tais que para cada ne N,

7, € a unica solugdo do problema diferencial:

-
4

We(cr” +(v V¥, +g.(z,: an))+ 7, =2aD[v,] em Ax [O,T], (3.15)
rn(O) =Ty, em A.
Aplicando 4 esta ltima equagdo o operador V' ( i-ésimo iterado do operador

gradiente V ) para 7 =1,2,3, e multiplicando o resultado no sentido de L* por Vir,

temos que
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u{[v e.:,, v] 2@ (G, V)V ) (g, (r,,,Vr,.JV’rn))

+ (V’r" V'r, ): Za(V"D(v,, LV'z, )

Somando agoraem i, para i € {1,2,3}, obtemos que

e = el (v, V)7, ) - (9 (0, V), )V ) -
V0, V)V ) e 6,0, ) ) - e, v, )V ) (316)

(V8. (z,.9%,)V°7, ) }+2a(D(v, ) 7, )+ 2a(7 D6, ) V', )

+2a{vD(,)V7r,)

T

"

el
2

Usando integragiio por partes e lembrando que H>(A)c C'(A), com imersdo continua,

temos que existe ¢, = ¢,(p,A)> 0, independente de 7 € [0, 7]

I(V ’ ((vn ; V)Tn )~ v’ 7, ] = C‘; Ian
|(Vz ((vn ) V)Tn ),Vzr”] 26 I"’n13

eV Y

rn

(3.17)

2
5"

Voltando para a equagéio (3.16) e usando basicamente as imersdes de Sobolev, se deduz

a existéncia de constantes c, = ¢,(A,¢}> 0, 7=2,3,,,, tais que

1,9
2 dt

2

Tn z +‘THE < Cl|vn‘27_\|rnﬁ + GV,

2 -2
L +c4‘vn{3irﬂ'3 +e,

n

v

2
vn Tnlg +cﬁ n

T

n

LA LA A

il (3.18)

v |
‘nls,;\

+ o,

]rn‘; + 2ajvn

Assim, desta ultima desigualdade, podemos afirmar que existe uma constante positiva

C, = C,(@,A)>0 tal que

4q
dt

2 2
+-=
A7 We

2 4¢
|

2
< |1.r
=% gl¥n
A 2.8 We Y

TP] rﬂ

T

T

L

(3.19)

LN
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Logo

d 3 2 da
—I7 +— <C ‘v | |r ‘ +
di’ A We A A CWe T
pelo que
d 4o
2laa d “CO!‘HM{ h+C-‘0W9JTHlZ’A
e entdo
d 4o da
—_ + < ; + ) 320
dr (T” A CDWe] o 3--’\[ g COWe] (3:29)

Integrando a Gltima desigualdade entre O e ¢, para £ {0, 7] e usando a desigualdade de

Gronwall-Bellman, temos que

4 ~ 4a i 4a
(rn (f]2 + CoWeJ < [170‘,, " +~—C0W6-J +C, 0 v M( alaa + CUWe}dg’
(t] + T, fa exp[ v ds) (3.21)
0, 2A COWQ [£] " - ‘

Podemos entio concluir que 7, € L™ (O,T H’ (Q(!))) e que

: <
nlrloraicn) = [

paratodo me N.

(3.22)

= i 4
Tomign CWe exp| C, |

Em relac¢éo com 7,,, vemos diretamente da equagéio 3.15 que
1 _
0y = o200, ) =7, )= (0, VI, — 2. (7., 9,)).
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Logo, usando outra vez as inclusdes de Sobolev, temos que existe (C, > 0 independente

dedere[O,T]talque_

v+ v

LA )+ Cl

AN

Assumindo que C, > C,, onde (; ¢ a constante na desigualdade (3.22) e voltando com

nlan Ty

1
) < {ﬁ(za

as desigualdades anteriores, temos que

LA )+ CO

)

4cx
+ »
2 COWe]

TH vﬂ Tﬂ

1
rm(“]m s {%(26{["”[2,,\ +

sCU[

pelo que, usando (3.22), concluimos que

1?

n

Tﬂ

1
roraraun) ¥ C We ](

2oraia }))

[ T Vn vn

ni

1 _ 4o
o (A) = C"[ lorH%(a) + C,We J[ Tonlar + COWeJexP(CO

(3.23)

Das limitagdes (3.22) e (3.23) e o Lema 3.1 podemos supor, passando por

subseqiiéneias  se  for  necessario, que existe reL”(O,T H 2(/\)) com

T, el” (O,T H l(A)) tal que

r, 7 fraco x em L*(0.7:H*(A)) (3.24)
v, =7, fraco * em L"(O,T:H’(A)) (3.25)
7, ~>7 forte em C([O,T]:H‘(A)) (3.26)
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As convergéncias estabelecidas em (3.24)-(3.26) ¢ (3.13)-(3.14) sao suficientes para
passar ao limite em (3.15), pelo menos no sentido das distribugdes, e assim provar que

7 € solugéo de

W[; +(E@) Y+ 2., vg(a))] s1=2aD[EG)] em [0.7]<A.

r(0)=7,
Em particular, temos

3
We[%+(ﬁ-v)r+ga(r,VF))+r:ZaD[E] em Q,(p)
a

7{(0) = 7, em Q(0)

pelo que a funglio ¢ € a solugfo problema diferencial (3.6)-(3.7).

Provamos agora as desigualdades (3.8) e (3.9). Usando a semicontinuidade

inferior das normas em (3.22) respeito das convergéncias fraca e fraca * se deduz que

E(E):E lor:a3(4 ]])

— 4o -
ML“ {0,113 ()] < COUTO‘M +mJexp(( 0

0

Das propriedades da fungdo extensdo E, obtemos entdo que

|z

4a
1={o.r (0l <G, [c“ lro‘z,ﬂ{(}i + C We]exp((foco Irlﬂ (0.T:H3EQH}J_})
]

A Gltima desigualdade prova (3.8).

Finalmente, usando os mesmos argumentos que para o caso de fungiio 7 temos

que
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<Cf e el
-0 ('l|”IL’m.:f'_-n|jAm.r:)})} Colto 2,040, + C We )_'exp oo "!L'(u.?-ﬂ"{()(:})}

a

or
ot

A [0.7 Y

0 que prova a desigualdade (3.9). A demonstragio da Proposigdo estd assim completa. m

Observagio: 3.1. A seguir faremos alguns comentarios a respeito do Método das
Caracteristicas, usado em parte da prova da Proposigdo 3 2, especificamente onde se
prova a existéncia e unicidade de solugbes para o sistema (3.15).

Fixemos EEC'(O,T;C3(A)) tal que :Tfa_,x =0, aqui A € um aberto regular e

limitado de JR", e consideremos a seguinte equagéo diferencial

“Uft,s,x)=u(.Ul,s,x) (3.27)

cf

Uls,s,x)=x
onde (s, x)e[O, 7 ]xA. A existéncia e unicidade de solugdes para o sistema (3.27) é
conhecida. Mais ainda as solugBes estdo definidas globalmente no intervalo [0, T]. De
fato se x € A a func¢do constante [/ (t, s, x)= x € a solucgdo de (3.27). Por outro lado, se
(s,x)e0,7}xA e 1€[0,7] sdo tais que U(t,s,x)e &A, pela unicidade das solugbes
(usamos aqui convenientemente a fungdo constante I'(§)= U (t, 5,x)) novamente

podemos concluir que a solugio esta definida em todo o intervalo [0, T]. O raciocinio

anterior prova que as solugdes sdo definidas globalmente no intervalo [0,7 ]

Suponha agora que 7 [0,7]x A = IR" ¢ solugdo do problema diferencial

We[% + (:T- V)r + ga(rj)] +7= 2aD[JT] em [0, T]x A (3.28)
&

o{0)=r, em A
Rescrevendo a equagao anterior na forma
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T, (I,U(r,s,x))Jr @ - V}r({,ll(f,s, x)= 17, rXr,U(!,.s, x))

e, usando as propriedades do fluxo {/, vemos que
L (el /5.50) = SN U 5. 5)
&

Integrando a ultima equagdo entre 0 € 4, para f€ [0, T ] e fazendo 7=s obtemos a seguinte

identidade
lix) =7, 0.0, )+ [ 7. NEUE 1 NE

Segundo o anterior, a existéncia de solugdes para a equagdo (3.27), sera garantida se

provamos a existéncia de um ponto fixo para o operador
Yy, x)=7 U0 x))+j Fla, oXE U, x)E (3.29)

num espa¢o funcional apropriado, que no nosso caso € C 1(0,1’” ;CS(A))_ Em relacdo a

esclarecer as 1déias anteriores ¢ assumindo que € possivel, vejamos que acontece se

derivamos respeito da variavel espacial a equagio {3.29), formalmente teremos que
8 8 * o
— Y@, x)=—r (U0,7,x)+ j' — @ e U X))z
ex; ox, ° 2 O;

e,

I

:Cg_?(z)(:,x):g;r Otx))+Zj 7i.7) T( L(érx))

“ !

de onde podemos deduzir que
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‘LP(TXC’[;\; < G !U(O’{](*’{AJTU L"m; + CZ_”f("’ T}rl{hj’U(‘f’ ’]u"‘i.,-'\] ’
0

Un procedimento totalmente analogo, estabelece desigualdades similares para as
derivadas de ordem superior. E claro agora gue um procedimento como o de contragao
permitirg provar a existéncia e unicidade de solugdes.

A argumentagao anterior foi possivel assumindo uma apropriada regularidade do
fluxo U em relagdo as variaveis 1,5,x.. Com respeito a esta questio de regularidade existe
uma extensa bibliografia, veja por exemplo, Portryagin [38] Capitulo 4, que nos permite

assumir que pelo menos U e C 1([0, T]x[(}, Tl.C 3(1\)), o que ¢ suficiente para nossos

objetivos,

Para provar a Proposigao 3.2 foi necessario também utilizar o seguinte lema

técnico.

Lema 3.3. Suponha que I, é uma superficie de classe C’. Entdo existe um operador

continuo £, : (0.7 H{(Q)» 12(0,7: H'(R")) e C>01al que
Eg(wli) o =wle) Yw e C™(Q(p)) (3.30)

lEg(er]Hi_(mn)st(er]H,.m[;}) v o1<i<l. (3.31)

paratodo 1<7</.

Observamos que faremos a demonstragdo de forma resurmda. Na teoria geral
dos espagos de Sobolev, questdes associadas a extensdio de fungdes sdo usais € assim
ressaftamos que o verdadeiro sentido do Lema 3.3 € pdr em evidencia que a

propriedade de integrabilidade € preservada pelo tipo de técnica a ser usada.

Prova: A prova do Lema sera desenvolvida por etapas.
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{
(iy  Vejamos imcialmente que para Q= IR] :4 (x,x,.x,)e IR" :x, > 0 } existe
{

um operador linear continuo Ef: L*(0,7;H (IR"))» (0.7, H'(IR")) tal que

ENw) e =w Ywe 120,71 (R7)),

Para provar nossa primeira afirmagio fixemos we( '(O,T ,C I(]Rf)). Se

x=(x",x,)€ IR" com x, = 0definimos

4

EL@Xt,(x,~x,) = Zaju(t,(x,jxn)). (3.32)

i=1

Na expressao anterior os coeficientes a, sdo escolhidos satisfazendo as equagdes

4
1Y => j'a, k=01.3, j=1.4.
r=1

A existéncia dos coeficientes a, é conseqiiéncia de termos que detﬂj*LJ)i 0. Uma
manipulagio algébrica prova que E." (x)eC ’(0, T;C ’(IR”)) e que £, (uXrl e = ult);

mals ainda, facilmente se prova que existe (>0 independente de 7 ¢ [0, T] tal que

iEéu(!Lj(Rn) < C'u(!]H,-(mf)‘

para todo 1< </ Nas conclusdes anteriores ¢ fundamental a escolha dos coeficientes

a;. Por outro lado ressaltamos que (3.32) preserva as propriedades de integragio da

fungdo estendida.
A densidade de C'(0.7;C'(IR")) em L7(0,7: H ‘(R")) permite provar nossa

primeira afirmag&o.

(i) A propriedade € verdadeira se Qf)={0) v r<[0,7].
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A prova € obtida usando particdes da unidade. De fato a regularidade de ¢

permite escolher uma cobertura {Q , }f:"o de Q tal que Q, c Q ¢ onde para cada

1< <N, existe um difeomorfismo w, Q, »IR" com

v, (Qj. ﬂﬂ)= {(x',O):x'eI ""}A Se {5}. K"o é uma partigdo da unidade subordinada a

particdo {(21 }:ﬂ toda funcdo ueLz({),T JH j(Q)) pode-se escrever na forma
Ng

u = mei . A extensio pode ser obtida usando a primeira parte, em cada fun¢éo uf ,
el

1< j< N, . Novamente observamos que a técnica anterior preserva a integravilidade da

fungdo u, e dizer E4(u)e 120,7;H(IR")).

(iii)  Finalmente vemos o caso onde Q}.((D)Z(D(QX[O, T ]) aqui ¢ e uma fungio

cumprindo pefo menos as condigdes (2.83) e (2.84).

Seja wuel’ (0, T.H'(Q)). Resulta evidente que a  fungio
uope Ll(O,T;Hi(Q)), pelo que usando (it) E {vop)el’ (O,T;H‘(IR”)). Se
¥:IR" - IR" é uma extensio da fungdo ¢ ', claramente temos que a fungdo
Elfwop)o¥er?(o,r ;H"(IR”)) ¢ uma extensdo para a fungdio u, ¢ de fato permite
definir operador continuo que cumpre as condigdes (3.33)-(3.34) A prova estd
completa. m |

Completamos esta se¢do provando a unicidade das solugdes da equacio de
transporte {3.6)-(3.7), o que serd fundamental na proxima segio, onde usando técnica de

ponto fixe, provaremos a existéncia de solugdes para o modelo diferencial de Oldroyd.
Proposiciio 3.4. Suponha que se cumprem as condigdes da Proposi¢io 3.2. Se ¢ 6 tal

O
que Z%(@"(x,!,))m (x,1,)<0 em dOt) entdo a equacio de Transporte (3.6)-(3.7)

tem uma unica solu¢io na classe de fungdes L* (0, T.:H '(Q(t))),

Prova: Se 7, e 7, sdo solugbes do problema diferencial (3.6)-(3.7)e r =1, — 7, entdo
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(r,+@ V) +g(r.7))+7=0 em Q. (p) (3.33)
{0)=0 em (0).
Multiplicando escalarmente no sentido de L2{Q{r))a equagdo (3.33) por WL temos
=

pelo Lema 2.13 que

=@V e V)4 T [ 2, Do) s

ZdrH _H 1T a0)t)

Usando agora que —( '(t, )) 7 <0, e aidentidade

(@ V).r)=0

obtemos que

1 _
MH +f’ <-(g.(ru)7)
1 _ 2
= %IVH ‘L‘ {Q{r}‘];‘r[
< ‘ [ﬂs.n{:_}[r'z

onde ¢, é uma constante positiva independente de 7 € [0,7]. Da iltima desigualdade em

particular temos que

], o

Como 7 € L'(0,T: H*(Q{))). a desigualdade de Gronwall-Beliman permite concluir que

=0 gip em Q. (p). A prova do Lema e agora completa. m
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3.2 Existéncia de Solugdes Fortes Locais no Tempo

O objetivo de esta segdo € enunciar e provar um teorema de existéncia local de
solugdes fortes para o sistema diferencial de Oldroyd em dominios de fronteira movel
de certa classe.

Na demonstragio do teorema de existéncia sera usado o classico Teorema de
Ponto Fixo de Schauder, combinado com os resultados da segio anterior sobre os
problemas linearizados associados com o sistema. Observamos que serdo importantes

na argumentacao os resultados de compacidade apresentados na Se¢io 2 do Capitulo 2.

Teorema 3.5. (Existéncia local de solugbes). Seja T>0. Existe uma vizinhanga W da

identidade em
C, = {qo cC(0,7T]xQ): 0 ¢ d{feomorﬁmro}

tal que se ¢ € W cumpre que

o(y,1)=(p,(.,x).0,(t,x)...0,{t. x)1)

ox .

K

DEIHMJ Jy(t) em Q) v 1efo,1],
(e}

Z%ﬁi}(@-l(x,f))q(x,r)go. em 30(1),
entio se f € (0,7 H'(A9)) com £ e {0,712 (Q() e £(0)=0, 7, « H{N0)
com V-7, =0, onde plt, )= Q1) {f} paratodo 1 €0, 7], existe 0 <7 < 7T e fungdes
we 0.7, H QN L 0.T:D(40)). = e 1700, T; 5 @), p 12 (0,7 H* (1))
cumprindo que «, e L2(0, 7. H (QUWN L0, T v @), e L0.7,5' Q) e
p, € I2(0,T:H'(Qr))) tais que (v, p,7) é solugio do problema diferencial Oldroyd

(3.1)-(3.5) em Q. () com condigdes iniciais #(0)=0 e z{(0)=r, .
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Prova: A prova sera feita em varias etapas preparatonas para a aplicagdo do Teorema

de Ponto Fixo de Schauder.

Inicialmente vamos definir um conjunto convexo adequado no espago de
fungdes onde a solugdo sera obtida. Para isto, fixemos @ €', aqui V, ¢ a vizinhanga

garantida pelo Corolario 2.7, cumprindo (2.85)-(287) e tal que

ZS(:%(@_I(XJ)}W(XJ)SO' em 59(1) Para nimeros 7> 0,8, >0, =123, definimos

0 conjunto

& (ﬂ"): {("’ T)Z ML“’({J‘TﬁZ(fo}U <f ‘TFIL"’(O.rﬂI{Q(r}}) <h;

2

2 2
"IL"‘{O.T:D['AifJJ,HI.:(.O‘T:H:*(Q(:Jj} + 'u! ’L“"[D,T:i'(Q{IJ}ﬂL:(O.T;.‘f:[Qw};-) + ‘uﬂ ’L"{O,T:H[Q-[r}}} < 181

u(0)=0, 7(0}=7, }

onde damos por entendido que Q(I): o{t,Q) paratodo 7 € [O, T ]

Resulta obvio da definigio do conjunto A,(B,) que a fungio (0,7,)e 4.(8.), para

B, >|z,|,. Assim nestas condigdes, A, (B,)= 0, o que assumiremos no que se segue.
Sendo X = 12(0,7 -7 (QU))x 20,7 - H'(())) definamos a fungdo

G: 4, (B)cX—>X

(fz", ‘F) -G ((H, 17)) = (u, z’),

onde u,7 sdo respectivamente as unicas solugdes dos problemas

103



cl

— A+ Vp=f+@-VR+V-T  em Q,(p)

o
divu)=0 em Q. (p) (3.34)
=0 em T, (p)

| u(0)=0 em Q{0)

H”efi(%+(ﬁ-‘0’)1+ga(r ; Vﬁ)]-i—?.’ = 2aD[1T] em (p) (3.35)
e

r(O)z 7o em Q(U).
A existéncia das solugdes para os sistemas (3.34)-(3.35) € garantida pela Proposicéo 3.1
e pelo Teorema 2.11, respectivamente. Por outro lado a unicidade das solugdes foi
provada nos Lemas 2.14 € 3.4
Nosso proximo objetivo e provar que a fungio G satisfaz as hipoteses do
Teorema de Ponto Fixo de Schauder e assim garantir a existéncia de solugdes fortes

para o modelo diferencial de Oldroyd. Isto sera feito por etapas.

(i)  Vejamos inicialmente que existe 0 <7 <7 tal que G{4-(8,)) < 4-(8,).

Fixemos (i7,7)e 4,(B,) e seja («,7)=G(w,7). Como u é solugio do problema

de Stokes 3.34, pelo Teorema 2.11 e lembrando que (V,-:}];"{__.r{w.J =M o+ lal..  onde

2 _ |2
‘V‘H‘Lr{_.p) - IHEL" (0,70 Al }__|n1_1iﬂ.T:H3!_Q{r_}}] +‘H?

2 1
bAd ioﬂ'mt:)mf(b.rﬂ’:or;f}J) M 1”1'! L,”[u,m[m':}w

temos que existe C > 0 independente de 7 € [0,T ] tal que:

2
Xplg!h

{1:‘;,”“3] < C‘f +V- ?+(IT-V}7|
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V.1l
rlb

- V)*|1 o) ]

1FAN
£
™
TN
‘*-H
L-
§‘

<4 [1 Y (2 B (2 +I1(:7-V)7|f_tdr +I1((,7. V)ﬁ)fd:]
<4C(f] j g (.Y dr+j|v A dt]+
L Arle “fo. 72204 ))

4(?[][(;7-\?)713 +|V((@ - vyr) ar +]:1§, Val| +|(§-v}7f|"d:}

Usando agora as classicas imersdes de Sobolev e continuando com a ultima
desigualdade deduzimos a existéncia de constantes positivas ¢; , independentes de

t €[0,7] tais que

T

\uliil_r{m quA el +C‘T(ﬁ +)8" )+ ACe [I

]

V<l

i fo T}d{J

e L S

]Vu

rgt Qm}Wu JAdfe PR3] H“

+4Cc (ﬂu

< 4(‘[

T
?
< MCc%c‘ﬂuJ
T o Ty

dr

L‘”{oﬂ

Y
{0, T 1 {o.7:D{ (s 1))
‘1 l (a2 ‘ | { 4 )l U,

< 4C[ "f‘;r[&i?] +¢ T(ﬂ; + ﬁj) }rcﬁ}ﬁf

Segundo o anterior, podemos afirmar que existe ¢, = c, (go,Q)>0 tal que

o

ilrtm‘ (V‘ +ﬁ T+ﬁ3T+ﬁ‘ ) {3.36)

Por outro lado, para as estimativas de 7 € 7, usamos diretamente as

desigualdades (3.22) ¢ (3.23) da Proposigio 3.2. Assim temos
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e el )
| ‘L fors e ) = { |Tﬂ|m{ o W,]ei(p fJC“”IL‘[UIH 1ot}

4

ERUREE RURNES WATR.
'frlr* o)l <, [60|“11:*[u,rﬂ(a{n{r)}}) + COWe]\CO‘TOII.Q{Oi - CoWe}exP ( a‘“'u (o8 4e)

pelo que

T'L lumfm{r}}] S(("O"‘rﬁ[z.ﬂ[o, C We Jekp((' o r ﬁl ) (3‘3?)

T )
e forst el = C{C“‘ull"fo,fﬂ(ﬁ(ﬁ{r}}}} +Eﬂ%}[c°]rﬂlz.oeo C We /|expC Co T P

(3.38)

Escolhendo agora

B, > 2c, }fﬁ,r{?}

4o !
27 (Co !TO]Z,Q(()] + COWeJeXp(CO% T'ﬁl') }

B, >max{ |z'0

3 1 4cx 11
ps > Cu[coﬂ{ +C_JV;J(C0|TOI+ COWe}eXp(( r: ﬁl)

vemos de (3.36)-(338) que wpara O0<7 <T suficientemente pequeno

F(A_(8.) < 4.(8.), o que finalmente prova a afirmagao (7).

(i) Se deduz facilmente da Proposi¢do 2.15 que o conjunto 4 {(B,) é relativamente

compacto em X.
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(1) Vejamos agora que G € uma funcdo continua.

Seja (@,,7,),.. uma sequéncia em A.(8) e (@,7)eA-(B) tais que

(@,,7,)— (7,7) fortemente em X.

Por (i), sabemos que G (r?,,,'?,, = (u_1 ,r,,)e A- (/3;) vn e N. Logo pela definigéo
do conjunto 4,(B,), podemos escolher uma subseqiéncia de (v,,7,),.., que para

facititar a lejtura seguiremos notando da mesma forma, e (v,0)c 4; (8,) tal que

(,,7,)— @7) forte em X (3.39)
u, v fraco em I0,7:H(Q()) (3.40)
u, —v, fraco em 1*0,7: H*(Q()) (3.41)
r, >0 facox em 17(0,7: H* Q1)) (3.42)
1, >0, faco* em L*(0,T:H' () (3.43)

mais ainda, por (11} podemos assumir, alem das outras convergéncias que,

(un, r,)— (v,c) forte em X (3.44)
As convergéncias (3.42)-(3.43) e (3.44) sdo suficientes para passar ao limite na equagio
ér, 4 _ _
Wel =+ @, VI, +£,(c,.7,) |+ 7, = 20007, ]
I

Trr(o) = TO
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e estabelecer que

We( (:” +(c- Vi - g (7, r)} +1=2ai] (3.45)

C

T(O) =7T,.

Fixemos ¥ e ‘D[Q, (go)] tal que div(¥)=0 em Q, (p). Entao como para cada

ne N, u, ¢ asolugdo da equagio

~Au, +Vp, =~ - Vi + f+V T, em Q. (p)
div(u)=0 em Q.(p)
u,(0)=0 em Q(0)

pela escolha de W temos que

7( O A T o _ _
L( 8” —Aun,ly/’ws:jo (@, V¥, + f+V-T, Pls

IT(E‘H" q’)dé _,:_‘C (Vun’V\PyIS = J;T ((lTn . V)—fn +f+ V. fn,qlﬂg .

>
0\

Logo, tomando o limite e usando as convergéncias (3.31)-(3.33),(3.41) e (3.44)

podemos deduzir que

>

|

IYI[‘,‘I’N i~ [[(7.V¥), dr=[[ (7 + £ +9-5.%),,
A7) Al |

~)

Qi

e, como ve 17(0,7: D(A(r)), podemos rescrevé-la na forma

r (-81 - A\-‘,‘P\; dr = f«il—- V)7+ f+V.1, "P)m’z dr .
at o -

0
0
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Desta fltima equagio, e como conseqiiéncia da arbitrariedade da fungfio ¥, podemos

inferir que
ov — o _
P(I(E!— - Av] =PN-(@ -Vl +f+V.5) q1.p em Q, (p)
As Proposigdes 1.1 ¢ 1.3 garantem a existéncia de p e L’ (0, T:H* (Q(r))) tal que

%-—A1-’+Vp=f+(ﬁ-V)T+V-r,

v(0)=0
Finalmente, as equagdes (3.45) e (3.46) provam que

G@,7)={v,0)=lim{u, 7, )=hm G&,,T,),

onde o limite é no sentido da norma do espago X , o que estabelece a continuidade da

fungio G.

As afirmagdes provadas anteriormente mostram que a fungio G satisfaz as
hipoteses do Tecrema de Ponto Fixo de Schauder. Portanto existe uma fungdo

(u,7)e A-(B,) solugio do problema de Oldroyd. Finalmente as afirmagdes respeito da

pressio p sdo conseqiiéncia da unicidade de solugdes do problema de Stokes,

Proposi¢o 2.11. A prova do teorema esta completa. m

O uso do Teorema de Ponto Fixo de Schauders na prova do Teorema 3.4
precisou da unicidade da solugdes dos Problemas de evolugiio de Stokes e da equacdo
de Transporte (3.6) (3.7) o que faz que 2, (go) seja um dominio especial. Vejamos a
través de um exemplo muito simples, um dominio ndo cilindrico que cumpre as
hipoteses (2.83)-(2.85) e a do Lemas 3.4, suficientes para garantir a unicidade das

solugbes dos problemas mencionados.
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Fixemos Q= B,(y) onde r ¢ un nimero positivo, y € IR", 6< IR e T>0. Para

cada ref0,7 ] definimos a fungiio @(r): B.(y) > IR" pela expressio

plt)x)=y +(1+16)x - y)

Facilmente se prova que a fungfio ¢ cumpre as seguintes propriedades:

2 ol B.O)=By.s (V)

b) de{%} = (1+18)" >0 para 6 suficientemente pequeno.

o kB, ) -0 se @ >0

©) |e-1

d) Z%(t@“ (;,z))- 7.(t.2)= 00 +10) (x— y)-(x—y) < 0 se #<0 com 1+6>0.

De a)-d) temos que para § pequeno o dominio €, {p) cumpre as hipoteses dos Lemas
2.14 e 3.4 garantido a unicidade de solugdes para o problema de Stokes e para a equagao

de Transporte (3.6)-(3.7).

Um outro exemplo que permite garantir a existencia de solugdes € aquele onde
, 09, (
olt,x)= ((91(xz:xa.{)’(az(xa,l)’(”a(i)ﬂ) e tal que z%((a l(x’r))' n,(x.0)<0

O préximo resultado estabelece a unicidade das solugdes do sistema diferencial
de Oldroyd (3.1)-(3.5). A prova do resultado sera baseada na obtengio de apropriadas
estimativas de energia para # e 7 no espago L’ (Q(r)) Tecnicamente, a demonstragio
nio ¢ muito diferente da apresentada, para o caso cilindrico, por Guilloupe & Saut em
[20], Teorema 2.5 pag 858. De fato a diferencia basica esta no tratamento dos termos de
fronteira que aparecem, no caso ndo cilindrico, no termo (r, t,) como mostra a
comparago dos Lemas 2.12 e 2.13. Por outro lado como no nosso caso a existéncia de
solugdes foi estabelecida para um tipo especial de dominios nfo cilindricos onde o
termo de fronteira mencionado é negativo e, por tanto, a dificuidade desaparece.

Segundo o anterior a prova da préxima proposi¢do sera resumida.
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Teorema.3.6. Suponha que se cumprem as hipoteses do Teorema 3.5. Entdo o problema

(3.1)3.5) tem uma Unica solugdo (u, r) na classe de fungles
22(0,7: Q)N L2 0, T; DA x I 0,7; H {(€4r))). A pressio p e tnica salvo
constante no espago L2(0,T; H? ©0)).

Prova: Suponha que (u',r‘, p‘) é (uz,rz,pz) sdo solugdes do problema (3.1)-(3.5).
Fazendo ¥ ="' -u’, =1, - 7,, e aplicando o aperador P(t) na equagdo (3.1) temos

que
Refo,u + PO -V + P - V)u? J+ (1 — @A = PEYV - 7) (3.38)
welo o+l Vo)t lu? Vi)+ g, (0. Vu)+ g, (02, Ve J+ o = 2aDfu]  (3.39)

7(0)=0, u(0)=0

Tomando produto escalar em (338) e (3.39) por [u,zi} usando que u,y,) =0, as
o 3

identidades

(- V1)) =
(- V). 7)o = 0
(D[u], ‘r) = —(V ‘T, u)

bem como a desigualdade de Young, podemos deduzir que

l%[]{e‘uia;ﬁ%h];} +(1- a{ 20 a)[ D””Hn{f irli:{:_nﬁ

3 We 2 u a 6 a a
6.0 Rl 5ol |5 [ 71 qoms+ 3 [, 2 Sotes 3 [ L L

aalt) Li=101) !
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2
onde ¢£(I)=[C0“unj+~c—°\r'|j} e £>0 ¢ suficientemente pequeno. Como por
i £

hipétesezg%(@"(x,t))-qj(x,r)so, podemos assumir da ultima desigualdade a
0

existéncia de C,{p)> 0, independente de ¢ ¢ [0, 7] tal que

1d We We 1
Ez{Relulém ' —ZEH;{’}] =t ({Re‘uﬁ’(” "2 H&,,} +G (t?’)l” oy + |T|£2'J(r}].

Escolhemos agora C, (qv) > 0de modo que seja valida a seguinte desigualdade
1d 2 We, 2 2 We, »
gg[Reiuln{,; +—2;Irlnm:l <. 0+, &»))[Re!ulm,) ¥ Emnm]_

Como ¢, € I'(0,T), a desigualdade de Gronwall-Beliman, permite provar que u =0,
7=0 em Q,(p). A propriedade respeito da pressdo é clara A prova da proposi¢io esta

completa. =
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