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PREFACIO

Neste trabalho iniciamos o desenvolvimento sistematico da teoria para-
consistente de conjuntos NF -, sendo que aqui ser3d estudada a parte de NF
correspondente aos capitulos IX e X de Rosser [19], bem como algumas proprieda
des basicas do conjunto de Russell. Cumpre observar que grande parte dos resul
tados incluidos neste trabalho, foram mencionados, sem demonstragac, em Arruda
71 e 18],

0 principal interesse no desenvolvimento de NFm esta em verificar
quais resultados da Teoria Classica de Conjuntos NF (cf. Rosser [i18]), se man
tem quando a iogica subjacente usada for o sistema C; {cf. da Costa [10] ), uma
jogica bastante mais fraca que a classica, no gue concerne 3 negagac. Por ou-
tro lado, como a 16gica subjacente € mais fraca que a classica, ¢ esquema da
separacac pode ser postulado numa forma "mais forte" que em NF. Com isso ga-
rante-se a existencia de cenjuntos contraditorics, como R = Z{x & x), que nao
podem existir na teoria classica de conjuntos, pois sua existencia gera parado
%05 (como o de Russell), que trivializam a teoria. Todavia, quando alogica sub
jacente for paraconsistente, o fato de se provar, por exemplo, que FERIRFEH,
nao leva, em geral a trivializacao da respectiva teoria de conjuntes.

Assim sendo, o desenvolvimento sistematico de uma teoria paraconsisten
te de conjuntos como, por exemplo, NF g de grande interesse para a busca
de teorias de conjuntos mais fortes que as usuais, ou seja, de teorias de con-
juntos que se aproximem mais da teoria de conjuntes imaginada por Cantor. Por
outro lado, o estudo sistematico de NF@ pode auxiliar no desenvolvimento de

teorias de conjuntos, construidas a partir de logicas nao classicas.

Em [10], N.C.A. da Costa construiu uma hierarguia de calculos de predi
cados de primeira ordem com igualdade, C: ,1<n<w, e esbocou a construcio
da respectiva hierarquia de teorias de conjuntos de tipo NE, NFn, 1<n<w.
Mais tarde, A.I. Arruda provou que as duas versoes basicas dos sistemas NFn s
i<n <w, propostas por da Costa eram triviais. Assim sendo, sla propos no-
vas axiomatizagoes desses sistemas. Este & o assunto abordade no primeiro capl

tulo.
(1)
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No segundo capitulo, iniciamos © desenvolvimento sistematico do sistema
NFw , axiomatizado como em Arruda {81 . Para dar uma ideia mais completa de Nﬁ”,
seguimos passo a passo os capitules IX e X de Rosser [19]. Neste capitulo, quan
do a demonstragac de um teorama for identica a demonstragac classica, ela sera
omitida; por outro lado, chamaremos atencao para 0$ resultados gque, aparente —
mente, nao podem ser adaptados de modo & serem validos em NFw . Lomo se pode-
ra perceber, tais resultados sac poucos e, aparentemente, sem grande importan-
cia. Observemos, ainda, aue neste capitulo nac usaremos o esquems da separacac

de NF —em toda sua forga; procuramns usa-1o numa forma "fraca"' {a mesma de

NF)  justamente para que se torne mais evidente a "semelhanga” entre NF@ e
NF ; pois, num trabalho comg este, oue € uma introdugan ao desenvolvimento 5%
tematico de NFQ,, tal semelhanga deve ser enfatizada.

T
t

No terceiro capitulo. tratamos das propriedades basicas do conjunto de

ane

Russell, & = &(x & »/. Em {7], tais propriedades foram mencionadas, sem demons
tracao, para os sistemas NFn’ t<n < w . Airaves de umg definicac convenien-
te de “individuo de Quine" em NF;J, mostramos que todas as propriedades de =

mencionadas em [7] sao validas tambem em NFM .

E claro que deixamos de abordar muites aspectes interessantes de NFM,
tais como aqueles que podem ser cbtides usande-se no esguema da separagac, e
lugar de F/x), formulas nao estratificaveis, onde nao ocorra o simbolo 2, bem
como o desenvolvimento da teoria de numeros cardinais e ordinais. Mesmo assim,
acreditamos ter cumprido nosso principal objetive: dar uma contribuigao parz o

desenvoivimento sistematico de NF@
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CAPITULO T.
I. A AXIOMATICA DAS TEORIAS NFn, T<n <uw,

I.7. INTRODUCAO

Na epoca atual, varios autores vem tentando construir teorias de con-
juntos nas guais o esquema da separacac possa ser formulado sem as restricoes
usuais para evitar paradoxos; isto e, teorias de conjuntos onde o esquema da
separacac possa ser formulado comol(Eyl{x){x € y} = F{x}}, sendo que a unica
restricac imposta a formula F{x} & a de que a variavel y nao ocorra livre em
Fix).

Obviamente, se guisermos construir tais teorias de conjuntos, nac po-
deremos usar a 10gica classica como logica subjacente, assim como tambem nao
podemos utilizar a Jogica intuicionista pois, também neste caso derivam-se pa-
radoxos como, por exemplo, ¢ de Curry-Moh Shaw-Kwei e o de Russell, que trivia-
Tizam as respectivas teorias de conjuntos.

Assim, tem-se tentado solucionar este problema tomando-se como logi-
cas subjacentes certas logicas nao classicas, estritamente mais fracas que a
1ogica intuicionista. Recentemente, em trabalho ainda nac publicado [G1], A. I.
Arruda e N. C. A. da Costa, usando certas 1ogicas relevantes fracas, as quais
sao, tambem, paraconsistentes, mostraram gue e possivel construir teorias de
conjuntos nao triviais, onde o esquema da separacac pode ser formulado na sua
forma geral: (Eglix}i{x € y = Flxi].

Entretanto, ja em 1963 (cf. 1101}, N. C. A. da Costa construiu certas
teorias de conjuntos, denominadas NFH, 1<n < w, nas quais o esquema da se
paragao, apesar de nao poder ser postulade em sua forma geral, pode ser postu-
lado numa forma "maic forte” que na teoria NF de Quine. Segundo A. I. Arruda
[7], com essas teorias de conjuntos pode-se investigar os dois problemas se-
guintes, cujas solucoes podem nos sugerir e esclarecer certas propriedades he-
terodoxas das teorias de conjuntos paraconsistentes.

Antes de propor os dois problemas, devemos dizer que uma teoria & pa-
raconsistente quando de uma formula A e de sua negacao A nao for possivel obter



uma formula qualauer B,

PROBLEMA 1:- Admitindo-se 2 existencia de alguns conjuntos,que na¢ existem nas
teorias de conjuntes usuais, estudar suas propriedades; como, por exemplo, es-
tudar as propriedades do conjunto de Russel, R, = x{x & x}.

PROBLEMA 2:- Investigar a conjecturs de acordo com a qual,quando enfraquecemos
a 10gica subjacente, podemos obter tecrias de conjuntos estritamente existen—
cialmente mais fortes gque o35 usuais.

DEFINICAQ 1:- Sejam ¥ e T' duas teorias de conjuntos nao triviais, com a mes-
ma tinguagem. Dizemos que 7' e estritamente exdisfencialmente mais fonte que T
s¢, para todo abstrator xFix), = AXF{x) em T implica que }— 3IxFix] em T
e existe pelo manos um abstrator XG{x} tal que 11— 3XG(x] em T' mas AxGix)

nac e teorema em T,

Intuitivamente, dizer que T' & estrnifamente oxisfenclalmente mals for-
te que T significa dizer que todes os conjuntos que existem em T tambem exis-—
tem em T', mas ha pelo menos um conjunto em T' gue nao existe em T.

0.objetive principal deste trabalho e o de sistematizar parte dos re-

*

sultados ja obtidos sobre o3 sistemas NF , ¥ <n < w, especialmente aqueles
sobre NFu), mencionados por AL 1. Arruda em [B]. Para efetuar esta sistemati-
zagao, iniciaremos com a descricao das logicas subjacentes aos sistemas NFn
1<n <w;a sequir, mencionaremos algumas formulacGes do esquema de separagao,
que se mostram inadequadas, pois, com as mesmas, A.I. Arruda provou que os reg
pectivos sistemas NFn, 1 <n < w, sao triviais e, finalmente, enunciaremos as
axiomaticas dos sistemas NFn, T <n < w, que serac usadas neste trabaiho.

No que seque, denotaremos o0 calculo proposicional classico axiomatiza-
do como em Kleene [18], por &, o calcuio de predicados de primeira ordem sem
igualdade, por Cg , 0 calculo de predicados de primeira ordem com igualdade,

por C; e D denotara ¢ calculo de descrigoes classico.
[.2. AS LOGICAS SUBJACENTES ADS SISTEMAS NFn, 1T <n <,

As teorias de conjuntos NFB, 1< n <@, sao teorias de conjuntos cons
truidas de modo similar ac NF de Quine {ver Rosser [19]), porem, tendo como b
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gicas subjacentes os calculos de descrigoes D1 <sn sw

0s calculos de descrigoes D,1<n <o, sao construidos de  maneira
similar ao cilculo classico de descrigoes O, (ver Rosser f19), capituio VIII),
a partir dos calculos de primeira ordem com igualdade C: , 1 = n € w 03 cél
culos €, T <n <, sao construidos a partir dos cadlculos de predicados de
primeira ordem sem igualdade 4=, € , 1 <R < w, e estes sao construidos a par

tir dos calculos proposicionais C, 1<n<uw

J‘I\\

1.2.1. 0S CALCULES Cn, 1 <n

L,

Nesta seccao, daremos a axiomatica dos sistemas Cn, 1 <n < w, mencio-
nando apenas alguns dos teoremas fundamentais. Para maiores detalhes, ¢ leifor

pode consultar [1]e(10]. _
A linguagem dos calculos Cn, 1 <n <, e composta de:

a) um numero enumeravel de variaveis proposicionais.
b

¢

onectivos:

C
5 ¢ implica
& . e

v ! ou

71 : nao

¢} parenteses

Utilizaremos, também, as definigfes usuais de formula e teorema; bem

como as convencoes para eliminacao de parenteses de Kleene [18].

POSTULADOS DOS CALCULOS Cn 1 <n < w,

Para enunciar esses postulados, precisamos esclarecer algumas notacoes

neles usadas. Temos, entao, as seguintes definicoes:

DEFINICAQ 2: A" & uma abreviac3o para a formula A RTTAL.

DEFINICAO 3: a) A° = Al

b) A" & uma abreviagac para a formula A°C*°
[0}

‘C dsto e, A sequi-
do n vezes pelo simbolo
DEFINIGAO 4: A™ & uma abreviacio para a formula A° & A &... 84"

Chamamos de formula bem comportada a uma formula do tipo A e & bom
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lembrar que para as formulas bem comportadas em Cn, T=n < w, valem tedas as
tautologias do calculo proposicicnal classico.

Visio isso, podemos enunciar os postuladoes de €, que sac 05 seguintes:

1)y A D {B DA)

2Y JADBI D ({AD{B2C)) D{ADC)}
3) AD [BDA&B)

1T AL R DA

Y A8 B2DB
6 IAZCI DB 20 DAV B
7VADAVB

BY B DA v B

97 AL A DB/ERB

T0Y371A 2 A

1) A v A

Os postulados de €4 sdao os de C_ mais os sequintes:

o

]

i B

127 8% D ([ADB) 2 ({AD7TB] D T4}
13) A° &

B> a2’ 8 (AeR%8&Ay BI°

L

Como postulados do calculo Cn,2 “n <w, temos os postulades de €, e

mais o$ seguintes:

12) 8 (A DB 1 D ((ADIB) DA
17 A es™ oo™ ae s ™ eaay gt

T

- T . - _ - . — Q - .
DEFINICAO 5: Em €,, 1% A @ uma abreviacdo pars a formula “1A & A", Em €,
L - - . 14 g ain)
2 <n<w, T*A & uma abreviacao para A & A"/,
Vale esclarecer que os calculos Cn’ 1% e, diferenciam=-se do cgipg
1o proposicional cldssico em dois pentos fundamentais: neles, em geral,nao sao

validos o principio de contradicao e o de reducao a0 absurdo; ou seja:

a) (A & TIA) ndo & valido em geral
b} de duas formulas contraditorias, A e 1A, nem sempre € possivel de-
duzir uma formula arbitraria 3.

Resulta disso que a formula que trivializa C , 1 Sn <&, e do tipo



A & TI*A,

A seguir mencionaremos alguns dos principais teoremas dos sistemas Ch’
1< n< w. Un estudo completo dos sistemas Ch, 1< n< w, pode ser encontrado
em £. H. Alves [1].

TEOREMA 1:- Se A;,..., A sd0 0t componentes atomicos das gonmulas de TU {Al,
entao wna condiqao necessinda ¢ sujdciente, pana que T b A em C, ¢ que
n n .
,A§ },...,Ang}i*- A em Cn,'if:: 0w

DEFINICAD 6: Um sistema § € dito taivial se nele toda formula € teorema.

DEFINICAD 7: Um sistema § & 4inifamente friviafizaved se existe uma  formula
{(nao um esquema) F, tal que o sistema obtido pela adicao a & da formula F

como um novo postulado, e trivial.

TEOREMA 2:- Todos cs sistemas © o, V= 5w, sac nas trivdals. Os sistemas Co

1< n< w, 840 {dndtamente frivdaiizavedy, nos G, nac ¢ .

DEMONSTRACAQ:- Uma formula do tipo A & 714 & A trivializa C.1« n< oW,
; . - n\ - ~— P - PN

pois nesses sistemas vale = A & 714 & A 5 g, €, nao & finitamente trivia

lizavel, pois nele prova-se gue nao existe nenhuma formula fixa F tal que

- FDOA, onde A @ uma formula qualguer.

TEOREMA 3:- Todo sdsfema da hieharguila Cﬁ G ’Cn o, C 2 gstnitamente

MALS ACALTE qUE 05 aRleTlones.

DEMONSTRACAQ: - E facil provar, por exemplo, gue 370 g (A2 B] & [ADTIB]DTIA
nao & valido em C_ ,. Para provar que € & esiritamente mais fraco que C_,
n <w, basta observar que em G nao vaiem os axiomas 12 e 13 de C.n<w,

TEOREMA 4:-~ 03 aistemas G, 1 €0 < @, pac 8a0 decddiveds poh mataizes find —

tas.,

TECREMA 5:~ Seja A uma fowmufa de C, 0 A¥a gonmula obtida substituindo - se

em A, 71 por V¥ Se = A em C, entac 1— A* om €, 1 <n<w.

TEQREMA 6:- Adicicnandeo-d¢ a Cn, T €0 < a jommuba A(n) eome um novo postu

lade, obtemos o caleuly paoposicional classico €,
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DEMONSTRAGAO: - Em C_, 1 <n < w, temos t—B™ & (A D B) & (4D 718 574, or
se para toda formula A, i— A sutdo 4— B fogo +—I{ADB) & [ADTB) DA

Existe uma semantica de tipo Henkin para C,1<sn<w {cf. da Costa
e Alves, [16] e {17]), obtida atraves da seguinte definigac de valeracac.
DEFINICAD 8:- Seja F o conjunto das formulas de Cyo 1 <n <o, uma vaLORACAD
para Cn e uma fungao v: F— {0,1} tal que:

1Y Se w{A] = 0, entao v} TA) =]

2} Se w114} = 1, entao wlA} =1

3) Se w(B™) = WIAD Bl = vIADTVBl = 1, entio  wiA) = O

1l

4y vw(ADB) =1 se, e somente se, ou vi{Al =0 ou i{B) =1

5} vw{A & B) =1 se, e somente se, A} = U(R) = 1}

6) w[A v B) 1

1T se, e somente se, ou vw{Al =1 ou v(B]
7} se w(a™) < oB™) - 1, entio oA DB - ula g B ™) -

- uilav By -
DEFINIGAO 9:- Uma valoragao v & um medefo de um conjunto de formulas I se, e

somente se, wlA] = 1 para toda formula Aem T . T kB A significa que viA)=
= 1 para toda valoracac v que & um modelo de T .
TEOREMA 7:- T I=- A& om C, 8¢, ¢ somente se, T 1== A, 1<n<ow,

A partir da definicao de valoracao e possivel definir as quasi-watri —
zes {cf. Alves {1]), com as quais podemos provar o seguinte teorema:

TEOREMA 8:- C , T <n < o, ¢ decddivel

1.2.2. 0S CALCULCS ©*, 1 <n < w.

0 calculo de predicados de primeira ordem Cy & obtido de €y, apliando-

se convenientemente a linguagem e adicionando-se aos axiomas de C; o3  se-
guintes postulados, com as restricoes usuais (cf. Kleene [18}).

I} Alt] D {Ex)A(x} ITE) Alx} D C/ (Ex}{Al{x] D €}
1) {x)A{x} DAl IV) € 2 A{x} /C D {x}]Alx]



T
/

V) Se A ¢ B sdo fomnufas congruentes, ou, e wnd € obtida da outrna, pela
eliminacdo de quantificadetres vacuos, endde A = B & um axioma,

VI) () (A[x1)° 2 (AL )”

VID) {x}(A(x)}° DUExIALx) "

Os postulados de C* 2 < n < w, sao 0s do respectivo C ,mais I-V
acima e, ainda,

‘{"l
VI o (AL ™ D Al T

VITY (k) (A(x]) ™ e AL

Os postulades de C* sao os de C e mais os postulados do [ -V acima.

1.2.3. 0S CALCULOS c; ,1<n€ew

Os postulados de C; sao os de CF e mais os seguintes:
1) x=x
IT7) x = 4y D {Alx} D Alyl!

Os axiomas de C;, 1 =<n < w, sac 05 de Cg e mais I e 117; do mesmo

modo, 0$ postulados de Qj sac os de C; e mais [ e 11,

1.2.4. 0S5 CALCULOS EL, T<n =,

0 calculc de descrigoes Eh, 1< n<w, (cf. [101), & obtido de C; \
introduzindo-se o simbolo 1 {(descritor) e os postulades D1 - D5, abaixo.
Se Fix) & uma formula, entao "o objeto x tal que F{x)" & denotado

por x f (x].

DEFINIGAO 70:~ [EqxiA = [Eyiix]ix = y = A)
D1: (x)F(x) 2 FligQly)!

DZ2: {x){Pl{x) = Ql{x)) 2 wxPlx) = 1+ xQ{x)

D3: 1xFix) = 1yFly)
D4-

=

PlayQlyl) D {ExiPix]
05: (B, xIP(x) D [(x] (xPlx) = x) = Plx)]}.
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TEOREMA 9:~ Sejam A, A,,... A 04 componentes atomicos das foamulas de T U{AT.
Entao, T +— A em EL se, o someple se, Agn) Aén) s ' — A em E% )

T =<n < .

FILEL I

TEOREMA 10:- Sega F uma §0rmuta de.E% e F*¥ a gonmuba obtida de F aubsfifuin-
do-se 71 pon 1%, Entdo, \— F oem D se, ¢ somente se, —F* o D T <n <o

TEOREMA 17:- qﬂ ¢ uma extensao conservativa de C; , 1< <,

TEDREMA 12:- C; . C; s E%, 1 <n € w, nae sde ivdadls. C;, C;, Dh’ 1 < n < ¢,
480 findtamente trivializaveds e € ,C. > DB, nac sao finitamente trivializa-

Ve,

PN

n < &,

1.3, 0 ESQUEMA DA SEPARACAD IM NFns 1

Ds sistemas NF , 1<n <o, sdo construidos a partir dos D, 1<nge,

tomando-se como axiomas especificos o axioma da extensionalidade
fop/i{z)iz €w 22 Cy) Dy = y)

e, ainda, o esguema da separacao.
Todavia, nao se pode postular o esquema da separacao na forma geral:

y Efz" Fa) i & ¥ = Feaw))
pois,assim, poderiames deduzir, por exemplo, oS paradoxos de Curry-Moh Shaw-

Kwei e 0 de Russell.

PARADOXO DE CURRY-MOH SHAW-KWEI

Tomando~se  F{z) comoc sendo x € x D B, onde B € uma formula qualquer,

teriamos
(x &€z xC€x 2B

2
m
o

I

= CEUDEB

mas, como € valida em C,t'<n<w&,alei AD[ADB] 2 ADE, obteriamos

c € ¢ e, portante, B. Dessa forma, qualquer formula B seria teorema e, entao,

oS NFn’ T < n <o, seriam triviais.



PARADOXO DE RUSSELL.

Este paradoxo, aparentemente, nao pode ser gbtido, por prova direta,em
NF , mas, pode nos demais NFn, n <w De fato, tomemos Fi(x) como sendo
e € ),
Assim, temos:
(x){x € 7= 1*g € x)), donde
FEe gz 1XRER)

Dessa formula cbtemos R € R & T1*(R € R), uma formula da gqual pode-
mos obter gualquer formula B.
Logo, 0s MFn, 1 =n < w, com 0 esquema da separacgao em sua forma ge-

ral, sao triviais.

Como nac se pode postular o esguema da separacac em sua forma gqeral ,

foram propostos por M.C. da Costa duas versoes (ver [13] e [15])

DEFINIGAO 11:~ a) Uma formula F ndo contem o simbefe 2 se nenhuma subfOrmula
de F e do tipo A D B.

b) Uma formula nao conten o simbefo T1*  se nao for do tipo

F
8, & B, & ... & B, onde existe B, e B, tais que B, e 1A e B. e A
i L 1 L

! 1

(F) (Extiz)ic €1 = Flg) ,onde & e y sac variavels distintas, y nao
flgura Bivre em Fle}, Fie) ¢ estratifleavel cu,se nac o for,F(x) nac contem ob
simbokes D e TH*

] . ;- 0 simbolo ocorre esbencialmente na formu se:
DEFINICAQ 12:- O bolo M1 nre 244 Imente na formula F se

a) F e da forma 14, ou

by F & da forma ADB,Av B, A& B e o simbolo 71 ocorre essencialmente

em A e B

¢) F e da forma (x}A ou (Ex]A e o sTmbolo 71 ocorre essencialmente em A.
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(IL)} (Ey)(x)(x € y = F(x)), onde & e y dao variaveis distintas, y nac
ocorrne Livhe em Flx) , Flx) & estrnatificavel ou, se ndo ¢ 4orn, Flx) ndo con-
tem o simbofo T1* , mas, ¢ simbolo 71 oconne essencialmente em F(x).

Em {8] , A. I. Arruda mostrou que essas duas versdes levam a triviati
zagdo de NF , 1< n < w.

Chamaremos de INF TINF , as versoes de NF , 1< n<w, obtidas com
as respectivas formulacoes do esquema da separacao.

Isto posto, como esta demonstrado em [8], provaremos que INF.I e TINE,

sao triviais e, para NF , 1< n <o, os resultados 530 anajogos.

TEGREMA 13:- INF1 e trnivial.

DEMONSTRACAD:- Em NF,, existem os conjuntos 4 =Zx(x€x) e R= Tlx & at.
Consequentemente, come xz € R & 1*(x € 4) & uma formula estratificavel,entac,
existe em INF o conjunto B = R - 4. Assim,

(xl{x€EB-x€x & T1*x € x)); donde

BEB=BEEB & V*(pEBRB)
Suponhamos B € B, entao
BEEF — EBE¥E &7I*(B€B)
i— T1*(B € B)

Por outro lado, stpondo "1*(B € B), obtemos:

*(Bep) = BEB & 1*(B € B)
— BE B
Logo, temos:
BEBv 1*B€E€RB) — BEB& 1%BEB).

Como BEBv 1*(BE B) e um teorema em INF, , entao

— BE€B& "1*(B € B)

Entretanto, +— A & *ADB em INF, . Logo, INF, e trivial.
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TEOREMA 14:- IINF1 2 frivial.

DEMONSTRACAO: - A formula TNz € x) & 1z € x & x & x) nac € estratificavel,
mas esta formula nao contem o simbolo 1% e ¢ simbolo ™} ccorre essencialmen-
te nela. Assim,existe emiINF1 um conjunto 4 determinado por essa formula. Con
sequentemente, tendo em vista que = 17177 A& A° =714 & AO, obtemos :

A€z TITIWAEA) & ACARAGA)

L€z Naed) & (4€4)°

AT QT TIxfs € 4)
e, dal, obtemos I— A €48 V%A € 4). Logo TINF, & trivial.

Outra demonstragdao do Teorema 14 € obtida da seguinte forma: pela for-

mulacdo 11 do esquema da separacao a formula o€ x & Tz Ex & o & &) &
5 {x €2 & v & 2)) determina um conjunto 5 em IINF,. Dav, como em Dy,
— (A & T1A)Y, obtemos

5E€EEF=8€8& VBEERBAEBEEE R(ECE&EER)
2€ iz €P8 1(REBL&EBEBR)
EEL 2 F5E€E 284 (BE 2"

Entio, de forma analoga a demonstracao anterior, concluimos que TINF, e tri-
vial.
Uma terceira demonstracgao do Teorema 14 & obtida da seguinte forma:

fz) Wiz €z hao@a) B{zE€ 2 & 2€2)) & x €& =
determinag um conjunto I em IINF1. Entao, temos:

PEDI—TDEDRIED) R (DEDRDED)) & DELD
Logo, como  t— (A & 1A} em D, , entéo:

e I—fpeED & DED) EDED

FED I~ DED & (pE D°

Donde obtemos:
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(1yDED I—DEDE& TI*DE D)
(ZY V™D ED) I— "V ((2)I((DE€E 2 &DFz) & (z€D&a&D)) &DED)
—— A% (z) MW(DE2&DE2) B (€D & 2ED}) v
v 1*(D & p)

Como, = "1*(D & ) D p € D, obtemos de (1):
() 1*D&p) = DEDRDED & (DED)C

Por outro lado, de T1*((z) 1((D<E 2z &4D¥ 2) & (z€D & z¢ D)), obtemos
(Ez) V* 1 ((DE 2 &8D¥3) & (z€D & 2 & D)), donde obtemos:

(VD EXBRDEX) & (KEDRKED)
Como ja sabemos que — (A & TIA)%, =~ A% D (TIA)%e i— A% & B°D (A & B)°,

temos:

(5) (W((HLEKBRDEX) & (XKED & KED)))°
De {4), obtemes I— X € D e, entao:
() 1((KE 24 KEz) & (€K& 2z&FK))

Logo,
{(6) W((KEDP&EED) &(DEKXKE&DEK).

Mas, esta formula € do tipo “1(A & B) com A% e B®, entao: T1(A & B) =
T (B & Al.
De (6), obtemos:

(7) WW(DEXRDEK) &(KED&KED)

De (4), (5) e (7) obtemos uma contradigao que trivializa IINF,. Assim,

{8y M*(z) W ((pE=2&DEz)& (2€ED&2ED)—DED& 1*DE&D)
Todavia, de (2), (3) e {8) abtemos:

{9) M*(p&€p) \— DED & T1*(pE D)

Entao, de {1) e (9) obtemos:
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(10 (pE€p)v T*pE D) I~ DEDE& TI*pEP) donde, — DE D& 1*p & p).
Logo, IINF, e trivial. s

Ainda, em [8] , A. I. Arruda propoe mais duas versoes de NF ,1.<n < c,
que correspondem as versoes I'NF, eII'NF,, as quais s3o obtidas de INF, 2
IBVF1, respectivamente, introduzindo-se

350 D ((Plx) = Qfz)) 2 (AP(x) = T10(x))

COMe um novo axioma.

E claro que I'NF, e TT'NF, s3o triviais, uma vez gue sao apenas exten

soes de INF, e IINF,.
Em vista desses resuitados, A. I. Arruda propoe uma nova versao do es-

quema da separagao NF , T <n < w, que & a sequinte:

(By)iwl(x €y = Fix)), onde o e y ade vaniaveis distintas, y nao ocoi-

ne £ivre em Flx) |, Flx) @ estratdigicavel ou, se nae ¢ for, fodes ¢h componen-

i

tes atomicos de Flx) sao precedidos de uma ou mais vcorrdncdias do simbolo

Todavia, como essa versao nagc € adequada para se estudar o Preblema 2,
ela propoe as seguintes versges do esguema da separacao para cada NFn,

T<sn<w (ver [ 7 ]}).

ESQUEMA DA SEPARAC?&U PARA NF'E : ('Eg_,f) (clia € p = Flx)), onde x e Y AAC UAMAAV LS
distintas, y nao cconne Livre em  F(z), Flz) o estratificavel ou,se nac ¢ fox,

Fle) e do £ipo x € x.

ESQUEMA DA SEPARACAD PARA NFn’ 2 n <w (Ey)la)(x€y = Flx)l, onde = ¢ y
sao varniaveds distintas, y ndc ccorre £4vre em Fix) , Flz) & estrnatidficavel
ou, se nao ¢ for, Flx) ¢ uma das sequintes goumubas: »€x, (2€ax & (z € x)fm),
I<m<n,

Aparentemente, para NE;, pode-se manter a formulagao do esquema da se

paracao proposta por N. C. A. da Costa:

ESQUEMA DA SEPARACAQ PARA NFE, : (Fy)(a)(x € y = F(a)), onde © ¢ y 440 varid-
veds distintas, y nao cconre £{vrne em Flx) , Flx) 2 estnatificavel ou, 5e nao

o jor, o simbolo D ndv oconre em  Fz).
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I.4. AXIOMATICA DOS SISTEMAS NFn, 1<n<o.

A seguir daremos a axiomatica de NF , 1 <n <, proposta por A. I.
Arruda (ver [7]) e esta sera a axiomatica usada nos capitulos seguintes. Tam-
bém & oportuno mencionar que as convengoes sobre notacoes usadas daqui em dian
te serao essencialmente as de Rosser [191,

Para construirmos a hierarquia dos NF , 1 <n <, utilizamos os axio
mas do calculo de descricoes Dn, 1 = n <w, correspondente e acrescentamos co
mo axiomas especificos o axioma da extensionalidade, o da separagao (como men-

cionado na secgao 1.3) e um axioma para individuos de Quine.

DEFINICAQ 13:~ & & um inddvidue de Quine se =z = {«}.
0 postulado para individuos de Quine em NFE ,1<n<w e 0 seguinte:

(Fr,y)(c # v & e ={e! &y = {yl) & {zilz = {z} D (x € 2) (n;}

A partir daqui, dengtaremos por IQ a classe dos individuos de Quine no
sistema NF ~ em consideracao.

0 sistema NF e construide a partir do c3ilculo de descricoes oooe,
alem disso, tem como axiomas especificos o axioma da extensionalidade, o da se

paracac {formulados na secgao 1.3) e o seguinte axioma para o complemento:

]

@ |

frileSa vax €

1.5, 0S SISTEMAS NFn, T sn <,

Nesta secgdo trataremos de alguns resultados referentes aos  sistemas
NFﬂ, 1 <n < w,

Neste sistema define-se:

(x = )

133

conjunte undvorsal: Vo=
) { n) )

'y

conjunto vazio A N fol i . W

H

R
A

)

complemento de o ¢+ a = &z €a &z €Eat )

0 teorema fundamental de NF , 1 <n <o, e o seguinte (cf. da Costa
(18] ):
TEOREMA 15:- Se - F em NF, entds |— F* em NF ., 1<n <w onde I* ¢
a §onmuba obtida de F  substituindo-se 1 pon TIF,



- 15 -

DEMONSTRACRQ: - A demonstracac & imediata a partir do Teorema 10.

isto posto, todos os teoremas de WNF, substituindo-se 71 por ™%, trans
formar-se-ao em teoremas de NFH, 1T<n<w Assim sendo, demonstraremos ape-
nas alguns teoremas gue nao podem ser obtidos pelo Teorema 15.

DEFINICAD 14:~ Em NF, define-se

confunte vazdio: e # «)

)

complomento ¢ o= Zlx & a)
TEOREMA 16:- a) =— A C 9
by = & CF
C} e f‘&’x
d) b= o CiUaq
e} b= ¢ 0 T
DEMONSTRACAC {em NF1}:
a) ‘iz Zxd fa= 2 — fxlle # o)
e il EA D o € g
- AT
by (/e €0 & 2 €0)7) b— (2){x & o)

C) comp ?ﬁzhidr Ti{x € o), entao
Mz €5), x€q - xEqn
Por outro lado, tomando-se como hipotese Tl(z €4, » €1 & (x €57, temos
uma formula do tipo A & 1A & A°, que trivializa o sistema; entac, obte —

mos o € o,

Logo,

v oy - — O —
TfpeR), xSV (v €& €W — &
Ve €F), e €ay *z€a) — x€u

donde, Vx €® l— x €

o
entao, t— (x){ 1z €7 D x € o/
o



- 16 -
d} (m)ix€a) I— (w)z€av &€/
I— (z)(x€aDx€og V)
= o Calyg.

s

) (x){xc € ¢ & € ol t— (xilz < Y)
— (x)(c € ¢ oDz & el

= ¢ NaCy

Finalmente, analisemns rapidamente os Problemas 1 e 2 (pag.Z) nos sis-
temas NFn, T<n <.

T

0 Problema 1 serda anatisado no capitulo III, onde resumiremos algumas
das propriedades do conjunto de Russell em NF . Come se podera ver facilmente,

[
tais propriedades sac validas tembem em NE,1<n <o,

Quanto ao Problema 2, a conjectura de que enfraguecendo-se a  Togica
subjacente pode-se construir teorias de conjuntos estritamente existencialimen
te mais forte que oS usuais nao @ valida para os sistemas NF , 1 <n <w. Is-
to foi provado por A. I. Arruda (em [8]}. Nesse trabaliho ela provou que existe
um abstrator XG{x! tal que I1— 3XG(x] em NF , mas ndo em NF ., e, tambem,

que existe um abstrator XFix) tal que I|— 3 xFix) em NFn+1, mas nagc em NFn'



CAPTTULO IT .

NF

[
[. A RELAGAQ DE PERTINENCIA

I.7. INTRODUCAQ

Antes de iniciarmos o desenvolvimento de MF , e conveniente esclarecer
mos que serao utilizadas, neste capitulo, essencialmente as notacoes de Rosser
[19]. Todavia, usaremos A,B,C,...,P,0,F como variaveis metalinauisticas para
formulas e substituiremos pontos por parenteses, seouindo as normas de elimina
cao de parenteses de Kleene [18] .

Convem mencionar, agui, alguns teoremas de £*, oue serao fundamen
tais para aloumas demonstracoes em hﬁ;r

Sendo € uma formula, onde a variavel x nao ocorre 1ivre. prova-se, em

NFUs 0s seguintes esquemas:

1 {xIC = C

et

2y dExiC =z C

31 IxlitAlx, yl = (yl {x]Alx, y)

4)  {Ex){Eu]Alx,y} = (Eyl (Ex)Alx,y]
5% IxJAlxD 2 {Ex)Afx])

§)  {Ex!iylAlx, ¢! D [yt {ExiAlx, y]

t

7y ixifAlx] & Bix)l = (3A{x) & (k)81

8) (Ex!(Alx} v Blx}] = (Ex]A{x) v (Ex]B{x]
3} (xJ{C & Bl = C& (xIBix]

10) (Ex)(C v Blxl) = Cv (Ex)Blx)

1) {Ex){C & Bix)) = ¢ & {Ex]B(x]

12) [xH{C v Blxl) =2 O v (x]Bix]

13} [Exhalx) & Bix)) D {Ex}A{x) & [Ex])Blx]
16) [x)Alx) v (x}B{x) D {x){A{x} v B{x}]

153 {x3{C 2 Blx}) = ¢ 2 {xiB(x}

- 17 -
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16) {x}{Alx] D C} = {Ex}Alx) D¢

17) {Ex}{C DB {x]) D {C D [Ex)B(x)}

18) {Ex) {A{x]) D¢} D {{x]Alx) D)

19) {Ex)(Alx) D Bix]) D {{x]A{x) D {Ex)Blx})

Usando a nogao de k-transformadas (cf. Kleene [18}), prova-se que  as
conversas de 17 -19 nao sao validas em C*.

Voltemos,agora, ao sistema NFQJ.

Como nesse sistema a neoagac e muito fraca, A. 1. Arruda propos as se-

guintes definicoes:
conjunte universal: V. =, 2fEy)(z € y)
N

sonfunte vazdio mqp E(y)(w € y)

complementar de o ¢ o df z/Ezllx €2 & 2 Nu=-A& zUa = V)

o digerente de 8 ¢ o ¥ 8 =df (Ez){z En & z€8) v (Ez)iz € A&z € q)

Define-se, ainda,
subconjunto i 4CB =J4f (x){x €4 2z €B)

subconfunto proprio: 4 CB = 4f ACE&A#E (observe-se que o simbolo # usa

do nesta definigao € o de Nﬁw, gue e definido sem utilizar negagao).

Para justificar as definigcoes de V,A e ., A.I. Arruda provou que
em NF elas sao equivalentes as definicoes usuais de conjunto universal, con-
junto vazic e complementar de um conjunte e, ainda, que {Exj{x € o & x € 8) v
v (Ex)(z€a & xo€B) = Tlfa =p). E claro que V,A e o existem também em
NF, pois sao classes definidas por formulas estratificaveis.

Em NF, define-se: U =4¢ X = x)

= il g
o df (> # .
Co, = dF e & o)
44 i‘é 2 :df _1(0‘ = R)

TEOREMA 1.1.1: Em NF prova-se¢ que U =V
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DEMONSTRACAD:

£ EU = (Ru)it € a)

logo, I—{t)iz € UDt €V e, entao, I— UCV

logo, I—{t)(t €V 2ty e, entao, I— VCU

TEOREMA 1.1.2: Em NF puova-4¢ gque = A
DEMONSTRACAC:

t &N f— nif: o© ool

W[DQC', — e VTR A D o & mloe, eﬁtéo, — A E &

P e = v £+ & ¢ =+ (que e uma contradicao em NF)

logo, b= (+i{t €52+ e N e, entao, — & CA

TEOREMA 1.1.3+ Em NF prcva-se gue Co = o
DEMONSTRACAD:
s G Cui—: € Cu & Cu D= AklaVa =V
b (Exlit € g &z Na=Ak Uy = V)
-t €

logo, +—+€ (x>t €qn , e, entdo, I— Co Co

{1

Por outrno lado,

L €5 ,: €0 ~tE€a
Mas, temos tambem que:

tEo,t €0 b— t&Clu

loge, tSa =t € {y
donde, i— o C Co

R
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TEOREMA 1.7.4: Em MF prova-se que (Ex){o € o k2 €B) v (Ex)(x € a &z €)=
=N a = B).

DEMONSTRACRD:
) 2€udxER I— x€0&x€CR
- xS o & iz €R)
f— Mo =p)
LENdzEL I— xECx b €8
I— Tz &€a}) bxEB
— "1(n = B)
(€0 & s€B v izgEu&a€p) l— e = 8)
(Exj{xr €Ea b a€8) Vv (Ex)(c€a & x€R) I— T(a = 3)
() 0 me) 1 (Feiie € & 0 €CB) v (Ex)(z € Ca & £ € 8)
i— (Exi(z € & 2 €ER) v (Ex)(r Ea & = € B)
—a # 8

Porem, em NFQ‘, valem apenas os seguintes teoremas, evidenciando que
nesse sistema ¢ e Co nao funcionam como conjunto vazio e complemento de o ,
respectivamente.

TEOREMA 1.1.5: Em NFw , prova-se que U =V,

DEMONSTRACAQ: Como I1—+ &€l =+t =1¢ e t =t & umaxioma, entao I— ¢ €U,
donde 1= {£)(z €V2 ¢t €U, ouseja, I— VU

Reciprocamente, como — ¢ € U D (Ea)(¢t € o) entao,l=(t}{tEUDLEY)
ou seja, — U CV,

TECREMA 1.1.6: &m NFw , prova-se que A C ¢

DEMONSTRACAD: Como 11—t € Az (y)(t €Ey), entao —t € AD (y) (¢t € y), logo,
=t & AD s €9, ouseja, I— A C ¢

TEOREMA 1.1.7: Em NF_, prova-se que {o)(o € Co).

DEMONSTRACAG: Utilizaremos nesta prova dois resultados que serac demonstrados
posteriormente:

= (a)(o Na=A) e

= {x}l{x €N) D (z,y)lx < y)
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Em NF_ existem a e Cu .

Se ¢t E€q, entdo (Ez)(t €z hkazNop=A&zVag=V
Entao: '

a) W(t€a), t€EgbzNa=AbzVa=VI—~t€C(n

by t€q, t€242"a=AlzYag=V I—z€z 0
—ten
= () (t € x)
¢ € Lo

logo,

t€avit€o, t€28&2"a=A&zVqg=Vi—t€C(a
como t€aVitE€a e umaxioma de Mﬁw, entao temos:

tC€z&20a=A&zVg=VI—¢t€(y
donde, (Fzl{(t+ €2z 8& 2N =AbzUa=V) I ¢t € (u
foge, '—a € Ca .

I.2. AXIOMAS ESPECTFICOS DE NF .
Como ja mencioramos anteriormente, os axiomas especificos de NF sgo:
EXTENSIONALIDADE: (x,y,2)((c €y Zxa€3z) 2y = z)

SEPARACRD: (Eyl(z)(x €y = F{x)), onde x e y sao variaveis distintas, y nao o-
corre livre em F(x), Fix) @ estratificavel ou, se nao o for, o sTmbolo D nao
ocorre em Filxl.

AXIOMA DO COMPLEMENTO: (a)ix € o v = € o)

Para provar certas propriedades de x(a € x) em _!'*.'F{.‘J ,» teremos necessi
dade de um axioma para individucs de Quine, o gual $0 serd introduzide no capi
tulo I11.

No que se segue, desenvolveremos 0 sistema NF;f adaptando os capitulos
IX (aqui,parte I,"A RELAGAD DE PERTINENCIA")e X (aqui,parte 1I,"RELACOES E FUN
GOES" Ydo livro de Rossef[lQ].NEo abordaremos agui a parte especifica de NF_ .

 Com exceéﬁo de alguns poucos teoremas, que serao mencionados no decor-
rer do capitulo, provaremos que todos os demais podem ser adaptados para NF@.
Nbé teoremas onde aparecem V, A e o 0 enunciado per_maneceré' 0 mesmo, porem
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a demonstragao sera feita utilizando-se as definicdes desses conjuntos em NF .
Todos os teoremas, em cujas demonstracoes na¢ se faz uso das propriedades da
negacao, permanecerao inalterados em NF .

Existem, ainda, teoremas como, por exempioc, |— (a)((x) Ve € a)=a=A),
cuja adaptagao para NFw consiste, apenas em substituir a formula iz € o)
por z€a, 0 que nao altera o significado do teorema. Da mesma forma, quan-
do aparecer a expressao 1{aCR), ela serd substituida por o NB #A .

Atém disso, quando a demonstracao de um teorema for identica a dada em

NF, ela nao sera mencionada.

TEOREMA T.2.7: Teodos o4 teoremas da Secqao 2 do capitule IX de Rossen [19] sac

Looremas ou axlomds  em NF@ .

I.3. FORMALISMO PARA CLASSES.

Como em Rosser 119],define-se xP por tafeie € o 2 P).

Isto posto, define-se formula estratificavel como € usual (adaptando-
se a definicao de Rosser [19), pag. 219-220, pois na 1oaica subjacente 2 NF
tem-se mais sTmbolos primitivos do que em Rosser [19]).

TEOREMA 1.3.1: Todos ¢s teoremas e coxclarios da Seccde 3 do capltulo IX de
Rossen [18] sde demonstiavedls em NF .

I.4. 0 CALCULO DE CLASSES.

Nesta secgao provaremos os teoremas correspondentes aos teoremas da
secgao 4 do capitulo IX de Rosser [19]. Como j3 mencionamos, em alauns casos
teremos que adaptar o enunciado, porem nac alteraremos o significado do teore-
ma original,

Certos resultados obvics em MNF, mas que nao sac obvios em NF , apare
cerao nos Lemas 1.4.2 e 1.4.3. Por outro lado, para facilitar algumas demons-
tragoes em NFw, anteciparemos certos resultados que sdo corolarios ou partes
de teoremas de Rosser [19]. Esses resultados aparecerao nos Lemas I1.4.1. 8
1.4.4.

Quanto a numeragao, procuraremos manter uma correspondencia entre a de
Rosser [19] e a nossa; por exemplo, ao Teorema IX.4.21 de Rosser {191 corres-
pondera ¢ Tecrema 1.4.21 deste trabalho. Alem disso, podera ocorrer um “salto"
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ra numeragao dos nessos teoremas, o que sera consequencia de alguma antecipa -
cao, para facilitar demonstracoes posteriores; por exemplo, nao aparece o Teo-
rema 1.4.10, uma vez gue ele foi antecipado para o Lema I.4.4, Ttens I e III.

TEOREMA 1.4
1. I~ 3 2(x = x)
11. — 3 zfx # x)

IIT. I~ (0,R)(3x(z €0 & x € B))

V. 1= {(a,B){3z(z€a v xeE B

V. I {a)} {3z 1(x € a})

VI. b=~ 3 E((Ey)(z € y))

VII. = 3 x({yl(x & y})

VIIT. 1— 3 j((Ez)(y €z bk x Us =Va&a Yz =A))
IX. 1= 3 #zx€ake€R)

DEMONSTRACAO: Como todas as formulas em consideracac sao estratificaveis, en-
tao, existem as classes correspondentes.

TEQREMA I.4.2:

I. = (z)(x €U = x=zx)

II. b fzx){x € ¢ = & £ x!

[T1. — fo,x)(zSa NE =z E€q & x & B
1v. i— (o,Byxl(z €a VYR =& n va S B)
V. - (a,x) (2 € Co =71 (x € o))

Vi. b— (wif{x €V =(Ey}(z € y))

VII, = (2)(x €A =(y)ixz & y))

VIII. I~ (g)(z €= (Esl(z €2 ks Na=A&zUg =V})

DEMONSTRACAO: Basta usar o Teorema 1.4.1 e o seguinte coroldrio da secgao 3 do
capitulo IX de Rosser {19]1: i~ 2P 2 (x)(x € P = P)
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Para demonstrar o Lema [.4.2, precisamos antecipar alguns resultados
da seccao 6 do capitulo IX de Rosser {19}.

DEFINICAO: Conjunto Unitandic de A. {4} =df xlx € 4) onde e uma variavel que
nac ocorre em 4.

Utilizaremos {4,B} como uma abreviacao para {4} Y {B} e, analogamente,
{AI,...,AH} sera abreviacao de {Az} u,.ou {Aﬂ}.

Alem disso, {21 @ estratificavel se, e somente se, 4 € estratifica -
vel ¢, nesse caso, o tipo de {4} sera uma unidade superior ao tipo de £. Do

mesmo modo, {AIJ""AV} & estratificavel se, e somente se, 4 = Ap = ooo = 4

1 7
e estratificavel e, para sua estratificacao e rnecessario que A ,...,4_ tenham
s il

o mesmo tipo e o tipo de {Aq,,..,ﬂw} sera uma unidade superior ao de cada
uma des classes.
LEMA T.4.7: I. 1= ({(x) 3z}

1. = (pily € {zl=p = &)
OBSERVACAQ: o Ttem I desse lema e o item I ¢o Teorema IX.6.7 e o Ttem II e o
Ttem 1 do Teorema IX.6.2 de Rosser [19].

0 lema que provaremos a sequir €& de arande utilidade em h”if pois por
meio dele, poderemos provar em NFQ?a1quns teoremas cuja prova em NF & ysual

mente feita por meio de reducao ao absurdo.

LEMA 1.4.2: 1. I—

£

EAND (Wlly &N

IT. = € AD (y,atly € z)
I, '— 2 €AD (u,z/0y = 5/
IV, t— =€ AD (y,s)(y & =)
V. '— 2 €AD (u,z/(y ¥zl
DEMONSTRACAC:
L€ A |1— {zl{r€z)
I— x € {y}
f— x =y
— y €A

donde, '— x € AD (1) {y € A
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II.x €A I— (yi(y €A} (pelo Ttem I}
mas, ¥ SN F(z){y<zg)
loco, z€ A b~ y € 2
ou seja, - x €A D (y,z)(y € z)

III. 2 € A~ (y,z)(y €z} (pelo Ttem II}
{

W. z€ A i— (y,z)(y € 2) (pelo item II)
=y € (s
o

X
fi

V. 2 € A |— €4 % €% (pelo Ttem II)
I~ (Ee)i+ €y & 2 &) v (Ee)(t €y & t € 5)
[~ w # =

!

logo, 1— x €A D {y,u)7y 7 g}

TEOREMA 1.4.3: Sejam o, Byse e shy varniavels distintas, Seja 4 a elasse cons-
trudda a partin des o's usande M e U, Seja P oa fonmda resultante da subs
tituicao em A de o, woh x&a., deipon & e delUpon v, Entac

f—-(ul,f~-,a Maelic € 4 2 P)
n

QBSERVACAD: Fm sua forma coriginal, este teorema envolve, tambem, complementar
e, em P teriamos, ainda, a substituicao de  por 71 em A ; mas, em NF(‘ 0
complementar nao € definido com negacao, o que, aparentemente, invalida esta

parte do tecrema.

-+

LEMA 1.4.3: 1. I— (a,8){a =2 v o £ 8)
il = {o=38a# B) 2 {(Ex){x €A)

DEMONSTRAGAD:
.G, rCER & ER
= (x€ax 2 x€R) va £ R
r€o, cERM o #B
— (rSa S o € R) va#s

loqo, 2 €at— (c€aZx€R) varep (1)

&
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2 €0, 2€ER I~ n B
— (r€EazZxEB) va B

z€a, 2€ER— x€a:zx€ER
mas, €0 =0 €8, €0, x ER I— z €8
z€0=z€R, 2 €a, E€ER I— € q
— z&a Ma
I— z €A
- x &8
1000, x €0 Z 2 €ER — z2€EaD2xr€ER
analogamente,
xE€EnZa€ERI|— x€ERDy €y
donde, 2 €Enx = 2€R8 |— 2€n=x €48
assim, obtemos:
an,;cGT%- l— x &g = x €8
b~ (o €a 2z R} vai#éd
donde, xr €a I— (e €ag=x€8 vaitsd (2)
de (1) e (2) obtemos:
xCave€Eal— (€0 ZxE3)VafR
donde, — (€S =€ R va #£8

It

— ()€ =x€Bva# i)
b (xl{x €0 22 €ER) va#RBR

i

logo, l— o =f Vo # R
I— (0,3} {a = B Vv o #8)

II. a=BlafBdi— BB
I— (Exl{x € R & = € B)
t— (Ex)(xz € B N B)
I— (Ex)(x €A)

Para demonstrarmos o Teorema 1.4.4 anteciparemos em forma de lema, al-
auns resultados posteriores de Rosser [19}. As partes I e IIT do lema corres —
pondem aoc Teorema IX.4.10 de Rosser {19].
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LEMA T1.4.4: I, I— f(x)ixz €EV)
. = {a)(x CV)
NI, = (zj{ (e €AN))
V. = {a)}(ACa)
DEMONSTRACAD:
1. I— = € {x}
— (Ex}{x € o}
— x &V
— (x){x € V)
IT. t €a — {Eu/(t € o)
b £ £V
donde, I~ ¢t € a2+ €V, e, entao, — (a)(n CV)
I, 2 E A — (tMx € &)
— x €CA
= {xr & A)
e @A) I— Iz €A
logo, I— T1{x € A}, donde, I~ (x}{ V(x € NJ)
V. e €N I—(x)(¢ € o)}
o & 1y
Togo, 1—t & AD <+ E€q, e, entao, I— {a)(AC «)
LEMA 1.4.5: I. 1=~ {(8}{vCp=g=V)
. i— (a)(aS/\E A= o)
Tt~ (a){a Ca)
IV, I~ {(a,B){a "B C8)
V. — (a,8){a CaUa)

OBSERVACAO: este teorema corresponde aos corolarios do Teorema

Rosser [19].

IX.4.13

de
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Com ¢ proximo teorema prova-se que em NF sao validas todas as propri
edades usuais da aigebra de classes, portanto, todos os axiomas de uma Aldebra
de Boole sao validos em NF .

Na formulagao do teorema que seque usaremos a mesma numeracao de Rosser
19} ; porem, as demonstragoes nao seguirac essa ordem, pois, antes de tudo,
devemos provar as partes XXIV e XXV, aue facilitarac a demonstragao de outros
Ttens.

TEOREMA T.4.4:
Toi—{a){a = @)
o= {e)(e = a Tia)

I = {a) (o = a Ya)

XI. i— (fx,ﬁ,\__’){a W (E’, ¥ 'Y) = ((]_ U 8) 9 '\:,r)
AL (a8, ) (0 Y BV y) = (@M 8) VY (a7 7))

XL~ (0,8, ) (e U (8 1Y) = (a U 8) N (oY y))

XIV.i— (2,8){a Y B = o N R)

XV. 1= {o,B) (e Y 8

1
2

C
=

XVI = (.8 (0 U & = a NB)
XVIT.i— (0,3 (@ M B = G U B)
XVITI. b=~ (a,8){a N B={o W EB) NB)

XIX. — (a,8) (0 U B=(a MB) U B)

XXo b= (o,B)(x U B = {@a MB) U {a NBR)Y U (& NB))
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XL = (.B){a N B = (@ UB) N {xUB) N (aUB))

XXIT. t—{a,BY(a N B = {a N B} U {a N R) U (o N 8))

]

XTI b= (,B) (@ UB = {a UB) Nz UB8) N (auB))

i
S

KXIV. i— (a) (@ N T = A)

XV, 1— (o) {a Ua = V)
XXVI.t— A =V
XXVIL.|— V= A
XXVIIT. = (a) (o OV = a)
XXIX. = (&) (e UV = V)
XXX, = (o) {(a OVA = A)
XXX = (o) (o YA = o)
XAXIT. = (o) (o N = o Vo)

KXXITI. — (a){e U = o D a)
XXXIV. i— (a,B8)(c O (B U B} = o)
XXXV b (g, B} {a U {8 U g) = g U ?g“)
XXXVIL = (a,B) (e M (B NE) = & N §)
XXXVIT. b= (0,83 (e U (B D E) = a).
DEMONSTRACAO: As demonstracoes de II a XII sao as wusuais.

XXIV. 1= (o) (e Na = A)

tEQANG t € 3 & ()t EabanNa=AN 8&alUa = V)

+E€ndtE€z8zNa=AlzVUag=VI— tE€sMNay

bt € A
logo, t €a & (Ez)(t €28 2Na=A8zVUqag=V) I— t €A
donde, i~ a Mo CA

mas, como I~ A Ca 0 G, entao, I— afa =A
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XXV i— (a){a Va = V)

como I—{a} (t€navt € o),entao — VC g Uqn
mas, l—aUaCV, loge, I©— aYns=V

VI — A=V

tCSVI— (Ez)(tCSzlzNV =AkzUV=zV
— t € a NV (pois ¢ € z &'t)(t € V))
— & €A {pois =z OV =N

logo, 1— VEA

mas, pelo item IV do Lema 1.4.4, = ACYV, logo, I— A=V

AVEIL, 1— V= A

s ENMI— +teEVEVNA:=ALVUA=V
— (Ez)(t €2 & zNA=A% zUA=V

— t € A
logo, thEK
e, pela parte Il do Lema 1.4.4, I— A C V, jogo, I— V=A
1= (o) (e = a)
t€al— t€ndaNa=Adaln=V

— (Ez)(t€z& 200 =A & z2Uaqa =V
— t€a

donde, t—mga

Por outro lado,

tEq, t€a l— tEaq
t@aq, t€Ea b— tEGgNa
— t €A
— (z}(t € )
- tE€un

logo, t€aG, t€Eavi€a =t €q
como tE€oavt €a decorre do axioma
(x}{z € o v z €1}, entao, obtemos I|— =« Ca

Entag, t— o = a .



XVI. 1=~ (0,8)(@UE = & N E).

()t €EqUB, t€u i— t€a
t€aUR, t€al~ t&av i
-t E g U4a
— £t & A
l— £ € g
1ogo, t € g U R t— t €
analogamente, t € Jp I— £ €8
donde, t Ea UB I— tEa @
Togo, = aUB CgNR
(<) Por outro lado
t€aq, tE€8 tSaUR I— ¢
ten, tE€ER +&aUR I— ¢
fowe i
jm L
— ¢
-t
— ¢
f— %
-
= %
I— <
Togo, t S a & t € i~ tEa VR
donde, t+ €Eg NE = r EUB
entao, I~ a NECaUB
XVII. 1= {a,8)(a 712 = g UE)
(=) t€EaNB t€a, EER I— ¢ &
f— £ &
tEg MR, t€n, tEH I~ £ E
I =
- ¢ €

& R
it e Up

|

o



g, t€a g €q |1— tE€gUR
donde, t € VR I— +EZUE
entao, t— 3 MR Co UFE
(«-) Por outro lado,
FEG, tEANRE I~ £t E€qg Ny
— €A
— +&aN§g
t €3, t€uNRI— tERNE
— €A
- 1 €58
E,viCi i EqNg |— €y ME
CoUE ,t€aN@ — teyg g
EAlUE teEy TR \— +tEQGNR
1ego, S EQUE - g &g DA
donde, 1— o UR Cw N3
XIV. = (8 {a U 2 = o NE).

Pelo Ttem XVI, temos o NB = o U R, donde o MB = o UER .

Toftem I, u Vg =0anE .

Ao = {w,B)(x N2 = o UE)

Pelo Ttem XVII, temos G UE =5 M B, donde, S UB = & 1 &

pelo item I, aNg = o UF .

XVIIT. I— (2,B){e N8 = (aWBa)Ng)

(xUBYNB = (o OVBRYU (ENB)Y (pelo Ttem XII)
{pelo Ttem XXIV)
{pelo Ttem XXX)

il I
= ——
5 >
- =
™
C
=g

Entac, pe-

Entao,
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XIX. b= (a,8)(a UR = (o N B) URg)

(o W BN (EUBY  (peloc Ttem XIII)

(« NE)U g

= {aUR)y NV (pelo Ttem XXV)
=aWJR {pelo Ttem XXVIII)
XX, ot (c,R}aUg={a NE)U (a NEYU (& Mg))

(aNBYU (aNBYU (@Ng)=fan(8UB)] U (mng)
o "VIU (N8

=g U (Jﬂﬁ\)
= (o U 2) N (g U 2)
=V N (xURg)
'__U:UB
LEMA T.4.6:0 1— o« # A D {Ex) {z & a)
DEMONSTRACAOC:
2 €0l xEA - 2 EGgNV
— r<a
— {(Fxlfx & o)
togo, (1) l— (Ex)(x € a0 & 2 EAJ D (Ex)(xr € o)
— r€a & x €ADEx) (z € o
Togo, (2) b (Ex}fz €0 & 2 €A} D (Ex)in € o)
de(1)} e {2), obtemus o # A2 (Ex)lx € o)

DEFINICAD: Seja A uma classe construida a partir de Ve A e variaveis distin -
tas oys...,0, usando MN,U e ~ . Entao, o dual de 4, 4%, e obtido de 2
pelas seguintes substituicoes simultaneas:

1) cada ocorrencia de ty e substituida por a;

2} cada ocorrencia de 'E; e substituida por a,

3) cada N € substituida por U e cada U é substituida por N

4} cada V e substituido por A e cada A & substituido por V .
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TEOREMA 1.4.5: Seja 4 uma classe comstrulda a partin de V A o varidveds dis-
tintas oy,...,0 wando OV e . Se 4% ¢ ¢ duck de A, entao

I—{ays. .50 ) A% = A

DEMONSTRACED: Seja A' a classe obtida de 4 pela substituicao de cada ocorren -
cia de A por B N B e de cada ocorrencia de Vpor R UT ; sendo & uma varia-
vel distinta de todos os a,. Com isso, a prova e feita por inducao sobre o nu

mero de ocorrencias dos simbolos N,w e ~ em 4A'. E faci) provar gque 4 =47,
usando os itens XXIV e XXV do Teorema 1.4.4. Por outro lado, usando-se o0s I-
tens I, XVI e XVII do mesmo teorema, prova-se que 4' = (4')*, ou seja, que
A = A%

TEOREMA 1.4.6: |I— (a)(o # a)

DEMONSTRACAD: Pela definicao de # em NFw, devemos provar gue

— (Eul(y €Ea by €a) v (B (¥ €0 4y €W

]

mas,ja provamos que [— (a){a = o)
e |— (£)(t €avt€aeumaxioma de NF , entao:
3) tE€al— t€abkteg

I— By €Eady€a)v (E)lyEa &y €a)

— (Ey)(w €Ea &y o)y (By)fy Ea by o)

logo, I— (Ey)(y€oa &y €8/ v (Eylfyu €a & y € o)
portanto, i— (a){o # a)
COROLARIO: I— A £V

DEMONSTRAGAD: basta substituir o por A no teorema e lembrar que V = A .

TEOREMA 1.4.7: 1— (u,8){(a =8 2a = B)

DEMONSTRAGAO: o = 8 I— & = B
[
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TEQOREMA 1.4.8: Se P contem ccornencias Livies de o entdo
— 3 {a|PI2{e) (a0 €{a | P} = Pl.

COROLARIO: Se P ¢ estrnatificavel ¢ contem ocorréncdas Livies de o, entdo

— {al (o € {a | P} = P).

DEFINIGAO: o - B =,_ o NB.

df

TEOREMA 1.4.9: i— {(a,B,v){cc U B Y4haNg=ADo =7y - &)

]

DEMONSTRACAOD:
Devemos provar que x € a = x € v N E.
Denovtemos por F a formula o U R =+v&aNB =A.

VWx€a, F I—max€glp
— =z & v
2)$EO£,.'IEL%,F [ & (VR
I— x €A
l— p €2
Nx€o, €5, F I— €8, logo,
4)-'1360'._, Fi— >R
de (1) e {4) obtemos

mas, F, x €y NRBR I— g€
b €
donde obtemos:

6) FO (y NB Cu)
de {5) e (6) obtemos:

— F2 (a =y N3, ou seja,
= F2a=vy -8
COROLERIO 1: (0.8} U 8 = V& aNB =ADa =)

DEMONSTRACAO: basta fazer y =V nc teorema.
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COROLARIO 2: i— (a,R}{a "B =ADa = (a UB) - 8)
DEMONSTRACAQ: basta fazer vy = o VB no teorema.

COROLARIO 3: i— {a,B8.y){aUB=vyUB&aNB=A&yN3g=ADan

1l
<

DEMONSTRACAC: tendo em vista o Lema [.4.2, Ttem II, a demonstracao e a usual.

TEOREMA 1.4.711: 1. = ()0 D (z)(x €EV = Q)
1. 320 \—(e)(z€20) D(z)izEA=ZQ

Al

DEMONSTRACAD: Tendo em vista o Lema I1.4.4, Ttem I, a demonstracac do item [ @
como em MF, Provaremos apenas o Ttem II.

Se 370, entao 3z0, logo:
(2)o €30)— (2)(z EV I 5 € 20)

l— V = 20

— V= 70

— A= 20

= fw)ix e Az Q)
OBSERVACAO: Em Rosser [19]; o Ttem Il desse teorema & (x) 710 D {xzjfx €N = ()
0 que, aparentemente, nao pode ser provado em NF . pois, como a negagao e mui

to fraca, quase nao se pode trabalhar com a negacao de formulas nao atomicas.
COROLARIO Vi i— (/0 D 330 .

OBSERVACAD: Em Rosser, esse corolario possui como parte II o seguinte:

(xz; 10 D320, Todavia, esse resultado, aparentemente, nao pode ser demonstrado
em NF . pela mesma razao que aparentemente nao podemos provar o item II  do
Teorema I.4.17 em sua forma original.

COROLARIO 2: 1— (x)Q 2V = 20

OBSERVACAO: Como o corolario 1, este corolaric possui, em sua forma original,
l— (z) 19 D N=xQ como o item II, que, aparentemente, nao pode ser demonstra
do em B!Fw pelas mesmas razoes apresentadas anteriormente.

TCOREMA 1.4.12: 1. = (a)((zx)lx € a) = o = V)

111
tH

1. = (a)f(m)i(z €n) = a =A)



DEMONSTRACAQ:
II. (=) (e)(z€a), c€a — 2€Ea Ny
A
consequentemente, obtemos
I— (z)(x € a D a CA)
mas, como A Ca , entao
—{x)(x € aDa =N
() a=A = z€Gaz=x €A
- €
1000, o = Al— z €«
donde, I—a =A D xr€qg
com iss0, l— (zi(x € o = o =AJ
COROLARIO 1: 1. i— (a)({Ex)(x € &) = a # V)
IT. = (o} ((Eaf{z € o} = o # A)
DEMONSTRACAD:
I.(—)xzSa I a= A {pelo Ttem Il do teorema)
z€o l— o #V(pois VEA e o=V
logo, — z€aDa ¢V

(«) « #V I—(Es)(z €T &5 EV) v Ea}(:€a & 5 €V

s z€a&z€Vi— z€V
— 2 € A
I (Ex){z € a)
se 2€a&z€EV i— z5€E¢4
= (Ec){x € a)
Toge, — o # VD2 (fx)(x € @)
II. (=) o €0a I~ a=V (pelo Ttem [ do teorema)

x€u b~ af# A{pois VEAe o=V

(<) aFA - (Ez)(s€a&zENV (E2)(z€E38&z€EN



se zEu&zEK - z € a

= {tx)(x € o)
se €08 aE AN I— zEA

= gz € q

I— (Ex)(x € o)

Togo, — o # AD (Ex)(x € o)
TEOREMA 1.4.33: 1. i— (a,6)(a CB = o NE = a)
II. i— (@B} (e CE Za NB = A)
111, — (U,B)(OLEB ZalUg=8)
W, I—{(e.8){a €B zalUB =V
DEMONSTRACAQ:
II. (—=)a)ACunN3
b}u_c,’e,;:.‘eumgi-—xeu&xEE
I— &
— xER&2ER
— x & A
Togo, o CR I (x)iz €Ea NBDx €N)
entao, de {a) e {(b), m «a CBDaNB=A
(=) a N3 =N, €y, x€ER I~ xER
xO8=A, s€aq, c€R I— z €A
l— r»r €8
logo, a N8 =A — xE€ a2z € B
donde, o NB =N I— (p)z€ a2z <€)

e, entao, o NR =ADa CR

IV. Pelo Ttem II, temos
aCgzaNE =A , logo

[

[

BzoNE =A , donde
:V-

aCgzaVUp

g!

OBSERVAGAO: os corolarios 1 -7 ja foram demonstrados no tema I1.4.5.

TEOREMA 1.4.14: 1— {(a,8){(a CB & B Ca = o = B)
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TEOREMA 1.4.15: b= (2,B,y}{c C B8 & B Cy Da Cv)

TEQREMA 1.4.16: I.1— (a,8,7)(c € 8D a Ny CgNy)
IToi— {as8,7){c © BDa Uy CBUy)
COROLARIO 1: = ({a,B,y.8)(a CR&EYCEDaNnNyCpn §)
COROLARIO 2: I— {a,8,7,6}(« CB &y CEDa Uy CBUS)
TEOREMA 1.4.17: 1~ (a,B)(a €8 = B Cu)
DEMONSTRACAO:
(—) Seja Faformula z€ 2z &z NB=A&szUR=YV
fntao, o CB, F, 2c€a I— z€38x&8

b €2 NP

I~ = € A {pois s NB = A)
(1) — r€a
(2) aCB,F, €0~ x€a
de (1) e (2) obtemos « CB I— FDOr€uq
donde, a €8 I— (Ez) FDx €
mas, (Ez)F & xz€ R
logo, o € B I— (z)(z €EF 2w € w)

conseguentemente, o CR DB Cu .

{+—) Reciprocamente,

s x &y, x€R
s €0, €L I

3

oy

™| |
Q| R

m m

C
C

|
% 5 B B
m M

|

b2

m Mm

W Q| 2| W wm

donde, 3Co, 2€a I— =z €8

logo, R Ca I— (€ aDx&fB)

conseguentemente, B CaDa CR .

TEOREMA 1.4.18: I. =~ (a,B8,¥){a C

II. = (O‘,,B,Y)(O’- Y

& » €

B Ny

B Cry

ill
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COROLARIO 1: i— (R4 (V=B Ny =V=2588&V=r)

DEMONSTRACAQ: basta fazer o=V no item I do teorema.

a=N&B =A)

COROLARIC 2: i (a,B){a U B =A
DEMONSTRAGAO: basta fazer vy =A no item II do teorema.

0 teorema IX.4.19. I—{a,B){a T8 DO71B C o)) aparentemente nac  pode
ser provado em NF , todavia, dizer que T1(B Ca), em NF, e equivalente a di
zer que (Ex)(z€B & x € o), ou seja, que B Na #A . Entzo, em NF . temos:

TEOREMA 1.4.19: 1— {(a,8Y(a TR DR Na # A

DEMONSTRAGAD: Se o C &, ent3do o # B, ou seja, (Ez)(z € & 2 € 8/ v

v {bxli2 €9 & z €R)

o TR g € &EEE E"‘BEBOE
—z € A
—z € o
—z Eq NAR
ST, 2€EalzEE —(Ezl(2ETNB &2 EN
(1) o €8, (Ez)(2 €0 & 2€8) I—8Nu# A
T8 z2€0a&z€ER l— (Ez)(z EB N &z €N
(2) o Cp, (Ez}/z2€a &z€B) I— BNo#A

lago, de (1) e (2) obtemos:
= o CR OB Na A .

Pelas mesmas razoes que o0 Teorema IX.4.19, aparentemente, o Teorema
1X.4.20 também naoc pode ser provado em sua forma original gue e
- {2,8) (a0 ©B = aCB & (B Ca)). Porem prova-se:
TEOREMA 1.4.20: — (a8} (a CB =0 CB & o # 8)
DEMONSTRAGAO: Imediata, a partir da definicao de subconjunto propric em NF .
TEOREMA 1.4.21: I— (0.8)(c CBZa CR & (Ex)(x €8 & 2 € a))
DEMONSTRACAO:

a) a CR I~ o CR&BNa A (pelos Teoremas 1.4.19 e 1.4.20)
i— o CR & (Ex)(x €B & x €a)
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by o €8 & (Ex)fz € B & 2 € o) I— e CB&a B
f— o CB8
TEOREMA 1.4.22: 1. I— (a,B,y)(a CB & $ Cy Do Cy)
IT. i—(a.B,¥){(a CR &R Cy Do Cv)

117, — (a8, ¥){(a CR &BCy 2 a Cy)

DEMONSTRAGAD:
I. Suponhamos que o« €8 & 8 Cv, entac, obtemos o # B, ou seja ,
Exi(z €0 & o €R)VvIEx)(z € o & x € 8).
a) 0 CR&ECY, z€EakaC€h I— z€8NB
— & A
— (Ex)(z €a &2 €v)
= a £y
(N uCp&BCy, (Ex)(z€alx€B) I— oty
) 2 CE&RCY, x€EQRaESR I— 2€qd& €y
= o # v
(2) o CR&RCy, (Ex)lx&a & 2 €B) l—a iy
de {1) e (2) obtemos
— o CR&RCY2a #y

mas, como = o C B & B Sy July
entgo, temos I— a CR &R CYyDaly & afy
logo, = a CR &ECy 2a Cr.

As demonstracoes de II e III sao similares.
TEOREMA 1.4.23: 1= {(a,B){¢ C8 = B C&)
DEMONSTRACAD: devemos provar que:

alaCB8DB #ua e
PYBCauDa# B

a)o €8 I— aNB #A (pelo Teorema 1.4.19)
6CB x€cNBRasEANI— zE€EBNE
b z €A

[— :’E;r)t’:t:eg&:ceu,‘
Togo, a <8, {’Ex)'(x&aﬂg&'mex) — B # o .
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Por gutro lado,

0 CR € aNBIxEAI— zEA
— B # a (pelo Ttem V do Lema 1.4.2)
0 C8, (Ex)ix €uNB dzs €A I— B 4a

logo, @ €5 2B # a.

b} pelo Ttem (a), temos:

(=

FECaD

TN

7

mas, como o =5 e B =B, entdo
BCaDB#c
Por {a) e (b}, temos I— o CB = B # o, entao, pelo Teorema 1.4.17,
— o C2=B6Ca,entdo, I aCB=ECa .
TEOREMA T.4.24: I. i— {a,B,¥)(a €Ny 2 aCB & a Tv)
I, = {o,8,){aVEaCy2DaCy&p Ty

DEMONSTRAGAD:
1, ysa-se o item 1 do Teorema 1.4.22

I1. usa-se o Ttem I1 do Teorema 1.4.22.

0s proximos teoremas desta sec¢ao correspondem aos exercicios I1X.4.7 a
[X.4.70 e 1X.4.12 de Rosser [19].

TEOREMA T1.4.25:

Iooi— (ouBoy){a N (B -v) = (@ 0B} - {a M)
.= (ouBy)({a - B) Y (o - v)=(a - (B NY))

1. = {o,B){{a - B) VU (R - a) = (aVYB) - (aNB))
IV, = (2,8){c-{a - B) =anNg)

Vo = (6B} ({eVy) N {BUY) = (a NY)Y V(B NY)).
DEMONSTRAGAD:

1. Devemos provar que
o« N (BNF) = (anNBg) N (@NY)

mas,



a - B)

B &y =0Uqg)).

(e NB)yN(anNy) = (aNB) N {cVry)
= ({a NB) Na) Y ({a DB} Ny)
= (aNaNB)U (an(BNY))
=a N (g Ny)
TEOREMA 1.4.26:

I. = (0,B}{la WR=aNB=oqa=8)

II. I— (R o NME=A 2 ((aUB) - u-=
ITI. 1 (asB)(a_E B=alV (g -a)=28})

V. t~ (a.B,v}{(BCa &oa-B=v2Da-Yy=8)

V. t— (o,B,y)la Ny =A2 (aVy) - (BUvy) =
VI. — (0.B,y){y CalUp 2 (E00)(0Cab ¢ C
TEOREMA 1.4.27: I— (a,8)(0a CR=a CB vV a = B)
DEMONSTRACAO:

() aCBva=BI— alp
logo, = o CBvVva=B822al8
(—) «aCR,a=B8 I~ aCBva=28
0 CB8.,0#8 I oaCp (pela definigio de o C B)
= a CRBvVva=2g8
logo , = o CBOaCPva=8

DEFINIGAQ: Diderenca simetrica de o ¢ B .
o % B =y (0 NE)UBNG).

TEQREMA 1.4.28:
(2,8 x B = B % a)

I.
I
ITI.
1V,
V.
Vi.
VII.

(a,B,v}{({a * B) * v

(asB:Y)((G‘ * B) mY

(o) (o * A
(o) (e * a
(.87 {a
(0,B){a =

*

o % (8% v))

{0 Ny) « (R 7v))
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TEOREMA 1.4.29:

It (0,B8)(f = {a NB) U ({a V8) - a))
I, = (e.B,y){(aVB=aVUy &aNpg= oy DR =y)

I.5. UNIAQ £ INTERSECCAO GENERALIZADAS.

Generalizaremos a interseccac A M E para 4 MNB3NC ... onde a inter
seccao e extendida a todos A, B, & ... que sao membros da classe X. Analoga-
mente, generalijzaremos 4 VY 5 para 4 VY RBY ¢ ..., onde essa uniao sera exten

dida a todos 4, B, ¢ ... que sao membros da classe X.

DEFINICRQ:
Intenseccao Genenaﬂizada:fﬂszdf Flalle E ¥ D x € o) onde x e o a0 variaveis

1

distintas gque nao ocorrem em £.
Uniac Generaldlzada: |_j K= ¢ ZiEaiia € £ B 2 € ol onde x e o sao varijaveis dis-
tintas que nao ocorrem em K.

(1% el jX sao estratificaveis se, e somente se, X € estratificavel e o
tipo associado a (% el ) £ e uma unidade menor que o tipo de X.

TEOREMA 1.5.1: I. — ()@ [ 2)
. — ()@ 12
TEOREMA 1.5.2: I. I— (A,x){z€ {J2a = (W){a €1 De € a))
I, — {he)lee w2 (Eaj{c€) & = €a))
TECREMA 1.5.3: 1. I— (M(A€ 2D [ A = A)
= ((VERD {| A=V
DEMONSTRAGRO:
ILAE 3,z €EYal— A€ X & (0)(a€ X Dx & q)
i— AS XA & (A€ XD €A
— = €A
loge, A€AM— [1rcCA
mas, AC [, logo, A €3 1— [} =A

donde, I— AE€LXD [J)=A

II. VEX, 2 EVI— VEX & EV
t— (Ea){o € } & = € &)

— x€ \J
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logo, VE A 1=V C U} &
mas, VE€i i— {JrcCV
donde, V&€ i— V= [ )

TEOREMA 1.5.5: 1. (DLa){aSx 2 () xS a)
II. (Moa)e€r D2aC L) A)

COROLARIO: 1— (W) (x #A D2 My xC Y
DEMONSTRACAD: Se » £A , entao (ER)(8 € A). Logo, pela parte I do teorems, ob
temos [ |1 C & e pela parte 1I, 8 C | J X Assim, {72 C 115, Entao,

— X AAD VA C (A

TEOREMA 1.5.7:

Loi— (B €uD (Eu)(a€r&aCe)y 2 MAC )
II, — u{{e){ee v D{EB)(r € & aTB)) D L1oa - ‘kj,
TEOREMA 1.5.8

Iob= (Gha){e € (V2= (B) (BEXLDa T 8))

II. = () xSy =2 (B) (REXNDBTY))

TEGREMA 1.5.9:

I b= (ha){e € (IA2(B)(BEXDaCB))

1. — Guy) Wa oy D) (BEXDE CY))

DEMONSTRACAO:
1. Se o€ )i, entdo o € [ A, da7, pela parte I do teorema anterior te-
mos :

(D aC 122 (E)BENDaCB)

Precisamos, entaon, provar gue

«C(IA,BENI— a#B

De aC {12 obtemos a # [}, ou seja,

Ex)(x€adac€ (MM V(E)z€a&a€ )X

Entao,



(2)2C (T x, 2€0, 2€a82€ [V A= z€z8z2n([)A)=A
— z€ ) 2
i~ ax€z2n0 () 1)
— x €A
I— o # 8
(3)aC {13, 6€0, c€08a€ () A= (Yiy€EADz €y
I— RE XDz €8
— x € B
— z€a Mg
— o # B

Logo, de (2) e {3) obtemos

L .
nC TR, 2EL = a8

Consequentemente,
(4) I— o C T1 3D (a2 E X Dafg)

Finalmente, de (1) e (4) obtemgs o resultado desejado.
I1. Facilmente prova-se, usando~se a parte [I do teorema anterior que
(1) 2 CyD(a)(s8€212p8Cy)

Precisamo$,entac, provar gue

(- }\ - .(!I 3‘ & ;\ — B }é N]"

Por outro lado, suponhamos que
(M ) Sy (2yBEY e (3) B=7v.

De (2}, pelo Teorema 1.5.5, obtemos £ C | Jx e, por (3}, vy C | ». Mas, de

!
(1), obtemos L} % Sy, Assim temos

Mas,de (1) obtemos
ORI
Logo. temos {2 =y & \J X # vy ; donde, pelo Lema 1.4.3, parte II, temos

(Ex}{x €A)

Finalmente, pelo Lema [.4.2, parte V¥, obtemos 8 # v . Logo,
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() UrCy,BEX,B=vy I— BFY
Donde, de (1) e (4) obtemos
= {J ASY&BEADB#

=

TEOREMA 1.5.10:

I.i— (V3 G ]lacnl
. = (MLR) (BE{a il a€X} 28 €M)
111, I— (3,8) (BE{u | a €A} = (Ea)(ec € X & B = a)})
DEMONSTRACRO:
I. Aclasse {o | a € A} e definida como {x | (E8){({x)/x €B =z €u & a€X)}

mas a formula que define esta classe € estratificavel; desse modo, existe a
classe {a | o € A} .

o & o € X
a %o € X
A

It
T ™
f

II. 8€ {a | o €A}

<

IIl. 8€{a | a€EA} = B=0&a€A
(Ea){a €1 & B = )

TEOREMA 1.5.11:

I.i— WD) {a]aerl= U2
I t—= (U ]agrr< M1
DEMONSTRACAD:

i

I. (—+) Observando-se que em NF prova-se que (Ex]{A[x) DB} = (x}[Alx] 2 B)
{ver pag. 18) guando x nao ocorre livre em B, prova-se, como em Ros-
ser ({191, pag. 243) que

Mz (N {E]la€r)z(a){a€EXDz €W
mas, de (1), supondo-se que

x€ {11{a | a €2}, obtemos

(2) (a)(a €A 22 €0)
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Supondo-se que = € | J ), teremos
(3) {(EB)(R € 4 & = € 8), donde
() vy € x &z €y
mas, de (2) obtemos:
(5) YEXDur €y
e, de (4} e (5) teremos:
(6) « €5
e, de (3) temos:

{(7) « € v,

Logo, obtemos I— =€y Ny , ou seja, I— x € A e, consequentemente,

= . )
LA

Por outro lado, supondo-se que = € | ] %, obviamente obtemos x< o

Assim sendo, teremos

——

8)I— x€[1mia€r)dze |J &

.

ou seja, — [ {a|a€r}C ) A

(+=-) Reciprocamente,

c €T IN b= w€z&an () A)=A
€1V, a€h,x€al— x€ 2

I— x €z

I— mezﬂ(U A)

- x €A

I— z € o
2€{1V,a€),0 €0 l— x€Q
Entio, 2 € Ur,a €N I— €75
]ogo’ b— = U}\D(QLEKD:CEE)

como o nac ocorre livre em x E-“tjﬂ*,

- 2 € |J A2 {a){¢a €A Dx € )

e, como no item anterior,

I~ 2€ JAD2(BYBE{a | a€ A} DxEB)
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entao,
I~ x € jn2s€ M {a | o€}
donde, — [ J» C [ 1{x | a €2}

1I. Como em Rosser (119, pag. 243), prova-se:

(Mzxe | Jlo!ae€d} D () (eer kxca)

a€r &€, x€ |1 I n€) Dx &y
l[— o & o
— x EaNg
— & A
- 2 € [} A
GELNA2zEE, x€ [} 4 I— 2 &Y N
Togo, I~ a €)X &z €32z € 7} A
e, COMO a nac ocorre livre em = € |y A ,
temos
—(Ea){c €3 & €0) D € —'T_}\
entao, por (1), I— {J{@ | «a&€ 2} C A

OBSERVACAQO: 1) Em Rosser, o Ttem II do Teorema IX.5.11, aqui I.5.11, e enun-
ciado como ={M){ 1} [ ! o & X = NT\ A), mas, aparentemente, em NF nao

podemos provar gue rm-(?J("ff_i_E; UECREERIP

2) 0 Ttem I do Teorema [.5.17 & a generalizacdo da lei o NB=gUBg . Se, de
fato, nao pudermos provar em NFQJ a conversa do item II do Teorema I.5.11,
entao, a 1ei o« U B = w B nao pode ser generalizada.

A seguir passaremos a definir Clos {4,P), isto &, o fecho de uma clas-
se 4 em relagac a propriedade P, e a demonstrar  0$ principais teoremas so-
bre Clos (4,P). Estes teoremas sao de fundamental importancia para o desenvol-
vimento da aritmetica em NF | logo, tambem, em NF . A definicdo que seque ,
como em Rosser [19], & devida essencialmente a Frege.

DEFINICAD: Sejam LgsenesTy, @ variaveis que ocorrem livres em P, porém que
nao ocorrem livres em A, e B uma variavel que nac ocorre nem em A4 & nem en

P . Entag,
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Clos(4,P) =4 Y 2 (4Cps (255 eesw,s &) (. 0 €8 D3 €8)).

Em outras palavras, Clos{4,P), se existir, sera a menor classe § fecha

da em relacac a P; isto e, se =x ceeyw, B & Ple, e, 2) entao z € B.

3
Para verificar se C1os(A,é) B estratificavel, o melhor processo € o de
escrever por extenso a definicac e, entao, verificar se €, ou nao, estratificd
vel. Todavia,se existir Clos{4,P}, isto e, se a formula que a define for estra
tificavel, entao o tipo de Clos{4,P) terd que ser ¢ mesmo tipo de 4.
Nos cinco teoremas que se seguem usareinos H(4,2,P) para denotar a for

mula 4 C B & (xj,...,wn, 2 (x € B &P 2g e Rl onde as variaveis

freees
Sieees% . 2 0B estao sujeit;s as restrictes explicitadas na definigac de
Clos(4,P).

Substituindo-se i por %f{(A,B,PJ ng Teorema 1.5.1, obtemos
i— 3 Clos/a,P)

Fsse resultado nao & de grande utilidade na demonstracac dos tecremas
sobre Clos(4,F}, pois para essas demonstracoes precisamos que 3 éH{A,S,P),
Isso & facil de ser provado, pois BH(4,p,P) & estratificivel guando Clos(4, P

o for,
TEOREMA 1.5.12: I——(u)(ﬂéH(A,S,Pﬁ D (axtix € Clos{u,P) = (B8)(H{a,8,P) DxE8)))
DEMONSTRACAO: exatamente como a do Teorema 1X.5.12 de Rosser, pag. 246.

Este teorema nos fornece uma condi¢an necessaria e suficiente para que
2 € Clos{u,P).

TEOREMA 1.5.13: 1— () (3RH{o,2,P) D o < Clos(a,P))
DEMONSTRACAC: como a do Teorema IX.5.13 de Rosser, pag. 246.

TEOREMA 1.5.14: 1~ () (3BH(a,8,P) D E PP TR EPRRE Y € Clos(a,P) &
& P 2z € Clos(a,P))).
DEMONSTRACAD: como a do Teorema IX.5.14 de Rosser, pag. 246.

Este teorema nos garante que Clos{a,P) & fechada com relagao a P.

TEOREMA 1.5.15: I— (@) (3BH{a,R.P) D (B)(a € 8 & {'b’::ql,...,.rﬂ, z-:){":t:z,.”,:xtn =
€ B&;r:j,...,a:nEC‘ios(a,P) & P2z €p/ DClos{a,P} CE))

DEMONSTRACAC: como a do Teorema IX.5.15 de Rosser, pag. 247.
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Este teorema nos garante que Clos{a,P) & a menor classe gue contem o

e que e fechada para P.

Pode-se, intuitivamente, explicar o processo de geracao de

Clos{n,P) da seqguinte forma, comegando com a classe «, facamos o seguinte:

1) acrescentamos a o todos os z tais que = <l T Coa e P(mij...,xﬂ,sﬁ. De

e
notemus por 61 a classe assim obtida,

2} acrescentamos a 81 todos os z tais que Tysenn s, = Bq e P(xj,...,xn,z}. De

notemos  por 62 a classe assim obtida.
Continuando o processo, obtemos:
Clos{wu,P] = o U B] U 82 U,
Finalmente, e facil perceber que o Y fip VB, UL € exatamente a in-

terseccao das classes £, que contem o e que sao fechadas em relacio a P.

0 teorema seguinte nos diz que =z € Clos{wa,P) porque ou z pertence a o

ou 5 pertence a algum dos Bi gerados conforme descrigao anterior.

TEOREMA 1.5.16: 1— (o) (ARH(a.8,P) & (32)(z € o v (Bayooyo Mo oo ,2 €

€ Clos{a,P) & P D {z2jiz € Clos{u,P) Sz &€a v (Exosenvm M, ,x €
€ Clos(w,P) & PJ}}.

i

DEMONSTRACAO: como a do Teorema IX.5.16 de Rosser, pag. 248.

0 teorema seguinte corresponde ao exercicio IX.5.17, pag. 248, de Ros-
ser {19}.

TEOREMA 1.5.17: 1. 1— [l A=V
1. — ) A=
1. = [} V=
. — ) v=
DEMONSTRACAC:
1. {(—+) pelo Lema 1.4.4, parte Il, prova-se que {a){o < V)3 logo,
— [YACV (1)
(+) por outro lado, pelo Lema I.4.2, Ttem [1, obtemos I— (a){a € AD 2 € a),
ou seja, I— (x)(x € [} A), consequentemente, ¥ C (M A (2)

de () e(2) im v=_1A
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II. () a€EA&GtEQ I— aEA
— (PYo € 8) (Lema 1.4.2, Ttem II)
I o & {z}
— o= %
i— t €A
logo, i— o EALtEa Dt EAN
— {(Ex}a €EAJ tEn) DEEA

I— (t){{Eal{a EN& £ € u) Dt €A}

= L1 AC A (1)
(«=) por outro lade, pelo Lema, I.4.4, Ttem IV, temos que (a}(A C u}, logo,
— A c A (2)
de (1) e (Z) obtemos I— A = LA
I11. {(—)} Como A€V, pelo Tegrema [.5.5 obtemos I " VCA
(<) como |I— ¢t GAD{a){x €VD¢ €y
entao, 1I— AC {1V
logo, 1— A= (}V
IV. (=) +— 1 VCV pelo lema 1.4.4, Ttem 11.
(+—) t €V i— ¢ € {V (pelo Teorema 1.5.5, Ttem I1)
logo, I— t €EVD s el |V
b= (%) (e EVDE |V
1_ VE \I_-_.J,i! V
Togo, I— V= | )V

1.6. CLASSES UNITARIAS © SURCLASSES.

Como ja mencionamos anteriormente, definimos cfasse unitduia de 4 como

{4} =g¢ T(x = 4) ¢ {4}V ... U4 ) € a classe cujos elementos BAO Agyonend

e ela sera denotada por {A_,,...,,Ar}
4 4

TEOREMA 1.6.71: I. 1\— (z)3{z})

1. 4= (.rl,...,;r:n)ﬁ{.rj,...,a:n})
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H

TEOREMA [.6.2: I, =~ (x,ylly €z} =y = z)

I, I~ (z,y,z2) (2 € {g,y} =z =0V 2=yl

I.II. f— (xl,...,xn)(ye {:cj,...,xn} Sy=Ex, V... Vy =@ )
COROLARIO 1: 1— (z)(x € {x})
COROLARIO 2: I~ (x,y){x,y € {x,y})

COROLARIO 3: 1— fz v, Moo, ey € {x v, })
3 ) n #

17
TEOREMA 1.6.3: i— (w,y){{cl={ y} 2z =y)

COROLARIO 2: 1— 3 {iz} | Pl 2 {w)({x} € {{z} | P} & PJ

TEOREMA 1.6.4: |— (ey)(z =y = ()(x €a Dy € o))
COROLARIO: = fa,ul(x =y = {a)(zx €a 2y € o))

TEOREMA 1.6.5: I— (o,=/{x €« = {z} C o)

COROLARIC 1: 1— (y,x/(zx € o = {2} Na = {2}
COROLARIO 2: I— {ouw)(z €a s {zt Ua = o)
COROLARIO 3: I— raya)fe € o = (aN{al) Yz} = o)
DEMONSTRACAC:

fa N izl) Uded = faViel) Nz Vi{zl) =anNV=uqa
1ogo, « € o — (a O {r1) Uz} = a

Por outro lado, se (¢ N Tx) U {x} = a, entdo oV {x} Ca, e como
x € o U {x}, entao =z € a.

togo, (a NIzl Uizl =a I— 2 € a .

Assim sendo, z €« = (o N {z}) VU {z} = a .

TEOREMA 1.6.6: t— (o,2){x € a 5 o € 1z})

=)

{z} C

n

DEMONSTRACAO: = € «

= o C {z} (pelo Teorema 1.4.17)
{z}

= o C {z} (pois &= a)

COROLARIO 1: i— (o,z)(x €a = {a} Na=AN.
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o

Tzt {pelo Teorema 1.4.17)

=l

{x} =A  (pelo Teorema 1.4.13, Ttem 1I).
{x} =A

DEMONSTRACAD: = € ¢ =

H
——

x}

1y

1
2 R @ Qu
3 DINin A

COROLRIO 2: I— (o,x)iz €a 2 {e} Na £A)

DEMONSTRAGRO: z € « {z} Co

Ll

= {xYNa = {x}
como Iz} # A, entao, {xl Nua # A

T£OREMA 1.67 { {”_,.T,J({.’IC} i O = f\\(’ rr} ! o= {xi)

DEMONSTRACAO :
Se x€ o l—{z} Cu

= A{x} Na = {x

I— el g = Av {xed Na= {2}
Se rEa I—{r! E’_'

= {z: Na = A

f—dxl Na = Ay {z} Na = {r}
logo, como 1—x€a vz €ao, entao

b= {zl} Na = Av {7 Do = [z},
COROLARIO: i— (a,x)(a C{z} Da=Av a= {x))
TEOREMA T1.6.8: I— {xyyl(x # v = {x} N {y} = N

DEMONSTRACAD:
() a)t€xdt€y, t S el 8t E€E{y} I— t=xc bt =y
= x =y
— tEy &t €y
— t€y Ny
= &N
assim,

t€x&t€y — € {x} & te{yl Dt EAN
l— ()t €E{xt N{y} Dt EN
Togo, (Bt} (s € x & t €y} - {x} N {p} CA
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By t€ bt €y, tE€{a) OV {yll— tE 28 tE
— €A
1090, te-g&f;ey — ¢ € {z} N {y} Dt EA
I— tet)it € {z} N {y} Dt EA)
donde, (Etj(t €z & t € y)i— {x} D [T C A
de {a) e (b} obtemos
EBelt €&t €y) v (E)(t €Ex &t €yl I~ {a} N{p) C A
ou seja, o #y I~ {zf N {y} C A
mas, AC {z} 0 {y}
entao, x # y = {x} 0 {y} = A

f b

{+--} por ocutro Tado,

fey Nyl =, o fp = xfy
it =, o=y i— {0 {yl = A
— {x} = A
=z EA
— = #x (pelo Lema 1.4.2, item V)

Togo fa: O iyt =A |I— z

“H.
2

TEOREMA 1.6.9:
o= (a7 o) = a)
11, 1= {e2){ 7% {e,8) = a NBR)

—_ v )= " k 1:L_ i LI
I11. 1| (J,T,...,Li (\\ {*11,.‘”&”1 '&]f‘...ﬁdn)

Vil. i— (-:‘_11,...,51 U Ha ..,c.\tn} = o U, U )

| n
o V(L) ).

VITI. 1= (ool J (ad U i)

DEFINICAD: Seja A uma classe, denotamos por USCr4) a classe das subcfasses u-

nitarias de 4 e definimos

UsCra) dr et |z € 42

onde x e uma variavel que nao ocorre em 4.
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Definimos, tambem

USCra) como  USC(USC(A))

USC®ra) como USC(USCZ(4)) etc.

Alem disso, definimos os numeros cardinais 0 e 1 como:

0 :df{A} e 1 =deSC(A)

USC(A) e estratificiavel se, e somente se, 4 € estratificavel, o mesmo
ocorrendo para USCZ(AJ, USC3(A), etc. Para estratificacao, USC(4) deve ter um
tipo a mais do que 4, USCZ(A) deve ter dois tipos a mais, etc. 0 e 1 sao
estratificaveis e a eles pode ser associado qualquer tipoc.

TEOREMA 1.6.10: — {a)(@(USC{a)))
IT. — (o,z)({x} € USC(a) = x € o)
T, 1= (o,2)(x € USC(a) = (Ex){y € o & = = {¥})
COROLARIO 1: 1~ (a)(2USC2 ()
COROLARIO 2: 1= (c.x)({{x}} € USCo(a) = & € o)
COROLARIO 3: I— ({o,a)( € USCo(a) = (Ey)fy € o & = = {{z}}))
COROLARID 4: I— (z)({z} € 1)
COROLARIO 5: 1— (x)(x € 1 = (Ey)(x = {y}))
TEOREMA 1.6.11: I— (o){ \J (USC(a)}) = a)
COROLARIO 1: I— {a,R)(USC{a) = USC(B) = & = B)
COROLARIO 2: t— 3A{USC(a) | P} D (a)(USC(a) € {USC{a) | P} = P)
TEOREMA 1.6.12:
1. I— {(u,B)(USC(a N 8) = USC{a) N USC(B))
IT. *— {0,8){USC{a U B) = USC{a) U USC(R))
IIT. = (a,R){USC(a - B) = USC(a) - USC(R})
IV. — USC{A) = A
V. t— (c,B)(a € B = USC{a) C USC(B))

VI. = (o,8){c €8 = USC{a) C USC(B}).



i

n

o]
i

DEMONSTRAGAD: Provaremos, em primeiro lugar, o Ttem IV, uma vez que ele nos se

ra necessario posteriormente.
IV. = USC{A) = A

como A USC(A), basta provar que

UsC{a) CA .

x € USC{AY 1— Ey)iy € AR & = {y})
i~ 2 & A& w = Izl
— 5 = =
= & A

entao, = & &€ USC(A} Dz e A

= (z}{x € USC{A) D2 €N
ogo, I— USC{A) T A -
IT1. b= (2,83 (USC{e - #) = USC{u) ~ USCIR}).

Devemos mostrar que
USC{z N B) = USC{w) N USC{E)

(—) = € USC(a NE) = » € USC(a) & = € USC(E) (pelo Ttem I)

© € USC{a NB), = € USCIR) I— = € USC{a) & = € USC(R)
I— z € USC(a) N USC{R)

x €USC{a NFE), » € USC(E) I— = & USC(R) & x € USC(E)
— x € USC{R) N USC(R)

I— &€ USC(& N B)

l— o € USC{A)
t— = € A (pelo tem IV}
— a € USC{a} QIEC—(E)*
e, entao,
— USC{a NE) T USC{a) N USC(R) (1)

(=) Par outro lado,
© € USC(a) & = & USC(B), = € USC(R) I~ « & USC{B) N USC{&}
— x €A
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dad,

2€USC{u) & x € USC(B) i— « € USC(R) Dz &€ A

Togo, [—

entao, |—

wof

UsC(B) C A

USC{R} = A {Lema I.4.5, Ttem II)

USC(B) = USC(A) (pelo Ttem IV)

B = A {pelo corolario 1 do Teo. 1.6.11)
=V

o MB =g

como o NB =a, entdo USC{a NB) = USC(a)

mas. x € USC{a) & x € USC{B} I— x € USC{a)

togo,

l— 2 € USC{a N B)

I— z € USC{a) NUSC(R) Dz € USC(a NB)

I— (@) (x € USC{a) M USC(B) Dz € USC(a NR))

entio, I— USC{a) NUSC(B) € USC(a N ) (2)

de (1) e {2} obtemos o teorema.

I~ {a,8) (o € B = USC{a) C USC{R))

Pelo Jtem V, o C B8 = USC(a) C USC{R),

entao devemgs provar que
a # B = USC{c) # USC(R).

a # B, USC{a) = USC(B) i—

a # B, USC{o) # usc(s) I—
10go,
a ¢ B I— USC{a) # USC(R).

o =B (pelo corolario 1, do Teo. 1.6.11)
«aNBFAvang#fa (de o# B)
t€aNBvVvEtELNE
t€aNgvitERNSE (de o = B)

t e A

USC(a) # USC(R) (pelo Lema 1.4.2,7tem V)
USC(a) # USC(8). |
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(<=} USC{a) # USC(B), a # B i— a # B
USC(a) # USC(B), a = B i— USC(a) = USC(8)

— USC{a) MUSC(B) # Av USC(a) NUSC(R) #A

— ¢ € USC(a) M USC(B) v ¢ € USC(a) M USC(B)

l— + € USC(a) NUSC{x) v + € USC(R) N USC(R)

— & €A

i— o # B {(pelo Lema 1.4.2, Ttem V).
logo,
USC(a) # USC{B) I— o # B.

COROLARIO 1: t— (BY(USC(R) = 1 - USC(R))
DEMONSTRACAO: basta fazer o« =V no Ttem I1I do teorema.
COROLARIO 2: 1— {a){USC(x) C 1)

DEMONSTRAGAO: basta fazer & =V no item V do teorema.

TEOREMA 1.6.13: 1. I— (a)(@33({z} € o))

1. — {o,x)¥ e € x({x} €a) = {2} € o
TEOREMA 1.6.14: I— (a,8)(x C USC(B) D #({x) € o) CR & a =USC(F{s} € a)))
COROLARIO 1: I— (a)(c €1 Do = USC(E({x} € o))

DEMONSTRAGAD: basta fazer R =V no teorema.

COROLARIO 2: I— (m,8)(a € USC(B) = (Ev)(y €8 & a = USC(¥)).
TEOREMA 1.6.15: I— (a)(A € USC(u)).
DEMONSTRACAQ:
A€ TEC(a) I— A € USC{a)
AE USC{a) I— (Ezliz € & AE {2})
- A& {z}
I— 2 €A

= {x,yl{x € y)
— A€ USC(a)

logo, — A€ USC{a)
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COROLARIO T: = () (USC(x) # 0)

DEMONSTRAGAG: C = {A}, mas A € USC{a) e A € {A}; Yogo, (Ey)/y & USC{a) &
& v € 0J, donde obtemos USC{a) # 0.

COROLARIO 2: 1= 1 # 0.
DEMONSTRACAD: basta fazer o =V no corolario 1.
TEOREMA T.82.16: 1~ () (USC{ix}} = {{fx}})

DEFINICAC: Seja 4 uma classe. Denotamos por SC(A) a classe de fodas as  sub-
classes de 4 e definimos SC(4) da seguinte forma:

SCral =4c B(B C )

onde R e uma variavel que nac ocorre em 4 .
Tambem definimos:

SC204) por  SC(SC{4))

SC3EAJ por SC(SCZ(QJ) , etc.

SCia) & estratificidvel se, e somente se, 4 e estratificivel; o  mesmo
oCorrendo para Stzfo , SC3ra; , etc. Alem disso, se 4 & estratificavel, en-
tao o seu tipo sera uma unidade menor que o tipo de SCr4) , duas unidades me-
nores que ¢ de SCzrﬁ) , ete.

Geralmente, se 5 € 5C7A) , dizemos que "8 e uma subclasse de 4.

TEOREMA 1.6.17: 1. I— (a)(@SC(a))

IT. 1= (2,R)(R € SCla) = 8 C o)
TEOREMA T.6.18: . i— {(o){(a € SC{x))

1L, 1— (2} (A€ SC(a))

IIT. t— (o,8){a M8 € SClu})

Wo b= {o,z){xr €a = {xi € SC{a))

DEMONSTRACAQ:

1I. consequencia do Ttem II do Teorema 1.6.17 e do fato de que (n){A C a)
COROLARIO 1: 1— {a){USC(a) G SC{a))

COROLARIO 2: 1= (u)(USC(a) C SC{a))
DEMONSTRAGAO: basta provar que USC{a) # SC(o).
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Pelo Teorema 1.6.15, temos I-— A e‘U§E?a§ e, pelo 1tem I do teorema L6.18,
— A SC{w). Dad,

A € USC(o) & AE SC{a)

Togo, 7Ei)fe € SC{a) & ¢ € USC{a))

donde, i— USC{a) # SC{a).

]

TEOREMA 1.6.19: I. I— SC(A) =0
1. 1— SC(V) =V

TEOREMA 1.6.20: I— (aj{ 1} (SC(a)) = a)

COROLARID T: 1= {a,R)(SC{a) = SC{8) = a = B)

COROLARIO 2: i— 3{5C{u) | P} D (o) (5C{a) & {SC{x) | P} = P

COROLARIO 3: 1— (a.B8)(a # 6 = SC(a) # SC(8))
DEMONSTRACAG:
—3 o X, SCla) = SC(3) b= a =4
— aNBEAvVvaNB#EA (deu# &)
— +Su NP v tENNR
— t€aNgyv tE€EBNAE  (de o= §)
— ¢ €A
— SC{a) # SC(R)
a £ By SC{a) # SC(B) +— SC{a) # SC(B)
logo,

@ # B —=SC(a) # SC(B)

(«—) SC{x} # SC(B), a # B I— a # 8
SC(a) # SC{R), o = BYt— SC{a) NSC(3) # Av SC{u) NSC{B) # A

— ¢ € SC{a) N SC(8)

M
(¥
i
e
o]
L
2
(g
(]
—
2
[—_—

e
(54

<

— & € SC{a) NSCla) v ¢ € SC(R)Y N SC(3]

o

T

F e A

[— o # B
togo,

SC{a) # 5C{8) — a #B .
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0s teoremas seguintes correspondem aos exercicios IX.6.3 a IX.6.7 de
Rosser [19].

TEOREMA 1.6.21: I— (X)(x € SC( (J A))
TEOREMA 1.6.22: i— {aj({ {) (SC{a)) = A)
TEOREMA 1.6.23: 1. i— (o,B8)(a € B = SC{a) € SC(B))
I1. I (a,8){a © B = SC{a) C SC(8))
TEOREMA 1.6.24;
I.ol= (5u)(SC{x N u} = SC(A)Y NSC{u))
[T, = (,p)(SC{x U} = {la UB Ja € SC{A) & B € SC{)T)
TEOREMA 1.6.25:
Lo ()0 FADUSC(M ) = 1) {Ust(o) | o € a))
TI. 1= {(A)(USCL L &) = 1) {USC{a) |a € A})

I.7. VARIAVEIS RESTRITAS AD DOMINIO I.

Seja T uma classe ¢ x,y,z variaveis que denotam os elementos de Z.
Como & muito comum trabalharmos com variaveis restritas, precisamos de
senvolver uma tecnica para manusea-las.
Uma parte importante dessa tecnica & o uso da quanfigicacdc hestrnita.
Se x & restrito a T , entao definimos:

(I/‘IP :df \KJ;/] (;I: < Z > P}
(ExlP :df(Ex)(r €& 7F)

Visto isso, podemos trabalhar com variaveis restritas da mesma  forma

que trabalhamos com varjaveis gquaisquer.
TEOREMA 1.7.1: I—(zx){x €a =z € o NI}
TEOREMA 1.7.2: \—(x){{z € a =2 €R) Z (aNL =R O}
DEFINIGAO: ()P =4 (a)(a ST D P)
(Eu)P =dqf (Ea){a €L & P)

TEQREMA 1.7.3: I— {oB){{x)(x € a = x€8) = o = §)
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OBSERYACAQ: Este teorema representa a Forma Geral do Axioma da Extensionalida-
de para variavel restrita e ele & equivalente a:

b~ (B¢} ({v CLROCI 2 (x)(x€a 2 €RJ)

11
=
1]

2)

DEFINICAQ: Ja definimos &P como 1afx)(x € u
trita, temos: &P =4 ui €3 & P)

P). Quando  for variavel res

TEOREMA T1.7.4: 1— (Z.0)(¢ €T & () (u €022 S ¢ = Flu)) = iwilu€e =

= PR = M F\./)f)

TEQOREMA 1.7.5: i— Se¢ o ¢ wma vauidved que nae ocerre em Flxl , entace
o (Ea)lw)in € q = Fiz)) 23 2w €T & Flu))

TEQREMA 1.7.6: i~ 9 winu € L & Flw/) D 2F(r) = ul(u €L & Fluw'

CORDLARIO: Se o e wra variavel que nac cconre em Flx) , enfac
b (B} imi (e € a = Fle) DxFie) = ulu € L & Flul)

TEOREMA I.7.7: I— {(£)AaP 235w € L & P)J

TEQREMA 1.7.8: Se 7P & estratificavel e z ¢ o 4ac varniaveis distintas ¢ o nao

ccerne em P, enatac  |l— (Ea)fx}ix € o = P)

OBSERYACEAD: Este teorema & o Esquema da Separacao para variaveis restritas.

TEQREMA 1.7.9; |— 3JZP 2 3P C L

COROLARIO: I— AZP 2 2P = gP N L
TEOREMA 1.7.10: 1~ HZ P D{/a)(x € 2P = P}

TEOREMA 1.7.1%1: Il.i— {g)iz €L =2 =g)
It t— {xlfz =S¢ =2 x # )
IHIo— (o,8,z)fc €CaNBZx€ald xc<p
IW.i— fa,Belle€alUBzacEavVvaa&@)
fo,et(z € Ca 2 Ty € o))
Viob— {(x)lx €V z (By)(x € y))
VII = {x)ix € A= (y)(x € y})
VIII I— (x)(x € o = (Ezl(z €z bzNa=A&zVUa=V)

— s

3

V. l—

Fste teorema e basico para extender os resultados da secgao 1.4  para

variaveis restritas.
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IT - RELACDES £ FUNCOES

I1.7. 0 AXIOMA DO INFINITO

Apesar de gque em NFw, 0 esquema da Separacac permite a existencia de
um numero maior de classes do gue em NF, iremos desenvolver apenas a  parte
correspondente aos resultados de Rosser [19], os quais sao obtidos usando o es
quema da separaca¢ apenas quando Fli) € estratificavel. A parte especifica de
NF_, usando o esquema da separacao quando Flx) nao € estratificavel e nao
contem o simbolo 3, nao sera abordada neste trabalho.

Devido ao esquema da separacac, em NFw podemos ter pares ordenados em
que x e y tenham tipos diferentes. Consegquentemente, tambem podemos ter rela-
coes em que 0% tipos = e y sejam diferentes, bem como relacoes definidas dire-

tamente por formulas ndo estratificaveis onde nag figurz ¢ simbolo 2.
DEFINICOES:

LrFefaUB a8 BEREANE = A

Nn =4 SO(SI(0EBE ((y)(y €8Oy +1ER Dr €8
onde na definicaoc de < + 5 , o € 2 sao variaveis distintas, que nac ocorrem
emAd ou=. 4+ FH © estratificavel se, e somente se, 4 = 7 & estratificavel

A estratificacdo de 4 + B exige gue 4 e & tenham o mesmo tipo, o qual tambem

serda o tipo de A4 + B.

Nn & estratificavel e, como nac contem variaveis livres, pode lhe ser

dado qualquer tipo. _
E bom lembrar que Nn dencta a classe dos numercs npaturais e A+8 8

a notacio para aoma de dois Lntelncs nac negatdivos A e B .
TEOREMA I1.1.1:

i— (oo €Em+n 2 (B, Y EEnAYE R A ANy = AL Uy =l
TEOREMA 11.1.2: \— (m)(0 # m + 1)

DEMONSTRACAO: Suponhamos 0O = m + 1. Entao, pele Teorema II.1.1 e i— AEDQ ,
obtemos:

REMAEYELEINY=ARARUY=A, De v €1, pelo Corolario 5 do Teo
{y} .

rema 1.6.10, obtemos: v
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Da7, y €y e, entao, y €L Vy. Mas, 3 Uy = A ;
logo, ¥y €EA .

Logo, pelo Lema 1.4.2, tem V, temos

(z,y)(z # y), donde, O #m+ 1.

Se supusermos 0 # m + 1, obteremos 0 # m + 1.
Assim, de Q0 =m+ 1 v 0 #m+ 1, obtemos

0#Zm+ 1. Ou seja, i—m)(0 #m+ 1).

Recordando a definigao de Clos{4,P), nela podemos fazer A4 = {0}

Pzax+ 1 =2z. Entao H(A,B,P) =df {0y CRB & {x,z)((x€B &x+1=23) Dz

Como essa formula € estratificavel, entao I— 3R H (4,8,P).
TEOREMA 11.1.3: t— Clos({0}, = + 1 = z) = Nn.
DEMONSTRACAG: como em Rosser, usando o Teorema 1.5.72.
TEOREMA II.1.4: +— 0 € Nn .
DEMONSTRACAQ: como em Rosser, usando o Teorema 1.5.13.
TEOREMA I1.1.5: I— m}(n € Nn On + 1 € Nn/
DEMONSTRACAO: basta usar o Teorema I.5.14.

TEOREMA 11.1.16:
— (BJOEB& (Wiy€EB&EyENN Dy +1ERL DNn CBJ

DEMONSTRACAO: basta usar o Teorema 1.5.15.
TEOREMA 11.1.7: I— m)(n €N =n=0v (Ex)im&Nn &n=m+ 1))

DEMONSTRACAQ: como em Rosser, utilizando o Teorema [.5.16.

TEOREMA 11.1.8: I— (m)(m =m + 0)
DEMONSTRAGRO:
(—la€ml— cEmMBEACEVEaNA=ALaUA=20
— (EB,v)IRPEmM& YEQR RNy =A&BR U~y =)
— a€Em+ 0
logo, — a€m2a€m+0

= (ct)(ae\r‘n:)o.emJF Q)

— mCm+ 0

e
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(e aSEm+0 I— BEmdyE0&BENY=A&B8UY =0
(— = A
— 6 U A=
- & =a
— o €m
lego, i— «&€m+ 020 €Em
donde, — m+ 0 Cm
TEOREMA I1.1.8: 1I— im,n)im + n = n + m/
TEOREMA I1.1.710: t— (mn,p,o)ic € fm+n] +p 2 (EB,v,8)BEmMm&YEn &
EEE€EEENY=AEBANS=ARYyNS =AUy USs=ug))

TEOREMA TI.1.11: d— {(mym,p,al{a & m+ n+p) 3 (ER,v,8)BEm& vEn &
5 E€Ep &Ny =AEENS=AEyNSE=A&BUyUGL =0l
COROLARIO: b— V(mym,plim + miv po=m+ (n+ p}l

TEOREMA I1.1.12: )= 1 € Nn.

Provaremos, agora, o Principio de Inducao Matematica, que e:
Se b= F{Q) e 1= (n)(Fin) & n € Nn > F(n + 1/}, entao I~ (a)(n € Nn D Fin') ,

]

o qual so pode ser provado e F/z) e estratificavel.
TEQREMA 11.1.13: Seja P uma gowmuda estratificavel. Endao, {Sub em Pin pon 0}

()i ENn & P} D {Sub em Pt n por n+ 1} I— (n)(n € Nnp DPJ,

DEMONSTRACAC: como em Rosser [19], temos:
Se P e estratificavel, entao:

(1) m nEx PP
(2 17— 0 €7 P = {Sub em P : m por 0}
(3) — n+ 1€n Pz {Subem Pr npor n+ 1}

Da¥, pelo Teorema 11.1.6, 0E€ERP, M) ECNn&nw€nP)On+1C
SaP = NngﬁP.

Nosso teorema segue de {1), (2) e {3).

OBSERVACAO: Usualmente, este teorema e escrito substituindo-se P por Fim)
{Sub em P: n por 0} por F(0) e {Sub em P: n por = + 1} por F(n + 1). Entaoc,

dizemos:
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"Se Fin) e estratificavel, entao
f(0), mM)n&ln & Fm)) DFn+ 1) I— (m)in €ENp 2 Fin)}"

TEOREMA I1.31.14: I— (myn)(myn ©Nn Dm + n € Nn)

TEOREMA I1.7.15: +— 1+ 1 =2
- 2 + 2 = 4, etc.

DEMONSTRACAQ: Provemos que 1— 1+ 1 = 2,
Sabemos que 1 =1+ 0.0a7, 1 +1={(1+0) + {L+0) = {L+1) +
+ (0 +0) =24+ 0=2.

0 Teorema seguinte & a adaptagac para NF  do Teorema X.1.16 de Rosser
[19] .

TEOREMA 11.1.16: I— (mo)(c€Em+ 1 = (ER,x)(BEm &z €R & B U {x} = al)
DEMONSTRACAO:
ACm+ I Z(ER,YIREm &y ELl& 3Ny =A &R Uy =g/
Precisamos provar que:
BEmM&{z} €LAB8N{z} sA&EV{nt=aZREM&xsERERLV {z} =0 ,
isto e, F = G.
a) I— F 2 G (Se provarmos que F D x €8, entdo a prova de F D2 G  torna-se
imediata).
F,x€R I— z€R
F, x€R I— x €8N {z}
— & A
— « €8
foge, F |1— z €8
B) I~ G DF

o e—

Se provarmos que G DB M {z} =A , entao a prova de G DF tor.
)

na-se imediat

G —x€B

G, t€2nN{z}l I t€R& L =12
— = &8
- x €8 NE
i— x €A

— t €A
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loga, G I— €8N {zx} Dz €A
Gi— (tlit € N{x Dt EN
Gl— 80 {x} CA

como, A C8 N {x} , entao, G i— g N {x} = A

Assim sendo, I— F = G e, deste resuitado obtemos:

(BB, vIIBEmMm&E&YvELEBNy = AR LUy =) =
= (EB VB EmbrERERY{xt = o

1]

Como ¢ antecedente desta equivalencia € o € m + 1, obtemos o teorema.
COROLARIO 1: I— (a)(a € 2 = (Ex,y)fx # v & {x,y) = o))
DEMONSTRACAD: a €2 2 €1+ 1 = (Ex,2 (R3€ 1 & €2 &R VVinl =)

(—) Provemos, entac, gue

(Cayyile Fy & {our = o) Ex,3) P E€E 1l &SR &3V el =)
RELl&xC€RAP Y inl = = 3={5188U/Iz =y

It
=2

=~ {x} U {y}

= d{x,u} =«

FELRxzE€RBREV gt =g, 2y I— xfy

FELR&xER& AV ) =a, =y I— 8=y}
= y &2
= r & B
b o € R NR
- 2 EA
|""J_T7£y

fl

Togo, BEL1 & €B &RV izt =ua i~ xty

assim, PE L& E€EEARU e} =0t 24y & {z,4} = u

= Bx,y) i £ u & {x,ul = o)
donde,
(Ex,R)IIRE 1 &2z E€EB AR Y {w} =) D (Exy)(x £y & {x,y) = )

{«—} Provaremos, agora, que:
2 Fy & eyl =at—(Ex,8)BELErER&BYV {2} = o)

z #y 8zl = o i— {yt YVizi = o
— {y} €1



sty bhizyl=sa, z€ Yyl — €Ty}
x#ybiz,yr=0,2€{yt 1~ x=y

l— x # x (pois =z # y)

— +# €Egx Nz

— ¢+ € A

-z € {y}
1090, « # y & {zy) =a — z € {yT
donde obtemos
xtybizyl=ol— YPVUizl=ad{yl€l st ace yr
e, entao,
ctybloeyl =al— (BBue)(BELE2ERE BV {x} = a)
donde,

H

(Ex,y) (e # v & ey} = o) DIEB,m)(BEL &2 €F & B U {x} = o
conseguentemente,

3€ 2 = (Ex,ys'x Fy 8 {a,pl = o)

COROLARIO 2: I—(a){0 €3 = (Ex,y,z)(x # y &z # 23 8y # 2z & {x,y,3} = o

DEMONSTRACAO: analoga a do corolario 1.

Como em Rosser [19], introduziremos agora um novo axioma que e equiva-

lente ag axioma do infinjto:
AXTOMA: (myn)(myn ENR & m+ 1 =n+12m=mn)

Assim, 0s cinco axiomas de Peano para inteiros nao-negativos sao ex-

pressos pelos Teoremas [I1.1.4, I1.1.5, I1.1.2, 11.71.13 e axioma do infinito.

Os proximos teoremas correspondem aos exercicios X.1.1 a X.1.4 de Ros-
ser {19], mas, € interessante coloca-los aqui para mostrar que em NF pode-se
provar propriedades usuais da aritmética.

TEOREMA IT.1.17: i— (mynl(m + n =0 E2m=02&n =0)

DEMONSTRACAD:
Pelo Teorema 11.1.7 , prova-se que para todo numero natural =,

n=0vyn=p+1, onde p € Nn.
n=0,m+n=20 — m=0%&n=20

n=p+tl,mi+n=0 l— m+ (p+1) =0
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= {m+p)+1=20

mas, b= m + p) + 1 £ 0 (pelo Tecrema 11.1.2)
donde, i~ =2 € A (pelo Lema 1.4.3, tem I1)
I m = 0
l— n =0
— m=08&mn =0
logo, I m+ 2 =0 2Om=04&n =10

A reciproca & imediata.
TEOREMA I1.1.18: I— {(myn,plimn,p ENn & m+p=n+p2DOm=n)
TECREMA T1.1.19: i— (m)im ENnDOm i m+ 1)

DEMONSTRACAO: por inducao sobre m.
2} 0 #0+ 1 (pelo Teorema 11.1.2)
da¥, F{(0) =0 # 0 + 1.

b} Mostremos que Fiw) D Fim + 1)
nEn+l,w+1#Fm+ L+ 1— n+lgn+1)+1

nEgn+l n+l={m+1)+11— n=n+1 (pelo axioma do infinito)
- n ¥ n
— tE€nNnp
— t ©A
b= n+ 1 £ (n+ 1)+ 1,
dai, n#¢n+l1— n+14f m+1)+1
fazendo Fir. =n#fgn+l e Fin+1l)Zn+1#F m+1)+1,

entao F(n} D Fin + 1,

assim obtemos:

se I— F(0), entao i— ri{in €Nn & Fin)) D Fin+ 1)
donde. pelo principio de inducao,

= m)(im&Nn DOm £m+ 1)

DEFINICAC: m < n = af Ep){p €ERn & n=m+p)
<n=df rmsn & #Fon
m?n:df nsm
m>?’l:df h‘.<m

TEOREMA I1.1.20:
a) I— {(m)(m < m)



BY i mul(m€nzm<uvm=nl

¢) b~ {(m){m €Nn = & < m)

d) t— (mm&ENn =m=0vm>1)

g) b= mu)mn ENN dmS<nédn<mIm=nl

g) = ) < n D (Eplp €N & n=m+p+ 1))

h) J— (mnifmmn @ N D (m<n 2 (Eplip ENN & w =m +p + L))
i) i— (yn,p)im<nd&nso Omn<p)

N = (mm,pimn,p EN D2 m<n b nEp Dn<pl!

T
-
=0
L
T
=
#
i
fr]
-t
”
S
o
'
[
-
3
-
1

Ki | (myrypt {myn,p

Vo= (mn,plim<ssn Dm+p<n+ p)

I

& Nn 2

.
TS

~

——

My =~ (myn,pt (myn,p

ny i— m_,m At dim, < n, &m, Sn, Do, v, s, + o0
L o s L < : :

VR ¥ 5 b 1 A
0) i— (myn,plimyr,p €M D im+ pSw+pDOm<n/)
Py I— (myn,plfmyu,p €N D fm+p <+ p Dm<nl)

Q) I— ‘mrnilmm e Din<n Zm+ LS nl)

&=

o o)

11

Yy t— mntmm €M O (m<n+ 1

sy t— (myn)imm EMN D im<nvm=nvm>al

DEMONSTRACAD:
b:r::—>) mEn,m=n = m<nywm=n
mEn,m¥En i— m<n

l— m =<1 ¥y m=un

togo, t— m<n Ddw<nyms=mn

(<=} m<ni— mw<n
me=nl— 0&N &m=n+10
Epl(p €M & m =n + p)
— m= 5

M

togo, = m<nvm=nom



- 7 -

Em sua formulagao original, o exercicio X.1.4, aqui Teorema I1.1.18

possui os Ttens f,t,u, enunciados da seguinte forma:

f}y = (myu)(myn ENn & m<nD Iin<n)
t) — myn)imym €ENN 2 (m < n = 1in<n)
u) t— mmn)mn €ENNn D msnz 1n<m)

os quais, aparentemente, nao podem ser adaptados para NFw por conterem ne

gacao de formulas nao atomicas.

[1.2. PARES ORDENADOS.

Para trabalharmos com pares e, em geral, com n-uplas ordenadas precisa

mos das seguintes definigoes:
plA) :de(Ex)(xEA&(:cENn&y=m+lv3:EWﬁ&y=3:_)}'

o € A}

EJl i) = df {p£)

9, (A =4F {{0} U oix} |z € A}
(4,87 =df Gl(A) o, (8)
9,040 =4¢ T(ofx) € 4)

QB(A) =4f ({0} U d(x) € 4).

Em todas, = e » sac variaveis distintas gue nac ocorrem em 4.

a4l Gl(AJ, GZ(A)* QI{AJ, &y (4 sa0o estratificaveis se, e somente
se, A for estratificavel e, nesse caso, levam o mesmo tipe que A.

{4 ,B) @& estratificavel se, e somente se, 4=5 @ estratificavel e,
nesse casc, (A,B? deve ter o mesmo tipo de 4 e de B.

Chamamos {4,B? de par oadenado de A e F. Alem disso, g,(4) e Q2(A)

sao as inversas do par ordenado, no sentido que

Q,({4,5)) =4 e @((a,B)) =B
TEOREMA 11.2.7.
I, i— (y,z)(y € ¢(s) = (Ex) (0 €28 (€N By =2+1vavlndys=xzl))

IT. — (o,z)(x & @l(a) S (byly€a bk x=qly))



11, = (u,x)(x € =.'-'_-';'2(f>'._} = (Ey)ly e o b x

TEOREMA 11.2.2. \— ‘my) (9(a) = &(y) = «
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W, 1= (o,pa/is €ny ! = 2 €0,(z) v

il

{0} U olyi)

b

€ 0, (y))

Vo 1— la,o/ (e € 0 (a) T §la) € o)

Vi, b (o,xifz € g (o)l = {0}V olx) € o)

M
]

DEMONSTRACAU: basta provar que

= (aypd Oblws = &y} Do =y},

i/

\

Suponhamos 5 € w, 4lxm) = afy) e
s S x & (€8N & 5+ 1 =24+1v
Logo,

{(Fre)iz ©C o & /2 €ln §s+l=n+1
isto &, v + 1 € a5y logo, o + 1

entao,

mas,

yC s, wENN &2+l =+l —
mr

wE =z, waHl &2+ 1= — =z

[l

I
] e ia
m M + 4+ + +

Togo, = & Nn, 2lx) = ¢(y} \— =z

de maneira analcga, prova-se que

5 € Nny &) = 9p(y) — 5 &y D2

logo,

1) z €Nn, 4(x) = ¢ly) 1=~ 2 € x
Suponhamos, agora, que:

5 €Nn, ¢fx) = piy), 2 € g |

b2

i_....

£}

y)

3
Mm
=
=
M
=
ol
v
o

we= 2 &w€Ey

[

€ y
€ Nn

€ Nn {pois, por hipotese, = & Nn)
€ Nn N Wn

A

3]
U

2
M

g

ENn & 2z =2

5 E€Er 8 (zENN kg =3+1vsENn&xs-=nz
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— (Et){(t € x & (¢t ENn &z = ¢t+1 v tENn &a=t)
bz € dlx)

f— 2 € ¢y}

l—w € y 8 (WENR &z =w + 1 v SET & & = )

mas,
wEydwEN&z=w+1lI— w€Nn
[— =+ 1 € Nn
f~ 2 €Nn & 2 € Nn
I— z € Nn N Nn
— 2z €A
— 2 &€y
D Ey&w€ENN &z =wi— zEy
1ogo,
5 € Nn, oz} = dly) I— z2€ Dz €y
de modo analoge, prova-se que
z € Nn, Glx) = ¢y} — 2 €y Dz Ex
10go,
(2) = €Nn , dlz) = ¢fy) I— 2€ 2= 2E€y
De (1) e (2) obtemos
l—  $fx) = ¢d(y) D(z2 € x =2 EyYy)
logo,
- dfx) = ¢ly) 2 (/s &€x = 2 &y
donde, 11— ¢(x) = $ly) 2x =y
COROLARIO: I— (a,x/(¢(x) € Op(a) = o & o)
TEQREMA 11.2.3: i= (2}(0 € ¢(z})
DEMONSTRAGAO:
(1) 0 € ¢(x) 1— 0 € ¢lx)
0E€Ed¢(x) I—m w€Ex & WENN&O=p+1vwEN &0 =y

a) wE€Erz&wENM&GO=w+1l I~ {Al =w+1



b)) w€x &wENN &0 =

4R oo B b B |

logo,
(2} 0 € 9{x/

— D€ &g

Finalmente, de (1} e (2)

TEQREMA 11.2.4:

() ({0} U

DEMONSTRACAO:
(0} U g(lz) =

{0 Ugiyl, = € ¢la I—

b= ACuw+ 1

- pEw& v el &8RNy =A&B VY
f— v £ 1

t— v = {yl}

b u €y

jo oy 2R Uy

I~ €A

— 0 € ¢ix)

€hn & 0 € Nn

£ Nn M Nn

= .

obtemos o teorema.

Qr"";] = :D; 9] []j{‘y/' T o= 3)

= {0} U dia)
s S I0T M gyl
b— oz €2 L0l v € B0

¢iz) (pelo Teorema 11.2.3)

a) & € oyl b oz € gy

b} =€ [0} 1— =z =20
— 0 € ¢(z) & 0 €&
= 0 € ¢(x) N ¢lx)
e e A

— 2 € iy
Temos entao:
{0} Wra) = {07 Uadly), 2 € 4x) I— 5 € d(y)
{0} Vgre) = {0} U ¢yl i 2 € &(x) Dz € ¢y
= dfwr S i)

Anaiogamente, prova-se gue:
{0} Vgle) = {0}V oly) I—

A
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Ce,dad, {0} U dle) = {0} U ory) — oix) = d(y)
da¥, pelo Teorema I1.2.2,
{0} VU ale) = {0} U oly) - 2=y
A reciproca e imedijata.
COROLARIO: I~ (o,z) ({0} U ¢/x) E(Bz(a) S xrea)
TEOREMA 11.2.5: I= (a,B)(9y(0) = 91(B) 3o = 8/

TEOREMA 11.2.6: 1= (a,8) (G,(0) = 9,(6) Za = B)
TEOREMA 11.2.7: v— (x,3)(Q,( iy} ) = @)

DEMONSTRACAO:
tEQ?((x,y)) =t € 2ldlx) € L,y )
l— o(t) € L,y
I~ $(e) €8, () MO,y
— afz) € 8‘1(3:) Vbt € 6,0y

a) o(t) € Ol(x) I~ ¢ € x (pelo corolario do Teo.
$(E) € 0,(y) 1= o) = {0} U o(s/
I— 0 € &(t) & 0 € $7E)
I— 0 EA
— &t € x
logo, I— QI(<:r:,y)) Cx

b} Por outro lado,
tE€x I ¢7E) € Gl(a:)
[— ¢(t) € elr’x) v $(t) €08,y
— ¢t} € -’31:’.1:) V) '92(y)
i——tEQI((x,y))
logo, l=- xEer’(x,y))‘

De (1) e (2) obtemos I— = =@, ({aw,y))

TEOREMA 11.2.8: 1— (x,5) (§,({ x5 * ) = y)
TEOREMA 11.2.9: b= (a,y,u,v) ({ayy Y= up)= » =

11.2.2)
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DEMONSTRACAQD:

(ryy 7= (u,v ) I— Ql,{’(:z,y Y)o= QI{< u, v 2}
b— 2 = » {pelo Teorema 11.2.7)
fomm QZ('( Z,y ) o= QZ((L{,U))
=~ y = v {pelo Teorema [1.2.8)

e, pelas propriedades da igualdade:

z=udky =~ {rpl={uuv?
DEFINICAD: Taipias ondenadas

{A,5,00 =,, (LA,E), ¢

df
Também podemos definir quadruplas, quintuplas, etc, como:

2]

3

{4,B,C,07 caf (LA, E, 00
CA,8,0,0,F df ({4,5,0,00, &) , etc.

Com issg, temos oS Seguintes teoremas, que sao generalizacoes dos an-
teriores.

TEOREMA 11.2.10:

o= Gy, s) (2, (Cayp,n0 ) = Layy))

IT. = (x,y,8/ 7. (0. 8 ez, 1) = 5)
[T, e ey, md (8 (2 (L2 Y )) =yl

W, \— (x,y,e/05,08 z,u,32) = al,
]

il
3]
i
=
=]
iy
1l
<
o]
o
il
<

TEOREMA T11.2.17: 1— (wu,z,w,v,wl) (a2 =Cu,v,w?
DEFINICAD: Prcdutc Cartesdano de A e B.

A% B o= L f{a,y? o €48y € R}

onde x e y sao variaveis distintas, que nac ocorrem em 4 oy B .
A % E e estratificdvel se, e somente se, 4 = B e estratificavel e,

nesse caso A X tem ¢ mesmo tipo que 4 e B .

TEOREMA 11.2.02: 40— (o, 8,2) (2 € axB = (Fp,y)(x Ea by €ERB & 5= (x,y) )
COROLARIO 1: = (z)fza EV x V= (Ea,y)(z = {a,y ) ))

COROLARID 2: i— ¥ x V £ A
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DEMONSTRACAO: |— (z,y)({z,y) EV X V&l xp) €V
b— (z,y)(Czyy) EVx Vala,y) €N
I— (Ez)(z €EVxV§zEN

— Vx VZ£A
COROLARIO 3: |1— (o)A xa = a xA =AJ
TEOREMA 11.2.13: =~ (a,Bz,y)({x,y? €Eax B8 =z €a bk y€R)

0 teorema seguinte corresponde a adaptagao para NF — do exercicio

X.2.6, item b, de Rosser [19].

TEOREMA 11.2.14: iI— (o,z)(x€a = (x, A ) €a x 0)
DEMONSTRAGAQ:
(—) z€a, (£, V€Eax0 1— {A)E =0
x€a, {(, N€Eax0 I~ «€adazsCu
e = CA
|— (;x‘,{\) < g =0
logo, x €a I— {x, A} Ea x 0
{«<-) por outro lado
{(z,A) €Eax0,x€ai— €0
{(x, \) Eax0, €0 l— €0 &N EQ
l—{xz, AY €Eax0&{x A Ea x0
l— (zy, AV € A
| 2 € o
logo,{z, A) €Eax0I— z€a

Assim,{ x,A) Ea x 0T 2 €

I1.3. 0 CALCULO DE RELAGOES.

Recordemos que:
V xV e aclasse de todos os pares ordenados.
R,8 ,T denotam subclasses de V x V, logo denotam classes de

ordenados, isto &, relagoes.
Por esta razao, SC{V x V} g a classe de todas as relagoes e,

mente, abreviamos SC(V x V) por Rel.

pares

geral-



- 79 -

R

Para " esta relacionado com y atraves da relagao R" usamos 2 nota-
cao « R, isto equivale dizer que {z,y? €R .

A notagie « Py e usada para qualquer R e sempre significara
Ca,y? €5,

Se x B y san variaveis que nao ocorrem no termo R, entao, x R y serd
estratificavel se, e somente se, # @ estratificavel e x e y tem o mesmo tipo,
0 gual deve ser uma unidade menor que o tipo de R.

Definimos

ayT :df i Ce,y? ' P& x=x&y=yt

2, 3¢ P e estrati¥icavel, com » e » tendo o mesmo tipo, entao (z,y ) ={xy &7
& o = ;& » =y sera estratificdvel. Dal, pelo corolario do Teorema 1.3.1 .
existe I§F . Para a estratificagac, o tipo 5P sera uma unidade maior que o
tipo comum de = e . . Ascim, os tipos estac corretos dara que x(zy/Fiy 57 seja
estratificavel,

Come j@ mencicnamos anteriormente, em NF — existem relacoes que  nao
existem em NF, por exemplo, as relagoes determinadas por formulas nao estrati
ficaveis onde nac 7igura o sTmbolo 2. Assim, pode-se derivar em NF = o para-
doxo de Russell para relacoes e, aparentemente, tal paradoxo nao causa proble-
mas em NF . Todavia, nao abordaremos aqui a parte especifica de NF .

No que se seque, até o final deste capitulo, praticamente 5o enunciare
mos teoremas das seccoes correspondentes de Rosser [19], capitulo X, pois, na
quase totalidade, as demonstracoes desses tecremas em NF sao analogas as de
NEF
TEOREMA 11.3.%: +— (By/s)iz € Bz (Fo,yl(e Ry &z = {a,y2))

TEOREMA 11.3.2: Se o @ wna vaxdaved que nac ccotne em P, entde

e (R)((zlia € Rz o,y P &z ={ax,y?) = (c,y)lxd By = F))

TEOREMA 11.3.3: 1= B,8/fR=8 = (a, /@Ry =2 S y))

TEOREMA [1.3.4: Se R & uma varddved que ngo ccorne em P, eniao

o (ER (2,00 (e B 5 P) D 3 ZiP)

TEOREMA 11.3.5: Se P 2 estratificavel com todas ocotrencias Livies de x e y

deo mesme £ipe, cntae i~ ITEP.

TEQREMA 11.3.6: 8¢ 5 nav cconne om P, entao
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l=— dxy? D (z)(z € 2P = (Ex,y}(P & z ={ x,y ? J})
COROLARIO: I— 335P O &P € Rel.
TEOREMA 11.3.7: i— &P O (x,y) (x(Z5Ply = P)

COROLARIO 1: Se R ¢ uma vandiavel que nac ocorre em P, entao
l— 3z7P = (ERj(m,y)l(x Ry = P)

COLORARIO 2: +— (Rj(x,y)(z Ry = P DR = 7P
COROLARIO 3: I— (RJ(R = Zj(x R y))
TEOREMA I1.3.8: I— (a,z) [P = 0} D ZGP = &5Q)

TEOREMA 11.3.9: Se F(u,v) ¢ ¢ rosultade da thoca em Fx,y! de todas as ocor-
rnencdas Livhes de x ¢ y , respectivamente, pon ocovencAas de w ¢ v o, ¢ Fla,y/
¢ o nesuldado da thoca em Flu,v) de todas as vcorrencias Livies de u e v, res

pectivamente, por ocorrencdas de w ¢ y, entao I~ zGFiz,y) = @oF(u,v).

TEOREMA 11.3.10: Se z @ wuma variavel? que nao ccorie em  Flx,yi, entao

\— JagFlx,y) 2 xyFle,y) = EF(Q'EfZJJ (:]2:.’2))

COROLARIO: 1— (a,B)fa x B =Z(g.(z) € a & Go(2) € 3))

i

Desde que as relagoes sap classes RNS e RUS tem um significado
perfeitamente explicito e, por convengao, R denotara a Refacdc complementar
de BR. Esses termos serao todos utilizados em ocasiges convenientes; por exem-
plo, devemos lembrar que teoremas da seccao [ deste capitulo, como Teoremas
1.4.4 e 1.4.5, entre outros, se mantem para relacoes, como se mantinham  para
classes, se colocarmos V x V em lugar de V.

Como exemplo disso, daremos algumas adaptacgoes:

TEOREMA 1.4.10: 1. i— (m,y){c(V x V)y)
I, = (zy)({azy? €N

TEOREMA 1.4.11: I— (z,5/P D ((=m,y) (x(V x Viy} = P).

COROLARIO 1: I— (x,y)P DIFP

COROLARIO 2: I— (x,y/P DV x V = g5P

TEOREMA 1.4.12: I. |- (Ri{x,y)fx Ry =R =V x V)

II. +— (R)(myy)( {z,y> € R=R=A)
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COROLARIO: f. =~ (R)(Ex,yl({az,y) E~R=zR#VxV
I, = Ri(Ce,y)lz Ry = REA)

Tambem provamos que, se a,R,y 630 relacoes, entdo valem os seguintes
teoremas,

TEOREMA I1.3.17: I, 1= {a,B8,v){{a MRY xy = {a % v) M (B « ¥))
BY)

HIL =,y ){a Y EY x v = (ox ) ULE x v))

X

L = {o, 8,y ) (v x{a N B) = {y x o) D {y

IV = la, 8,y (v < (o ¥ B) = {y x a) Uiy =B))

TEGREMA T1.3.12¢ 1. b= (0.8,y){c CB Dax v C &« v)
1T = {8y o € R 2y xa Cy x 8}

COROLARIO: — {2,8,7,8{c CR & v C & Daxy g xi)

TEOREMA 11.3.13: 1— MRS)e,y/x Ry DSy =RCS)

Como generalizamos  teoremas da seccao [ deste capitule, podemos gene
ralizar tambem algumas definicoes, como a do conjunto das subclasses unitarias.
Assim, 0s elementos de USC{R) szo as cissses unitarias de pares orde-
nades (u,y 7 que sao elementos de R. Em geral, USC(R) nao e uma relagac. Para
gerar uma relacan correspondente a R, mas de tipo uma unidade superior ao de
R, tomamos a classz dos pares ordenados das classes unitarias {z} e {y}, tais

que { >,y > pertence a R.

DEFINIGAD: RUSC(4) ﬁdf{< {at , ly} ) | wdy}

onde r e y sao variaveis distintas que nao gcorrem em A.
Tamben definimos:

RUSCZ(4) = RUSC{RUSC /4, )

RUSC®(4) = RUSC{RUSC®74)), etc.

RUSC(4A) e estratificdvel se, e somente se, 4 e estratificavel e, &g

iss0 acorrer, O seu tipo e uma unidade maior que o tipo de 4 .
TEOREMA 1T1.3.34: +— (R)(RUSC(R) € Rel)
TEOREMA 11.3.15: \— (R, z,p) (x(RUSC(RI}y = (Eu,v)(uRv & = = {u} & y = {o}))

COROLARIO: 1— (RJ(RUSC/R) = Zy(Eu,v)(ukv & x = {u} & y = {v}))



TEOREMA 11.3.16: 1—
COROLARIO: i=- (R,x,
TEOREMA 11.3.17: I—

TEOREMA T1.3.18: 1
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(Ryxyul) ({x}(RUSC(R) }{y} = xRy)
0 ) ({12} Y RUSCE (R) ) T{y} ) = aiy)

(R,S)(RUSC(R) = RUSC(S)} =R = 8)

A— (R, S)(RUSCiR M 5) = RUSC(R) N RUSC(S})

IT.1— (R, 5){RUSC(R U &) = RUSC(R) W RUSC(S))
11— (R, 5) (RUSC(R - 5} = RUSC(R) - RUSC(5))
IV. 1= RUSC(A} = A
¥.1— (R,S)(RCS ZRUSC(R) C RUSC(S))
VI.i— (R,8)(RCS 2 RUSC{R) C RUSC(S))
DEMONSTRACAO :
NI, 1— (R, Z)RUSCIZ = &1 = RUSC/m) - RUSC{s))
(—) Por definicio, ¥ - 5 = % 05 , entao,

RUSC(R ~ &) = RUSCrr N ZJ. Com isso,

{ Lz}, {y} ) € RUSC(R

( {2},{y}) € RUSC/R

{ {z}, fy}? € RUSC(R

logo,

¢ {x},{v} ) € RUSC(F
assim,
( {x},{y}? & RUSC(E

donde,
l—<{ {z}iy} € RUSC(R

e, entao,

1

Ngl b= {ey) ERNS

l— {(x,y) ER& {x,y) €5
i— ¢ {x},{y}) € RUSC(R)

Ng), ({x}, 1yl ) € RUSC(S) 1=~ {x},{y} > € RUSC(S)
NEN, zl, il Y € RUSCES) 1—{z,y) €5 & {ag,y) €5
—{z,y? €A

I—( {z},{y}) € RUSC(S)

NF; ot— ({z},{y} ) € RUSC(5).

NE) t— C{x), {y} > € RUSCIR) & { {x},{y})> € RUSC(2)

i— ¢ {z},{y}} € RUSC(R) N RUSC(S)

N5 D({x},{y}) € RUSC(R) O RUSC(S)

t— RUSC(F N 5) C RUSC(R} N RUSC(S)



Supondo-se que
logo,

Por

entao

{{x)

- B3

€5, entac
({al, {y) ) € RUSLIR N 5)
outro lado, supondo-se que

{{x},{y} ? € RUSC(S!. Porta

Ca,y?

¥ -
L. [

iyl Y €A e, pelo Lema 7.4,

({z},{y} > € RUSC(EF M 5).

Iv.

I— RUSC{A) = A .
Sabemos que A C RUSC{A}.

{z,y? €358

(z,y) EROE

2

nto,

, Ttem II.

Cled, {yd ) ERUSCIA) 1= L,y ) EA

1ogo, pelo Lema 1.4.2, itém I1I, i—

VI,

Portanto, RUSC(A) CA

- (R,S)(RCS = RUSC(R) € RY

Ca), iy

5C(S}).

Falta provar que RUSC{A) CA .

) E A

(—) Devemos provar que se RCS &R#S | entan

RUSC(R) € RUSC(S) & RUSC(R) #
£ obvio que R C S D RUSCIR)
R # 8, RUSC{(R) # RUSC(S) 1—
R # S, RUSC(R) = RUSC(S) i—

assim, R#S I— AUSC(R) 7

Provemos a reciproca. £ obhvio
RUSC(R) C RUSC(S) DRCs

RUSC(R) # RUSC(S), R#S I~
RUSC(R) # RUSC(S), R =S |-

logo, RUSC(R) # RUSC(S)

RUSC(S).
C RUSC(S)

RUSC(R) # RUSC(S)

RS &R-=
FERN R
t €A
+ € RUSC{
RUSC(R) #
RUSC(S)

R)
R

que

R£S
R=8
RUSC(R) =
wERﬂg
R#8
R#£38

S (pelo Teorema [1.3.37}.

Usc

. RUSC(S) & RUSC(R) # RUSC(S)
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TEOREMA 11.3.19: 1— (0, B)(RUSC{a x B) = USC(w) x USC(B))
COROLARIO 1: I= RUSC{V x V) =1 x 1

DEMONSTRAGAD: basta substituir o e 8 por V no Teorema 11.3.19.
COROLARIO 2: = (a,y){{z}(1 % 1){y})

DEMONSTRACAO: basta fazer % = V x V no Teorema I1.3.16.

TEOREMA 11.3.20:
. V= (Ryw,y) (x(Zn{xtR{iy} ) )y 5 {xiR{y})

IT. I~ (R,5)(FR CRUSC(3S) D &yl {atr{yl) C38& r = RUSC(ay({xlRiy}))).
COROLARIO 1: b /RJ/RC1x1 D g = RUSCrzg({xlr{y})))

COROLARIO 2: I— (®,Ri(F C RUSC(R) = (ES)(S CR & 2 = RUSC(S)}))

IT.4. PROPRIEDADES ESPECIAIS DAS RELACOES.

Se Re uma funcao e & Ry, entao x & chamado argumento e y o valor con

hespendente.

DEFINICAO:
Arga) 45 Z(Ey) (xay! ldominic de A

Valias = (Ex) (xdy} (contradomindie do A)

df ¥
AVi4) = Arg(d; Y Valia)

onde © e y sao varjaveis distintas que nao ocorrem em 4.

Arg(4j e Vali4) sao estratificaveis se, e somente se, 4 o for e,nes

se caso, eles tem o mesmo tipo de A. 0 mesmo se aplica para AV(4),

TEOREMA I1.4.0: 1. '— (R,a/)ix € Arg(R) = (Ey)xRy)

IT. — (B,y){y € ValiR) = (bx)xRy)

IIT. \— (Rye)ix € AV(R) = (Eylary v yRr))
TEOREMA 11.4.2: 1. I— (F,&)(7 C 5 D Arg(R) C Arg(S))

IT, \— (R,5)(R € & D Val(R) CVal(s})

I, — (R,5)(rR G 8§ DAVR) CAV(S))
TEOREMA 171.4.3: I. I— (R){Arg(R) =A = R = A

II. +— (R){(Val(R) =A = R = A

ITT. i— (R}(AV(R) = A =R = A)



DEMONSTRAGAD:

I. (=) Brg(R) = A {e,y? €R 1= x € Arg{R}

— r e A

i~ {x,y? € A
Togo, Arg{R) = A I— RCAGZACRH
donde, Arg{(R) = A — B = A

(«+—} Reciprocaments,

R=n , o€ Arg(R) 4— (Ey)( {z,y ?» € Arg{R))
i— {u,v ) € Arg(A)
— u & A

& A

Togo, R = Al— Arg{R) = A

As demonstragoes de {11) e {I11I) sao similares.

TEOREMA 11.4.4: 1. 1— (a,3)(B # AD Arg{a x 8) = o)
IT. 1— {(a.f){a # ADVal{a x B8) = 8)
DEMONSTRACAO :
I.B# A, ©€Arge x 3) I— (Ey)Xax,u? € o x 8)
— € ady€R
= r €0
donde, B # A I— Arg{a x ) Ca
Por outro lado,
BREAN, 2€a i— (Eylly € 8)
— vER&xEa
- {a,v? €Ea x B
— (Ey)( {ay ) € o x B
22 € Arg{no x B)
dai, 8 # A 1— o € Arg(a x 8)
COROLARIO: 1. I— {o,B.y){y #A&%axy =B Xy Ia
11, = (a,8.¥){y ZA&Ay xXxa=yYxB D
11, = (0,8, ¥){y # A& axyCgE xyDa
IV, t— {aB.v}{y #A&yxaTyxpgDa

It

iNnin

)
B)
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Definiremos, agora, relagoes com argumentos e valores restritos.

DEFINIGAO: 4 1 (4 = V) N¢
b E vV xB)N¢
A1 CPME=(AXxB)NC

A
I

41 ¢ e estratificavel se, e somente se,
se iss0 ocorre, 4 1 ¢ tem o mesmo tipo de 4 e £. Analogamente, para

41205

TEOREMA T11.4.5:

I, = (o, Bx,y/(xfo 1 Ky = x €
II. I— (B, Byx,y){x(R *8ly = xRy
L. 1= (e, B, Bz, y/(x{o 1 B MRy

TEOREMA 11.4.6:

I, 1— {ﬂjf%/': fo 41 K E P
11. I— (8,B (R b ECE
II1. I— (o, &R/ (24 7 P BCR)

TEOREMA T1.4.7:

I. I— {(4,F)(a 1 FE Rel)
II. I— (g,R){R ¢+ B € Rel/
I[IT. 1= (a,B,R}fa 4 B ¢t B € Rel)

TEOREMA I1.4.8:

o & xRy/

&

¥y € B
x €l Ry &y €R)

[, b— (a,B,2 ffa iR PE=o04KkNB)

I1. I— (o,B, 5 faA (R ME) =04 R PRI

TEOREMA 11.4.9:
I, i=— (o,Ri(Argfa 1 R/

It
o

O Arg(R})

II. I— (p,A)iYalrr * B) =& N Val(r))

TEOREMA 11.4.10:
I. 1= (o,R}{Arg(R) <
1. i— (8,R)(Val(R) C

8 =R =
COROLARIO:
I. I— (R)(R = Arg(R) 1 R)
II. — {(R)(R = R P Val(R}))

R
II1. 1=~ (R)(R

Arg(R) 1 R} Val(R))

@R =atR)
RMEB)

A =(C e estratificavel e,

cCrE e
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TEOREMA 11.4.11:
Tol— (o,B,R) (e M3} AR = fad B N(RAR
[T.4— (BB (8 M (aNB) = (R ba) N{(kR B
1.t~ (o,B,Eji{faWUB) AR = (a1 Rr) U (R R}
WWol— (o,B,R)(R P (aVB) = (R Ma) V(R FR))
Voi— (o,B,R)({cME) 41 R=a1(RA R/
VI b~ (o,B,R)EB (oo R} = (B o) M)
TEOREMA 1i.4.12:
Iob=— (2,8,8)(2C 5204 RCa4 5)
ITo— (E,p,5//8C52R PRCS bEBJ
il (a8, R, 5(RCS5Dad4 R EECal s B
Vo= (1, 28,Fi(fa S8 23a4 R CRA P
B 3
Vol {u,8,7)ia CRDR P CRME)
Pefinimos a conversa de uma relagae Hcomo a relagao gue ocorre entre
s guando yR x». & conversa de R serad denotada por Cnv(R) cu R.
DEFINICRO: Cv(a) =, &if(yhx)
K= Ty
S T xy{ydz)
onde r e y sao variaveis distintas que nao ocorrem em A.
Cnvis) & estratificavel se, e somente se, 4 o for, e, nesse caso
Cnvid! tera o mesmo tipo de 4.
TEOREMA 11.4.13: 1. i— (R, x,y/{xBy = uRx)

[1. 1— (R)(K € Rel}

COROLARIO V: 1— (#,x,y)(=(Cav(R))y = xRy)

s

COROLARIO 2: 4~ {(R)(Cnv(R) = R)
COROLARIC 3: i— (RS)(R =5 zR = §)

COROLARIO 4: j— {a,8)}(Cnv{u >

#
Th
——
1H
™
ES
Q
—

COROLARIO §: i— (R,S)(RCS = R C §)

TEOREMA 11.4.14: t— (R, S)(Cnv(R Y 5) = Cnv(k) O Cav(S))

COROLARIO V¢ t— (o, R)(Crv(a 1 R

COROLARIO 2: t— (R,RI(Cnv(R + B)

E o)

it

ot
g4 R
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COROLARIO 3: 1— (o,8,R)(Cnv(a 4 R AB) =B 4 R I o)
TEOREMA 11.4.15: I— (R,S)(Cnv(R Y S) = Cnv(R} U Cnv(s)
TEOREMA 11.4.16: 1. |— (R)(Arq(R) = Val(R))

IT. 1— (&) (Val(K) = Arg(R})

0 Produtc Retative R/5 de R e S & a relacao que ocorre entre x e =,
quando ha um y tal que xRy & ySz .

DEFINICAO: 4 | B = . #4(Ey) (xdy & yBz)

“df
onde x, ¥ e # sao variaveis distintas que naoc ocorrem em 4 ou &,
415 e estratificavel se, e somente se, 4 = B o for e, nesse caso,

tera o mesmo tipo de 4 e B.

TEOREMA 11.4.17: 1. t— (E,5,x,a){x(R/S}=z = (Ey){xRy & yS=z)
11. \— (B,8/(R/5 € Rel}
COROLARIO: — (&,83(Cnv(R/S) = 8 /K)
TEOREMA 11.4.18: |\— (R,5,T)(R /(S /T) = (R/S) /T)
TEOREMA I1.4.19: I. 1— (2,5)(Arg(R/5) = Arg(R M (Arg(5)}))
II. I~ (R,5)(¥al(Rr/5) = Val(Val(R) 1 8))
COROLARIO: I. I— (R,S)(Arg(r/5} C Arg(r})
Il. I— (R,8}{ValfR/5) C Val (5})
I11. 1— (R,81(Val(R) C Arg(S) D Arg(R/S) = Arg(R))
IV. I— (R, 5)(Arg(s) C Val(r) D Val(r/s) = Val(5)})
TEOREMA 11.4.20: I. i— {o,R,S)(fat R)/S = 1 (R/S))
II. i— (R,R,S5)(R/(S MR} = (E/S) ™ B)
COROLARIO: i1— {e,B,R,5)((a 4 RIS MR) = a4 (R/S) @)
TEOREMA I1.4.21: i— V‘o,R,8)((k tol/s5 = R/(a 1 5))

0 conceito de Valfa 4 R/ € muito importante, pois, em termos de "gra
ficos" de R, ele pode ser encarado como a projecac sobre o eixo dos y dos pon
tos cujas coordenadas x estao em q.

DEFINICAG: 4 "B df Val(e 1 4)
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As condicoes para estratificacao de A ”F sac as mesmas de Val(z 1 A/,
ou seja, que 4 = & seja estratificavel e, nesse caso, 4 "5 tem 0 mesmo tipo
de 4 e E.

TEOREMA [1.4.22: 4= (o,F,y)(y € R"u = (Ex)(zRy & y € o))
COROLARIO: i~ (R,x,u){y € R "{x} = xRy)

TEOREMA 11.4.23: i— (B,EJ(K "R = Argi® } &)/

COROLARIOQ: (6,8,x)/z € B "8 = (Eyifuiy & y € &)

TEOREMA 11.4.24: 1. = (2,82:/% "o CVal(R))

o= (B,RIE"E C ArgiR))

TEOREMA 11.4.25: 1~ (a,8,8)(n C 2 Dk o C R "B)

R A

TEOREMA 11.4.26+ T, b= (EM'Nelie) = p"hrglR})
1T, 1== [PifArg e’ = 7 val(B)

TEOREMA 11.4.27: 1. = (o,3}/R"o=F"{a M Arg(Rr;})
1. I— (R,8)(R"R=F"{g nVal(p)})
COROLARIO: 1. I= (R)(B "V = Val(R);
11, 1= (P)(2 7Y = Arqin})

TEOREMA T1.4.28: I— (o, B, 5)1//R/S) Mo = 5 "0 ")

TEOREMA 11.4.29: Lood— (R} Arq(RUSCYR}) = USC(Arg(R)})
1. b— (B Vel /RUSC/R)) = USC/Val(iR) )}
T1T. i— (RM(AY/RUSLIR}) = USCIAV(R}})

TEOREMA 11.4.30: 1. 1— Yo, RI(RUSCra 1 R} = USCro) 4 RUSC(R))
IT. t— (B,B)(RUSC(R F &) RUSC(R) + USC(R))

COROLARIG: I— (&,R)(7RUSC/#)) "USCr3) = USC/R "8))
TEQREMA [1.4.31: \— (&) RUSC(E) = Cnv(RUSCrsl))
TEOREMA 11.4.32: — (R,S)(RUSC(R/S} = RUSC(E) /RUSC(S))

Os teoremas seguintes, ate I11.4.37, envolvem clausura e eles valem em
NFw , pois as propriedades sobre fecho {clausura) se mantém nesse sistema.
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Assim, podemos formar a clausura de uma classe « em relagao a uma rela
¢ao XK. Com a notagdo proposta agora, a clausura de a em relacac a R sera deno-
tada por Clos(o,x Rz), o gue denotara

(VB0 C2 & ((z,2)(x €R & xRz) Dz € BJ)
e dai, _
I~ (B,R}{(z,2) (s € B & xRz) Dz €B =R"B CB)
donde,
I— (o, (Clos(a,z22) = [} Bla TR & R"8 € gJ)

Assim, os Teoremas [.5.12 a 1.5.16 reduzem-se a:

TEOREMA 11.4.33: I— (o, 8, ) (y €Clos{o,akz) = (B)fa €8 & R "8

in
i
J
tom
M
X
w2

TEOREMA I1.4.34: |~ (o,R}{a C Clos(o,xRz))
TEOREMA 11.4.35: I~ {u, R/ (R "Clos(o,xRz) € Clos(a,xRz))

TEOREMA 11.4.36:
= (0,87 (@ C g & B (8 N Clos(a,xRz)) C & D Clos(u,aRz) C &)

TEOREMA T1.4.37: 1— fu,zi(Clos{a,xRz) = o U R "Closfo,xRa))

Certos resultados importantes sobre relacoes, que se encontram em Ros-
ser, COmo exercicios, continuam validos em NFw , como, por exemplo, os exerci
cios X.4.1, X.4.2, X.4.5, X.4.6 e X.4.8 das paginas 303 - 304 de Rosser [19].

Provemos o item 1 do exercicic X.4.1:
= fa,%,v)iy #ADaCRBZaxvyvCR x vy

DEMONSTRACAO: Devemos mostrar que a £ 8 Z a x v # B % ¥y
YEA ., aC8 ,axy R xy I— axy#Bxy

YA, aCB ,axy=8xy I—

#
€

I
e 8 o @2

8
8
A
YEB %y
logo, Y#A » aCB I— axy#Bxy

e, YA, 0CBI— afB
mas, Yy #A > aCB I— axyCBgxy

assim, vy A l— o CRDO2ax vy TR x vy



Por outro lado,

v EF A, axyCgoxyw = gCRg

YF A, oxXxy Gy b= aCB

YE A, ax vy O824y, a#f B~ afB

Y?éf\a C\'X“{CGXY,&:BS-"O.XY=B><Y

= Xy #FB %y

logoe,

YR A, v SRy = aC 8B &g #

™=

donde,

Yy F A b ooy DT oy Dy T8

11.5. FUNGOES

o

Uma relacao R e uma funcao se, e somente se,

{e,pyeiic Ry Ao RagDy = z)

DEFINIGAD: Funct = ds Rig,u,s/ia Ry 8o ReDa = 2a)

oy

Assim, Funct € a ctasse de fodas as funcoes e, para dizer que ® € uma

fungao, escreve-se A& Funct.

Funct e estratificavel e pode ter qualquer tipo, pois nao contem varia
vels Tivres.

Se Re uma funcac e = € Arg{R), entdo existe um Gnico y tal que xB g
Geralmente, escrevemos o = R{x) e definimos

AR} = dF 1y {BAY
onde y nao ocorre em 4 ou E.

A(3) & estratificavel se, e somente se, B € 4 € estratificavel e, nes

se caso, tem o mesmo tipo de B, Que sera uma unidade menor que ¢ tipo de 4.



TEOREMA 11.5.
COROLARIO 1:
COROLARIC 2:
COROLARID 3:

TEOREMA I1.5.2:
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1: i—{(R)J(R € Funct

l— Funct C Rel

IFt

(R) (R € Funct
I— (R)(R € Funct

i— (R) (R & Funct

I

COROLARIO: 1— (R)(R € Funct = (y)(y
TEOREMA 11.5.3: 1— (R,z)(R € Funct &
COROLARIO 1: i— (E,2)(R € Funct & z
CUROLARIO 2: i— (R,y/) (R € Funct & y
COROLARIO 3: t— (R,y)(# € Funct & y

ZR€Rel & (x,y,2)(xRy &

(x,y,2)(x Ry &z Rz Dy
(z,y,2)(zr Rz & y Rz Dz

(x)(x € Arg{R} = (E]g.;,-‘ x

€ Val(R) = (E,

x & Arg(R) O (y)ly

€ Arg(R) D

€ Val (R} D («}1

€ Valir) D (Ery) )R

(E.a) o

yl)i

R

I

R i

COROLARIO 4: |— (7,2){R € Funct & = € Arg(R) D Rix) € ValiF
COROLARIO &: |I— (R,z) (% € Funct & y € Val(R) D Fly) € Argr=))
TEOREMA 11.5.4: |\— (R,y)(y € Val(R) D y(R/R)y)
COROLARIO: |— (2) (Arq(i/R} = Val(Z/R) = Val(R})

TEOREMA 11.5.5:

COROLARIO 1:

I~ (B,y,2) (R € Funct & y(B/R)z D o

(R)(R € Funct D (y,z) (y(B/R)z) % y

1t

L

z & y € Valrr)}}

COROLARIO 2: i— (®RJ(R € Funct D R/R € Funct)

COROLARIO 3: 1~ (R,y)(R € Funct& y € Val(R) Dy = (K/R)y)

TEGREMA 11.5.6: I— (R,0,B}(RE Funct 8 RCR"a DB = R"/(R"E&) N aj)
COROLARIO: 1— (RJ(R € Funct D (a,8)(B CR"a = (Ev)(y C o & B=R "Y)))

TEOREMA T1.

5.7:

i— (R,S)(R € Funct & S C R 25 & Funct)

COROLARIO: t— (R,o,R}I(REFunct Da 1 R, £ V&, o4 F M3E Funct)
TEOREMA I1.5.8: 1~ (R,S)(R € Funct & § C R DS = Arg(S5) 4 RJ
TEOREMA 11.5.9: \— (R,S)(R,5 € Funct 2 E/3 € Funct)

DEFINICAO:

Relagao Identidade

.
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T e estratificivel e pode-The ser dado gualquer tipo, ume vez que nac

possul variaveis Tivres.
TEOREMA 11.5.10: Fo b= (z,y)(zTy 2 x = y)

11. +— I € Funct

1. )— I =7

IV, t— Arg/rI) = Val(I) =V

Vo 1— {xii Iz} = x)

TEOREMA 11.511: +— R}R=RB,/7 =71 /RJ
TEOREMA 11.5.%2: t=— ‘alio 4 =7 bFo=ad It o)

COROLARIO: i=- /3% & Funct D /%
= Yal“m' 4 1 »Val(r!)

it

Val/r) A T =T tVal(r) =

1l

TEOREMA 1T1.5.73: [— (RI(R € Fynct D (S,x,y) (=(R/S)y
T o € ArgfRI R (R(x)ISy )
COROLARIO: 11— /2 =) % € Funct & = & Arq(R) D (S,y) (x(R/S)y = (Rix)isy i)
TEOREMA 11.5.14: 1— /F,x){Fr € Funct & x € Arg(R) D (S)(R/5}(z) = S(B(x))i
TEOREMA T1.5.15: 1— Yo, B,/ (R € Funct & = € ¢« N ArgfR) 2 R(x) € K "a)

TEOREMA 11.5.16: +— (&,5)(R,5 € Funct & Arq(R! = Arg(S) & (xHx€ Arg(r} 2
DR(x) = S(e)) DR = 3)

TEOREMA 11.5.17: 1— (R}(K € Funct = RUSC(R) € Funct)

TEOREMA 11.5.18: 1— (R,x)/B € Funct & = € Arg(R) D (RUSC(R) ) (et} = {2ix):i

DEFINICAC: Refacac 1 - 1
1-1=

Y11}

g - t{R,5 € Funct)

1 -1 e estratificavel e pode-lhe ser dado qualquer tipo, pois nao

contem variaveis livres.

TEOREMA 11.5.19: |— (®i(F €1 - 1 = R % € Funct)
COROLARIC 1: i~ 1 - 1 € Funct

COROLARIO 2: ¢— (E)(R € Funct DA/RE 1 - 1)
COROLARIO 3: 1— (#i/R €1 - 1 DR/AR, R/AEL - 1)

COROLARIO 4: t— (R, SI(RE 1 ~1l&8Crase]l - 1)
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COROLARIO 5: I— (a,B,R)(RE€1-1201 R R fFR,ad4 R tBE]L - 1)
COROLARIO 6: i~ (R,S)(R,S€1-1DR/SE1~-1)
COROLARIO 7: I— (R)(R€1-1:=Re1 - 1)
COROLARIO 8: I— I €1 -1
COROLARIO 9: 1— (R)Y(RE 1 - 1L = RUSC(R) €1 - 1)
TEOREMA 11.5.20: I. I~ (R,a)(RE€ 1 - 1 & = € Arq(R) D B(R(z}) = x!
1. I—(R,y)(REL1 -1 &y € Val(&) D E(Ry)) = y)
TEOREMA 11.5.21: I1— (R,S)(R,5 € Funct & Arg/R) N Arg(s} = A2 B U 3 € Funct)
DEMONSTRAGAO:
R,5 € Funct, Arg(R) N Arg(s) = N, =(R U a)yk
Bx'r U3l I— (xRy & xRz} v (zRy & aSz) v (xSy & xRz) v (ziy & xSz)
a} xRy & xRz I— y = =
b) xRy & xSy \— x € Arg(R) & 2 € Arg(S)
— x €A
l— y =z
c) xSy & xRz \— x € Argi{R) & x= € Arg(5)
— 2 € A
[-— = B
d) x5y & x5z |1— y = =
logo, # UV 5 € Funct
COROLARIO 1: \— (B,5) (B, € Funct & Val{R) NVal(s) =A D Cnv(7 U & € Funct)

DEMONSTRACAO: Pelo Teorema I11.4.16, Val(R) = Argrﬁ), Logo, basta fazer essa
substituicaoc no Teorema 11.5.21.

COROLARIO 2: 1= (R,S)(R,5S €1 - 1 & Arg(R) NArg(S) =
= A& Valir) O Valis) =ADpUSsSEL - 1)

TEOREMA 11.5.22: I— (o,R)(R € Funct D (B/R) "o = o 0 Val(R))

COROLARIC 1: |\— (o,R)(R € Funct DR " (R "a) = o D Val(®))

COROLARIO 2: - (0,8,R)(R € Funct & Bro =5 "B Da NValfr) = B N Yal(Rr))
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COROLARIO 3: I— /o, RBI(RE L -1 & R"a =R"A Do NArg(R) = 6 N Arg(R)/

DEFINICAC: Seja 4 um termo, que nac contem outras varidveis livres alem de =x.
tntao 4 e uma funcac do valon de .
Utilizamos a seguinte notacgao:

Nal(d) =yp $G0y = A)

onde ¥ nac CCorre em A4 .

riiA) e estratificavel se, e somente se, x = A & estratificivel e, nes

se caso, 0 seu tipo & uma unidade maior que o de x {ou de 4)

TEOREMA 11.5.23: S¢e = = 4 2 estnatifleavel, entao:

Io b= daoyu! 7wl Naddi)y Ty = 4)
II. I— x4’ € Funct
[T, b= lwiifed hx(dA;)A)
V. b= Argd dwlds) =V
Voo~ ] hlA (xd o= A

Vi.o — (w

P

(Fhafd) i) = {Sub em 4:x por wl)

-

desde que essa substifuiedo nde cause confusde de vardiaved.

DEMONSTRAGAD:
[V, 1= (}izeV)

j~ (o) {x & Arg! Rx(A)))

— V C Arg( 2aid)?  (pelo Ttem III)

mas, Arg/ hxia)) CV

logo, V = Argi def4))
TEOREMA 11.5.24: Se » ¢ a vani{dvel que ocorre fAvie em 4 ¢ o nao veowie em 4
2 @ o= 4 € estratificavel, entao

l— o)/ axidl) " o= {4 /2 € al)

TEOREMA 11.5.25: I— (R)(KF € Funct D Arg(R) 4 [ duxi(R(x))) = F)

TEOREMA 11.5.26: t— Ja,8,R}(B = Clos(a,xRz) & R € Funct 2 (x)(x € 2 N
N Arg(R) 2 Rlx) < BJ)

TEOREMA 11.5.27: Se 2 = 4 @ estratificivel e z n3c ocorre livre em 4, entao
f— (0, B(R = Closrio,nf AxfA))z) D{x)ix € R D4 E R

DEFINICAQ: hawia) =4 Ha,y,2)Y /a=A8z=ox8y =y}
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Visto isso, temos o seguinte teorema.

TEOREMA 11.5.28: Se z =y = A & estratificdvel, entdo:

I. = (z,y,2)({ x,y,3) ( Aaxy(4ilz = 2 = 4)
1. b= (xyy,u, v ( Sy 2 ( hay(A))u & Cxyy 2 (day(4))v Dy = v)
[II. t= Aay(4) € Funct
W, = (x,y)(${x,y? ( hzy(4))A)
V. I— Argl{ day(d)} =V x V
VIO A~ (z,y) (( hay(A)) (x,y)= 4)
VIT. 1= (u,v)(f Aay(a)) (u,v) = {Sub em 4:x por u, y por v}) desde que es-

sa substitudicac nao cause confusac de varfaved.

Certos resultados importantes desta seccao encontram-se mencignados em

Rosser [19] como exercicios, como por exemplo, exercicios X.5.8 e X.5.12, da

nagina 329.
Provemos o0 exercicio X.5.12:

a) t— AE Funct

Devemgs provar que:

(e,y? EA& (22 EAN I— y = 2
mas, (xy) €EN& (z,8) EN I— {5,y €A
I— & €A
l— y ==z
logo, 1— A € Funct
by Im A €1 -1
Precisamos provar que XE Funct
{2,y cR& (x,2 ) E‘IJ\ I— {y,x? EAR{z,m) EANA
— t €A
Iy = 2
10go, [|— R € Funct

donde, I— A €1 -1
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§1.6. CONJUMTOS (RGENADOS

Seja o um conjunto. Ele e ordenado se existir uma relagao de ordem 2,

tal que para = e v, elementos distintos de o, ocorre xRy, mas nao ocorre yhx.
No que segue, manteremos as abreviagoes usadas em Rosser {19].

DEFINIGAQ: Relacao Rejlfexiva

Ref =45 Rix) (e & AV(R) 2 x R n)

atifivive] e comp nio tem variaveis livres pode-lhe ser  as-

')
k2]
w —+
4301
o
A
e
-
st
-

TEOREMA 11.6.1:

-

[— EOTE S Ret = &7 & Rel & fz) v € ANIF) 2 wRe) )

117, = /RI/RE Ref = "=’ & AV(R) D g Rar !

e

V. A =207 < Ref 5 Arglz) = Val/F) = AVIR))

V. i (B ;{2 € Ref D2 { # » B E Ref)

VI, = /Rl € Ref D F & Ref)
VIl f— ‘a,5) FeRef Shrg/e 4 5 2 a) = Valrs 4 8 1R =

i
nc)
ol
e
-
]
-
Th
e
1l

BN AYIR))
DEFINICAQ: Rifacde Transitiva
Trans " df Ric,w,0){c By & » Rz D xRz
Trans & estratificavel e pode The ser associade aualquer tipo, uma vez
que nao centam variaveis livres.

TEOREMA 11.6.2:

ol

(Fo/® & Trans = 7 & Rel & (o, p, 5/ (v & pRe 2 xRa})
Il.b— Trans © Rel

IT1.1— (R}(R € Trans = R/R CR)

3,7, (R e Trans 2 a1 2 MB & Trans)

" "'} - -
Vob— (R} € Trans 2 R & Trans)



- 98 -

DEFINICAO: Um conjunto ordenado e quasi-oidenado se a sua relacao de ordem @
reflexiva e transitiva.

Assim temos:
Qord =4f Ref N Trans

TEOREMA II.6.3:

1. I— (R})IR € Qord = R € Ref & R € Trans)
[I. 1— Qord C Rel
I11. i— (R,B)(RE Qord D81 B I8 € Qord)
V. \— (R}(F € Qord DR € Qord)

DEFINICAO: Refagao Anti-simetrica
Antisym =46 Riw,y)(xRy & yRae Do = y)

Antisym & estratificavel e, como nac contem variaveis livres, pode lhe
ser associado gualquer tipo.

Demonstraremos, agora, um lema que sera necessario para as demonstra —

coes seguintes.

LEMA I1.1. b= (x,y)(ylx =y # x)
DEMONSTRACAO:
a) yie , y#x = y#x
yix , ¥y = x \— ylx & ylx
|— (y,sc) ETrnT
— {y,xz )} €A
=y # =z
Togo, yle l=— y # o

bY y # o, {y,z? €T I—
yfxe, (y,x) €1 I—

3

te=

Y
— y=x &y #x
[~ =
t— {y,x) €T
~  yIx

logo, y # » |I— ylx



TEOREMA 11.6.4.:

[.4—

[T.4—

VID. —

(R}I(R & Antisym = R € Rel & (x,y/ (zRy & uiz
Antisym C Rel
(o, B, B/ (R € Antisym D g 4 B F B € Antisym/

(B)(R € Antisym D € Antisym)

M

(Rye,y/ (R € Antisym & »(% - Ily O {(y,z7

(Ryx,y,s/ R & Antisym & wRy & p(F - Tis D

(R,x,y,s) (R € Antisym & x(R ~ Tly & y5z: 2

DEMONSTRACAC:

V. F e

7 e

Antisym, x(R N Ty, yFx — {y,m) €7

Antisym, x/F N Ijy, yBx i— =zBy & =y

o =

== =y

b= w7y Ry

— {x,py €707
b~ {mu? € A

b— {y,e ) €F

logo, B € Antisym & «(R - Ijy \— {y,r) €%

VI. F € Antisym, =Ry & y(R N Ila, 2 £ 2 b— x # &

P € Antisym, xRy & y(R N Fa, o = 5 I— afy & &

10go, R € Antisym & xRy & y(R - fla \— x # s

DEFINICAO: Refacao de Oxdem Parcial

Pord =d4f Ref M Trans M Antisym

D omos

y

A
Ln

oy
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TEOREMA I1.6.5:

I.I— (R}(R € Pord = RE Ref & R € Trans & R € Antisym)

II.i— Pord = Qord M Antisym

IIT.1— Pord C Rel

W I= (B,R)(RE Pord DB t F MB € Pord)
V.i— (R)(R € Pord 2 § € Pord)
Vi.l— (R,x,y,2}(F S Pord & xRy & y(R - I)z 2 x(R ~ I)z)
VII.\— (R,x,y,2)/R € Pord & w(R - I)y & yRe 2 x(R - 1)z}
VIID .~ (R ,x,y,2!{% < Pord & «fR - D)y & y(R - I)z D x(R - I)z)
DEMONSTRACAQ :
VI. R € Pord, =Ry, u/R N T}z I~ xRy & yRa & B € Trans
t— xfxn
=~ R € Antisym & xRy & y(R N I)s
i— x # z {(pelo Teorema I1.6.4, Ttem VI)
i— x =3 & x £ =
i— » & A (pelo Lema 1.4.3, Ttem II}.
f— {z,z) €7
l— {2,527 ERNT
I— x/R - Iz
logo, R &€ Pord & aRy 3 y/R - I)s I— x(B - I)&

VII. Demonstracao analoga & do item VI, usando o Ttem VII do Teorema II.6.4.
VIII. Demonstragao imediata, a partir dos Ttens VI e VII.

DEFINICAO:

1} Angimo

o 1eastH 8 “if € B NAV(R) & (y)(y € B OAV(R) O zRy)

2} minimo
T minF g =dfx€' B OAV(R) & (yily € B NAV(R) D ({y,x} € (R~ 1))

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL
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3) Supremo: z least 8
J-I?

4) Maximo: x min_ R
E

onde y € uma variavel que nao ocorre em x,R ou R. Para a estratifica -
cao de qualquer uma dessas guatro formulas, os tipos de R e B devem ser uma u-
nidade maior que ¢ tipo de .

TEOREMA 11.56.6:

I. &= (8,R.xi(Rk € Antisym & x]eastF B Dx minLP e)

IT. +— {8,2,x)(F € Antisym & « greatestp B 2 max, &)

DEMONSTRACAO:

[. 7 € Antisym, > least_

T

i BN AV ()

B & Antisym, » least_ g, y/¥ (Tl 1= ufR DTl
wl

2 € Antisym, » least_ &, y(8 N Pjx l— yb»

/)
- () €A
i~ {'E?HF“E) x
logo, -
R € Antisym & = least, 8 (= (1 (y € 3 N AR D y(2 0 Tis
deonde, B

R € Antisym & = ieastp B e minq B

I1. Demonstracao analoga a do item I utilizando R em lugar de R e o Teorema
11.6.4, Ttem IV, para & € Antisym.
TEOREMA 11.6.7:
I. I~ (B,R,a,y) (K € Antisym & = 1eastp B & y teast, B S x = y)

1. I— (B,R,,y) (R € Antisym & x greatest, B & y areatest, g D= = y)

TEQREMA 11.6.8: 1~ (B,y,A,S,x){EE€Ref & 5 =v 1R Fy 2
o fx }eastﬁfﬁ Ty) = x least, 8))



- 102 -

DEFINIGAQ: Refagao Conexa.
Connex = Rla,y)lz,y € AV(R) D 2Ry v y Ra)

Connex e estratificavel e como nao possui variaveis livres pode - lhe

ser associado gualquer tipo.

TEOREMA 11.6.9:

I. I~ (R)(r € Connex = % € Rel & (x,y)(x,y € AV(R}) D xRy v yRz!)
IT. t=— Connex C Rel
ITI. 1— (B,RJ(R € Connex 2 21 R } 8 € Lonnex)

IV. |— (R)(R € Connex 2 & € Connex)

V. i~ Connex ¢ Ref

TEQREMA 11.6.10:

I.i— (8,R,x)(F < Antisym 7 Connex 2 (& 1eastp g = x minp g))
11— {B8,7,2) (2 € Antisym M Connex O {x greatest, B = x max, g1
DEMONSTRAGAQ:

I. a) x TeastR B Oz min, 8 {pelo Teorema 11.6.6, Ttem I)

R

b) provemos que x minR B 2w 1eastR B

E & Antisym 0 Connex, x min, 8, y € B N AV(R) 1— y(R N T
|— yBRe v ylx
I— xRy v yRx
I— 1

fi
w

1P v yTz) & (wRy v yRx)
i~ (yRx & xRy) v (vFx & yRx) v
v (yIx & xRy! v (yIx & yRx)

1) yRx & xRy 1= xRy

2) yRx & yRe t— {y,x) €ERNE
(— {y,x ) €A
i— {x,y ) €4
b— xRy

3) yIx & xRy |— xRy

4) yix & yRe 1— x = y
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Togo,
R € Antisym 7 Connex, = min, 8 I— y € 8 NAV(R) D xRy

R € Antisym O Connex, » min, B \— x € B M AV(R)

B
R € Antisym N Connex l— = min, B D 1eastF B
1. demonstracio andloga a dc Ttem I, trocands ® por R.

DEFINICAD: Relfacac de Ondem Simples

Sord = Ref M1 Trans 7 Antisym M Connex

df
TEOREMA T1.6.17:

[. b= (E})# € Sord 5 € Ref & £ € Trans & R € Antisym & 2 < Connex!

[T. 1=-Sord = Pord ™ Connex
ilT, 1—%ord C Rel

W, b= {5, 5)/R € Sord D24 R + B & Sord)

V. 1— (5/(F € Sord D 7 € Sord)

Seja o um conjunto simplesmente ordenado. Entac para todo elementc =

de o, podemos definir o segmento de a determinado por x.

DEFINICAC: seq R =df.."gf.-7:"‘:;'i’ff - Tl A R Y (Gly(R - Tg)!

onde ¥ & uma variave} que nac ocorrs em § OU x.
Para estratificacao, K e seg ” devem ter tipo uma unidade meior cue o
tipo de .

TEOREMA T11.6.12:

[. I**{R,x,y,z)(yfseqxﬁJa T ylR - e & uka & a{F - I/
I, i— {(R,z,y,2/ (B & Trans & F € Antisym D (yrseoxPJg = yRz & z{F -
T11. I— (R, o){R € Ref D mf(seq:c RY = gly(k - Ial)
DEMONSTRACAQ:

II. pelo Ttem I temos:

o yfsegx:?)z T elR Nijx & yRe & 2(R N Flx

entao, basta provar que
(yRz & z/R N T)x} = (y(& NTlc & yRz & =(R N T)ax)
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para tanto, devemos provar gue
yRz & 2(R 0 T)x 2 y(R N Tz

nas condicoes do teorema temos:
yRz & 5(R N I)x |~ yRz & =Rz & z2Ix

|I— yRx (pelo fato de R ser transitiva)
mas, s€ xRz & z(F N I)x, temos

a) yix \— yRr & ylrx
)~ y{R O Iz
bl ylx i— y =

x
jo mRz & zBRr

{pelo fato de R ser antisimetrica)

I
3
1]
[

l— x # z (de zIx)
— 2 ¢ &
— v A
[— ‘u‘_f.'.b
I— y(R O Iz
logo, xE (RN Tle |1— u(k N Tx
TEOREMA 11.6.13: I— (R,z,y)(kF € Trans & B © Antisym &

§ y(R ~ I)x 2 seg (sea R/ = seguﬁ)
DEMONSTRAGAO: levando-se em conta o Lema II.1, a demonstracao segue 0S passos
de Rosser.
COROLARIO: I— (R,S5,z,y}(R € Pord & § = seq R & y € Arg(5) D segys = segu(RJ
DEFINICAD: Redacdao de Boa Ondem
Word =qf R(R € Sord & (B)(R MAY(R) # AD (Eylly € minR 8

Word € estratificavel e como nao possui variaveis livres pode-lhe ser

associado gualquer tipo.
TEOREMA I1.6.14:
I, t— (RJ(RE YWord = R € Sord & (B}(B NAV(R) #A 3 (Ey)(y minR 8)))
IT. +— (R)(R € MWord = k € Sord & (B)(8 NAV(R) # A D (Ey)(y least, 8)))
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111, b—(R){F € Yord = F € Sord & (BI(R MAY{R) £ A D {Eiy)(y IeastF 8))
V., I~ {y,RIfAREHord v 4 R } v € Ward)
Y. I— {R,x2)(F € Word O segx}? € Word)
DEFINICAD: Reficulade =4f R(R € Pord & fy,2)(y,z € AV(R) O (Ex!{yRx & zRx &
& (wiiyRw & zRw & «Rw)) & (Ex) xRy & xBr & fw)lwhEy & wRs & whrn)})

TEOREMA 11.6.15:

I. t— (R){(R < Ref = RUSC(R) € Ref)

II. +— (R){R € Trans 3 RUSC(R) € Trans}
1. 1— (R){R € Antisym = RUSC(R} € Antisym)

V. +— (R}(R € Connex = RUSC(R} &€ Connex)

Y. i— (R}(R € Word = RUSC(R) € Word)

NI \— (8,R,el{x 1eastR B = {x} 1eaStRUSC(HJ USCiR,
Vil. I— (R,x){(RUSC(seg R) = seq, , RUSC{R}}

xX {CL‘;'

11.7. RELACOES DE EQUIVALENCIA.
DEFINICAC: Relaqds Simetrnica
SYm = 4e ﬁ(m,y}(x Ry Dy Rux)
Sym e estratificavel e como nao possui variaveis livres pode-lhe  ser
associado qualquer tipo.
TEOREMA 11.7.7:
I. b~ (R)(RE Sym = R € Rel & (x,u) (xRy D yAx))
Il. = Sym C Rel
I, 3= Rr)(reSym2>B8 4 7 3 E Sym/
IV, I~ (R)(R € Sym D F € Sym)

DEFINICAD: Refacac de Equivafencia
Equiv = 4f Ref 0 Sym O Trans
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TEOREMA I1.7.2:

I. I~ (RJ(R €& Equiv = R € Ref & # € Sym & F € Trans)
I1. +— (B,R}){(R & Equiv D81 R MR € Equiv)
II1l. |— (R)(F € Equiv D & € Equiv)

IV, I— (Ryx,y/ (R € Equiv & xRy 2 (2)(xRs = yRz))}

DEFINIGAO: Classes de Equivalencia de E.
EqC(R) df al(Ex)(z € AV(R) & o = E"{z})
onde o e x saop variaveis que nao ocorrem em E.

EqCfr} & estratificavel se, & somente se, ® for estratificavel e, nes-

se caso, tera tipo uma unidade maior que o de R.

TEOREMA T11.7.3: I— Yo,R/ia € EQC(E) = (Exiw € AVIR) & o = F" {x}))

TEOREMA 11.7.4: I— (R)(R € Equiv D (x,y{xBy = =,y € AVIR) & R™x)} = R™{y})]
TEOREMA I1.7.5: |— {a,R)(FR € Equiv & a € EqCIR) 2 () (x €« = o = F"{x}))
TEOREMA 11.7.6: 1~ (a,B,R/(R € Equiv & o,R € EqC/R) & oo N A #A Da = BJ

DEMONSTRACAO: Suponhamos que R € Equiv e o, € EqC(R) e o MNB #A. Como
a OB #A, entao (Exl(r €Ea NRJ; logo 2 E€a e » E B.
Donde, pelo Teorema 11.7.5, o = F'{z} & B = R"{x}. Seque-se disso que o = B.

TEOREMA 1I.7.7: I~ (B, z)(R € Equiv & = € AV(R) D (Ech)(:x.- o & o€ Eglir)))
TEOREMA I1.7.8: 1— (o,R){(R € Equiv & o € EgC(R) D a # A)

DEMONSTRACAQ:

2EEquiv, a S EQC(R/, a # A I— 0 F A

R € Equiv, a € EqC(R), o = A |1— Rz} = A

mas, R € Ref |— xRx, logo, x € R™"{x}

donde, I— x € A, Disso obtemos — a # A

Assim, B € Equiv & a € EqC(R) I a # A



CAPITULO I1I

RESULTADOS SOBRE 0 CONJUNTO DE RUSSELL

Pela formulacdo do esquema da separacao em NF . a formula « &z de-
termina uma classe, assim a chamada efasse de Russeld.

Seja R=zx(z € a).

A sequir abordaremos alguns resultados sobre a classe de Russell en
NFw . A maior parte destes resultados sac mencionados, sem demonstragao,em [7].

TEOREMA III.1: I— 3R.

DEMONSTRAGAG: A formula que define essa classe nao e estratificavel e nao con-
tem o simbolo 2. Logo, pelo esquema da separaga0, essa classe existe em NF .

TEOREMA II11.2: \— RE€ER & RER

DEMONSTRACAO: RER I RERLRER
ERER I~ RER&RER

logo, t— RER&LRER
TEOREMA III1.3: i— (x)(x CR 2z & R,
DEMONSTRACAG: =z _C_ R, ¥ x I— 2 €R
xCR €z +— x€R
logo, #CR = &R
donde, I (x)(x TR 2x €R).
TEOREMA 111.4: \— (x)(z € R D {«} & R)
DEMONSTRACAD: =z € R, {2} € {2} t— {x} ==
— {x} €FR
2 €R, {x} & {x} I {2} EF
1ogo, e € B 1= {x} €R
donde, !~ x € R D{x} &€&
TEOREMA III.5: i— (x,y)(x,y € R D {z,y} € R
DEMONSTRAGAD:
T, Y & R, {x:y} € {:c,y} J- {33:9‘} =xV {:lt,y} =Y
' i— {z,y} €R
2,y €8, {z,y} & {e,y} — {x,y} €F
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iogo, z,y € R = {x,y} €R
donde, \— z,y € # D {z,y} € &R.
TEGREMA 111.6: 1= R C IR

DEMONSTRAGAO: z € F I~ RER& z €&
I— (Ea){(c € R & 2 € o)
- z € PR
logo, I— (e/{(z €R Dz € | JR)
donde,i— R C{J &
TEOREMA TI1.7: I— AER

DEMONSTRACAD:
ATAI— AEF (pelo lema 1.4.2, Ftem 1)
ANEAI— AEPR (pela definicao de R)

togo, I— A E fF
TECREMA Ti1.8: 1— 2 4 A
DEMONSTRACAQ:
EFN I R EA
H=AIl— ACA (pelo Teorema 1I1.7)
i~ A # R {(pelo Lema 1.4.2, Ttem V).
10{.}03 !"— P‘ #A
TEOREMA 111.9: }— R} E€R

DEMONSTRAQﬂO: Como R € R, entao {F} E K.
Logs, pelo Teorema [[{1.3 (k' € =.

DEFINIGAG: = e indéviduo de Quine em F se, e somente se, x = {x} & » € F.

Utilizaremos, como na introducac, a notacao I para a classe dos indi-
viduos de Quine em F. Colocaremos apenas um postulado para individuos de Qui-
ne em F, que é ¢ sequinte:

Al: (Ex,y/fle,y € IQ & = # y)
TECREMA 111.10: I—3In

DEMONSTRACAD: 1Q denota zx(z = {x} & = € R) e, apesar dessa formula ndo  ser
estratificavel, ela nao contem o simbolo 2. Logo, existe essa classe.
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De agora em diante, « e b denotarac individuos de Quine.

TEOREMA IIT1.711: 4 (z,y)lx ¢ y 2 {u,y} € R).

DEMONSTRACAO ;
x #y, Azl & la,yt = e,y €8
x #y, {z,yt € {e,y} 1— {o,y} =2 v {z,y} = y
i— =y
I— x =y & oty
l— (Ex)ix €NA) (pelo Lema 1.4.3, Ttem II}.
- {z,yt €F
logo, I— = # ¥ D {z,y} € R.
COROLARIO: 1— ¢ # b D {a,b} € B

TEOREMA II[.12: \— 2 €I D€ 7
DEMONSTRAGCAO: Imediata, a partir da definicao de individuos de Quine em &.

DEMONSTRACAD:
{e, 0} € SC(R) 1—{a,b) € SC(r)

la,bl € 5C(R) \—ia,b}
f— {a} E:
f— a SR kac kR
— g < A
i— {a,b} € SC(RY

togo, i~ {a,b} € SC(R)

TEOREMA IIT7.14: i~ & # SC(R)

DEMONSTRAGAD: Sejam « e b dois individuos de Quine distintos, entdo, pelo coro
lario do Teorema II1.11 e pelo Teorema I11.3, temos:

{a,b} € R & {a,b} € SC(R)

logo, |— (Ey)(y €F & y € SC(R))

donde obtemos |~ R # SC(R)

TEQREMA TI11.15: 1— & C iR
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BEMONSTRAGAD:
a) 1= R< I JFE (pelo Teorema II1.6)
by I— k¢ Uz

Pelo axioma Al, existem dois individuocs de Quine ¢ e b, tais que a #b.
Fntao, usando ¢ corclario do Teorema III.11, temos:
l— o € {g,2} & {a,b) ER
I— YEa)ia € R & o € o)

— nE€ R &aEFR

— 5 # UFR

LEMA T11.7: 1— fwifEu)fe £ 3)

DEMONSTRAGRD: 1— (x)iz # xJ), pois x # 2z I— = # x.
Por outro lado, se & = &, entao (Ey)(y € A,
donde, » # x. Assim sendo, l— = # .

Entao. I— (Eyl{w # y/, donde, I— (x)(Ey)ix # u/
TEQREMA 111.16: I— (ai(x € {JR)

DEMONSTRAGAQ:

Pelo Lema 1I1.1, |— (Ey/{y # =!, logo, '— w # x.
Pelo Teorema I11.17: |~ {x,y} €FR

donde, l— {a,y} ER & x € {z,y]
iogo, — (Eo) i €ER & x € o)
portanto, —x € R

e, l— {x){x € { ] R

COROLARIO: 1=~ {J& =V

DEMONSTRAGAO: como (a) /€ \JR) e (a)(x € V), éntio (R =V
TEOREMA I11.17: l=— R # V

DEMONSTRACAD: Pelo Teorema I11.14,
— £ # \UF , mas, 1= UJF =V, Togo, 1— 2 #V

TEOREMA 111.18: 1— (n)}(SC*(R) € RJ

DEMONSTRACAC: Pelo Teorema III.17, temos
t— SC"(%) C R, logo, pelo Teorema 1II.3,
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i— SC*(r) € R, donde, i— (n)(SC (B} € R).
TEOREMA T11.19: 1= (n) (5S¢ () C SC(R))

DEMONSTRACAO: a demonstracao sera feita por inducdo, o que € possivel pois a
formula & estratificavel. Pelo Teorema II1.3, temos que «a CR D0 €R e, en-
tao, obtemos: ' '

(1} =— SCrm) CR

Suponhamos, agora
(2) sC*(r) € ¢ L)

Entao,

o€ ¢ Ry 1~ o C SRS
- SC*R) CSCTHR) (por (2))
— o C S R
I— « € SC*(R)

logo, I— SC¢""lirr C SC*m)

Dal, temos:

(3) = (sC%r) © s¢" Ve 2 osC™her) € SC (R

De (1) e (3), pelo principio de indugac, decorre que
il (¢ m) € sCRim))
0 Teorema II11.19 nos fornece a sequinte relacac entre as subclasses de
7 e o propric k.
so ) Cstfir) © L. Cseir © SCeR) C R

2

TEOREMA T11.20: 1— & € SC*(R)
DEMONSTRAGKO:
Rescir) 1— RCSCR) & SC(R) CR
I— » = SCrR) & R # SC{R) {usando o Teorema II1.14}
i~ + € A (pelo Lema 1.4.3, Ttem II)
— » €507 (pelo Lema 1.4.2, Ttem III).
rescin) = g ESCiR)

togo, t— R € SC*(R)
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TEOREMA I11.21: I~ (n)(SC*(R) € SCH+2(B))

DEMONSTRAGAO: Por indugao.
Pelo Teorema 111.20, temos:

(1) & € Sc2(r)

Suponhamos agora que

n+1

(2} s¢" Lemy esc? Lir)
Entao:
SRy € ¢ 2(r) — SC(R) € SO (p)
SC(r) € SC" A (r) 1= SUR) € SO ¢R)

I— ¢ YRy < ¢ lir)

— s¢™ “(r) € SC(R)
- ¢ py € s¢lr)

— ¢ Ry € st r) (por (2))
- = € A {pelo Lema 1.4.3, Ttem II)

i— sC%(r; € SC™ () (pelo Lema 1.4.2, Ttem II1)

logo, —sc’im) € EEE;ZZRJ
Entao,

(3) (¢ Yry € sC™lry) D (sCR) € SO (R
De (1) e {3), pelo principio de inducac, temos

— () (SCT(R) € SCTP(R))

TEOREMA 111.22: I— (n)(SC(R) # SC™ Lvm))

DEMONSTRACAO :
Se # =0, o resultado ja esta provado no Teorema II1.14.

Se wn # 0, entao pelos Teoremas I11.21 e 111.18, temos

— ¢ ter) € s gy & s¢ Y r) € SCMR)
logo,

n+l

I— (Ey)(y € (R) & y € SC™(R})

e, conseqguentemente,



i+l

TEOREMA 111.23: 1— (n)¢SC" " (r) < scrm))

DEMONSTRAGAD :
Se n =0, pelo Teorema I11.14, I~ SC(R}) # R

Se = # 0, pelos Teoremas III.18 e I11.22, temos,

¥+l

- SC Ry Csevay & SO iR £ sCra)

nler) < sgim)

iogo, i— SC
Como consequencia do Teorema 111.22, temos:

s hr) cscmr C L. Cseém) CSCR) C B
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