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I NTRODUCAGO

Apresentaremos enm nosso trabalho, a distri -
buicao exata do critério sugerido por Bartlet (1937), para testar
a hipbtese de que varias distribui¢oes normais multivariadas e in-
dependentes, sao idénticas. O critério utilizado & uma modificacao
do critério de razdo de verossimilhanga apresentado por Wilks (1932).

O problema de testar a hipdtese acima mencio
nada, pode ser encontrado detalhadamente no livro de Anderson (1958),
gue discute os testes de razao de.verossimilhanga ou adaptagoes desg
tes, apresentando os momentos do critério e expansoes assintbticas
da distribuicao deste critério. O nosso propdsito neste trabalho &
encontrar a distribuicao exata do mesmo.

Além do livro de Anderson (1958}, podem ser
encontradas pesquisas mais recentes sobre Analise Multivariada, co
mo nos livros de Johnson e Kotz (1972), Rao (1972) e Subrahmaniam
(1973). )

Iniciaremos o nosso trabalho, apresentando a
fungao densidade de Pﬁobabilidade e funcao distribuicao acumulada
do critério sugerido por Bartlet (1937), em termos das fungoes G-
Meijer e H, e posteriormente em-forma computavel.

Para a obtencao da fungao densidade de proba
bilidade do critério nos utilizaremos da Transformada Inversa de
Mellin, e para a resolucao das integrais que aparecem nestas trans
formadas aplicaremos a teoria dos residuos.

Os resultados serao .obtidos com a .gjuda de al-



gumas propriedades das fungOes gama, psi e zeta generalizada.

As definigOes e resultados necessdrios da
teoria de Variaveis Complexas, nao serao apresentados aqui, pelo
fato de que esta teoria poderad ser encontrada exaustivamente em
muitos livros de Varidveis Complexas, dentre os quais nos utiliza
mos do Kaplan (1915)

Cdnsideraremos gue as amostras de distribui
¢oes normais multivariadas sao de mesmo tamanho, e o caso em gue
o nimero de variaveis & maior ou igual ao nimero de populacgoes
normais.

O caso particular em gue o numero de varia-
veis & menor do gque o niimero de populagoes, foi desenvolvido por
Mathai (1970).

Para o caso univariaéb, Jain, Rathie e Shah

(1975), determinaram a distribuigao exata do critério de razao de
verossimilhanga, para testar a igualdade de varias distribuigoes nor

mis univariadas, dada por Neyman e Pearson {1931).



....l...

] - TESTE DE HIPOTESE E MOMENTOS.

Consideremos um conjunto de g populagoes normais p -va
riadas e independentes, com matriz de covariancia Z; ,Zz,... ,Zq e

vetores médias pi, Hz,... 'Eq"

Seja. E; '(i = 1,2,...,Ng} r 9=12,...,9 uma ob

servagao da g-ésima populacac normal N(Eé ' Zg).
Desejamos testar a hipotese de que estas ¢ popula -
¢oes normais p-variadas e independentes, sao idénticas,isto &,teg

tar a hipOtese:
(1.1) H: pi= U, = ... =

Bartlet (1937), sugeriu o critério V, para testar es
ta hipdtese, o qual & uma modificagao do critério de razao de ve -
rossimilhanca para testar H, dado por Wilks (1932). Para maiores

detalhes sobre este critério ver Anderson (1958), p. 247-251.

O critério V é dado por:

q -;ng
i .
(1.2) V = g=1 IAgl
B} 27
Onde:
(1.3) ng = Ng -1 ; Ny, Nag, vuo , Nq sao os tamanhos das amos-—



(1.4)

(1.5)

(1.6)

(L.7)

(1.8)

(1L.9)

(1.10)

(1.11)

d
s = N =
n an g
g=l
g
N = N
z g
g=1
q Ng
i i
B = - - ’
Il -0 -3
g=1 i=1

bewp (£, n) : B tenm distribuicao de Wishart p-variada

central com parametros n e I

- X - ' = 1,2,...
g g _g)(zi_g X ) g r&y g
— -—m..i__.., ' -3
X = I 321 %5
q N
- 1 g -3
X = —4— 7T
g=1 i=l
‘ X1i
i - -
X~ = e o vetor X2j ara a g-esima amostra e x,, =
g .21 P g Jji
X .
pi

= valor observado da variavel j sobre o i-ésimo elemento

da g-ésima amostra.



Wilks (1932) demonstrou pela primeira vez, o teorema
gue da o h-ésimo momento do critério de razao de verossimilhanga,
sob a hipdtese de que H & verdadeira, e através do qual podemos

achar o h-&simo momento de V, como: {Anderson (1958), p.253 (5)1}
-y
5 .
I

(1.12) EEY = T{(n_+h n_ +1-1)/2}

T I{(n+g-i)/2}
i=1l1 g=1 F{(ng+l—i)2} I'{(n+hn+g-i)/2}
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2 - A DENSIDADE DE v2/" | EM TERMOS DE FUNCAO G-MEIJER E  FUN-

GAO-H.

'
2/n , em lugar  da

Acharemos a funcgao densidade de V
fungao densidade de V, pelo fato de que a primeira & obtida
mais facilmente, e através de uma simples transformacac podemos ob
ter a segunda.

Considerando © caso especial em que:

d
(2.1) n;=n; =...=n_=n" = ) n_=qn’ =n
g g21 9

o h-ésimo momento de V, dado em (1.12) fica igual a:

P . y
(2.2) E(W" = I I {(n"+hn’+1-i)/2} . I {in'g+tg-i)/2} l

q r r _
IS {(n*+1-i)/2} I' {{(n"gthn’g+q 1)/2}J
0 <Vl

Reescrevendo a expressao (2.2) de outra maneira, ou

2/n’! h 2/n'!

seja E(V ) , e substituindo V por W, temos:

g

(2.3) E(WY r {(n'+1-i)/2+h}

il

C .
P9

=

I {(n'g+g-i)/2+hqg}

< w<l

Onde:



P
2.4 c = I r n‘g+g-i) /2
(2.4) £.q AR {(n'g+g-i)/2}
' {(n'+1-i)/2}
Para obter a fungac densidade de W, denotada por

f{w), utilizaremos a definicao de transformada inversa de Mellin,
a qual pode ser encontrada no livro de Erdilyi, A. et al (1953),e

& dada como:

h-1

(2.5) Fw) = 1 Ew?) w P lan
27ni
L
onde L & um contorno propriamente escolhido e 1 = v-1.

Tomando a Transformada inversa de Mellin de (2.3),

temos:

g -
T {(tn"+1-i)/2+h} | w h

1] T {(n'g+g-i)/2+hq}

_ -1
{2.6) flw) = Cp,q W i

dh

= 'g

2wi _ i
L

Utilizando a definigéo da funcao-H, encontrada em

Erdilyi (1953), Fox (1961), Braaksma (1964), dada vpor:

m,n (a;,01), ,.;, (a_,o_)
2.7 E |z PP =
, by, , eea, (b,
| p,q (b1, f) (b 8,)



f’
m n
T rw+p.sy I I'(l-a - a.s) -5
= _1 =1 i 3 =l b i z “ds
27i q P -
T (l-b.~ B.s) T'(a.+ a.s)
il ( J b II J J
j=m+l j=n+1
‘L

Onde i= v-1, p,q,m;n

sao inteiros tais que

l<m<q,

&
0 <n < p, aj(j=l,...,p),'Bj(jZl,...,q) sa0 nameros positivos e

aj(j=l,...,p), bj(jwl,...,q)

(2.8)

(2.9)

existe para cada

(2.10)

sao nimeros

complexos, tais que,

aj(bh+-v) # Bh(aj—1~ A), para wv,A =0,1,...; h=1,...,m;

i=l,...,n.

L & um contorno separando 0Os

!

-5 (bj+\l )/ Bj r jml,...,m; v

(aj-l*\:)/ o., =1, ...,n;

3

pontos :

= O,l;-ou

v = 0,1,...

Uma condigao de existéncia da fungao-H, € gue ela

z#0 se u>0 onde,

onde



P g
(2.11) B = It o I B.

[%athai/Saxena (1973), p. 18%]

Uma discussao mais detalhada de (2.7) pode ser encon

trada em Braaksma{l1964).

Tenos:

B T .

pq,0 ("‘M) rq)? i=1,2,...,p

(2.12) £W) = C_w it o m w 2

- P« PPa n’+l-1i )

(w)rl)? l”lrzr---rpf

2 repetido
L “q vezes. -

0 < w < 1

Aplicando a férmula de multiplicacao de Gauss-Legren

de, que & dada por:

1~m . m=1
(2.13) r(mz) = (27) 2 m™" = T'(z + 5/m)

em (2.3) temos:



| | P q ~h
(2.14) E (WY = ¢’ T I {(n’+1-1i)/2+h} (q9)
‘ A
g-1
i I' {{n"+1-i/q) /2+3/q+h}
3=0 |
0 <w <1
onde
C
2.15 ro= p.,4
( ) P:g
p 1-g n'g+g-i 1
1 o@en 2 q 3 p;
iz

1

Podemos reescrever f{w) dado em (2.6), utilizando o

resultado (2.14), obtendo:

(
P
- I q 7
(2.16) fw)=Cc’ _ w1t =% i=1 1 t(n7+1-i)/2+h}
pfq 2.“1
p g-1
I 01 T {(n'+1-i/q)/2+1/a+h}
i=1 §=0
/L
~h
- (wg9) dh

Esta densidade pode ser escrita em termos de fungao-G

guando temos ;= Q= ....='ap = B81= ByT... = 8G = 1, na funcgao-H,

p s

ou seja:



m,n (a;,l),...,(ap,l) m,n a;,...,ap
(2.17) H Z = @G z =
P.q (blyl)r---;(bqr}-) P,gq b},--.,bq
( n
I F(bj+5) i (l-a.~s)
= 1L 1= J=1 r z ° ds,
2ri q P
I I'(l-b.-s) n T{a.+s)
j=m+1 J j=n+1 J
)L :
Portanto:
r Zj’"i
' Pg.o % + % + "Ea“ i=l,=,....p0;
(2.18) £(0) =) wl G w 4 5=0,1,...,q9-1
8 Pq,pq d
n'+l-i; i=1,2,...,pjrepeti
2

- do g vezes. |

CASO ESPECTAL.

Em geral a fungao-G nao pode ser escrita em termos de
funcoes especiais elementares, mas para alguns valores de p e g
isto & possivel, por exemplo; para p=! e p=f a funcio densidade

f(w) se reduz a:

r

2,0 -g-+
W G 4w

B

nois
+

s

(2.19) f£(w) =C

r n!
2

r

n
2

ou ainda: [vér Mathai/Saxena (1973), p.64 ]




. I _ _

(2.20) £w) =), (47 /2 ,F, ( % ) %-, ;1,1 4w) ol

onde
{(2.21) cr = (2“)1/2 . I'(in'+1/2}

) 1,2 s
2" 1% (/2

e

(2.22) oF, (a,bjeiz) = ) (a)n_(b)n z", & funcido hipergeo
' n=0 (c)

métrica de Gauss.

A série acima & convergente para |z| <1l; <#0,-1,-2,...,

para os outros casos, ver o livro de Luke (1969).

F(é+n)
T(a)

(2.23) (a)n = = a(a+l) ... (atn-1)



-]l

CASO ESPECIAL:

Para p=2 e g=2 a fungao densidade (2.18) se reduz a:

n'+1/2 n’'+3/2 n’ n'+l
2 ! 2 20 2

(2.24) flw)=C) , w
. 4,4 n'-1 n” n'-1 n’

Utilizando a f&rmula de multiplicagac de fungoes ga-
mag, temos:

ver Mathai/Saxena (1973), propriedade (1.2.4),p.6

n'+1/2, n'

_ -1 5/2 1/2
(2.25) flw)= Cé 5 W 2 G 2w
’ 2,2 n’'-1, n'-1
N n’-1 3/2
—cy, W 1_16 V2~ ,1/2, a2 W
r
3 vm
F 3 . 5 N 1/2
2 {. (l’ 2 ! 2 r l 2W )
Onde:
(2.26) .cr . =d2m) T(n'+1/2) Tn')
2.2 2n’-1/2 2 2
2 P (n’/2) T {(n"-1)/2}
e
F

2¥1  Qefinida em (2.22)
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3 - SIMPLIFICAGAD DE FUNGOES GAMAS EM E(W").

Com a finalidade de colocarmos a funcao f(w) em forma
computadvel, utilizaremos o teorema dos residuos o qual estabelece
que:

"Se f(z) é uma funcgao analitica em CuR, onde C é uma
curva fechada e R a regiao limitada por C, exceto nos polos a,
b,c,... pertencentés a R, gque possuem residuos dados por Ra’Rb’Rc’
.... Ent3o:

(3.1) f(z) éz.z 2wi (3a‘+ Rb f RC +ooe.)

L
onde a integral & calculada no sentido anti-horario ao lon

go de L. Para maiores detalhes ver Kaplan (1915)}.

De acordo com este teorema e com (2.5), a densidade
f(w) & a soma dos residuos de E(Wh) W —l, nos polos apresentados
para o produto de fungoes gamas. A ordem destes polos varia para di
ferentes valores de p e g, por esta razdo dividimos o nosso proble
ma em quatro casos de acordo com esta variabilidade da ordem dos po-
los, tal como:

(
19 Caso: p-par e (g-par

29 Caso: p-impar e g-impar
(3.2) 1

39 Caso: p-par e g-impar

49 Caso: p-impar e g-par

Consideraremos neste trabalho que p?2> g, pois para o
caso de p<qg, gque & obtido mais facilmente, foi desenvolvido por

Mathai (1970).

Quando p< g, isto &, gquando temos mais amostras de -



~-13=-
populagoes normais do que o nimero p de variaveis destas, fica fa
cil estabelecer uma regra geral para a obtencac da ordem d.os po -
los, o gue nao ocorre quando p>(g. )

Devido a isto, foi necessario dividir o problema den
tro de cada um dos 4 casos apresentados em (3.2), da seguinte manei

ras

{(3.3) 1. g<p<2g-1
2. 2g-1<p < 3g~1

3. 3g-1l<pc<idg-l
e assim sucessivamente.

E como o desenvolvimento & analogo para todos os sub
casos apresentados em (3.3), vamos encontrar a ordem dos polos e

posteriormente a funcao densidade f(w), apenas para o subcaso name

ro 1.
A esperanga E(Wh) dada em (2.14) pode ser escrita
como :
| Pl g o g, B
(3.4) E (W) =C/’ 1| I fe+(1=11/2} - (g%
Prd a1 g-1
I rio+(g-i+23)/(29)
j=0 .
ondes )
(3.5) a=h+-~’§i
e ainda:
B b ) T es1/2) To(eml)ae. T o{a-(o-1)/2)
o f q . o - a-1)... a- {p—
. E =C! .
(3.6) wh=c. -tad) T
i I T{a+tl/2 + (235-1)/(2q)}

1 §=0



Consideraremos a partir dagui, apenas o produto de

gamas da fungao acima, que denotaremos por:

-h
. g
(3.7) B’ (W) E (W) (™)
o
Prg
[=]
p-g-l
(3.8) B(ay = 1 Jif MMatl/2+(23-1) /(2q) }
i=1 §=0 ,
Obtendo portanto:
_ q g q a
(3.9) Erwh) = L (@) T (a=1/2) T (e-1) ... T {a=(p-1)/2}
| B(a)

Em primeiro lugar astudar@mos'quais ©sS casos em gque
aparecem repeticgoes de funcgdes gamas no numerador e &enominédor ~de
(3.9), e faremos isto através da expressao (24-1)/(2q) de B(a) da-
do em (3.8).

A expressao (24-i)}/(2g)assume os seguintes valores:

(3.10) —ggéi-<1 para 3=0,1,...,9-1 ; 1=1,2,...,p

ou seja:

24—-i 1., 06,-1, -1, -3

—-3.....—-——-_—*-——......' L. [ B
(3.11) >q 3 5 3

. Para cada um desses valores assumidos, o nimero de
funcoes gamas gue aparecem no denominador B(a) de (3.9) & diferen

‘te. Os resultados obtidos serac apresentados a seguir, nas tabelas



I, IT, III e IV.

Através destas tabelas podemos notar a necessidade
de considerarmos o0s subcasos apresentados em (3.3},:9ara escrever—
mos a fungao E(Wh) em forma computavel.

Pela férmula de E’ (W) éprésentadaent(3.9), utilizan

do os resultados das tabelas I, II, III e IV,econsiderando B'(a)

em lugar de B(a),:tal:como segue:;

(3.12) B’ ()= 1  T{atl/2+(2t-i)/(2q)}
(i,t)eA

(3.13) A= {(i,t)/i=1,2,...,p ; t=0,1,...,9-1 ; i#2t-q ; i#2t ;
i#2t+ql} .

a E’(Wh) sera dada por:

19 SUBCASO: p-par e g-par ; q<p<Zg-1

/2-2
gq-p/2 P a . __ q-p/2
(3.14) E' (WY = (T (a)- T I(a- B2 45)- T (a=1/2) *
_‘ 520
p/2-2
q - a/2-1
e e 1) I C RN O VoL S E9)

j=0

29 SUBCASO: p-Ampar e g-Impar ; g<p<2qg-]

_ : _ (p—-3)/2 - (-
g-(p+1) /2 o _ g- (p-1)/2
(3.15) E’ (W) ={r (@)« T I (o Bh+3) -1 (a-1/2)-
j=0
{(p-5)/2
q i} (q-1) /2 (p-1) /2
I Ia- B2 49} /AT (a-1/2) 87 () }

J=0
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39 SUBCASO: p-par e gq-impar ; q<p<2q-1

p/2-2

q-p/2 _ " g-p/2
(3.16) E' (WY = {r (@) - T r (a—~9§3-+j)- r (0=1/2) «
j=0
p/2-2 |
gq - (g—-1)/2 p/2
T T (a~4£ég;+j)} / {a (a~1/2) B’ (@)}

3=0

49 SUBCASO: p-impar e gq-par ; q<p<2q-1

' ' (p-3) /2
g-(p-1)/2 -
(3.17) E' WY = {r (@)- T r (a—-E§E*+j)'“
j=0
' (p~5)/2
g-{p-1)/2 g -
r (@-1/2) - T (e RS2 451/
j=0
g/2-1

{a (a-172) P71 /2 grigyy
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TABELA |

e CASO: p-
- B par e g-par
2g (o) (ga v
| In;gs qgue aparec |
l depominadore)am RES
| Fq/z : TRICOES
a
-1 )
(a+l) = o r% _1 _—
- (a)
I19/2
. {o +1
/2)=(a -1/2)P/2 p/2
Fq—l ( ) r {(a~1/2)
a +1/2)={ ‘ N
y=(a 17203t rT7L T
- : (a=1/2)
- +1 —
| FM-—Z (o)
q
r (o) e
_ o
1 ' {e-1/2) —
Bz2gq
- : (. asps2g-l
a=-1/2)
rd |
a=-1/2) T
. r°
3 (a-1) —
2
Pz39 44
2
| q<p=3qg-
{a-1) e
g B
r+ (a-1) o
..2 IIO
(a—-3/2) —
_Biﬁ+
- Al(a | q<psiég-l
-3/2)
4g-1 < p £ 6g~1

g
r? (a-3/2)




)

29 CASO: pQanpafL e g-impar, p>q
23-i B{a) (gamas gue aparecem RESTRICOES
2q ‘no denominador)
3 -3 -3 -3
2 5= 41 L=+ L=a —
T {a+tl) = a ° . T (a)
- p-l prl p-1
. r 2 (a+l/2) = (a-1/2) 2 1 2 (a-1/2)|q<p < 2g-1
g-1 -1 -1
T (a+l/2) = (a=1/2) r (a=1/2) p > 2g-1
-1 M’é +1
5 T (a) g<p£3g-l
g
r (a) p > 3g-1
o
r (a-1/2) g<p<29-1
1 M%~22~1 +1
r (a=1/2) 2g-1<p<4g-1
r {(a-1/2) p 5 4g-1
o
' (a-1) g<p<3g-l
-3
2 p-3g +1
T 2 (a-1) 3g-1 <p < 5g~1
q _
r {a-1) p > 5g-1
0
I (a=3/2) g<pc<ég-l
| E%gr_lmﬂ
-2 r (0~3/2) 4g-1 <p < 6g-1
q
I (a-3/2) p > 6g-1
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TABELA 111

g
r (a=-3/2)

32 CASOG: p-pan e g-impar pzq
2§71 {(gamas que aparecem RESTRiQ@ES
2g B (a) no denominador)
1 -3 -3 -3
7] _g._..z +1 '-3—2—-- +1 “g“z"“‘“ +31
r {at+l) = o r (o) —_—
p/2 p/2 p/2
T (a+1/2)=(a-1/2) r (a~1/2) g<p<2g-l
0
g-1 g-1 -1
' (a+l/2Y=(a-1/2) r  (a-1/2) p>2g-1
1 -E:%T}““i-l
"5 r (o) g<ps3g-l
q
r (a) p> 3g-l
(o)
I (a-1/2) g<ps2g-i
-1 3-2;25_ +1
r (a—-1/2) 2g-1 <p < 4g~-1
I (a-1/2) P> 4g-1
(o]
-3 I (a-1) gs<psi3g-l
2
2“3%—1 +1
T (a-1) 3g-1<p<5g-l
-q
r {(a-1) p>5g-1
(8]
I (a~3/2) g<p<iég-l
m ..}.]_
-2 r 2 (a=3/2) 4g-1 <p < 6q-1

p > 6g-1
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TABELA 1V

ke CASO: p-impar e g-par, p>q

54
J-i 8 (a) (gamas que agarecem RESTRICOES
2q no denominador)

.2]; ﬁlzlé.. +1 .95_4,_4*1 3’2’;4_.;_1

r (atl)= a T {(a)
Pl p-l  p-l
o r 2 (o+l/2)=(a=1/2) 2 T % (a~1/2)| q<p<2g-1
g-1 ‘ g-1 g-1
T (a+1/2)=(a=1/2) r (a=1/2) p > 2g-1
“E:%:—]:“'f'l
-1 r (o) q<p<3g-l
2
q
r (a) p> 3g-1
o
r (a=1/2) a<ps<ig-l
-1
15%§CQL+1
r (a=1/2) 2g-1<p<4dg-1
. ‘
I (a-1/2) p > 4g-1
o
r (a-1) g<p<3g-l
-3
2 _EZ§S:E“+1
T (a-1) 3g-1<p <5g-1
g
r (e-1) p > 5g-1
o
I (a=3/2) g<p<ié4g-l
-2
M—J;_ +.l
r 2 {(a—-3/2) 4g-1 < p < 6g-1

g
r (a~3/2)

p > 6g-1
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4 - A FUNGAO DENSIDADE f(w) E FUNCAO DISTRIBUICAD F{w), EM
COMPUTAVEL.

FORMA

De acordo com teorema dos residuos dado em (3.1),com

(3.6), (3.7) e (2.5), a fungac f(w) pode ser escrita como:
. h -h-1
flw) = el E(W) w dh
ou ainda:
. - _ "'h.
(4.1) fl{w) = C! wt L h

' gq

P,q 1 E"(W') (wg*®) dh
L —

& a soma dos residuos de E(W )w nos polos de E'(Wh),

qgue se apresenta de forma diferente para cada um dos caso0s apresen

tados em {(3.3), e considerando g <p < 2g-1 conforme (3.14),

(3.15),
(3.16) e (3.17).

Estes polos poderao ser encontrados, igualando a ze-

ro 0s seguintes fatores:

-] a. =) b
(4.2) 1 {a-(p-1)/2+3} 3 - 1 { a-(p-2)/2+3 } 7
_ j=0 §=0
Temos portanto dois tipos de polos e residuos:
os residuos Rj de E(Wh)w_h nos polos (E%i -j) de or
dem aj , e os residuos Kj de E(Wh)w“h nos polos (E%Z ~3j) de or
dem b,. )
J

As ordens dos polos aj e b. sao dados a seguir, para

os diferentes subcasos, como:



DD
19 SUBCASO: p-par ¢ g-par ; q<p<ilg-1
q(j+1) ; j=0,l,...,-%-—2

(4.3) a. =] 2P . 3’=‘§--1

2 2
p
g(3+1) ; 3=0,1,..., —%-2
(4.4) b.={ (q-1){(p+l) _ 1 . . p _
Pplg-1) . .. P
2 L)

2Q SUBCASO: p-Ampan e q-impar ; g <p<

(
g(§+1) 3 3=0,1,..., P%j:-l
(4.5) . a,={ (g-1) (p+2) ._ p-1
:’ 2 H :]" 2
(q-l)z(p+l) ’ jzg—l +1
k 2
( -1
q(j+1) : 3=0,1,..., BE==— =2
2
(4.6) b= alp-l) . e HE_;}_._ -1
2




w23

39 SUBCASO: p-par e g-impar ; q<p<2q-1

(4.7) aj = (aj do 19 subcaso).
/
q(j+1) jzo,i,...,-g——z
(4.8) b =1 (g—1) {(p+1) . D
' J 2 Pod=pd
p-l) -, .. p
2 ioJ27g
\

49 SUBCASO: p-impar e g-par ; q<p<2q-1

4 ma
q(5+1) ; 3§=0,1,..., Bx*-1

2
(4.9 a. =X (g-1) (p+2) .1 . ._p-1
J 2 I
2
\
{4.10) bj= (bj do 29 subcaso)

Através de (4.1), os residuos Rj de ‘J:T(Wh)v\r"h correspon

dentes aos polos de ordem aj sdo dados por:

a,~1 . Ay

3 h g -h
(4.11) R.= (o= BZ= 45) T ET(W) (wd) }
j (aj"l)! aaaj"’l { 2

guando g -+ (p~1)/2-3



q -h : aj—l aj
e (24 [Flog(we®]l T - {(e-Bles T
(a,=-1)! da '

J
. E'(Wh)} - gquando o ~» {(p~1)/2-3

com @ = h+ n'/2

Onde os operadores sao definidos como se segue:

r r r
(4.12) (2 a1 = z(k)ak A
Ja k=0

k

_ qa
{-log(wg-)} Aoj

7~ aTlra (a.-1-k)
j i

(4.13) R.=

3
(4.14) ¢
Ir
alrl. 8 A.
J 3at 7
\
e

_ Aoj denota o valor de Aj quando o= E%i -3
(4.15) { -
(r)

Aé§) denota o valor de A quando a= E%; -3

Do mesmo modo os residucs Kj de E(Wh)w—h correspondentes

aos polos de ordem bj sao dados por:



bs-1 by
(4.16) K,= —2 — {(u—?-2‘13+j) B ) wgd) TRy
S SRR
guando a**E%g -3
gD by-1 A
W) (2 s ((~log(wqD] T - {(a- B5Z +3) T-ET (W)}

(bj—l)f da
gquando a**R%g =3

com ¢ =h +.n"/2

Utilizando (4.12) em {(4.16) temos:

! - — -
q§-+j-9§-§ by-1 b1 p (oym1-/K)
(4.17) K.= ¥97) ) -logwg®)} B_.
J (by-1) ! k=0 k J i
onde:
-2 by a-nl/2
Bj* (a- 95— +3) 3 B (W 0,
(4.18)
r
BTt = a=r B,
e
Boj denota o valor de Bj quando o = E%E -3
(4.19)
Bé§) denota o valor de Bér}quando o= E%E -3
Entao a fungao densidade £ (w) fica como:
) -1 o0 o
(4.20) f(w)=C' W ] R. + } K, O<w<l
P, , 3. Lo 3

e j=0 j



(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

{4.26)

L)

Substituindo (4.13) e (4.17) em (4.20) resulta:

n' n'/2f o 737 @l y
2 ]
p.q j=0 k=0 |\k oF
. -1
3 =55 w Byl [ by
(wg?) ¥ i' ( ( g f. (bjwlnk)
+ L& 4 -log{wg*)} B_. \ .
(a.-1)! 3=0 k=0 X oj
J
j - B2
(w q} 2
) 4 para O <w<1l
(b.—-1)!
J
(r) (r)
Com a finalidade de calcularmos AOj e Boj definiremos:
C.= -3 log A,
J Sa J
e
2
D.= — l0og B
3 3 g ]
Entao: o
3 (1)
A.= A..C.= A,
5e 3 3773 77
9 {1)
B.= B,..D,= B,
e T3 i3 3
e
{m) =1 m-1 (m=1-r) {r)
A, = ( r ) A . C.
J r=0 J ]

(r) -
onde Cj indica a j~ésima derivada de Cj.
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(m)
Analogamente para Bj

A fungao f(w) estard completamente determinada, de ~

(a.—-1-k) (b.-1-k)
pois de termos encontrado os valores de Aoj e Boj 3
' (x)

o3

y €

para isto precisamos encontrar os valores de Aoj' Coj’ C

L4 = F

B
o]
e p'T)

03 o3 para cada um dos gquatro subcasos apresentados para

(3.14), (3.15), (3.16) e (3.17), o que serd feito a seguir:

4.1 - 19 SUBCASO:

al) Para j=0,1,...,p/2-2 temos por (4.3) gue aj=q(j+l) e de

acordo com (3.14)e{4.14}, temos:

q*p/z(a—l/z)-rq(j+l){a—(p*l)/2+j}‘

a .
(4.1.1) A= {o-(p-1)/2+5) J. £ : .
J 3=l q(i+1)
/2 1 .
(a-1/2)P7% . O {a-(p-1)/2+1}
p/2-2 : p/2-2
10501 T3Ho-(p-1)/241) P/ 2 (o). B 19 (o (p-2) /241
/2"1 ’
o -8’ (a)
ou ainda:
' a. p/2=2
r97P/2 (4 1/2).T I {a-(p-1)/2+5+41}. I % {a- (p~1) /241 }+
A, = - i=j+l1
3. -1
(a~1/2)F I {a-(p-1)/2+i} .
i=0
p/2-2
P2 om0 19 (e (pe2) /24 )
. : i=0

03/2_1'- B! (o)



e
p/2“2 %
r9P/2 (5/5-5-1) 1 19 (3-5) - TP/ 2 (p-1y/2-9) }
_ i=j4l )
(4.1.2) A, = :
(p/2-5-1)P2 1 (1-9F0*D) | (pra-1/2-9)9/271
i=0
p/2-2
i 19 (1/2-5+1)
i=0

B’ (p/2-1/2-3)

Agora para o calculo de Cj , precisamos da definicao da

fungao-Psi dada a seguir: [ver Erdelyi (1953)]

(=]

-1
(4.1.3) ¥(z)= gz log T(z) = ¥ +(z-1) S£0 {(s+1). (z+s)}
z # 0,-1,-2,... e y=0,5772156...
3log A.
(4.1.4) cj= e = { (g@~P/2) W(a~1/2)+aj- Y{a-(p-1)/2+j+1) kg -
1s 3
p/2-2 : p/2-2
¥ ¥{a-(p-1)/2+i} +(g-p/2) Y¥Y(a)+qg . } Y{a- (p-2)/2+i} -
i=j+1 i=0
j-1
P . 7 9D - (@/2-1)+ = - =z~ log B’ (a)
2{a-1/2) i=0 {a-(p-1)/2+i} -
onde:
3 ' _ 2t-1i
(4.1.5) o log 8" (a) = (i,t)e A Y(a+l/2+ 5q )

de acordo com (3.12).
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p/2-2
(4.1.6) Co3™ {(q-p/Z) ¥{(p-1)/2-1-1/2} + a; Y(1)+q ¥ (i=7)

i=j+1

p/2-2

+(g-p/2). ¥{(p-1)/2-3} + q ) Y(i=-j+1/2) - Tngf:fy -
1=0 PT4j

9=1

g(i+l) ¥ (p/2—q+ 221 }
i - p/2-3+ —=5—)
iéo (1/2-3+1) (i%t)EA 24

Di ferenciando Cj dado em (4.14), r vezes, e utilizando a

definicdo da fungdo-zeta dada como: [ver Titchmarch (195l)]

-

(4.1.7) tf{n,z)= (z+1r) ; R{n)>1 ; c#0,-1,-2,...

ﬁhda

ou ainda:

k
(4.1.8) : — log T(atz) = ¥(a+z) para k=1
z
= -DF k-1 z(k,a+z) para k> 2.
Temos:
(r) _ r+l_, N .
{(4.1.9) Cj = (-1) r.{ (g~p/2) . C(r+l,a—l/2)+aj;{r+1,aw(p 1) /2+35+1}
p/2-2
+q ] g{r+l,a- (p-1)/2+i} + (g-p/2) r (r+l, a)
i=§¥1
p/2-2
+q c{r+l, a-(p-2)/2+i} + P
i£0 | 2(q-1/2) T+
j-1 | .
g(i+l) g/2-1 r{r+l,q+l/2+ 2t 1)
* e S5 2gq
i=0{qg~ (p-1)/2+i} o (i,t)eA



: j'-30-'

(4.1.10) C(r)= (-l)r+lrf {(q”p/z) g {r+l, (p-1)/2-3~1/2) }+ajC(r+l,1)

oj

p/2-2

+g ¥ g({r+l,i-j)+(gq-p/2) ¢{r+l,(p—-1)}/2-3)}
i29+1
p/2-2

+q g (r+l,i=3+1/2) + P +
izo 2(p/2-1-4) 51
j-1

+ Z g {i+1) + q/2=-1

i=0 {am(p—l)/zfiif+1 {(p*l)/2~j}r+l

) z({r+l, p/2-3+ ~2§31—) }
{(i,t) ea 29
{r)

Como os elementos A., C., C. r A ., C .,
J ] J ol o]

terminados, posso calcular por recorréncia, através da igualdade

(4.26), os elementos Agr) e A(F)
3 oJ

C(r)

o5 ja foram de-

, gue sao necessarios para f£(w).

az) Para j=p/2-1 temos de acordo com (4.3) que a.={g.p)/2 e
o

utilizando (3.14) e (4.14) chegamos no seguinte resulta-

do:

A= {auipul)/2+jﬂ1QP)/2 . EBrweTR’ /2y o (a_l/z)(qp)/ij(Wuﬁf/z)

(ap) /2 TP %(a-1/2) 1P/ (1/2)797P 2 ()

= {g-1/2)
2 p/2-2 QUi+D)
(a-1/2)P7% 1 {a=(p-1)/2+i} o
i=0
p/2-2
i r9Ya-(p-2) /2+i}
i=0

B! {a)



(4.1.11)

(4.1.12)

(4.1.13)

p/2-2

)

i=0

(4.1.14)

ou ainda:
(gp)/2-p/2 g-p/2 p/2-2
r {a+1/2) T (a) T I' {oa=(p-2)/2+i}
A= . | i=0
i p/2-2 q(i+l) q/2-1
I {a-(p-1)/2+i} a B’ (a)
i=0

Substituindo j=p/2-1 em o=(p-1l)/2-j temos que a=1/2, e:

T (1/2) I I' (i-p/2+3/2)
A = i=0
©J -1 g (i+1) q/2-1
R (i-p/2+1) (1/2) B’ (1/2)
i=p/2 :
ij ----galog Aj: g(qul)‘i’(a+l/2)+(q“p/2)‘{‘(0!.)+q
. p/z—z B
v{o-(P-2)/2+4i}- § -Ql+D) - fg/2-1)
i=0 {o-(p-1)/2+i} o
: 2t-1i
) ¥Y(o+l/2+ )
(i tt) eA 2q
p/2-2
Co3™ P(g-1) ¥(1)+(g-p/2) ¥(1/2)+q ] ¥(p/2+3/2+i)
i=0
p/2~2
i+1) 2t-i
o 9 - 2(q/2-1) - ] Y(1+ )
I (it)en %9
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r+l1
(4.1.15) Cgr)=(~l) rl{p(qnl)/zc(r+1,a+1/2)+(q-p/2) z (r+l,q)

tq L rlrtl, o (p-2)/2+ik+ a (i+1) _
1=0 150 {o-(p-1)/2+i}

S Gloena 2q

w116 cPeen x 1) /200541, 1)+ (q=p/2) ¢(r+1,1/2)
T oj = - Y. yplg-l)/2tir+l, q-p gl{xr+l,

p/2-2 p/2-2

+q § n(r+l,p/2+3/2+i) + qurl)

R - ) T{r+l, 1+ 2t'l)}
(1/2)r+1 (i,t)e A 29

a3) Para j >p/2 temos de acordo com (4.3) que ajzp(q—l)/z e

utilizandc (3.14) e (4.14) chegamos no seguinte resulta

do:
a.
- (o= . j plg-1)/2 a-p/2
la-{p=1)/243} -, (a=1/2) T (o)
(4.1.17) A.=
] p/2-2 .
(a-1/2)P72 1 {a-(p-1)/2+¢1} QUF1) j@/2-1
p/2-2 =0
I T {o=(p-2)/2+i}
i=0 S

B’ (o)
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plg-1)/2 g-p/2
T {a=(p~-1)/2+3+1} T (o).
By7 | -1 :
(0-1/2)P/2 1 (o= (p-1) /2+i)P (@~ 1) /2
i=p/2-1 :
p/2-2
9 .
_igo I' {o-(p~2)/2+i}
p/2=2 q(i+1) a/2-1
Tt {o~(p-1)/2+i} o B' (a)
i=0
g-p/2 p/2-2
r {(p-1)/2-3} T I (i-3+1/2)
2 )
(4.1.18) A .= —— i - |
o Il plq-1)/2 P/272 q(i+1) p/2
i (i-3) i (i-3) (p/2-3-1)
i=p/2-1 i=0
1
q/2-1
{{p-1)/2-3} 8" {(p~1)/2-3}
(4.1.19) c;= RAA=1) g (p-1)/24941) + (g-p/2) ¥(a) +q
2
p/2-2 , j-1 p/2-2
. L wla~(p-2)/2+i} - § plg-1)/2 - 7 q@+1) -
=0 iSp/2-1 a-(p-1)/2+i i=0
-2 - p/2 _a/2-i g ¥(a +1/2+ 2525

{a- (p-1)/2+1}  a-1/2 o (178)e A
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p/2-2
_ -1 <
(4.1.20) Coj_ Ei%mml Y(1)+(g-p/2)¥{(p-1)/2-3} +q 7§ ¥ (i-9+1/2)
i=0
i-1 p/2-2 :
-3 plg-1)/2 _ ) g(i+l) . p/2 _ g/2-1
i=p/2-1 i=j i=0 i-3 p/2-1-j (p-1)/2-3
., 2t-1
- v{p/2=-9+ )
(i,t)e A 2q
(r) r+l

(4.1.21) cj =({-1) -r! {p(q—l)/Z r{r+l, o (p=-1)/2+j+1} +(g-p/2),

' p/2-2 j=1
.z (r+l,q)+g .E t{r+l, a-{(p-2)/2+i} + ) _plg-1)

=0 i=p/2-1 2
p/2-2
. 1 |+ q(i+1)
T ) :
{a= (p-1) /2+i} i=0 {a“(p*l)/2+1}r+l
p/2 q/2-1 2t-i
* + - 1 T (r+l,a+l/2+ )
Lo W™ e a ’ 2q ) |

(a-1/2)

(r) r+l1
(4.1.22) C . '=(=1) r!{plg-1)/2 ¢(xr+l,1)+ (g~q/2)c{r+1l(p-1)/2~-3}

03
p/2-2 | 3-1 | p/2=2
+q ) T(x+l,i-j+1/2)+ ] _plg=ll/2 oy qli+l) -
120 i=p/2-1  (1-3) TP =0
1 + P/Z{ + a/2-1
(1=H T pre-1-9 T (pe1y/2-5) T
) 2t-i

(j_’t)g A z;{,r—i—l) rp/z—j"*"



bl) Para 3=0,1,...,p/2-2, bj=q(j+l), conforme (4.4)

a-p/2 q(i+l)
. . b r (a) T {a-(p=2)/2+3)
(4.1.23) B,= {o-(p-2)/2+3) J T '
«3/271 g fo-(p-2) 241} TEFD)

i=0
p/272 g4 q-p/2 p/2-2
I I {a-(p-2)/2+i} T (a~1/2) T I {a-(p-1)/2+i}
L i=3+l . i=0

(a-1/2)P72 g’ (a)

g-p/2 p/2=2 4 q-p/2
T {tp-2)/2-3} I T (i-§) T {(p~3)/2-3}
(4.1.24) B_,= 1f3+1
g/2-1 371 g (i+1) p/2
{(p-2)/2-3} m o (i-3) {(p=3)/2-3}
i=0
p/2=2 ‘
1. I (i-3-1/2)
B' {(p-2)/2-j}
p/2-2
(4.1.25) D__= (g-p/2) ¥{(p-2)/2-3} + q(+1) ¥(L)+q } Y(i-3)
_ ©J i=j+1
p/2-2 )
+(g~p/2) ¥{(p-3)/2-3} +q Y(i-j-1/2) - 3271
i=0 (p~2)/2-7
j-1 : ,
. ey
-y auxn | _p/2 - 3 ¥{ (p=1)/2-3+5532)

i=0 (i-9) . {(p-3)/2-3} (i,t) €A



« (r)_ +1 .,
(4.1.26} D . -—(“l)r r. {(q—p/2) z{r+l, (p=2)/2-3} +q(j+1) g(r+1,1)

z(r+l,i-3-1/2)+(g-p/2)

o3
p/2-2 p/2-2
+q z g(r+l,i-jl+g Z
i=j+1 i=0
) -1
e g{r+l, (p-3)/2-3} + q/2-1 + )
{(p-2)/2-3 %L i
{p-31/2-51""  Gditea

gfi+1)
(i-3) 5L

g{r+l, (p-1}/2-3+ E%éi}}

bz) Para j=p/2-1 ; bj=(qml)(p+1)/2-1/2 conforme (4.4)

-p/2

b r

qg(p/2)

(o) T

(o)

q-p/2

r

{a-1/2)

(4.1.27) By={a-(p-2)/2+]) J

o

p/2-2

i I {o-(p-1)/2+1i}
i=0

| p/2
(a-1/2) 8’ (a)

bj—q/2+1 (gp)/2-p/2
o T

q/2-1

I

p/2-2

g (i+1}

{o~(p~2)/2+i}

i=0

g-p/2

(a) T

(a=1/2)

p/2~2

n I' {a-(p-1)/2+i}
i=0

p/2=-2

i=0

g (i+1)

T {o-(p-2)/2+i}

(a~1/2)

/2

B’ (a)
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q-p/2 p/2-2
T (-1/2) T I (i-p/2+1/2)
(4.1.28) B__= i=0 :
/22 .
P q(i+1) p/2
i (i-p/2+1) (-1/2) B (0)
1=0
p/2-2
(4.1.29) D = iﬂi%lEu ¥(1)+(q-p/2) ¥(-1/2)+q ¥{i-(p-1)/2}
1=0
p/2~2
-3 q(i+1) wp - 1 vayee 2L
i =0 {i-(p-2)/2} (i,t)e A 4

r+l1 :
(4.1.30) Dé§’= (-1) r!{{(q—l}p/z}C(r+1;1)+(q“p/Z)C{r+l,—l/2)

p/2-2 p/2-2
- . (i+1)
+q ] g{r+l,i-(p-1)/2} + 4
i=0 i=0 {i-(p-2)/2} T+l
4+ P72 - 1 2t-i } )
(-1/2)%F1 (i,t)e A C(I“Ll'z"‘"_i%q )

b3) Para j >p/2 ; b.= p{g-1)/2 conforme (4.4)

3
~p/2 (gp)/2 a-p/2
b T (o) T (a) T {o=1/2)
(4.1.31) B.={a-(p-2)/2+3}
: J p/2~2 i
q/2-1 g{i+l)

s T I {a"(p-Z)/2+i}

p/2-2 o i=0

T T {o-(p-1)/2+i}
i=0

(a-1/2)P7% g7 (q)
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q-p/2 p/2-2 .
T {(p~3)/2-3} 1. T (i-3-1/2)
(4.1.32) B = — =
-1 plg-1)/2 P/272 q(i+1)
1 (i-3) i (i-3)
i=p/2~1 i=0 -
. 1
/2-1 /2-1

q q -
{{p~2)/2~31 {(p~3)/2-3} B! {(p-2)/2-3}

p/2-2
(4.1.33) Doj=-43&11ll— v(1)+(q-p/2) ¥{(p-3)/2-3} +q §  ¥(i-i-1/:
2 T i=0
-1 ' p/2-2
p(g-1) _ _g-2 - 3 g(i+1l) _ P
i=p/2-1 2{i-73) (p-2-23) i=0 (i-73) (p-3-23)
v{flp=1)/2-3]+ —2t=1

(i,t)e A 2gq

r+l '
(4.1.34) Dé§)=(-l) r:{ép(q-l)/z}z(r+1,l)+ (g-p/2) t{r+l, (p=3)/2-51

p/2 -1
+q § olr+l,i-j-1/2) + P(q“iil
i=0 i=p/2-1 2(i-3)
p/2~2
_ g-2 g(i+1) p
+ + ) +
2 {(p-2)/2-3} **1 120 (1-) T 2( (p-3)/2-5F

. 2t—-1i
- g{r+l, (p=1)/2-j + =51
(i?t)e-A 2q ]



FUNCAQ DISTRIBUICAO ACUMULADA

A fungao distribuig@o acumulada F(x) & obtida inte -
grando a densidade f{w) dada em (4.21) de 0 a x. Isto &,

X
(4.1.35) F(x) = £(w) dw.
: N

Para calcular F(x) precisamos utilizar o seguinte re

sultado:
x
-k ker
k-1 a+l _—
{(4.1.36) wo (-log w) dw = x ) k! (-log x)} .
| =l g (k-1) ! (a+1)
o
para a>0 ; k=1,2,...; 0<w<l

‘{ver Mathai/Rathie (1971)1}

Entao, a fungao distribuigao acumulada & dada por:

a,.—1

7 1 % (aj l) (2 -1-K)

(4.1.37) F(x)= C’ —1 A
p.q =0 (a;-1)! k=0 k /o]

) D'y e (ptl) /2 k
5 +i-(p+
(wqq)2 {-log (waH} &g
[8]
T ¥ o
o 2o j (b.-1-k) = +3j-p/2

+ ] - ) ( )B . twgd) 2

j=0 (by-1)! k=0 k ©J °
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k
« {-log (wagdH} dwg® 0 <w<l

Considerando:
(4.1.38)  z=wq? , dz=q% aw

A primeira integral gue aparece em (4.1.37), dada

por:
= ( n’
= +j-(p+1) /2 k
J' (wqq)2 {-1og (wg®}  dawgd)
o
fica igual a: p
%x.q%3
| % +9- (p+1) /2 k
(4.1.39) z ' {(-log 2z} dz =
o
n’ . k+1 k-r
- q,2 *3-(p~1)/2 (k+1) ! { —log (xq%)}
= (x g?) T =
=L ) (k+mm) H n /2= (1) /2)
Analogamente, a segunda integral de (4.1.37), dada por
% 0’ ' ’
5 +j-p/2 k
(wqq)2 {—log (wqq)} d(wqq)
o

- fica igual a:

n’, . k+1 k-r
. B e(pr2) 2 a

_ q, 2 (k+1}!{“log (xg )}
(4.1.40) = (xq%) X T

=1 0y (et ! dn'/2 4= (=2) /2)

Substituindo (4.1.39) e (4.1.40) em (4.1.37) temos:



(4.1.41) F(x)

P, 25

w 3 a.-% (a.~1-k)
_ 1 3 1 a.
= C) g ] = ] ( K )'Aoj J
' i=0 (aj—l)i k=0

n' . k+1 k-r
-(xqq)z ti-{p-1)/2 z' (k+1) ! {-log(xg®)}
— r
=l (k+1) (k+l-1) ! {n’/2+3- (p-1)/2}
b.-1
=S B A D (b,-1-k)
+ — ¥ K Boj |

370 (by=1)! k=0

.(xqq)

n’' . | k+1 k-r
3 ti-(p-2)/2 ) (k+1) ! {-log(xa®)}

r=1

r
(k+1) (k+1-1) ! {n’/2+3-(p-2)/2} J

Para os subcasos gque se seguem, achamos desnecessario

colocar todas as passagens, pois estes sao obtidos de maneira analo

ga ao primeiro deles.
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L.2 - 29 SUBCASO:
' Utilizando (3.15), (4.14) e (4.18) chegamos nos seguintes resultados:

a)) Para 3=0,1,2,...,(p-1)/2-1 ; aj=q<j+1) em (4.5)

q (§+1) " g(ptl) /2
. T {o-(p-1)/2+3} T (a)
(4.2.1) Aj={a“(p“l)/2+j} J :
(q-1j72 71 g(i+1)
o I {o~(p~1) /2+i}
i=0 .
1 I' {a—(p=1)/2+i}T : (a=1/2) T I {o~(p~-2)/2+i}
i=j+1 i=0
p-1)/2
{a=1/2) B’ (a}
r (1) T {(p-1)/2-3} 1 I (i-j)
_ i=9+1
(4.2.2) Aoj .
(g-11/2 I q(i+l)
{{(p-1)/2-3} Il (i=1)
i=0
a-(p-1) /2 (p-5)/2
T (p/2-1-3) n T (i-j+1/2)
i=0 '
(p~1})/2
(p/2~4~1) B! {{p~1)/2-3}
_ . (p—-3)/2
(4.2.3) C_.= {g=(p+1)/2}¥{(p~1)/2-j} + q(3+1) ¥(l)+q ¥(i-3)
9 i23+1
(p~5)/2
+{g- (p=1)/2}¥(p/2-1-§)+q ¥(i-§+1/2) - —91)/2
' i=0 . : (p—1)/2-3

- {p=1)/2 _ L., 2t-i
©72 5 Tl s TP
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(4.2.4) o7

(p-3}/2 :
+q ) C(r+l,i-j)+{g-(p-1)/2}5(r+1,p/2-1=3) +q-
i=j+1
=87z | (g-1) /2 Tt (i+1)
L - i+l :
Z C{r+l,i-i+1/2) + q + Z S SE ) -
i= {(p-1)/2-3 L i=0 (1-5) 7+
y Ap=1)/2 —— - I L (r+l,p/2-3+ 254
(p/2-3-1) (i,t)e A 2g

az) Para j=(p-1)/2 ;: aji:(q“l}(p+2}/2 em (4.5)

. r+1 '
cBlo -1 r:{{q-(p+1)/z}g&wl,(p»l)/z-j}+q(j+l>C(r+l.l)

~-{p+1) /2 gl(p+l) /2
a. r (a) T (o). -
(4.2.5) A,={a—(p-1)/2+3} J -
J (g-1)/2 ‘PT3)/2 q (i+1)
a 1 {o- (p~1)/2+i }
i=0
g- (p=1) /2 (p-5)/2
T (@=1/2) T I' {o-(p-2)/2+i}
i=0
(p~1)/2
{(a—-1/2) B ()
r (-1/2) @ T (i-p/2+1)
(4.2.6) A= i=0
(p-3)/2 q(i+l) (p-1)/2
I {i- (p~1}/21 (-1/2) B’ (0)

i=0
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| (p—5) /2
(4.2.7) coj={(q—1)(p+1)/2}w(1) + {g-(p=1)/2}¥(-1/2)+q 7}
i=0

(p-3)/2 .
Y(i-p/2+1) - Qi) 4 (pe1) -

i=0 {i-(p-1)/2}

2¢-i

- ) ¥Y(1/2+ T )

(ift)EA

r+1
{(4.2.8) Cé§)= (-1} r! {{(q"l) (p+1)/2} cir+l,)+{g=(p-1)/2}C(x+1,~1/2)

(p—5)/2 (p=3)/2

_ (i+1)
rq ] g{(r+l,i-p/2+1)}+ ] 4
s = {(i-(p-1)/2}7+

(p-1) /2 N 2t-1
+ - 3 g{r+l, 1/2+ ==—=)
-1/2) T qoea 2q }

a;) Para j 2 (p-1)/2+1 ; ajm(q-l)(p+1)/2 em (4.5)

g-(pt+l)/2 glp-1)/2 g~ (p~1) /2
r (a) T ()T {a-1/2

a.
(4.2.9) Aj={a—{p—l)/2+j} J -
(p~-3)/2 ,

- g (i+1)

Ja-l/z g {a-(p=1)/2+i}
i=0

(p-5)/2

|

q
i=0 I {o-(p-2)/2+i}
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r (p/2-3-1) T I (i-§+1/2)
(4.2.10) A 5= — i=0 :
-1 (g-1) (p+1)/2 ‘P=3)/2 g (i+1)
I (i-3) I (i-3)
i=(p-1)/2 1=0
1

{(p=1)/2-3 1A 1/2 (o 501y BTL/2 grpiny s0-5)

(4.2.11) C_ .= {{g-1) (p+1)/2} ¥ (1) + {g~(p-1)/2} ¥(p/2-3-1)

(P"‘S)/2 ' j"}.
*q ] ¥(i-3+1/2) - § (g=1) (p+1) _
=0 i=(p-1)/2  2(i-j)
(p-3)/2 | |
", el lP) ¥(p/2-j+ 2521
L=0 (1-3) p-1-2j p-2-2j (i,t)e A q

r+l1 .
(4.2.12) c£§>—(—1) r:{{(qwl}(p+1)/2};(r+1,1)+{q~(p-l)/z}dx+1,p/2-j—1)

(p-5)/2 5-1
+q ) C{r+l,i-j+1/2) + ) (q—l)(pzii
i=0 i=(p-1)/2 2(i=3)
(p-3)/2
+ 1 g(i+1) + g-1 + Pl -

- 3 L(r+l, p/2~j+ 531&)}
(i,t)eA 2q
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bl) Para 3=0,1,...,(p-1)/2-2 ; bj=q(j+l) conforme (4.6)

g-(p-1)/2 q(j+1) ~
p T (a=1/2) T {o-(p-2)/2+31}
(4.2.13) Bjm{uucpwz)/2+j} ]
(p-1)72 71 q(i+1)
(a-1/2) I {o-(p-2)/2+i}
i=0
i T {o-(p=-2)/2+i}T (a) 1 T {o~(p-1)/2+1i]
i=g+1 i=0
(g-1)/2
a B’ (@)
g~ (p=1) /2 (p=3)/2
r {(p-3)/2-31 3 I (i-3)
(4.2.14) B .= e
oj ) el
AR (p~1)/2 q(i+1)
{(p-3)/2-3} il (i-3)
i=0
q- (p+1) /2 (pm3)/2
T {(p~2)/2-35} 1 I (i-3-1/2)
i=0

[(p-2)/2-331 @ 1V/2 gri(pe2) /2-4)

(p-5)/2
(4.2.15) D_.= {g-(p-1)/2}¥{(p-3)/2-3} +q(3+1) ¥(L)+q ] ¥ (i-3)
©J | i=j+1
| (p-3)/2
+{g- (p+1) /2 }¥{(p-2) /2-3} +q § y(i-3-1/2) - —BZL
| 1i=0 p-3-23
j-1
gi+l) _ _g-1  _ _ i, 2t-i
-7 ) ¥l(p-1)/2-3 + 557}

i=20 i- p-2-23 (i ,t)e A



r+1
(4.2.16) Dég)w(-l) rf{{q-(p-l)/2}c{r+l,(p—3)/2—j& +q (j+1) g{r+1,1)
(p=-5)/2
+q ) N g(r+l,i=j)+{g~(p+1)/2}c{xr+1, (p=2) /2~ M {g-(p+1)/2}
i=g+
(p—3)/2
. g{r+l, (p-2)/2-3} +q § (r+l,i-j-1/2)+ —PB7L s
i=0 o 2{(p-3)/2-3}
j=-1
+ q{i+1} + Q’l -
i=0 (-3 2(p-2)/2-31 1
- ] tfr+l, (p-1)/2~3+ Zt”i}
(i,t)eh 2qg

bz) Para j=(p-1)/2-1 ; bj: g(p-1)/2 conforme (4.6)

. a-(p-1)/2 q(p-3)/2
(4.2.17) B ={a(p-2)/2-3} J I (0=1/2) T (0-1/2)

(p-1)/2 (P731/2 © g(i+l)
(a-1/2) 1 {o~p/2+1-i}
=0

q_(P+l)/2 (p“3)/2
T () T T {a={(p-1)/2+i}
i=0

(g-1) /2
a B’ {a)

(p-3) /2

(1/2) 1t I (i-p/2+1)
i=0

g-{p+l) /2
T

(4.2.18) BO.z

J - .
(p=5)/2 q(i+1) (q-1) /2
I {i-(p~3)/2} (1/2) g’ (1/2)
i=0
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(4.2.19) Dojm {(g~-1) (p-1)/2} ¥ (1) +{g- (p+1) /2}¥(1/2)+q

(p~3)/2 (p-5) /2 | .
) ¥(i-p/2+1) - ] qli+l) - (g-1)
i=0 i=0 {i-(p-3)/2}
2t-1
-] Y1+ )
{i,tieA 2q .

r+1
{(4.2.20} D(l.‘)*(ml) r.) {{(q-l) (p=1)/2}g(x+1,1)+{g~(p+1)/2}g(x+1,1/2)

oj
=372 (p=5) /2 |
+g Z g(r+l,i-p/2+1)+ X g {i+l) —
0 10 (i~ (p=3)/2}
+ I s uil) r{r+l,1+ 2t-i,

b3) Para j > (p-1)/2 : bj2 {(g~1} (p~1)/2 <conforme (4.6)

L (a-1) (p-1)/2 g- (p+1) /2
j T {a-(p—-2)/2-3}T (a)
(4.2.21) B ={o~(p-2)/2+]}
(p-1)/2 (q-1)/2
(a-1/2) o B'( ) .
(p-3) /2 |
il I {o~(p~1)/2+i}
i=0
-1 . (g-1) (p-1) 2 (P72)/2 q(i+l)
i {o~(p-2)/2+i} i {o— (p—2) /2+i}
i=(p-3)/2 | i=0



g~ {(p+1) /2 (p-3)/2
T {{(p-2)/2-3} 1 T (i-3-1/2)

(4.2.22) B . 1i=0
o3

(p-1)/2 3-1 (q-1) (p-1)/2
{(p~3)/2~3} i (i-3)
i=(p-3)/2

(p=5)/2 g (i+l) (g-1)/2
I (i-9) {(p-2)/2-51 B {(p-2)/2-3}
1=0 .

(4.2.23) Dojﬂ{(q—l)(p-l)/z}W(l)+{Q“(P+1)/2}T{(P‘z)/z“j} +q

(p-3)/2 3-1 (p-5) /2
) ¥(i-j-1/2) - =L _ ¥ (g-1) (p-1)
1=0 © o p-3-25  i=(p-3)/2 2(i-j) 120
q(i+l) - q_l - E ?{(p_l)/z_j + gz:i}
i-] p-2-23  (i,t)e A 2q

(x) r+1 [ :
D = (-1) r!d{(g-1) (p-1)/2}C(x+1,1)+{g-(p+1l)/2}

o3
(p-3)/2
celrtl, (p=-2)/2~3} +q § L (r+l,im3-1/2)+ —RIIL2Z
i=0 {(p~3)/2-3}
C5-1 | (p~5)/2
+ 3 (g-1) (p=1) ) a(i+l) + g-1

r+1

i=(p-3)/2  2(i-%) i=0 i-n T o{pe2y/2-51FM



. 2t-1i
- 3 clr+l, (p-1)/2-3 + ===%} }
(i,t)e A 2q

A fungao densidade f(w) e a fungao distribuicao acumu

lada F(w), sao iguais a (4.21) e (4.1.41) respectivamente, com oS

C (aj—l”k) (bj-l"k)
valores a, , bj e r Boj substituidos pelos

resultados obtidos para o 29 SUBCASO.

mm
= O
~ P
>z 5

T

et
il
s
-
S

g



k.3 - 39 SUBCASO:

Utilizando {(3.16)

chegamos nos seguintes resultados:

al) Para j=0,1,...,p/2-2 ; aj= g(j+l) conforme (4.7)
Considerando:
/
Aéj = Aoj de (4.1.2)
(4.3.1) ¢ Céj = Coj de (4.1.6)
(r)’ _ ~(x)
COj = COj de (4.1.10)
\
a/2-1 -1/2
(4.3.2) A, =a', ezl/2-3} =a’. {(p-1)/2-3}
©J ©J (g-1)s2 ©J
{(p~1)/2-31}
(4.3.3) ¢, =cl + 221 (g-1)/2 v 12
J ) (p-1)/2-3  (p-1)/2-3 °)  (p-1)/2-]
. r+1 -
(4.3.4) (P =Dl e S
J J {(p-1)/2-3}
r+l
+ {(=1) r! (g-1)/2 ]
{(p-1)/2~31
r+l
(r) _ (&)’ {(~1) r!
o3 T %3 f )
2{(p-1)/2-53}
_az) Para Jj=p/2-1 ; aj= (gp) /2 conforme (4.7)

Considerando:



-ty

’ 3
Aoj Aoj de (4.1.12)

(4.3.5)¢ €[y = C o de (4.1.14)

cB 2 oM 4o (4.1.16)

oj o3j
LN
Temos:
-1/2
o r — =)
(4.3.6) Aoj Aoj {(p-1)/2~31
(4.3.7) c_, =cl. o+ 1
J °J p-1-27
‘ r+l
(r) {r)’ {(~1) r!
(4.3.8) cOj = cOj + =T

2{p/2-1/2-3)

33) Para j >p/2 : ajﬂp(qwl}/Z conforme (4.7)
Considerando:
A, = A ., de {(4.1.18)
oj o]

(4.3.9}¢ coj coj de (4.1.20)

(ry’ _ .(xr) ' _
Coj = Coj de (4.1.22)

\

Temos:

~-1/2

(4.3.10) A 5 = AL, - {(p~1)/2-3}



=53~

(4.3.11) C . = ¢!, - —2L
°3 9] p-1-23
r+1
(r) _ ()’ (~=1) r!
(4.3.12) c:Oj = cOj + )

2(p/2-1/2-3)

b.) Para 3=0,1,...,p/2-2 ; bqu(j+1)'conforme (4.8)

Considerando:

B’. = B ., de (4.1.24)

“oj ~ “o3
(4.3.13){D; 0 = D . de (4.1.25)
(r)" _ L{x)
DOj = Doj de (4.1.26)
\
Temos:
q/2-1 -1/2
= R {(p=2)/2-31} - - —
(4.3.14) By = B, ST = By {(m2)/2-3)
- {(p~2)/2-3} -
C_ nr q/2-1 _ _f{g-1)/2 =D’ - 1
(4.3.15) D = pgy + —LE=L— L2 S5 T T
(p-2) /23 (p-2) /2-3 p-2-2]
' Cr+l _ -
(4.3.16) ST = DS 1) |- ALy =10 /2
((p-2)/2-3 (721273}
r+l
= plEd’ | (-1) r!

3 {p-2)/2-31



=54=

bz)mPara j=p/2-1 ; bj=(q~1)(p+l)/2 conforme (4.8)
(4.3.17) BOj = Boj de (4.1.28)
(4.3.18) Doj = Doj de (4.1.29)
(r) _ (r)
(4.3.19) Doj = Doj de (4.1.30)
b3} Para j> p/2 ; bj= p(g-1)/2 conforme (4.8)
Considerando:
/
Boj = Boj ‘de (4.1.32)
(4.3.20) Doj = DOj de (4.1.33)
(r)’'_ (x)
Doj —Doj de (4.1.34)
“
Temos:
| a/2-1 -1/2
- nr  1p-2)/2-3} _ n N
(4.3.21) By = B, D7 = Boj { (p-2)/2-3}
{{p-2)/2-3}
(4.3.22) b, =pr v a2/2 @/ g L
I pe2)/2-5 (pe2)/2-3 7 p-2-2j
1 . T+l
(ry _ (x)'_ | _ . g-2 -1 '
{4.3.23) Doj = Boj (~1) r. e Bl (-1) r.
2 {{p-2)/2~3}
g-1

2{ (p-2) /2-3

}r*l
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r+l
- D(r) . (=1) r!
o3 r+1
2{(p-2)/2-3}

A fungao densidade f(w) e a fungao distribuigao acu-~
nulada F(w), sao iguais a (4.21) e (4.1.41) respectivamente, com

(a.~1-k) (b.~1-k)
os valores ay b. , A J ) 3

. substituidos pe-
3 o]

B .
oG]

los resultados obtidos para o 392 SUBCASO.



bL.4 - 4o SUBCASO:
Utilizando {3.17) chegamos nos seguintes resultados:

al) Para j=0,1,..., (p-1)/2-1 ; ajﬂq(j+l) conforme {4.9)

q (5+1) g (p=1) /2 (p=31/2

r (n r {{p-1)}/2-3} X T (i-3)
_ ' i=3+1

(4.4.1) Aoy

| q/2-1 371 g (i+1) (p-1) /2
{(p-1)/2-31} I (i-3) (p/2-3~1)
1=0
. (p-5)/2
(p/2-1-3) T T (i-3+1/2)
i=0

g-(p—1)/2
T

8'{{p-1)/2-3}

(p—3) /2

(4.4.2) C .= g(i+l) ¥(1) +{g-(p-1)/2}¥{(p-1)/2-3}+q } ¥(i—j
©J | i=j+1

(p-5)/2

+{g-(p-1)/2}¥(p/2-1-3) +q ) Y(i-9+1/2) - q/2-1
i=0 {(p-1)/2-3}

L. 2t-i

- g{i+l) _ _p-1

i=0 (i-9) 2 (p/2-3-1) (i,8)e A

{xr)

(4.4.3) COj

r+1
={-1) r! {é(j+l);(r+l,l)+{q—(p—l)/2};{r+l,(p—l)/2~j]

(p-3)/2

+q ) g{r+l,i-j)+{qg-(p~-1)/2}¢ (r+1,p/2-1~3)
i=9+1
(p-5)/2

) c(r+l,i-3+1/2) + —22L
120 R [ (p=1)/2-3)
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-1
q{i+l) ' p-1 L 2E-i
) + - 1 tleelp/a-geEEt
120 -PFY 0 2pp/2-3-1TY G@ioe a - 29
az) Para j=(p-1)/2 ; ajz(q-l) {(p+2)/2+1/2 conforme (4.9)

(q-1) (p+1)/2+1 g- (p-1) /2 (p=5)/2
r (1) t (-1/2).1 I' (i-p/2+1)
(4.4.4) A= 1=0
(B=3)/2 q(i+1) (p-1)/2
il {i- (p-1)/2} (-1/2) B* (0)
i=0
(4.4.5) coj'={@q41i{p+1)/2+1}w(1)+{q—(pul)/z}w<-1/2)
(p-5)/2 (p-3)/2 _
+q ¥(i-P/2+1) - § qi+l) +{p~-1)
i=0 i=0 (i-p/2+1/2)
2t-i,
- Y(1/2+ =5}
(i?t)e A 2q

r+l1
(4.4.6) c(?)m(—l) r! {}(q—l)(p+1}/2+l} glr+l,1) +{g-(p~1)/2}

o]
(p-5)/2 (p-3)/2 .
. (r+1,-1/2) +q ] £(r+l,i-p/2+1)+ § L
i=0 i=0 (i-p/2+1/2)
2(-1/2) (i,t)e A 2q
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a3) Para j > (p—-1)/2+1 ; aj=(q«l)(p+l)/2+l conforme (4.9)

{g—-1) (p+1)/2+1 g-(p-1)/2
T (1) r (p/2=3-1)
(4.4.7) Aojﬂ '
-1 (@-1) (p+1)/2+1 (p=3)/2 a(i+l)
i (i-3) Il {(i~-3)
i=(p-1)/2 _ i=0
(p~5)/2
I I (i-j+1/2)
i=0
g/2-1 (p-1)/2
(p/2-1/2-%) (p/2-3j-1) B’ (p/2-1/2-3)

(4.4.8) coj= {(g~1) (p+1) /2+1} Y(Ly+{g-(p~-1)/2}¥(p/2-5-1)

(p=5)/2 j-1
+q Y(i-§+1/2) - (g-1) (p+l) /2+1
1=0 1=(p-1)/2 i-3
(p-3)/2
- z g(i+l) _ g/2-1 __p-1
+=0 i-3 (p/2-1/2-3  p-2-23
., 2t-i
-1 ¥(p/2-3+ mga*)

(i,t)e A

r+1
(4.4.9) ‘T =(-1) r!{{krdj(p+l)/2+l} Z(r+1,1)+ {g-(p-1)/2}

o]
(p-5)/2

Z(r+l,p/2-i-1)+q |} . z(r+l,i-3+1/2)
i=0

j-1 (p=-3)/2

' (g=1) (p+1)/2+1 = q{i+1)
+ ] + 1
i=(p-1)/2 . (i-p**E =0 (i-3) 1



+

q/2-1 (p-1) _ 'E_, 2t-i
r+1 r+l {izt)é AC{I+1’2 37 &g}
(p/2~1/2~3) 2(p/2-1-3) '

b,) Para Jj=0,1,...,{(p-1)/2-2 ; bj=q(j+l), conforme (4.10)

q-(p-1) /2 B g g-pr1)/2 .
T (P/2*3/2—j) i§*+l r (i-j) T (p/z-l“j)
(4.4.10) Boy™ ; .‘3
(p-1y/2 71 g (i+1)
(p/2-3/2-3) (i-3)
_ i=0

(p—-3)/2 q

I I (i-3-1/2)

i=0

q/2-1
(p/2-1-3) B’ (p/2-1-3)
(p-5)/2
(4.4.11) D_.= q(3+1) ¥ (L +{g-(p-1)/2}¥{(p-3)/2-3} +q ] ¥Y(i=-j)
oJ { i=g+1
(p-3)/2
+{g- (p=1)/2}¥{ (p-2)/2-3} +q } Y(i-j+1/2)- —B=d
i=0 p-3-23
j-1 | |
i+1 2— . 2t-i

-5 . qli+l) _ _g/2-1 _ ) ¥{ (p=1) /2~5+ mga;}

1=0 1= p/2-1-3  (i,t)e A



r+1

(?)=(_1) r! {q{i+l) C(r+l,L)+{g-(p-1)/2}z{xr+l, (p~-3)/2-3}

(4.4.12) DOJ

(p-5)/2 ‘ _

+q ) r(r+l,i-j)+{g~(p-1) /2}¢{r+1, (p-2) /2-3}
i=43+1
(p-3)/2

+q 'Z
i=0

p-1

r+l

g(r+l,i-5-1/2) -
' 2(p/2-3/2-3)

-1

gli+l) - + g/2-1
(p/2-1-5) L

. 2t-1i
- z g{r+l, (p~1)/2-3 + '"""2*5%"}

bz) Para j=(p-1)/2-1 ; bj=q(p-l)/2 conforme (4.10)

(p—3)/2

(1/2) =1 I (i-p/2+1)
i=0

g- (p~1)/2
T

(4.4.13) B_.=

3 -
(p=5)/2 . qitl) a/2-1
I (i-p/2-3/2) (1/2} g (1/2)
i=0

(p-3) /2

(4.4.14) Doj= {g-1) (p=1) /2 ¥{(1)+{g-(p-1)/2}¥(1/2)+qg iéo ¥y (i-p/2+1

(p-5)/2

2t~1
”.Z
i=0

g{i+l) - (g-2) - z ¥ (1+ : )
(i-p/2~3/2) (i,t)e A d




r+l
(4.4.15) D5 =(-1) r:{é(q—l)(p—l)/z} z(r+1,1)+{g-(p-1)/2}g({r+1,1/2)

ok
(p—3)/2 (p-5})/2 (
. i+1)
+ r(r+l,i-p/2+1)+ g1
P oo (i-p/2-3/2)"*L
+ ..M. - - C(r.*m]_'j_.{. M)}
(1/2)" (17t)e A =

b,) Para j > (p~1)/2 ; bj=(q—l)(p-l)/2 conforme (4.10)

T (p/2~1-3) i r (i-j-1/2)
i=0

(4.4,.16) B .= -
ok ‘1
(p~1)/2 (g=1) (p~1) /2
(p/2~3/2-7) i (i=7)
i=(p=-3)/2

n (i-3) (p/2-1-3) B’ (p/2-1-3)

(4.4.17) Dojm {(a-1) (p-1)/2} ¥(1)+{g- (p-1)/2}¥(p/2-1-])

(p3)/2 - = 1) 1)
+q. ¥(i-j-1/2) - —B=L _ ¥ (g= .(‘.’
i=0 p-3-23 i=(p-3)/2 2 (1i-3)
(p-5)/2 o .
glitd) _g/2=1 _ j ¥{ (p-1)/2-3+ 2-';;3'}

120 i-3 p/2-1-3  (i,t)eA



52

! r+l ‘
(4.4.18) Y= (-1) ri{{(q"l)(p“l)/Z} g(r+l,1)#{q- (p~1)/2}

(p-3)/2

z(r+l,p/2-1-9)+ q z(r+l,i-j-1/2)+ p-1 —
i£0 2 (p/2-3/2-3)

-1  (p=5)/2
+ (g-1) (p-1) ) g(i+1)

ifp-31/2 20-9Ft g0 (i-) %t

+ q/2-1 ' - g{r+l,(pwl)/2*j+'2t_i} }
(9/2*1-3‘)“l (igt}e A 2q

A fungao densidade f(w) e a fungao distribuigao acumu

lada F(w), sac iguais a (4.21) e (4.1.41) respectivamente, com os

(aj-l—k) (bjwl-k)
valores aj ' bj ‘ Abj . Boj SubStltéldOS pelos re

sultados obtidos para o 49 SUBCASO..
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