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INTRODUÇAO 

r um resultado clássico que toda subâlgebra fechada de C(X;lR) 

é proximinal em C( X; F), X compacto. Este resultado foi estabelecido 

por Mazur que entretanto não publicou a demonstração. Posteriormen-

te Pelczynski e Semadeni publicaram demonstrações desse resultado. 

Diversas generalizações e extensões da proximinalidade das 

bras de funçÕes contÍnuas tem desde então aparecido na literatura. 

Uma primeira idéia é a de considerar funçÕes a valores veto-

ri ais, substituindo JR por um espaço de Banach E. Como neste caso 

CCX;E) perde a estrutura de álgebra, investiga-se a proximinalidade 

de subespaços vetoriais com propriedades extras que os tornam gene-

ralizações das sulJâlgebras. Nestu linha podemos citar a tese de J. 

3latter, ''G~to:thend{.ec.k -ópac.e~ in appnox-ima:t..lon The.oJr.lj", publicada na 

coleção 11 Memoirs o f the American Mathematical Societyn, n9 120 (1972). 

Outra idéia consiste em eeneralizar a noção de proximinalid~. 

dQ: em vez de perc;untu.r se Toda fu11çdo f possul uma melhor aproxim~ 

çao por elementos da álgebra A CC( X: JR), tem-se o problema de tel'(tar 

."?.j)roximar simultaneamente todas as funções pertencentes a um conju~ 

to limitado B CC( X; JR). Neste caso, podemos considerar até mesmo a 

,~J.gebr'a A = C( X; 1R). Como as melhore c-; aproximações dos elementos de 

l:3 por í\ sao conhcciJos como c'-:ntros de Chcbyshev de B relativos a 

A, ou simplesmente centros de Chebyshev de 1:3, se A for C( X; IR), di 

z'.::mos que se trat,t do problcnk:t da exi:.Jtência de tais centros. 

pr'imeiros a investigar essa questão foram os russos Garkavi, Kadets 

'~ Zamyatin) que estabeleceram que o espu.ço de Banuch C(X; JR), X com 



pucto de I-la urdo r f f, admite centros, isto é, C]_ uando 1\ :: C (X; JR) todo 

lirni tado B c C(X; JR) possul centro de Chebyshev. 

Quando A:: Cb(X;E), a existencia de centros de Chebyshev foi 

estudada por Ward (1974) nos casos: (a) X paracompacto e dim E <oo , 

E estritamente convexo; (b) X normal e E espaço de Hilbert. Estes 

resultados foram generalizados por /\mir ( 19 78) que provou (]_ue C(X;E) 

admite centros para X qualquer espaço topolÓgico e E um espaço de 

3unach uniformemente convexo. 1\nteriormente, Smith e Ward (l97S),h~ 

viam mostrado que todcJ. subâlgebra fechada A de C( X; IR) é tal que t~ 

dos os limitados B c C( X; IR) possuem centros de Chebyshev relativos 

a A; aqui X é um compacto de Haurdorff. Mach (1979), mostrou que 

nesse resultado X pode ser qualquer conjunto e A quall]_uer subálgc-

bra de 9..""' (X; IR) , o espaço das funções reals , limita das , definidas em 

X. 

Voltando ao caso de funções a valores vetoriais observamos 

que uma das generalizações mais interessantes da noção de subálec 

brade CbCX; IR) é a e1oção de â.Cge_bna poLtnomiaf de Cb(X;E), que CO.!::!_ 

têm como caso particular a noção de -Oube-Opaç.o de S:tonr_~(Ve.ie.fL-O~tJta.ó-6 

de CbCX;E). O trabalho já citado de Blatter/ e Yost (19 80) conside-

ram a proximinalidade de subespaços de Stone-VJeierstrass no caso em 

que E é um espaço de Lindl~nstrauss real. Olcch (1968) considerou a 

proximinalidade no caso em que E é um espaço de Banach uniformemen-

te convexo. Lau ( 19 79) generalizou este Último resulta do subs ti tuin 

por t= (X ;E). Mach ( 19 79) generalizou o resulta do de Oledl 

- -mostrando que os subespaços de Stone~I.Jc:ierstrass nao so sao proximi:_ 

nais mas admitem centros relativos de Chebyshev, quando E é uni for-

memen te convexo. 



Todos estes resultados da literatura sao casos particulares 

dos Teoremas 2.15 e 3.13 em que estabelecemos a propriedade dos ce~ 

tros de Chebyshev para âlgebras polinomiais (E uniformemente conve-

xo) e para espaços de Stone-Weierstrass (E Lindenstrauss real), res 

pectivamente. 

No Teorema 2.15 B pode ser qualquer limitado, e em 3.13 B -e 

compacto. 

Outro resultado clássico em Teoria dCJ. Aproximação é aquele 

que afirma ser o espaço dos operadores lineares compactos K(H) pr:::. 

ximinal no espaço de todos os operadores lineares limitados L(H) num 

espaço de Hilbert H. Esta conjectura de Blatter (1969) foi provada 

por Holmes e Kripke (1971). Posteriormente, Holmes, Scranton e Ward 

(1975) reobtiveram este resultado a partir do fato que todo n-iCeal 

r~ proximinal. De fato, Dixmier havia obtido em 1950 um resultado que 

afirma ser K(H) um M-ideal de L( H). A pa:r>tir desses resultados pa~ 

sou-se a investigar pare:3 de espaços de Banach E e F Lais qll2 l<(E;F) 

fosse proximinal em L(E;F), ou mais geralmente tais que K(E;F) tem 

a prorriedade dos centros de Chebyshev em L(.E;f). Por exemplo, se 

r:::: f:: Q. (l <p < oo), a proximinalicladc segue elo fato que K(Q.) e 
p p 

um i'í-ideal em L( .Q. ) , ou então por p:r'ova diretct devida u t1ach e ward 
p 

(1'378). Entretanto KC9.
1

) não c um M-ideal de 1(9.
1

): sua proximinali 

dade foi provada diretamente por Mach e '~'l]ard (1978), e por Yost 

(1980). O caso restante foi_ decidido negativamente: K(.Q.
00

) VLaO e pr~ 

ximinal em L(i
00

), Feder (1980). 

Lau (1979) provou que l<(E;F) e proximinal em L(E;F) quando E 

é uniformemente liso c F :: Cb( X), X topolSgico qualquer. Em 1978, 



~v. 

t-lach havia obtido esse resulta do para E um espaço de Hilbert, ou um 

espaço 9.. , l < p < oo, ou E :: 
p 

Yost (1979) provou que 

c 
o 

K(E;c ) ~um M-ideal em L(E;c ), 
o o 

para 

todo Banach E, generalizando um resultado correspondente de Henne-

feld: ê H-ideal de L(c ). 
o 

Recentemente, Deutach, Mach e Saa:tko.mp estabeleceram a prox~ 

minalidacle de KN(E;F~·:) em L(E:;r·''') onde KNCE;F:':) denota o conjuni;o 

:': 
dos operadores lineares T e L(E;F ) tais que dim T(E) < N. No capÍ-

tulo 4 consideramos o problema m!OllS geral de existência de centros 

de Chebyshev para subconjw1tos de operadores não necessariamente li 

neares; em particular espaços de polinômios homogêneos contínuos. 

Nosso principal resulta do, Te ore ma t~ • G , tem como corolários, entre 

outros, os seguintes resultados: toda álgebra de von Neumann de L(H) 

tem u. propriedade dos c~ntros de Chebyshev, !-!espaço de Hilbert; 

9mCE ;F:':) tem a propriedade dos centros de Chebyshev em ?CE;r'''); 

o?m ~ :': 
. r/E;F ) tem essa propriedade em r(E;r'''). Este Último resultado 

generaliza aquele anteriopmente citado de Deutsch, Mach e Saatkamp 

em duas direções: os operddores não sao mals necessariamente linea-

rcs e obtivemos a proprieda.de mais geral dos centros de Cllebyshev e 

nao apenas a proximinalidade. 

No capítulo 5 voltamos ao caso de operadores lineares e pr~ 

vamos que K( E; C
0 

(X)) tem a propriedade nos centros de Chebyshev em 

L( E; C (X)), quando E é um E_:Spaço de Banach uniformemente liso e X é 
o 

localmente compacto. Este resultado ê análogo ao resultado de .I:eutsch, 

Mach e Saatkamp, que afirma ser KN(E;C
0

(X)) proximinal em K(E;C0 (X)) 

;': 
quando E e, por exemplo, estritamente convexo. Nosso resultado tam 



bérn generaliza aquele de Lau, que obtivera a proximi.nalidade de 

i<(E;Cb(X)) em LCE;Cb(X)) com I uniformemente liso. 

---x---

v. 



CAPTTULO l 

~OTAÇOES E PRELIMINARES 

1.1 - OEFINIÇAO: Sejam (E,II 11) um espaço normado e W C. E um subcon-

junto não-vazio. Diz-se que W ê p~oximinaf em E quando para 

y € E, existe X € W tal que 

11 x-yll = in f ~ t-y~ 

t8W 

todo 

Indicaremos por P\/y) O c.onju.nto de tod0-6 0-6 x e W tal-6 que 

11 x-yll = in f ~ t-yll 

t€1< 

t claro que, W e proximinal significa que PW(y) ~ ~. para to 

do y 8 E. 

Ê fácil ver que todo subconjunto proxirninal é fechado. 

1.2 - DEFINIÇAO: Sejam (E, 11 11) um espaço normado e W cE um subcon-

junto não-vazio, Para cada subconj·unto limitado não-vazio B CE, de 

finimos o !laia de Chebqóhev de. E Jt.e.f..cctJ..vo a W por 

rad1/Bl = inf sup llx-yll 

x8WyeB 

.l. 



2. 

Os elementos de W onde o Ínfimo é assumido sao chamados c.en 

tJr..o~ de Che.by.she.v de. B ( c.om f[_e_.spe.ito a W). Denotaremos o conjunto 

de tais elementos por cent1.-J ( B ~. Cada elemento de cen t-~/ B) é também 

chamado uma melhor aproximação simultânea de 8 por elementos de W. 

1.3 OEFINIÇAO: Sejam E e W como na Definiçâo 1.2. Diz-se que 

.tem a pltopJtie.dade. doó c.e.n-tttO.ó Jte.f.ativo.!\. de. Che.by&he.v em E quando, 

para todo B CE limitado não-vazio, tem-se centW(B) t 0. Em particu

lctr, quando W "' E diz-se simplesmente que E adm,tte. c.e.n-Vwó de. Che~ 

Tomemos B:: {y} na definição 1.2. Então 

radH ( B) o infll t-yl! o dist(y,H) 

t€W 

e 

centw(B) o P,w(y). 

Fol'tanto, todo VJ que tem Ll propriedade dos centros relativos Oe Che 

byst1ev em E é proximinal em E. 

Consideraremos nesta Tese, os seguintes tipos ele problemas, 

uma vez dado o espaço norma do (E, 11 ]] ) : 

19) determinar se (l~,]]]]) admite cent'f'OS de Chebyshev; 

29) dado W CE, determinar se VV tem a propriedüde dos centros 

relativos de Chcbyshev em E; 

39) dado W c.E, determinar se W é proximjnal em E; 

49) dado W CE, determinar a maior classe de limitados B c E 

tais que cent
1
/B) i- (J. 



3. 

Coletamos a segulr as principais notações e definições, e a! 

r; uns resulta dos preliminares , necessários para a compreensão dos enun 

ciados dos capítulos posteriores. 

Caso não se esfecifique, todos os espaços vetoriais conside 

rados, serao espaços vetoriais sobre ~ ( lli ~~ou~). 

Se (E, 11 11) é um espaço normado, x e E e r > O, escrevemos 

B(x,r) = {y € E; [[y-x[l <r} 

e 

B(x,r) = {y € E; [[y-x[l < r} 

Se E e F são espaços vetoriais topolÔgicos, denotaremos por 

L(E;F) o espaço vetorial das aplicações lineares e -contu1uas de 

E em f; em particular, L( E;]() será indicado por E'. A topologia 

fraca, definida em E por um sistema dual entre E e F, será denotada 

poro(E,F). 

Se X e um conjunto não-vazio e (E, 11 []) e um espaço norrnado, 

indicaremos por ~ 00 (X;E) o espaço nor•mado de todas as aplicélçÕes li 

mitadas de X em E com a norma do supremo: 

~fll = sup llf<x)ll 

x€X 

para todo f € tro(X;E). 

Quando X =lli::: {0,1,2,3, ... } e E::: IK, escrevemos simplesmen-

te t
00 

em vez de t
00

(J;\J; JK). 

Se X é um espaço topolÓgico 
- . 

nao-vazlo, -e E e um espaço veto-



4. 

rial topolÓgico, indicaremos por C(X;E) o espaço vetorial de todas 

as aplicações contínuas de X em E. O subespaço vetorial de C(X;E) 

de todas as aplicações contÍnuas e limitadas de X em E será indica-

do por Cb(X;E). Recordamos que f: X -+E é dita limitada se f( X) é um 

subconjunto limitado de E. Quando E for normado tem-se, evidentemen 

te , 

e Cb(X;E), neste caso, sera sempre considerado como subespaço norma 

do de i
00

(X;:C). 

Outro subespaço vetorial interessante de C( X;E) aquele 

co~1stituido pelas aplicações f € C(X;E) que são nulas no infinito, 

isto é, tais que dada uma vizinhança V da or1.gem de E, existe um 

compacto K c X tal que f(x) E V para todo x e l<. Indicaremos por 

C (X;E) tal subespaço. Observemos que 
o 

r. claro que C
0

(X;E) só tem interesse real no caso em que X 

-e localmente compacto. 

Quando E é normado, sempre consideraremos C
0

(X;E) como sube_§_ 

paço normado de Cb(X;E) ou, o que é o mesmo, como subespaço normado 

de t (X;E). 
ro 

1.4 - DEFINIÇAO; Um espaço norrnado (E, 11 11) é uni6onme.me.n.te. c.onve.xo 



5. 

se pura cada~, O< E< 2, existe à(c) >O tal que se x,y € E , 

!lx 11 ° 11 Yll o l e 11 11 
1

'1 'I x-y > c então 2, x+y 1 < l- 6(E:). 

Os espaços L e K. com l<p< = e>ão exemplos de espaços unifor 
p p 

memente convexos (ver Clarkson [4] c Diestel [7]). 

1. 5 - DEFINIÇAO: Um espaço normado (E, 11 li) é un.-L6onme.me.nte t-L~o se 

a norma de E é uniformemente Fréchet-diferenciável (fora da origem), 

isto é, 

11 xHy~ - 11 xll 
À 

existe uniformemente para x ,y € L com 11 x[j = 11 yjj = 1. 

1.6 - OBSERVAÇAO: Vale o seguinte resultado: Seja (E, 11 IIJ um espa-

ço de Banach. Então E é uniformemente liso se, c somente se, o dual 

E' de E é uniformemente convexo. (Para uma demonstração ver, por 

exemplo, Diestel [1], Theorem 1, pag. 36). 

São exemplos de espaços uniformemente lisos os I" e 0 

l-' "p ' 
com 

1 < p < 00 

l. 7 - DEFINIÇ.O:O: Um eõpaço de Lútden6tna'"'~ -e um espaço de Banach 

cujo dual é isometricamente isomorfo a um espaço L
1
<s, L, u). 

Linden:straus:s [21], Theorcm 6.1, obteve a seguinte carctcteri 

zaçao: 



5. 

1. 8 - TEOREMA: Um e.bpaço de Banach Jte.at E ê. um e..opaç.o de. Linde.n.o-

-tnatt.:'l-6 .!>e, e -6ome~tte .oe, .toda c.o.te.ç.ão de. boLa-& 6e.c.hada.o de. E, -<..nte.~ 

c.e.pt.ando-.t.e. dua-s a du.a-6 e c.u.jo c.onjurt-to do.6 c.e.n.t!Lo.o ê. Jtefa:tivame.vtte. 

c.ompac.to tem {n.te.Jt.oe.ç.íio - . 
nao-vaz..ta. 

1.9 - DEFINIÇAO: Seja (E, 11 11) um espaço de Banach. Dizemos que E 

peJtt:enc.e ã c..ta.t.õe. P
1 

se, para cada espaço de Banach F contendo E co 

mo subespaço normado, existe uma pro]eçao linear e contínua P de r 

sobre L de norma \\ P\1 :: 1. 

l .1 O - DEFINIÇAO: Diz-se que um espaço normado (E, 11 11) tem a p~o-

p11_{.cdade. da e.x.te.~tl.lão se para cada espaço normado (G, il 11) e cada ow 

,o:::;;paço vetorial F de G, toda transformação linear e 1.:ont.Ínu<t f: F-+ E 

teu pelo menos uma extensõ.o f: G +E que é linear, contínua e iifll:: I\ f[[. 

1.11 - OBSERVAÇAO: Um espaço de Banach (E, 1/ ]]) tem a propriedade 

da extensão se, e sómente se, pertence à cla:3se Pl. (Nachbin, [28]). 

Um espaço de Bana.ch E tem a propriedade da extensÕ.o se, e so 

:-;c, é i.sometricamente isomorfo a um C( S; TIO, onde S é um compacto 

de Hausdorff e.xtremame:1te desconexo (isto é, o fecho de um aberto 

de S '-~aberto em S). tlo cctso TI< = JJ\, este re.sultudo foi estabeleci 

c~o por l<elley [19], complementando rec..;ultados de Nachbin [28] e Goo_g 

ner [14] que faziam a hipótese de exi~tir um ponto ext:c'emal na bola 

unitária de E. No caso TI< ::; lf, a caracterização acima é devida a 

Hasumi [15]. 

No caso n< = IR, Nachbin [28] demonstrou que a propriedade da 
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extensão ê equivalente à propriedade da interseção binária. Ou se 

-Ja, para um espaço de Banach real E, sao equivalentes: 

(a) E tem a propriedade da extensão 

(b) E pertence a classe P
1 

(c) E é isometricamente isomorfo a um espaço C(S; IR) onde S 

-e um compacto de Hausdorff extremamente desconexo. 

( d) toda coleção de bolas fechadas de E, que se intersecio-

nam duas a duas, tem interseção não-vazia. 

1.12- DEFINIÇAO: Sejam X um espaço topol6gico e E um espaço veto-

r'ial topológico localmente convexo. Diz-se que um subespaço vetorial 

I,!J c C( X; E) é uma ât9e.b!La poLénom.ia.t se 

A o {y o 8 y € E', g e W} 

ê uma subálgebra de C( X; IK) tal que A ® E cw. 

Uma álgebra polinomi,1l 1/J é clitd auto-ad-junto se a subâlgeLra 

i\. e auto-adjunta. 

Uma referencia básica para álr;ebn1::: polinomiaic:; é Prolla [n]. 

1.13 -DEFINIÇAO: Sejum X um co;paço topolór,ico e E um espaço norJTBdo. 

Um subespaço vetorial W c Cb(X;E) é um .t,ube..t,paç_o de. S.tone.-Weic.Mtlw .. M 

~c exÜite um espaço topolÕr;ico Y e umu sobrejeçâo contÍnuu e fecha 

da 11: X-+ Y tais que 

~V={f,O'IT 
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1.14 - OBSERVAÇJI.O: Se X é um espaço paracompacto e 1T: X+ Y e uma 

sobrejeção contínua e fechada então Y é paracompacto (ver Dugundji 

1.15 - PROPOS!ÇKO: Sejam X um ••paço ~opol5gloo o (E, i ll um eapa

ç.o noftmado. Todo .óu.be.bpaç.o de Stone.-Weie.Jt.ótf!.Ct6.ó W de Cb(X;E) ê uma 

â.tge.btta. po.finorn..i.a.t 6e.c.hada e auto-adjunta. 

DEMONSTRAÇAO: Seja W um tal subespaço. Por l.l3l 

Wo{gon g € S,CY;El} 

onde Y é um espaço topolÓ8ico e TI X -~ Y uma sobrejeção contÍnua e 

fechada. Seja 

A o (y o f y e E' , f € W} 

1: fácil ver' que A ê uma subâlgebra de C( X; ]<). 

Sejam y o f E A e s € E. Queremos mostrar que (y o f) Q9s E W. 

Seja g 8 Cb(Y;E) tal que f = g o n) e seJa (y o g)@ s € Cb(Y;E). 

?or 1.13, ((y o g) ® s) o 1T 8 W. Como 

((y o [) Qél s) (x) o y(f(x))s 

o y(g(nx))s 

o [C (y o v,)@ s) o n]Cxl 
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para todo x 8 E, temos que 

(y o f) ® s 8 w 

Provemos que a subâlgebra A é auto-adjunta. Seja pois y o f e A. 

Então f ~ ~ o n para alguma r, € Cb(Y;E), e ainda 

y O f :: y O g O TI = (y O g) O TI. 

Por outro lado, se v 8 E, v 7 O temos 

w = y o f ®v = ((y o g) o n) ® v 

c (y o g (Xl v) o ·rr 

Logo, w 8 w pülS Yo g @ v e Cb(Y;E). Tomando l/J e E' com lJ;(v) :: 1 

resulta que 

\)Jow=yof 

pertence a A. 

que fn -+ f na noPmd do supremo. l'nra caclc± x € X, 

fn e 1
.-/, temos que fn = gn o TI onde f,n e Cb(Y;E). 

f (x) -~f(x). 
[] 

Segue-se que, • (u(x)) ~ [(x) em E, para cada x € X. 
~[] 

Seja y e Y. I:xiste X t X tal que y = n(x). 

Como 

I ' 
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Definimos g(y) = f(x). Suponhamos que TI(X) :: lT(x'). Para todo 

n E IN, g ( 1T ( x) ) = g ( n ( x' ) ) e segue daÍ que fn ( x) = fn ( x 1 ) • 
n n ' 

Como 

E é de Hausdorff, resulta da unicidade do limite que f(x) = f(x'). 

Portanto, g(rr(x)} = g(n(x')). Como n é contÍnua e fechada
1

g e Cb(Y;E). 

Além disso, g o n = f, o que significa que f € W. Portanto, w -e 

fechado. 

1 . 1 6 DEFINIÇAO: Sejam X e Y espaços topolÓgicos e denotemos por 

f(Y) o conjunto das partes não-vazias de Y. Uma aplicação$: X-+f(Y) 

é chamada de pontadon: 

Um portador til: X-+f(Y) é dito .t.e.mic_ont:Zvwo út6e.JtioJtme.n.te. se 

para todo aberto G c. Y, o conjunto {x € X ; ~(x) n G 'f 17} é aberto 

em X. 

Uma .t.e.le.ç.ão cont.Irwa y pura o portador 1J: X .. ;.f(Y) é uma upli:_ 

caçao contÍnua y: X-+ Y tal que y(x) € 0(x), para todo x € X. 

1.17 - TEOREMA: (Michael [27], Thcorcm l). Se.ja X um e.hpaç_a paJta-

~ampa~to. Toda poJttadoJt he.m~~ant1nu.a ~n6e.Jt~aJtme.nte. ~ de X no conJU.~ 

to da,[) pa!tte.-!:. fie.chada.t.
1 

c..onve.x.a.t. e 11ão-vazia.ó de. u.m e..ópaç_o de. Banach 

Y, admite. u.ma he.i'.e.ç_ão c.ont1nu.a. 

1.18- OBSERVAÇAO: Na demonstração (iO Teorema 1.17 feita por Michael, 

observamos que, se para todo x 8 X, o conjunto ~(x) é limitado em 

Y pela mesma constante M > O, então a seleçêi.o obtida para <1J é contÍ 

~1 ua e limita da. 
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1 .19 - OBSERVAÇJ\0: Vale o seguinte resultado: Seja ~: X -+ f(Y) um 

portador semicontínuo inferiormente. Sejam a € Y e Z c X um subcon 

jtmtO fechado não-vazio tais que a € <!J(x), para todo X € Z. 

o portador 4.l
1

: X+ f(Y) definido por: 

Então, 

ó(x} se X € X\ z 

{a} se X € Z 

é também semicontínuo inferiormente. 

Com efeito, por Michael (?7], Proposition 2.1 e suficiente 

mostrar que dados x
0 

€ X, y € 1J
1 

(x
0

) e umd vizinhança V de y em Y, 

existe uma vizinhança U de x
0 

em X tal que rJJ
1 

(x) n V 1- 11, para to 

do X € U, 

19) Se x € Z então y = u € cfl(x ). Como <Pé scmicontínua lll 
o o 

feriormente, pela mesma Proposição existe uma vizinhança 

U de x em X tal que \fl(x) n V i 0, para todo x € U. 
o 

Seja x € U. Se x € Z , 11
1 

( x) n V = {a} i- rJ . 

Por outro lado, se X € X' z, temos ipl (x) n v :: Hx) nv i 1}, 

29) Se x 
o 

~ X" 'l então y E ~(x ), e peJa scmicontinuidade in 
o -

feri ar de 4>, existe uma vizinhança u
1 

de x
0 

em X tal que 

41(x) (1 V # 0, po.ra todo x f; U. Por outro lado, como Z é 

fechado em X, exi~3tc uma vizinhança u2 de x em X tal que 
- o 

Como lJ n (X " Z) = r2, temos 

··~ 
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para todo x € U. 

---x---



'---

CA P1T UL O 2 

MELHOR APROXIMAÇAO SIMULT~NEA DE FUNÇOES 

LIMITADAS POR FUNÇDES CONT1NUAS 

2.1 - DEFINIÇAD: Seja (E, li 11) um espaço normado. Para 

denotaremos por EE a aplicação definidu por: 

EE(u,v) = v, se llu-v[l < E 

cada E > O, 

_c __ v, se llu-vll> E 

11 u-vll 

para todo (u,v) 8 E x E. 

Observemos que a aplicação E é contínua, 
E 

O e ajnda: 

para todo (u,v) € Ex E. Mais ainda, E (u,v) é umu c..omb-i.naç.ão c..onve. 
E 

xa de u e v. 

2.2 - DEFINIÇAO: Sejam (E,[l 11) um espaço normado e M CE um subconjUQ. 

to não-vazio. Diz-se que a patt (C,M) te.m a pttaptúe_dade (P) se as se 

guintes condições estiverem satisfeitas: 

1) EE(u,v) € M, para todo E > O e (u,v) € M x M, 

2) Dados r > O, s > O exi:>tir 6 = é:i(s) > O tal que 

Bcu,r+é:i) n Bcv,r+9) c BCE (u,v)' r+9) 
c 

para todo 0 < 6 < ô e (u,v) € M x M . 

. 13. 

"' 
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Quando o par (E,E) tem a propriedade aclma, diz-se que o e~-

pa~o (E, 11 11) hm a p!top!t.i.edade ( Ql. 

A definição da propriedade ( P) dada aclma foi sugerida por 

propriedade análoga introduzida por Mach [2.~. 

Segundo Mach (23.], dados um espaço normado E, e um subconj~ 

to McE, diz-se que o par (E,M) tem a propriedade (P
1

) (respectiva 

mente CP 2 )) se, dados r> O, s >O, existirem 6(t:) >O e uma função 

(respectivamente, contínua) h: M x M-+1'1 tais que: 

llh(x,y) - xll < ê 

e 

B(x,r+o(E)) n B(y,r+8) c B(h(x,y), r+O) 

parA. todo x,y 8 M e [0[ < ô(c). 

2.3- EXEMPLO: Sejam (E,[[ 11) um espaço normado uni6oJtme.me.11te. c.onve. 

xo e M C E um .oubc_onjun:to c.011ve.xo. O par (E,M) tem a propriedade (P). 

(ver Hach [2 3] , Proposi tion l). Em purticular, o espaço (E, 11 11) tem 

a propriedade (Q), quando E é uniformemePte convexo. 

2.4- LEMA: Soja (E,II IIJ um e•paço noJtmado eom a pJtopJtüdade (Q). 

PaJta todo -5ubc.ovtjun-to M de. E -5at-th 6aze.ndo a c.ovtcüç.ão 1) da de.fi,Cvt-t-

ç.ão 2.2, opa~ CE,M) t~m a pnopnie.dade. (P). 

DEMONSTRAÇAO: A condição 2) da d8finição 2.2 aplicada ao par (E,M) 

(: um caso particular da sua análoga para (E,E). 
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2.5 - OBSERVAÇ~O: Se X é um conjunto e (E,[[ [I) um espaço 

normado, consideraremos sempre o espaço 9..
00

(X;E) munido da no11.ma do 

h upne..mo: 

[[fi!" sup{[[f(xl[[; x e X) 

-para toda f 8 i
00

(X;E). Quando E e um espaço de Banach, o mesmo acon 

tece com 9..
00

(X;E). 

2.6- DEFINIÇJ\0: Sejam X e (E,[[ lll como na Observação 2,5, e E> O. 

Seja Es como na definição 2.1. Se f,g 8 ~oo(X;E), denotaremos por 

~·~ 
E (f,g) a aplicação definida por: 

E 

para todo x 8 X. 

Observemos que 8 9..
00

(X;E). Em particular, -se X e um es 

paço topolÓgico e f,g € Cb(X;E), então r:;cf,g) € Cb(X;E). 

O seguinte resultado, devido a Mach [2 3], é fundamental no 

decorrer deste capítulo, e por- esse motivo, apresentaremos aqul o 

seu enunciado. 

2.7- LEMA: (Mach [23], Theorem 2). Sejam [F,[[[II um Cópa~o no~mado 

e. V cF um Dubc.avtju.ato c.omp.te.to. Se. o paJt. (F, V) te.m a p!t.optvi.e.dade. (P 1) 

então V .tem a p!t.oplt-ieda.de do.õ c.e11L'to.6 hetativo.õ de. Che.by.õhe.v em F. 

2.8- TEOREMA: Sejam X um c.onJun.to vtão-vazio e (E,[[ lll um Mpaç.o 110~ 

mado (Jte..~pec.tivame.n.te., de Banac.h) c.otn a pJtopJt.iedade (Q_). Seja WCQ,
00

(X;E) 

'l ! 
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um ,~ubconjun.to c.ompfe.to {ne..-6pe.cA:-i.vame.n.te., /Íe.c.hado) e .óuponhamOI.:! que. 

pata to do s > O e f, g 8 1:J r., e -tenha F:~·: (f ,g) Q IV. Então Vi .tem a 
s 

p!to-

p!Liedade. do.6 c.e.nt:Jto-6 Jte..ta:tivoó de. Che_by,5he.v em 9..
00

(X;[) e, a 6oJL:tÁ..!!_ 

lti, é p!tox-i.m-lna.t em f [X;E). 
00 

DEMONSTRAÇAO: Sejam r> O, E >O. Seja 6 :: 6(c:) >O existente pela 

propriedade 

do 

(Q). Podemos definir uma aplicação H : Wxi.>J-+- W, 
s 

H (f ) E\f ) E ,g :: E ,g 

colocan 

para todo f ,g € ~\1. Resulta das propriedades da aplicação E que 
E 

= sup{]]r.E(f(x), 8(x)) - f(xl]]; x 8 X) 

< E 

para todo f,G € W. 

Por outro lado, se O < 8 < 6 e f,E € W então 

h e B(f,r+6) nB(g,r+8) implica que para todo X e X, 

h(x) e 8(f(x)' r+6) nG(g(x) l I'+8) 

Pela parte 2) da propriedade ( Q), vem 

h(x) € i3CE (f(x), g(x)), r+O) 
c 

para todo X € X. Portanto 

h E BCH 0 (f,g), r+el 
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Como ~~ é completo, basta aplicar o Lema 2. 7 e a demonstração está 

completa. 

2.9- COROLARIO: Sejam X um conjunto não-vaúo e (E,II 111 um e;,paço 

de Bana_ch com a pnopJÚeda_de (Q). Todo tro(X;JKI - õubmóduto 6tchado W 

de t
00 

I X; E) t:.m a pnop4edade do;, centno;, fletaúvo6 de Cheby;,hev em 

too (X; E) e, e.m paJttic.u.tan, ê. p!to xirninat e.m 9.
00 

(X; r:) . 

DEMONSTRAÇAO: Sejam f,g e W e c > O. Consideremos a função real B
2 

definida por 

l, se I tI < c, 

E 

t 
se I tI > E 

Observando a definição 2. l c utilizando a função 1\:: aclma 1 p~ 

demos escrever 

para todo x 8 X. 

Usando a notaçao 

<li f (x) o S C li f(x) - g(xlll) 
E , , g E 

resulta que \jJ f !2 .\1,
00

(X;TIO, e ainda pela definição 2.6, 
E' 'g 

f + ~ f . (g-f) 
E ' 'g 

Como W é Q,oo (X ;TIO - submodulo, segue daÍ que 
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E''cr g) e w 
E ' 

Basta aplicar agora o Teorema 2.8. 

2.10 -TEOREMA: Sejam X um eapa;o topol5gLoo • [X,[[ ~I um eapa;o de 

Banach com a p!!..opnle.dade. {Q). Seja \·.J c Cb(X;E) um 6ubco1tjun.:to {Jecha

do :taf que. pa!ta :todos> O e. f,g GI.-J -&e :te.nhaE;{f,g) i; 1d. Então lrJ 

:tem a p!topJúedade_ do6 ce.vdJto.,s heta:tivo.,s de Che.byf..he.v em Q.
00

(X;E) e, 

a 6oJtti .. oJti, e.m Cb (X;E). Em paJtt-tcutaJt, W é. p!toxlminat em !/.,= lx iE) e, 

a 6ott:t.Lon-L, em Cb (X;E). 

DEMONSTRAÇAO: Como C~(X;E) é completo, o mesmo ocorre com W, e ore 

sultado ser;ue do Teorema 2.8. 

2. ll - COROLARIO: Sejam X e Ir:. li 111 o amo no Teanema 2. I O. Então 

te111 a. pltop!tie.dade. doJ.J ce.n:tfto<'> Jte.taLévob de_ Clteblf6hev e.m 

DEMONSTRAÇ]I;Q: \.J:: C, CX;E) satisfaz as hipóteses do Teorema 2.10. 
0 

Observemos que, seGue-se do Corolário 2.11 que, se E e: um eb 

paço de. Banach u.ni.6oJtme.me.nte. convexo e. X ê quatque.Jt e.hpaç_o topotõgi. 

c..o, c:ntão C.IH Cb (X;E-), todo ,~u.bc.onjun.to .t-imi..tado e. não-vazi.o te.m um 

Chebythev. 

l~~->te resultado eleve-se a D. Amir C[l], Theorem 2). Antcr.iormente, 

J .D. ':Jard [35] havia provado e~·; se resultado nos casos particulares 

em que: l) E é um espa(;o estritamente convexo e de dimensão finitél 

' 
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(logo uniformemente convexo) e X e paracompacto; 2) E e um espaço 

de Hilbert e X é normal. 

Quando X é c.ompac..to e E = JR, segue-se do Corolário 2 .ll que 

C(X; IR) admite. c.e.n-t~w.o de. Che.byóhe.v. Quando X = [a,b]c.IR, este re

sultado deve-se a I. M. Kadets e V. Zamyatin [18]. 

2.12- TEOREMA: Sejam X um e1>paço topolôgüo e (E,II lll um ei>paço de 

Banac.h com a p~op~ie.dade. (Q). Todo ~ube.6paco ve.tonial 6e.c.hado 

'dCCb(X;EJ que. ê. um Cb(X; IK) - môduto te.m a pnopJti..e.dade. do.o c.e.ntno,o 

phoximif'lctl e.m 

DEMONSTRAÇAO: Análoga ã do Corolário 2.9 com a obser,vação que as fun 

-çoes Li empregadas pertencem agora ao espaço c0 CX; IK). 

Gostd:!:'Íamo:.:; ele observar que o Teopema 2.12 f~12neraliza o Coro 

l~rio 2.11. Al~m disso, segue-se do Teorema 2.12 que, se E~ um e.-6 

paço de. Banach un;.6oJt.meme.n~c- c.onve.xo e. X ê qua-C.que.Jt. e.ópaç.o tupolôg~ 

c.o, todo Cb(X; IK) - mOduio 6e.c.hado \'J C:C!.
1

(X;E) te.m a ph.opJU.e.dade. doó 

c.e.ntJt.oó Jt.e..tat;.voó de. Che.b~f.óhe.v em t""' (X; :t~). Este resulta do deve-se a 

Ka-Sing Lau C[20], Theorem 4.Lf) e, é claro, generaliza o resultado 

c i ta do acima de D. Amir. 

2.13- COROLARIO: Sejam Se [l~,l! IJI como »o TeoMma 2.11. E»ÜO, to 

do C( X; [o, 1]) - môduto convexo e. 6e.c.hado IV c Cb (X; E} tem a p!t.opJt.ie.d~ 

de. doó c.e.nth.oó fU! .. .tativoó de Che.byóhe.v e.m 2-
00

(X;E) e., a 6oJt.tioJU., e. 

pJt.o x .. i.m;.naf e.m t""' ( X; L) . 
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DEMONSTRAÇAO: Recordamos que H é um Cb(X; IJ<) - mÓdulo convexo se p~ 

ra todo f,g 8 W e todo i3 8 Cb(X; TIO, tem-se que (1-B)f + Bg 8 W. 

Se f ,g 8 W e s > O, usando a mesma notação que na demonstra-

ção do Corolário 2.9, temos: 

f + w f . (g-f) 
E ' 'g 

= (l - w. f gl f + •• f g . g 
' ' ' ' 

onde 1/! f 8 C( X; [o ,1]). Portanto, 
s' 'g 

E''cf,gl e'" 
E 

e o resultado segue do Teorema 2. 8. 

2.14 - COROL~RIO: Sejam X um e·>paço tapo{Ógico e IE,/1 111 um ehpaço 

de Bana~h com a p40phie.dade (Q). Seja Z eX um .6ubconjunto /Íe.c.ha~ 

do e nao-vaz~o. Entao 

W = {f € Cb(X;E); fjz- O} 

te.m a pito p!Úe da de do.6 c.e.ntfto.6 Jte..tati. vo.6 de. C h e_b ijl;, h e v em Q.oo (X ;E} e, 

a 6oJttioJt-i-, é )Jftoximlnaf em Q,co(X;L). 

DEMONSTRAÇM: Se f ,g € W e s >O, como E (0,0) ~O, 
E 

rcsul ta que 
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)': 
E (f,g) € W. Basta aplicar o Teorema 2.8. 

E 

Uma demonstL'clC:ão da proximina.liclade ele tuiG subspaços, qua!_!. 

do E é um espaço de Banach qualquer, foi feita por Yost ( [36], Pro 

position 2.4) através de propriedade elas n-bolas. 

2.15 - TEOREMA: Sejam X um eapaço oompaoto e (E,[[ [[I um eapaço de 

Banac.h c.om a p!tap!tJ..e.dade. (Q). Toda éi.tge.bna po.tinamJ..ai 6e.c.hada e. au

to-adjunta \ . ..JCC(X;El te.m a pll..optU..e.dade. dof.l c.e.n-tlwb ne..taLtvo-5 de Che. 

byhhe.v em 9..c.o(X;E) e., em pah...Ü.c.uiaJt, ê. pnox-imi.11af e.m Q.co(X;E). 

DEMONSTRAÇAO: Sejam f,g e W e E >O. Seja x € X e suponhamos que p~ 

tYl todo h ~ W se tenha h(x) :: O. Então 

E (0,0) c O 
E 

Por outro lado, se x,y € X e h(x) :: h(y) para todo h € W, 

da definição de 1: :': ( f, g) que 
E . 

resulta 

Pelo Teorema de Stone-Weierstrass para álgebras polinomiais, 

temos que E
1

,

1

(f,g) € W. Basta aplicar o Teorema 2.8. 

2.16- COROLARIO: Sejam X c (E,[[ [[I oomo "" Tootr.ema 2.15. Todo õuÉ_ 

e.hpaç.o de. Sto~te.-We.-ie.Jud:Jtahh IV de. C(X;E) te.m a p!topn-ie.dade. do.6 c.2.n

tfw.6 Jte.l.at-ivoh de. Chebyllhe._v em 9..oo(X;E) e, a 6oJt:ti..oJtJ.., ê. pltox-imúta.t 

em 9.. (X; E). 
00 

,, 
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DEMONSTRAÇAO: Imediata a partir do Corol~rio 2.15 e da Proposiç~o 

l. 15. 

Segue-se do Corolário 2.16 que se x- ê um e..6paç.o c.ompac..to e 

{E, li 11) é. um e.ópaç_o de. Bavtac.h unióoft.me.me.nte. c.onve.xo então :todo óub

e_;.,paç.o de. S:tone.-We.i.e.iú:tJta.ó-6 de. C(X;E) tem a p!Lop!U._e.dade. do.õ c.e.~t.tJLo-6 

IU' .. tat"-LV0-6 de Che.byJhe.v e.m l=(X;E) e., a /ÍOILtioJLi, e.m C(X;E). Olecll. 

CJ1g], Theorem 2) havia provado a proximinalidade de tais subespa

ços em C( X; E). Mach ( [24], Theorem 1.4) generalizou o resultado de 

Olech para a existencia de centroG relativos de Chebyshev (em C( X; E)). 

2.17 - CORDLARIO: Se.ja X um e_,spaç_o c.ompac..to. Toda .t.ubâLge.bJLa te.c.h!3:. 

da e. auto-adjunta A de_ c( X; TK) tem a p!topJtiedade do0 c.e.n:t,'1.M• Jte . .ta:t.-é 

vos de Che.btj.óhe.v e.m Q.
00

(X; I<) e., a JoJt:tj_oJti, e_m qua.tque.n 

de_ 1= ( X; JK) Que. c. o nte.nha A. 

DEMONSTRAÇAO: ]}( é uniformementl2. convexo quando munido de ::;eu Vcilor 

absoluto usual c, em C( X; TIO us noções de subâlgcbra e de 

polinomial coincidem. 

2.18 - COROLARIO: Se..ja X um conjunto não-vazio. Toda DubéLtge..bJta 6~ 

chada e auto-adjunta A de. Q.
00

( X; lJ\) tem a pJtopJt..ie.dade. do-0 c.entJto-0 de. 

Cltebyõhe.v e.m 1 (X; IK). Em patrLi.c.uf.aJt, De. X e: um e.Dpaç.o topof.Õgic.o , 
00 

toda õubãf.ge.bJta 6e..chada e. auto-adju11ta A de Cb ( Xj :n<) te.rn a p!topJt-i.~ 

dade. do-6 c.e.ntJto-6 Jte..C.at-i.vo-6 de. Che.by-6he.v e.m 9,=( X; TI\). 
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DEMONSTRAÇJ'\0; Consideremos Xd o espaço topolÓgico obtido munindo X 

da topologia discreta. Então 

Como Xd é completamente regular e de Hausdorff, Cb(Xd; JR) é isome

tricamente isomorfo como c:':-álgebra à álgebra C( SXd; DO, e o resul

tado segue do Corolário 2.17. 

Quando X é um espaço topolÓgico, qualquer sub álgebra fechada 

de c
0

(X;]() é fechada em R..
00

(X;JJ<), e o resultado segue da primeira 

parte. 

Observemos que, quando TI< :: JR e X ê: c.ompac.to, segue-se do Co 

rolârio 2.18 que :toda .õubâ.tge.b!La &ec.hada A cC[X; IR) te.m a p!Lop!U.e.d~ 

de do.õ cen.tlt.0-6 !Le..ta.U..vo-6 de Che.by6he.v e.m C(X; IR). Este resultado de 

ve-se a Smith e \l]ard C[34], Theorem lL Em particular, toda subálge 

bra fechada de C( X; JR) é proximinal em C( X; ]J\). Este resulta do foi 

estabelecido por A. Pelczyn.'Ok.'L (ver também a prova C in é di ta) 

devida a S. Mazur, e que Semadeni publicou em seu livro [33], pag. 

12 4). 

Yost ( [36] Corollary 2. 3) estuLeleceu que todu subâlgebra. fe 

chada de CCX; :IR) tem a propriedade das 1} bolas e, portanto, é pro

ximinal em C( X; IR). 

2.19 EXEMPLO: Seja X um conjunto não-vazio. Consideremos o reticula 

do de Banach .Q.
00

(X; IR). Para cada E > O, a função]\ pode ser escrl 

ta 

,,, 
' I 



24. 

v se I u -v [ < E , 

u+svse[u-v[>r:: 

para todo u,v E: IR. Consequentemente, se f,g 8 t
00

(X; IR) podemos re-

presentar a função m''Cf,g) por 
E 

JR*(f,g) = sup(inf(g,f+s), f-c:) 
E 

Desta representação e do Teorema 2. 8 decorre o seguinte resultado 

2.20 - PROPOSIÇAO: Seja X um ~onjun~o n~o-vazio. Todo ~e~i~ulado 6~ 

c.lwdo L c .1!..
00

(X; IR) :ta.t que. pafta :todo f Q L e E > O, .6e. .tenha f ..±__E í2 L, 

-tvn a pJt.Op!Úe.dade dob c.e.ntJtob Jte.iaLLvoó de. Che.by.õhe.v e.m Q, ( Xj IR). 
~ 

2.21 -EXEMPLO: Seja (X; _:::) um conjunto pre-ordenado. Indicaremos 

Se f ê 

não-decrescente e E > O, é imediato que f+ E e f-s são não-decrescen 

"'J- . -tes. Logo, e um reticulado fechado que satls faz as hipoteses da 

Proposição 2. 20. 

2.22 -EXEMPLO: Sejam X um conjunto não-vazio e a,b € Q.oo(X; IR). Con 

sideremos o intervalo 

[a,b] o {h € ~~(X; JYl ;a(x) 'h(x) < b(x), Vx € X} 

e s c J am f~ g E [a ,b J e e > O. Consideremos a representação de m''<f,gl 
E 
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como aclmet, c seJa x E X. Como a(x) < í_j(x) c a(x)<(f(x) < f(x) + t: , 

resulta que 

a(x) < inf (g(x)) f(x)+t:) < JR\f,g)(x) 
- E 

Por outro lado, das desigualdetdes 

e 

resulta que 

f(x) - E < f(x) < b(x) 

inf(g(x), f(x)+c:) < g(x) < b(x) 

JR
1
'Cf,gl(xl 

E 
< b(x). Como x é arbitrário, seEue que 

JR;Cf,g) e [a,b] 

Decorre daÍ e do Teorema 2. 8 o seguinte resulta do 

2.23- PROPOSIÇAO: Seja X um coVLjun:to não-vaz-to. Pana c_ada pa!t a,b 

em.t
00

( X; _IJ\), o -iVLte.Jr.vaio [a, O] t:e.m a p!topJúe.dade. do& c.e.n.tfto-5 n.e..ta:ti..

vo-5 de. Che.by!Jhe.v e.m 9...co(X; JR) e., a 6o!t:t{.otU_, ê p!toximina.t e.m too(X; IR). 

Observemos que 9...
00

(X; JR) é um reticulado de Banach e que, po~ 

tanto, por !i2J, Lemma 3. 5 , o intervalo [a,b] é proximinal 

em .Q.
00

(X;IR). Mas, pela Proposição 2.23 acima, vemos que [a,b} tem, 

na verdade, a propriedade dos centros relativos de Chebyshev em 

Q.
00

(X; IR), e esta conclusão não podemos retirar do resultado abstra 

to de franchetti e Cheney [12]. 
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Os resultados das proposlçoes 2. 20 e 2. 2 3 podem ser generali:_ 

zados, considerando-se X um conjunto não-vazio e E um reticulado de 

Banach, com a propriedade ( Q) e com uma unidade de ordem e. (ver 

Schaefer [32], capítulo V). Para cada s > O, a função EE pode ser 

escrita 

v se llu-vll < s , 

u ±E c scll u-vll > E 

para todo u,v E E. De modo análogo ao do exemplo 2.19 podemos repr~ 

sentar E*(f,g) por 
E 

E:(f,g) = sup (inf(g,f+se), f-~::e) 

para todo f,g € ~oo(X;E). 

2.24 - PROPOSIÇí\0; Sejam X u.m c.orl]u.nto não-vaz.<_o e E um Jte.-tic.uk'.ado 

de Banac.h c.om a phopltiedade_ (Ql e_ c.om uma unJ..dade de. Oftdem t-::. Todo 

ne.tic.utado {Je..c.hado L c t=(X;E) ta-t que pa!ta ,todo f 12 L e s >O, -!:.e. 

tC.11ha i + EC e L, tem a p!tOph) __ e_dade. do}) c.e.vLtJto-6 ne.ta;t/voh de. Che.

by,!l/te.v em 9-
00

(X;:C) e, a 6oit.tioJt)., ê. )JJtox.imútaE em Q,oo(X;E). 

DEMONSTRAÇAO: An~loga ~ dJ Proposiç~o 2.20. 

Sejam X e E como na Proposição 2.24. Para cac1a par ct,b € 9, (X;E), 
~ 

definimos o intervalo [a,b] como no exemplo 2. 22. De modo análogo 
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ao da Proposição 2.23 demonstra-se o seguinte resultudo 

2.25 - PROPOSIÇAD: Sejam X e E ~amo na Pnopo~iç.~o 2.24. Pana cada 

pai!.. a,b G 9..,={X;E), o inte.Jtvaio [a,b] tem a p!t.opJvi.e.dade doD c.e.ntno,s 

ne.talivo-6 de Che.by.õlte.v e.m 1
00

{X;E) e., e.m pantic.u.t.aJt, é p!tox...tminai e.m 

~ I X; E I . 
00 

2.26- TEOREMA: Sejam X um eõpaço tooaitnente oompaoto e [t,ll 111 um 

eopaç.o de. Banach c.om a pJtopniedade. (Q). Seja 1111 ccn (X;l;) um ~.:.ubc.on

junto 6e.c.hado ;ta-f._ que. paJta todo E > 0 e f ,g: G \!J -6C.:te.~tha E;(f,g) G W. 

Então ~..J tem a pnopnie.dade. do-6 c.e_fLtJtoo Juzl!.a:tivo-6 de_ Che.by.dte.v c.m 

tooL\;.L) e, a iJotttio:U.., em Cb (X;l::l e. e.m cc· (X;E). Em paJtLi..cuiaJt, \.-J ê 

e. em C (X ;E ) • 
<) 

DEMONSTRAÇAO: Sejam s > O c f~g E: W. Existe um subconjunto compa..::_ 

to l< c X tal que 

llfCx) - gCxlll < E e 

para todo x 8 X" K. Resulta daÍ que 

para todo x € X ' K. Portanto, 

llgCxlli <E 

8 C (X;E) 
o 

Basta então aplicar o Teorema 2.10. 
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2.27 COROLARIO: Sejam X e E como no Teo!tema 2.26. Então C [X; E) tem 
o 

a p11.op11.ie.dade. do-6 c.e.Jtt!I.o6 Jte.tativo.o de Che.by6he.v e.m l
00 

(X; E) e., a 6oft 

Li..oJti, e.m C {X; E). Em paJttic..u.tan, C (X; E) admite. ce.n:tJtO.ó de. Che.by.õ_ 
n o 

h e. v. 

DEMONSTRAÇAO: Basta considerar ~V = C C X;E) no Teorema 2. 26. 
o 

Amir e Deutsch ( [2 J, Proposition 3.4-) deram uma prova cons

trutiva de que C (X;E) é proximinal em CCX;E), quando E é uniformeo 

mente convexo. 

2.28- COROLARIO: Seja [E,II 111 um eõpaço de Banach com a p!topitüda 

de. (QJ. Então C0 (1N;E) te.m a p!Lop!LJ..e.dade. doó c.e.nttwó Jte.ta.tA..voó de.Che. 

by-~!te.v e.m 1co{X;E) e, a óoJt:t.{o.!Li_, ê phoximirta-€. e.m .íl.
00

(X;E). Em pa!t~ 

culan, C
0

(1N;E) admite. c.e.n.tll.o6 de. Che.by.óhe.v. 

DEMONSTRAÇAO: Basta aplicdr o Corolário 2.27, munindo rn da topol~ 

gia discreta. 

2.29 COROLARIO: O eópaço c tem a p!topn-<.e.dade. do6 c.en.tflo6 heta.t,Lvo.õ 
o 

de_ Cheby.õhe_v em lt.
00 

e, a 6ohtio!U.., ê. pnoximincct em l/,
00

• Em 

fah, c admite c.entJto6 de Che.by.õhe.v. 
o 

DEMONSTRAÇAO: c = C (JN; ]<) e TI< é uniformemente convexo quando mu 
o o 

nido de seu valor absoluto usual. 

Ressaltamos aqui que, para um espaço de Banach qualquer E, a 
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proximinalidade de C (ThT;E) resulta do fato que tais subespaços sao 
o 

M-ideais em i
00

(X;E) (ver Yost [36], Lemma 2.6). 

2. 30 - PROPOSJÇM: Sejam x um eópaço topo.I.Óg-Lco, (E:,[[ 11 I um e<~ paço 

no-tma.do c.om a p!t.optLÁ..-e.dade. [Q) e M c E u.m .6 u.bc_onjwt-to c.omple.-to e c.on 

ve.x.o. E11t:ão 

te.m a p!topJtJ..e.dade. do.6 ce.nL'to-6 Jtd'.at-<-vo.ó de. Che.byJ:,he.v e.m ~ (X,·EI e 
ro ' 

DEMONSTRAÇAO: Como M é convexo, pelo Lema 2.4 o par (E;M) tem a pr~ 

priedade (P). A demonstração segue agora cJ.nalogamente à do Teorema 

2. 8. 

O seguinte resultado será utilizado no decorrer deste capít~ 

lo. Para as definições pertinentes ver Diestel e Uhl [8}. 

2.31 - PROPOSJÇAO: Sejam (S, Lu I um e<~paço de merüda o-6ü~ta e 
po.6J..t-i.va e. F um e..6paç.o de. Banach .6a:ti-~> baze.ndo a ph.opJt.ie.dade. de. Ra-

don-Nlbodqm com 4e6pelto a (S, I. ui. Entio, L(L 1 (s, I. u); FI~ loo 

me.t:Jt-i.came.nte. J..J.JomoJt&o ao e1.1paço L,{S, I,u; F). 

ro 

DEMONSTRAÇAO: Suponhamos que S = U 
n=l 

S , onde os ,, 

a dois disjuntos e u(Sn) < oo, para todo n e ]IJ, 

conjuntos são dois 

Seja In:: {A e L ; A c Sn} e consideremos T € L(Ll(S, I, u); n. 

' '' ' 
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Para cada n definamos T (g) :: T(g'), para todo elemento g € L
1

(S ,I u), 
n n , 

onde 
,.- s g" " o s' s g - g em e em . 

n n 

f fâcil ver que T e linear 
n 

e contínuo. 

Por Diestel ( [ 8 J ' Theorem 5 pag. 63) 1 existe Btt e Lo/sn~In,u; F) 

tal que 

e IITnll o ess sup llgnllr • 

Seja g € L
00

(S, I, u;F) tal que g; 8 = g, j)ar'a todo n €JN. Pa 
n 

ra cada f. € L
1

Cs, I, u) tem-se 

g d u o 7 f 
n=l 8 

n 

I j Cf.x 8 Jgn 
n=l S n 

n 

00 

o I 
n=l 

o T (f) 

d u 

d \1 

Reciprocamente, se g 6 L
00

(S, I, u;F) definamos 



T(f) = 1 f g d u 

s 
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para todo f 8 L 1 (S~I, u). Então Te um operador linear e contínuo 

de L1(S, I,ul em F, e ]]T]] = ess sup ]]g]]F . 

2. 32 - PROPOSIÇM: Sejam (S, L u) e F como na P!topob~ção 2. 31. O 

e.l!paç.o K{L 1(s, I; u);F) é. i.õome..t!Úc.ame.nte. L:.omoiL6o ao t.ube.t,paç.o 

Koo(S, L u;Fl de. Loo(S, L u;F) C-OI1t.i-st-i..ndo dob e..te.me.nto-6 C.Uja ..tma.ge.m 

ê u-e.4.6e.nc.-Latme.nte. Jte.tat,tvame.nte. c.ompac.ta e.m F. 

Para a demonstração desse resultado, ver Dunford-Scllwartz ~o], 

Theorem lO, pag. 507. 

2.33- TEOREMA: Sejam [S, Lu) e F corno na PJtopoJ.:,-i_ção 2.31. Se.ja 

W CL
00

(S, I, u;t') um t.ubc.onjunto 6e.c.hado tal que pa!ta todo E > O e 
.. 

6,9 ~ í,.v -:'~e ,te_rrha E~'(6,g) f: W. En.tão \.) -te111 a p!top!L.Le.dade do.!. c.e.n.tJto-6 

fU!.iati._vo-6 de Che.bqt.he.v e.m L
00

(S, L u;f) e, e.m paJtLf..cu..Can, é. pJtox_{_mi:_ 

naf e.m L=(~-;. L u;F). 

DEMONSTRAÇi\0: Perfeitamente análoga ã clemonctração do Teorema 2. 8, 

observando que aqui 

]]f]] = ess sup ]]f(sl]] 

s e s 

para todo f e L (S, L u;F). 
w 
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2. 34 TEOREMA: Sejam (S, L ui um eõpaço de med-Lda o-6"-nita e poli 

Uva e F um e.'.> paço de. Banac..lt -6a.tJ..-6 óaze.rtdo a p!Loptie.dade. de. Radon-Ni:_ 

kodifm com Jtelpei:to a IS, L u). O "paço K!L
1

(s, L u);F) tem a p!t'!_ 

pnJ..e.dade. doJ.> c.e.ntJto6 Jte..ta.t-<..vo.6 de. Che.bij.õhe.v e.m L(L
1 

(S, L u) ;F) e., 

e.m paJttic.u..taJt, ê. pJtoximJ..nai e.m L(L
1 

(S, I, u);F). 

DEMONSTRAÇAO: Pelas Proposições 2.31 e 2.32, LCL
1
Cs,I,u);F) e 

L (S, I~ u;F) são isometricamente isomorfos, bem como também o -sao 

KCL
1

CS, I, u);F) e K (S, I~ u;F), desde que todo espaço uniformemen 

te convexo tem a propriedade de Radon-Nikodym ( Clarkson r 4]). 

Scojam E: > O e f,g t K
00

(S, I, u;F). Usando a mesma notação que 

na demonstração do Corolário 2.9 temos 

r;(f,g)(s)- f(s) + SECI[f(s)- g(sllil[g(s)- f(sl] 

para todos € S. Sejam Nf e Ng, respectivamente, os conjuntos de me 

di da u-nula correspondentes a f e g, pela definição de K CS, I, u;F) e 

consideremos Kf:: f(S"Nf) e Kg;:: g(S"Ng). Temos que Kf e Kg 

relativamente compactos. 

sao 

Seja N ::: Nf UNg o conjunto de medicia u-nula. Se s e S'N então 

Logo, 

r'"cf,g)(X, N)C K 
E 



2. 35 - COROLARIO: Sejam (S, L u) um t-'pa~o de m"üda a-6úLta e P'!_ 

t.LU.va e F w11 e.t.paç.o de Ba11ac.h Uf1-i..6onme.me.nte. c_- Vl.ve.x.o. 

KCL
1 

(S, I, u);F) te.m a p!LoptU..e.dade. do~.:. c.en.bw-6 !te.ialA.vo~.:. de. Che.byõhe.v 

em L(L
1

Cs, I, u);F) e, a DontionJ .. , é. pJtoximinat em LCL 1 Cs, L u);f). 

DEMONSTRAÇ~O: Imediata a partir do Teorema 2. 34 com a observação de 

que todo espaço uni. forme mente convexo tem a propriedade de Radon-Ni 

bodym (Clarkson [4]). 

O corolário acima generaliza um resultado de Ka-Sing Lau <[20] 1 

Theorem 4. 5 parte (i)) que havia aprovado a proximinalidade de tais 

subespaços nas hipóteses acima. 

2.36 - COROL~RIO: Seja (S, L u) um v.pa~o de medJ.da o-6inüa e P'!_ 

.t>Ltiva. O e..t.paç_o KCL
1

Cs, I. u);t
1

) te.m a pltop!Ue.dade. do.1 c.e.n.tJtol. Jte. 

tatJ..vot. de. Che.byJ.:.hev em LCL
1

CS, I, u);Q.
1

) 

nal e.m LCL1 Cs, I, u);t1 >. 

-
e_ ;JhOXÚ/1~ 

DEMONSTRAÇAO: O espaço t
1

, embora nao uniformemente convexo, tem a 

propriedade de Radon-Nikodym (ver Clar](son [4 J c Diestel-1Jhl [8 J, 
pag. 64). 



CAPITULO 3 

ESPAÇOS OE STONE-WEIERSTRASS 

Durante este capítulo consideraremos apenas espaços normados 

reais. 

3.1 - DEFINIÇI\0: Seja (E, 11 Jl) um espaço normado real. Denotaremos 

por f(E) (respectivamente, JL(E)) o c.onju.Jt.to de. -toda-6 a.õ paJtte.b nao

-vaz-Z.a6 (respectivamente, paJt:te...6 Li..mLtada.ó não-vaz-<.a-6) de. E. 

3.2 - DEFINIÇAo: Sejam (E, 11 Jl) um espaço normado real e !', c f(E) 

um subconjunto não-vazio. Diz-se que E tem a p!t.opJtie.dade. da in..t/lfL.6e. 

ç.ãa búúÍJtia Jte.-tativame.ntc. a')~ (p.i.b. - 13) ~;c toda coleção de bolas 

fechadas de E, interceptando-se duas d duas e cujo conjunto dos cen 

tros pertence a B, tem ir1terseção não-vd~ia. 

Quando 13 = f(E), diremos simplesmente que E tem a p!topni~ 

da de da in:te.Jt6e.ç.ã.o bi~tâJtia (p. i.b.). Esta noção foi introduzida por 

Nachbin [28.]. Entretanto, seguimos a nomenclaturd de Day I:S J. (Pela 

nomenclatura de Nachbin, diríamos que a coleção de bolas fechadas 

de E é que tem a p. i . b. ) . 

Quando ~ ::: TI.,( E) diremos que E tem a p!LO pttÚ'- da de da ,(.n.teJti.J eção 

bi.ná.lLia -timLtada ( p. i. b. limita da). 

f claro que se E tem a p.i.b. ent~o E tem a p.i.b. relativa

mente a qualquer B; em particular, relativamente a TI..,(E). 

Ressaltamos aqui que a Observação l.ll nos fornece outras ca 

. 34. 
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racterizaqões para um espaço de Banach Jte.a.t E que tem a p. i. b. Em 

particular, E :te.Jt a p.J...b. é equivalente a dizer que E pe.tcte.~tce a 

c.fa-6 -6 e. P 
1 

• 

3. 3 - EXEMPLOS: 

a) Se S i. rJ é qualquer conjlmto, r2.ntão Q,<X>(S; IR) -pertence a 

classe P
1 

(ver Philips [30] e Day [5], pag. 123). 

b) Os espaços 1P e !p (com p > 1) nao pe.n:te.~tee.m ~ classe p 
l 

(ver Day [5], pag. 125). 

c) O espaço c
0 

não pc_Jt:te.~tc.e. ã clas~~e P
1

. Com efeito, nao exis 

te projeção linear contÍnua de Q,<X> sobre c
0 

(Philips [30]) 

d) Todo espaço de Lindcnstrauss !Le"ai tem a p.i.b. relativa-

mente a famÍliu de todoc> os ::-;ulJconjuntos relativamente com 

pactos. (ver Teorema 1.8). 

3.4- DEFINIÇJ\0: Seja CF, 'I ]]l um espaço normado real. Sejam~cnlf) 

eM c f subconjuntos não-vazios. Diz-se que t1 tem a p!top!L..Le.dade (~) 

.te.tativamen:te a :B se dados l\ e~' a E M, r > O e uma coleção de 
o o 

!LÚmeros positivos (r a) aGA tais 

a condiç.ão 1'1 n( rl Bca,r l) ~ rJ 
a€A a 

que ]]a- a]] <r +r , pura todo aeA, 
o a o 

.Luiplica (1ue. 

8Ca ,r ) 
o o 

Quando b ::: IL( F), diz-se simplesmente que M tem a propriedade 
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3. 5 - OBSERVAÇAO: Quando B = ( (y} ; y E: f} a propriedade de cJJ re

lativa a ~coincide com a propriedade das li bolas em f definida por 

Yost [36]. 

3.6 - OBSERVAÇAO: A definiç~o 3.4 ~equivalente~ seguinte: dados 

A E J:>e uma coleção de números positivos (ra)a€A tais que Jall < 1 + ra, 

para todo a e A, a c_on.ci.iç.ão Mn(n Bca,r )) -/. íJ 1mpLLc.a que. 
aeA a 

Mn(l\ B(a,r 1\n B(D,ll >a 
a€A a') 

3. 7 - TEOREMA: Sejam (F; 11 11 I um eópaço noJtmado e 'J\cJL(F) um óubcon 

jun-to não-vazJ.o. Todo ,Hcbe.,~paç.o ve.-toJL.La-t eompfe.to r1 de F que. -te.m a 

p!topn-<-e.dade (1J Jte.-tatJ.vamen-te. a n ê. ta-t que. 

pana todo A e E. 

DEMONSTRAÇAO: Sejam A e E e R= radM(A). Pela definiç~o de R, para 

cada nÚmero natural k > O, tem-se 

M n( n 13( a, [\ + 2 -k ll i 0 (l) 
a8A I 

Seja x 1 
8 Mn ( n BC a, R + 2 -l )) e s oponhamos . - de f in ido ]O 

aE:A 
X 8 M tal que 
n 

llxn - ali R + -n 
< 2 

'i 
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para todo a 6 A. Aplicando (1) para k = n-1, e observando que, para 

todo a 6 A se tem 

11 11 
-n-1 -n 

x-a <R+2 +2 
n 

resulta da propriedade (:f) que 

Seja x 
1 

um ponto dessa interseção. Deste modo, obtivemos 
n+ 

uma sequencia (x
11

)n€llJ em M tal que: 

-n 
< 2 

( i i ) 11 x - a[[ < R + 1-n 
n -

para todo n8 m 

para todo nE:ll'I e a € A 

Segue da condição (i) que Cx
11

)neiN é uma sequencia de Cauchy 

em M. Seja x
0 

€ M o ponto limite dessa sequencia. Em virtude de (ii) 

temos 

para todo a 8 A, o que sig11ifica que x
0 

8 ccntM(A). 

3.8 - OBSERVAÇAO: Quando :E= ILCF) o Teorema 3. 7 pode ser enunciado 

como segue: Todo ,sube.-~paç_o ve..totLiai c.ompfe..to M c F que. 6a..tL6 baz a 

p!Lop!Ue.dade. { 1 ) , te.m a phcp!U.e.dade. doJ.J c..ruttJt.o6 fLeiativoJ.J de. Che.by~ 

!Jev em Y. Enr patr.;tic.u.taiL, M é. p!Lox.únina.t em r. 
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3.9 - OBSERVAÇAO: Yost ( [36], Lemma Ll) demonstrou que a propried~ 

de das l b . . 12 olas lmpllca em proximinalidade. Ressal tarnos aqui que, 

quando B :: {y}; y € F} o resultado do Teorema 3. 7 pode ser estendi 

do, através de um argumento bastante simples, a subconjuntos preco~ 

pactos de F) isto é, pode-s e conclui r que cen tM( K) t (J, para 

subconjunto precompacto K CF. 

todo 

3.10- TEOREMA: Sojam X um ••ra~o pa~acompacto • {E, 11 ~I um ••ra~o 

de. Banac.h Jt.e.at c.om a p . .<-.b •. tún-itada, e de.rwte.mo-5 pol!. G a 6amZ.t-<.a 

de todo-6 ofl .6ubc.onjunto.6 ti.mitado-5 e e.quic.ontZnuo.6 de. Cb(X;E). Evdão, 

todo IJube..6paço de. Stone.-We.{e.MtJta.6.6 \i! de CbCX;E) t:e.m a p!LoptU.e.dade. 

( 1) Jte.iat-i.vame.nte. a G. 

DEMONSTRAÇÃO: Pela definição 1.13 existem um espaço topolÓgico Y e 

uma sobrejeção contínua e fechada TI: X -rY tais que 

W o {g o n; g € Cb(X;E)} 

Sejam A E coleção de nÚmero~~ positivos tais 

que 

11 f li (l) 

para todo f € A, e suponhamos que 

( 2) 



Para cada y € Y, definamos 

A(y) o B(O,ll"[" 
ff'.A 

3 g • 

( ':_ 1 B(f(x), 
xerr Cyl 

~ fácil ver que A(y) é fechado, convexo e limitado em E. Pro 

vemos que A(y) I 0. 

-1 
Para cada f e A e cada x e n (y), resulta de (l) que: 

- -
8(0,1) n B(f(x), rf) i 0 ( 3) 

Em virtude de ( 2)) existe h € Cb(Y;E) tal que 

l1 o n € n G(f, rf) 
f8A 

- -1 Resulta dal que, se x
1

, x
2 

€ n (y) e f,g € A 

< 11 f - h o rrll + 11 h o rr - gll 

Portanto, 
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Segue de (3) e (4) que as bolas fechadas que definem A(y) i!2_ 

terceptam-se duas a duas. Além disso, se denotarmos por C o ronjunto 

de todos os centros de tais bolas, vemos que: 

c o (u f(n- 1 (y))\U {O} 
fBA } 

Como A é limitado, resulta que C 61L(E). Pela p.i.b. limita-

da, segue que A(y) :/ !J. 

Mostraremos agora que o portador A é semicontínuo inferiorrren 

te. 

Sejam G c E aberto e 

Consideremos y
0 

8 l9G e z € A(y
0

) nG. Então Jlzll < l e 

f(1r- 1 J J c ii< z , 

para todo f € A. Mais ainda, existe E > O tal que BC 2 ,E) c G. 

Seja 

N o {y € Y; ,-1 (y)c (") 
f8A 

-1 
f (B(z, rf + c)) 

Observe que y € N; e vamos mostrar que N é uma vizinhança de y em 
o o 
-1 

Y. Seja x 8 TI Cy ) • Pela equicontinuidade, existe um aberto V con 
O X 

tendo x e tal que 



x' € Vx =« llfCx') - f(xlll < c 

para todo f ~ A. O conjunto 

v 
X 

41. 

- -l c aberto e contem 1T (y ) . Como TI e fechada, existe um aberto satu 
o 

rado V de X tal que 

Scj a n ( V) • Então e lJ u aberto n -l(U) -1 u = Yo e e poJ_s, .. n (n(V)) = v. 

Sejam € u € 
-l 

definição v f ' existe y e X n ( y) . Pela de 

tal que x E V 
X o 

. Logo,-para todo f 8 A, 

11 f(x) - f h lll < c o 

Portanto, 

para todo f 8 A. Resulta daÍ que 

X € n 
f e A 

-1 
f CB(z, rf +E)) 

Logo, U CN. 
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Mostramos finalmente que N C. (?G. Seja y € N. Como [[z [[ < l, 

tem-se que 

iico ,ll n ilcz ,El t 0 ( 5 ) 

Por outro lado, pela definição de N, vem que 

( 5 ) 

-1 
para todo f e A e X € TI ( y) . Como 

ACvl nscz,,l o iico,un[ 0 1 " 1 f8A \x€n (y) 
B(f(x), 

segue de (3) a (6) que as bolas fechadas que definem A(y) n BCz,E) 

interceptam-se duas a duas. Além disso o conjunto dos centros de 

tais bolas é agora C u{O} que resulta limitado. Pela p.i.b. limita-

da, temos que 

~então imediato que A(y)n G i 0, e ass1m A é semicontínuo inferior 

mente. 

Como X e paracompacto, pela Observaçãol.l4 Y também o é, e p~ 

demos aplicar o Teorema 1.17 (Michael) e a observação 1.18, obtendo 

g € Cb(Y;El tal que 

" ' 
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g(y) € A(y) ( 7) 

para todo y 8 Y. 

Consideremos g o TI 8 W e x € X. Chamando n(x) = y, resulta 

de (7) que 

l[g o rr)(x)l[ = {{g(yl{i < l 

e ainda 

ll<g o rr)(x) - f(xlll = i!g(y) - f(xlll < rf 

para todo f E A. Resulta daÍ que 

e d demonstração está completa. 

3.11 - COROLARIO: Sejam X e lt, 11 111 como no TeoJtema 3.10. Todo ;ub 

eopaço de Stone-we.;.elt.ó-Ut.af.H~ w de Cb(X;L) ê: tat que 

cen\J(K) -/. 11 

paJta .todo lim.Ltando e.quic.ontZnuo l< de Cb(X;E:). Em pcUttic.ula!L, 1A 

pnoximinal em Cb(X;E). 

-e 
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DEMONSTRAÇAO: Imediata a partir dos Teoremas 3.7 e 3.10. 

3.12 - COROLARIO: Sejam X um "paç.o paltaoompad:o e (E, 11 111 um el>pa 

ç.o de. Banach Jte.ai pe.Jtte.nc.e.nte. ã c..t.u1.1e. P1 . Todo óube..ópaç.o de. S.tone.

-WeÜJtl>;t;JtaM W de Cb(X;E) ê t:a! que 

paJta todo limitado e.quJ.c.on .. tZnuo K de. Cb(X;E) e, a 6oJttioJti.., e p11.o

x-im.ina1. e.m Cb(X;E). 

DEMONSTRAÇAO: Imediata a partir do Corolário 3.11 e do fato que to 

do espaço de Banach real que pertence ã classe P
1 

tem a p.i.b. 

3.13- TEOREMA: Sejam X um cl>paço paltaoompaot:o e (E,II 111 um cl>paço 

de U .. nde.n-6-tltau~.>ó Jteal. Seja r,~ um 6u.be.6paç.o de. S.tone.-We.i..e.Jtf.d:Jr.af.Jll de. 

ChCX;E) tal que. a aplic.aç.ão TI que. o de.6.ine. lJe.ja piLÕp!Lia. Então 

palt.a todo c.ompac_t:o K de c0 CX;L). Em pafL.t .. i.c.utaJt, 11·l e pnoximina.t e.m 

CbCX;[). 

DEMONSTRAÇAO: Seja KcCb(X;E) um subconjunto compacto não-vazio. 

Usando as mesmas definições da demonstraçõ.o do Teorema 3.10, resul

ta do fato da aplicação 1T ser prÓpriu, que o conjunto C dos centros 

ê compacto. A demonstração se11ue agora de modo perfeitamente anâlo 
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go à do referido teorema. 

3.14 - COROLMIO: Sejam X w11 eJ..paço compacto de HaubdoJt66 e (E, 11 111 

um e.llpaç.o de. Linde.nbt-'l.at..L6.6 Jte.ai. Todo .õube..õpaç.o de. S.tone.-We.J.e.Jt.ót/z.a6.6 

de C(X;E) ê tat que 

pa!La :todo c.ompa.c.to K c. C(X;E). 

OEMONSTRAÇAO: Imediata a partir do Teorema 3.13. 

Yost ( [36], Theoren~ l) havia provado a proximinalida.de dos 

S',_Óec;paços de Stone-I . .Jeierstrass nas condições do Co:rolâri.o 3.14. Es 

te resultado gener'aliza, ÇJortunto, o resultado de Yost. 

3.15- TEOREMA: Se.jam X um e..ópaç.o paltac.ompac.to e (~.~ lil um e.hpaç.o 

de Banach Jteaf!_ com p .. i. .• b. CinU:.tada. Todo .óltÓC.-!lpaço vc.foiLÜd de_ c
0

CX;L) 

da &onma 

onde. Y e. um e..t.paç.o pa!t.ac.ompac.t:o, z cy lW1 .6ubc.on.juvttu 6e.c.hado e 

n: A + y uma IJobJte.je.ç.ão c.o~tt1nua e be.c.hada é tai que. 

cent\-J(Z)(K) 1- Ql 

pafta todo fj __ mi.tado e.qtúc.ontZnuo K de. Cb(X;L). 
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DEMONSTRAÇ1tO: Sejam Ac.~(X;E) um subconjunto limitado e equicontÍ

nuo, e (rf)f€A uma coleção de números positivos tais que 

para todo f € A. Suponhamos que 

Para cada y 6 Y, definamos A(y) como no Teorema 3.10. Seja 

g o TI e W(Z) tal que 

para todo f € A. Se y € Z segue entáo que g(n(x)) =O, 

-l 
x € ·n (y). PortanLo, 

-l 
para todo f e A e X e TI (y). 

Logo, O 8 A(y), para todo y € '/,. 

Definimos agora o seguinte portador em Y: 

1\(y) se y € y....._ z 

{O} se y € z 

para todo 



Como A e semicontínuo inferiormente e O € A(y) ~ 

y 8 Z~ Pesulta da Observação l.llJ que A
1 

é semicontínuo inferiormente. 

Analogamente à demonstração do Teorema 3.10 ~ uma aplicação do 

Teorema 1.17 (Michael) completa a demonstração. 

----x----



CAPITULO 4 

MELHOR APROX!MAÇAO SIMULTANEA DE OPERADORES 

LIMITADOS POR POLINOMIOS 

4.1 - DEFINIÇAO: Sejam (E, 11 11) e (G, 11 11) espaços normados. Denot'" 

remos por 1< E;G) o espaço vetorial de todas as aplicações de E em G. 

Vamos considerar em 'iCE;G) algumas topologias localmente 

convexas. Indicaremos por t
1 

a topologia gerada pela famÍlia de se

minormas {q ; x 8 E} definidas por: 
X 

r' 
para todo Te f(E;G). Por outro lado, T2 designará a topologia g~ 

rada pela 

por: 

famÍlia de seminormas {q ,
1

, ; x 8 E , ljJ 8 G:':} x,, 

q ,,, ( T) = I < Tx , 1) > I x,. 

,.,.-
para todo T € f(E;G). 

:': 
Quando G =F para algum espaço normado (F, 11 ~), 

,_-

definidas 

podemos 

considerar ainda em f(E,G), a topologia T3 gerada pela famÍlia de 

semlnormas {qx,y ; x 8 E, y € F} definidas por: 

para todo T € 

q (T) = I(Tx)(y)l x,y 

,..-
f(E;G). 

. 4 8. 

'f 
; 
' 



Claramente, T 3 :::T
2

. Quando G é Jte.6fe.xivo, tem-se 

::: 7CC,F 1 ), onde F::: G'\ e T 3 = T 2 , neste caso. 

. ~ 

SeJa M C f(E;G) um subespaço vetorial tal que 

IIT~ o sup( ilrxll li X I < l) 

-e uma norma em M. Seja W c M um subconjunto nao-vazlo. 

rnitado B c M, B /. f1, definamos y
6

: W -+1R por: 

("t) Yg ( T) o sup IIT - V li 
U€8 

o sup sup il (T - U) x!l 

U~G xE:L 

11 xll < l -
o sup sup sup 

.•. 
U€8 xt:~E rvEG 

11 xll < l 11~ 11 < - -

para cada T € ltJ. 

Observe que inf y
8

(T) ::: radw(B). 

rew 

I~( (T 

l 

- U)x) I 

,-
São exemplos de subespaços de 1( E; G) tais que 

IITII 0 supliiTxil llxll < ll 

49. 

Para cada li 
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-e uma norma, o espaço 9cE;G) dos polinomios contínuos de E em G, 

bem como (caso E e G sejam complexos) o espaço ~b(E;G) das funções 

holomorfas f de E em G tais que, para todo limitado A C E, o conju_Q_ 

to f(A) é limitado em G. Poderp.os citar ainda o espaço L (E;G) das 

aplicaçÕes lineares e contínuas de E em G; neste caso, as topologias 

-r
1

, T
2 

e T
3 

são chamadas, respectivamente, de topologia forte de op~ 

radares; topologia fraca de operadores e topologia fracal'> de oper~ 

dores. 

""' 4.2- PROPOSIÇAO: Seja Me j(E;GJ um oubelpaço veton~at tal que 

IITII o sup{!ITxll 11 xll < ll 

ê uma no!Lma e.m M. Sejam@ 1- WCM e. B C:M um ~ubc.o11junto .timJ...tado 

não-vazio. A apüc.aç..ão y
8 

-Ln6e.Jti.oJtmente ( Jte.6pe.c.Li.vamen:te., T
2 

- .se.m-Lc.ontlvwa i.n6eni.oJtme.I'Lte; ou 

t
3 

- -6e.mic.on.t1nua -Lnt)"eiLioiLmente., quando G =f:':) e.m W. 

DEMONSTRAÇ~O: Seja T E W. Para cada x € E e cada U € B, seja 

Como 

sup sup Y u(TJ 
X> 

Ut8 x€E 

11 xll < l 

U i···i 1 ·- 1~ ivi P 
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basta provar que cada aplicação Yx,U é T
1

- contínua em W. Se T
0 

Eí/J 

então 

< 11 (T-U)x - (T -Ulxll o 

~ q ( T-T ) 
X O 

Logo, Yx,U e Tl - contínua. 

Para o caso de t 2 , prova-se, analogamente, que para cada xEE, 
;'; 

cada qJ € G e cada U € B, a aplicação, definida em W, por: 

é T 
2 

- contínua. A semicontinuidade inferior de yB seE;ue do fato que 

8 CTJ ~ sup 

UeB 

sup sup 

x€E 

11 xll S l h li < l 

··~ Quando G :: F demonstra-se analogamente que a aplicação 

é L 
3 

- semi contínua inferiormente, em virtude da imers~o canonica de 

:'::': 
F em F 



4.3 - DEFINIÇAO: Sejam Me W como na Proposição 4.2. Para cada 

B c. t1 limita do, denotaremos por r 8 o número 

ract1,C B) + s up ]] u]] + l 

ues 

52. 

4.4 - LEMA: Sejam M, W e B como na P~opo~~~ao 4.2. Seja Te W e ~u 

poni1amo.6 que IITII > r 8 . E~t:tão 

DEMONSTRAÇAO: Seja R o radw(B) e seja Te W tal que ]]T]] > r 8 . Segu~ 

-se então que 

j]Tjj > ]]U]] + R + l 

para todo U € B. Portanto, para todo U € 1:3, 

donde 

Logo, 

]] T-U]] > Jl T]l - li UI] > R + l 

sup ]]T-U]] 

UGB 

1 
>l\+1>1\+2 
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4.5 - OBSERVAÇAO: Decorre do Lema 4.5 que 

4.6 - TEOREMA: SejaM c 'Í<E;G) um bube,paço ve:totiaL :taL que 

11 xll < l l 

e uma nonma. em H. Seja 1.~ c. M um -6u.bc.onjuvU:o tal!.. que., pa!La :todo r> O, 

o c_onju.nto {T f: l.-J; ll't~ ~ r} e 1:
7 

- c.ompac.A:o (!teópec.ti..vamen:te, lz -
;', 

c.ompac.to quando G "' F ) • E11tão W tem a p!topltiedE:_ 

x_{lflútai e.m i1. 

DEMONSTRAÇl\0: Seja W como no enunciado e seja B c M um subconjunto 

limitado não-vazio. Pela T
1 

- compacidade do con:junto {Te,,;; IITII:-: r 8} 
.•. 

(respectivamente, 1
2 

- compaciclade; ou 1:
3 

- compacidade c:p.J.ando G ::f") 

e pela Proposição 4.2, segue que existe T0 E 1,V com IIT0 ][ ,:: r 8 tul que 

y (T ) B o 

Pelo Lema 4. 4) vemos que 

Resulta agora em definição de y 8 , que 

T
0 

€ cent1.!J(B) 
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Outra demonstração quando W é um subespaço vetorial: 

Pelo Teorema de Dixmier-Ng (ver Holmes [16], pag. 211), 

('i.,J, Jl JJ) é o dual de algum espaço normado X, isto é, W = x:':. 

Para n = 1,2, ... , existe f
11 

8 W tal que 

, y 8 B} 

Seja f
0 

um ponto de acumulação da sequencla (f 11 ) na topologia 

o( x'', X). Como 11 11 
... 

é a (X .. ,X)- semicon tin ua inferiormente, temos 

e portanto f
0 

8 centw(B), 

4.7- COROLARIO: Se_ja 1'1 c..omo 110 Te.oJt.e.mn 4.6. Se.ja V.Jc Mum Dube...ôpaç.o 

ve.toJti.a.t que é. um e..ôpaço ;,H• .. m..L-Mo~tte.C. quando equi.pado c.om a topo.tog.i.a 

li (Jtc.-bpe.c.ti.vame.n.te. Tz ; ou L
3 

quando G = r;':). En-tão '•fi tem a 

p1L;.e.dade do.ô c.entno.ô Jt.e.tatJ.voó de Chebyõhev em M. 

OEMONSTRAÇAO: Para cada r> O, o conjunto 

{T e w 11 Til < r l 

é T 1 - limitado. Como \!J é semi-Montel, segue que tal con:iunto é 

compacto. Basta aplicar a[';ora o Teorema LI. 6. 

ptw-

T -
l 
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4.8 - COROLARIO: Toda ii.E9e.b1ta de. von-Ne.wnann .te.m a pttopni...e.dade. do.t. 

c.e.n{>'Lo.!l ne..ta.tivo.t. de. Che.by.t.he.v e.m L(H) e, a &on:ti...oti, é. pJtox.-Lmina.t 

em LCi-J). 

DEMONSTRAÇAO: Toda álgebra de von-Ncurnann em H é uma ,.,_ subálsebra 

A de -~(H) fracamente fechada, isto e, t 
3 

- fechada (ver Bratteli e 

Robinson, Theorem 2.4.11, pag. 72). Como {T € L(H) ; jjTjj < 1} é com 

pacto, o mesmo acontece com bola unl tárid fechada de A. 

m ... 
Vamos considerar agora o espaço jJ (E; F") elos polinomios m-ho 

mogeneos e contÍnuos de E em F:';. Observe que sem::: l , :j:)m(E;F'':) = 

r ~· :': 
L,~J ) . 

Seja ;-1 um espaço vetorial contendo íJm(E;r''') e normudo por: 

IITII ~ supliiTxll 11 xll < l} 

Temos o seguinte resultado: 

4.9 - LEMA: A bo.ta uni..táh..J..a 6e.c.hada de. ?m(E;F''') e T3 - c.ompac--t:a. 

DEMONSTRAÇAD: Seja 

11 Pll < l} 

Se m = O 1 
-e o resultado e verdadeiro pelo Teorema de 

Alaoglu. 
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Suponhamos m > l. Para cada x € E seja 

Y o {~ E F' 
X 

Pelo Teorema de f\laoglu, cada Yx e compacto na topologia induzida 

por crcr*,r). Logo, o espdÇO 

Y o rr 
x€E 

y 
X 

é compacto na topologia produto, pelo Teorema de Tyconov. 

Consideremos S rnw1ido da topologia induzida por -r 3 . Para ca-

da P 8 S de finamos 

Como 

para cada x € E, segue daÍ que ~(F) € Y. 

É fácll ver que 4J é injetora. Vamos mostrar que 1J ê contínua. 

Sejam p e s e u o u x ... x u o xl X 
n 

em Y, onde cada u e x. da fonna 
l 

u o ~~ e r• x. 
l 

X Tf 
X~X-

p ( ~ 
Y· l 

l 

y 
X 

uma vizinhança de <P( p ) 
o 

Px.)<s.} 
o l l 



onde y. 8 f, E. 
l l 

Seja 

> O e p 
Y· l 

denota a seminorma em F 

P Cnl o lnCy.ll 
Y· l 

"L 

:'< 
definida por: 

V o {P € S q (P-P)<E:.,l<i<n} x.,y. o 1 
l l 

uma T
3 

- vizinhança de P0 em S. 

Se P € V então, para l < l < n, 

e segue daÍ 

ler - P x. lv- I c •· 
X· O l l l 

que P 
X· 

l 

c 

eU , logo, <P(P) € U. 
X· 

l 
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?a:c'a mostrar que QJ( P) é fechado e!'1 Y, seja ( Pa) aEA um net em 

Se seja T :: (Tx)xeE um elemento de Y tais que r!J(Pa) -+T, na topolo

gla produto. Logo, para cadQ x € E, tem-se 

P(x)-+T 
a x (l) 

em Y . 
X 

Para cada a € A P ::A onde A € L (mE;r'''). Pela fÓrmula 
' a a a s 

de polarização~ se x 1 , ... ,xm € E, tem-se 



A ( x
1 

, ... , x ) = 
a m 

l 
m!2m 

E =+l 
l -

E =+1 
m -

E
1 
... s P (sl x

1
+ ... +s x ) 

m a _ m m 

Sejam x
1

, ... ,x € E. Definamos 
m 

I 
E =+ 1 l -

E =+l m -

E
1 
... E TCE:

1
x

1
+ .•. +E: x) m _ m m 

58. 

Resulta de (l) que A -+A pontualmente. Portanto, 11. é m-linear e si 
a 

métrica, e aSSlffi X _.....jo- T ê um polinomio m-h<)mogeneo, digamos P, 
X 

,•: 
em F • 

Por outro lado, como P € S, pdra cada y € f tem-se 
a 

m 
< li xll . IIYII 

para todo x € E. No limite, como P (x)y-+ T (y), vemos que 
a x 

de 

Logo, IIT)! "IIPCxlll S llxiJm, para todo x € E, e portatnto P € S. Co 

mo ~(P) = T S8gue que T € ~(S). 

1 
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4.10 - TEOREMA Sejam E e F e.ópaço-5 noJtmadoó e óu.ponhamoó que. F é um 

m -eópaço dual (pok exemplo, F Jte6lexivo, ou Hilbe.Jt~). Se wc~ CE;Fl e 

WH 6 ubc_onjunto t 
3 

- 6e.cJwdo, então W tem a p!top!t.-Le.dade. do;.. c.e.nt!tob 

ttc.la:t-Lvoó de. Che.byblte.v e.m qualque.Jt -6ube..ópaço ve.:tonial M c TCE;f) 

con:te.ndo ~CE;F) e. noJtmado poJt 

IITII = supqTx~ 11 xll < ll 

:tttob de. Che.byóhe.v. 

c) 1,-Jc '?mCE;F) co1110 ac.-Lma eM= iJC.c;r). 

'fcr:;F) e.> a 6oJttioJti, i pnoxim-lnal em :P(E,f). 

DEMONSTRAÇAO: Seja r> O. Pelo Lema 4.9 o conjunto {F e :tfllCE;F) 

]]P]] ~r} é t
3

- compacto. Portanto, 

S = {P € M 
r 11 Pll < r} 

= M n {P € :í'm(E;F) , 11 Pll < r} 

-e l
3

- compacto, e o resultado segue do Teoremct 11.6. 
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4.11- COROL:r\RIO: Sejam E e F c..omo no Te.oJte.ma 4.10, e .t.ejai..JCLCE;F) 

!Le.La,t;_vo-6 de Cheby-5he.v em quafqu.e.Jt .õu.be..õpaç_o 

contendo LCE;F) e noJtmado po!L 

~ 

ve.toni.at M c f CE;F) 

IITII o sup(IITxll 11 xll < ll 

Em pa!tLi..c..utaJt, i-b.to é -ve.Jtdade) ... no pana: 

a) W = L(E;f) e M couro aciMa; 

M o L(E·F) 
' ' 

de" Ci1e.bU.õhe.vj 

c.) W CL(E;F) C.0)110 ac.itrta e H= 'Í'(E;J:-'). 

d) \•I o L(E;Fl eM o 9CCE;Fl, o que s~gn.i6úa que LCE;f) :tem 

a p!toptu:.c_dadr doó ce.n.Oto.t. Ju!.-C.aL{vOlJ de Che.b1j-6he_v em 

'YCE;f) e, a 6on.tion;_, é. )J!toximinal. em 'PCE;f), 

DEMONSTRAÇAO: Fazer m = l no TeorcnB 4.10. 

Quando E e f sao espaços normdclos complexos, cntao N = if,bCE;F) 

-e tal que 

I]Tij o supli!Tx]l 11 xll < ll 

~ uma norma em M. Com efeito) se ~T~ = O então T e nula em 

{x 8 E; ]]x]] :S 1}, e sendo uma função intc..LJta, Te nula em E, isto 

é, T = O. Logo, o seguinte rec~ultado é verdadeiro. 
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4.12 - TEOREMA: Sejam E e. f e.l!paç.o.ó no.tunado.6 c.ompte.xo.6, e hu.povthamo.6 

que F ê. u.m e..t.paç.o du.at (em paiL.t-ic.utaJt., F Jte.6ie.x-ivo ou H-t.tbe.Jt:t). Pa 

Jta toda m _: 1, o e..6paç.o fYLCE;F) -tf!H1 a pJtoplt-i. __ eAade. do.õ c.e.nt:Jto.6 JuU'.a 

Uvoõ de Chebyõhev em 1t'bCE;F). 

Sejam me k numeras naturais. Vamos indicar por :{J~(F.;G) o 

conjunto de todos os polinomios P E ;flCE;G) tais que dim [PCE)] < k 

(aqui [P(E)] denota o subespaço vetorial gerado por P(E) c G). 

4.13 - LEMA: Cada e.teme.nto P € !}):(E;G) pode. .õe.IL e.J..c.JL{;to na (ÍOJtma 

k 
P - L 

i=l 
F. ® Y· 

l l 

o~tdc Pi 8 ri"CE;llO, IIPJ:: IIPII e yi E G com IIYJ < l pa!i.a l < 1 < k 

e y
1

, ... ,yk .õã.o tJ..ne.aJtme.n.:te. J..vtde.pen.de.n.:te..6. 

DEMONSTRAÇAO: Seja p e~CE;G), e suponhamos que dim[P(E)] c n < k. 

Seja {yl, ... ,yn} uma base de [PC E)] tal que li Yi 11 o 1 ' l < l < n. 
... 

Pelo Teorema de llahn-Banach, e xis te {yl, ... ,yn}c: [PC E)] .. tal que 

Yj_ (yj) :: (\j e !IYJ :: l para todo i,j € {1, .. , ,n}. Por·tanto, para to 

do v € [PCL)], t:em-se 

n 
v c I 

i=l 
y.(v)y. 

l l 

;'; 

Pelo mesmo Teorema, podemos estender y. até G Denotaremos tais ex 
l 

tensÕes também por y .. Logo, para cada x € E 
l 



:Sscre vendo 

e ai!lda 

P( X) = 
n 
I y. (P(x)y. 

. l l 
_1_:: l 

m 
P. :: y. o P resulta que P. G ÇJ (E; TIO e 

l l l 

n 
r = I 

i=l 
r. ® 

l 
y. 

l 

l < l < n 

DEMONSTRAÇAO: Pelo Lema 11.9 é suficiente mo:~trar que 

s = { p € ~lllc E· r''') 
k , li PJI < l) 

-e um subconjunto T 3 - fechado de 

-isto e, p 
a 

U - {P € 7(E;r''l IIPII < 1) 

P em U. Queremos mo~-:; trdr que r P S. 

Pelo Lema 4.13, cada Pa se eGcreve nu forma 

p 
a 

P. @ 
la 

I 
62. 
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onde P. S :/'CE; TIO. IIP- 11 < IIP 11 < l e y. e r'', IIY· 11 o l , la la a la la para 

todo 1 < i < k. 

Pelo Lema lf,':l, existe um subnet (PiS)SEL'l e existe ri E ~CE;JJ<) 

tais 

te um 

c a de 

que PiS + p. na 
l 

subnet (yi8)8€~ 
:~ 

F 
' 

para todo l 

Defina 

p 
o 

topologia 
T 3 ' e pelo Teorema 

~·: 

e Y· e F tais que Yis + y. 
l l 

< l < k. 

P. ® y. 
l l 

Considere o subnet (PS)SEL'l definido por 

Temos que 

k 

r o I ris ® Yis 
i=l 

CP
0
x)y - limcr

6
x)y 

s 

o CPx)y 

para todo x e E e y E F. Logo 

de Alaoglul exls 

na topologia fra 
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Como IIPII < l, segue quepe S. 

4.15 - TEOREMA: Sejam E e F e.bpaç.o-6 vwJtmado-6 e -6u.ponhamot.S que. Fê. um 

e.,5paç.o dual. (pCJ!t e.xe.mpto, F ne.6f.e.ú_vo ou Hi.tbe.Jtt). Todo õu.bc.on.jun.to 

1 3 - 6e.c.hado wc: :f>:CE;F) .te.m a pnop!U..e.dade. doó c.e.n.tJto-6 !Le.La.tivo~.:, de. 

Che.byJ.:,hev e.m quaf.quefL 1:.ube.llpaç.o ve..toJtia.t M c 7<E;F) c..on.te.ndo 

IITII 0 sup(IITxll 11 xll < 1 l 

" uma 11 o !una "m n. Em pan tic.uf:'.a1l., ih :to -
" ve.hdadc.ino pana: 

a) 'd o ~n(E·F) e M c. amo ac..-Lmaj 
k ' 

b) \;c ,rn(E·F) 
/k ' c. o mo a uma e n o _l)m(r;r); 

c) W::: ~~CE;F') e. H ::: 0mCE;F) ou 0Cr:;n, o que. -6-i.gni6ic.a 

que. 9~(E;F) .tem a pnopn.Ze.dade. do-6 c.e.ntJt0-6 Jte.f.a.tivoJ:J de_ 

Che.byJ.>he.v em Ç)m(E;F) c e.m ~(E;F) e a 6otr..-tio:Li., ê. p!t~ 

. . ' In( ") XA .. m-tna{.. e.m tjJ E; 1 e_ e.m :fJCE;F). 

DEMONSTRAÇ:AO: Seja r> O. Pelo Lemcl 4.111 o conjunto 

< r} é 1 - compacto. 
3 

O rcsul tado segue agora 

do Teorema 4. 6. 

4.16 - COROL7l:RIO: Se-Jam E e. F como no Teone.nw 4.15. O upa.ç.o ~{E;f) 

.tem a p!LoplL-Le.dadc dol.l c.uvtltob Jtefat~lvo.6 de Cheby<'>he.v 

Em panLic.ulan, KN(E;F) é. ph.oximinal em L(L;F ). 

em L(E;F ). 
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DEMONSTRAÇAO: Imediata a partir do Teorema 4.15, com a observação 

que, quando m = 1, 

Deutsch, Mach, Saatkamp C[6], Theorem 2.2) demonstraram a 

proximinalidade de KNCE;r''') em L (E;r'''). O Corolário 4-.16 ê uma g_§_ 

neralização desse resultado. 

4.17- DEFINIÇAO: Sejam (G, 11 liJ um espaço normado e f c. G um subes 

paço vetorial. Diz-se que F e.-6tã c.onó-<'..vtctdo em G se existe uma pro-

jeção linear, de normal, de G sobre F. 

4 . 1 8 - E X EM PL OS: 

a) Todo espaço pertencente à classe if'
1 

está confinado em 

qualquer espaço que o contenha; em particular, em seu du 

plo dual. 

b) Todo espaço dual está confinado em seu segundo dual: a 

transposta da isometria canonlca J: 
,.,,., 

E + E é uma projeção 

de E:': em E:'::'::'< = (E,.,,.,),., com norma 1. Em particular, todo 

espaço reflexivo~ e portanto todo espaço de Hilbert, está 

confinado em seu segundo dual. 

c) L1 CS)u) com S localmente compacto e u a-fini-::a, está con 

finado em seu segundo dual. 

cl) c
0 

nao está confinado em seu segundo dual R,cc 

4.19 -LEMA: Se.jam (G, 11 ~) um e.~paç.a noJLmado e f c G u.m J.Ju.be-&paço 

ve.-toJticct. Su.ponhamo~.J que r e.J.Jtá c.ort6úwdo e.m G. Se_ja M c TCE;F') um 

~ube.J.Jpaço nolLmado po1L 
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T - sup{]] Tx]l li xll < ll 

(l) \!JC W' CM; 

(2) P o T € W iJCUr.a todo T € W', o11de P e uma p!tojeç.ão UvteCVt, 

de vto~tma 1 de G 6ob!te F 

Eft-tão, patw :todo Li..nú.tado 11ão-vaz.{o B c 11, .tem-6e 

DEMONSTRAÇAO: - . Seja B c M limitado nao-vazlo. Como W C IV' CM segue 

que 

rad\-V' ( B) < radíol ( B) 

Seja Te centw 1 (B). Como T € H' sep;ue de (2) que I' o T e W. 

Hais ainda, para todo U t B e todo x € E, temos 

Ux = P(Ux) 

pois Ux € F. Logo, 

li U - PoT]I = li PoU - Po Tjj 

< 11 U-TII 
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4.20 - TEOREMA Sejam E e F e~paço& nohmado& e &uponhamo& que F e&~~ 

c_on6-tnado num e..õpaç.o duat. Então ~(E;F) tem a phop!Úe.dade. do& c.e.~ 

t!Lo& he.iaLi..vo& de. Cheby&hev em qualqu.IUL &ube.&paç.o ve:to/LÁ.-at HC 1CE;F) 

noJtmado po!L 

11 T ~ " s up { 11 Tx 11 :1 xll < l} 

e que c.oHtenha 0mCE ;f). Em pa!LLécu.iatL, -<-0.to é ve.!Ldade.-iJw paha 

:1 = tJ?cE;F) ou f'jJ(E;F) ~ o que. &ign,.i.6ic.a que. '/)m(E;F) admi-te c.entJWb 

de_ Chebuohe.v e :te.m a ptwph-Ledade. do~.J c.e.ntno-& hetativo,o de Che.by&hev 

em 0C:t:;F). a 6ohtJ .. otr)., ?mCE;F) ê pnoximinal e.m :í}(E;F). 
' 

DEMONSTRAÇ~O: Sejam W = ~m(E;F) e W1 = o espaço 

dual onde F está confinado. Obviamente W c. \~ 1 , e P o T e W para todo 

T € W 1 , onde P é a projeç'ão linear de norma l de F ~;obre c:':. Pelo 

Teorema 4.10, parte a), para todo limitado não vazio B c. !1, tem-se 

O resultado segue agora do Lema 4.19. 
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4. 21 - COROLJ\RIO: Sejam E e F c_omo no Te.o!Lc.ma 4. 20. Então L( E; F) tem 

a p!tcp!U..e..dade_ doh c.e.ni:Jt.06 JLe.ia:tiuo-6 de. Che.by,~he.v em quatque.Jt .óube.-t. 

paço M c 1CE;F) noJtmado po!t 

]]T]] c sup(]]Tx]] ]]x]] < ll 

e_ que. COilte.nha LCE;f). Em pahtic.ulafL, ih:to ~ ue.!Ldade.ifLo pa!La 

H= L(E;F) ou J'CE;F) o que. -Oigni6-i.c.a que L(E;F) admLte. c.e.ntlto-6 de. 

Che.by~5he.v e tem a p!tOp!tie.dade. do-à c.e.n,t!toh Jte.taLLvo-6 de. Che.by.t.he.v e.m 

tf>(t:;n. A óoJt.tioJti.., LCE;F) e= pnoximinat e.m '?CE;n. 

DEMONSTRAÇAO: Fazer m=l no Teorema 4.20. 

4,22- TEOREMA: Sejam E e F e.6paç.o.6 vtoJLmado;., e IJu.po11hamo.6 que. F e.6 

tâ c.on óinado num e..6paç.o du.ai. E n.tão '?~(E; F) te.m a ptw pJtJ..e. da de. do!J 

c.e.n:t!LoJ !Le.la:tivof., de. Clte.by.6he.u em qu.alque.!L .6ube..6paç.o ue.toJtial 

H c rcE; F) noftmado po!t 

IIT]] - sup(]]Txll 11 xll < l} 

e que. c.onte.nha Cf'~CE;F). Em paJttlc.uf.aJt, L!:. to é ve.JtdadelJto paJta 

M:: ~(E;F)ou. 1'mCE;F) ou al11.da 9CE;F), o que .olgn-l6lc.a que '?:CE;f) 

admLte. c.e_n~tJto.O de_ Ch.eby.&hev e -tem a pltoptie.dade do.& c.e.n:tJto.& Jtela:U-

m m 
vo.o de Che.by.&he.v em 'i' (E;F) e em ?CE;F). A 6oJtt-ioti, :?l<CE;F) e 

p!toximi11.af. em ':?m(E;F) e em 9CE;f). 

' 
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DEMDNSTRAÇAO: 
;'; 

Sejam G o espaço dual onde I' está confinado 12 P uma 

projeção linear de norma l de F sobre 
:': 

G . Consideremos então 

! •. ) - 'f'rncç·.l-) e w· ~ . - k ~- ' 
m ~·: 

'f', (E;G ). 
' 

É claro que VJ c: W' e Po T 8 ltJ para to-

-Se BC Me um subconjunto limitado nao vazio, pelo Teorema 

4.15, existe T
0 

8 cen·tw 1 (B). Resulta agora do Lema 4.19 que 

F o To e cent1,v(B). 

4.23 - CORDLARIO: Sejam E c F ~amo no Te.one.ma 4.22. Ent~o 

.te~1 a pkopnledade dob ~ettinob nela~ivob de Chebybhev em L(E;F) e a 

bonLi..on{, é. pnoxi1nina.t em L(E; F), 

DEMONSTRAÇAO: fazer m=l no Teorema 4.22. 

0 Corolário 4.22 aclJna generaliza um Pesulta de f..eutsdl, Mach, 

Satkamp ( [6], Corollary 2. 6) que haviam demonstrado a proximinali:_ 

dade de tais subespaços. 

---x---



CAPITULO 5 

MELHOR APROXIMAÇAO SIMULTANEA DE OPERADORES LINEARES 

LIMITADOS POR OPERADORES COMPACTOS 

5.1 DEFINIÇAO: Sejam X um espaço topolÓgico localmente compacto e 

(E, 11 11) um espaço normado. Seja 1 uma topologia localmente convexa 

sobre o dual E:·~. Denotaremos por 

;': 

C (X;(E:·:,T)) o espaço 
o 

vetorial de 

todas as aplicações f: X +E que são contínuas e nulas no infinito 
,. 

quando E" esta munido da topologia T. 
,., 

Quando T for a topologia da norma de E , escrevemos simple_§_ 

mente C
0

(X;E'''). 

Observemos que 

5.2 - DEFINIÇAO: Sejam X e E como na Definição 5.1. Definimos 

* onde o= o(E ,E). 

Observemos que 

,., 
será munido da norma de subespaço de 1

0
/X;E:''). 

-70-

1 
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:': ;': -Corr. efeito, se f 8 C (X; E ) , e claro que f: X -+ (1:; ,a) e contínua. 
o 

Resta provar que f -e nula no infinito como aplicação de 
:': 

X em(E ,a). 

:': 
Seja U uma o-vizinhança da origem em E . Como a e menos fina do que 

a topologia da norma, existe E > O tal que 

(y 8 E 
:': lhll < E} c u. 

Para este E> O, como f € C
0

(X;E'''), existe um compacto K ex talque 

jjf(x)jj < E, para todo x ~ K. Logo, f(x) € U para todo x t K, isto 
... 

é, f é nula no infinito quando E" está munido da topologia a. 

Observemos que, se a função f pertence a C CX;CE''',cr)), então 
o 

f( X) é o(E''',E)-lirnitado. Logo, quando (E, jj ]] ) for c.omptetu, segue-

<;e do PrincÍpio da Limitação UnifoPmc que f(X) é limitado em (E''',]j IP 
·'· 

isto ª• f E 1
00

(X;E"). 

Vemos pois que no caso de ser (E, 11 11) um espaço de Banach, 

e portanto 

C (X,(E'',o)) 
o 

C (X;(E'':,o)) 
o 

5. 3 - TEOREMA: Sejam X um e6paç.o topotOg;c..o -toc..atmente c..ompac.to de 

HauhdM66 e (E, 11 11) um ehpaço de Banach. O ehpaço L(E;C
0

(X)) ii üa 

met!Úc.amente. ;6omolt6o a C
0

(X;E'':) atJLavé6 da apl_{_c.aç.ão de6;n;da po!t 

~(T )x = ox o T 
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pah_a .to do T 8 X, onde_ 6 
X 

de_no.ta a fiun~ão avat~ação 

no pon:to x. Sob e_~:,;ta apLLc.ação, K(E,C
0

(X)) ê. ,{_~:,ome.:ttúc.amenA:e. ,i_-t,omolt 

6o a C
0

(X;E
1
'), 

DEMONSTRAÇAO: Seja T 8 L(E;C (X)). Para cada x 8 X consideremos 
o 

Então 

:': 
6 o T € E , para cada x € X. Definimos 

X 

uT(x)s = éix(Ts) = Ts(x) , x € X, r~ € E 

Afirmamos que uT 8 C (X,(E
1
',o)). 

o 
Com efeito, se x

0 
€ X, s

0 
€ E 

E: > o, mnD Ts
0 

8 C( X) existe uma vizinhança U de x
0 

tul que 

ou seJa, 

x f U =;> iuT(x)s - uT(x )s I < o o o o 

Logo, uT € C(X,(E:':,o)). Por outro lado, se s € E e E > o, 
o 

Ts € C (X), existe um compacto K c X tal que 
o o (; 

e 

como 

1 



e portanto, uT € C (X;(E'"',o)). 
o 

Definamos ljl: LCE;C (X))_. 
o 

= li Ts ( X) 11 < E 
o 

C CX;CE
1
',oll 

o 
por 
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E: fácil ver que .:P está bem definida e é uma isometria linear e lnj::_ 

tora. Provemos que rp é sobrejetora. 

Seja u t C
0

(X;(E:':,a)). Pcn'u cada s € E, definimos 'I's: X__,.]}( 

í=JOr Ts(x) = u(x)s para todo X e X. Resulta da continuiciacie de u que 

~s € C(X). Por outro lado, seja E > O. Como u ê nul,J. no infinito, 

existe um compacto K X tal que 
c 

X e!( = ITs(xll = luCxlsl <E 

o que prova que Ts € C (X; TIO. 
o. 

Consideremos T: E _. C (X) 
o 

s ~-""" Ts 

-Como, para cada x e X, u(x) e linear, segue que 'J' e linear . 

Além disso) 

IITI! = sup IITsll 

11 sll~l 

= s up sup ITs(xll 
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sup sup llu(xlsll 

= sup ~u(xlll 

x€X 

< 00 

onde a Última desigualdade resulta do Princípio da Limitação Unifor 

me. Logo, 

T e L(E ·C (X)) • o 

Hais ainda, como u( x)s = Ts ( x), para todo s € E e x € X, segue que 

u = 4J(T), e portanto, tP é sobre:jetora. 

Reciprocamente, sejam u c T 8 ~(E;C (X)) tal 
o 

que 

<P (T) = u. Se B = {s € E; llull < 1}
1 

o conjunto T(B) é relutivamente 

compacto em C (X). Isto resulta do Teorema de Arzeià-P..scoli, aplic~ 
o 

do à lmagem de T{B) pelo isomorfismo que leva C (X) em C( X U{oo}), 
o 

onde X U {oo} denota o compactificado de Alexundroff de X. 

5.4 TEOREMA: Se-jam X um e.flpaç.o .toc.a.tme.nte. c.ompac.to de. l-iaMdoJt66 e 

(E, 11 11) wn ;:,:,paç.o de Ba;,wc.h ttn--é6oh..mementr_ -t-l-5o. O e.<Spaç.o K(E;C
0

(X)) 

tem a p!top!t--ée.dade. do-6 c.e.n.tJto-6 Jte.tat~voô de_ Che.by-óhe_v e_m LCE;C
0

(X)). 

Em paJLtic.u.taJL, K(E;C (X)) ~ j:JfLOX.im-i.n.ai em L(E;C (X)). 
o o 

;': 
DEMONSTRAÇAO: Como E é uniformemente convexo, resulta do Corolário 

2.26, que C
0

(X;E''') tem a propriedade dos centros relativos ele Olebyshev 



em 9.oo(X;E:':), e a fortiori, em 

demonstração fica completa. 

:': 
C CX;E ). 

a 
Aplicando o teorema 5.3, 

75. 

a 

Quando X é discreto c TI< = JR, escrevemos C (X; ffi) = c (X). 
o o 

Neste caso, K(E;c (X)) é um M-ideal de L(E;c (X)) qualquer que seja 
o o 

'-' espaço normado E (t·Iach e Ward ['26], Theorem 3.1), c a sua proximi:_ 

nulidade segue então da teoria geral dos M-ideais. Deutsch, 1'1ach, 

Saatkamp ( [ 5], Theorem 3. ll) deram uma prova direta da proximinali:_ 

dc1de e deduziram outros fatos (como, por exemplo, uma prova constru 

tiva da existencia de uma seleção homogenea e contÍnua para a pro-

]Cçao métrica). 

Resulta do Teorema S .4 acl.ma que, para X discreto e E unifo~ 

mcmente liso, KCE;c (X)) é não somc:nte pPoximi.nal mas tem até mesr:to 
o 

,.J 1.11 ·oprie de:. de dos centros relativos Jc Chebyshcv em L(L;c (X)). 
o 

En 

tretanto, não sabemos se a hipôtese de ser r; uniformemente liso PS2_ 

de ser removida de 5. L1. 

5.5- COROU\RIO: Seja X um e..6paç"o f.oc.atme.nte. c_ompac_to de. Hau.6doJt61. 

Suponhamo-6 que. :C .6C.ja um e.Dpaç.o de. Hitbe.Jtt, ou. um C-.6paç.o tp Ott um Lp., 

c.om l < p < oo. En~ão, o e.1paç.o K(E,C
0

(X)) te.m a pJtopJtie.dade. do.6 c.e.n 

tJto-6 Jtef.ativo.6 de. Che.by.õfte.v e.m L;r:,c
0

(X) ). 

DEMONSTRAÇAO: Os espaços citados no enunciado s'Zl.o exemplos de espa-

ços uniformemente lisos. 

[viach ( [:?2], Corolário 3) havia provado a proximi_nulidade (]e 

tais subespaços, quando X é compacto de Hausdorff. 
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5.6 - COROLARIO: Seja (E, ~ ~I um ••paço de Banach unl6o~memente 

ti-6o. O e..õpaç.o K(E;c
0

) .tem a pJtopnic.dade. doJ.:J c.e.n..ttto-6 ne.ta.U .. vo~:> de. 

Che.by.õhe.v e.m LCE;c
0

) c., em pcutL[c.uiaJt, ê. pnoxim-i..nat e.m L(L;c
0

). 

DEMONSTRAÇAO: c
0 

= c ( JN; no onde JN tem a topologia discreta. 
o 

Mach e Ward C[2G]; Theorem 3.1) (ver também Yost [35], 

rollury 2. '7) provaram que, para todo espaço de l3anach L, KCE;c ) 
o 

Co-

-e 

um M-ideal de L(E;c ) , e que portanto~ para todo espaço de 
o 

Banach 

F K(E·,c) é proximinal em L(E,c ). 
~, o o 

5.7- COROLARIO: Seja l < p < oo. O e.-6paç.o K(t ;c ) tem a pnopJtie.da 
p o -

de do-6 c.e.n.tJto-6 Jte.ta;t[vo.t. de. Clre.by-6he.v em L(t ;c ) e., a 6oJt.t,{oJti, 
p o 

pJtoximinal e.m L(t ;c). 
p o 

-• 

DEMONSTRAÇAO: Imediata a par.tir do Corolário S.G observando que p~ 

ra l < p < oo o espaço tp é uniformemente liso. 

5.8 - COROLARIO: Se. X ê. um e.hpaç_o c.ompac.to de. HauhdoJtfl6 e. -E e um 

dctde. do-6 c.e.ntl!.Oh ne..taLi.vo-6 de. Che.by-tJhe.v e.m L(E;C(X)). 

DEMON STRAÇAO: Como X é compacto, C (X) ~ C(X) e o resultado segue 
o 

do Teorema 5. 4. 

5.9 - COROLARIO: Se.ja X um e.-6paç.o c.omp.tetame.vtte. ne.gu..tal!. de. Hau..-6doJt66 

1 
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a pnoph.ie.dade. do.ó c.e.ntlto.ó he.iati..vo.ó de. Cheby.õhe.v em LCE;Cb(X)). 

DEMONSTRAÇAO: Existe uma isometria linear entre Cb(X) e C(BX), onde 

SX denota o compactificado de Stone-Cech de X. 

Portanto, os espaços L(E;Cb(X)) e T.(E;C(SX)) -s ao iGometri c a 

me:lte isomorfos, bem como também o são K(E;Cb(X)) e KCE;C(SX)). 

Basta aplicar agora o Corolário 5.8. 

Ka-Ling Lau ( [20], Theorem 4.5, parte ii)) havia demonstrado 

:J. proximinalidade de tais subespaços. 

5.10 - COROLARIO: Seja E um e..ópa~o de Banac./1 uni..6o~tme.me.nte. li...óo. O 

DEMONSTRAÇAO: Se IN está c~quipado da topologia discreta, então 

5.11- COROLARIO: Seja l < p <co, O e..ópaç.o K(Q. ;Q. ) tem a phop!vée.-p ~ 

Che.byMte.v em L(Q.p;Q.o:,) e, e.m pa!tLLcu-

Ressaltamos aqui que feder( [1 1], Theorem l) provou que 

K(Q.cc;Q,cc) não ê. p!toximin.a.f em L(Q.cc;Q,co). Portanto, no Corolário aclma, 

nâo se pode tomar l < p < co 

--- x---



[l] 

BIBLIOGRAFIA 

AMIR, D., Chebyshev centers and uniform convexity, 

J. Math. 77 (1978), l-5. 

[2] AMIR, D. e f. DEUTSCH, Approximation hy certain subspeces in 

the Banach space of continuous vector-velued functions, Joun 

nat Appnoximation Th. 27 (1979), 254-270. 

[ 3] BRATTELI, O. e D.W. ROBINSON, Ope!Lal:on Mgeb!Wó and Q.aantam 

S:tat}_J.Stic..at Me.c.hanic.6, I., Springer-Verla[S, New York, Heidel 

berg, Berlin, 1979. 

[4] CLARKSON, J,A,, Uniformly convex spaces, Ttt.an-6. Ame.n. Math. 

Soe.. 40 (1935), 296-411+. 

[s] DAY, M.M., NoJtme.d Une.aft. f..pac.e..o, 3º' ed., Springer-Verlag, 

New York, Heidelberg, Berlin, 19 

[6] DEUTSCH, F., MACH, J. e K. SAATKAMP, Approximation by finite 

rank operators, por aparecer. 

[7] DIESTEL, J., Ge.ome.tJty o6 Banach Spac.e..t. Se.lec.ted Topi.c..6, 

Lecture Notes in Mathematics 485 > Springer-Verlag, 1975. 

[s] DIESTEL> J. e J.J. UHL, Jr., Vec.toJt Mea..ou!te.6, Mathematica1 

Surveys 15, Amer. Math. Soe., Providence, 1977. 

[9] DUGUNDJI, J. , Topology, Allyn and Bacon, Inc., Boston, 1970. 

-78-

1 



79. 

[l8l DUNFORD, N. e J. SCHWARTZ, Ltn.eah. ope.Jta:toh.-5 I., Interscience 

Publ., New York, 1958. 

[11] FEDER, M., On a certain subset of L
1 

(0 ,1) and non-existence 

of best approximation in some spaces of operators, JouJtnal 

App!Loúmatü" Th. 29 (1980), 170-177. 

[1 ?] FRANCHETTI, C. e E. 1/J. CHENEY, Simul taneous approximation a.nd 

restricted Chebyshev centers in function spaces. In 11 Apph.ox:i:. 

ma:tion Theo!ty a~td Appf.-tc.a:t-ton-5 11 Editor: Z. Zieg1er. Academic 

Press, Inc., 1981. 

[13] GARJ<AVI, A.L., The best possible net and the best possib1e 

cronsection of a set in a normed spa.ce, Ame.Jt. Ma:th. Soe.. 

T/utn-5-Ca:t-toru 39 (1964), 111-132. 

[14] GOODNER, D.B., Projections in normed linear ~>pace:s, TJtan.s. 

Ameft. Math. Soe.. l39 (1950), 89-108. 

[15] HASUMI, M., The extension property o f comp1cx Banach spaces, 

Tohoku Math. J. lO (1958), 135-142. 

[16] 1-IOLMES, R, 8., Ge.ome:tJtic..a.t Func.:tiona.t Anai.lj!.J)_!.J and -tt.6 AppLé

c.a.t-tovtJ:,, Springer-Verlag, New York, Heidelberg, Ber'lin, 1975. 

[1 7] HO LMES, R. B. e B. R. KRI PKE, Bes t approximation by compact 

operators, Ind,éana Univ. Ma:th. J. 21 (1971), 255-253. 

[18] KADETS, I.M. e V. ZAMYATIN, Chebyshev centers ln the space 

C[a~bJ, Te.oJt,éa FuniL, Func.kc..ion. Ana.t. P!U..t. 7 (1968), 20-26. 



[}9] KELLEY, J.L., Banach spaces with the extension property, 

Tttanõ. Amett. Math. Soe. 72 (1952), 323-326. 

80. 

[20] LAU, K. S., Approximation by continuous vector volued functi 

ons, S:tudi._a Math 68 (1979), 291-299. 

[21] LINDENSTRAUSS, J., Extension o f compact operators, Me.mo-LJU 

Amett. Math. Soe. 48 (1964). 

[22] MACH, J., On the proximinality of compact operators with range 

in C(S), Pttoc. Amett. Math. Soe. 72 (1978), 99-104. 

[2 3] MACH, J., Best simul taneous approximation o f bounded fl§lctions 

with values ln certain Banach spaces, Math. A~tn.alen 240 Cl979), 

157-164. 

[21+] MACH, cT., On the existcnce o f best simul taneous approximation, 

JouJtnaf Apptwxillla.ti.on Th. 25 (1979), 2S8-2G:i. 

[25] MACH, J., On the proximinality of Stone-\rJeierstrass subspaces, 

Pac.i6-Lc. J. Ma-th., por aparecer. 

[25] MACH, J. e J.D. WARD., Approximation by compact operators on 

certain Banach spaces, Jou!Lvw.t AppiLoximat-ton Th. 23 (1978), 

274-285. 

[27] MICHAEL, E., Selected selecti.on Theorems, Ame.h. Math. fl.1on..th.ty 

63 (1956)' 233-238. 

[28] NACHBIN, L., A theorem o f the llahn-Bunach type for lineu.r 

transformatious, T/Wf16. Ame.Jt. Matlt. Soe.. 68 (1950), 28-46. 



Bl. 

[29] OLECH , C., Approximation of set-valued functious by conti 

n uous functions , Co.f.f.oq . Ma.th . 19 ( 1968 ), 285-293 . 

[30] PHILIPS , R. S. , On linear transformat ions , TJLan6 . Amelt . Math . 

So c.. 4 8 ( 1940), 516-541. 

[31] PROL L.A. , J . B. , Appiwúmat.(.on o6 ve.c.to tt. vo.ttte.d 6unc.üo n.ó , 

l~orth - Ho l1and Publ. Co ., Amsterdam , 1977 . 

[32] SCHAEFER , H. H. , Topo .to g.(.c.a.e Ve.c..to ·'t. Spac.e.â , Springer- Verlag, 

Berlin , 19 70 . 

[33] SE~l A DENI , Z., Banach .ópac.e..ó OÓ C.OittiltUOUâ 6 t mc.üon.~o , Polish 

Sci entific Publ., Varsóvia , 1971 . 

[ 34] SH!Til , P. W., e J . D. \•lARD , Restt'icted centers in subalgebras 

of C( X), Joutt.tw.f. AppJtox.úna.tün Tft . 15 ( 1975 ), 54-59 . 

[ 35] WARD , J . D. , Chebyshev centers in spaces of continuous func 

tions, Pac..(.6.(. c. J . Mtt.tlt 52 ( 19 74 ) , 2B3- 287 . 

[36] YOST , D. T . , Best app r o ximation and intersections of balls in 

Banach spaces , Bu.t.e.. AM.t-'l.a.t . Matft . Soe. 20 (1979) , 285 - 300 . 

----x----


