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INTRODUCAO

F um resultado cldssico que toda subdlgebra fechada de C(X; R)
& proximinal em C{X; R), X compacto. Este resultado fol estabelecido
Dor Mazur que entretanto nao publicou a demonstragao. Posteriormen-
te Pelczynskl e Semadeni publicaram demonstragdes desse resultado.
Diversas generalizagdes e extensdes da proximinalidade das sub&lge
bras de fungdes continuas tem desde entao aparecido na literatura.

Uma primeira idéia ¢ a de considerar fungdes a valores veto-
riais, substituindo IR por um espago de Banach E. Como neste caso
C(X3E) perde a estrutura de algebra, investiga-se a proximinalidade
de subespacos vetoriais com propriedades extras que o0s tornam gene-
ralizagdes das subdlgebras. Nesta linha podemos citar a tese de J.
Blatter, "Grothendieck spaces Ln approximation Theory", publicada na
colecdo "Memoirs of the American Mathematical Society", n® 120 (1872).

Qutra idéia consiste em generalizar a nogao de proximinalida
de: em vez de perguntar se toda fungao f possul uma melhor aproxima
cio por elementos da algebra ACC(X: IR), tem-se o problema de tentar
2proximar simultaneamente todas as fungOes pertencentes a um conjun
to limitado B<C{X; IR). Neste caso, podemos considerar até mesmo a
Elgebpa A = C{X; R). Como as melhores aproximagdes dos elementos de
B por A sdoc conhecidos como centros de Chebyshev de B relativos a
A, ou simplesmente centros de Chebyshev de B, se A for C(X; IR), di
zemos que se trata do problema da existéncia de tais centros. Os
primeiros a investigar essa questac foram oS russos Garkavi, Kadets

¢ Zamyatin, que estabelcceram que o espago de Banach C(X; IR), X com



LA

pacto de Haurdorff, admite centros, isto &, quando A = C(X; R) todo
limitado B < C(¥; IR) poszul centro de (Chebyshew.

Quando A = Cb(X;E), a existencia de centros de Chebyshev foil

estudada por Ward (1%74) nos casos: (a) X paracompacto e dim E <«
E estritamente convexo; (b) X normal e E espago de Hilbert. Estes
resultados foram generalizades por Amir (1978) que provou que C(X;E)
admite centros para X qualquep espago topoldgico e E um espaco de
Banach uniformemente convexo. Anteriormente, Smith e Ward (1975),ha
viam mostrado que toda subélgebra fechada A de C{X;IR) & tal que to
dos os limitados B © C(X; IR) possuem centros de Chebyshev relativos
~a Aj aqui X & um compacto de Haurdorff. Mach (1979), mostrou que
nesse resultado X pode ser qualquer conjunto e A qualguer Subélge -
bra de 2_(X; IR}, o espago das fun¢oes reais, limitadas, definidasem
3,

Voltando ao caso de fungdes a valores vetoriais observamos
que uma das generalizacgdes mais interessantes da nogao de subalpe —
bra de C (X;IR) € a nogdo de algebra potinomial de C, (X3E), que con
tém como caso particular a nogao de subespago de Stone-Welehstrass
de Cb(X;E). 0 trabalho ja citado de Blatter, e Yost (1980) conside -
ram a proximinalidade de subespagos de Stone-Welerstrass no caso em
que E & um espago de Lindenstrauss real. Olech (1968) considerou a
proximinalidade no caso em que E & um espago de Banach uniformemen-
te convexo. Lau (1979) generalizou este ultimo resultado substituin
do Cb(X;E) por & _(X;E). Mach (1979) generalizou ¢ resultado de Olech
mostrando que o0s subespagos de Stone-Welerstrass ndc sd sao proximi
nals mas admitem centros relativos de Chebyshev, quando E & unifor-

memente Cconvexo.



LLA.

Todos estes resultados da literatura sao casos particulares
dos Teoremas 2.15 e 3.13 em que estabelecemos a propriedade dos cen
tros de Chebyshev para algebras polinomiais (E uniformemente conve-
x0) e para espacos de Stone-Weierstrass (E Lindenstrauss real), res
pectivamente.

No Teorema 2.15 B pode ser qualquer limitado, e em 3.13 B &
compacto.

Outro resultado classico em Teoria da Aproximacao é aquele
que afirma ser o espago dos operadores lineares compactos K(H) pro
ximinal no espago de todos os operadores lineares limitados L(H) num
espago de Hilbert H. Esta conjectura de Blatter (1969) foi provada
por Holmes e Kripke (1971). Posteriormente, Holmes, Scranton e Ward
(1975) recbtiveram egte resultado a partir do fato gue tode M-ideal
& proximinal. De fato, Dixmler havia obtido em 1350 um resultado que
afirma ser K(H) um M-ideal de L{H). A partir desses resultados pas
sou-se a investigar pares de espagos de Banach E e F tals que K(E;B?
fosse proximinal em L(E;F), ou mais geralmente tals que K(E;F) tem
a propriedade dos centros de Chebyshev em L(E;T). Por exewplo, se
L= F = Qp (1 <p < @), a proximinalidade segue do fato que K(Rp) e
um M-ideal em L(Rp), ou entac por prova direta devida a Mach e ward
(1978). Entretanto K(Ql) nao & um M-ideal de L(Rl): sua proximinali
dade foil provada diretamente por Mach e Ward (1978), e por Yost
(1980). O caso restante foil decidido negativamente: K(&_ ) nao & pro
ximinal em L(&_ ), Feder (1980).

Lau (1979) provou que K(E;F) & proximinal em L(E;F) quando E

¢ uniformemente liso e F = CD(X), X topoldgico qualquer. Em 1978,



Mach havia obtido esse resultado para E um espago de Hilbert, ou um
espago Qp’ 1 < p <o, ouk = C,
Yost (1979) provou que K(E;co) & um M-ideal em L(Es;c ), para
todo Banach E, generalizando um resultado covrespondente de Henne-
feld: K(c ) & M-ideal de L(c ).
o] o
Recentemente, Deutach, Mach e Saatkamp estabeleceram a proxl

)

minalidade de KN(E;F“) em L(L—'.';PK) onde K (E;F“) denota o conjuntio

N

dos operadores lineares T € L(E;F*) tals que dim T(E) < N. No capi-
tulo 4 consideramos o problema mais geral de existéncia de centros
de Chebyshev para subconjuntos de operadores nac necessariamente 1i
nearesy em particular espagos de polinbmios homogéneos continuos.
Nosso principal resultade, Teorema 4.6, tem como corolarios, entre
cutros, os seguintes resultades: toda algebra de von Neumann de L(H)
tem a propriedade dos centros de Chebyshev, H espago de Hilbert;
GDm(E;F*) tem a propriedade dos centros de Chebyshev em Q(E;F*);
?E(H;F*) tem essa propriedade em Fm(E;F*). Este ultimo resultado
generaliza aquele anteriormente citado de Deutsch, Mach e Saatkamp
em duas direcOes: os operadores nac sao mais necessariamente linea-
res e obtivemos a propriedade mais geral dog centros de Chebyshev e
nao apenas a proximinalidade.

No capitulo 5 voltamos ao caso de operadores lineares e pro
VAMOS que K(E;COCX)) tem a propriedade nos centros de Chebyshev em
L(E;C_(X)), quando E & um espago de Banach uniformemente 1liso e X €
localmente compacto. Este resultado € andlogo ao resultado de Deutsch,
Mach e Saatkamp, que afirma ser KN(E;CO(X)) proximinal em K(E;C (X))

quando E &, por exemplo, estritamente convexo. Nosso resultado tam



bém generaliza aquele de Lau, gque obtivera a proximinalidade

K(E;Cb(X)) em 'L(E;Cb(X)) com E uniformemente liso.

—_————— -

de



CAPITULO 1

NOTAGCOES E PRELIMINARES

1.1 - DEFINICAO: Sejam (E,| ||} um espago normado e W<CE um subcon-
junto ndo-vazio. Diz-se que W & proximinaf em E quando para todo

y € E, existe x € W tal que

|x-y| = inf Jt-y|

tEW

Indicaremos por P (y) o confunto de todos os x € W tails que

lx-vll = inf [t-y]

teW

E claro que, W & proximinal significa que Pw(y) # #, para to
do y € E.

P facil ver que todo subconjunto proximinal ¢ fechado.

1.2 - DEFINIGAO: Sejam (E, || ||} um espago normado e WCE um subcon-
junto ndo-vazio, Para cada subconjunto limitado nao-vazio B CE, de

finimos o zadlo de Chebyshev de B relative a W por

rad (B) = inf sup ||x-v|

x EWy eB

e



0s elementos de W onde o infimo & assumido s3o chamados cen
thos de Chebyshev de B [com nespeitfo a W) . Denotaremos o© conjunto
de tais elementos por cent,(B). Cada elemento de cent (B) & também

chamado uma melhor aproximacao simultanea de B por elementos de W.

1.3 - DEFINIGAD: Sejam E e W como na Definigdo 1.2. Diz-se que W
tem a propriedade dos centros relatfives de Chebyshev em E quando,
para todo B CE limitado nao-vazio, tem-se centw(B) # ¢. Em particu-
lar, quando W = E diz-se simplesmente que E admife centros de Che-

byshev,

Tomemos B = {y} na definicao 1.2. Entao

rad,(B) = infl|t-y[l = dist(y,W)
tEW

M

centw(B) = Py

Portanto, todo W que tem a propriedade dos centros relativos de Che
byshev em £ € proximinal em E.
Consideraremos nesta Tese, og seguintes tipos de problemas,

uma vez dado o espaco normadoe (E, || ]):

19) determinar se (L,| |) admite centros de Chebyshev;

22) dado WCE, determinar se W tem a propriedade dos centros
relativos de Chebyshev em b

39) dado WCE, determinar se W ¢ proximinal em Ej

49) dado W CE, determinar a malor classe de limitados B € E

tals que centw(B) Z 0.



Coletamos a segulr as principais notagoes e definigoes, e al
guns resultados preliminares, necessarios para a compreensac dos enun

ciados dos capitulos posteriores.
Casc nao se esfecifique, todos os espagos vetorials conside

rados, Serac espacgos vetoriais sobre IK (IK =R ou €).

Se (E, | || € um espago normado, x € Ee r > 0, escrevemos
B{x,r) = {y € E; [ly-x] < r}
=
B{x,r) = {y € E; |y-«] < v}
Se E e T sao espagos vetorials topolOgicos, denotaremos por
L{(E;F) o espago vetorial das aplicagdes lineares e continuas de
E em Fy; em particular, L(E; K) serd indicado por E'. A  topologia

fraca, definida em E por um sistema dual entre E e I, sera denotada
por o(E,I).

Se X € um conjunto ndo-vazio e (E, | [|) € um espacgo normado,
indicaremos por & (X3;E) o espago normado de todas as aplicagdes 1i

mitadas de X em E com a norma do supremo:

[£] = sup | £

X€X

para todo f € g_(X3;E).
Quando X =IN = {0,1,2,3,...} e E = K, escrevemos simplesmen-
te & em vez de £ (DN K).

Se X € um espago topolégico ndo-vazio, e E & um espago veto-



rial topoldgico, indicaremos por C(X3;E) o espago vetorial de todas
as aplicagdes continuas de X em E. O subespaco vetorial de C(X3E)
de todas as aplicagdes continuas e limitadas de X em E serd indica-
do por C,(X;E). Recordamos que f: X-+E & dita limitada se f(X) € um
subconjunto limitado de E. Quando E for normado tem-se, evidentemen

te,

CD(X;E) = L _(X3E) NCIX3E)

e Cb(X;E), neste caso, sera sempre considerado como subespago norma
do de #_(X;D).

Qutro subespago vetorial interessante de C(X3;E) &  aquele
constituido pelas aplicagdes f € C(X;E) que sao nulas no infinito,
isto ¢, tais que dada uma vizinhanga V da origem de E, existe Wb
compacto X < X tal que f(x) € V para todo x € K. Indicaremos por

CO(X;E) tal subespago. Obscrvemos que

COCX;E) C CLUXE)

£ claro que CO(X;E) 53 tem interesse rcal no caso em que X
e localmente compacto.

Quando E & normado, sempre consideraremos CO(X;E) como subes
pago normado de Cb(X;E) ou, o que & 0 mesme, como Subespago normado

de QW(X;E).

1.4 - DEFINIGAO: Um espaco normade (E, || ||} & uniformemente convexo
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se para cada €, 0 < ¢ < 2, existe §(¢) » 0 tal que sc x,y € E ,
—
I = lly] =1 e |[x-yl > ¢ entao ?Hx+y” < 1 - 6(e).
O0s espacos L e £ com 1<p< = sao exemplos de espagos unifor

memente convexos (ver Clarkson [H] e Diestel [?]).

1.5 - DEFINIGAO: Um espago normado (E, || ||) e uniformemente Liso se

a norma de E & uniformemente Fréchet-diferenciivel (fora da origem),

isto &,
L Dl = I
A0 A
existe uniformemente para x,y € £ com x| = |y = 1.
1.6 - OBSERVAGAD: Vale o seguinte resultado: Seja (E, | |) um espa-

co de Banach. Entac E € uniformemente liso se, e somente se, o dual
E' de E é uniformemente convexo. (Para uma demonstragao ver, por
exemplo, Diestel [ 7], Theorem 1, pag. 36).

Sao exemplos de espagos uniformemente lisos os [P e Rp’
1 < p < =,

1.7 - DEFINIGAO: Um espago de Lindensirauss & um espaco de Banach
cujo dual & isometricamente isomorfo a um espacgo Ll(S, Y, w.
Lindenstrauss [21], Theorcm 6.1, obteve a seguinte caracteri

2a¢ao
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1.8 - TEOREMA: Um espaco de Banach reaf T ¢ um espage de Lindens-
trhauss se, e somente se, toda colegdo de bofas fechadas de B, {intexr
ceptando-se duas a duas ¢ cufo conjunto dos centros & relativamente

compacte fem L{nterse¢dac naoc-vazia.

1.9 - DEFINIGAO: Seja (E, || |} um espago de Banach. Dizemos que E

pentence & classe P, se, para cada espago de Banach T contendo E co

1

mo subespaco normado, existe uma projecdo linear e continua P de T

sobre E de norma |[P| = 1.
1.10 - DEFINIGAD: Diz-se que um espago normado (E, | [} tem a pro-
pricdade da extensdao se para cada espago normado (G, || [[) e cada su

espago vetorial F de G, toda transformagaoc linear e wontlnua f£: T+ E

Ten pelo menos uma extensao f: G -E que € linear, continua e LE] = | £].
1.11 - OBSERVAGAO: Um espago de Banach (E, || ||) tem a propriedade
da extensdo se, e sdmente se, pertence a classe P (Nachbin, [28]}.

Um espaco de Banach E tem a propriedade da extensao se, e $0

sc, € isometricamente isomorfo a um C(S; K), onde S & um compacto
de Hausdorff extremamente desconexo {(isto &, o fecho de um aberto
de & & aberto em S). No caso IK = IR, este resultado fol estabeleci

do por KXelley [19], complementando resultados de Nachbin [28] e Good
ner [iq] que faziam a hipdtese de existir um ponte extremal na bola
unitiaria de E. No caso IK = €, a caracterizagao acima é devida a
Hasumi [15].

No casoc IK = IR, Nachbin [28] demons trou que a propriedade da



extensao é equivalente a propriedade da intersegao binaria. Ou se

ja, para um espago de Banach real E, sao equlvalentes:

(a) E tem a propriedade da extensao

(b) E pertence a classe Pl

(c) E & isometricamente isomorfo a um espaco C{(S;IR) onde S

My

um compacto de Hausdorff extremamente desconexo.
(d) toda colegao de bolas fechadas de E, que se intersecio-

nam duas 4a duas, tem intersecgdac nao-vazia.

1.12 - DEFINIGAD: Sejam X um espaco topolbgico e E um espago  veto-
rial topoldgico localmente convexo. Diz-se que um subespago vetorial

W < C(X3E) é uma alfgebra polinomial se

A={yog;y €L, gt€wl

& uma subalgebra de C(X;IK) tal que A & ECW,
Uma algebra polinomial W & dita auto-adjunta se a subalgebra
A & auto-adjunta.

Uma referencia basica para algebras polinomiais & Prolla [31].

1.13 -DEFINICAO: Sejam X um espaco topoldsico e £ um espago normado.
Um subespago vetorial W © C (X;E) é um subespaco de Stone-Wedenstnass

> existe um espago topoldgico Y e uma sobrejegac contlinua e fecha

&

—

da @: X » Y tais que

W=z {gom; gkt CD(Y;E)}



1.14 - OBSERVACAQ: Se X & um espago paracompacto e m: X + Y & uma

sobreje¢ido continua e fechada entdo Y € paracompacto (ver Dugundiji

[g]).

1.15 -~ PROPOSIGAO: Sejam X um espago topolagico e (E, | |) um espa-
¢o noamade, Todo subespago de Stone-Wedlexstrass W de CL(X5E) e uma

atgebra polinomial fechada ¢ auto-adjunta.
DEMONSTRAGAO: Seja W um tal subespaco. Por 1.13,
W=1{gomn;ge(Y;E)}

onde Y & um espaco topoldogico e m : X = Y uma sobrejegido continua e

fechada. Seja
A=z f{yof vy eE'", f €W

E facil ver que A & uma subdlgebra de C{X; K).
Sejam vy o £ €A e s € E. Queremos mostrar que {(y o ) s € W
Seja g € C (Y3E) tal que £ = g o 7, e seja (y o g) @ s € Cb(Y;E).

rYor 1.13, ((y o g) © s5) o m € W. Como

11

(y o D& s) (xX) y(f(x))s

y(lglnx))s

[((y 0o ) ® s) o m}(x)



para todo x € E, temos que

(y o f) ® s €W

Provemos que a subdlgebra A é auto-adjunta. Seja pols y o £ € A

Entdac £ = g o 7 para alguma g € Cb(Y;E), e ainda

yof = yogomwm ={yog)onm.

Por outro lado, se v E E, v ¥ 0 temos

wzyof @vz=((yog om® v

(?AE_Q & v} o

[

Logo, w € W polis Yy 0 g & v € Cb(Y;E). Tomando ¢ € E' com p{v) = 1

resulta que

pertence a A.

) s - : T, - 3 - .

Seja agora (fn)nQN uma sequencia em W e seja f € O OXE) tal
que f_» f na norma do supremo. Para cada x € X, fn(x)-*f(x). Como

f_ € W, temos que fn =g, O onde & € Lb(Y;E),

1

Segue~se que, gn(ﬂ(x)) + f{(x) em E, para cada x € X.

L]

Seja y € Y. Ixiste x € X tal gque y = m{x).
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Definimos g(y) = f{x). Suponhamos que w{x) = w(x'). Para todo
- t - - ! n
n € 1IN, gn(ﬂ(X)) = gn(ﬂ(x )), e segue dal que fn(x) = fn(x ). Como
E € de Hausdorff, resulta da unicidade do limite que f(x) = f(x').

11

Portanto, g(m(x)) g(m{x')). Como m & continua e fechada,g e ¢, (5ED.

-

f, o que significa que f € W, Portante, W e

Além disso, g o T

fechado.

1.16 - DEFINIGAQ: Sejam X e Y espagos topoldgicos e denotemos por
I'(Y) o conjunto das partes nao-vazias de Y. Uma aplicagao 9: X~->T(Y)
& chamada de portadonr:

Um portador ®: X +T(Y) é ditoc semicontinuo inferionamente se
para todo aberto G ©€Y, o conjunto {x € X ; #(x)nG # ¢} & aberto
em X,

Umna sefecio continua y para o portador ¢: X »T{(Y) e uma apli

cagao continua y: X + Y tal que v{x) € ®(x), para ftodo x € X.

1.17 - TEOREMA: (Michael [27], Theorem 1). Seja X um espago para-~
compacte, Todo ponrtadon semicontinue Ainfenicamente & de X no conjun
to das partes fechadas, convexas ¢ nao-vazias de um espago de Banach

vy, admite uma sefe¢do continua.

1.18 - OBSERVACAO: Na demonstracac do Teorema 1.17 feita por Michael,
observames que, se para todo x € X, o conjunto ®(x) & 1limitado em
Y pela mesma constante M > 0, entdo a selecho obtida para ¢ € conti

nua e limitada,
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1.19 - OBSERVAGAO: Vale o seguinte resultado: Seja &: X + T(Y) um

portador semicontinuo inferiormente. Sejam a € Y e 2 <X um Subcon

junto fechado ndo-vazio tais que a € ¢(x), para todo x € %. Entao,

o portador ¢

1 X»T(Y) definido por:
d(x) se x € XN7Z
@l(x) =

{a} se x € %2

& também semicontinuc inferiormente.

Com efeito, por Michael [??], Proposition 2.1 é suficiente

mostrar que dados X £ X, v € ¢1(x0) e uma vizinhanga V de vy em Y,

existe uma vizinhanga U de X, em X tal que @1(x) nvi#uw, para to

do x & U,

Sejam x_ € X, y € ¢.{x ) e V como acima,.
0 1 "0

19)

29)

Se x_ €1 entao y = a € ¢(xo). Como ¢ € semicontinua in
feriormente, pela mesma Proposicac existe uma vizinhanca
U de x, em X tal que ¥(x) N V # @, para todo x € U.

Seja x € U, Se x € 7, @l(x) n v = {at ¢ 0.

Por outro lado, se x € XN Z, temos @l(x) NV =3x)NV #4,
Se X € XN 7 entao y € @(xo), e pela semicontinuidade in
ferior de ¢, existe uma vizinhanga U, de x_ em X tal que
o(x) N Vv # ¢, para todo x € U. Por outro lado, como 7 &
fechado em X, exliste uma vizinhanca Uy de x_ em X tal que

U2 C X~7Z2. Seja U = U1 8 UQ. Como UN(XNZ) = @, temos



2] =
¢l(x) v

para todo x € U.

¢(x) NV # ¢

12,



CAPTITULO 2

MELHOR APROXIMAGAQ SIMULTANEA DE FUNGOES
LIMITADAS POR FUNGOES CONTINUAS

2.1 - DEFINIGAD: Seja (E,| ||) um espago normado. Para cada € > O,

denotaremos por E_ a aplicacao definida por:

Ee(u,v) = v, se |ju-v < €
E_(u,v) = (l - ﬁ—E—w> U+ —=— v, se Ju-vl> e
e’ | u-vi u-v]
para todo (u,v) € E x E.
Observemos que a aplicacgao E. ¢ continua, E_(0,0) = Oe ainda:

HEE(U,V) - Ull f‘ €

para todo (u,v) € E x E. Mais ainda, E_(u,v) ¢ uma combdnag¢ao conve

xa de u e v,

2.2 - DEFINIGAO: Sejam (E,|| ) um espago normado e MCE um subcorjul
to nao-vazio, Diz-se que ¢ pan (E,M) Lem a prepiiledade (P) se as se

guintes condicdes estiverem satisfeitas:

1) Eg(u,v) € M, para todo g > 0 e {u,v) € M x M,

2) Dades r > 0, ¢ > 0 existir & = &(g) > 0 tal que

§(u,r+6)r‘ﬁ(v,r+8)C1§(E€(u,v), r+8)

para todo 0 < & < 8§ e (u,v) € M x M.

.13,
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Quando o par (E,E) tem a propriedade acima, diz-se que ¢ 24-
pago (E,|| ||} ftem a propaiedade (Q).

A definigao da propriedade (P) dada acima fol sugerida por
propriedade analoga introduzida por Mach [2%].

Segundo Mach [23], dados um espago normado E, e um subconjun
to MCQE, diz-se que o par (E,M) tem a propriedade (P{) (respectiva
mente (P,)) se, dados r > D, € > 0, existirem §(e) > 0 e uma fungéo

(respectivamente, continua) h: M x M->M tais que:

[hix,y) - x| <«

47

B(x,r+8(e)) NB(y,r+8) C B(h(x,y), r+d)

para todo x,y € M e |8 < 8(e).

2.3 - EXEMPLO: Sejam (E,| |) um espago normado uniformemente conve
X e MCE um subconjunte convexo. O par (E,M) tem a propriedade (FP).
(ver Mach [23], Proposition 1). Em particular, o espaco (E,| |) tem

a propriedade (Q), quando E é uniformemente convexo.

2.4 - LEMA: Seja (E,I |) um espago normado com a propriedade (Q).
Pana tode subconjunto M de L satisfazendo a condigac 1) da defini-

cac 2.2, o par (E,M) Zem a propriedade (P).

DEMONSTRAGAOQ: A condigao 2} da definigao 2.2 aplicada ao par (E,M)

-

& um caso particular da sua analoga para (E,E).
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2.5 - OBSERVACAD: Se X € um conjunto ndo-vazio e (E,| |} um espago
normade, consideraremos sempre o espago & _(X;E) munido da noxma do

supremo:
18] = sup{]£C0]; x € X}

para toda f € X_(X3;E). Quando E & um espago de Banach, 0 mesmo acon

tece com L (X;E).

2.6 - DEFINIGAO: Sejam X e (E,|| |) como na Observagac 2.5, e € > 0.
Seja E_ come na definigao 2.1. Se f,g € &_(X;E), denotaremos por

E:(f,g) a aplicagao definida por:
E_(£,8) (x) = E_(F(0, gl)

para todo x € X,

OCbservemos que Eg(f,g) € ¢ _(X;E). Em particular, se X € umes
pago topoldgico e f,g € CL(X3E), entao E:(f,g) € Cb(X;E).

0 seguinte resultado, devido a Mach [23], & fundamental no
decorrer deste caplitulo, e por esse motivo, apresentaremos aqul  ©

seu enuncilado.

2.7 - LEMA: (Mach [23], Theorem 2). Sejam (F,|| ||) wn espage nommado
e VCF um subconjunto completo. Se ¢ pan (F,V] Lem a propriedade [P?)

entde V Zem a propriedade dos centros relativos de Chebyshev em F.

2.8 - TEOREMA: Scjam X um confunfe nao-vazic e [(E,|| ||} um espago non

mado {respectivamente, de Banach) com a propriedade (2). Sefa Weg (X;E)

:'? |
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um subconfunto complfete {nespectivamente, fechade) e suponhamos que
pata todo & >0 e f,g €W se tenha H;(f,g} €W, Entao W fem a pro-
priedade dos centros relativos de Chebyshev em & _{XGE} e, a forntio

ni, & proximinal em 2 _(X;E].

DEMONSTRAGAD: Sejam r > 0, € > 0. Seja § = 8(e) > 0 existente pela
propriedade (Q). Podemos definir uma aplicacao HE: WxW ~+ W, colocan

do
HE(f,g) = EE(f,g)

para todo f,g € W. Resulta das propriedades da aplicacgao E_ que

fH CE,e) - £} = B (T, -

sup{HEE(f(x), g(x)) - £ x € X}

$ A
m

para todo f,p € W.
Por outro lado, se 0 < 8 < § e f,g € W entédo

h & B(f,r+8) NB(g,r+8) implica que para todo x € X,
hix) € B(f(x), r+8) NB(g(x), r+8)
Pela parte 2) da propriedade (Q), vem
hix) € E(Eﬁ(f(x), glx}), v+0)
para todo x € ¥, Portanto

h € E(Hg(f,g), r+a)
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Como W & completo, basta aplicar o Lema 2.7 e a demonstragdo esta

completa.

2.9 - COROLARIO: Sejam X um conjunto ndo-vazie ¢ (E,| ||} um espago
de Banach com a propriedade (Q). Todo £ _{XyK) - submodufo fechado W
de L {X;E) tem a propriedade dos centros nelatives de Chebyshev em

L AX;El e, em particular, ¢ proximinaf em & _{X;E).

DEMONSTRAGAOD: Sejam f,g € We £ > 0. Consideremos a fungao real B,

definida por

1, se |t] < &,

se |t} > e

Observando a definicao 2.1 e utilizando a fungao 6. acima,po

demos escrever
EL(F(x), g(x)) = f(x)+8€(Hf(x)—g(x)”)[g(x)—f(x)]

para todo x € X.

Usando a notagao

¥

a,f,g(X) = B (£ = gD

resulta que Yy . g € 2 (X;IK), e ainda pela definigao 2.6,

3 ?

E;(f,g) = £y (g~f)

f,g -’

Como W & 2 _(X;K) - submodulo, segue dai que

Y
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E_(f,2) €W
Basta aplicar agora o Teorema 2.8.

2.10 - TEOREMA: Sejam X um espaco topoldgico 2 (X,| ||} um espace de
Banach com a propaiedade {Q). Seja W CIX;E) um subeonjunto fecha-
do tal que pana tode ¢ > 0 ¢ £,8 €W 3¢ tenha E:{f,gl €wW. Enfac W
tem a propriedade dos centrnos relativos de Chebyshev em & _(XJE) e,
a 5ontioﬁi, em Cb[X;E). Em panticular, W & preximinal em R_I{x;E) e,

a fontilond, em Cyp (X;E),

DEMONSTRAGAO: Como Cb(X;E) € completo, o mesmo ocorre com W, € o re

sultado segue do Teorema 2.8.

2.11 - COROLARIO: Sejam X ¢ (T,|

4 ¥

|} como no Teorema 2.10. Entao

Cb(X;EJ tew a propiledade dos cenitros relativos de Chebyshev em

LR Em parnticulan, Cb[x;E admite centros de Chebyshev.
DEMONSTRAGAD: W = C (X;E) satisfaz as hipdteses do Teorema 2.10.

Observemos que, segue-se do Corolario 2.1l que, se E e um @b
pace de Banach undiformemente convexo e X ¢ qualquen espaco topologi
co, entdao em Cy (X;E), fodo subconjunto Limitado e nav-vazio fem um
centho de Chebyshev, {sto 2, CD{X;E} admite centros de Chebyshev,
Lite resultado deve-se a D. Amirp ([1], Theorem ?2). Anteriormente,
J.D, Ward [;5] havia provado esse resultado nos casos particulares

em que: 1) E € um espaco estritamente convexo e de dimensao finita
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(logo uniformemente convexo) e X e paracompacto; 2) E & um espago
de Hilbert e X & normal.

Quando X & compacto e E =1R, segue-se do Corolarioc 2.11 que
C{X; IR) admite centros de Chebyshev. Quando X = [ﬁ,b]CJR, este re-

sultado deve-se a I.M. Kadets e V. Zamyatin [18].

2.12 - TEOREMA: Sejam X um espaco topoligico e (E,|| ||} um espage de
Banach com a propriedade (Q). Todo subespago vetorial fechado

W(:CD(X;EJ que € um Cy (X5 K) - module tem a propriedade dos centros
welativos de Chebyshev em & _(X;E) e, a forntioni, ¢  proximinal  em

L (X E).

DEMONSTRACAO: Analoga a do Corolario 2.9 com a observagao que as fun

coes 1la empregadas pertencem agora ao espago Cb(X;ZW).

fal
E,L.E

Gostariamos de observar que o Teorema 2.12 generaliza o Coro

l1drio 2.11. Alem disso, segue-se do Teorema 2.127 que, se I 2 um e
pago de Banach undformemente convexo ¢ X e qualquen espaco topoligd
co, todo cb(x;IK) - modufo fechado W CCb[K;E] tem a propriedade dos
centnes nelativos de Chebyshev em & (X;E). Este resultado deve-se a

Ka-Sing Lau ([?D], Theorem 4.4%) e, & claro, generaliza o resultado

citado acima de D. Amir.

2.13 - COROLARIO: Sejam S e (L,|l ||) como no Teorema 2.172. Eniao, Zto
do C{%;[0,1]) - modulo convexo e fechads W< C (X;E} Lem a proprieda
de dos centros nelativoes de Chebyshev em L_(X;E) e, a fortiord, 2

proximinal em L _[(X; L),
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DEMONSTRAGAO: Recordamos que W € um CL{Xs 1) - module convexo se pa
ra todo f,g € We todo 8 € C, (X; IK), tem-se que (1-8)f + Bg € W.

Se f,g € We € > 0, usando a mesma notagac que na demonstra-

¢ao do Coroldrio 2.9, temos:

EE(f,g) = f + we,f,g' (g-1)
P ) E Ve o - 8
onde we,f,g e C(X;[O,lj). Portanto,
EE(f,g) €W
2 0 resultado segue do Teorema 7. 8.
2.14 - COROLARIO: Sejam X um espaco topologico e (E,8 |) um espacgo
de Banach com a propriedade (Q). Seja 2 <X um subconjunto fecha-

do e nao-vazio. Entde

W= {f ¢ Cb(X;E); £/q9 = 0}

tem a propriedade dos centros nelativos de Chebyshev em L _{X;E} e,

a fortioni, & proximinal em L_[(X;L).

DEMONSTRACAD: Se f,g € We £ > 0, como EE(O,O) =0, resulta que
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E;(f,g) £ W. Basta aplicar o Teorema 2.8.
Uma demonstragao da proximinalidade de tais subspagos, quan
do E e um espa¢o de Banach qualquer, foi feita por Yost'(lﬁsj, Pro

position 2.4) através de propriedade das n-bolas,

2.15 - TEOREMA: Sejam X um espaco compacto ¢ (E,|l [} um espago  de
Banach com a propriedade (Q). Toda algebra polinomial fechada e au-
to-adjunta WECX;E) Zem a propriedade dos centros nelativos de Che

byshev em RM[X;E} e, em particulan, e proximinal em Qm(X;E].

DEMONSTRAGAQO: Sejam f,g € W e ¢ > 0. Seja x € X e suponhamos que pa

ra todoe h € W se tenha h{x}) = 0. Entao
E(f,g)(x) = E (£(x),g(x)) = L (0,0) = 0
£ £ £

Por outro lado, se x,y € X e h{x) = h(y) para todo h € W, resulta

da definigdo de E:(f,g) que
Ee(f,g)(x) = EE(f,g)(y)

Pelo Teorema de Stone-Welerstrass para algebras polinomiais,

temos que E“(f,g) € W. Basta aplicar o Teorema 2.8.

2.16 - CORQOLARIO: Sejam X e (E,| ||} como no Teorema 2.15. Todo sub
espaco de Stone-Welenstrass W de C(X;E} ftem a proprdedade dos cen-
thos rnelativos de Chebyshev em L_{X;E} e, a fortiorni, & proximinal

em & _{X;El.



DEMONSTRAGAO: Imediata a partir do Corolario 2.15 e da Proposigao

1.15.

Segue-se do Corolario 2.16 que se X & um espdgo compacto e
(E,l I} & um espaco de Banach uniformemente convexo entao Lodo sub-
espaco de Stone-Welenstrass de C(X;E) Zem a pnopniadade dos ceniros
relaxivos de Chebyshev em &_{Y;E) e, a gorntiond, em C{X;E). Olech
(Eg], Theorem 2) havia provado a proximinalidade de tais subespa-
cos em C(X3E). Mach ([2&], Theorem 1.4) generalizou o resultado de

Olech para a existencia de centros relativos de Chebyshev (em C(X3E)).

2.17 ~ COROLARIO: Seja X wm espago compacto. Toda subalgebra {echa
da ¢ auto-adjunta A de C{X; K} tem a propraiedade dos centros relatd
vos de Chebyshev em & _(X; K) e, a forntiond, em qualquer  subespaco

de 2 {X%; I que contenha A,

DEMONSTRACAO: IK & uniformemente convexo quando munido de seu valor
absoluto usual e, em C(X; I) as nogdes de subalgebra e de  algebra

polinomial coincidem.

2.18 - COROLARIO: Seja X um conjunto nao-vazic, Toda subdlgebra fe
chada ¢ auto-adjunta A de & _(X; K| tem a propriedade des centros de
Chebyshev em L 0% 1K) . Em particufan, se X ¢ um espaco topoligico
toda subafgebra fechada e auto-adjunta A de Cb(X;ZK} tem a propric

dade dos centros relatives de Chebyshev em &_[(X; 1K,
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DEMONSTRAGAQ: Consideremos X, o espago topologico obtido munindo X

d

da topologia disereta. Entao
2,05 ) = ¢ (Xy5 R

Como X4 & completamente regular ¢ de Hausdorff, Cb(Xd;iR) & isome-
tricamente isomorfo como C*~élgebra 4 algebra C(BXd;IK), e o resul-
tado segue do Corolarioc 2.17.

Quando X é um espago topoldgico, qualquer subalgebra fechada
de Cb(X;iM) € fechada em &_(X; XK), e o resultado segue da primeira

parte.

Observemos que, quando K =R e X ¢ compacto, segue-se do Co
rolario 2.18 que foda subalgebra fechada ACC(X; IR) tem a proprieda
de dos centros relafives de Chebyshev em C{X; IR}). Este resultado de
ve-se a Smith e Ward ([3u], Theorem 1). Em particular, toda Subélgg
bra fechada de C(X; IR} & proximinal em C(X; IR}). Este resultado foi
estabelecido por A, Pelczynski (ver também a prova (inédita)
devida a S. Mazur, e que Semadeni publicou em seu livro [33], pag.
124},

Yost (Em] Corollary 2.3} estabeleceu que toda subélgebra fe
chada de C(X; R) tem a propriedade das 1% bolas e, portanto, & pro-

ximinal em C(X; IR).

2.19 EXEMPLO: Seja X um conjunto nao-vazio. Consideremos o reticula
do de Banach £ _(X;IR). Para cada ¢ > 0, a fungéoiRE pode ser escri

ta



24,

v se |u-v]<e,
IRE(u,V) =
utey se |u-v|>e
para todo u,v €IR. Consequentemente, se f,g € £ (X; IR} podemos re-

)

presentar a fungao ]m;(f,g) por
IR;(f,g) = sup{inf(g,f+e), f-e)
Desta representagao e do Teorema 2.8 decorre o seguinte resultado

2.20 - PROPOSIQAO: Seja X um conjfunto nao-vazio. Todo reticulade fe
chade Lc & _{(X; IR] fal gue para fodo £ € L e ¢ > 0, 40 tenha T + e €L,

tem a propriedade dos centros relativos de Chebyshev em 2_{%; IR].

2.21 - EXEMPLO: Seja (X; <) um conjunto pre-ordenado. Indicaremos
por j 0 confunto das fungoes nac-dechescentes de £ _{X; TR}, Se f e

nac-decrescente ¢ € » 0, é imediato que f+e e f-g sdo ndo-decrescen
tes. Logo, i & um reticulade fechado que satisfaz as hipoteses da

Proposicao 2.20.

2.22 - EXEMPLO: Sejam X um conjunto nao-vazio e a,b € £_(X;IR). Con

sideremos o intervalo

—

rﬁi

Z
11

{h € 2 _(X; M)salx) < hix) < b{x), ¥x € X}

e sejam f,g € [a,b] e e > 0. Consideremos a representagac deﬂi(fﬁﬂ_
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como acima, ¢ seja x € X. Como al(x) < glx) e alx)<(f{x) <{(x) + ¢ ,

resulta que

a(x) < inf (glx), f(x)+e) gm;‘(f,g)(x)
Por outro lado, das desigualdades

f{x) - g < f(x) < b(x)

®

inflglx), fl{x)+e) < glx) < bix)

resulta queﬁmi(f,g)(x) < b(x). Como x € arbitrario, segue que
R (f,g) € [a,b]

Decorre dal e do Teorema 2.8 o segulnte resultado

2.23 - PROPOSIGAO: Seja X um confunto nac-vazico, Para cada par a,b

em® (X; R}, o Anfervalo [a,b] tem a propriedade dos cenitros helati-

’

vos de Chebyshev em 2 _(X; IR} e, a forntiond, ¢ proximinal em & (X;IR).
Observemos que £ _(X; IR) & um reticulado de Banach e que, por

tanto, por [12], Lemma 3.5 , o intervalo [a,b] € proximinal

em & (X3 IR). Mas, pela Proposigao 2.23 acima, vemos que [a,bl tem,

na verdade, a propriedade dos centros relativos de Chebyshev em

2. (X; IR), e esta conclusao naoc podemos retirar do resultado abstra

to de Franchetti e Cheney Il?].
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0s resultadcs das proposigoes 2.20 e 2.23 podem ser generall
zados, considerando-se X um conjunto nac-vazio e E um reticulado de
Banach, com a propriedade (Q) e com uma unidade de ordem e. (ver
Schaefer'[FZI, capitulo V). Para cada ¢ > 0, a fungao EE pode ser

escrita

v se Ju-v| < e,
Ee(u,v)

u+ee sefu-vl > ¢

para todo u,v € E. De modo analogo ao do exemplo 2.19 podemos repre

sentar E;(f,g) por
E;(f,g) = sup (inf (g,f+ee), f-ce)
para todo f,g € & _(X;E).

2.24 - PROPOSIGAO: Sejam X um confunte nao-vazio ¢ E um reticulado

de Banach com a propriedade (Q] e com uma unidade de ondem e. Todo
neticulado fechado L € R_{X;E) Tal que para Ledo £ € L e e > 0, 4e
tenha © + ge € L, fem a propriedade dos centnos nelatives de Che-

byshev em % _(X;El e, a forntioni, & proximinal em R (X;E].

DEMONSTRAGAC: Analoga a da Proposigao 2.20.

Sejam X e E come na Proposigdo 2.24. Para rada par a,b € & (GE),

definimos o intervalo [ﬁqb] como no exemplo 2.22. De modo analogo
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ao da Proposigao 2.23 demonstra-se o segulnte resultado

2,25 - PROPOSICAO: Sejam X ¢ E comog na Proposdicao 2,24, Para cada
par a,b € L _{X;E], o inteavalo [a,b] tem a proprniedade dos centros
nelativos de Chebyshev em L _(X;E] e, ewm particulan, ¢ proximinal em

L UXKGED,

2.26 - TEOREMA: Sejam X um espago Localmente compacto ¢ (E,| f) um
espago de Banach com a propriedade (Q). Seja W CC_ {X;1) um subcon-
junto fechade ftal que para todo € > 0 e f,g €W se tenha E:(f,g e W.
Entao W tem a propriedade dos centros relatives de Chebyshev em
Lolisi) e, a fortiond, em ¢ {X;E) ¢ em C (X;E). Em particulan, W e

proximinal em & _{X;E] e, a fortiond, em Ch[x;E] e em C@[x;n},

DEMONSTRACAG: Sejam e > 0 e f,g € W. Existe um subconjunto compac

to K¢ X tal que

Hf(x) - g(x)]| < ¢ e |g(x] < ¢
para todo x € X K. Resulta dail que

HE:(f,g)(X)H <€

para todo x € X\ K. Portanto, E_(f,g) & C_(X;E)

Basta entac aplicar o Teorema 2.10.
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2.27 COROLARIO: Sejam X e L como no Teokema 2.26. Entac CO(X;E) tem
a propriedade dos centros relatives de Chebyshev em L_(X;El e, a for
tioni, em C (X El. Em particular, C_{X El admite centros de Chebys

hev,

DEMONSTRACAO: Basta considerar W - CO(X;E) no Teorema Z.26.

Amir e Deutsch ([2], Proposition 3.4) deram uma prova cons-
trutiva de que CO(X;E) € proximinal em C(X;E), quando E & uniforme-

mente convexo.

2.28 - COROLARIO: Seja (E,| ||} um espago de Banach com a proprieda
de {Q}. Entao CO(W;E) tem a propraiedade dos cenitros refativos de Che
byshev em R {X;E] e, a fortioni, ¢ proximinal em & {X;E). Em partd

culan, CO(W;E) admite centrnos de Chebyshev.

DEMONSTRACAO: Basta aplicar o Corolario 2.27, muninde IN da topolo

gia discreta.

2.29 COROLARIO: 0 espaco <, Lem a propriedade dos centros relativos
de Chebyshev em & e, a fortiond, ¢ proximinal em L. Em particu-

Lan,c =~ admite centros de Chebyshev.

DEMONSTRAGRO: ¢ _ = C (N3 IX) e X & uniformemente convexo quande mu

nide de seu valor abscluto usual.

Ressaltamos aqui que, para um espage de Banach qualquer E, a
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proximinalidade de COGN;E) resulta do fato que tais subespagos sao

M-ideais em L_(X;E) (ver Yost [36], Lemma 2.6).

2.30 - PROPOSIGAQO: Sefam x um espace topologico, (E,] |} um espago
nonmado com a propriedade (Q) e M CE um subconjunte complete e con

vexo., Entdo
Cu{XsM) = {f € ¢ (X3E); £(X) ¢ M}

tem a propriedade dos centros relatives de Chebyshev em L_(X;E) e,

em particular, & proximinal em % _(X;E}.

DEMONSTRAGRO: Como M & convexo, pelo Lema 2.4% o par (E;M) tem a pro
priedade (P). A demonstragaoc segue agora analogamente a do Teorema
2.8,

0 seguinte resultado serd utilizado no decorrer deste capitu

lo. Para as definigOes pertinentes ver Diestel e Uhl [8]x

2.31 - PROPOSIGCAO: Sejam (3, Y, u) um espaco de medida o-finita e
posdfiva e T um espaco de Banach satisjazendo a propriedade de Ra-
don-Nikodym com respeito a (S, }, ul. Entdo, LIL (S, ], ul; Fl& ds0
metricamente Lsomongo ao espage L. {S '} u; F),

o

DEMONSTRAGAO: Suponhamos gque S = U 5,9 onde os conjuntos sao dois
n=1

a dois disjuntos e u(SH) < @, para todo n € NN.

Seja zn -{aed ; AC Sn} e consideremos T &€ L(Ll(B,z, u; 0.

L i
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Para cada n definamos T (g) = T(g), para todo elementog;eigﬁsn,z u,
onde §'E g em Sn e g = 0 em S~ Sn'
E facil ver que T, € linear e continuo.

Por Diestel ([8 ], Theorem 5 pag. 63),exﬂﬂ£zgn elb(%fin,u; »

tal que

e IT )} = ess sup e ]y .
Seja g € L_(S, }, u;F) tal que g/g = g, bara todo n €IN. Pa
n

ra cada f. € L,(3, ¥, u) tem-se

u/\f g du ‘f~ (f.g)xS du
n=1 n

S S
n

1
"3 B

[£e]
= 3 f(f.xs Ygn du
n-=1 g n

n

"

Tn(f'xs )
n=1 T

= T(f)

Reciprocamente, se g € L (S5, }, u;F) definamos



31,

T(f) = d/\f g du

S

para todo f € Ll(S,E, u)., Entao T & um operador linear e continuo

de L(8, J,u) em F, e |T| = ess sup lely .

2.32 - PROPOSIGAQ: Sejfam (S, ¥, ul e F como na Proposicao 2,37. 0
espago K{L (S, §, ul;F) & {sometricamente {somorfo ao subespago
K(S, ¥, w;Fl de L_(S, }, wFl consistindo dos elementos cuja Lmagem

e u-essencialmente relativamente compacta em F.

Para a demonstragao desse resultado, ver Dunford- Schwartz ED],

Theorem 10, pag. 507.

2.33 - TEOREMA: Sejam (S, }, ul e T como na Proposicdo 2.31. Seja
WaL_ (8, §, u;Fl um subconjunto gfechado tal que para todo e > 0 e
§,9 € W s¢ tenha E;(ﬁ,g} € W. Entao W tem a propriedade dos centnos
nelativos de Chebyshev em L[5, Y, u;Fl e, em panticular, @ PAO XAmA

nal em L_I{S, E, u;tbl,

DEMONSTRAGAQ: Perfeitamente andloga a demonstracao do Teorema 2.8,

observando que aquil

£ = ess sup || £f(s)]

5 € 8

para todo f € L, (3, }, u;F).
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2.34 - TEOREMA: Sefam (S, J, ul um espago de medida o-finita e posdi
tiva e T um espaco de Banach satdisfazendo a propriedade de Radon-Ni

kodym com nespeito a (S, ), ul. 0 espago K(L, (5, Y, ul;F) fem a pro

»

priedade dos centros nelativos de Chebyshev em L(L. (S, ¥, ul;F] e,

1

em particular, & proximinaf em L{L {S, ¥, ul;F).

1
DEMONSTRAGAO: Pelas ProposigOes 2.31 e 2.32, L(Ll(S, ¥, w;i;F) e
L (S, Y5 u3F) sdo isometricamente isomorfos, bem como também © sao
K(L, (8, Y, WiF) e X (S, §, u;F), desde que tode espago uniformemen
te convexo tem a propriedade de Radon-Nikodym (Clarkson [ %]).
Sejam ¢ > 0 e f,g € K (5, Z, u3F). Usande a mesma notagac que

na demonstracac do Corolario 2.9 temos
Fo(f,g)(s) = £(s) + 8_([£(s) - gD e(s) - £(s)]

para todo s € S, Sejam N_. e Ng, respectivamente, os conjuntos de me

f

dida u-nula correspondentes a f e g, pela definicio de K (S, }, u;F) e

11

consideremos K. = £{5 Nf) e Kg g(S~ Ng). Temos que Kg e Kg sao

relativamente compactos.

Seja N = NfUNg o conjunto de medida u~nula. Se s € S‘™N entao
F(f,g)(s) & K + [o,1](1<g - K¢

Logo,

F:(f,g)(){\ N)C K
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2.35 - COROLARIO: Sefam (S, ¥, u) um espago de medida o-finita ¢ po
sitiva e Fum espaco de Banach uniformemente c-nvexo. 0 espago
K(LI(S, Y, u);F) tem a propriedade dos centrws relativos de Chebyshev

om L(Ll(S, E, u)3;F) e, a fontiond, ¢ proximinal em L(Ll(S, E,lﬂ;F).

DEMONSTRAGAD: Imediata a partir do Teorema 2.3% com a observagdo de
que todo espag¢o uniformemente convexo tem a propriedade de Radon-Ni

bodym {(Clarkson [u]).

0 corolario acima generaliza um resultado de Ka-Singlau (EU],
Theorem 4.5 parte (i) que havia aprovado a proximinalidade de taig

subespacos nas hipoteses acima.

2.36 - COROLARIC: Seja (S, }, u) um espage de medida o-finita ¢ po
sitiva., 0 espago K(Ll(S, Y, u);il) tem a propriedade dos cenitros re
Lativos de Chebyshev em L(L1(S, Y, u);ll) e, a4 fuortiord € phoximi

nal em L(Ll(S, E, u);ﬁl).

DEMONSTRACARO: O espago ﬁl, embora nac uniformemente convexo, tem a
propriedade de Radon-Nikodym (ver Clarkson [q] ¢ Diestel-Uhl [8],

pag. t4).



CAPITULO 3

ESPACOS DE STONE-WEIERSTRASS

Durante este capitulo consideraremos apenas espagos normados

reals.

3.1 - DEFINIGRO: Seja (E, | |) um espago normado real. Denotaremos
por T(E) (respectivamente, IL(E)} 0 conjunito de fodas as paries nao-

-vazias (respectivamente, paxnfes Limitadas nao-vazias) de E.

3.2 - DEFINIGAD: Sejam (E, || i) um espago normado real e A < T(E)
um subconjunto nao-vazio. Diz-se que E tem a prepriedade da dnferse
cdo bindnia nelativamente a B (p.i.b. - B) se toda colecao de bolas
fechadas de E, interceptando-se duas a duas e cujo conjunto dos cen
tros pertence a B, tem interse¢ao nao-vazia.

Quando B = I'(E), diremos simplesmente que E tem a phroprie
dade da intersecdao binaria (p.i.b.). Esta nogao foi introduzida por
Nachbin [?6]. Entretanto, seguimos a nomenclatura de Day [5 ].(Pela
nomenclatura de Nachbin, diriamos que a colegdo de bolas fechadas
de £ & que tem a p.1.b.).

Quando B = IL(E) diremos que E tem a propriedade da {nternsecao

binaria Limitada (p.i.b. limitada).

E claroc que se E tem a p.i.b. ent3c E tem a p.i.b. relativa-
mente a qualquer Bj; em particular, relativamente a IL(E).

Ressaltamos aqul que a Observacao l.11 nos fornece outras ca
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racterizacdes para um espago de Banach #eaf E que tem a p.i.b. Em

particular, E fer a p.4{.b., € equivalente a dizer que E perfence @

classe PL'

3.3 - EXEMPLOS:

al

b)

c)

d)

Se S # ¥ & qualquer conjunto, entdo 2_(S; R) pertence a
classe P, (ver Philips [30] e Day [ 5], pag. 123).

0Os espagocs P e ¢P (com p > 1) ndo perfencem a classe Pl
(ver Day [ 57, pag. 125).

0 espago ¢ nao pertence a classe P . Com efeito, nao exis
tfe projegdo linear continua de % sobre S (Philips [}D])
Todo espago de lindenstrauss #reaf tem a p.i.b. relativa-

mente a famflia de todos os subconjuntos relativamente com

pactos. {ver Teorema 1.8).

3.4 - DEFINIGAO: Seja (F, { ) um espago normado real. Sejam B¢ IL(F)

e M © F subconjuntos ndo-vazios. Diz-se que M tem a phopriedade ()

telativamente a B se dados A €R, a €M, r >0 e uma colegiio de

a 5 siti tals ¢ - < ara todo afA
niimeros positivos (r_ ) ., tals que [a al <r, + r_, pa do a€A,

a condi¢aoc M ﬂ( N E(a,ra)) A0 dmplica que
a€

A

M ﬂ( M E(a,ra)rIE(ao,ro) i
aeA

Quando J3 = IL(F), diz-se simplesmente gque M tem a propriedade

.
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3.5 - OBSERVAGAO: Quando B = {{y} ; yv € T} a propriedade de (% re-
lativa a B coincide com a propriedade das J_%— bolas em F definida por

Yost [36].

3.6 - OBSERVAGAO: A definicdo 3.4 & equivalente a seguinte: dados
A € B e uma colegdo de nimeros positivos (r_ ) ., tais que lal <1 +r,,
para todo a € A, a condic¢do MfW(f\ E(a,ra)) Z 0 Aimplica que

aea

Ma (N Bla,r_) 0 B(0,1) # 0
ach

3.7 - TEOREMA: Sejam (Fy | |} um espaco normado ¢ RCIL(T) wm subcon
junto ndo-vazio. Todo subespaco vetorial completo M de F que fem «

propricdade () nelativamente a B & tal que
centM(A) # 0
para todo A € B,

DEMONSTRAGAO: Sejam A € B e R = radM(A). Pela definigaoc de R, para

cada numero natural k > 0, tem-se

Mn(ﬂ i(a, R+ 27%) 7 ¢ (1)
acA /

Seja Xy c Mf\( N B(a, R + 2_19 ¢ suponhamos Ja definido
ach
X € M tal que

fx -a < R+ 27"
n =
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para todo a € A. Aplicando (1) para k = n-1, e observando que, para

todo a € A se tem

Jx, =&l < R+ 270TH 4 27T

resulta da propriedade P que

Mﬂ( ™ B(a, R + z‘““l)) né(xn, 27y £ ¢
a&h

Seja x um ponto dessa intersegao. Deste modo, obtivemos

nt+tl

uma sequencia (xn) em M tal que:

neIN

(1) = = x 0 <27

n para todo nEIN

I

(ii) Hxn -af <R+ 27 para todo n€IN e a € A

Segue da condigao (i) que (xn) & uma sequencia de Cauchy

ne IN
em M, Seja X € M o ponto limite dessa sequencia. Em virtude de (ii)

temos
[x, - al <R
para todo a € A, o que significa que X = centM(A).

3.8 - OBSERVAGAO: Quando B = IL(F) o Teorema 3.7 pode ser enunciado
como segue: Todo subespaco vetonial completo M @ T que satisgaz a
propriedade (7 ), tem a propriedade dos centros nelativos de Chebys

ficv em Y. Em parnticufar, M & proximinal em Y.
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3.9 - OBSERVACRO: Yost ([36], Lemma 1.1) demonstrou que a proprieda

de das l% bolas implica em proximinalidade. Ressaltames aqui que ,

quando B = {y} 3 y € F} o resultado do Teorema 3.7 pode ser estendi
do, através de um argumento bastante simples, a subconjuntos precom
pactos de I, isto &, pode-se concluir que centM(K) # @, para todo

subconjunto precompacto K CF,

3.10 - TEOREMA: Sejam X um espace paracompacio e (E, || |} um espaco
de Banach neal com a p.i.b. Limitada, e denotemos por & a familia
de todos os subconfuntos Limitados e equicontinues de C_(XGE). Entdo,
todo subespace de Stone-Wedienstrass W de CLCX5E) Zem a propriedade

(T netativamente a E,

DEMONSTRACAD: Pela definigac 1.13 existem um espago topoldgico Y e

uma sobreje¢do continua e fechada ©: X+ Y tais que
W= {g om; g € Cb(X;E)}

Sejam A € E e (Pf)feA uma colegao de numerocs positivos tais

que

[£] < 1+ v, (1)
para tode f € A, e suponhamos que

wrw(m B(r, pf)) £ 0 (2)
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Para cada v € Y, definamos

ACy) = Blo,1nA[ N ( a, B, rfa
feA Yxer “(y)

E facil ver que A(y) € fechado, convexo e limitado em E. Pro
vemos que Aly) £ ¥.

Para cada f € A e cada x € W_l(y), resulta de (1) que:
B(O,1) M B(E(x), rp) # U (3)
Em virtude de (2), existe h £ C,(Y;E) tal que

howeée N B(F r.)

FeA £

Resulta dal que, se x X, € ﬂ_l(y) e f,g € A

1’ 72

“f(xl) - glx,)|

I A

Hf(xl) - hiy + Ihiy) - gl

11

Mf(xl) - h(ﬂ(xl))” + [nin(x)) - glxy)f

I A

£ -homnf+ |lhow- g
r,. +

A Fg

Portanto,

B(f(xl), rf) n Bpix,;), rg) 7 U (4)
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Segue de (3) e (4) que as bolas fechadas que definem A(y) in
terceptam-se duas a duas. Além disso, se denotarmos por C o conjunto

de todos os centros de tais bolas, vemos que:

C = (tJ f(ﬂdl(y)%lJ {0}
fea

Como A € limitado, resulta que C € L(E). Pela p.i.b. limita-
da, segue que A(y) # 0.

Mostraremos agora que o portador A € semicontinuo inferiormen
te.

Sejam G € E aberto e

O = v ey; aMy)nc ¢ a)

i

Consideremos y_ € Oy ez € Aly ) 0G. Entdo [z <1 e

£ty @ Bz, v

f
para todo f € A. Mals ainda, existe ¢ > 0 tal que B(z,e) C G.
Seja

N={yey, nni(yye N £ Bz, r_ +e))

fen £

Observe qQue Yo € N3 e vamos mostrar que N € uma vizinhanga de y, €m
Y. Seja x E ﬂwl(yo). Pela equicontinuidade, existe um aberto VX con

tendo x e tal que
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x* € v, = f£¢x") - £(x)|| < e

para todo f € A, O conjunto

& aberto e contém ﬂ-l(yo). Como m € fechada, existe um aberto satu

rado V de X tal que

ﬂ_l(yo oV ooy

Seja U = w(V). Entac vy, € Ue U € aberto pois, R OEL RO ERE

1

Sejamy € Ue x € m “(y). Pela definigao de V', existe

X, € ﬂ_l(yo) tal que x € V. Logo, para todo f € A,
o

| £(xy - £(x ] < €
=
Portanto,

[y = 2] < [[EGo0 - fx ) + [ £(x) - 2]
<r'f+e

para todo f € A. Resulta dai que

xe N. £leiz, P+ e))
£ea

Logo, U CN.
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Mostramos finalmente que NCZGb. Seja y € N. Como ”ZH < 1,

tem—-se que

B(Q,l)NB(z,e) # 0 (5)

Por outro lado, pela definigcac de N, vem que

B(f(x), ;) 0 Blz;e) # 0 (6)

para todo f € Ae x € n_l(y). Como

™,

Ay) NB(z,e) = Bo, 10N M (ﬁ_l B(f(x), rf)) NB(z,¢e)
fea \xen “(y)

segue de (3) a (B) que as bolas fechadas que definem A(y) 0 B(z,e)
interceptam-se duas a duas. Além dissc o conjunto dos centros de

tais bolas & agora C U{0} que resulta limitado. Pela p.i.b. limita-

da, temos gque
A(y)NB(z,e) # 0

f entdo imediato que A(y)N G # U, e assim A € semicontinuc inferior

mente.

Como X é paracompacto, pela Observacaol.l% Y também o &, e po

demos aplicar o Teorema 1.17(Michael) e a observagao 1.18, obtendo

g € Cb(Y;E) tal que
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g(y) € Aly) (7)
para todo y € Y.
Consideremos g o m € W e x € X, Chamando n(x) = y, resulta
de (7) que
g o mGOI = gl <1
¢ ainda
(g o m)(x) - £ = {gly) - £ < r.
para todo f € A. Resulta dal que
gow€Bo,Lyn{ M g(f,rfa
fEA
e a demonstragao esta completa.
3.11 - COROLARIO: Sejam X o (E, | |1 come no Teorema 3.10. Todo sub

espaco de Stone-Weienstrass W de C (X;E) ¢ tal que

Centw(K) £ d

-

para todo Limitando equicontinuo K de C,(X3E). Em particular, W e

proximinal em C (X;E).
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DEMONSTRAGAD: Imediata a partir dos Teoremas 3.7 e 3.,10.

3.12 - COROLARIO: Sejam X um espago paracompacto e (B, | |] um espa
go de Banach neal pentencente a classe Py. Todo subespago de Stone-

~Weienstnass W de C (X3E) & tal que
Centw( Ky # 4

para tode Limiztado equicontinuo X de C (X3E) e, a fontiori, & pho-

ximinal em Cb(X;E).

DEMONSTRAGAD: Imediata a partir do Corolario 3.11 e do fato que to

do espago de Banach real que pertence a classe P, tem a p.i.b.

1

3.13 - TEOREMA: Sejam X um espdco paracempacto e (E,| ||) um espago
de Lindenstrauss real. Sefa W um subespaco de Stone-Welerstrass de

CLOGE) tal que a aplicagdo w que o define seja propria. Entao
eentw(K) £ 0

para tode compacto K de C (X;L). Em particular, W & proximinal  em

Cb(X;E).

DEMONSTRACAQ: Seja KCCb(X;E) um subconjunto compacto nao-vaziao.
Usando as mesmas definigdes da demonstracac do Teorema 3.10, resul-
ta do fato da aplicacao n ser propria, que © conjunto C dos centros

& compacto. A demonstracao segue agora de modo perfeitamente analo
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go a do referido teorema.

3.14 - COROLARIO: Sejam X um espaco compacto de Hausdorngd ¢ (E,| |)
um espago de Lindenstrauss real. Todo subespaco de Stone-Welenstrass

de C(X3E) ¢ taf que

centw(K) # ¢

para tode compacto Ko C(X;E).

DEMONSTRAGAO: Imediata a partir do Teorema 3.13,

Yost ([367], Theorem 1) havia provado a proximinalidade  dos
subespagos de Stone-Weierstrasgs nas condigdes do Corolario 3.14. Es
te resultado generaliza, portanto, o resultado de Yost.

3.15 - TEOREMA: Sefam X um espaco paracompactc ¢ (T, [} um espaco
de Banach nreal com p.i.b., limitada. Todo subespage vetorial thD(X5H)
da fonrma

W(2) = {gom; g€ CD(X;E) e g/, = 0}
onde Y € um easpago paracompdeto, 7 CY um subconjunte fechade e

mr X > v ouma sobrejeqac contlnua e fechada ¢ fal que

para todo Limitado equicontinue K de C (X3E).
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DEMONSTRAGKO: Sejam A< C (X;E) um subconjunto limitado e equiconti-

nuo, e (rf)feA uma colegdo de nUmercs positivos tals que

[£] <1+ >,

para todo f € A. Suponhamos que

wezon (N _B(f,pf)) ‘0
£eA

Para cada v € Y, definamos A(y) como no Teorema 3.10. Seja
g o m € W(Z) tal que

|f - g o w] < e

para todo f € A. Se y € 7 segue entao que g{n(x)) = 0, para todo

x € ﬂ_l(y). Portanto,
[£(x)] = [£(x) - glnxN|<ff-g o w] < P

para todo f € A e x € ﬂ_l(y).
Logo, 0 € A(y), para todo y € 7.

Definimeos agora o seguinte portador em Y:

Ay se v € YN 7
ﬂl(y) =

{0} se y € 7
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Como A & semicontinuo inferiormente e 0 € A(y), para todo
y € Z, resulta da Observacac 1.15 que ﬂl & gsemicontinuo inferiormente.
Analogamente a demonstracgdc 4o Teorema 3.10, uma aplicagao do

Teorema 1.17 (Michael) completa a demonstragao.

—— e ———



CAPITULO ¢4

MELHOR APROXIMACAG SIMULTANEA DE OPERADORES
LIMITADOS POR POLINOMIOS

4.1 - DEFINICARO: Sejam (E, || |> e (G, | |) espagos normados. Denota

remos povr ?(E;G) o espago vetorial de todas as aplicagoes de E em G

Vamos considerar em F(E;G) algumas topologias localmente

convexas. Indicaremos por 1, a topologia gerada pela famlilia de se-

1

minormas {q, ; x € E} definidas por:
9, (T) = |T |

~ . -
para tode T € f(E;G). Por outro lade, 7, designara a topologia ge
rada pela familia de seminormas {qX R EE, P € c"} definidas
2
por:

qx,w{T) = | < Tx , ¢ >

r—-’
para todo T € Ff(E;0).
Quando G = F para algum espaco normado (F, | [, podemos
~ . -
considerar ainda em f(E,G), a topologia Tq gerada pela familia de

seminormas {qX ; X € E; yv € F} definidas por:

s ¥

2, (T = TG

para tode T € ?QE;G).
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Claramente, T, $T,e Quande G & heflexivo, tem-se

e

= 7&E,F'), onde T = G , e T, = Ty, neste caso.
Seja M < ?EE;G) um subespago vetorial tal que

ITh = supl f7x|| 5 =] < 1}

€ uma norma em M. Seja W € M um subconjunto ni3o-vazio.

mitado B @M, B # ¥, definamos Vg W >1R por:

(#) YR (T) IT - Uj

i
W
=

~J

= sup  sup (T - x|
Uel x€L

Il < 1

= sup sup sup | P((T - W)x)|
UEB x€F  $ec’

(R IS 7

para cada T € W.

Observe que inf YB(T) = radW(B).

TEW

e :
S3o exemplos de subespacos de #(E;G) tais que

ITh = supt]Tx] 5 [xf < 2}
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?(E;G) =

Para cada 11
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€ uma norma, O e€SpPago ?%E;G) dos polinomios continuos de E em G,
bem como (casc E e G selam complexos) © espago ?&b(E;G) das fungoes
holomorfas f de E em G tals que, para todo limitado A € E, o conjun
to f(A) & limitado em G. Podemos citar ainda o espagoc L (E;G) das
aplicacOes lineares e continuas de E em G} neste caso, as topologias

T sao chamadas, respectivamente, de topologia forte de ope

2 € T3

radores, topologia fraca de operadores e topologia fraca®* de opera

Ty

dores.

4,2 - PROPOSIGAD: Seja Mc ??E;G) um subespaco vetorial tal que
ITh = suptlTx] 5 x| < 13

2 uma norma em M, Sejam ¢ # WCM ¢ B CM um subconjunto imitado

nao-vazio. A aplicagdo Yg o deginida pon (%), & Ty - semloontinua
Aingerioamente {nespectivamende, T, - semicontinua inferniormente; ou
T, - semicontinua Anferichmente, quande G = F ) em W.

3

DEMONSTRAGCAD: Seja T € W, Para cada x € E e cada U € B, seja

Ty, ulT) = It (T-uyx]

Como

Y{T) = sup sup Yx,U(T)
UeB x€E
[« <1
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basta provar que cada aplicagdo v, |, & T, - continua em W. Se T €W
3 C
entao
YX,U(T) - YX’U(TO)| = |H(T—U)x” - H(TO~U)XH
< J(T-wx - (T_~U«]

I, - T

qK(T—TO)

-

Logo, Y, y € T, T continua.
k-]

Para o caso de T,, Prova-se, analogamente, que para cada x€EE,

cada y € G e cada U € B, a aplicacac, definida em W, por:

YXJ“U(T): |y ((T-U)x) |

e T, - continua. A semicontinuidade inferior de Yp segue do fato que
B(T) = sup sSup sup bew,U(T)
UEB x€E PeG
bl < 10l <
Quando G = FK, demonstra-se analogamente que a aplicacao Yg
é Ty = semicontinua inferiormente, em virtude da imerszo canonica de

Fem [
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4,3 - DEFINICAO: Sejam M e W como na Proposigac 4.2. Para cada

B €M limitado, denotaremos por ry o nimero

rady(B) + sup lul + 1

UeB

4.4 - LEMA: Sejam M, W e B como na Proposdigdo 4.2. Seja T € W e 4u

ponhamos que [T > r,. Entac

1
YB(T) > radg{B) + 5

DEMONSTRAGAD: Seja R = rad (B) e seja T € W tal que |t > rg. Segue

-se entao que
IT] > full + R + 1
para toede U € B, Portanto, para todo U € B,

[l > &+

=

fr-ul > |7y

donde

sup J|T-U] > R+ 1 > R +

ues

o] =

Logo,

~J|

yg(T) > R +
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4,5 - OBSERVAGAD: Decorre do Lema 4.5 que

rady(B) = infl{y,(T) 5 T € B(o,r, ) NW}

=

.6 - TEOREMA: Seja McC 7EE;G) um subespago vetorial tal que

bl = suptlTyl 5 %] < 23

=4

uma noama em M., Seja W S M um subconjunto tal que, para todo 1 >0,

L

conjunto {T € W ; |T] < v} & v, - compacto {respectivamente, T, -

A

1
compacto; ou 1z - compacto quando G = F'). Entdo W tem a phroprieda

de dos centros nelativos de Chebyshev em M, Em panticulan, W & pro-

ximinal em M,

DEMONSTRAGAO: Seja W como no enunciado e seja B € M um subconjunto

1

limitade nao-vazio. Pela 1., - compacidade do conjunto {TEW ;HTHSIB}
(respectivamente, Ty - compacidade; ou Ty - compacidade quando G=F")

e pela Proposigao 4.2, segue que existe T € W com HTOH < rg tal que

vp(T ) = infiyo(T) 3 T €W, [T < rg}
Felo Lema 4.4, vemos gue

YB(TO) = radw(B)

Resulta agora em definigao de Yg» que

T, € cent,(B)
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Outra demonstracdo quando W & um subespago vetorial:
Pelo Teorema de Dixmier-Ng (ver Holmes [16], pag. 211),

W, || 1> é o dual de algum espago normado X, isto &, W = X,

Para n = 1,2,..., existe frl € W tal que

|

sup{|f - v} 5 v € B} < rad,(B) +

Seja fO um ponto de acumulagao da sequencla (fn) na topologia

G(X*’X)- Como || || & U(X“,Xlﬂsemicontinua inferiormente, temos
sup{f|f, - vl 5 v € B} < rad,(B)

e portanto f_ € centy(B),

4.7 - COROLARIO: Seja M como no Teorema 4.6. Sefa W< Mum subespaco
vetornial que € wn espago semi-Monteld quando equipado com a topologia
T, (hespectivamente 1, ; ou T4 quando G = r*). Funtio W tem « pho -~

priedade des centrnos relativos de Chebyshev em M,
DEMONSTRACAO: Para cada r > 0, o conjunto
{T €W ; T} < r}

e Ty - limitado. Como W & semi-Montel, segue que tal conjunto & "

compacto. Basta aplicar agora o Teorema U4 .6.
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4.8 - COROLARIO: Toda algebra de von-Neumann tem a propricdade dos
centros nelativos de Chebyshev em L(H) ¢, a fontioni, ¢ proximinal

em L(H).

DEMONSTRAGAO: Toda algebra de von-Neumann em H & uma *- subdlgebra

A de L(H) fracamente fechada, isto &, 1., - fechada (ver Bratteli e

3
Robinson, Theorem 2.4.11, pag. 72). Como {T € L(H) 3 [T < 1} & com

pacto, © mesmo acontece com bola unitaria fechada de A.

. m L _ . .
Vamos considerar agora o espaco 7 (E;F ) dos polinomics m-ho
wta KN
mogeneos e continuos de E em F°. Observe que se m = 1 , 4% (E;F") =

= L{E,F ).

Seja M um espago vetorial contendo AP™MEF") e normado por:

T = supllT=| 5 x| < 1}

Temos o seguinte resultado:
4.9 - LEMA: A bofa unitdania fechada de P"™(E;F*) & 1, - compacta.

3

DEMONSTRAGAO: Seja
s = {p e P™E;FY 5 |P) < 1}

Se m = 0, §Dm(E;F”) = T e o resultado & verdadeirc pelo Teorema de

Alaoglu,
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Suponhamos m > 1. Para cada x € E seja
v o= et sl < k™

Pelo Teorema de Alaoglu, cada YX & compacto na topolegia induzida

por U(F“,F). Logo, o espago

Y = W ¥
x€E *
& compacto na topologia produto, pelo Teorema de Tyconov.
Consideremos S munido da topologila induzida por T4. Para ca-

da P € S definamos

(P_)

(") < woT

Como

1Pl < HBh- ™ <l ™

st

para cada x € E, segue dai que ®(P) € Y.

£ facil ver que ¢ & injetora. Vamos mostrar que ® & continua.

Sejam P_ € S e U = U, Xewox U x T Y uma vizinhanga de ®(P )
1 n XEX -
1
em Y, onde cada U & da forma
1

UXi = {y & F' ; Pyi(w - Poxi) < ei}

—vadil
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onde i € I, €. > 0 e Py' denota a seminorma em F definida por:
1

P (n} = |n(y.)
v Inty; )|
Seja
V= {P €8 ;g (P~PD) < e, , 1 <1 <n}
i*1
uma T, - vizinhanga de PO em S.

Se P € V entao, para 1 < i < n,

‘(Pxi - Poxi)yil < es

e segue dai que P, €U , logo, o(P) € U.
1 1

Para mostrar que ¥{(P) & fechado em Y, seija (Pa)QEA um net em
S e geja T = (Tx)er um elemento de Y tais que @(Pa)-+T, na topolo-

gia produto. Logo, para cada x € E, tem-ge

@(Pa)x = Pa(X) - Tx (1)

em Y

Para cada o € A, P = A onde A € LS(mB;F"). Pela formula

de polarizagao, se X .,x_ € E, tem-se

l,oo
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= X I
Aa(xl""’xm) i Y € S la(elxl +emxm)
‘ g,=+1
1_
£ _=+1
m—
Sejam Kymene X € E. Definamos
_ 1
Alxy e vn,x ) = —~on ) e---e, Tlexp+o. o be x )
’ £, =+1
1_
£ =+1
m_

Resulta de (1) gue Aa ~ A pontualmente. Portanto, A é m-linear e si
métrica, € assim x — T & um polinomio m-homogeneo, digamos P, de

em [

Por outro lado, cono P& £ 3, para cada ¥y € [ tem-se

[P, (v |

I A

2, ol vl

[ -]

I A

para todo x € E. No limite, como Pa(x)y - Tx(y), Vemos que

[T ()] = fPGoy]l < KT L vl

Logo, |Tx" = | P(x)] < Ix]™, para todo x € E, e portatnto P € 5. Co

mo ${P) = T segue que T € 0(S5)}.

i,



59.

4.10 - TEOREMA Sefam E ¢ F espacos normades e suponhamos que F g um

espace dual [por exemplo, T reflexivo, ou Hilbent), Se WCL?@(E;F) e

um subeconjunto 1, - fechado, entdo W fem a propriedade dos centros

3

nelativos de Chebyshev em qualquen subespago vetornial M < F(E;F)

contende ?m(E;F) ¢ noramado por

Tl

sup{ITx] 5 Ix[ < 1}

1

Em particulan, {sto ¢ verdadeino para:

aj

d)

W = @m(E;F) e M eomo acima;
m, . .. . . m, . ]
W =M = 2 (E3F), ¢ gque sdgnifdea que 2 (E;F) admite cen-
tros de Chebyshev,
W< ?m(E;F) como acime e M = P(E;IN).
, m, .. I P m, . .
W = P (E;F)Y e M = PAN,F), 0 que sdgnisica que » (B;F) fem

a propriedade dos centrnos nelatdivos de Chebyshev em

P(E3F)Y e, a foationdi, € proximinal em P(L,T).

DEMONSTRACAO: Sedja r > 0. Pelo Lema 4.9 o conjunto {F € Pm(E;F) 3

IP| < r} & t, - compacto. Portanto,

LY

3

oo
n

(e | <o)

3]

Ma{pP e PNE;F) , ||P| < r}

compacto, € o resultado segue do Teorema U.6.
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4,11 - COROLARIO: Sejam E e F como no Teorema 4.10, ¢ Aeja WCL(E;F)
um subconjunte T, - gjechado. Entdo W fem a propriedade dos centros
nelativos de Chebyshev em gqualquen subespago vetforial MC ?IE;F)

contendo L(E;T) e normado por
IT] = sup{loxh 5 Bl < 1}

Em particular, Listo ¢ verdadeiro para:

al W L{E:F) ¢ M come acima;

bl W M = L{E;F), 0 que signdfica que L(E,T) admite centrnos
de Chebyshev;

¢l WCL(E;F) como acima e M = P(E;L).

d) W= L(EF)Y e M = PUE;F), ¢ que significa que L(E;F) fem
a proprcedade dos  centros  relativos de  Chebyshev  ewm

PEF) e, a fontiond, € proximinal em P(E;T).

DEMONSTRACAO: Fazer m = 1 no Teorema 4.10.

Quande E e I' sdo espagos normados complexos, entao M :1&bGﬂF)

oy,

tal que

I} = supTe] 5 Dl < 1)

[ IFaY

Z uma norma em M. Com efeito, se |T| = 0 entdo T € nula em
{x ¢ E; x|l <1}, e sendo una fungao Lnteira, T € nula em E, isto

-

&, T = 0. Logo, o seguinte resultado & verdadeiro.
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4.12 - TEGREMA: Sejam L e F espaccs noamados complexos, ¢ Auponhamos
que T ¢ um espago dual (em particular, T reflexdvo ou Hilbent}., Pa

ra todo m > 1, o espago @m(E;F) tem a phrophiedade dos cenirnos nela

tivos de Chebyshev em %D(E;m.

Sejam m e k numeros naturals. Vamos indicar por @E(E;G) o
conjunto de todos os polinomios P € #'(E;G) tais que dim [P(E)] <k

(aqui [P(E)}] denota o subespago vetorial gerado por P(E)CG).

4.13 - LEMA: Cada efemento P € @}T(E;G) pode sern escnitlo na forma

k
P = Z Pi®yi
1=1

onde P, € B(E;TO, [Pl < [Pl e y, € G com|y.| <1 pana 1<ick

& YyaeersY) sao Lineanmente independentes.

1"
o)
A
=

DEMONSTRAGCARD:; Seja P € ?ﬁkE;G), e suponhamos que dim[P(E)]
Sedja {yl,...,yn} uma base de [P(E)] tal que ”y]” =1, 1 <1 <mn.

Pelo Teorema de llahn~Banach, existe {Yl,...,Yn}CZEP(E):]K tal que
Yi(yj) = sij e ”Yi“ = 1 para todo i,j € {1,...,n}. Portanto, para to

do v € [F(EY], tem-se

n
v = .E Yi(v)yi
1=1

Pelo mesmo Teorema, podemos estender i até G . Denotaremos tais ex

tensoes também por Y Logo, para cada x € E
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P(x)

LE]

It
izlyi(P(x)yi

Lscrevendo Pi =Yy 0 P resulta que P, e ?WRE;IM) e

TN

| P,

s Tyl TR =B, 1sioen

e ainda

4.14 - LEMA: A bola unitaria fechada de @:(E5FK) e T, - compacta.

DEMONSTRACAO: Pelo Lema 4.9 & suficlente mostrar que

I

{(E;F*) ; 1Pl o< 1}

5= {re f
& um subconjunto T4 ~ fechado de
U= (pe el <1

Seja (P ) um net em S com limite P € ?W(H;F“) e [lp] <1,
o’ aeh z
T

isto &, P 2 P em U. Queremos mostrar que P € G.

o
Pelo Lema 4,13, cada POL se egcreve na forma
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s
“

onde P, € @(E;30. [P, | <[P} cley, €F, |y,

1&“: 1, para

todo 1 < i < k.
P T ; - )
Pelo Lema 1,9, existe um subnet (PiB)Beﬂ e existe RiEld%E,BO
tals que PiB + P: na topologia T4s € Pelo Teorema de Alacglu, exis
te um subnet (yiB)BGA ey, € F tals que Vig * Vi na topologia fra

ca de F , para todo 1 < i < Kk,

Defina

k
1=1

- m .
Claramente Po € Qk(E;} )

Considere o subnet (PB)BG& definido por
K
P = ) P..® V.
iy 1P 16

Temos que

(Pox)y = 1im(P,_ x)y

B

B

= lim(Pax)y
o
= (Fx)y

para todo x € E e y € F. Logo

_ M, o
P =P, € {Bk(h,E )
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Como HPH < 1, segue que P € 5,

4.15 - TEOREMA: Sejam E e F espages wnoamados e suponhamos gueT 2 um
espago dual (pen exemple, P reflexive ou Hilbent). Todo subconjunto

T, - fechado WC PE(E;F) tem a propriedade dos centres helativos de

3
Chebyshev em qualquen subespaco vetorial M C F(E;T) contendo fﬁ?E;F)

¢ tal que
1Tl = sup{fTxd 5 =} < 1}

uma norme em M, Em particulan, {sto e verdadeino para:

=3}

a) W = ?ﬁ(E;F) e M comoe acima;

A Ey

b)Y WG Q}T(E;F) como acima e M

c) W :[@E(E;F) e M = ﬁam(E;P) ow FHIE;F), ¢ que sdigndfica
gue §DE(E;F) fem a proprledade dos centrnos helatives de
Chebyshev em ©T(EZF) ¢ em P(E;F) e a fortionl, ¢ phro

ximinal em ?ﬂ%E;F) ¢ em P(E;F).

DEMONSTRAGCAD: Seja r > 0. Pelo Lema Y4.14% o conjunto

{P ¢ iPE(E;F) ; 1P| < r}é& 1, - compacto. O resultado segue agora

3

do Teorema 4.6.

4.16 - COROLARIO: Sejam E ¢ F como no Teorema 4.15. 0 espaco Ky(EsF)
tem a propriedade dos centros relativos de Chebyshev em L{E;F ).

Em particular, K (E;F) ¢ proxdiminal em L{E;F ).
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DEMONSTRAGAQG: 1Imediata a partir do Teorema 4.15, com & observagao

que, quando m = 1, ‘?E(E;F) = KN(E;P) e @m(E;F) = L{(E;F)

Deutsch, Mach, Saatkamp ([ 6], Theorem 2.2) demonstraram a
proximinalidade de KN(E;F“) em L(E;F ). 0 Corolirio 4.16 & uma ge

neralizagaoc desse resultado,

4.17 - DEFINIGAD: Sejam (G, | |) um espago normado e I &€ G um subes
paco vetorial. Diz-se que [ estad confinado em G se existe uma pro-

jecao linear, de norma 1, de G gobre F.

4.18 - EXEMPLOS:

a) Todo espago pertencente a classe ?E esta confinado em

qualquer espago que o contenhaj; em particular, em seu du

plo dual,

b) Todo espago dual esta confinado em seu segundo dual: &
transposta da isometria canonica J: L - E** & uma projegao
de E* em E*** = (E**)* com norma 1. Em particular, todo

espaco reflexivo, e portanto todo espago de Hilbert, esta
confinado em seu segundo dual.

c) Ll(S,u) com S localmente compacto e u o-finita, esta con
finado em seu scgundo dual.

a) y ndao esta confinado em seu sepgundo dual £

4.19 - LEMA: Sejam (G, | |) um espaco noamado ¢ F < G um subespago
vetonial . Suponhamos que T estd confinado em G. Seja MC F(E3F) um

subespago noamado pon
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© = supt]dls %l < 13

e sejam W e W' fadls que
(1) Wae W' ¢ M g

(2) PoT&€Wpara todo T € W', onde P ¢ uma projecdo UUnear,

de noama 1 de G sobre T

Entdo, para todo Limitado wndo-vazio B C M, tem-se

T € oenw,(B) = P o T € centw(B).

DEMONSTRACAD: Seja B € M limitado nao-vazio. Como W € W' CM segue

que

radw,(B) < radw(B)

Seja T € centw,(B). Como T € W' segue de (2) que PoT & W,

Mais ainda, para todo U € B e todo x € E, temos

Ux = P(Ux)

pois Ux € T, Logo,

It

U - PoT] = [[BoU ~ B

b

ju-T]
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I A

Padw,(B)

1A

radW(B)
e PoT € centw(B).

4.20 - TEOREMA Sejam E e F espagos noamados e suponhamos que F esta
conginade num espaco dual. Entao PNELT) tem a propricdade dos cen
thos nelativos de Chebyshev em qualquesn subespaco vetoiial MC F(i;F)

normade ponr
beh = supdTx] 5 =i < 1}

¢ que confenha ﬁam(E;P). Em particular, Lsto ¢ veadadeiro para
Moo= ﬁﬂ(E;F) cu PR(EF), 0 que sdignifica que Gam(E;F) admite centfhos
de Chebyshev e tem a propriedade dos centros relatives de Chebyshev

em W(E;F).a fortiond, GDm(E;F) 2 proximinal em P(E;F).

1
DEMONSTRAGAD: Sejam W = P™(E,F) e W' = ®™E;G ) onde & & o espago
dual onde I esta confinado. Obviamente W € W', e Po T € W para todo
T € W', onde P e a projegdo linear de norma 1 de Y sobre G . Pelo
Teorema 4.10, parte a), para todo limitado nao vazio B € M, tem-se

centw,(B) |

0 resultado segue agora do Lema 4.,19.
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4.21 - COROLARIO: Sejam E e F como no Teonema 4.20. Entde L(E;F) fem
a propriedade dos centhos nelativos de Chebyshev em qualquen subes

paco M < F(E}F) noamado pox
Tl = suptlTx] 5 lIx[ < 1}

e que contenha L{E;T). Em particular, {sto ¢ verdadeiro pana
M = L(E;F) ou P(E3;F) o0 que sdignifica que L(E;F) admite centros de
Chebyshev ¢ fem a propiiedade dos centros relativos de Chebyshev em

P(E3T). A forntioni, L(E;F) & phoximinal em P(E;F).
DEMCNSTRAGAD: TFagzer m=1 no Teorema 4.20.

4,22 - TEOREMA: Sejam E ¢ T espagos noamados e suponhamos que P es
ta confinade num espaco dual. Eniido ?E(E;F) tem a propriedade dos
centros relativos de Chebyshev em gualgues subespaco vetorial

MG F(E;F) normado por
IT] = sup{liTx]l 5 {Ix{ < 1}

e que contenha (PE(E;F). Em panticulan, iste ¢ verdadedirnoe pana

M = @?(E;F)ou PYE;T) ou ainda P(E;F), o que significa que{?EﬂhF)
admite centros de Chebyshev e tem a proepriedade dos centros relatd-
vos de Chebyshev em {?m(E;F) e em W(E;F). A forfiond, GDS(E;F) e

proximinal em P™EF) e em P(E;T).



DEMONSTRAGAO: Sejam ¢ o espago dual onde I' esta confinado e P uma
projecdc linear de norma 1 de T sobre & . Consideremos entdo

1= QQ(E;F) e W' = @;RE;G“). E claro que WS W' € Po T € W para to-
do T € W',

Se R& M & um subconjunto limitade nao vazio, pelo Teorema

4,15, existe To e centW.(B). Resulta agora do Lema 4.19 que

Fo To € cent,(B).

4,23 - COROLARIO: Sefam E ¢ F como no Teorema 4.22. Entao K (E;F)
tem a propriedade dos centros relatives de Chebyshev em L(E;F) ¢ «

fortlond, & proximinal em L(E;TF).

DEMONSTRACAQ: Fazer m=z1 no Teorema 4.22,

0 Corolarioc 4.22 acima generaliza um resulta de IDeutsch, Mach,
Satkamp ([5 ], Corollary 2.6) que haviam demonstrado a proximinali

dade de tals subespagos.

—_——— -



CAPTTULO 5

MELHOR APROXIMACAQO SIMULTANEA DE OPERADORES LINEARES

LIMITADOS POR OPERADORES COMPACTOS

5.1 - DEFINIGAO: Sejam X um espago topologico localmente compacto e
(E, 1 1) um espago normado. Seja t uma topologia localmente convexa
sobre o dual F . Denotaremos por CO(X;(E“,T)) 0 espacgo vetorial de

)

todas as aplicagdes f: X +E que sao continuas e nulas no infinito

1,

quando E” esta munido da topologia T.

Quando T for a topologia da norma de E“, escrevemos simples
mente CO(X;E").

Observemos que
cO(X;E") C CL(X3E) & L (X3E)

5.2 - DEFINIGAQ: Sejam X e E como na Definigae 5.1. Definimos

1l

CU(X;E“) 8_(X;E7) 0 C(X3(E ,0))

onde G = U(E“,E).

A

0 espago CG(X;E“) sera munido da norma de Smx£Pa§o‘k3£m(Xﬂ§3_

Observemos Jue

C (X3E) @ C_(X3E™)
Q a

-70-
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Com efeito, se f € CO(X;E“}, & claro que f: X~»(E ,0) €& continua.
Resta provar que f & nula no infinito como aplicacio de X em (E ,0).

Seja U uma o-vizinhanga da origem em E . Como ¢ & menos fina do que

a topologia da norma, existe £ > 0 tal que
vy e £7 5 Iyl < e} cu,

Para este ¢ > 0, como f € CO(X;E*), existe um compacto K € X tal que
| £(x)] < e, para todo x € K. Logo, f(x) € U para todo x £ K, isto
, £ & nula no infinito quando Eﬁ estd munido da topologia o.

Observemos que, se a funcao [ pertence a CO(X;(E*,U)), entao
£(X) & o(E",E)-limitado. Logo, quando (E, | |) for completo, segue-
-se do Principio da Limitagac Uniforme que £(X) & limitado @n(E*J[H)
isto 8, f € xm(x;E*).

Vemos pois que no caso de ser (E, [| ||) um espago de Banach,
8, (X3E) n e (X3(E",0)) = C OG(E ,0))
e portanto
o (GE™) = (4, (E ,0))
5.3 - TEDREMA: Sejam X um espago topologico Localmente compacico de

Hausdonff e (E, | | um espago de Banach. 0 espage L(E;C_(X)) & L0

methicamenile LAomorgo a CO(X;E“) atraves da aplicagao definida por

p(TIx = & o T
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para tode T € ‘G(E;CO(X)) e x € X, onde 6, denota a funcdo avaliacdo
no ponto x. Sob esta apficacdo, K(E,CO(X)) ¢ {sometricamente Ls0moh

fo a CO(X;E“).

DEMONSTRAGCAO: Seja T € L(E;CO(X)). Para cada x € X consideremos

5. € CO(X)“. Logo § o T € E , para cada x € X. Definimos

Entao
uT(x)s = Gx(Ts) = Ts(x) , x € X, ¢ €L

Afirmamos que U € CO(X,(ER,O)). Com efeito, se X, € X, s, €E e

e > 0,com Ts € C(X) existe uma vizinhanga U de x_ tal que
x €U = [Ts (x) - Ts (x )| < ¢
ou seja,
- 5 <
x € U = IuT(x)sO uT(xO)sol £

Logo, U £ C(X,(E“,o)). Por cutro lado, se 5 €T e e >» 0, como

TSO € CO(X), existe um compacto KE < X tal que
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x & K, ::‘HUT(X)SO” = ”TSO(X)” < g

e portanto, ugp € CO(X;(E“,G)).

Definamos ¢: L(E;CD(X)) — CD(X;(E“,U)) por

$(TY = u,
£ fdcil ver que ¢ estd bem definida e &€ uma isometria linear e inje
tora, Provemos que ¢ é sobrejetora.

Seja u € CO(X;(E*,O)). Para cada s € E, definimos Ts: X —= IK
por Ts(x) = ul{x)s para todo x € X. Resulta da continuidade de u gque
Ts € C(X). Por outro lado, seja € > 0. Como u e nula no infinito,

existe um compacto K. X tal que
x £ K = |Ts(x)| = |lu(xds| < ¢

0 gue prova que Ts € CO(X;IK).

Conglderemos T: E —= CO(X)

5 = Ts
Como, para cada x € ¥, u(x) & linear, segue que T é linear .
Além disso,
IT| = sup |Ts]
Ish<1
= sup sup |[Te(x) |

[sl<1  xex
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= sup sup | ulx)s|
[slsl  xex

= sup [uCx)|
xEX

onde a ultima desigualdade resulta do Principio da Limitagdo Unifor

me. Logo,
T & L(E;CO(X))

Mais ainda, como u{xJ)s = Ts(x), para todc s € E e x € X, segue que
u = ¢(T), e portanto, ¢ & sobrejetora.

Reciprocamente, sejam u € CO(X;E*) e 1T B %(E;CO(X)) tal que
¢(T) = u. Se B = {s € E; Ju] < 1}, 0 conjunto T(B) é relativamente
compacto em CO(X). Isto resulta do Tecrema de Arzefé—Ascoli, aplica
do & imagem de T(B) pelo isomorfismo que leva CO(X) em C{X U{=x}),

onde X U{=} denota o compactificado de Alexandroff de X.

5.4 - TEQREMA: Sejam X um espaco Localmente compacto de flausdorfgd e
(E, | 1Y um espago de Banach uniformemente Ziso. 0 espago K(E;C_(X))
tem a propriedade dos centros relativos de Chebyshev em L(E;C_(X)).

Em particutan, K(E;C (X)) ¢ proximinal em L(E;C_()).

1,

DEMONSTRACAQ: Como E" & uniformemente convexo, resulta do Corolirio

2.26, que CO(X;EH) tem a propriedade dos centros relativos de Chebyshev
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em Rm(X;E*), e a fortiori, em CG(X;E*). Aplicando © teorema 5.3, a
demonstragao fica completa.

Quando X € discreto ¢ I = TR, escrevemos CO(XglR) = CO(X).
Meste caso, K(E;CO(X)) & um M~ideal de L(E;QO(X)) qualquer que seja
0 espago normado E (Mach e Ward [26], Theorem 3.1), e a sua proximi
nalidade segue entao da teoria geral dos M-ideals. Deutsch, Mach,
Saatkamp ([ 6], Theorem 3.11) deram uma prova direta da proximinali
dade e deduziram outros fatos (como, por exemplo, uma prova constru
tiva da existencia de uma selecac homogenea e continua para & pro-
jegac métrica)l.

Resulta do Teorema 5.% acima que, para X discreto e E unifor
memente 1iso, K(E;CO(X)) & nao somente proximinal mas tem até mesmo
i1 propriedade dos centros relativos de Chebyshev cem L(E;CO(X)). En
tretanto, nao sabemos se a hipdtese de ser P uniformemente liso po

de ser removida de 5.4.

5.5 - COROLARIO: Seja X um espaco Localmente compacic de Hausdonff.
Suponhamos que T sefa um espaco de Hilbert, ou um espaqo gp o um L,
com 1 < p < ®, Eafdo, ¢ espaco K(E,CO(X)) tem a propaicedade dos cen

thos nelativos de Chebyshev em LiF,C 00).

DEMONSTRAGAO: Os espagos citados no enunciado sao exemplos de espa-

gos uniformemente lisos.

Mach ([22], Corolaric 3) havia provado a proximinalidade de

tais subespacos, quando X € compacto de Hausdorffl.
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5.6 - COROLARIO: Seja (E, | [|) um espaco de Banach undformemente
Liso, O espago K(E;co) tem a propriedade dos centros relatives de

Chebyshev em L(E;c) e, em particular, ¢ proximinal em L(E;co).

DEMONSTRAGAQ: ¢, = CO(]N;]K) onde N tem a topologia discreta.

Mach e Ward ([26]; Theorem 3.1) (ver também Yost [35], Co-
rollary 2.7) provaram que, para tocdo espagoe de Banach E, K(E;co) e
um M-ideal de L(E;co), € que portanto, para todo espage de Banach

E, K(E;co) & proximinal em L(E,QO).

5.7 - COROLARIO: Seja 1 < p < o, 0 espaco K(Qp;co) tem a proprieda
de dos centrnos helativos de Chebyshev em L(Rp;co) e, a fortioni, ¢

proximinal em L(R_3c ).
P 8]

DEMONSTRAGAO: Imediata a partir do Corolario 5.6 obsevvando que pa

ral < p < ®, 0 espago ﬁp ¢ uniformemente liso.

5.8 - COROLARIO: Se X ¢ um espaco compacto de Hausdonfs ¢ E & um
eapaco de Banach undformemente Liso, entaoc K(E;CCX)) tem a proprdie-

dade dos centros refativos de Chebyshev em L(E;C{X)).

DEMONSTRACAO: Como X & compacto, CO(X) = C{X) e o resultado segue

do Teoremad 5.H4.

5.9 - COROLARIO: Seja X um espago completamente regular de Hausdonrfy

e B um espaco de Banach uniformemente Liso. O espago K(E;Cb(x}) tam
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a propriedade dos centros relativos de Chebyshev em L{E;C (X)),

DEMONSTRACAO: Existe uma isometria linear entre Cb(X) e C(BX), onde
BX denota o compactificado de Stone=~Cech de X.

Portante, oS espagos L(E;Cb(X)) e L(E;C(BX)) sao isometrica
mente isomorfos, bem come também © Sao0 K(E;CD(X)) e K(E;C(RX) ).

Basta aplicar agora o Corolarioc 5.8.

Ka-Ling Lau ([?OI, Theorem 4.5, parte 11i)) havia demonstrado

a proximinalidade de tais subespacgos.

5.10 - COROLARIO: Seja T um espago de Banach undformemente Ciso. 0
espace K(E3&_ ) tem a phrophiedade dos centros nelativos de Chebyshev

em L(Es® ). Em panticular, K(E,% ) ¢ proximinal em L(E;% ).
DEMONSTRAGAO: Se IN esta equipade da topologia discreta, entao

L= Cb( Ty 1K)
5.11 - COROLARIO: Seja 1 < p < =, 0 espaco K(ﬁpggo) fem a prophie-
dade dos centrnos nrelfativos de Chebyshev em L(ﬂp;ﬁm) e, em pariicu -

L= ]

Lan, ¢ proximinal em L(ip;ﬁ ).

Ressaltamos aqul gue Feder([ji], Theorem 1) provou que
K(L_38 ) ndo e proximinal em L{L_3% ). Portanto, no Corclario acima,

nac se pode tomar 1 < p < =.
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