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RESUMO

Nesta tese estudamos identidades polinomiais graduadas para certas algebras. Inicialmente,
estudamos identidades satisfeitas pelo produto tensorial Zs-graduado. Este estudo foi moti-
vado pelo trabalho de Regev e Seeman com produtos tensoriais Zo-graduados. Eles provaram
varios casos nos quais tal produto tensorial é PI equivalente a certas algebras T-primas.
Também conjeturaram que isto sempre ocorre. Trabalhamos com os demais casos e con-
seguimos provar que tal conjetura é verdadeira. Além disso, provamos que para certas
algebras, quando consideramos corpos de caracteristica positiva, o produto tensorial grad-
uado ainda se comporta como o nao graduado. Consideramos também o produto tensorial
[-graduado e suas identidades. Provamos que o Teorema A ® B de Regev continua valido no
caso do produto tensorial f-graduado quando as algebras sao graduadas por grupos abelianos
finitos, e B é um bicaracter antissimétrico. Também estudamos a PI equivaléncia do produto
tensorial f-graduado de algebras T-primas.

Em seguida estudamos identidades graduadas, descrevemos um conjunto de geradores
para as identidades Z-graduadas da algebra de Lie Wj. A algebra W, é a algebra das
derivagoes do anel de polinomios K [t], e é conhecida como a dlgebra de Witt. Provamos que
se a caracteristica do corpo for 0, entao as identidades Z-graduadas de W sao geradas por
um conjunto de identidades de grau 2 e 3. Mais ainda, provamos que nao é possivel obter

um conjunto finito de geradores para as identidades Z-graduadas de Wj.

vi



ABSTRACT

In this PhD thesis we study graded polynomial identities for certain types of algebras. First,
we study polynomial identities satisfied by the Zs-graded tensor products. This research was
motivated by the paper of Regev and Seeman about the Zs-graded tensor products. They
proved that in a series of cases such tensor products are PI equivalent to T-prime algebras.
Then they conjectured that this is always the case. We deal here with the remaining cases and
thus confirm Regev and Seeman’s conjecture. Furthermore, we prove that for some algebras
we can remove the restriction on the characteristic of the base field, and we show that the
behaviour of the corresponding graded tensor products is quite similar to that for the usual
ungraded tensor products. We consider too the $-graded tensor products and their identities
where (3 is a skew symmetric bicharacter. We show that Regev’'s A ® B theorem holds for
(B-graded tensor products whenever the gradings are by finite abelian groups. Furthermore
we study the PI equivalence of -graded tensor products of T-prime algebras.

Afterwards we study the graded identities of the Lie algebra W;. We describe a set of
generators of the Z-graded identities of ;. The algebra W is the algebra of derivation of
the polynomial ring K[t], and it is known as the Witt algebra. We prove that if K is a field
of characteristic 0, then the Z-graded identities of W, are consequences of a collection of
polynomials of degree 2 and 3. Furthermore we prove that the Z-graded identities for W,

do not admit a finite basis.
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INTRODUCAO

Este trabalho trata de alguns tépicos da algebra: teoria de anéis, e mais especificamente, da
teoria das dlgebras com identidades polinomiais (PI-algebras).

Algebras de matrizes sobre anéis comutativos sao objetos de estudo de grande importancia
devido ao seu amplo aspecto de aplicagoes. Nao menos importantes sao as algebras comu-
tativas, as de dimensao finita, as algebras exteriores. Todas elas compartilham o fato de
satisfazerem relacoes polinomiais entre seus elementos. Isto quer dizer que para cada uma
dessas dlgebras existe um polindémio f(xq,...,z,) nas varidveis nao comutativas z; que se
anula quando avaliado nos elementos das mesmas. Se uma algebra satisfaz esta condicao
ela é chamada uma &lgebra com identidade polinomial (ou uma Pl-algebra, da sigla em
inglés polynomial identity). Tais dlgebras compartilham vérias propriedades em comum; o
estudo delas pode consistir em descrever a influéncia das identidades polinomiais sobre a
estrutura da algebra. Podemos também estudar o conjunto das identidades satisfeitas por
alguma algebra importante, ou ainda todas as algebras que satisfazem alguma familia de
identidades.

A teoria das dlgebras com identidades polinomiais comegou o seu desenvolvimento ha
80 anos, com trabalhos de Déhn e Wagner. Nesses trabalhos aparecem, embora de forma
implicita, estudos sobre algumas identidades polinomiais para as matrizes de ordem 2. Os
trabalhos de Déhn e de Wagner foram motivados por pesquisas em geometria finita. Por

outro lado, conceitos mais algébricos relacionados com a PI teoria, encontram-se ainda em



trabalhos de Sylvester sobre os invariantes de duas matrizes de ordem 2, por volta de 1870.

A pesquisa das Pl-dlgebras, no sentido préprio, intensificou-se em torno de 1950, quando
foi demonstrado o Teorema de Amitsur e Levitzki. Esse teorema mostrou que a algebra das
matrizes de ordem n com entradas num corpo satisfaz o polinomio standard de grau 2n. O
teorema afirma que a somatéria alternada de todos os produtos de 2n matrizes de ordem n é
sempre igual a matriz nula. Também na mesma época foi demonstrado o teorema de Nagata
e Higman: Se A é uma algebra associativa sobre corpo de caracteristica 0 que é nil de indice
limitado, entao A é nilpotente. (Recordamos que esse teorema foi originalmente demonstrado
por Dubnov e Ivanov, em 1943, mas o trabalho deles, publicado durante a Segunda Guerra
Mundial, ficou desconhecido para os algebristas na época.) Desde entao, varios algebristas
reconhecidos deram contribuigoes importantes para a PI teoria. Relacionamos aqui os nomes
de G. Bergman, P. M. Conh, I. N. Herstein, N. Jacobson, I. Kaplansky, A. I. Kostrikin, V.
N. Latyshev, Yu. N. Malcev, E. Posner, A. 1. Shirshov, R. Swan, entre outros. Varios
algebristas tém trabalhado na drea; segue uma lista de nomes (sem qualquer pretensao de
ser completa): Y. Bahturin, A. Berele, A. Braun, V. Drensky, E. Formanek, A. Giambruno,
A. Kemer, C. Procesi, Yu. P. Razmyslov, A. Regev, L. H. Rowen, J. T. Stafford, M. Van
Den Bergh, M. R. Vaughan-Lee, M. Zaicev, E. Zelmanov.

Aqui discutiremos brevemente um dos feitos mais importantes na PI teoria, a teoria es-
trutural desenvolvida por Kemer. Essa teoria foi motivada pelo famoso problema de Specht
proposto em 1950: ”Se A é uma PI algebra sobre corpo de caracteristica 0, entao as iden-
tidades de A seguem de um conjunto finito de tais identidades?” Esse problema estava
atraindo a atencao de varios algebristas; a resolugao dele exigiu o desenvolvimento de uma

complexa teoria.

Nessa teoria, as algebras verbalmente primas desempenham um papel proeminente. Aqui
recordamos que uma algebra é verbalmente prima (ou T-prima) se o seu T-ideal, isto é, o
ideal de todas identidades da &lgebra, é primo na classe de todos os T-ideais na &algebra
associativa livre. A teoria estrutural de T-ideais desenvolvida por Kemer classificou as
algebras verbalmente primas sobre tais corpos. Mais ainda, Kemer mostrou que os T-ideais
verbalmente semiprimos sao interseccoes finitas de T-ideais verbalmente primos, e finalmente

que se Z é um T-ideal entao J" C Z C J para alguma escolha de n e de um T-ideal J
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verbalmente semiprimo.

Seja K um corpo de caracteristica 0 e seja F a élgebra de Grassmann (ou exterior) do
espago vetorial V' com base {ej, es,...}. Entao, E tem base consistindo dos elementos 1 e
€i, ---¢, onde k =1,2, ..., eamultiplicacao em F ¢ induzida por e;e; = —e;e; para todos
1 e j. De acordo com a teoria de Kemer as algebras verbalmente primas sao exatamente
as seguintes: primeiro as triviais; {0} e K(X) a dlgebra associativa livre de posto infinito.
Em seguida, M, (K), a dlgebra das matrizes n x n com entradas em K. Mais uma classe de
algebras verbalmente primas é dada pela algebra das matrizes n X n com entradas em F,
denotada por M, (FE). A algebra E tem Zs-graduagao natural definida como segue: seja Ej
o centro de F/, entao Ej é gerado como espaco vetorial por todos os monomios na base de £
com comprimento par, denotamos por E; o espacgo gerado pelos monomios de comprimento
impar. Entao, os elementos de F anti-comutam. A ultima classe de algebras verbalmente
primas é denotada por M, ,(E). Esta é a subalgebra de M,,,(E) que consiste de todas as
matrizes sob a forma Ae;; + Beja + Ceg; + Degy onde e;; sao as matrizes elementares 2 x 2,
A€ My(Ey), B € Myup(E1), C € Myyo(E1) e D € My(Ep).

Duas élgebras A e B sao Pl-equivalentes, A ~ B, quando satisfazem as mesmas iden-
tidades polinomiais. Como uma consequéncia da teoria, Kemer mostrou que em carac-
teristica 0 a classe das dlgebras T-primas é fechada sob produtos tensoriais. Ele descreveu
a Pl-equivaléncia nos produtos tensoriais de algebras verbalmente primas. Esta descricao é

conhecida como Teorema sobre o Produto Tensorial (T.P.T.). Seja car K = 0, entéo
(1) Map(E) ®@ E ~ Moy (E);
(2) Mup(E) @ Mo a(E) ~ Mactbdadrve(E);
(3) EQFE ~ M (E).

Aqui, e no que segue, todos os produtos tensoriais sao considerados sobre o corpo K.

J& comentamos que como uma das consequéncias de sua teoria estrutural, Kemer (1987)
resolveu em afirmativo o famoso e antigo problema (1950) de Specht: "Todo T-ideal é
finitamente gerado como um T-ideal ?”Tudo isso mostrou que a estrutura dos T-ideais na

algebra relativamente livre é bastante parecida, em certo sentido, com a estrutura dos ideais



na algebra dos polinomios comutativos em varias variaveis. Aqui recordamos que uma
das principais ferramentas utilizadas na teoria de Kemer foram as identidades graduadas.
Recomendamos a leitura de [26] para mais detalhes sobre a teoria estrutural de PI-dlgebras

e as contribuicoes de Kemer nesta teoria.

O Teorema sobre o Produto Tensorial, embora uma consequéncia da teoria estrutural,
admite provas que independem dela. Regev [36] deu uma tal demonstracao, em seguida
Di Vincenzo; Di Vincenzo e Nardozza, provaram partes deste teorema, veja ([14],[15], [16]).
Outras provas elementares de casos do T.P.T. foram dadas em ([3],[4],[28]). Nesses ultimos
artigos, os autores estudaram também o comportamento dos correspondentes T-ideais em
caracteristica positiva. Eles mostraram que o T.P.T. continua valido sobre corpos infinitos
de caracteristica positiva p > 2, mas somente em nivel multilinear. Em outras palavras, as
partes multilineares dos respectivos T-ideais coincidem. Mais ainda, em [3], eles provaram
que a terceira afirmagao do T.P.T. falha e, em [4], também provaram que a primeira afirmacao
falha (quando @ = b = 1). A segunda afirmacao do T.P.T. também falha em caracteristica

positiva, conforme demonstrado em [1].

As graduagoes com grupos adequados e as respectivas identidades graduadas desem-
penharam um papel decisivo na pesquisa em torno do Teorema sobre o produto tensorial.
Ressaltamos que logo apds a pesquisa de Kemer as identidades graduadas tornaram-se ob-
jeto de estudo extensivo, e de interesse independente. As possiveis graduagoes em algebras
matriciais foram estudadas por varios algebristas; o leitor pode encontrar mais detalhes e

referéncias bibliograficas no artigo [8].

Nos tultimos anos intensificou-se o estudo das propriedades combinatoriais de produtos
tensoriais torcidos, varias vezes chamados de produtos tensoriais graduados, ou com fatores
de comutacgao. Um exemplo de tal produto tensorial, é o produto tensorial Z,-graduado. Este
produto foi estudado por Regev e Seeman, [37]. Neste artigo os autores provam alguns casos
do Teorema do Produto Tensorial quando substituimos o tensor usual pelo graduado.
Para mais detalhes sobre produto tensorial graduado veja [13, 41]. Outro produto tensorial
graduado pode ser obtido tomando-se 3 : G x G — K*, onde GG é um grupo abeliano finito,
tal que B(g + h, k) = B(g,k)B(h, k), B(g,h + k) = B(g,h)B(g, k) e B(g,h)B(h,g) = 1, para

todo g, h, k € G. Tal § é chamado um bicaracter antissimétrico. A partir deste [ podemos
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definir um produto tensorial g-graduado. Tal produto tensorial é estudado em [21].

Aqui destacamos um outro teorema célebre da teoria das algebras com identidades po-
linomiais. Ele foi um dos primeiros resultados obtidos por meio de aplicagoes adequadas
da combinatéria a PI teoria. Este é o Teorema A ® B de Regev, demonstrado em [34].
E bem conhecido e facil demonstrar que se A é uma PI dlgebra entao as subalgebras e os
quocientes de A também sao PI algebras. Tampouco ¢ dificil demonstrar que produto direto
de algebras PI é de novo PI. O Teorema de Regev diz que o produto tensorial A ® B de duas
PI élgebras A e B de novo é PI. A demonstragao dada por Regev foi um ponto marcante no
desenvolvimento da PI teoria; nés voltaremos a discutir essa demonstragao em detalhes mais
adiante. Em [37] os autores demonstraram uma generaliza¢ao do teorema A @ B quando o

produto tensorial é substituido pelo produto tensorial 2-graduado.

Pelo exposto acima podemos concluir que a teoria de identidades polinomiais graduadas
em algebras associativas estd bem desenvolvida. Por outro lado, identidades graduadas em
outras classes de dlgebras (ndo associativas) foram pouco estudadas. Identidades polinomiais
em algebras de Lie foram estudadas extensivamente, ver por exemplo [33], [20]. Mas os

resultados conhecidos sobre identidades graduadas em algebras de Lie sao muito restritos.

O tnico caso nao trivial onde as identidades graduadas de uma algebra de Lie sdao con-
hecidas é o da algebra sly(K) das matrizes 2 x 2 de traco 0, quando K é um corpo infinito
e de caracteristica # 2. As possiveis graduagoes em sly(K') foram descritas em [38], onde as
respectivas dlgebras graduadas relativamente livres foram também descritas (assumindo-se o
corpo de caracteristica 0). Acontece que, além da graduacao trivial, sly(K) admite mais trés
graduacoes, dadas por: Zs, Zy X Zsy e Z. No tltimo caso, a graduagao estd concentrada em
—1, 0, 1. Bases (finitas) das identidades graduadas em cada uma dessas graduagoes foram

descritas em [27], assumindo-se K de qualquer caracteristica diferente de 2.

Ainda nesta diregao, em [30] foram estudadas as identidades Zs-graduadas da algebra de
Lie glo(K) = M,(K)~ sobre um corpo infinito de caracteristica 2. Foi demonstrado que essas
identidades nao admitem bases finitas. Ainda mais, foi dado um exemplo de uma variedade
de algebras de Lie graduadas que nao admite qualquer base finita mas toda subvariedade

prépria possui base finita de identidades graduadas.

Neste trabalho apresentaremos os resultados obtidos nos artigos [21] e no manuscrito [22].



O artigo [21] trata de identidades em &lgebras graduadas e produtos tensoriais com fatores de
comutacao. Os principais resultados do artigo consistem em resolver (em afirmativo) uma
conjetura de Regev e Seeman (ver [37]) e demonstrar que a classe das dlgebras T-primas
é fechada sob produtos tensoriais graduados em caracteristica 0. Mais ainda, mostramos
naquele artigo que quando a caracteristica do corpo é positiva, tal afirmacao deixa de ser
verdadeira. Ainda demonstramos naquele artigo uma generalizacdo do Teorema A ® B de
Regev.

Em [22] estudamos identidades graduadas em algebras de Lie. Estudamos a algebra W,
das derivagoes da édlgebra polinomial K[t] sobre corpos de caracteristica 0. Esta dlgebra é
simples (e de dimensao infinita), e é muito importante para a teoria. Sabe-se que ela satisfaz
uma identidade de grau 5, mas nao se sabe nada sobre os geradores do ideal das identidades
dessa dlgebra de Lie. A algebra W) admite uma Z-graduagao natural, e ndés estudamos as
identidades Z-graduadas de Wj. Encontramos uma base dessas identidades graduadas. A
base é composta por uma sequéncia infinita de identidades graduadas. Em seguida, exibimos
uma base minimal, isto é, uma base composta por identidades independentes. Essa base

também ¢é infinita.
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O texto esta organizado em quatro capitulos, estruturados como segue.

e O Capitulo 1 é dedicado as definigoes preliminares e apresentagao de alguns dos nossos
objetos de estudo, bem como alguns aspectos histéricos e resultados classicos que mo-
tivaram o desenvolvimento da teoria das Identidades Polinomiais, ou simplesmente PI
teoria. Este capitulo auxilia o leitor como referéncia aos resultados basicos. Ressalta-
mos que para um leitor com bom conhecimento basico da PI teoria, este capitulo pode

ser evitado sem comprometimento dos demais.

e O Capitulo 2 trata do produto tensorial Z,-graduado. Provamos que em caracteristica
positiva o produto tensorial graduado ® nao se comporta como em caracteristica zero.
Mais exatamente, provamos que se car K = 0, temos T (M, ,QF) = T(M(F)) e
T(M, @M, ) = T(M,,) onde p = kr + s, ¢ = ks + lr, exatamente o mesmo com-
portamento do produto tensorial ordinério, isto é, sem considerar a Zs-graduacao. Se
car K = p > 2, provamos que T'(My(E)) C T(M;1®F), uma inclusao prépria. Os

resultados deste capitulo foram publicados no artigo [21].

e O Capitulo 3 trata do produto tensorial f-graduado, isto é, o produto tensorial dado
por um bicaracter antissimétrico 3. Neste capitulo provamos um andlogo do Teo-
rema A ® B de Regev, para o produto tensorial -graduado. Também provamos que
M,(K)®g E e M,(F) sao PI equivalentes. Mais ainda, utilizando o produto tensorial
B-graduado, é possivel dar uma nova prova de alguns resultados obtidos em [19]. Os

resultados deste capitulo foram publicados em [21].

e No Capitulo 4 estudamos as identidades Z-graduadas de Wy, a algebra de Lie das
derivacoes do anel de polinomios em um varidvel comutativa t. Obtemos que o T-ideal
Z-graduado de W é gerado por um conjunto infinito de identidades e mais ainda, nao é
possivel obter um subconjunto finito de identidades que gerem 17 (7). Os resultados

deste capitulo estao em fase final de preparacao para serem submetidos para publicacao.



CAPITULO 1

CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos algumas definicoes e resultados importantes para uma boa
compreensao do texto. Na maioria das vezes nao apresentamos demonstracoes. Para os

resultados mais importantes indicamos as devidas referéncias. Para mais detalhes veja [5,

20, 23).

1.1 Algebras com identidades polinomiais

Aqui apresentamos nosso objeto de estudo e algumas de suas propriedades. Também expo-
mos alguns exemplos de dlgebras com identidades polinomiais.

Todas algebras e espacos vetoriais serao considerados sobre algum corpo K. Os produtos
tensoriais também serao sobre K. As algebras que consideramos nao serao necessariamente
associativas. No decorrer do texto consideraremos algebras associativas e dlgebras de Lie.
Abaixo discutiremos algumas questoes sobre identidades polinomiais em algebras associati-

vas.

Definicao 1.1.1. Seja U uma classe de dlgebras e seja F' € U uma dlgebra gerada por

um conjunto X. A dlgebra F ¢ chamada uma dlgebra livre na classe U, livremente
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gerada por X, se para qualquer dlgebra R € ‘U, toda aplicacao X — R pode ser extendida

a um homomorfismo F — R. A cardinalidade | X| do conjunto X € chamada posto de F'.

Proposicao 1.1.2. /20, Proposition 1.2.3] Seja X = {x1,z3,...} um conjunto infinito e
enumerdvel de varidveis nao comutativas. Seja K(X) a dlgebra com base formada pelos
elementos:

Ty Tiy - Ty, Ty, €X, m=0, 1,2, ...,

onde o elemento de comprimento 0 serd denotado por 1. A multiplicacao de dois quaisquer

elementos x;, ... x;, e xj ...x; € dada pela regra

p
((L’il . l’z‘p)<l’j1 . (L’jq) =Ty - - J]Z'pl'jl e CL’jq.

Entao K(X) € livre na classe de todas as dlgebras associativas com unidade. Tal dlgebra é

chamada dlgebra associativa livre.

O subespago K(X)" € K(X) gerado pelos elementos x4, x;, ... Ty, v, € X,n=1,2, ...,
é uma subalgebra chamada de algebra associativa livre sem unidade.
Note que a algebra K (X) definida acima é, em outras palavras, a dlgebra dos polinémios

nao comutativos.

Definigao 1.1.3. O elemento f(x1,...,2,) € K(X) € chamado uma identidade polino-

maial para a dlgebra R, se f(ri,...,r,) =0 para todo ri, ..., r, € R. Em outras palavras,
f(zq,...,x,) pertence ao nicleo de todos homomorfismos K(X) — R. Se existe um ele-
mento nao nulo f(xq,...,x,) de K(X) que é uma identidade polinomial para R, entdo R é

chamada uma PI-dlgebra.

Exemplo 1.1.4. Recordemos que uma dlgebra A, sem unidade, € chamada nil de indice
limatado se existe n € N tal que a™ = 0, para todo a € A. Agora se existe m € N tal que
aias . ..a,, =0, para quaisquer ay, as, ..., a,, € A, entdo A é chamada nilpotente e m ¢é
chamado o indice de nilpoténcia. E imediato que toda dlgebra nilpotente é nil de indice
limitado.

Toda dlgebra nil de indice limitado, em particular toda dlgebra nilpotente ¢ uma PlI-

dlgebra. De fato, o polinomio f(x) = a™ € uma identidade polinomial de A. Quando a
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dlgebra A € nilpotente de indice m, o polinomio f(xy,Za,..., %) = 122 ... T, também €

uma identidade polinomial de A.

Exemplo 1.1.5. Toda dlgebra comutativa A é uma Pl-dlgebra, pois o polinomio f(xq,xs) =

1Ty — Toxy = [X1, T2| € uma identidade polinomial de A.

Exemplo 1.1.6. Seja V' um espago vetorial com base enumerdvel{e; | i € I}. A dlgebra de
Grassmann, ou dlgebra exterior, E = E(V') € a dlgebra associativa gerada por {e; | i € I}

que satisfaz as sequintes relacoes:
eiej +e;e; =0, para todo i, j € 1.

E se a caracteristica de K for igual a dois, exigimos também e? = 0, para todo i € I.
Note que D = {1l,e; ...e; | 1 <iy < -+- <y, r=1,2,3...} € uma base de E. Além
disso, se V,, € o subespago de V' gerado por {ey, ..., e,}, denotaremos por E(V,,) sua dlgebra

de Grassmann correspondente.

Exemplo 1.1.7. A dlgebra de Grassmann E € uma Pl-dlgebra. De fato, um cdlculo direto
usando os elementos da base de E mostra que f(x1,x9,23) = [[T1,22], 23] = |21, 29, 23] €

uma identidade polinomial de E.

Exemplo 1.1.8. Seja A uma dlgebra de dimensao finita, onde dim A < n. Entao A € uma
PI-dlgebra, pois satisfaz uma generalizagdo do polinomio comutador [xy, x|, conhecida como

itdentidade “standard” de grau n:
Sn(ml, . 7.rn) = Z (—1)U:EU(1) o To(n),
gESy

onde (—1)7 € o sinal de 0 € S, o grupo das permutacoes de n elementos. A dlgebra A

também satisfaz a identidade de Capelli:
dn(l’l, s Ty Yty - 7yn+1) = Z (—1)0?/1%;(1)?42 <o YnTo(n)Yn+1-
g€Sy

Para verificarmos as afirmacoes acima, basta fazé-lo para uma base de A, pois os polinomios

Sn € d, sao lineares e antissimétricos nas varidveis T;’s.
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Teorema 1.1.9 (Amitsur-Levitzki [2], Theorems 1, 2 e 3). (i) A dlgebra M, (K), das ma-

trizes de ordem n, satisfaz a identidade standard de grau 2n

(T, @20) = Y (=1)7To1) - - To(an)-

O’ESQTL
Esta dlgebra nao satisfaz nenhuma identidade polinomial de grau menor que 2n. Ainda
mais, se a cardinalidade de K € maior que 2 ou n > 2, todas identidades de M, (K)

de grau 2n sao multiplos escalares de Sop,.

(11) Suponha que S, 11 age no conjunto de simbolos {0,1,...,n}. Entio M,(K) satisfaz a
identidade de algebricidade

an(xayla s 7yn) = dn+1(17$7$2a s 7$nay17 s 7yn)

= Z (=1)"z™ Oy 2™ Wy g™,

TESn4+1
Exemplo 1.1.10. Seja M, (F) a dlgebra das matrizes de ordem n com entradas na dlgebra

de Grassmann E. Para quaisquer a, b € N tais que a + b = n, verifica-se através das regras

de multiplicacdo de matrizes em blocos, que o conjunto M, ,(E) das matrizes

Ey ... Ey|lE ... E
axa | : axb

Ey ... Ey|lE, ... E

FE, ... E|E ... E
bxa | bxb

E, ... E|Ey ... E

¢ uma subdlgebra de M, (E).
Lema 1.1.11. /11, Lemma p.1509] Seja s, o polinomio standard de grau n. Entdo

1. A dlgebra M,(E) satisfaz a identidade s, para algum k > 1, mas nao satisfaz sq, e

nem identidades da forma s, para qualquer k, quando m < 2n.

2. Sea>1b, entdo a dlgebra M, ,(E) satisfaz a identidade s§, para algum k > 1, mas ndo

satisfaz sa, mem identidades da forma st , para qualquer k, quando m < 2a.
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Como serd visto mais adiante, as dlgebras M,,(E) e M, ;(E) desempenham um papel ex-
tremamente importante na classificacao dos T-ideais em caracteristica zero dada por Kemer
em [26].

E bem claro que subdlgebras e quocientes (isto é, imagens homomorfas) de PI-algebras
sao de novo Pl-algebras. Verifica-se facilmente que produtos diretos de PI-dlgebras sao
também PI. O préximo teorema, devido a A. Regev, providencia mais uma maneira natural

de obter PI-algebras a partir de duas PIl-dlgebras dadas.

Teorema 1.1.12 ([34], Theorem 5.1). O produto tensorial A®@ B de duas Pl-dlgebras é de

novo uma Pl-dlgebra.

Definicao 1.1.13. Um ideal Z de uma dlgebra A € dito ser um T-ideal, se T for invariante

sob todo endomorfismo ¢ de A, isto €, se $(Z) C T para todo endomorfismo da dlgebra A.
Vamos considerar principalmente T-ideais na algebra livre.
Teorema 1.1.14. O ideal T(A) das identidades da dlgebra A é um T-ideal de K(X).

Prova: Sejam f(z1,...,2,) € T(A) e ¢: K(X) — K(X) um endomorfismo. Como

O(f (@1, 2n)) = f(d(21), ..., d(zn)) e fla, ... an) = 0, para quaisquer ay, ..., a, € A,
obtemos ¢(f(z1,...,2,)) € T(A). Portanto, ¢(T'(A)) C T(A). O

O préximo resultado mostra que a afirmacao reciproca do teorema anterior também vale.
Teorema 1.1.15. Se I é um T-ideal de K(X), entio, I = T(K(X)/I).

Prova: Sejam f(zy,...,x,) € L e fi, ..., fn € K(X). Como f(fi,..., fn) € I, obtemos

FUr+ T fut T) = F(froeees fu) + 1.

Logo, I C T(K(X)/I). Por outro lado, supondo f(zy,...,z,) € T(K(X)/I), temos I =
fler+1,..., 2+ 1) = f(z1,...,2,) € I. Portanto, f(z1,...,x,) € I. O
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1.2 Variedades e algebras relativamente livres

Nesta secao apresentamos as variedades de algebras associativas e suas relagoes com as PI-

algebras.

Definigao 1.2.1. (1) Seja {fi(x1,...,z,) € K(X) |i € I} um conjunto de polinémios na
dlgebra associativa livre K(X). A classe U das dlgebras associativas satisfazendo as
identidades polinomiais f; =0, 1 € I € chamada a variedade de dlgebras associativas
definida, ou determinada, pelo sistema de identidades polinomiais {f; | i € i}. A

variedade 20 € chamada uma subvariedade de U se 0 C .

(2) O congunto T'(V) de todas identidades polinomiais satisfeitas pela variedade U é chamado
o T-ideal ou tdeal verbal de B. Dizemos que o T-ideal T(0) é gerado como T-ideal
pelo congunto {f; | i € 1}, se o menor ideal gerado por {f; | i € 1} coincide com
T(B). Usamos a notacio T(U) = (f; | i € I)T e dizemos que o conjunto {f; |i € I} é
uma base das identidades polinomiais para U se f; nao pertence ao ideal gerado por
{fj|jel, j#i}. Oselementos de T(0) sao chamados consequéncias, ou sequem,

das identidades polinomiais da base.

(3) Se R € qualquer dlgebra, denotamos por T(R) o ideal das identidades polinomiais satis-

feitas por R.

Definicao 1.2.2. Fize um conjunto Y, a dlgebra Fy (0) na variedade 0 é chamada dlgebra
relativamente livre de U (ou uma dlgebra B-livre), se Fy (V) € livre na classe U (e é

livremente gerada por Y ). A cardinalidade de Y é chamada o posto de Fy (D).

Proposicao 1.2.3. /20, Proposition 2.2.5] Sejam V a variedade definida por {f; |i € I}, Y

um conjunto arbitrdrio e J o ideal de K(Y) gerado por:

{filgrs - gn) | g5 € K(Y),i eI}

Entdo a dlgebra F = K(Y)/J ¢é a dlgebra relativamente livre, com'Y = {y+J |y € Y}
sendo seu conjunto de geradores. Além disso, quaisquer duas dlgebras relativamente livres

de mesmo posto sao isomorfas.
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Observagao 1.2.4. A partir da Proposi¢ao 1.2.5, temos que o T-ideal em K{(X) gerado por

{fi | i € I} consiste de todas as combinagdes lineares dos elementos da forma

Wi fi(Girs - -5 9in)Vi onde g, ug,v; € K(X).

1.3 Identidades Homogéneas, Multilineares e

Préprias

O objetivo desta secao é apresentar as relacoes que existem entre as identidades polino-
miais e os tipos de polinoémios existentes em K (X), bem como a relacdo que existe entre
a caracteristica do corpo K e os geradores do T-ideal de uma Pl-dlgebra A. Os assuntos
que discutimos aqui sao relevantes, pois permitem uma redugao significativa do conjunto de

polinomios que temos de considerar.

Definicao 1.3.1. Um monomio M tem grau k em x;, se a variavel x; ocorre em M exata-
mente k vezes. Um polinomio é homogéneo de grau k em x;, se todos os seus monomios
tém grau k em x;, e serd denotado por deg,. f = k. Um polinémio linear em x; é um

polinomio de grau um em x;.

Definicao 1.3.2. Um polinomio é multithomogéneo, se para cada varidvel x; todos os
seus monomios tém o mesmo grau em x;. Um polinomio € multilinear, se é linear em cada

varidvel. O grau de um polinomio € o grau de seu maior monoémio.

Defini¢ao 1.3.3. Sejam f um polindmio em K(X) de grau n e xp uma varidvel de f.
Podemos escrevé-lo como uma soma, f =Y f;, onde cada polindmio f; € homogéneo de
grau © na varidvel x,. Cada polinomio f; é chamado a componente homogénea de grau

i em xp do polinomio f.

Definicao 1.3.4. Um polinémio f(z1,...,z,) € K(X) é multilinear de grau m, se f ¢
multihomogéneo de grau (1,...,1) em K{(xy,...,2,) C K(X). Denotamos por P o conjunto
de todos os polinomios multilineares de K(X), enquanto que por P, denotaremos o espago

vetorial dos polinomios multilineares de grau n.
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Observagao 1.3.5. A dimensao de P, ¢ n! e uma base € dada por
{xa(l) - To(n) ’ o c Sn}
Proposicao 1.3.6. Seja
flan,. . am) = fi € K(X),
=0
onde f; sao as componentes homogéneas de f com grau t em xy.

(1) Se o corpo K tem mais que n elementos, entdo as identidades polinomiais f; = 0,
1=20,1, ..., n, sequem de f =0.
(2) Se car K =0 ou car K > deg f, entao f = 0 € equivalente a um sistema de identidades

polinomiais multilineares.

Prova: (i) Seja I = (f)T o T-ideal de K(X) gerado por f. Escolhemos n + 1 elementos

distintos ag, ..., a, de K. Como I é um T-ideal, temos:
n
flajzy, zo, ..o ) = Za;fi(xl,xg,...,xm) el; j=0,1, ..., n
i=0

Consideramos estas equacoes como um sistema linear com incégnitas f; parat =0, 1, ...,

n. Sendo o determinante

I ap ... of

1 ag ... of

N B | (D,
. . . : i<j

I ap ... ap

o determinante de Vandermonde que ¢ diferente de zero, resolvemos o sistema pela regra
de Crammer. A solucao é obtida através de somas, subtragoes, multiplicacoes e divisao por
escalar. Assim como [ é um ideal temos cada f;(z1,xs,...,2,) € I, ou seja, as identidades

polinomiais f; = 0 sao consequéncias de f = 0.

(ii) Pela parte (i), podemos assumir que f;(x1, s, ..., %, ) ¢ multihomogéneo. Seja k =
deg,, f, escrevemos fi(y1 + a2, T2, ..., %y) € I sob a forma:
k

f(yl +y2,l’2,. . 7$m) = Zfi(ylvy%'r?v‘ c ,CL’m)
=0
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onde f; é a componente homogénea de grau ¢ em y;. Logo, f; € [ parai =0, 1, ..., k.
Como deg, f; < k;i=1,2,..., k—1; j =1, 2, podemos utilizar indugao para cada f;
e obtemos assim um conjunto de consequéncias multilineares de f = 0. Para ver que estas

identidades multilineares sao equivalentes a f = 0, é suficiente observarmos que:

k
fi(yl’yl’x% T 7:Cm) = (Z-)f<y17x27 cee 7$m)

e o coeficiente binomial é diferente de zero, pois assumimos que car K = 0 ou maior que o

grau de f. ¢
Observamos que, o item (i) do lema acima significa que os T-ideais gerados pelo polindomio

f e pelos polinomios f; parai =0, 1, ..., n, coincidem.
Corolario 1.3.7. Seja A uma dlgebra.

(i) Se o corpo K ¢ infinito, entdo todas identidades polinomiais de A sequem de suas

identidades multihomogéneas;

(ii) Se o corpo K tem caracteristica zero, entao todas as identidades polinomiais de A

sequem de suas identidades multilineares.

Defini¢ao 1.3.8. Seja R uma Pl-dlgebra com T-ideal T(R). A n-ésima codimensao do
T-ideal T(R) € definada como

P
= di n
enlR) = dim s
onden € N. A sequéncia
Cl(R>, CQ(R), ey Cn(R), Ce

¢ chamada sequéncia de codimensées do T-ideal T(R).

A sequéncia das codimensoes de uma algebra A é um dos invariantes numéricos mais
importantes das identidades polinomiais satisfeitas por A. Estudaremos em mais detalhes
codimensoes mais adiante. Por enquanto mencionamos que o principal ingrediente da demon-
stragao do teorema A® B de Regev consiste em demonstrar o seguinte resultado. Se R é uma
Pl-algebra entdo c,(R) < (d — 1)*", onde d é o grau de alguma identidade satisfeita por R.

Veja que dim P, = n! e a fungao n! tem crescimento muito mais rapido que (d — 1)?". Dito
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em outras palavras, os T-ideais em K (X) sao muito “grandes”. Portanto convém estudar o
quociente P, /P,NT(R) ao invés de P,NT(R). Ressaltamos também que tal fato ndo ocorre
no caso de algebras de Lie. Conhecem-se exemplos de dlgebras de Lie com crescimento das

codimensoes mais que exponencial, ver [32, Theorem 6].

Definicao 1.3.9. Um polinomio f € K(X) é chamado polinémio proprio se é com-

binacao linear de produtos de comutadores, isto é:

flxy, ... xy) = Z i) Tirs Ty [Ty, Tg, ], Q) € K.

Para uma definicao mais abrangente, assumiremos que 1 € um produto de um conjunto vazio

de comutadores. Denotaremos por B o conjunto de todos os polinémios proprios em K(X).

Teorema 1.3.10. [20, Proposition 4.5.3] Se A é uma dlgebra unitdria sobre um corpo in-
finito, entao todas as identidades polinomiais de A sequem das suas identidades préprias (ou
seja, daquelas em T(A) N B.) Se a caracteristica do corpo for zero, entdo as identidades

polinomias de A sequem das identidades proprias multilineares.

1.4 Algebras Graduadas

Nesta secao introduzimos a defini¢ao de algebras graduadas por um grupo. Apresentamos al-
guns exemplos de graduagoes, bem como resultados importantes para o decorrer do trabalho.

Seja A uma algebra sobre um corpo K e G um grupo qualquer.

Defini¢ao 1.4.1. Uma dlgebra (nao necessariamente associativa) A é G-graduada se A

pode ser escrita como uma soma direta de subespacos A = ®QEG Ay tal que AjA, C Ay,

para quaisquer g, h € G.

Da definicao é imediato que qualquer a € A pode ser escrito unicamente como uma soma
finita a = >

mogéneas de A. Desse modo, dizemos que um elemento a € A é homogéneo (ou homogéneo

geq Og COM ag € A,. Os subespacos A, sao chamados de componentes ho-

de grau g) se a € A,.

Definicao 1.4.2. Um homomorfismo ¢ : A — B entre dlgebras G-graduadas ¢ um homo-

morfismo G-graduado se p(A,) C B, para todo g € G.
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Definicao 1.4.3. Um subespago B de uma dlgebra G-graduada A é G-graduado ou ho-
mogéneo se B = @yec(BNAy). Em outras palavras, B € graduado se para qualquer b € B,
b = dec by implica que by € B para todo g € G. De maneira andloga define-se ideal

graduado (ou homogéneo).
A demonstragao do préximo lema é imediata e sera omitida.

Lema 1.4.4. Se I é um ideal G-graduado de uma dlgebra G-graduada A, entao A/l é uma
dlgebra G-graduada tomando-se (A1), ={a+1|a € A,}.

Observagao 1.4.5. Se ¢ : A — B é um homomorfismo G-graduado, entao ker¢ € um
ideal G-graduado de A e ¢(A) € uma subdlgebra G-graduada de B tal que ¢(A), = ¢(A,)
para todo g € G. Além disso, A/ ker ¢ = ¢(A), onde o isomorfismo candnico € isomorfismo

G-graduado.

Exemplo 1.4.6. Qualquer dlgebra A pode ser graduada por qualquer grupo G. Basta definir
Ac = A eAy =0 para qualquer g # e € G. Tal G-graduacao é chamada graduacao trivial.

Exemplo 1.4.7. Seja G = 7Zs e A = E a dlgebra de Grassmann de dimensdo infinita com
unidade. Sejam Ey = {1, €ip -+ Ciy, | n<---< ign},' E = {61'1 e € | << i2m+1}.

Isto define uma Zsy-graduagao em E = Ey @ Fy.

Exemplo 1.4.8. Seja M,(K) a dlgebra das matrizes de ordem n sobre K. Sejam e;; as
matrizes elementares, 1 < i, j < n. Assim a matriz e;; tem entrada 1 na posi¢ao (i,j) e
zeros nas demais posicoes. Para o € Z,, defina M,(la) como o subespago de M, (K) gerado
por todas matrizes elementares e;; tais que j —i = a. Desse modo, ./\/17(10) consiste de matrizes

da forma

; a; €K, 1=1,....n
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epara 0 <t <n-—1, ./\/17(1D consiste de matrizes da forma

0 e 0 a1 t+1 0 e 0
0 0 0 agiyo 0
0 O 0 0 an—t,n
Gp—t41,1 0 0 0 0
0 B 0 0 e 0
onde a1 441, A2442, - -5 Ap_t41,1, An—t422, - - -, Ant € K. Entdo

M, (K) = @ M)

a€Ln

e M, (K) € Z,-graduada.

Exemplo 1.4.9. Uma outra graduagio em M, (K) pode ser dada do sequinte modo. Para
cada o € 7, seja M, (K)® o subespaco de M, (K) gerado por todas as matrizes elementares

eij tais que j —1 = . Assim, M, (K)© consiste das matrizes da forma

a1y 0 0
0 929 0

y a11,a22, ..., 0pp € l(;
0 0 ... ap

Exemplo 1.4.10. para 1 < a < n —1, M,(K) consiste das matrizes da forma

0O ... 0 1,041 0 N 0
0 ... 0 0 az a4+2 .- - 0
0O ... 0 0 0 ceo Qp_qn 3 aLa+17aZa+27‘--uan—am/€ K
0 0 0 0 0
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e M,(K)=% consiste das matrizes da forma

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Qo411 0 e 0 0O ... 0 5 afa+1,17 aa+2,27 cee aan,nfa € K.
0 Aa+2.2 0 0 0
0 0 cor Qpp—a 0 ... 0

Finalmente, M, (K)® =0 para |a| > n. Como €ijejs = €is € €jers = 0 se j # 1, seque que

M (K)etD) sela+ ] <n
M ()@ (1) € | ) o+ Al

{0}, se o+ (] > n.

para o, € Z. Portanto M,(K) = @™ M,(K)®, onde M,(K)® =0 se |a| > n,

a=-—n+1 n

define uma Z-graduagao em M, (K).

Exemplo 1.4.11. Podemos também graduar M,(K) da seguinte forma: seja G um grupo

arbitrdrio. Dada uma n-upla (g1, ...,g,) € G™ defina

M = span {ei; | 9795 = g},

onde g € G e e; sao as matrizes elementares. Nao € dificil ver que isto define uma G-
graduagao em M, (K). Tal graduagdo (onde as matrizes e;; sio homogéneas) é chamada

graduacao elementar.

As graduacgoes elementares provem de graduacoes num espago vetorial de dimensao n.
Suponha V' um espaco vetorial G-graduado, dimV' = n. Seja V = @4cqV,; a decomposicao
de V' em soma direta de componentes homogéneas. Um operador linear ¢ em V é G-
graduado (ou homogéneo) de grau h se ¢(V,) C Vj, para todo g € G. Seja 1y: V — Vj a
projecao canonica de V' sobre V. Entao para qualquer operador homogéneo ¢ em V', m,pm,
¢ um operador homogéneo, com grau igual a gh™!. Mais ainda, ¢ = Zg,heG TgpT), € esta
decomposicao define uma G-graduagao em L(V'), a élgebra dos operadores lineares de V.

Para mais detalhes veja [8, Section 2.1].
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Proposicao 1.4.12 ([9], Proposition 2.2). A dlgebra M, (K) com uma G-graduagdao el-
ementar € isomorfa (como dlgebra G-graduada) a dlgebra L(V') de algum espago vetorial

G-graduado V.

Exemplo 1.4.13. Seja (t,\) € Z, X Zy. Defina M,(E)*Y = {(a;;) € M,(E) | a;; € Ex}
sej—1i=1t e 0 caso contrario. Nao € dificil ver que isto define uma Z, X Zo-graduacdo em

M, (E).

Exemplo 1.4.14. A partir da Z,, X Zo-graduagio em M, (E) podemos definir uma Z, X Za-
graduagao em My (E), onde k41 =n, pondo

(M (E))EY = M, (E)Y N My (E).
Em My, (E) ® E definimos
(Myi(B) ® E)*Y i= (M y(E))"Y @ Ey © (My(E)") @ Ey.
Entio My (FE) ® E € Z, X Za-graduada. Por exemplo, para a Zs X Za-graduagdo:

a 0 0 b
MI,I(E>(O’O) = 0 d | a, de E(] e Mlyl(E)(l’l) = 0 | b, Cc € E1
C

e as demais componentes sao nulas.

Como trabalharemos com identidades graduadas, temos de definir uma G-graduagao para
a algebra associativa livre K(X). Seja {X, | ¢ € G} uma familia de subconjuntos disjuntos
e enumerdveis de X tais que X = UzeqX,. Uma varidvel x € X tem grau homogeéneo g,

denotado por a(z) = g, se v € X,;. O conjunto dos monomios
{l’“ﬂ?lk | Lipy ooy Ty GX, k’GN}

é uma base da dlgebra livre K (X) como espago vetorial. O grau homogéneo de um monémio
m = x;, - - x;, € definido como a(m) = a(z;,)+- - -+ a(z;, ). Para g € G, denote por K(X),
o subespago de K(X) gerado por todos os monémios com grau homogéneo g. Note que
K(X),K(X)p, C K(X)gypn. Assim
K(X) =@ K(X), (1.1)
geG

é G-graduada.
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Definigao 1.4.15. Um ideal I de uma dlgebra G-graduada A é um T-ideal se é invariante

sob todos os endomorfismos G-gradudados de A, ou seja, ¢(I) C I para todo endomorfismo

G-graduado ¢ de A.

Defini¢ao 1.4.16. Um polinomio f(xy,...,z,) € K(X) é uma identidade polinomial
G-graduada da dlgebra G-graduada A se f(ai,...,a,) = 0 para quaisquer ay, ..., a, €

UacaAa tais que a; € Ay(ey), 1 =1, ..., n.
O lema a seguir é de facil demonstracao, porém bastante 1til.

Lema 1.4.17. Se A e B sdo duas dlgebras G-graduadas tais que T(A) C Tg(B), entdo
T(A) CT(B). Se ainda Tg(A) = Te(B) entao T(A) =T(B).

Prova: Seja f(xy,...,2,) € T(A) e sejam

bi= big ooy b= by
geG

geG

elementos de B. Como f € T'(A), temos

FO w1g, .Y wmg) € Ta(A) € Ti(B).

gelG gelG

Logo f(b,-- - bm) = fF(O,ccbigs -+ 2yeq bmg) = 0, assim T'(A) C T'(B).
A segunda afirmacao do lema decorre imediatamente da primeira, usando-se as duas

inclusoes opostas ao invés da igualdade. &

1.5 Algebras de Lie

Durante esta secao K denotard um corpo infinito.

Definicao 1.5.1. Seja K um corpo e L um espaco vetorial sobre K. Dizemos que L é uma

dlgebra de Lie se existe uma multiplicagao [ , | em L satisfazendo:

(1) [x,y] = —|y,z], para todo x, y € L. Esta propriedade é conhecida como lei anticomu-

tativa. E se car K = 2, entdo exigimos que [z, z] = 0.
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(2) llz,yl, 2] + [y, 2], 2] + [[2,z],y] = 0, x, y, 2 € L, conhecido como identidade de

Jacobz.

Observagao 1.5.2. Se car K # 2 entao a condi¢ao (1) da definigao anterior € equivalente

a condigdo [z,z] = 0.

Definicao 1.5.3. Um subespago M de uma dlgebra de Lie L é chamado um tdeal de L se
[M, L] C L.

Defini¢ao 1.5.4. Sejam xq, ..., x, € L. O produto [xy,...,x,| serd escrito da esquerda

para a direita, isto €,
[T1, X9, ..oy Tpo1, Tn) = [[T1, 22, . . T, @0,  @1,..., 20 € L, n > 3.

Exemplo 1.5.5. Toda dlgebra associativa A torna-se uma dlgebra de Lie, que denotaremos

por A7) com respeito & operacgao
[a1,as] = ajas — asay, a; € A, 1 =1, 2.

Observagao 1.5.6. O Teorema 1.5.9 mostra que toda dlgebra de Lie é uma subdlgebra de

A para uma dlgebra associativa conveniente A.

Exemplo 1.5.7. Seja R uma dlgebra e denote por Der R o conjunto de todas as trans-
formagoes lineares 6: R — R tais que 6(ab) = 6(a)b + ad(b). Tais transformagoes sao
chamadas derivacgoes. E'fdcil verificar que Der R é um espago vetorial e que [0, u] = dpu— pd
¢ uma deriwagao, se 0, i € Der R. Como todas as transformacoes lineares de R formam

uma dlgebra associativa, pelo exemplo anterior € fdacil ver que Der R é uma dlgebra de Lie.

Exemplo 1.5.8. Seja R = K][t| o anel dos polinomios em uma varidvel. Seja d € Der R.
Como d(t™) = nt"d(t) e d(1) = 0, entdo d é unicamente determinada pelo valor d(t). Em

outras palavras, d age em K[t] como f(t)—:

dt’
ah() = )%

Seque que Wy = Der K|t] é uma dlgebra de Lie de dimensao infinita. De fato, as derivagoes

d d d
—eg=t—, ... ey =t"T
ar " a0 dt’

€_1 =
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formam uma base de Wy com multiplicacdo dada por [e;, e;] = (j — 1)€itj.

De modo mais geral, a dlgebra de Lie W,, = DerKlt,...,t,| € gerada por todas as
derivagoes da forma f(t,... ,tn)a%, 1 <1< n, com produto

o 0 dg 0 of o
Tou %) oo, oo
Teorema 1.5.9 (Poincaré-Birkhoft-Witt). [20, Theorem 1.3.2] Seja G uma dlgebra de Lie
com base como espaco vetorial dada por
{gi |1 €1}

onde I é um conjunto ordenado. Entao:

(i) Eziste uma dlgebra associativa U(G), chamada dlgebra universal envolvente de G tal
que G ¢é uma subdlgebra de Lie de U(G)™) e para toda dlgebra associativa A, todo

homomorfismo de dlgebras de Lie
¢:G— A
pode ser extendido para um homomorfismo de dlgebras associativas
v :U(G) — A.
Além disso, U(G) € unica a menos de isomorfismo.
(ii) A dlgebra universal envolvente U(G) de G tem uma base dada por
{giy .. 9i, |11 <<, n=0, 1, ... }.

Teorema 1.5.10 (Witt). /20, Theorem 1.53.5] A dlgebra de Lie livre, isto é, a dlgebra livre
na classe de todas dalgebras de Lie no sentido da Definicao 1.1.1, com conjunto de geradores
livres X ¢ isomorfa a subdlgebra de Lie gerada por X na dlgebra K(X)7), onde K(X) € a

dlgebra associativa livre. Tal dlgebra de Lie serd denotada por L(X).

Os elementos de L(X) sdo chamados polinémios de Lie em X, qualquer comutador dos
elementos de X é chamado monomio de Lie. Qualquer monomio de Lie f em xy, ..., x, é
um polindmio associativo multihomogéneo como elemento de K(X). Assim deg f e deg,. f,

1 <7 < n estao todos bem definidos.
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Definicao 1.5.11. Um polinémio ndao nulo f = f(z1,...,2z,) € L(X) é chamado uma
tdentidade polinomial da dlgebra de Lie L, se f(ai,...,a,) = 0 para todos ay, ...,
a, € L. A identidade de Lie f € homogénea e deg f = k se todos os monomios de Lie de
f sao de grau k. Uma identidade é multihomogénea se todos os seus monomios de Lie sdo
multihomogéneos do mesmo multigrau. Em particular, f = f(x1,...,x,) € multilinear se

deg,. =1 para todo i =1, ..., n.

Como no caso associativo, todas as identidades de Lie de L formam um ideal Id(L) de
L(X) estavel sob todos endomorfismos da édlgebra de Lie L(X) — L(X). Chamaremos tais

ideais de novo de T-ideais; isso nao poderda gerar confusao com o caso associativo.

Teorema 1.5.12 ([5], Theorem 5, Section 4.2). Se car K =0, entdo toda identidade de Lie
¢ equivalente a uma familia de identidades multilineares. Em particular, qualquer T-ideal de

L(X) € gerado pelos polinémios multilineares que ele contém.

Lema 1.5.13. Sejam L uma dlgebra de Lie e f = f(x1,...,2,) um polinomio de Lie em
x1, ..., Ty. Entao o espago gerado por todos os valores f(aq,...,ay,), a1, ..., a, € L, € um
tdeal de L.

Proposicao 1.5.14 ([5], Section 4). Seja f = f(x1,...,x,) um polinémio de Lie homogéneo
de grau k. Entao

1. f € uma combinagao linear de comutadores [x;,, ..., ];
2. se f € multilinear, k = n, entao f € uma combinacao linear dos monomios

[I07‘7;0'(1)7"'7x0'(n)]7 S STL} (]'2)

3. os elementos (1.2) sao linearmente independentes sobre K e ainda formam uma base

do espago dos polinémios multilineares de grau n em L(X).

Definicao 1.5.15. O polinomio multilinear de Lie
Sn<x07 L1y 73771) = Z [I07 To(1)y - - - 7$U(n)]
O’GSn
€ chamado polinémio standard de Lie de grau n + 1. Uma dlgebra de Lie L satisfaz a

identidade standard de graun + 1 se s,(xg,z1,...,2,) =0 em L.
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Definigcao 1.5.16. A dlgebra de Lie W,, = L pode ser Z-graduada do sequinte modo: Ly =
{0} para s < —2 e Ly_y € o espaco gerado por todas as derivagoes da forma fé%_ com f

polinomio homogéneo de grau s.

Observacao 1.5.17. Para Wi = ®;czL; temos em particular:
L;={0}, i< -2
L; = span (t"d/dt), i> —1.

Teorema 1.5.18. A dlgebra de Lie W, = Der K|ty,...,t,] satisfaz a identidade standard

Si(Z0y -+, Tm), com m =n? + 2n + 2.

Prova: Ver [5] p. 43. &

1.6 Teoria de Kemer

Aqui apresentamos um breve resumo sobre a teoria estrutural dos T-ideais desenvolvida por
Kemer para algebras sobre corpos de caracteristica zero.

Essa teoria foi desenvolvida ha aproximadamente 25 anos, e foi um dos feitos mais sig-
nificativos e importantes na PI teoria. Kemer conseguiu classificar os T-ideais. Ele mostrou
que os T-ideais na dlgebra associativa livre, sobre corpos de caracteristica 0, tém comporta-
mento semelhante ao dos ideais na algebra dos polindmios em varias variaveis. Ainda mais
ele descreveu os chamados T-ideais T-primos (isto é, primos na classe de todos T-ideais) em
termos concretos e realizou esses T-ideais como ideais de trés séries de algebras bem concre-
tas e naturais. Uma das principais ferramentas utilizada por Kemer foi a das identidades
Zo-graduadas e o uso sistémico da algebra de Grassmann e da sua graduacao natural. Como
uma consequeéncia direta ele resolveu o famoso Problema de Specht. Mais precisamente ele
mostrou que toda &lgebra associativa sobre corpo de caracteristica 0, tem base finita das
suas identidades.

Nao descreveremos a teoria desenvolvida por Kemer em detalhes pois isso nos levaria a
um aumento significativo do texto. Por outro lado, nao precisaremos utilizar os métodos

desenvolvidos por Kemer. O leitor interessado pode consultar a monografia [26] ou ainda

[23] e [24].
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Definigao 1.6.1. Diremos que
1. Um T-ideal S € T-semiprimo se, para qualquer T-ideal J com J™ C S, entao J C S.

2. Um T-ideal T é T-primo se, para quaisquer T-ideais Jy, Jo tais que J1Jo C I, entao
JLCSSouJCS.

Teorema 1.6.2. [26, Theorem 1.2/

1. Seja V # (0 uma variedade. Entio V = N,,WV, onde N,, ¢ a variedade de todas
as dlgebras nilpotentes de indice menor ou igual a m, W € a maior subvariedade
semiprima de V e o produto de duas variedades N'M consiste das dlgebras A que

possuem um ideal I contido em N e cujo quociente A/l estd em M.

2. O T-ideal T é semiprimo se, e somente se, T =1, N ---NZ, onde os T-ideais I; sao

T-primos.
3. Os unicos T-ideais T-primos nao triviais sao:

T(Mn(K)), T(Mn(E)) e T(May(E))-

Definicao 1.6.3. Se A = Ay @ A, € uma dlgebra Zy-graduada entao
EFERA=AQE ®A QK

onde E = Ey@® E; € a dlgebra de Grassmann, € denominado o envelope de Grassmann
da dlgebra A.

Teorema 1.6.4. [26, Theorem 2.5]

1. Todo T-ideal nao trivial coincide com o T-ideal do envelope de Grassmann de uma

dalgebra Zso-graduada e finitamente gerada.

2. 0O T-ideal de qualquer dlgebra Zs-graduada e finitamente gerada coincide com o T-ideal

de alguma dlgebra Zs-graduada de dimensao finita.

3. De (1) e (2) seque que todo T-ideal nao trivial coincide com o T-ideal do envelope de

Grassmann de alguma dlgebra Zs-graduada de dimensdo finita.
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Mais ainda, Kemer demonstrou que o produto tensorial de quaisquer duas dlgebras T-
primas é Pl-equivalente a uma &algebra T-prima. Em outras palavras, a classe das algebras

T-primas é fechada com respeito a produtos tensoriais, a menos de PI equivaléncia.

Teorema 1.6.5 (Teorema do produto tensorial de Kemer). Seja car K = 0. Entao
Ma,b QF ~ Ma+b<E);' Ma,b & Mc,d ~ Mac+bd,ad+bc; Ml,l ~E®FLE.

Nos demais casos temos isomorfismos.

E sabido, ver [1, 3, 4], que no caso de caracteristica p > 2, o Teorema do produto tensorial

falha. Mas ele continua valido se considerarmos somente identidades multilineares.

1.7 Produto tensorial Z,-graduado

Nesta secao apresentamos a definicao e alguns resultados sobre o produto tensorial Zs-
graduado, que serd objeto de estudo do Capitulo 2. Para mais detalhes e usos veja [41], e

em [13] encontramos uma abordagem mais formal.

Definicao 1.7.1. Sejam A e B duas K-dlgebras Zs-graduadas. Os elementos de Ay U Ay
sGo homogéneos com Zs-grau 0(a) =i, se a € A;. O produto tensorial graduado ARB

com respeito a esta Zo-graduacao € o espaco vetorial A @ B com multiplicagcdo
(a1®b1)(a2®b2) = (—1)8(61)8(a2)ala2®b1b27
para a;, b; homogéneos.

Definicao 1.7.2. Duas K-dlgebras A e B sao multilinearmente equivalentes se elas

satisfazem as mesmas identidades multilineares, denotaremos isso por A ~ B.

Observacao 1.7.3. 1. Para a prova que o produto tensorial Zo-graduado esta bem definido,

que AQB e BRA sao isomorfas e que AQ(BRC') e AQ(BRC') sao isomorfas veja [41].

2. A associatividade nao ocorre se envolvermos o tensor graduado e o tensor ordindrio.
Por exemplo: (EQE)®@E ~ E®E enquanto EQ(EQFE) ~ EQERFE ([37, Theorem

6.4 (b)]), ou seja, dlgebras que nao sao PIl-equivalentes nao podem ser isomorfas.
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Teorema 1.7.4 ([37], Theorem 5.1). Sejam A e B Pl-dlgebras que sao Zs-graduadas, entao
A®B ¢ uma Pl-dlgebra.

Eles também introduziram uma ferramenta poderosa para estudar identidades do produto

tensorial graduado, chamada decomposigao regular.

Definicao 1.7.5. Seja U uma dlgebra e considere a decomposicao U = Uy & --- @ U,, onde

os U; sao espacos vetoriais. Tal decomposicao é chamada “regular” se satisfaz:

(P1) Dados n e uma sequéncia ordenada iy, ..., i, com 1 < i; < r para todo i;, existem

Liyy ooy Tg

n

onde cada x;; € Uy, e xyy -+, # 0.

(P2) Para todo v € U;, y e U; (1 <, j<r) xy= 5gjy:p, onde 0 # eiUJ € K depende

somente de i e 7. Dai para elementos homogéneos x, y € U,
— & (13)
Y = Cdeg(a),deg(y) Y- -

Para mais detalhes ver [37, Section 2.2]. Usando esta decomposigao eles provaram o

seguinte resultado.
Proposicao 1.7.6. [37, Proposition 6.3] Temos:
1. Mo (E)RM,y(E) ~ My (E).
2. M11(E) QE~EQEQFE e (FQE)QE~EQFE®E.
3. Myo(EYROM,(E) ~ Mo, (E).
4. My o(E)YRMyy(E) ~ Magp2a(E) € (E® E)R(E ® E) ~ E®4.
E entao conjeturaram que:

Conjetura 1.7.7. [87, Conjecture 6.2] Sejam A e B duas dlgebras T-primas. Entio AQB ~
C para alguma dlgebra T-prima C'.



CAPITULO 2

TENSOR Z,-GRADUADO

Este capitulo contém alguns dos principais resultados da tese. Aqui apresentamos os de-
mais casos da Conjetura 1.7.7. Provamos que em caracteristica positiva o produto tensorial
graduado nao se comporta como em caracteristica zero. Mais exatamente, provamos que se
car K = 0, temos T(M;, ,QF) = T (M (E)) e T(M, @M, ) = T(M,,) onde p = kr + s,
q = ks—+Ir, exatamente o mesmo comportamento do produto tensorial ordinario, isto €, sem
considerar a Zs-graduagao. Se car K = p > 2, provamos que T'(My(E)) C T'(M;1®F), uma

inclusao prépria. Os resultados deste capitulo foram publicados no artigo [21].

2.1 A algebra M, (E)QFE

Seja K um corpo infinito, car K = p > 2. Seja X = U jye(013X(,5), onde X0y = {ui},
Xo1y ={vi}, Xao ={ti} e Xa1) = {ws},7=1,2,..., sdo conjuntos infinitos e disjuntos de
varidveis. Defina G = Zy X Zy. A dlgebra K(X) é G-graduada de modo natural, conforme
feito em 1.1.

Agora sejam Y = {u;,w;} e Z = {v;,t;}. Defina uma Zy-graduagao em K(X), supondo
Y varidveis pares e Z varidaveis impares. Seja T' o ideal em K (X) gerado por todos ab —

(—1)%@2®)pg. onde a e b sio mondmios homogéneos e defina Q = K(X)/T. A algebra Q é a

30
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algebra supercomutativa livre e Q = K[Y| @ F(Z), onde K[Y] é a algebra dos polindmios
comutativos em Y e E(Z) é a algebra de Grassmann gerada pelo espago vetorial com base
Z, ver ([10], Section 2).

Sejam YV = {y}, Z = {2} e Q@ = K[Y] ®k E(Z) a élgebra supercomutativa livre
correspondente. Seguindo [10], vamos construir a dlgebra relativamente livre na variedade
de algebras gerada por My (F). Esta élgebra relativamente livre é uma subélgebra de Ms(2).
TR

k

Seja B®) € M,(2) a matriz cuja (i, j)-ésima entrada é (yf; + 25) e seja C*) = &g
21 Y22

My(Q).

Teorema 2.1.1 ([10], Theorem 2). 1. As matrizes BV, B® ... geram uma subdlgebra

de My(QY) que € relativamente livre em var My(E).

2. As matrizes CV, C?, .. geram uma subdlgebra de My(Q2) que € relativamente livre

em var M 1(E).

Observacao 2.1.2. O teorema anterior pode ser visto como um andlogo das matrizes genéri-
(k)

i varidveis comutativas, 1 < 4,5 < n,

(%)

cas. Recordamos a respectiva construgao. Sejam x

k > 1 e denote por K[X] a dlgebra polinomial (comutativa) nas varidveis x;;’. Sejam
Xy = (xl(f)) matrizes n x nem M,(K|[X]). Entdio a dlgebra G,, gerada pelas matrizes
X1, Xo, ..., € a algebra das matrizes genéricas de ordem n. E bem conhecido, ver por

exemplo [20, p. 86], que G,, € isomorfa a dlgebra relativamente livre na variedade de dlgebras
determinada por M,(K). A dlgebra G,, é um dos principais objetos de estudo da Teoria de
Anéis.

Defina as seguintes matrizes 2 x 2:

u; 0 . 0 v
e DW=

AD —

onde u;, w; € Qg et;, v; € Q1 e Q = Qy D Q. Seja SC uma outra copia da algebra
supercomutativa livre; SC' é livremente gerada pelas varidveis pares {y;} e impares {z;}.

Sejam C"* € My()®SC, r, s € Zy definidas como:

OO = A&y, OOV = A&z, MY = DOy, CMY = DOGz, i > 1.

K3 7 (2
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Denote por F' a algebra gerada por C’i(r’s), r, s € Zy, 1 > 1. Temos F é G-graduada a partir
dos G-graus dos elementos C(™*),

Agora, defina 1: K(X) — F pondo:
w; — Ci(o,o); v; - Ci(o,l); £ Ciu,o)’ w; Ci(Ll)'

E facil verificar que ? é um homomorfismo G-graduado, sobrejetor e além disso, kery =
Te(M1(F)®E). Logo, F = K(X)/Te(M;1(F)®E). Aqui estamos considerando a G-
graduagao em M (E)®E como em [4, p. 1016], isto é, sendo P = M;;(FE)®F, defina
P = (M11(E)*PREy & (M 1(E))*PHIQE, (o, 8) € G. Assim

Py = Moon®Es, Po1y = Mon®E1, Pao = Maq®@FE1, Paiy = Man®E,

a 0 0 b
M(O,O):{ 0 d |CL, deEO} € M(l,l):{ e 0 ’b, CEEl}.

Seja S o conjunto de identidades na tabela a seguir, onde t € Z,.

onde

Identidade (a(z1), B(z1)) | (a(x2), B(z2)) | (a(zs), B(xs))
T1Tg — Toly (0,0) (0,0)
(0,1) (0,0)
T1T9 + ToXy (0,1) (0,1)
T1X2T3 — T3T2T1 (t,0) (¢, 0) (t,1)
(t,0) (¢, 1) (¢,0)
(¢,1) (t,0) (t,0)
T1X2X3 + T3Toly (t,0) (¢, 1) (¢,1)
(¢, 1) (t,0) (t,1)
(t,1) (t,1) (t,1)

Lema 2.1.3. [/, Lemma 6] Seja I' o ideal de identidades G-graduadas gerado pelo conjunto
S e por todos os monémios em T (P). Entao I' C T(P).

Corolario 2.1.4. [, Corollary 13] Nas mesmas hipdteses do lema anterior, temos:
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1. Te(My(E)) C Ta(My 1 (E)QF).
2. T(My(E)) C T(Myr(E)BE).

Sejam M (z1,...,2my), N(z1,...,2,) € K(X) monomios da dlgebra livre G-graduada
K({X). Denote por F' a algebra gerada pelas matrizes A® e D, Esta dlgebra pode ser
G-graduada definindo o G-grau de A® como sendo (0,0) e o G-grau de D@ (1,1). Assim as
componentes de G-grau (0,1) e (1,0) serdo nulas. Seja ¢: K(X) — F’ um homomorfismo

G-graduado definido por ¢(z;) = A® ou B® | dependendo de 9(x;).

Proposicao 2.1.5. ([4/, Proposition 14) Suponha que as matrizes @(M(z1,...,%,)) €
+o(N(x1,...,2m)) para algum @, tém em alguma posi¢io o mesmo elemento nao nulo,

entdo M = £+N mod I'.

Teorema 2.1.6. As identidades G-graduadas de M, 1(E)QE seqguem dos polinomios do con-
gunto S e de todos os monomios em Tg(My1(F)QF).

Prova: E suficiente provar que se f é multihomogéneo tal que f € Tu(My1(E)®E), entdo
f € I'. Escolha o menor r > 0 tal que

= Zaifi mod [’ (2.1)
i=1

com f; monomio em K(X) e a; # 0 para algum i. Suponha que r > 0. Assim f, ¢
To(My 1 (E)®E) devido a minimalidade de 7. Assim existem &, = v, , +- - F Ve, 0 s # tuw
para (u,v) # (r,s) tais que f(d1,...,0,,) # 0. Escreva fy = x;, ... 2;,. Seja J = {t;; | 1 <
i<m, 1<j<mn;} CN e defina uma funcao g : J — {1,...,m} pondo g(t,.) = u; g estd
bem definida. Como f1(d1,...,0,) # 0 obtemos um termo Hj, ... H; ®e # 0, H;, € M, ,(E)
para 1 < s < ¢, que nao serd cancelado. Aqui e € SC. Além disso, note que g(ji) = ix.

De (2.1) obtemos ay f1(01, ..., 0m) = — > s a; fi(d1,...,d,,) e assim o lado direito contém
.. H;

um termo H,;
Jo(q)

Joq) - ®e para algum o € S;. Mas H;, ... H; e H; Hj, . possuem

(1)

uma mesma entrada nao nula numa mesma posicao. Assuma que o ultimo termo acima venha

de fo = xy, ... 7y, entdo g(jom)) = Sk- Seja hi(z1,...,7q) = x5, ... x5, € hao(w1,...,24) =

q

T,y - Tiyy- Assim pela Proposicao 2.1.5, by = £hy mod I'. Mas io) = 9(Jok)) = Sk ©
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dai fi(z1,...,2m) = ha(z;, ... 25,) e fo(x1,. .., &m) = ho(zj,, ..., 2;,). Portanto fi = £f;
mod I’ e entdo f = (a1t az)fi+ ) ,_sa;f; mod I’, o que contradiz a minimalidade de r.
Considere o polindomio ¢(zy,...,%,) = T1T221T3%1 . .. 12,21, com «(z;) = 1 para todo i

e B(x1) = 0. Seja I; o ideal de identidades G-graduadas gerado por I’ e por ¢(xy, ..., z,).
Lema 2.1.7 ([4], Lemma 18). Se car K =p # 0, entio I, C To(M, 1(E)QF).

Prova: Temos I’ C Ti(M,1(E)®E), resta mostrar que c(xy,...,x,) € Te(M1(E)QF).

0 «
Mas c ¢ linear em 9, ...,x, e assim podemos substituir z; por a; = Z;:1 ! ®7;
B 0
. 0 9 \ _
e x;y, © > 1, por a; = ®i, onde aj, B, v, 0, € € By e ¢ € EyU Ej.
€; 0

Q€5 0

0 Bjo;

t? = 0, para t € Fy, obtemos c(ai,...,a,) = 0 quando r < p. Considere r = p. Entao

T

Quando 7 > 1, temos aja; = — Zj:1 ®7v;¢;. Usando isto e o fato de que

0 uy _
c(ml, o ,xp) = - Zaesp 0 ®Ruw,, onde u, = Ny(1)€20(2)€3 - + - Qg (p—1)€EpQl(p); Vo €
Vo

0u1 _

w, possuem expressoes semelhantes. Logo c¢(ay,...,a,) = —(p!) ®@w; = 0 em
(%] 0

K, uma vez que «;, (3;, v e ¢ anticomutam. O caso r > p é reduzido aos casos anteriores

tomando subconjuntos de p elementos cada. &

Observagao 2.1.8. Como em [4, Remark 4] temos c(x1,...,x,) ¢ Ta(Ma(E). Logo,
Ta(My(E)) & To(Mia(E)RE).

Lema 2.1.9. 1. Se f € K(X) é um monomio ex € X € tal que B(z) =1 e a(x) = a(f),

entdao o monomio xfx € I.
2. Se f1, fo € K(X) sao mondmios e x € X € tal que B(x) =1, entao xfrxfox € 1.

Prova:
Caso 1: Quando a(x) = 1, usando z12973 + x3x271 = 0, obtemos zfr = —xfxr mod Iy

e dai xfx € I;. Se a(x) = 0, podemos considerar deg f > 1 desde que, quando deg f = 1,
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11Ty = —xoxy ¢ 22 € I. Entao se B(f) = 0, usamos x17o = 127 € obtemos zfr = zxf € I.
Analogamente, se 5(f) = 1, por 129 = —x2x1 obtemos xfr = —zxxf € .
Caso 2: Seja a(x) = 0 entdo, como anteriormente, podemos considerar a(f1) = a(f2) =

1. Dai a(fixzfz) =0 e xfizfy € I;. Analogamente quando a(z) = 1. &
Proposigao 2.1.10. Se o monomio f(xy,...,2m) € Ta(M1(E)RE), entdo f € 1.

Prova: Mostraremos por inducao em ¢ = deg f que se f ¢ I, entao f(ay,...,a,) # 0 para
alguns a; € My 1(E)®E. O caso em que ¢ = 1 é imediato, suponha que ¢ > 1 e escreva
f = hx; para algum i. Se h € I}, nada ha a fazer. Suponha que h ¢ I} e que i = 1, dai
f = hxy. Entao h(by,...,by,) # 0 para alguns b; € M, ,1(E)QFE.

Suponha deg,, f = d e escolha os b;s de tal modo que os geradores ey, €3, e3 e e4 de ' nao
aparecam em nenhum deles. Escreva f = fixifoxy ... 21 fqr1, onde os f; sao monomios que
nao contém x1. Logo f; = fi(xa,...,z,). Escrevemos f(x), h(b) e assim por diante, para
indicar f(z1,...,Zm), h(b1,...,by), respectivamente. Vamos analisar os graus homogéneos

(a(z1), B(x1)) de z;.

Caso 1: (a(z1), B(x1)) = (0,0). Como f1(b)by fo(b)by ... b1 fa(b)by # 0, obtemos f1(b) f2(b) ...

1 0\ _
0. Entao para a = ®1 teremos

0 1
Flasba, ... bp) = Fi)afa(®)a. .. afa®)a = fi(b)... fa(b) £ 0.

0 e _
Caso 2: (a(z1),0(x1)) = (1,1). Escolha a = " | ®1. Pelo Lema 2.1.9 temos
€9 0

d < 2. Sed =1, entdao f(a,by,...,by) = h(b)a # 0. Quando d = 2, pelo Lema 2.1.9,
obtemos a(fz) = 0. Mas h(b) = f1(b)b1f2(b) # 0 e dai fi(b)afa(b) # 0. Se «, B € Ep, entdo

0 0 0 0
“ “ = peres . Portanto, f(a,b1,...,bn) =
es 0 0 0 ea 0 0 aee
fl(b)an(b)a 7é 0.
. 1 0\ _ 1 0 _
Caso 3: (a(z1),B(x1)) = (0,1). Seja a = ®ey, a' = ®eq.
0 1 0 €9€3

Pelo Lema 2.1.9, temos d < 2. Se d = 1 entdao f(a,bs,...,b,) = h(b)a # 0. Seja
d = 2, entao affe) = 1. Mas h(b) = f1(b)by fo(b) # 0, dai fi(b)af2(b) # 0. Denote por

fa(b) #
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0 ; _ 0 ; _
o) =, Y | @y entio af)a = =3, | PP | @erpen e dfalb)a =
B; 0 B
0 ; _
_ZJ “ ®647j€1. Da‘l/v f(a+a/7b27"'7bm) = fl(b)(a’+a/)f2(b)<a+a/)7 0 que
626’353' 0
L. , , 1-— €92€3 0 _
é igual a fi(b)a + fa(b)d' + f1(b)d fo(b)a = fi(b)af2(b) ®eyq # 0.
0 €9€3 — 1
0 _
Caso 4: (a(z1),B(x1)) = (1,0). Seja a = “ ®es, entao f(a+ by, ba, ..., by) =
€2

Zle fi(0)by ... fi(D)afiz1(b)by ... fa(b)by. Primeiro, seja «(f;) = 1 para todo i < 2. Se
d < p, segue da identidade ¢(x1,...,x,) que f € I;. Portanto d < pe f(a+by,ba, ..., by) =
df1(b)bfa(b) ... b1 fa(b)a = dh(b)a # 0 por xixax3 = T3xew;. Assim consideremos o caso
a(fi) = 0 para algum i > 2. Seja t o numero de todos os j, 2 < j < d tais que
a(fjry fivixr ... 21 fg) = 0 e escolha r como o maior j com esta propriedade. Denotamos
uw = f1(0)by fo(D)b1...bifa(D)a e v = fi(b)byfa(b)by ... b1 fr—1(D)af,(b)by...byfa(b)by. Entao
por x1xers = T3xox1 obtemos f(a + by, by, ..., by,) = (d — t)u + tv. Agorase d —t < p

. . 0 « Y 0 0 €1
e/ou t < p, pela identidade ¢ obtemos f € I;. Como =

8 0 0 o es 0

adey 0 0 e v 0 0 « e 0
e = , vemos que e e
0 [Byer es 0 0 ¢ 6 0 0 eya

es estao em linhas diferentes dos respectivos produtos para u e v. Logo u e v sao linearmente
independentes e f(a + by, ba, ..., by) # 0. O

Agora usando a Proposigao 2.1.10 e o Teorema 2.1.6 obtemos:

Teorema 2.1.11. Seja car K = p # 2. As identidades G-graduadas da dlgebra M, (E)QFE

sequem de 1.

Seja A = M;1(E') @ K, onde E’ é a algebra de Grassmann de dimensao infinita sem

unidade. Temos A = Ag ® Ay, onde
AO = MI,I(E/)O D Ke Al = Ml,l(E/).

Assim, AQFE = Ay @ Eg® Ay Q@ E1 & AL Q@ Ey ® A ® Ey. E facil verificar que I; C
Te(A® E). Logo, Te(M;1(E)®E) C Te(A ® E). Mais ainda, esta inclusdo é prépria. De
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fato, tome f(y,z) = [y, z], onde car K = p # 2, a(y) = B(y) = 0 e a(z) = 1. Tomando

1 0\ _ 0 _
y = ®1, z = g ®h, onde g € Ei, h € Ey U FEy, g, h # 0, obtemos
0 2 g 0
0 (1—27)g \ _
[y, 2] = ®h # 0 uma vez que 2P # 1.
(-1)g 0
. r €; 0
Por outro lado, seja a®b € Ag®@ Eyondea =) ,_, +ki, e, fi € B, ki € K.
Ji
Entao
! e’ 0
al = Z ' + kfa
i=1 0 f7

mas =¥ ¢ identidade para E’, daf a? = >_/_, k7. Portanto a? ® b° é central, logo [y7, 2] = 0
em A® E, donde [y?, 2] € Te(A® E). Dai, Ta(M1(E)QE) & Te(A® E). Logo temos
T(Mi(E)RE) CT(A® E).

1 0\ _
Agora, tome f(y,z) = [y*°,z]. Como antes, se tomarmos y = ®1, z =

0 g
g 0
T (M1 (E)®E). Em [3, Lemma 12], os autores provaram que para todo a € A, aP® é central,
assim [(a® e}’ b @ f] = [0 @ e b f] = a?’b® (e’ f — fe?’). Mas [y¥°, 2] é identi-
dade para E, dai [y”°, 2] € T(A ® E). Portanto T(M;,(E)®E) ¢ T(A® E). Por outro

®h, onde g € Ey, h € E, g, h # 0, vemos que f(y,z) # 0, ou seja, [yPQ,z] ¢

lado, em [3, Proposition 10] os autores também provaram que T(A) = T(E ® FE), portanto
T(Mi1(EYQE)CTIEQEQE)=T(A® E).

Agora em [4, Theorem 23] foi provado que se tomarmos B como sendo a subélgebra de
M, (FE) consistindo das matrizes cujas entradas na segunda diagonal pertencem a E’, entao
Te(B) = 1. Assim, temos que T(My(E)) & T(M;1(E)®E), sendo que o exemplo que
mostra que a inclusao é prépria é o mesmo que aparece naquele artigo. Assim, provamos o

seguinte teorema.

Teorema 2.1.12. Seja carK = p > 2, entio T(M2(E)) C T(M;1®F), uma inclusdo

Propria.
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2.2 As algebras M (E)QF

Aqui assuminos que car K = 0. A algebra My, (F) é Zy-graduada do seguinte modo:

a 0

Mk,l(E)O:{ 0 4

| a € Mk(E()), d e Ml(Eo)}

M (E), = { | b€ Myu(Er), c€ Mlxk(El)}-

Cc

Como E = Ey @ F; também é Zs-graduada, obtemos o produto tensorial Zs-graduado
My, (E)RE.
Agora, uma Z,-graduagao em M, (K) é dada por

(M,(K))" :=span x(e;; | j —i =t € Zy,).

As identidades graduadas para esta graduagao foram descritas em [44, Theorem p. 3518].

Se k+1l=mneG = 7Z, X Zy entdo a Z,-graduagao acima para M,(K) induz uma G-
graduacdo em My, (E). Se (t,\) € G, definimos (M;,;(E))* como sendo o espago gerado
por todos os Eje;; N My, (E) tais que j —¢ = ¢ (mod n). Dai My, (E)®FE é G-graduada
definindo (M (E)RE)*N = (My,,(E))*NQE, ® (M, (E))*A VR E,.

Definigao 2.2.1. Sejae: {1,...,n} x {1,...,n} — Zy a aplicag¢ao definida por
0, sei, j<kout, j>k

(i, j) =
1, caso contrdrio.

Seja g9 a K-base natural de Fy e ; a K-base natural de F;. Entao
A={ae; [1<4,7<n, a€eqj}
¢ uma K-base para My (F) e
B :={ae;;®@b|1<4,5<n, a€eqjy, been, €Ly}
é uma K-base para My ;(F)®E. Além disso, escrevendo a* ao invés de a € €y, verifica-se:

(M1 (E)) N = span ;o (a“De;; | T—i =1t € Ly, e(i, j) = )
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(M (B)RE)"Y = span (a0 e ;@ 0D | 7= =t € Z,,€(i,j) = \).

Usando estas defini¢oes, o seguinte lema segue facilmente.
Lema 2.2.2. Com as defini¢oes anteriores, a dlgebra My (E)QFE é G-graduada.

Lema 2.2.3. Sejam A, = aZ(iS’jS)eiS,jS®b?s+€(is’js) € Boparas=1, 2. Se AjAy # 0, entdio
cA1As € B, onde ¢ = 1. Mais ainda,

J1 =12, €(i1, j1) + €(iz, jo) = €(ir, j2) € O(A1Az) = (J2 — i1, M1 + A2),
onde 0 denota o G-grau.

Prova: Sejam p(iq,j1) = p1 e pliz, jo) = p2. Como A Ay # 0, temos j; = i3. Provaremos
que p(iy, j1) + plis, jo) = p(iy, j2) caso por caso. Se, digamos, p; = py = 1 entdo o inteiro k
esta necessariamente entre 77 e j;. Logo i1 < ke jo < kouiy > k, jo > k; em ambos os casos
p(i1,J2) = 0 = p1 + pa. Os trés demais casos para p; e pg sao provados de modo andlogo.
Finalmente sejam ay = e, ... €, G2 = €y -y, I < - < 1y my < -+ < my. Mas
{li,.. ., L.y {mq,...,m} = 0 uma vez A;A; # 0. Entado reordenando, se necessério, as
entradas de a;ap obtemos um elemento de €,,4,,. Este elemento é igual, a menos de sinal, a

aias. De modo andlogo, trabalhamos com byby. Portanto

04 AjAy = (_1)(/\1+p(i1,jl))p(iQ,jz)a1a2€i ®b§/\1+p(i17j1))b§>\2+p(i2,j2))

172
e consequentemente O(A;As) = (jo — i1, A1 + A2). &

Definigao 2.2.4. Seja m um monomio multilinear de comprimento r na dlgebra G-graduada
livre K(X) e seja S := (Aq, ..., A,) uma substitui¢cio x; — A;, i =1, ..., r. Dizemos que

S € uma substituicao standard se
1. O(z;) = 0(A;), para cada z; ocorrendo em m;

2. A; € B para cada i.
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Como car K = 0 as identidades G-graduadas de M ,;(E)®E sao consequéncias de uma
colecao finita de identidades multilineares. Mais ainda, um polinomio multilinear é uma iden-
tidade graduada para M ;) (E)®FE se, e somente se, ele se anula sobre todas as substituigoes

standard.

Lema 2.2.5 ([44], Lemma 1). Sejam e;,j,, €, €i,j, € M, (K) matrizes elementares tais que

J1— 1 = Jo —lg = —J — 1. Entao e; j e;je,;, 70 se, e somente se, 11 =j =13 € 1 =1 = Jo.

Neste caso, eiljleijeim = 6i2j2€ij€i1j1.

Definicao 2.2.6. Seja I o conjunto de polinomios multilineares na tabela:

Identidade | (a(z1), B(x1)) | (a(z2), B(x2)) | (a(x), B(x))
T1To — Toly (0,0) (0,0)
(0,1) (0,0)
T1T9 + Toly (0,1) (0,1)
T1XTo — Loy (t,0) (—t,0) (¢,0)
(t,0) (—t,1) (¢,0)
(t,1) (—t,0) (t,0)
T1XTo + T2XTXy (t, 1) (—t, 1) (¢,0)
(¢, 1) (—t,0) (t,1)
(¢, 1) (—t,1) (t,1)

onde t € Z,. Denotamos por I o ideal em K(X) de identidades G-graduadas gerado por T.
Proposigao 2.2.7 ([15], Proposition 2.6). I C Tg(M;,(E)QFE)).

Prova: Como os polindmios em Z sao multilineares ¢é suficiente provar que eles se anulam
para substituicoes standard.

Uma substituicao standard genérica para um polinomio de grau 3 sera:

__e(i1g1) S te(ing) _e(i2,52) S pA2te(iz,j2) _e(ig S te(ij
Al =a €iyjs Qb7 . Ay =a, Ciyjo @5 ;A= ae, ;@ eI

para jl — le = j2 — ig =1 —] =te Zn Pelo Lema 2.2.5 os produtos €i151€ijCisjo € €igjn€ijCiygy

sao ambos nulos a nao ser que

G =1lg=J€J =J2=1
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e neste caso sao iguais a e;; € €(i1, j1) = €(ia, j2) = €(i,j) = €. Daf as substitui¢oes que temos

fazer sao do tipo
Ay = afe @07, Ay = ase®p*TC, A = afe @b
para i — j =t € Z,. Agora observe que
A1AA, = (—1)/\faia6ageij®bi\1+eb,\+ebgz+e
Ay AA, = (—1))‘€a§a6aieij@bgzﬂbwfebi\we

e dal podemos usar os mesmos argumentos utilizados em [15, Lemma 2.2] para concluir que
os polindmios em 7 sao identidades para M ;(E)QFE. &

Seja m := x7 ...x, um monomio multilinear de comprimento r. Se ¢ € S,, denotaremos
POT My O MONOMIO Ty ... To(r). S€ S é qualquer substituicao graduada, denotamos por
m|s o valor de m sob a substitui¢do S. Podemos extender por linearidade essas nogoes para

o caso de polinomios multilineares em x4, ..., ..

Observacao 2.2.8. Para cada o € S, € facil encontrar uma substituicao standard S tal que

mls # 0.

Definicao 2.2.9. Para 1 < p < g <r definimos

mg’"ﬂ = To(p) - - - Ta(qg)-

Observacao 2.2.10. Seja S uma substituicao standard e fize de agora em diante
S:xy— Ay = alle; ; @eFelad) g =1y

onde O(zs) = (js — 15, As) = O(Ay). Se

malg = Ag(l) .. .AU(T) 7'é 0

entao de acordo com o Lema 2.2.3, existem A € B, ¢ € {—1,1} tais que my|s = cA. Mais

gxq] |

ainda, my|s # 0 se, e somente se, para todo p, q, 1 <p<qg<r, mg"|s #0 e neste caso

O(mPY) = (Jotg) = Go() Ao) +*** + Ao@)-
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De fato, novamente pelo Lema 2.2.3 temos

AmPU) = 8(xo()) + -+ - + O(@oq))
= (Jo) = To(p), Ao) + -+ (Jot@) — o(q)s Aolq))
= (Jotg) — To@)> Ao(p) T+ F Ao(g))-

Os resultados seguintes bem como suas provas sao semelhantes a [15, Lemmas 3.1, 3.2].

Lema 2.2.11. Suponha que para uma substituicao standard S resulta que
Mmels = £m|s # 0.
Entao existe c € {—1,1} tal que
my = cxym’(zg, ..., x,) mod I.

Lema 2.2.12. Com a mesma notagao do lema anterior, se para uma substituicao standard
S wverifica-se

Meyls = cmls #0

para um certo ¢ € {—1,1}, entao my, = cm/(x2,...,x,) mod I.

Corolario 2.2.13. Sejam o, 7 € S, e suponha que para uma substituicao standard S resulta

malS - CmT|S 3& 0
para ¢ € {—1,1}. Entdo m, = cm, mod 1.

Teorema 2.2.14. Seja n = k + 1. Entao o conjunto I descrito na Definicao 2.2.6 gera
Te(M (E)RE), isto €,
I =T¢(Mp(E)QE).

Prova: A proposicao 2.2.7 nos dd uma das inclusdes. Assim é suficiente provar que toda
identidade multilinear graduada para My ;(F)QFE estd em I.
Suponha assim que existe um polinémio multilinear graduado f = f(z1,...,2,) €

T (M, (E)®F) tal que f ¢ I. Entdo podemos escrever

t
f= Zdosmas mod [
s=1
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para alguns monomios multilineares m,,, o5 € S,, escalares nao nulos d,, € K e s =
1, ..., t. Entre todos os f com esta propriedade, tome um com o menor t possivel. Pela
Observacao 2.2.8 temos t > 2 . Mais ainda, existe uma substituicao standard S tal que
M |s # 0. Como f é uma identidade para My, (E)®FE, em particular f|s = 0. Logo
Aoy Moy s = = Y omy do Mo, |-

Como na Observagao 2.2.10, existe A € B tal que 0 # m,,|s = ¢ A para algum ¢; €
{—1,1}. Logo existe p € {2,...,t} de modo que 0 # m,, |s = c2A, onde c; € {—1,1}. Entao
0 # Moy |s = c1¢3'my,|s, e pelo Coroldrio 2.2.13, m,, = cm,, (mod I) onde ¢ = c1c3 "
Portanto .

[ = (dy, + cdg,)my, + Z dy,my, (mod I),
s=2, s#£p
contradizendo a minimalidade de ¢. &

Um dos principais resultados em [15], Theorem 4.1, é o seguinte.
Teorema 2.2.15. O conjunto Z gera o ideal de identidades G-graduada para M, (E).
Corolario 2.2.16. Se k + 1 =n, entdo To(My,(E)QFE) = Ta(M,(E)).

Como duas algebras G-graduadas satisfazendo as mesmas identidades G-graduadas sao

Pl-equivalentes, obtemos um dos casos do teorema do produto tensorial graduado.

Teorema 2.2.17. Se k+ 1 =n, entdo T'(My,(E)QE) = T(M,(E)).

2.3 As algebras M, ,(E)®QM, ;(E)

As algebras M, , e M, sao Zs-graduadas como na Segao 2.2. Assim podemos definir o
produto tensorial Zs-graduado M, ,(E)Q@M, s(E).

Sejam m = p+ q, n = r + s. Defina aplicagoes a: {1,...,m} — Zo, B: {1,...,n} — Zs
pondo:

0, sel<z<p
afz) =

1, sep+1<z<m
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0, sel<z<r
Blz) =

1, ser+1<z<n

Seja G um grupo abeliano e seja R uma algebra G-graduada, isto é, R = @ycqRy.
Assuma que B é uma K-base de R e que os elementos de B sao G-homogéneos. Como em
[17, Definition 1], chamamos B uma base standard de R se para todo a, b € B tais que
ab # 0, existe p € K tal que pab € B.

Aqui vamos modificar a definicao de substituicao standard do seguinte modo. Seja
S: K(X) — R ¢ um homomorfismo de élgebras G-graduadas tal que S(z;) = a; € B
para todo z; € B. Entdao S é uma substituicao standard. Se f € K(X) é um polinémo
multilinear, denotaremos por f|s a imagem de f segundo S.

A base natural € da algebra de Grassmann E ¢é standard com p = £1. Foi mostrado em

[17, Section 2] que o seguinte conjunto é uma base de M, , ® M,
B = {ae;; @ bey, | a € €a(j)—a(i); b € €8)-Bw), 1 <1, 7<m, 1 <u, v<n}

Se G = Ly X Zs, entao M, ,(E) @ M, ;(E) é G-graduada definindo

dalacs; ® bew) = (7 — 1) + v —1,a(5) + B(v) — (i) — a(u))) € Zynn X Zs

para cada ae;; ® be,, na base B de M, ,(E)® M, ;(E). A base B é G-homogénea e standard,
ver [17, p. 5]. Segue que a dlgebra G-graduada M, ,(E)® M, ;(E) possui uma base standard,
a saber B.

Mas, como espagos vetoriais M, ,(E) @ M, s(E) e M, ,(E)QM, s(E) sao idénticos. Logo
B = {ae;j®@bey, | a € €a(jy—a)s b € €4w)-pw), 1 <4, j <m, 1 <u, v<n}éuma base de
M, ,(E)®M, s(E). Além disso, definindo a mesma graduacao de M, ,(E) ® M, s(E), temos
B é uma base G-homogénea e também uma base standard para M, ,(E)QM, (E).

Seja M o conjunto de todos os monomios multilineares na &dlgebra livre G-graduada

K(X).

Proposicao 2.3.1 ([17], Proposition 8). Seja R uma dlgebra G-graduada e B uma base

standard de R. Seja N um conjunto de identidades polinomiais graduadas de R e denote
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por I o Tg-ideal gerado por N'. Assuma que, para todos m, m' € M\ Tg(R), existe uma

substituicao standard S e um elemento nao nulo ¢ € K tal que
mls = cm/|s se, e somente se, m =cm’  (mod 7).
Entao Tg(R) € gerado por N U (M NTg(R)).

Considere R = M, ,(E)®M, s(E) dotada com a Z,,,, X Zs-graduacao dada anteriormente.
Seja 0 # w = ae;jQbeyy € Ry, assim n(j —i) +v —u = kmn, k € Z, isto é n | (v — u).
Como 1 < u,v < n, temos v = u. De modo andlogo, i = j e entao 6 = 0. Portanto
a, b € Eyjy-at) = Esy)-p6) = Eo. Dal Rp1y = 0 e todo monomio em K(X) de G-

grau (0,1) é uma identidade graduada de R. Seja N o seguinte conjunto de polinomios

multilineares:
T1Tg — Tol1, onde Jg(z1) = dg(x2) = (0,0)
T1Tax3 — T3x9x1, onde Jg(x1) = Jg(xs) = —0g(22) = (t,0)
T1T9x3 + T3Towy, onde Og(x1) = Og(xs) = —0g(z2) = (¢, 1).

Lema 2.3.2. N C T¢(R).

Prova: Para qualquer elemento homogéneo w de uma algebra G-graduada denotamos por
V(W) € Zipy € 6(w) € Zy a primeira e a segunda componentes de seu G-grau, respectivamente.
Seja w = ape;, j, @bpey,,, € B para h =1, 2, 3 e assuma que y(w;) = y(ws) = —y(wa).
Se wijwyws # 0 entdo wywy # 0 e J(wiwy) = 0. Como wywse # 0 temos j; = iz € v; = us.
Mais ainda, jo = 71 e u; = vo. Analogamente, jo = i3, vy = ug, j3 = i3 € V3 = Us. Assim
Wy = a1€;;@b1€yy, Wy = a2e;;Qbsey, € Wy = aze;;Qbse,, paral < i, j<mel <u, v<n.
Agora,

wiwows = (—1)%2 (brews)dz, (aze“)mazag%j ®@b1babaey,

0z, (b3eyv )0 ii S
W3WoW1 = (—1) 2 (b3euv) Z2(a2€“)a30,2a1€7;j®b362b16uv.

Mas, bi, by € Ep)—pu), assim Oz, (biey,) = 0z, (bsey,) € consequentemente (—1)2z (brew)z; (azeji) —

(—1)8Z2(b3e"v)822(“26ﬂ). Além disso, para h = 1, 2, 3 temos a, € Ey(j)—ati) = Pa@i)—ay) ©

by € Egw)—pw) = Epw)—pw) € portanto o resultado segue. &
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Lema 2.3.3. Sejam m, m’ monomios multilineares no mesmo conjunto de varidveis e seja
S uma substituicao standard em R = M, ,(E)QM, s(E) tal que m'|s = em|s # 0 para algum

ce K. Entao m' =cm mod I.

Prova: Sejam m = z1...2g e m' = m, = To(1) - - - To(q) Para alguma permutacao o € Sg.

Se d = 1, o resultado é verdadeiro. Assim suponha d > 2. Faremos por indugao em d.

Primeiro, provaremos que existe ¢ € K tal que m' = dxym”(xq,...,24) mod I. De fato,
para 1 < a < b < d escrevemos wl® := z,...x;. Seja S(xp) = wy, = ane;, j, Qbpey, v, € B
para h =1, ..., d. Desde que m/|s = c¢m|s # 0 obtemos i1 = iy(1) € U1 = Ug(1).

Suponha ¢71(1) > 1 e seja
t:=min{j >d|1<o'(j) <o (1}

Entdo ¢t > 1 e mais ainda 1 < o7'(t) < 07!(1) < o7!(t — 1). Defina l := o7 !(t), k :=
oYt —1), h:=0"!(1) e considere as duas possibilidades: [ =1 oul > 1.

No primeiro caso resulta

Y(mP" ) = v (o) . 2oory) = (7 + 8) Gotho1) — Go1) + Vo(ho1) — Uo(1)

e
V(M) = Y (2o .. Tow) = 7+ 8) (o) — fott)) + Votk) — Ua(n)-
Como m5" ™ ¢ m!"M s3o nio nulos para a substituicao standard S devemos ter:

Jo(h—1) — lo(1) = lo(n) — 11 =11 — 11 = 0

Vg(h—1) = Ug(1) = Ug(n) — Up = Uy — Uy = 0

Jo(k) — lo(h) = Jt—1 — 11 =g — 11 = o) — 11 = lo(1) — 1 =11 — 11 =0

Vg(k) — Ug(h) = Vg—1 — U1 = Up — U = Ug()) — Ul = Ug(1) — U1 = U — Uy =0,

[l,h—l})

isto ¢, y(mg = y(m([,h’k]) = 0. Além disso, 6(m([,1’h_1]) = 5(m[[,h’k]) = 0, caso contrario

esses monomios seriam identidades para R pois R,y = 0.
Uma vez que I contém o polindmio x1xy — xox; para dg(xr1) = dg(z2) = (0,0) entao

b /I — [hvk‘} [Lhil} [k+1,d] [hak]
obtemos m’ = my Mg Mo € Mg comega com Tq.
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Se | > 1, usando argumentos semelhantes ao caso anterior, obtemos

i) = =l ) = 5 (m)

(5(m[1’l’1}) = —5(m([,l’h’1]) = (5(m[h’k]).

(e

Como N C I, existe ¢ € {—1, 1} tal que

m' = mBH ity krtd s mod 1

[h.k]
e me’ comega Com .
Em ambos os casos obtemos z1m” (za, ..., xz4) =m' mod I edai dazym”(za,...,24)|s =
" — N\—1 3 e " —
cm|slogom” (zg, ..., x4)|ls = () texy ... 24]s. Portanto usando indugao obtemos m”(xo, ..., x4) =

'ty...2q mod I, onde ¢’ = ()7 'c e entdao m' = ’"zy ... 24 mod I. O lema estd demon-
strado. o

Pelo lema anterior e pela Proposicao 2.3.1 temos o seguinte resultado.

Teorema 2.3.4. O ideal Tg(M, ,(E)®M, (E)) é gerado por N U (M NTg(R)), isto €, é

gerado pelos polinomios

T1To — Taly, onde Og(x1) = dg(z2) = (0,0)
T1ToT3 — X3xoxy, onde Og(x1) = Og(x3) = —0a(x2) = (¢,0)
T1Tox3 + 3Ty, onde Og(x1) = Og(x3) = —0g(x2) = (t,1).

e por todos os mondmios multilineares que sao identidades graduadas de M, ,(E)QM, ;(E).

Teorema 2.3.5. Quando car K = 0, as dlgebras M, (E)QM, (E) e My iqspstqr(E) sdo

Pl-equivalentes.

Prova: Em [17, Theorem 13] os autores provaram que o conjunto dado no Teorema 2.3.4 gera
0 Te-ideal de identidades de My, 4 gs pstqr (E), dal T (M, (E)RM,. s(E)) = Ta(Mprtgs pstqr (E))-
Portanto T'(M,(E)®M,s(E)) = T (Mpr+gs pst+qr(E))- ¢

Observacao 2.3.6. Tomamos conhecimento que O. M. Di Vincenzo e V. Nardozza provaram
resultados parecidos aos Teoremas 2.2.17 e 2.3.5, no caso de caracteristica 0. O artigo “On
a Regev—Seeman conjecture about Zs-graded tensor products”, foi aceito para publicagao no

Israel Journal of Mathematics, [18/.



CAPITULO 3

O PRODUTO 3-TENSORIAL
GRADUADO

O produto tensorial Zsy-graduado pode ser generalizado para o produto (-tensorial graduado,
também chamado produto tensorial com fatores de comutacao. Os resultados deste
capitulo encontram-se em [21]. Agradecemos ao Professor Yuri Bahturin, de Memorial Uni-
versity of Newfoundland, St. John’s, Canada, pela sugestao a respeito do produto (-tensorial

graduado.

3.1 Uma generalizacao do Teorema de Regev

Definicao 3.1.1. Seja G um grupo abeliano finito. Dizemos que uma aplicacao 3: G X G —

K* ¢ um bicaracter antissimétrico se, para todos g, h, k € G, satisfaz:
(1) B(g + h, k) = B(g, k)B(h, k),
(2) B(g,h+ k) = B(g,h)B(g, k),

(3) B(g, h)B(h,g) = 1.

48
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Segue da definigao que 3(g,0) = 5(0,h) =1 e (g, g) = £1, para todos g, h € G.
Bicaracteres antissimétricos sao usado nas teoria de (super)élgebras de Lie coloridas, veja
por exemplo [8]. Em [46] foi dada uma descri¢ao dos bicaracteres antissimétricos para grupos

abelianos finitos.

Definigao 3.1.2. A dlgebra G-graduada A € 3-comutativa se agap, = (g, h)anay, para todo
ag € Ay, ap, € Ay, Se impomos esta condi¢ao na dlgebra livre G-graduada K(X) obtemos
a dlgebra livre B-comutativa. Em [46] foi obtida uma descri¢ao das dlgebras T-primas (em

caracteristica 0) que sio Pl-equivalentes a dlgebra livre (3-comutativa.

Definicao 3.1.3. Sejam A e B duas K-dlgebras G-graduadas e 3 um bicaracter anti-
ssimétrico em G. Definimos o [f-produto tensorial G-graduado, ou (-tensor G-
graduado, com respeito a essa G-graduacao como sendo o espago vetorial A @k B com
multiplicacao

(a1 ®p bi)(az ®g ba) = B(hi, ga)araz ®@p bibs (3.1)

para todos a; € Ay, b; € By, comi =1, 2, a; eb; elementos homogéneos.

Dados a; € Ay, e b; € By,, i =1, ..., 3, temos:

[(a1 @5 b1)(az ®p b2)](as @5 bs) = B(ha, g2)(a1a2 ®p bibs)(az ®p bs)
= B(h1, 92)B(h1 + ha, g3)(ar1az)as ®p (b1b2)bs
= B(h1, 92)B(h1, g3)B(ha, g3)(a1az)as @ (biba)bs

(a1 ®p b1)[(ag @5 ba)(az ®p b3)] = B(ha, g3)(a1 @5 b1)(azaz @5 babs)

B(h2, 93)B(h1, g2 + g3)ai(azas) @ b1 (babs)
B(ha, gs)

ha, g3)B(h1, g2)B(h1, g3)ai(azas) s by(babs).

Logo A ®3 B ¢ associativo se A e B o sao.

Tome C} = @g+h:k A, ®3 By, para g, h, k € G. E facil ver que A Qs B =@ Ck e,
além disso, C,C}, C Cy4p, para todos g, h € G. Portando A ®3 B é G-graduado. Para mais
propriedades do [-tensor ver [13].
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O teorema a seguir foi inspirado no trabalho de A. Regev, ver [34], onde ele demonstrou
que o produto tensorial de duas PI algebras é novamente uma PI algebra. Recordamos que
o teorema A ® B de Regev deduz-se a partir do importantissimo resultado que se a algebra
A satisfaz uma identidade de grau d, entdo a sequéncia das codimensoes ¢, (A) de A tem
crescimento exponencial, a saber ¢,(A) < (d — 1)**. Aqui recordamos que dim P, = n!, o
que tem um crescimento muito mais rapido que qualquer funcao d". Isto quer dizer que os

T-ideais sao bastante “grandes”.

Teorema 3.1.4. Sejam K um corpo e G um grupo com um bicaracter antissimétrico (3.

Sejam A e B duas Pl-dlgebras que também sao G-graduadas. Entdao
cn(A®p B) < |G]* e, (A)c,(B). (3.2)

Prova: Se uma élgebra satisfaz uma identidade polinomial de grau d, entao ela satisfaz uma
identidade multilinear de grau < d. Tomando uma consequéncia dela, podemos supor que
satisfaz uma identidade multilinear de grau d.

Seja g(xy,...,x,) = ZUESn YoTo(l) - - - To(n) Uma identidade polinomial multilinear. Quere-
mos encontrar condigoes sobre os coeficientes {7, | ¢ € S,,} que implicarao que g(xy,...,z,)
¢ uma identidade polinomial de A ®3 B. Devido a multilinearidade, ¢ suficiente considerar
substituigoes xj — ay ®pz by, k=1, ..., n, onde todos os a;, e by sao homogéneos em A e B,

respectivamente. Para tal substituicao temos:

g(al ®,8 bl; ceeyp ®ﬂ bn) = Z 'Ycr(aa(l) ®ﬁ ba(l)) B (aa(n) ®B bo(n))

O’GSn
n—1 n
= Z Yo (H H B(h’o(j)aga(i))> Uo(1) - - - Qo(n) Bp bo(1) - - - bo(n)
o0€Sp j=14i=j+1

devido ao fato de (3 ser um bicaracter antissimétrico em G.

Sejam ¢, (A) = a, € ¢, (B) = 0, entdo dim P, (A) = «,, e dim P, (B) = §,,. Assim existem

o, monomios em P,, digamos M = {M;(x1,...,x,) | 1 <i < «,} tais que, para todo o € S,
0 MONOMIO Ty (1) - - . To(n) ¢ UmMa combinagao linear dos mondmios em M médulo T'(A). Logo,
para todo o € S,, existem r,; € K, com ay(1)...0em) = Y iy TeiMi(as, ..., ay), para todo

oes,.
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Analogamente para B: existem monoémios {N;(z1,...,x,) | 1 < j < 0,} e coeficientes
S4,; tais que, para o € Sy, byq1), - Do) = Zj’;l So.;N;(b1, ..., b,). Assim obtemos g(a; ®g
bi,...,a, @pby,) éigual a

oan  On n—1 n
S5y [z (H 1 mm,gg@)) 7] Milars ) 95 Ny 2o,

i=1 j=1 LoeS, \j=1i=j+1

Considere os n! coeficientes v, como incégnitas no seguinte sistema linear

n—1 n
<Z [H H ﬁ(hg(j),gg(i))] To,iso,j> Yo =0, 1<i<oay,, 1<j<0,.

0€S, Lj=1i=j+1

Como o valor de ((h;,g;) depende somente do G-grau de a; e b; existem no méximo |G|?
possibilidades para (h;, g;). Mais ainda, como g(z1, ..., z,) tem grau n, obtemos no maximo
|G|*" produtos da forma H;L:_ll [Ti=;11 8(ho(i), 9oiy), 0 € Sn. Logo teremos no méximo
|G|*" 0, equagdes no sistema. Mas ¢, (A ®3 B) é igual ao posto do sistema, portanto

cn(A®p B) < |G|*"c,(A)cn(B). O

Teorema 3.1.5. Sejam G um grupo abeliano finito e K um corpo. Suponha que A e B sdo
PI-dlgebras G-graduadas e que 3 € um bicaracter antissimétrico em G. Entao A®g B € uma

Pl-dlgebra.

Prova: De acordo com [34, Proposition 4.7], existem constantes P e ) tais que a,, < P"
e §, < Q" para todo n. (Se A satisfaz uma identidade de grau d, entdo podemos tomar
P = (d—1)% veja por exemplo [20, p. 111].) Logo ¢,(A ®3 B) < R" para alguma constante
R e, para todos os valores de n suficientemente grandes temos, ¢,(A ®3 B) < nl. Portanto
o sistema linear acima admite solucao nao trivial para todo n suficientemente grande e cada

solucao corresponde a uma identidade polinomial para A ®3 B. %

Observagao 3.1.6. Recentemente, Y. Bahturin e A. Regev em [7, Theorem 4.1] provaram

um andlogo ao Teorema 3.1.5.

3.2 My(K)®;E e M,(E)

Sejam A e B duas K-algebras, com A G-graduada e B H-graduada para alguns grupos
abelianos aditivos G e H. Sejam (4: G x G — K* e fg: H x H — K* bicaracteres
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antissimétricos em G e H, respectivamente. Suponha que, para todos a; € Ay, b; € By,

¢ =1, 2 tenhamos

Qg Qgy = ﬁA(gl7g2)ag2&91 € bhlbh2 = BB(hla hQ)bhzbhl'

Definimos 3: (G x H) x (G x H) — K* um bicaracter antissimétrico em G x H por

B((g1, 1), (g2, h2)) = Balgr, 92)Bs(ha, ha)

g = ) s 5 1 Ugo 1Yha-
(ag, ®p bhl)(agz ®p bn,) = B((g2, h2), (g1 hl))ag g, @ b, by

Assim temos

(ag, ®p b, )(ag, @p br,) = B((g2, h2), (91, h1))ag, ag, @g b, b,
= Ba(g2, 91)85(hs, hy)ag,ag, @g bp, by,
= 5A(92, 91)@9(’127 hl)ﬁA(gl, 92)5B(h1, h2)ag2%1 Xg bhy b,

= Qg,0q, Pp bhzbh1'
Por outro lado,

(agy @ bny)(ag, @ bn,) = Balgr, 92)B8(h1, ha)ag,ag, @ bp,ba,

e assim
Ba(g2, 91)B5(ha, hi)(ag, ®p bn,)(ag, ®pbn,) = ag,ag, @p bpybpy
logo
(ag, ®p bn,)(ag, ®p bn,) = B((g2, h2), (91, h1))(ag, @p bn,)(ag, @g br,)-
Portanto, [ (g, h1): T(gs,h0)]g € uma identidade graduada para A ®z B.

Agora seja G = 7Z,, X Z,, e tome £ uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Em M, (K)

defina as matrizes

010 . 0
g1 0 0

0 0 1 0
0 en? 0

0 00 1
0 0 1
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Temos AB = ¢BA e A® = B"™ = 1. Mais ainda, as matrizes A'B’, 1 < i,j < n sdo
linearmente independentes e formam uma base de M, (K).
Dado g € G, g = (F,5), T, § € Zy, defina a componente de G-grau g como o espago

unidimensional

(Mn(K))g = (A"B?).

Temos M, (K) = @gec(M,(K)), e, além disso, (M,,(K))y(M,(K)), € (Mp(K))g+n, 0 que
define uma G-graduacao em M, (K). Tome agora 3;: G x G — K* definido como (g, h) =
et onde g = (7,3), h = (t,7) € G. Temos que Cy;D;, = [41(g,h)DyC,, para todos g,
heGeC, Dye M,(K). As identidades para esta graduacao foram descritas em [6].

Teorema 3.2.1 ([6], Theorem 3.4). Seja M, (K) G-graduada como acima. Entao os polinomios

[xgv xgz]ﬁl = LgLgy — 61(91? gQ)xgzxgu 91,92 € G
formam uma base para as identidades G-graduadas de M, (K).

Denote por (3, o bicaracter antissimétrico em Zo definido como (3,(i,5) = (—1)¥. Daf

B = 132 é um bicaracter antissimétrico em G X Zo

Lema 3.2.2. Com a notagdo utilizada anteriormente, a dlgebra M,,(K)®@gE é [3-comutativa.
Mais ainda, nenhum monoémio nao nulo da forma (g, i) --.%(g, i), 95 € G, 1j € Zy, € uma

identidade graduada para M, (K) ®g E.

Prova: Para a primeira afirmagao ¢ suficiente provar que [z, i), Z(g.j)]3 = 0 é uma identi-
dade para M, (K) ®3 E. Isto consiste de uma verificagdo direta e serd omitida. A segunda

afirmacao também é ébvia. &

Corolario 3.2.3. O ideal das identidades G X Zs-graduadas para M, (K)®z E ¢é gerado por

todos os comutadores [T (g, 1), T(gq, )3, cOM (G1,1), (g2,7) € G X L.

Prova: A prova é similar a dada em [15, Theorem 4.1], veja também o Teorema 2.2.14 para
0 caso Zy-graduado. %
Por outro lado, M, (E) é G x Zs-graduada de modo natural. De fato, se (g,7) € G X Zs,

entdo a componente homogénea de grau (g,i) é E;A"B® onde g = (7,5) € G. O mesmo
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B definido acima é um fator de comutagdo para M, (FE), isto é, M,(E) é [B-comutativo.
Provamos, como no Lema 3.2.2, que nenhum monomio nao nulo é uma identidade graduada

para M, (F). Além disso, como no Corolério 3.2.3 temos

Corolario 3.2.4. O ideal das identidades G X Zo-graduadas para M,(E) é gerado por todos

os comutadores [T(g, i), T(go.)]3, COM (G1,%), (g2,]) € G X Zs.

Teorema 3.2.5. As dlgebras M,,(E) e M,,(K)®gE satisfazem as mesmas identidades G X Zs-

graduadas. Mais ainda, elas sao Pl-equivalentes no sentido usual.

Prova: Combinando os Corolarios 3.2.3 e 3.2.4 temos o resultado sobre as identidades

graduadas. A Pl-equivaléncia destas duas algebras segue disto. &

3.3  As dlgebras My on(E), Mx(E) e E®5"

Os resultados presentes nesta se¢cdo podem ser encontrados na tese [40, Capitulo 4], ver
também [19], mas com uma linguagem diferente. O objetivo de incluir estes resultados aqui
foi mostrar que o emprego dos bicaracteres e dos métodos desenvolvidos nesta tese podem
simplificar a exposicao, bem como torna-la mais transparente.

Seja K um corpo de caracteristica zero. Definimos o grupo multiplicativo G,, C Man(K)
da seguinte maneira: Gg é o grupo gerado por —1 em K, isto é, Go = {—1,1}. G; é o grupo

gerado por Ay ; e By 1, onde

0 1 0 -1
A1,1 = € B1,1 =
10 1 0
Suponha definidas as matrizes Ay, ..., Aupn € Biy, ..., Bypn de Mon(K). Definimos
Ay pity ooy Antint1, Bintts - oy Buging1 € Man+1(K) do seguinte modo:
Aiﬂ’b‘f‘l - 7 ) Bi,n-{—l - ' y se 1 S 1 S n.
Ai,n 0 Bi,n 0

Agora tome C,, = Ay, Asp ... ApnBaynBis ... Byyn € Isn a matriz identidade em Mon (K),

defina

0 C, 0 —Ixn
An—i—l,n-ﬁ-l = € Bn+1,n+1 =
C. 0 Ipn 0
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Lema 3.3.1. Para n inteiro positivo e para quaisquer, j < n, as sequintes relagoes ocorrem:
LA2, = —B2, =C2 = I
2. AinAiy, =—A; A, parai # j;
3. BinBj,=—B;,Bin, parai # j;
4. AinBj, =—DBj,A;,, para todo i, j;
5. AinCp = —ChA;n;

) )

Assim qualquer elemento do grupo G, pode ser escrito de maneira unica na forma
+ATLAS? A2 BT Byt L By, com (@, ..., Gan) € Z3". Observe também que pode-
mos definir um fator de comutagao [ a partir das relagoes no Lema 3.3.1.

Denote por H, o subconjunto {A7}, ... A% B2t . By | (4, ..., €a,) € Z3"}. Agora
denote por Hy, o conjunto formado pelos monomios tais que 212:1 a; = 0 (mod 2) e por
H, ,, o conjunto formado pelos mondmios tais que 2?21 a; =1 (mod 2). Agora, para A uma
dlgebra Zy-graduada, ARE = (A ® Ey) @ (A; ® E;) denota o envelope de Grassmann da

algebra A.

Lema 3.3.2 ([35], Lemma 1). Utilizando as notagdes acima, o conjunto H, forma uma
base de matrizes invertiveis para Man(K). Além disso, Hy,, e Hy, geram, respectivamente,
subespagos Maon (K)o € Man(K); em Mon(K), onde

MQH*l(K) O O Manl(K)

Mon (K)o = e Mo (K) = ,
0 Mgn—l (K) Manl(K) O

0 que define uma Zy-graduacio em Mon(K) de tal modo que Man(K)RE = Mon—1 9n—1(E).

Vamos agora definir uma Z3"-graduagio em Myn-190-1(E) da seguinte maneira: defina
0 espago Mon-19n-1(E) &, .. a,,) como sendo o espaco gerado pelo conjunto Hg, . a,,) =
{rAf, . A B B | v € Egyyooyan, }- Pelo Lema 3.3.1 segue que HoHy € Hoqor

1n t

para quaisquer a, o/ € Z3".
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Defina 5((0417'-‘705271)7(717"-77271)) - (_1)2221 i para (a17"'7a27’b)7 (71""77271) S
Z3". Assim 8 é um fator de comutagdo, ou seja, dados A, B € Myn-190-1(E) elementos

Z32"-homogéneos, AB = B(a,v)BA, para «, v € Z3". Logo ¢ ficil ver que

Togn My 01 (E)) = ([0, 2,]5)".

73" graduacdo. Para isto definimos a compo-

Para Myn(E) precisamos definir uma
nente de grau a = (@, ..., Q2,11) como sendo o espago gerado pelos elementos da forma
rAf,, ... By Co™ com r € EyUE;. Definindo 3 de modo andlogo ao 3 definido anterior-
mente temos (' ¢ um fator de comutagao para My« (E) e ¢ imediato ver que Tyan1 (Man (E)) =
([ar 2:]3)-

Vamos agora olhar para a algebra E®s%. Podemos definir uma Z5-graduagao em E®s*

(@1,..ak)

pondo: ¢ o espago gerado pelos elementos da forma a; ®p ... ®p a; tais que

Oz,(a;) = aj. Aqui § é como nos casos anteriores.

Portanto, temos os seguintes resultados.
Lema 3.3.3. Tzé(E@’ﬁk) = ([Ta, 24]3)-

Teorema 3.3.4. Mon—1 gn-1(E) ~ E®5 ¢ My (E) ~ E®s2n+1),



CAPITULO 4

IDENTIDADES Z-GRADUADAS
PARA W,

4.1 Identidades Z-graduadas em algebras de Lie

De agora em diante vamos considerar algebras de Lie graduadas pelo grupo aditivo dos
inteiros Z. Sejam X' = {x% %, ...}, i € Z, conjuntos infinitos enumerdveis e disjuntos de
varidveis. Defina X = U;czX". Denote por L(X) a dlgebra de Lie livre, livremente gerada
sobre K pelo conjunto X. Definimos uma Z-graduagao em L(X) como segue. Os elementos
de X' sdo de grau i, e se m, n € L(X) sdo de graus i e j, respectivamente, entao [m,n| tem
grau j + i. Consideraremos os comutadores escritos a esquerda, isto é, [u, v, w| = [[u, v], w].
Entao definimos L(X); como o espaco gerado por todos os elementos de grau ¢ em L(X). E
imediato que isto define uma Z-graduagao em L(X). Um polinémio f (xéll, . ,:1:;’;) € L(X)
¢ uma identidade graduada para a algebra de Lie Z-graduada L = @,¢z L, se f(ai,...,ax) =
0 em L para toda escolha de a; € L;,. Quando um tal polindmio for uma identidade

escreveremos f (lel, ...,x%) =0. O conjunto Ty(L) de todas as identidades graduadas para

* ik
L é o T-ideal graduado de L. E f4cil ver que é um ideal e que é fechado sob todos os

endomorfismos Z-graduados de L(X). O conjunto B = {f; | i € I} C Tz(L) de identidades

o7
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para L é uma base do T-ideal graduado se B gera Ty(L) como T-ideal graduado.
Recordamos que W; é a algebra das derivacoes do anel de polindbmios em uma variavel

K[t] e tem por base os elementos

d d d
—eg=t—,...,ep =t"T1— ...
a0 dt’

€_1 =

Além disso, a multiplicacdo em W, é dada por [e;, e;] = (j —7)e;4;. Para mais detalhes veja
o Exemplo 1.5.8 e a Observacao 1.5.17.

O principal resultado deste capitulo é o seguinte teorema.

Teorema 4.1.1. Seja car K = 0. As sequintes identidades graduadas

|21, 23] = 0, (4.1)
a[x%xg»xg] - 6[*%?’1':0% IES] =0, (4'2)
z? =0, (4.3)

ondei>—1,c#a+bb#a+c,a=(c—a)b—c—a), 5=(0b—-a)(c—b—a),d< -2,

formam uma base para as identidades Z-graduadas da dlgebra de Lie W7.

Mais ainda, provamos que as identidades graduadas de W nao admitem uma base finita.
Mais precisamente, mostramos que as identidades graduadas (4.1) e a maioria das identidades
(4.2) sao independentes. Isto é, as identidades independentes sao (4.1) e as de (4.2) com

a>b>c>—-lea#b+c.

4.2 Prova do teorema principal

As algebras consideradas aqui sao sobre um corpo de caracteristica 0. Portanto, todo T-
ideal graduado é gerado por seus elementos multilineares. Assim, consideramos apenas os

polinémios multilineares.
Lema 4.2.1. As identidades graduadas (4.1), (4.2) e (4.3) sdo vdlidas para Wj.

Prova: Seja Wi = @;czL; como na Observagao 1.5.17, entdo a identidade (4.3) é satisfeita
uma vez que Ly; = 0 quando d < —2. Também as identidades (4.1) sao validas, pois

dim L; = 1 quando i > —1. A validade de (4.2) é de verificagao imediata. &
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Denotemos por I o T-ideal graduado gerado pelos polinomios (4.1), (4.2) e (4.3). De
acordo com o Lema 4.2.1, temos I C Ty ().

Agora vamos apresentar algumas identidades graduadas que sao consequéncias dos gera-
dores de I. Com o objetivo de simplificar a notacao, escreveremos algumas vezes |z| para
denotar o grau homogéneo de um elemento de uma &algebra graduada.

Usando a identidade de Jacobi, vemos imediatamente que

[T, y,2] — [z,y,x] € I, [w9,23,21] — [T2, 21, 23) € ] (4.4)
se |z| = |y| e |x1]| = |x3] ou |xe| = |x1| + |x3]. Além disso, por indugao obtemos
[T1, To(2)s - - - Tom)] — [T1, T2, ..., xn] €T (4.5)
para toda permutagao o de {2,3,...,n}, se |za| = -+ = |z,
Lema 4.2.2. Sejam |x1| = |z4] € |22] = |z3|. Entdo
(21, T, T3, T4] — T4, 72, 23, 71] € 1, (4.6)
e, mais geralmente,
[T1, %9, .., T, Tn) = [Tns To(@), - - s To(n-1), T1) € I, (4.7)
onde o € uma permutacdo de {2,...,n— 1} e |z = |z, |x2| = = |Tp_1]-

Prova: Aqui e no que segue, u = v significa v = v (mod I). Temos [z, 9, 23,24 =

(1, X9, T4, x3] por (4.1). Desse modo, [x1, xa, x4, T3] = [T4, T9, X1, x3] por (4.4), e finalmente
por (4.1) obtemos [z4, xg, 1, 23] = [T4, T2, x3,21], como querfamos. Agora, (4.7) segue de
(4.6) por indugao. O

Lema 4.2.3. Se a+b# 0, entdo existe k € K (dependendo de a e b) tal que

(29, 25, 2%, 250 = k[2$T0, 24, 2%, 28], k€ K. (4.8)

Prova: Se a < —2 ou b < —2, a afirmacao do lema é trivial, assim suponha a > —1 e

b > —1. Aplicamos (4.4) para obter

[, 25, x5, 24*"] = [2§7°, 25, 21, 23])
= [I'Tba :Uga xclla xb] - [xz+b7 xg? $g, lez]

= [0§™, o1, 25, 23] — 257", 25, 23, ).
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Vamos considerar o comutador [[#$7°, 28], 25, 2¢]. Aplicando a identidade

podemos escrever

(5/05>[ i 56'3,561,33'2] - (ﬁ/&)[ it Z‘?,ch,wg].

(4.2) e por (4.4)

Isso é possivel se v # 0, isto é, a+b+a#aeb#a+b+a+a. Logosea#0ea+b+#0,

o resultado segue. Mas se a = 0, entdo |20, 25, 29, 28] € I e isto prova o lema. O
Observagao 4.2.4. Se a = —1 e b > 0, vemos facilmente que
1.6 . —1 b—17 _ b —1 . —1 ,b=1) — (b b—1 _—1 _—1
R A i e R R R B I U B R R

Lema 4.2.5. Sejam 0 < a < ¢ < b, entdo para algum k € K temos
b a+by — at+b _a ,.c b
[.171,.T2,LU3,.174+ ] :]{I[I4+ 1‘1,1’3,%2].

Prova: De 0 < a < ¢ < b segue que ¢ # a + b. Suponha primeiro que b
aplicando (4.2) obtemos

[Il,xS,JJS,(L’Zer] - k [.131,I3,xg,$z+b] - kl[[xtllvxg] xgaxfrb]'

Aplicando (4.2) varias vezes ao lado direito concluimos a prova deste caso.

Agora suponha b = a + ¢, entao por (4.1) obtemos

[x61l7$g’x§] = _[xg’xib’xg] = —[xg,:cg,a:‘f] = [I’g,l’g,l’ﬂ

e entao basta continuar como anteriormente.

Observacao 4.2.6. Recordamos que u = v significa w = v (mod I).

Definicao 4.2.7. Dado m = [z1,...,2,) € L(X), com |z;| = a;, 1 = 1,

(a1,...,ap) € uma sequéncia boa se:
1. a; > —1, para todo 1 =1,
2. 00+ -4+ap > —1, paral <t <n;

S.oar+ -+ F apr, paral <t <n-—1.

# a + c. Entao

.., n, dizemos que
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Observacao 4.2.8. 1. O monomio m nao esta no ideal I se, e somente se, a sequéncia
(a1, ...,0ap) € uma sequéncia boa.

2. Dado m = [x1,...,x,] € L(X), podemos escrever m como uma combinagdo linear de
comutadores que comecam com uma determinada varidvel x;. Assim, podemos supor que m
sempre comega com uma varidvel de maior Z-grau. Por exemplo, aquela que tiver o menor
indice.

Proposicao 4.2.9. Sejam |z| = |y| = —1, |zi| =a; > 0, parat =1, ..., nelx,z1,...,2,,y] ¢
1. Entao
[T, 21, s 2n, Y = Yy 21, - -+ 20, T
Prova: A prova sera por inducao em n.
Se n = 1, a afirmagao ¢ consequéncia de (4.4).
Para n = 2 temos que analisar dois casos.

Caso 1: a1 = . Neste caso basta usar (4.6).

Caso 2: oy # . Se ainda a; = as — 1, entao

[l’, 217z27y] = - [Zlax7227y] = _[ZlazZaxay] = _[Zlszayvx]
=-— [Zlayvz%x] = [y7217227x]
e temos a afirmacao.

Suponha entao que oy # as — 1. Se a3 + ay — 1 = —1 temos a; = as = 0 e basta usar o

Caso 1. Portanto podemos supor que (aq, as) # (0,0). Entao

[, 21, 220, y] =[xy, 21, 22] + [, 21, [22, W] + [, [21, 9], 22]
=[x, 21, [22,y]] + [7, [21, 4], 2]
=y, 20, 1, 21] — [y, 20, 21, ] + [y, 21, T, 23]
=0y, 20, 21, ] — [y, 22, 21, 2| + 0|y, 21, 22, 7]
=((B = Dv +9)ly, 21, 2, 2.

Aqui
ag(a) — g + 2) (g + 1) (g — g + 1) ar(ag — oy + 2)

Tl —mt Data) Tt Dlam—ait1) T (s —an+ Do +as
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Agora, nao ¢ dificil ver que (§ — 1)y + 0 = 1 e entdo o resultado segue quando n = 2.
Suponha n = 3. Consideraremos alguns casos para «aq, as € as.
Caso 1. Se a1 = ay = ag, entdo por (4.6) o resultado é imediato.
Suponha entao que pelos menos dois dos «; sejam distintos.
Caso 2. Se [x,z1,29] = 7[r,29,21] com v # 1, entdo, usando a hipétese da indugao,

teremos

T, 21, %2, 23, Y] =[x, [21, 22|, 23, Y| + [, 22, 21, 23, Y]

1
=y, [#1, 22|, 23, 2] + ;[% 21, 22, %3, Y|

(1 - ;)[95, 21, %2, 2’3>y] E[Z/, 21722723,53] - [?J, Z9, 21723735]
1
E[yu 2172272371'] - §[y7217 ZQ,Zg,f,U]
=1 — )|y, 21, 29, 23, x].
Y

Logo [z, 21, 22, 23,y = |y, 21, 22, 23, X].

Caso 3. Agora se v = 1, devemos ter oy = .

Subcaso 3.1. Suponha que [z, 21, 29, 23] = Oz, 21, 23, 20] com 0 # 1, entdo procedemos
como em Caso 2.

Subcaso 3.2. Se 6 = 1 teremos que ou as = a3, ou @y + ag = —1 + 1. Mas a primeira
possibilidade nos leva ao Caso 1, enquanto a segunda implica que a3 = —1, absurdo.

Caso 4. Nao existe v com |x, 21, 22| = Y|z, 22, 21]. Mas isso é possivel somente quando
) ) ) )

[z, 29,21] =0, isto é ag = —1 ou ay = —1 4+ 3. Como a; > 0 temos de considerar somente
a1 = —1 4+ ay. Temos
[T, 21, 22, 23, Y] = —[21, %, 22, 23, Y] = —[21, 22, %, 23, Y]

por (4.4). Entao —[z1, 29, x, 23, y] = [, [21, 22|, 23, y] € usamos a inducao.
Caso 5. Nao existe § como no Caso 3. Entao [z, 21, 23, 22] = 0 e temos que —1 + a1 = ag,

ou —1 + a7 + a3 = an. Neste caso escrevemos

[x7Z17227Z3ay] = [Ivzla [22,23},11/] + [.fE,Zl,Zg,Zg,y] = [x7Z17 [227Z3]7y]

e de novo usamos a inducao.
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Com isso concluimos o caso de n = 3.

Suponha entao que para todo monomio multilinear de grau menor que n nas variaveis z;

e que nao pertence a I, o resultado seja verdadeiro. Tome m = [z, 2z1,. .., z,, y] € seja
M=z, z1,..., 20,y — [y, 21, -, 2Zn, T].

Entao temos

m =[x, 21, ..., 2i-1, [2i, Zit1], Zit2s - o5 2 Y] F [Ty 215« oy Zis1y Zids Zis Zid2y - - s Zny Y-
Logo teremos pela hipdtese da inducao que

M= (Y, 21, -y Zic1s |Zis Zid1)s Zid2s -+ o5 Zns )+ [T3 205 o0 Zii 1, Zid1s Ziy Zik2s -+ 5 Zns Y-
Mas o de cima pode ser reescrito como

M = [1'7 Rlye vy Ri—1y Ridls Riy Rid2y+« - 5 2ms y] — [y, RlyewyRi—1yRidls Ris 542y - - - ,Zn,l'].

E bem conhecido que as transposicoes {(i,i+1) | i = 1,...,n— 1} geram o grupo simétrico
S,. Logo para mostrar que M = 0 é suficiente mostrar que para alguma permutacao o € .9,

vale M, = 0. Aqui M, é o elemento obtido de M aplicando-se a permutagao ¢ as variaveis

21y ey Zn.

Se vy = g = -+ = «, entdo o resultado segue de (4.7). Suponha portanto que pelo
menos dois dos «; sejam distintos, e que a é o maior entre aq, as, ..., a,, € @] > ay. Entao
se [x,z1, 23] = 0 teremos m = 0 e também M = 0, logo podemos assumir [z, 21, 23] Z 0.

Temos ag # —1 ey # as—1,logo [z, 21, 25] = plx, 22, 21], p € K. Mas p = 1 somente quando
a1+ ay = —1 ou a; = ay. Essas duas possibilidades sao descartadas pela escolha de a; e
(e, € assim temos p # 1, e podemos usar a hipdtese da indugdo. Com isso a demonstracao
da proposicao esta completa. &

Como consequéncia direta da proposi¢ao anterior, temos o seguinte coroldrio, que sera

de grande utilidade.

Corolario 4.2.10. Se m € L(X), m ¢ I é um monémio multilinear, entdo podemos per-

mutar as varidveis de Z-grau —1 sem alterar o coeficiente do monomio.
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Prova: Sejam = [x1,..., Tk, T, Y1, Y, Y, 21, -- -, 25 com |z| = |y| = —1 e |y;| > 0 para
todo 1 < ¢ < t. Sem # 0, entdo |z1| + --- + |xx| > 0. Denotamos a = [z1,...,2% €

m' = [a,x,y1,. ..,y y]. Pela proposi¢ao anterior temos

m/:_[xaaayl>"'7yt7y] = _[yaaayla"'aybx] = [a7y7y1a"'>yt7x]'

Assim podemos trocar duas entradas consecutivas de grau —1 em m e assim a demonstracao

estd completa. %
Lema 4.2.11. Seja m = [1,...,x,] € L(X) um mondémio multilinear tal que |x;| = a; > 0
parai=1, ..., n. Entio, se m & I, temos

m = klzy, x5, ..., 15, ],

onde k € K, |x;,| =aj,, oy =max{o; | 1 <i<n}, xy >x) exj <--- <z ,.

Prova: Podemos escrever m como uma combinacao linear de monomios que comegam com
uma variavel dada. Logo podemos supor que z; é a varidvel com maior Z-grau. Assim se
a, =oy+ay+ - +a; |+, entao a, = -0 = = ;. = 0, uma vez que «o; é
o maior grau. Analogamente para «;,., = aj + -+ o;,_,. Neste caso nada ha a fazer. Se
a, o+t eaq, F o+ 40, entao usando (4.2) e (4.5), se necessério,

podemos reordenar as variaveis como desejado. &

Lema 4.2.12. Seja m = [xy,...,x,] € L(X), m ¢ I um monomio multilinear tal que existe

uma unica varidvel de Z-grau —1. Denote por o; o Z-grau de x;. Se existe sequéncia boa

(a1, =1, ,,...) com a; o mdzimo dos Z-graus, entdo
m = klzy,z, 25, ..., %, ]
onde |x| = -1, k € K e |z;| = ay,. Se nao existe tal sequéncia boa, entdo
m = klz;,, ...,z ]

onde x| = —1 e |zj,| = ;.
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Prova: Suponha que existe sequéncia boa (ay, —1,;j,,...) com a; o maximo dos Z-graus,
que a variavel de grau —1 ocorra na posicao r + 1 e denote essa variavel por x. Temos m =
(1, ..., X1, Ty, ..., x,]. Observamos que a sequéncia (asq, ..., a,, —1,..., a,) tem que ser
boa. Entao qualquer parte inicial desta sequéncia também é boa. Se o, = a3+ -4+ a,_1 —1

entao como x; é a variavel de maior Z-grau temos dois casos para analisar:

Caso 1: ag =+ =q,_1 =0 e a, = a; — 1. Neste caso temos
m:[‘Ilax%'"7IT—17IT7‘I7"‘7$7I]
=[xy, we, [ 2], ] [, T, X X T

A 1ultima parcela estda em I, portanto
m = k[xq, [x,, 2], 29, .o Tp1y e ] = k[T, e, ey T, Ty

Mas neste caso tal sequéncia boa nao existe, um absurdo pois m ¢ I.

Agora considere a variavel y que esta imediatamente a direita de x em m. Seja m' =
(21, ..z, 2y 2| = ay |xe| = = || =0, |z, =a—1, |y| = b. Caso a > 1 podemos
escrever m’' = plxy, ...,z y,2],p € K, poisa+a—1>bea+b# —1. Se, por outro lado,

a=1,teremosb=1¢e

m' =[xy, v 2y = |1, .. 2 [2, 9]
=[xy, [z, y], 20, .. my] = (21,2, y, 20, . L Ty
Caso 2: g =---=a,_9=0, o, = a1 e a,_1 = 1. Teremos
m = [‘rlvx% vy L2, X1, Ly - 7‘rn] = kl[xlvxr—laxmx?x% sy Lp—2, -0y T
Mas
[‘rla‘rT—laxT7x7 s axn] :[xhxr—lv [CL’T,ZE], s 7xn] + [Ihxv"—laxaxrv s 7In]
= — [[xﬂx]w%.lyxrfl) s 7xn] + [567'717 [‘xrax]uxl? s wrn]
=—- [zraxw%l)xrflv s >xn]7
entdo m = k[xy, 2,2, Ty ..., Tp o, ..., T,| usando (4.4). Se o, # a3 + -+ + a,_1, entdo

podemos mover x uma posicao a esquerda no comutador. Repetindo esse procedimento e

usando o argumento anterior, se necessario, obtemos o resultado.



SEQAO 4.2 ¢ Prova do teorema principal 66

Agora, suponha que nao existe sequéncia boa da forma (g, —1,a;j,,...). Se a varidvel

de grau —1 ocorre na posicao r, entao
M= [T1, ey Tp1y Ty Ty 1y -+ -y Ty

Se o417 = g + - -+ + a1, entao como x; ¢ a variavel de maior grau devemos ter ap = - -+ =

a,—1=0¢e a1 =a;. Assim
m = [Z‘l,fo, vy L1, Ly g1y - - - axn] = k[Il,IT,$T+1,$27 vy Lp—2y - 7In]'

Portanto, 11 # a3 + - -+ + a,_1 e podemos mover x, uma posi¢ao para a direita. Pros-

seguindo com este raciocinio, obtemos o resultado. &

Lema 4.2.13. Nas notacoes do Lema 4.2.12, suponha que existem duas varidveis de Zi-grau

—1. Se existe sequéncia boa (0q,—1,aj,...) com a; o mdzimo dos Z-graus, entdo
m = k[T1, Tjy, Tjyy oo Tjp o)
onde |xj,| = —1, k € K e |x;,| = aj,. Se ndo existe tal sequéncia boa, entao
m = klzj,, ..., %5, 4, %]
onde |x;,| = —1 e |z;,| = aj,.

Prova: Suponha que as varidveis de Z-grau —1 ocorram nas posicoes ig e jo de m, ig # Jo.

Para simplificar a notagao vamos reescrever as varidveis T +1 = Y1, ..., Tigtjo—1 = Ui,
Tigtjo+l = 21, - -, Tip, = 2, Tip = T € Tj, = Y. Assim
m = [-1'17 ce Tig—1, Ly Y15 - -5 YL Y, 21 - - 7Zt]7
onde |z| = |y| = —1 e x1 é a varidvel de maior grau. Do lema anterior
[T1, e Tigm1, Ty Y1 - ) = K[, T, Ty Ty Yy - Yy
ou

[Ty Tige 1, Ty Y1y oo Yl = K[T1, Ty oo s Ty Yy - s Yy X
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Se ocorre o primeiro caso, o resultado segue pois

M= K[T1, T, Tayy ooy Ty Yy e s Yugy ZLy - - - 5 2t
Suponha entdao que m = [xy,...,Ti—1,2,Y, 21, ..., 2t), |2;| > 0 e |z]| > 0. Neste caso nao
pOdemOS ter —1 = |.1'1‘ +ot |xi0*1|’ IOgO m = kl[xla ey Lijg—2, Ty Tiy—1,Y, 21, - - '7Zt]' Se
|Tig—1| = |x1| + -+ + |®iy—2|, entdo como z; ¢é a varidvel com maior grau, devemos ter
|z = -+ = |z4—2| =0 € |z4—1] = |71]. Assim para |z1| > 1 temos
m Ekl[ﬁl, oy Ljg—2, Ty Tig—1,Y, 215 - - - Zt]
EkZ[xlyya Lig—1, L2y« «y Lig—2,Y, 215+« Zt]-

Agora, se |z1] = 1, entao
m = [xla'"7xi0717x7y7217"'>zt] = [$17"'7[xioflax]ayazla"'vzt] + [xla"'axazioflayazla"'
A dltima parte pertence a I, e como [z;,_1, x] tem grau zero, segue que

M= [T, T, g1y ey Yy 215 -+ 24,

e o resultado segue. Suponha entdo que nao existe sequéncia boa (ay, —1,a;j,,. .. ).

Suponha que |z1| = |x1| + - + |Tig—1| — 1 + |y1] + - - + |yi|. Devemos ter:

Caso 1: |r1] — 1 = |z] e |xo] = -+ = |xjy-1| = |u]| = -+ = |u| = 0. Logo, se
|z1| > 1, entdao m = k[z1,y,...] e por hipétese tal situacao nao ocorre. Logo devemos ter
lz1| =1edai m = [2',y7, 2719 = [y~ 2!, 271 t°]. Assim da Observacao 4.2.4 segue
que m = klx',t9 y=t 271

Caso 2: |x1| = |z1| e |22 + - - + |@ig—1| + |t1] + - - - + |w| = 1. Suponha |z;]| > 1. Temos
os seguintes subcasos para analisar:

Caso 2.1: |xo| = -+ = |xs,—1] = 0. Temos
m = k[xy,y,...]

o que é impossivel.

Caso 2.2: |y1| = -+ = |yl = 0. Teremos

m = k[l’l,ﬂjg,y,Z,ﬂfg, s LTig—1,Y1y - -5 Yl R - - >zt]-
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1 —

Dai podemos considerar m = [z1, 2,y !, 271, 5], Se|z1| # 2, entaom = klxy, vyt 2!, 271 o).

Logo |z1| = 2. Mas

[l’l,ZL'l,y_l, 2_1] :[1'1, [xlay_l]a Z_l] + [51317?/_

0 que nao é possivel.

1’ {L'l, Z_l]

E[Ila ['Tlvy_l]u 2_1] = k['rla 2_17 [x17y_1]] = k[$173_17y_1’x1]

Se |z1| =1, entdo |xe| = -+ = |zjy—1| =0, |y1| =1 e |z1] = 1. Dai
M =[T1, L0, ooy Tig1y Ty Yly e oy Yl Yy 215« -+ 2t
=[xy, T, Tig—1, [T 1], UL Y 21 2
+ [T1, %0, o Tig 1, Y1 Ty e e YL Yy 2Ly - e 2]
=[r1, Ty Tig— 1, [T 1], - YL Y 21 2
=k[xy, [x, 1], T2y oy Tig—1y e YL Yy 21y - - 2]
=[Y1, T, T1, Ty ooy Tig—1y e e ey Yl Yy 21y -+ 2t
=01, Y, Y1, T2, oy Tigty - oy Yls Yy 215 - - - 5 2t

que novamente é impossivel. Portanto |z1| # |z1|+- - -+|ziy—1| —1+|y1|+- - - +|ui| e podemos

mover y uma posicao para a direita. Repetindo esse argumento obtemos o resultado. &

Lema 4.2.14. Seja m = [z1,...,x,] € L(X), m ¢ I, um mondémio multilinear tal que

existem r varidveis de Z-grau —1. Denote por «; o Z-grau de x;. Se existe sequéncia boa

(a1, =1, ,,...) com a; o mdzimo dos Z-graus, entdo
m = klxy, x5, ..., 25, ]
onde |z| = =1, k € K e |z;| = «j,. Se nao existe tal sequéncia boa, entio
m = klzj,....xj, 7]
onde |z| = —1 e |z;,| = a;,. Mais ainda, podemos escolher x como sendo a varidvel de graw

—1 com o menor indice.
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Prova: Faremos a prova por inducao no numero de variaveis de Z-grau —1. Os casos de
nenhuma varidvel, uma variavel e duas foram feitos nos Lemas 4.2.11, 4.2.12 e 4.2.13, respec-

tivamente. Assim suponha que para r — 1 varidveis de grau —1, o resultado seja verdadeiro.

Se m = [x1,...,x,] possui r > 3 varidveis de grau —1, entao seja iy 0o menor indice tal que
a;, = —1, denote x;;, = x. Assim no monémio m = [r1,...,Tiy_1,%, Tig11,- - -, Ly temos
as >0, ..., aj,—1 > 0ea; > 1. Denotamos y = [x1,...,Ti—1,2] € em [y, Tigt1,- .-, Tn)

temos r — 1 variaveis de grau —1. Por induc¢ao temos que:

m = k[z1,...,Ti—1, 2], 25, ..., 2], onde o, = —1 (4.9)
ou
m = k[z1,. .., %1, 2], 25, ..., 2;], onde aj, = —1. (4.10)
Se ocorre (4.9), o lema estd provado. Se ocorre (4.10), entao considere o monémio
n=/[[z1,...,Ti-1,%,2;],...,2;]. Aplicando a hipdtese de inducao a n, temos
n = kl[z1,...,Tig—1,%, 4], T ..., 21,], onde o, = —1 (4.11)
ou
n = k[[l’l, ey Tjg—1, T, :1:]-1], Liyye-- ,iL‘lt], onde o = —1. (412)
Se acontece (4.11) nada ha a fazer. Se acontece (4.12), repetimos o mesmo raciocinio em
1, Tig—1, @, 25, ], 21y, - . ., 21,]. Assim temos que considerar o caso m = [z1,...,Zs, Y1, - - -,
Yry21,...21), m ¢ I, onde |x;] >0, |z;| >0, parai =1, ...,s j=1,....,lely| ==
ly.| = —1. Neste caso nao podemos ter —1 = |x1|+- - -+ |x,], logo m = kq[x1, ..., 1, Y1, Ts,
Y2y ooy Yy 21, - - - 21). Agora, se |z = |z1|+- - - +|zs-1], entdo como z; é a varidvel com maior
grau, devemos ter |zg| = -+ = |z5_1] = 0 e |xs] = |z1|. Assim para |z;]| > 1 temos
m=ki[T1, o T 1, Y1y Ty Y2y - e s Ypy 215 - - - 21
EkZ[xla Y1, L5, X2y« ooy Xs—1,Y25 -« o3 Ypry Z15 -+ oy Zl]'

Se |z1| = 1, entdo m possui no maximo duas varidveis de grau —1, e este caso foi feito
no Lema 4.2.13. Portanto o lema esta provado.

Agora, da Proposicao 4.2.9 podemos permutar as varidveis de grau —1. Assim podemos
escolher sempre a de menor indice, por exemplo, para colocar na segunda ou tltima entrada

de m. &
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Corolério 4.2.15. Seja m = [x1,...,x,] € L(X), m ¢ I, um mondmio multilinear de grau
n, o = |r;| ey = max{oy; | © = 1,...,n}. Se eziste pelo menos uma varidvel de Z-grau
—1, entao

m = klzy, x5, ..., 25, ],
onde k € K e aj, = —1, se existe sequéncia boa (o, —1,aj,,..., a5, ), se nao o, , = —1.

Mais ainda, podemos escolher xj, ou x;,, conforme o caso, como a varidvel de grau —1 com

o menor indice.
Prova: Segue imediatamente do lema anterior. &
Teorema 4.2.16. T, (W;) = 1.

Prova: Seja f € L(X) uma identidade multilinear de W;. Se o grau de f é 3, entao f € I.
De fato, podemos supor que a variavel de maior Z-grau estd no comeco dos comutadores.
Assim,

f=ale®, ", 2 + Blat, 25,4,
ondea>b,a>cea, f€K.

Se b = a entdo f = [[z?, 2¢,y%] e dai como f ¢ identidade devemos ter f € I. Analoga-
mente para ¢ = a. Suponha entao b # a e ¢ # a. Se b = a + c ou ¢ = a + b, entao também
obtemos f € I. Assim também devemos supor b # a + c e ¢ # a + b. Com esta hipdtese
obtemos

f=nl 2%y,
E aqui também f € I.

Assim podemos considerar somente identidades de grau maior ou igual a 4. Tome f uma

identidade multilinear nas variaveis z1, ..., x, e |z;] = a;, de menor grau tal que f ¢ I. Se
a; > 0parai=1, ..., n entao pelo Lema 4.2.11, podemos escrever

f = ]{?[l’jl, e ,ZL‘jn]
ke K, |zj| =aj, vj, =max{a; | 1 <i<n}, z;, >z, ex;, <---<xj. Logo f é uma
identidade de W se, e s6 se, f € I. Agora se existe r tal que |z,.| = —1, entao pelo corolario

anterior temos dois casos para analisar:
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Caso 1: f =) Nlzj,z,z4,...,z; ,] onde z;, é a varidvel de maior Z-grau e |z| = —1.
Neste caso podemos substituir o comutador [z}, , x] por uma varidvel y tal que |y| = |z, | — 1.
Assim obtemos um polinomio g de grau menor que f e que é identidade de W;. Logo g € I
e portanto f € I. O que é um absurdo.

Caso 2: f =3 NilTo(y)s - > Ta(jn_r), Tjo) onde |zj,| = —1. Escreva f = [g,x;,] onde g é
um polinémio de grau n — 1. Se g nao ¢é identidade para Wi, entao o Z-grau de g é —1, pois
f é identidade. Dai f € I o que é um absurdo. Logo, g é identidade. Mas da escolha de f,
devemos ter g € I e portanto f € I, novamente um absurdo. Logo T7(W;) C I.

Agora, pelo Lema 4.2.1 temos a outra inclusdo, portanto 17(W;) = I. &

4.3 Independéncia das identidades graduadas

Denote por f; = [2¢, 2] € L(X) os polindmios graduados de (4.1). Denote também por A a
menor algebra de Lie ndo abeliana: A tem uma base consistindo de ey, es € [e1, €3] = €. Seja
A; uma copia de A, e defina Wi,y = (@ _1L;) ® (Pisn(L; ® A;)). Além disso, a Z-graduagao
em W, é dada por W) = @;>_1L;. Entao W(,) é um espaco vetorial Z-graduado cuja i-ésima
componente homogénea ¢ L; se i < n, e L; & A; caso contrdrio. A multiplicacao em W,
¢ definida como segue. Os elementos de L; e L; multiplicam-se do mesmo modo como os
elementos em W;. Além disso, [L;, A;] = 0 para todos i e j, finalmente se a € A;, b € A;

entdo [a,b] € A;1; é definido como o colchete de a e bem A = A, ;.

Lema 4.3.1. A dlgebra W, satisfaz as identidades graduadas f;, 1 <1 < n. Ainda Wy,

nao satisfaz nenhuma identidade graduada f;, j > n.
Prova: Ambas as afirmacoes sao imediatas. %

Corolario 4.3.2. O conjunto de polinomios {f; | i > —1} € um conjunto independente de

identidades graduadas em L(X).

Prova: E uma consequéncia direta do Lema 4.3.1. %
Agora denotamos por fu. = afz§, x5, 2§] — Blxd, x5, 25 a identidade graduada definida
m (4.2). Observe que o = (¢ —a)(b—c—a) e f = (b—a)(c—b—a). Primeiro note que

quando ¢ = a temos a = 0 mas o segundo comutador de f,,, se anula devido a identidade
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graduada (4.1), e analogamente para b = a. Dai supomos b # a e ¢ # a. Mais ainda, se
b = c+a entdo a = 0 mas o segundo comutador em fu,. se anula também por causa de (4.1).
Assim podemos supor b # a + ¢ e analogamente ¢ # a + b. Observe também que se ¢ = b
entao temos [z¢, 23, 28] — [x¢, 28, 2] que pertence ao ideal graduado gerado pelas identidades
(4.1). Logo podemos supor também que b # c¢. De modo semelhante, se a = b + ¢ obtemos

(29, 25, 25 — [29, 25, 28] estd no ideal graduado gerado por (4.1). Portanto devemos supor

a#b+c.

As consideragoes anteriores provam o seguinte Lema.

Lema 4.3.3. Os polinomios (4.1), (4.3) e (4.2) com a, b, ¢ distintos e a # b+¢, b # a+c,

c# a+b, formam uma base das identidades Z-graduadas de W7 .

Vamos impor mais algumas restri¢oes nas identidades graduadas do tipo (4.2). Considere

a identidade graduada
Foae = ok 28, 25) — 8lab, a5, 2%], 7= (c—b)(a—b—c),0 = (a—b)(c—a—b).
Os lemas seguintes sao imediatos.

Lema 4.3.4. Se uma dlgebra de Lie Z-graduada L satisfaz as identidades graduadas fup. e
frac com a, b, c como no Lema 4.53.3, entao L satisfaz a identidade graduada feqp. Em outras

palavras, a identidade graduada f.qp seque de fope € frac.
Prova: Temos f.q = —v[z§, 7%, 25] + afz§, 25, ¢]. Assim a afirmagao segue de uma simples

manipulagdo com as expressoes de fupe € frac- &
Lema 4.3.5. A identidade graduada fya. seque de fope.

Prova: Usando a identidade de Jacobi, temos

fabc = 06[33(1173737 xg] - ﬁ[aﬁv SEg,Q?g]
= alaf, a5, x5] + Blag, o5, 2§] + Blz5, 2, 5]

= (ﬁ - a)[:tg,l’(f,l‘g] - ﬁ[l’g,l‘g,ff],

0 que ¢ exatamente fy,., uma vez que o = —f e é facil verificar que v = o — . &

De fato, segue da prova que fupe € frae S0 equivalentes como identidades graduadas.
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Proposicao 4.3.6. As identidades graduadas fu., onde a, b e ¢ sdo como no Lema 4.3.3,

e além disso a > b > ¢, sao independentes.

Prova: Fixe uma tripla (a, b, ¢) de inteiros tais que a > b > ¢ > —1 e a # b+ ¢. Devemos
construir uma algebra de Lie Z-graduada L. que satisfaca todas as identidades do tipo (4.1)
e (4.3). Mais ainda, L. ird satisfazer todas identidades graduadas fy ., comu > v > w > —1
e tais que (u,v,w) # (a,b,c). Além disso, fu. nao serd uma identidade graduada para Lgpe.
Claramente a existéncia de tal dlgebra prova a proposicao.

Vamos comegar com a algebra Wi = @;>_1L;. Os elementos e; geram L;, para todo 7 >
—1, elei, ej] = (j—i)e;r;. Adlgebra Loy, = @;>_1H; é Z-graduada com a i-ésima componente
homogénea igual a H; quando ¢ > —1 e 0 caso contrario. Dali ela satisfaz as identidades
graduadas (4.3). Definimos H; = L; para todo i € Z \ {a,b,c,a+b,a+ c¢,b+ c,a+ b+ c}.
Tome elementos h, € H,, h, € Hy, e h. € H. que centralizem W, isto é, [hy,e;] = 0 para
todo i e todo k = a, b, c. Seja

[hm hb] = ha+b € Haera [hba hc] = hbJrc S HbJrca [hm ha] = thra € Hc+a

e coloque [haip, hel = hatvre € Hovvres [Pore, Pa] = Raspre. Desde que Ly, deve satisfazer a
identidade de Jacobi devemos ter [heyq, hp] = —2h41pie. Todos os outros produtos entre os
h’s definimos como 0.

Vamos calcular
fave(hay ho, he) = (b — a)(c — a — b)[ha, hp, he] — (¢ — a)(b — a — ¢)[hq, he, )
=b—a)(c—a—Db)horpie+2(c—a)(b—a— c)hgipre
Mas (b—a)(c—a—b)+2(c—a)(b—a—c) # 0 em Z pois ambos os somandos sao negativos.

Isto conclui a prova uma vez que é evidente que L. satisfaz todas as identidades graduadass

Juvw €xceto por fope. &

Como os resultados anteriores temos o seguinte teorema.

Teorema 4.3.7. As identidades graduadas (4.1), (4.3) € fape coma >b>c > —1, a # b+c,

formam uma base minimal para Ty (Wy).

Corolario 4.3.8. As identidades Z-graduadas para a dlgebra de Lie Wy sobre um corpo de

caracteristica 0 nao admitem uma base finita.
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4.4 Consideracoes finais

As identidades ordinarias de W; sao desconhecidas. E bem sabido e facil verificar que W,
satisfaz a identidade de Lie standard s;. Nao se sabe se as identidades ordinarias de W;
admitem uma base finita. A determinacao dessas identidades é um importante problema
em aberto na teoria das identidades em algebras de Lie. A algebra W, é simples para todo
n > 1, e é muito importante para a teoria.

Pode ser interessante determinar as identidades graduadas da algebra de Lie W,, para
n > 2. Podemos considerar esta algebra graduada naturalmente por Z", onde acreditamos

que os resultados irao ser obtidos com argumentos semelhantes aos usados aqui.
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