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Resumo

Neste trabalho estudamos os produtos tensoriais de T-ideais T-primos sobre corpos in-
finitos. O comportamento destes produtos tensoriais sobre corpos de caracteristica zero
foi descrito por Kemer. Primeiramente mostramos, usando os métodos introduzidos por
Regev, que tal descricao vale se nos restringirmos apenas aos polinomios multilineares.
Num segundo momento, aplicando identidades graduadas, mostramos que o Teorema sobre
o Produto Tensorial ¢ falso para os T-ideais das dlgebras M, (F) e E® E, onde E ¢é a
algebra de Grassmann com dimensao infinita; M; (E) consiste das matrizes 2 x 2 sobre £
tendo somente elementos pares (i.e. centrais) de E na diagonal principal, e a outra dia-
gonal consistindo de elementos impares (anticomutitativos) de E. Entao voltamos nossa
atencao para outros produtos tensoriais e estudamos suas respectivas identidades graduadas.
Obtivemos novas demonstracoes de alguns dos casos do Teorema sobre o Produto Tensorial
de Kemer. Note que estas demonstracoes nao dependem da teoria sobre a estrutura dos
T-ideais, mas sao “elementares”. Finalmente, usando outra vez identidades polinomiais
graduadas, mostramos que o Teorema sobre o Produto Tensorial nao ¢ valido em mais um
caso: quando o corpo base possui caracteristica positiva. Isto vem para mostrar novamente
que a teoria sobre a estrutura dos T-ideais é, essencialmente, uma teoria sobre identidades

polinomiais multilineares.
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Abstract

In this work we study tensor products of T-prime T-ideals over infinite fields. The behaviour
of these tensor products over a field of characteristic zero was described by Kemer. First we
show, using methods due to Regev, that such a description holds if one restricts oneself to
multilinear polynomials only. Second, applying graded polynomial identities, we prove that
the Tensor Product Theorem fails for the T-ideals of the algebras M; 1 (£) and E® E where
E is the infinite dimensional Grassmann algebra; M (£ consists of the 2 x 2 matrices over
E having even (i.e. central) elements of E in the main diagonal, and the other diagonal
consisting of odd (anticommuting) elements of E. Then we pass to other tensor products
and study the respective graded identities. We obtain new proofs of some cases of Kemer’s
Tensor Product Theorem. Note that these proofs do not depend on the structure theory of
T-ideals but are “elementary”ones. Finally, using graded polynomial identities once again,
we show that the Tensor Product Theorem fails in one more case when the base field is
of positive characteristic. All this comes to show once more that the structure theory of

T-ideals is essentially about the multilinear polynomial identities.
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Introducao

As algebras de matrizes sobre anéis, bem como as algebras comutativas e algebras de
dimensao finita sao objetos de estudo de grande importancia devido ao seu amplo espectro
de aplicagoes. FKEstas dlgebras sao exemplos de estruturas que compartilham o fato de
satisfazerem relacoes polinomiais entre seus elementos. Mais precisamente, para cada uma
das dlgebras acima, existe um polinomio f(z1,...,x,) com varidveis ndo comutativas que
se anula quando avaliado nos elementos desta algebra. A algebra que cumpre esta condi¢ao
é chamada dlgebra com identidade polinomial, ou simplesmente PI-dlgebra. Seu estudo, a
grosso modo, consiste em relacionar o efeito das identidades polinomiais na estrutura das
algebras que as satisfazem.

Historicamente, o desenvolvimento da Teoria de Identidades Polinomiais comecou a
se intensificar em torno dos anos 1950, época da publicacao do celebrado Teorema de
Amitsur-Levitzki, um resultado cldssico que mostra que a dlgebra das matrizes de ordem
n satisfaz a identidade “standard” de grau 2n. Contemporaneamente, Specht levantou a
seguinte questao: “Toda algebra associativa possui uma base finita para suas identidades
polinomiais?”. A busca pela resposta a esta pergunta, que ficou conhecida como o Problema
de Specht, motivou o boa parte do desenvolvimento desta teoria, onde inicialmente eram
consideradas apenas algebras sobre corpos com caracteristica zero.

O Problema de Specht foi respondido afirmativamente em 1987, quando Kemer apre-
sentou sua densa Teoria sobre a Estrutura dos T-ideais. Um fato importante em seu estudo
foi a classificacao das algebras T-primas sobre corpos com caracteristica zero.

Pela dificuldade de trabalhar com identidades polinomiais, em alguns momentos torna-
se interessante considerarmos outros tipos de identidades, tais como identidades fracas,
identidades com tracgo, com involucao e graduadas. Estas ultimas tém atraido a atencgao

dos pesquisadores, nao s6 pelo seu valor intrinseco, como também por possuir aplicagoes



independentes. Por exemplo, como veremos em nosso trabalho, as identidades graduadas
téem um papel muito importante na teoria de Kemer.

Dentre outras conseqiiéncias dos estudos de Kemer, destacamos o Teorema sobre o
Produto Tensorial (TPT). Este resultado estabelece a igualdade de identidades satisfeitas
por algebras sobre corpos com caracteristica zero. Demonstragoes alternativas para as afir-
macoes do TPT foram obtidas por diversos autores de forma independente, com o intuito de
chegar a estes resultados de maneira mais “elementar”. Estes estudos, em sua grande parte,
fazem uso direta ou indiretamente das identidades graduadas. Como acontece freqtiente-
mente nas ciéncias, a resposta a uma pergunta levanta outras perguntas, e a teoria citada
acima nao é uma excessao. Uma pergunta natural que surge com relagao ao TPT é a veraci-
dade deste teorema quando consideramos algebras sobre corpos com caracteristica positiva,
e é nesta direcao que foi realizado nosso trabalho. Um dos obstdculos que aparecem é o
surgimento de novos T-ideais T-primos, chamados de T-ideais irregulares, cuja descri¢ao
completa ¢ ainda um problema em aberto e, levando em consideragao que pouco se sabe
sobre as identidades polinomiais satisfeitas por algebras importantes, mesmo sobre corpos
com caracteristica zero, temos uma idéia da dificuldade em lidar com esta generalizacao.

Neste trabalho, apresentaremos os resultados obtidos nos artigos [3] e [4], onde usamos
identidades graduadas em algebras T-primas com graduagoes convenientes para obtermos
informagoes sobre as identidades ordindrias que estas satisfazem e investigamos a validade
do TPT em caracteristica positiva, obtendo-se dentre outros resultados, bases para as iden-
tidades graduadas consideradas em cada caso e contra-exemplos para as afirmacoes do
teorema citado acima.

O texto esta organizado em quatro capitulos, onde procuramos fornecer detalhes omiti-
dos nos artigos que originaram este trabalho. Os capitulos estao estruturados da seguinte
forma:

O primeiro é um capitulo preliminar, onde apresentamos formalmente alguns dos nossos
principais objetos de estudo, bem como alguns aspectos histéricos e resultados classicos que
motivaram o desenvolvimento da Teoria de Identidades Polinomiais, ou simplesmente PI-
teoria. Este capitulo auxilia o leitor como referéncia quanto aos resultados e a terminologia
empregada nos seguintes.

No segundo capitulo é apresentado o conceito de dlgebra supercomutativa, e estudam-se

as identidades Zj-graduadas das algebras M;;(E) e E ® E, onde E denota a algebra de



Grassmann (ou exterior); £ ® E ¢é o quadrado tensorial de E; M ;(E) é uma subalgebra
especial de My(F), e estas dlgebras sdo formalmente definidas no primeiro capitulo. Neste
capitulo, construimos modelos adequados para as algebras relativamente livres nas varie-
dades determinadas pelas dlgebras acima, muito importantes para o desenvolvimento dos
capitulos seguintes. Os resultados aqui apresentados encontram-se em [16]. Eles represen-
tam uma generalizacao, para corpos com caracteristica positiva, de alguns resultados de Di
Vincenzo em [7].

O terceiro capitulo contém uma exposicao mais detalhada do artigo [3] onde, seguindo os
passos de Regev em [18], demonstramos a “versao multilinear” do Teorema sobre o Produto
Tensorial em caracteristica p > 2. Encerramos o capitulo mostrando que, em caracteristica
positiva, temos a inclusao prépria T (M, 1 (F)) C T(E ® E), exibindo um polinémio que é
uma identidade de F® FE, e ndo é uma identidade de M; ;(F). Naturalmente, tal polinomio
depende da caracteristica p do corpo base. Este fato fornece um contra-exemplo para a
terceira afirmacao do TPT.

O capitulo final de nosso trabalho faz um estudo sobre as identidades Z,, X Zy-graduadas
das élgebras M, ,(F) ® E e M,,(E) (estas dlgebras também sado formalmente definidas no
primeiro capitulo). Exibimos bases para as suas identidades graduadas, de modo semelhante
ao Capitulo 2. Também fazemos uso dos métodos introduzidos em [24], [25] e desenvolvidos
em [1]. Aqui, veremos que a &lgebra M, ,(F) ® E satisfaz certas identidades graduadas
que nao sao satisfeitas por Ms,(E) quando a caracteristica do corpo base é p > 2. E
interessante observarmos que a diferenca entre os respectivos T-ideais graduados se da
apenas em monomios. Isto é, a algebra M, ;,(F) ® E satisfaz uma identidade monomial que
nao é satisfeita por M,,,(F). Encerramos nosso trabalho estudando em detalhes o caso
a = b = 1. Exibimos bases finitas das respectivas identidades graduadas e encontramos
uma identidade ordindria satisfeita por M) ;(F) ® E, mas niao por M,(E). Neste caso,
explicitamos o mondmio que cumpre esta condigao, mostrando que M; 1 (E) @ E e My(E)
nao sao Pl-equivalentes quando K é um corpo infinito com caracteristica p > 2, como feito
em [4].

Acreditamos que os resultados contidos neste trabalho contribuem para um melhor
entendimento da natureza dos T-ideais em caracteristica positiva, uma tarefa cuja solugao

completa ainda estd além de nosso conhecimento atual.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo, apresentaremos alguns dos principais objetos de estudo da Teo-
ria de Identidades Polinomiais, ou simplesmente Pl-teoria. Aqui recordaremos, em geral
sem demonstragao, resultados classicos e de importancia para nosso trabalho, bem como
alguns problemas que motivaram o desenvolvimento desta teoria. Além disso, também
estabeleceremos a notagao e terminologia usada nos capitulos seguintes.

No decorrer de todo o texto, exceto mencao explicita do contrario, K denota um corpo
arbitrario de qualquer caracteristica. Todos os espagos vetoriais (portanto todas as algebras)

e produtos tensoriais serao considerados sobre K.

1.1 Conceitos basicos sobre algebras

Como este trabalho dedica-se ao estudo de algebras com identidades polinomiais, comeca-

remos com a definicdo do nosso principal objeto de estudo.

Definigao 1.1 Um espaco verorial A é dito uma dlgebra (ou K-algebra) se esta definida
uma operacao bindria - : A x A — A (chamada multiplica¢cdo) que satisfaz, para quaisquer

a,b,c € Ae o€ K, as seguintes propriedades:
(1) (a+b)-c=a-c+b-c,
(2) a-(b+c)=a-b+a-c,

(3) afa-b) =(aa)-b=a-(ab).



Por simplicidade, escreveremos simplesmente a b ao invés de a - b.

Definigao 1.2 Seja A uma &algebra.
(1) A é dita associativa, se (ab) c = a(bc), para todo a,b,c € A.
(2) A é dita comutativa, se ab = ba, para todo a,b € A.

(3) A é dita wnitdria, se possui uma unidade. Isto é, um elemento 14 € A tal que
lya =aly = a, para todo a € A. No decorrer do texto, freqiientemente usaremos

simplesmente 1 ao invés de 14.

Em todo o texto estaremos trabalhando, em geral, com algebras associativas e unitarias.
Portanto, daqui em diante (exceto mengao explicita do contrério), o termo dlgebra deverd

ser entendido como dlgebra associativa unitdria.

Exemplo 1.3 Seja V' um espago vetorial com base enumeravel {e; | i € I}. A dlgebra de
Grassmann (ou algebra exterior) E' = E(V) é a algebra associativa gerada por {e; | i € I}

que satisfaz as seguintes relagoes:
e;e; +eje; = 0, para todo i, 7 € I.

E se a caracteristica de K for igual a dois, e? = 0, para todo i € 1.
Note que D = {1, ¢e;,---e;, |1 <i3 <+ <i,,r=1,23...} é uma base de E. Além
disso, se V,, é o subespago de V' gerado por {ey, ..., e,}, denotaremos por FE(V,,) sua élgebra

de Grassmann correspondente.

Exemplo 1.4 Seja A uma élgebra. Considere A? = A, como espaco vetorial. Definimos

em A° a multiplicacao * como:
a*b=ba, para todo a, b € A”.
Dessa forma, A°? é uma algebra, chamada de dlgebra oposta de A.

Defini¢ao 1.5 O subespago (vetorial) B da édlgebra A é chamado uma subdlgebra se para
todo by, by € B, temos by by € B. O subespaco I de A é chamado de ideal a esquerda se para
todoa € Aei €I, temos at € I. De modo analogo, define-se ideal a direita. Um ideal

bilateral (ideal & esquerda e direita ao mesmo tempo) é chamado simplesmente de ideal.
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Exemplo 1.6 O conjunto C(A) ={a € A | ax = xa, para todo x € A} é uma subélgebra
de A. Esta subdlgebra é chamada de centro de A e seus elementos sao ditos centrais.
Quando A = E (a algebra de Grassmann) temos que C(E) = Ey, onde Fy é o subespago
de E gerado por Do = {1, ¢;,---¢; |1 <3 <+ <ip, 7 =2,4,6,...}.

Exemplo 1.7 Seja M, (E) a algebra de matrizes sobre a dlgebra de Grassmann E. Para
quaisquer a, b € N tais que a + b = n, verifica-se através das regras de multiplicagao de

matrizes (em blocos) que o conjunto:

Ey ... Ey|lE ... E
axa | axb
M, ,(E) Ey ... Ey|lE ... E;
a,b -
El E1 EO EO
bxa o bxb
E, ... E|E ... E

¢ uma subdlgebra de M, (F).

Definicao 1.8 Uma transformagao linear ¢ : Ay — A, entre as dlgebras A; e Ay é dita

um homomorfismo (de dlgebras) se:
o(ab) = p(a) p(b), para todo a,b € A;

e, além disso ¢(1) = 1. Analogamente as demais estruturas algébricas, chamamos isomor-
fismo quando ¢ for um homomorfismo bijetor (e denotaremos A; = A,), mergulho quando
for injetor, endomorfismo quando for um homomorfismo de uma algebra sobre ela mesma,

e automorfismo quando for um endomorfismo bijetor.

Exemplo 1.9 Seja A" uma &algebra sem unidade. Podemos mergulhar A" numa &lgebra
com unidade. Com efeito, considere A = A’ @ K como soma direta de espacos vetoriais.

Definimos em A a seguinte multiplicacao:
(a,a) - (b,8) = (ab+ fa + ab,af), para todoa,b € A', a,f € K.

Temos que (0,1) é uma unidade em A e a inclusdo A" — A é um mergulho. Dizemos que

A é obtida através de A’ por introducdao formal da unidade.

6



O préximo resultado é muito comum nas estruturas algébricas e é geralmente denomi-

nado Teorema do Isomorfismo.
Teorema 1.10 Seja ¢ : Ay — Ay um homomorfismo. Entao o nicleo de o,
ker o ={a € A | p(a) = 0}

¢ um ideal de Ay e a dlgebra quociente A /keryp € isomorfa a sua imagem

p(Ar) = {p(a) [a € Ay}

1.2 Algebras com identidades polinomiais

Nesta se¢ao, definiremos as algebras com identidades polinomiais, uma classe muito impor-
tante de algebras, pois além de surgirem como uma generalizacao das algebras nilpotentes,

comutativas e de dimensao finita, mantém boas propriedades das classes citadas acima.

Definigao 1.11 Para o conjunto X = {x1,xs,...} de varidveis, K(X) denota a dlgebra

associativa livre. Isto é, K(X) tem como base os elementos da forma:
TiyTiy o Ty, Ty € X, n=0,1,2,...,
e multiplicacao definida por:
(@iy - i, ) (@, o @5,) = iy - T Ty - T, T, T € X

Os elementos de K(X) sao chamados polinémios.

O subespago K(X)" C K(X) gerado pelos elementos x; x;, «--x;, ;. € X, n =

J

1, 2, ..., é uma subdlgebra chamada de dlgebra associativa livre sem unidade.

Observe que a élgebra K(X) definida acima é, em outras palavras, a algebra dos

polinomios nao comutativos.

Definigao 1.12 Sejam 0 # f = f(z1,...,2,) € K(X) e A uma algebra. Dizemos que f,

ou a expressao f = 0, é uma identidade polinomial de A (ou para A), se:
f(ay,...,a,) =0, para todo ay,as, ..., a, € A.
Se A satisfaz uma identidade polinomial nao trivial, dizemos que A é uma PI-dlgebra.

7



Exemplo 1.13 Seja A uma Pl-algebra. E imediato que a algebra oposta A é uma PI-

algebra e satisfaz as mesmas identidades de A.

Exemplo 1.14 Recordemos que uma algebra A (sem unidade) é chamada nil de indice
limitado se existe n € N tal que a" = 0, para todo a € A, e é chamada nilpotente se existe
m € N (chamado indice) tal que a;ay---a, = 0, para quaisquer ai, as,...,a, € A. E
imediato que toda algebra nilpotente é nil de indice limitado.

Toda algebra nil de indice limitado (em particular toda algebra nilpotente) é uma PI-
algebra, pois o polinomio f(x) = 2™ é uma identidade polinomial de A. Quando a algebra
A é nilpotente de indice m, o polinémio f(zq,x2,...,Ty) = 122+ T, também é uma

identidade polinomial de A.

Exemplo 1.15 Toda dlgebra comutativa A é uma PI-dlgebra, pois o polinomio f(z1,z5) =

1Ty — Tox1 = [x1, T3] (comutador) é uma identidade polinomial de A.

Exemplo 1.16 A élgebra de Grassmann E é uma Pl-algebra, pois um calculo direto usan-
do os elementos da base de E' mostra que f(z1,xe,23) = [[x1,22], 23] = [21, 22, 23] é uma

identidade polinomial de FE.

Exemplo 1.17 Seja A uma élgebra de dimensao finita, onde dim(A) < n. Entdo A é uma
PI-algebra, pois satisfaz uma generalizacdo do polinémio comutador [x7,zs], conhecida

como identidade “standard” de grau n:
5n<x17 <o 73711) = Z <_1)U:CU(1) “To(n),
O'GSn

onde (—1)7 é o sinal de 0 € S,,, o grupo das permutagdes de n elementos. A algebra A

também satisfaz a identidade de Capelli:
dn(xb ey T Y, .- 7yn+1> = Z (_1)0?/13:0(1)?/2 o YnTo(n)Ynt1-
gESy,

Para verificarmos as afirmacoes acima, basta fazé-lo para uma base de A, pois os polinomios

s, e d, sao lineares nas varidveis x;’s.



1.3 Variedades, T-ideais e algebras relativamente livres

A seguir, apresentaremos as variedades (de dlgebras associativas) que classificam as PI-
algebras de acordo com as identidades que estas satisfazem. Dentro das variedades, encon-
tram-se seus elementos mais importantes: as dlgebras relativamente livres. Através destes

conceitos, desenvolve-se o estudo das algebras e suas identidades polinomiais.

Definicao 1.18

(1) Seja {fi(x1,...,2zy,) € K(X) | i € [} um conjunto de polindémios. A classe V de todas
as algebras satisfazendo as identidades f; = 0, para todo i € I, é chamada variedade

definida pelo sistema de identidades {f; | i € I}.

(2) O conjunto T'(V) formado por todas as identidades polinomiais satisfeitas pela var-
iedade V é chamado de T-ideal de V, e dizemos que o T-ideal T(V) é gerado como
T-ideal pelo conjunto de identidades {f; | i € I} que definem V. Neste caso, de-
notamos T'(V) = ({f; | i € I})" e o conjunto {f; | i € I} é chamado de base das
identidades polinomiais de V (ou para V). Os elementos de T'(V) sao chamados de
conseqiiéncias (ou sequem) dos polinomios da base. Para uma élgebra A denotamos

por T'(A), o T-ideal das identidades polinomiais satisfeitas por A.

(3) Dizemos que dois conjuntos de identidades polinomiais sdo equivalentes se geram o

mesmo T-ideal.

Observacao 1.19 E imediato que T'(V) é um ideal de K(X). Além disso, para qualquer
variedade V, seu T-ideal é invariante sob todos os endomorfismos de K (X). Com efeito, seja
f(@i, ... m,) € T(V) ey : K(X) — K(X) um endomorfismo. Entao ¢(z;,) = g;, € K(X).
Podemos assumir que g;, = g;;(21,...,,) para r suficientemente grande. Sejam A € V e
a,...,a, € A. Chame a;; = g;,(a1,...,a,) e note que:

0= f(ay,...,a;,) = f(gi(a1,...,a.),...,9: (ar,...,a.)) =p(f)a,...,a.).

Logo, temos que ¢(f) € T(V).

Vale destacar que, do argumento acima, temos que:
T(V) mK<ZE1,...,ZEm>, T1,...,Ty € X
também ¢ invariante sob os endomorfismos de K (z1, ..., Zy).
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Defini¢ao 1.20 Para um conjunto fixo Y, a édlgebra Fy (V) € V é chamada uma dlgebra
relativamente livre de V, se Fy (V) é livre na classe V (e é livremente gerada por V). A

cardinalidade de Y é chamada de posto de Fy (V).

A seguinte proposicao caracteriza as algebras relativamente livres em qualquer va-

riedade.

Proposicao 1.21 Sejam V a variedade definida por {f; | i € I}, Y um conjunto arbitrdrio
e J um ideal de K(Y) gerado por:

{fi(gla"'agni> ‘ gj S K<Y>7 7’ S I}

Entdo a dlgebra F = K(Y)/J € a dlgebra relativamente livre, comY = {y+J |y € Y}
sendo seu conjunto de geradores. Além disso, quaisquer duas dlgebras relativamente livres

de mesmo posto sdao isomorfas.

Demonstragao: Veja [11], Proposition 2.2.5, p. 23. |

Observagao 1.22 Se Vi, V, sado variedades tais que V; C Vy, entdo temos que T'(V;) D
T (V) e, desta forma, podemos considerar as identidades polinomiais de V; médulo T'(V,).
Portanto, se conhecermos as identidades polinomiais de Vs e queremos estudar as identi-
dades polinomiais de V;, podemos trabalhar na élgebra relativamente livre F'(V,) ao invés
de K(X).

Uma questao natural é nos perguntarmos: Quais seriam as propriedades que uma classe

de algebras deve satisfazer para ser uma variedade? A resposta é dada pelo Teorema de
Birkhoff.

Teorema 1.23 (Birkhoff) Uma classe de dlgebras V # @ é uma variedade se, e somente
se, € fechada com relacdo ao produto direto infinito, formacao de subdlgebras e dlgebras

quocientes.

Demonstragao: Veja [11], Theorem 2.3.2, pp. 24-25. |
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Definicao 1.24 Para uma classe de &lgebras )V, denotamos por war) a variedade de
algebras definida pelas identidades de T'(V) e chamamos esta variedade de variedade gerada
por V. Quando V = {A}, denotamos simplesmente por T'(A) seu ideal de identidades e

chamamos varA a variedade gerada por A.

Um dos principais problemas da Teoria de Identidades Polinomiais consiste em encontrar
uma base para as identidades polinomiais de uma algebra. Em 1950, Specht propos no
artigo [23] o seguinte problema para dlgebras associativas sobre corpos com caracteristica
zero: ‘“Toda algebra possui uma base finita para suas identidades polinomiais?”. Esta
pergunta foi uma das principais questoes da Pl-teoria e ficou conhecida como o Problema
de Specht. Apds 37 anos, finalmente foi respondida de forma afirmativa por Kemer (veja
[15]) que, para tanto, desenvolveu uma densa teoria sobre a estrutura dos T-ideais. Alguns
dos resultados oriundos desta teoria serdo vistos (sem demonstragdo) na Segdo 1.5 para
conhecermos um pouco mais sobre esta teoria e ilustrarmos a importancia do estudo de

identidades polinomiais graduadas.

1.4 Identidades polinomiais homogéneas, multilinea-
res e proprias

Neste momento, veremos que sob certas condi¢oes podemos simplificar as identidades que
estamos trabalhando. A primeira vista, estes resultados parecem apenas simplificacoes

técnicas, mas sua importancia vai muito além disso, como veremos no decorrer do texto.

Definicao 1.25 Um polinémio f(z1,...,2,) € K(X) é multilinear de grau m, se f é
multi-homogéneo de grau (1,...,1) em K(zy,...,2,) C K(X). Denotamos por P(X) o

conjunto de todos os polindmios multilineares de K (X).

Proposicao 1.26 Seja
flan,. . am) =D fi € K(X),
i=0
onde f; € uma componente homogénea de f com grau i em .

(1) Se o corpo K tem mais que n elementos, entao as identidades polinomiais f; =0, i =

0,1,...,n, seqguem de f = 0.
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(2) Se K tem caracteristica zero, entdo f =0 € equivalente a um sistema de identidades

polinomiais multilineares.

Demonstragao: Veja [11], Proposition 4.2.3, pp. 39-40. I

Definicao 1.27
(1) O comutador de comprimento n, [ay,as, ... ,a,| é definido indutivamente por:

lay,ag, ... a,) = [[a1, a9, ... ,a,_1],a,], n = 3.

(2) Um polinoémio f € K(X) é chamado polinémio préprio se é combinagao linear de

produtos de comutadores, isto é:

f([El, . ,l‘m) = Z a(L...,j) [Iil, . 7ZL'Z'p] . [ZE]‘N . ,Ijq], a(i,...,j) - K

Para uma definicao mais abrangente, assumiremos que 1 é um produto de um conjunto
vazio de comutadores. Denotaremos por B(X) o conjunto de todos os polinémios

préprios em K (X).

O importante resultado abaixo é a versao moderna do que fora observado por Specht,
no artigo classico [23]. Na Sec@o 2.1, apresentaremos uma variagao deste resultado feita

por Koshlukov e Azevedo no artigo [16], que sera de grande valia para nosso estudo.

Proposicao 1.28 Seja A uma Pl-dlgebra sobre um corpo infinito K. Entdo as identidades
polinomiais de A sequem das identidades proprias, isto €, o conjunto T(A) N B(X) gera

o T-ideal T(A). Se a caracteristica de K € zero, podemos restringir ainda mais, isto €, o

conjunto (T'(A) N B(X)) N P(X) gera o T-ideal T'(A).

Demonstragao: Veja [11], Proposition 4.3.3 (ii), pp. 42-43. I
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1.5 Identidades graduadas

No estudo das identidades polinomiais, em alguns momentos ¢é interessante considerarmos
outros tipos de identidades. Desta idéia surgiram, por exemplo, as identidades polinomiais
graduadas, identidades fracas, identidades com involugao e identidades com traco. Estas
técnicas, além de seu valor intrinseco, nos fornecem informagoes sobre as identidades poli-
nomiais comuns (ou ordindrias). Para nossos propdsitos, usaremos apenas as identidades
polinomiais graduadas. Nesta secao, além de apresentaremos esta técnica, que desempenha
um papel fundamental em nosso trabalho, faremos um breve resumo da importante teoria
de estrutura dos T-ideais desenvolvida por Kemer.

Até o final desta segdo (G, +) denota um grupo abeliano aditivo.
Defini¢ao 1.29 Uma &dlgebra A é dita G-graduada (ou simplesmente graduada), se:
A= 6BgEG’flga

onde A, é subespaco de A, para todog € G e AjA, C Ayyp, para todog,h € G.
Um elemento a € UgegA, ¢ chamado homogéneo. Para todo elemento homogéneo a,
temos que a € Ay, para algum g € G. Dessa forma, o grau homogéneo de a é igual a g, e

denota-se wg(a) = g. Se a =) ay, chamamos a, de componente homogénea de grau

ag€Ay

g de a.

Definicao 1.30 Um subespaco B de uma algebra G-graduada A é dito G-graduado se
B = deG By, onde B, = BN A,.

Definicao 1.31 Uma aplicagao ¢ : A — B entre algebras G-graduadas é chamada homo-
morfismo G-graduado se ¢ é um homomorfismo que satisfaz p(A,) C B,, para todog € G.

De modo analogo, define-se isomorfismo, endomorfismo e automorfismo G-graduados.
Os proximos dois lemas sao de demonstragao imediata.

Lema 1.32 Se A é uma dlgebra G-graduada e B é uma subdlgebra de A, as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
(1) B € subdlgebra G-graduada de A;
(2) B € uma dlgebra G-graduada tal que B, C A,, para todog € G;
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(3) As componentes homogéneas de cada elemento de B pertencem a B.

Lema 1.33 Se I é um ideal G-graduado da dlgebra (G-graduada) A, entio A/l é G-

graduada de maneira natural, considerando-se (A/I)y ={a+1|a € A,}.

Observagao 1.34 Se ¢ : A — B é um homomorfismo G-graduado, entao temos que ker o é
um ideal G-graduado e p(A) é uma subélgebra G-graduada de B tal que (¢(A4)), = ¢(Ay).
Em outras palavras, conforme o lema acima, vale a “versao graduada” do Teorema do

Isomorfismo, isto é, a &lgebra quociente A/ker ¢ é isomorfa (como &lgebra graduada) a
p(A).

A seguir daremos alguns exemplos de algebras graduadas. Desde que uma mesma
algebra pode ter diferentes graduacoes, estes exemplos serao utilizados para fixarmos as

graduagoes que usaremos no decorrer do texto, também chamadas de graduacoes canonicas.

Exemplo 1.35 A algebra de Grassmann E é Zs-graduada. Com efeito, seja E; o subespaco
de E gerado por Dy = {e;, ---e;. | 1 < iy < -+ <, r =1,3,5,...}. Recordemos do
Exemplo 1.6 que Ey é o subespago gerado por Dy = {1, e;;---e; | 1 < iy < -+ <y, 7 =
2,4, 6,...}. De acordo com o Exemplo 1.3, temos que £ = Ey@ F; e verifica-se diretamente

que E;F; C B, 1, j € Zo. Disto segue que E € Zy-graduada.

Exemplo 1.36 A partir da graduacao dada no exemplo acima, daremos uma Zs-graduagao
para o quadrado tensorial da algebra de Grassmann F ® E. Para tanto, basta tomarmos
(E®E)y = (Ey® Ey) @ (E1® E) e (EQFE) = (Ey® E)) & (E1 ® Ey). Usando o
fato de que o produto tensorial é distributivo com relagao a soma direta, é imediato que
EFE®FE=(E®FE)®(E®FE);. Além disso, verifica-se diretamente que (E® E); (E® E); C
(E® E)(itj), 4, J € Zg, e isto nos diz que E ® I é Zy-graduada.

Exemplo 1.37 A algebra M, ;(F) é Zy-graduada. Com efeito:
My 1(E) = (Mi1(E))o & (Mia(E)),

onde

@ =(( 0 Ylade B,

a
0
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C

=1 ) bee s

e verifica-se diretamente que (M;1(E)); (M11(E)); € (Mi1(E))ivj, @] € Zs.

Exemplo 1.38 A algebra M, (K) é Z,-graduada. Com efeito, denote por ¢ o residuo
moédulo n de t € N e e;; as matrizes unidade, isto é, a matriz que tem 1 na posicao (i, ) e
0 nas demais posigoes. Seja M, (K),, o subespago de M, (K') gerado por todas as matrizes

unidade e;; tais que j —i = . Assim, M, (K )y consiste das matrizes da forma:

a1 0 0
0 as 2 0
3 al,l,am,...,anm EK,
0 0 e Qpp

e, para 0 <t <n—1, M,(K); consiste das matrizes da forma:

0 o 0 A 0 . 0
0 0 0 A2 t+2 0
0 0 0 0 Up—tn |
Un_ti11 -+ 0 0 0 0
0 At 0 0 0
onde ay 411,02,412, - On—tns An—t41,1s - - - Ant € K. Como e;j €55 = €5 € €€, =0se j # 1,

segue que M, (K)p M,(K)g € M,(K);r5 , para p, ¢ € {0,1,...,n — 1}, definindo assim

uma Z,-graduacao para a algebra M, (K).

Exemplo 1.39 A partir da graduagao dada no exemplo acima para M, (K), e da Zo-
graduagao de E, daremos uma Z, X Zs-graduagao para a algebra M,(E). Com efeito,
seja g = (a,3) € Zy,, X Zy. Considere M,(E), = {(aij) € M, (E) | aij € Egse j—i =

a e 0 caso contrario}. E imediato que M, (E) = ®gez, xz, Mn(E),. Agora, observemos que,
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para « € Zy, € 8 € Zy, M, (E)(a,p) ¢ formado por matrizes da forma:

0 N | B 0 . 0
0 0 0 a2, 042 0
0 0 0 0 0 apn—an |-
Ap—a+1,1 0 0 0 0
0 Q. 0 0 0
onde a1 441, 42,0425 - -« » Gn—amns Gn—a+11, --- 5 Gno € Ez. Seguindo o argumento dado no

exemplo acima e levando em consideracao a Zs-graduacgao de E temos que:

Mn(E)(a,ﬂ) Mn(E)(v,é) - Mn<E)(a+’y,ﬁ+6)a

para a, ¥ € Z, e 3, 0 € Zy. Portanto, temos que M, (E) é Z,, x Zs-graduada. Observemos
que a graduacao descrita acima ¢é induzida pelas graduagoes de M,,(K) e E, pois verifica-se
diretamente que M, (E) = M,(K) ® E.

Sejam a, b € N tais que a+b = n, a algebra M, ,(E) herda, de modo natural a Z,, x Zy-
graduagao de M, (FE). Observemos que, dependendo de g = («, ) € Z,, X Zy podemos ter
M, (E), = 0.

Seja {X, | ¢ € G} uma familia de conjuntos disjuntos e enumeraveis. Tome X =
Ugec Xy, a dlgebra K(X) é chamada de dlgebra livre G-graduada. Para uma varidvel
r € X, definimos wg(z) = ¢g se © € X,. Recordemos que o conjunto de mondmios
{1, 2w, -2, |2, € X,m=1,2,3, ...} ¢ uma base de K(X). Para um tal monomio,
digamos ;, x;, - - - x;,, definimos wg(zi, @i, -+ - ;,) = Z;L:1 wa(xi;) como sendo o grau ho-
mogéneo do monomio, e desta forma podemos estender esta definicao para todos os ele-
mentos de K(X). Se g € G, denotamos por K(X), o subespaco gerado pelos monoémios
com grau homogéneo g. Observemos que K (X ) K (X), € K(X)gn), para todo g, h € G,
e disto temos que K (X) é de fato G-graduada.

Definicao 1.40 Um ideal I da algebra G-graduada A é chamado de T-ideal se I é in-
variante por todos os endomorfismos G-graduados de A. Isto é, ¢(I) C I, para todo

endomorfismo G-graduado ¢ de A.
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Defini¢ao 1.41 Um polinomio 0 # f = f(z1,...,2,) € K(X), ou a expressao f = 0, é
chamado de identidade polinomial G-graduada de uma algebra (G-graduada) A se:

f(al,...,an) :O,

para todo a;, € Ay, onde g; = wg(x;) para i = 1,...,n. O conjunto Tg(A) de todas
as identidades G-graduadas de A é um Tg-ideal, chamado de T-ideal das identidades G-
graduadas da algebra A.

De forma andloga ao caso ordinario, as algebras com identidades polinomiais graduadas
possuem as mesmas propriedades no que diz respeito a T-ideais, variedades, polinomios
lineares, polinomios homogéneos, etc. Assim, por exemplo dizemos que h € K(X) é Ty
conseqiiencia de f (ou h segue de f como identidade graduada) se h pertence ao Tg-ideal
gerado por f em K(X), bem como dado um conjunto de polinémios { fi(zi,,...,Tn,) €
K(X) | i € I}, a classe V de todas as algebras G-graduadas satisfazendo as identidades
fi =0, para todo i, é chamada uma variedade de algebras G-graduadas determinada pelo
sistema de identidades {f; | ¢ € I}, e desse modo adaptamos as propriedades de identidades

ordinarias para as identidades graduadas.

Os seguintes resultados, de demonstracao imediata, mostram a relagao entre identidades

graduadas e ordinarias.

Lema 1.42 Sejam A e B duas algebras G-graduadas, com seus respectivos T-ideais de

identidades G-graduadas T (A) e Tg(B). Se Tg(A) C Te(B) entao T(A) C T'(B).
Corolario 1.43 Se T(A) = Ti(B) entdao T(A) = T(B).

Agora, faremos um breve resumo da teoria sobre a estrutura dos T-ideais desenvolvida
por Kemer para algebras sobre corpos de caracteristica zero. Portanto, até o final desta

secao K denotard um corpo com caracteristica zero.

Definicao 1.44

(1) Um T-ideal S é chamado T-semiprimo se, para qualquer T-ideal J tal que J" C S,

para algum n, temos J C S.

(2) Um T-ideal I é chamado de T-primo se, para quaisquer T-ideais Jj, Jy tais que

Ji1Jo C I, temos J; C I ou Jp, C I.
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Se A = Ay @ Ay é uma élgebra Zy-graduada, entdao E(A) = (A ® Ey) @ (A1 @ Ey) é
chamado de envelope de Grassmann de A.
Os préximos resultados encontram-se nas Segoes 2 e 3 do Capitulo 1 de [15] e recomen-

damos este livro para mais detalhes sobre esta teoria.

Teorema (Kemer [15])

(1) Todo T-ideal nao trivial coincide com o T-ideal do envelope de Grassmann de uma

algebra Zs-graduada e finitamente gerada;

(2) O T-ideal de qualquer dlgebra Zo-graduada e finitamente gerada coincide com o T'-

ideal de alguma dlgebra também Zo-graduada e de dimensao finita.

De (1) e (2) acima, segue que todo T-ideal ndo trivial coincide com o T-ideal do envelope
de Grassmann de alguma algebra Z,-graduada e de dimensao finita. Também fica claro que
esta teoria depende fortemente das propriedades das identidades Z,-graduadas, motivando
seu estudo independente.

O seguinte teorema é constituido dos resultados que possibilitaram a classificagao dos

T-ideais T-primos para corpos com caracteristica zero.

Teorema (Kemer [15])

(1) Seja V # & uma variedade. Entio V = Ny, W, onde N, é a variedade de todas as
dalgebras nilpotentes de indice < m, W é a maior subvariedade semiprima de V, e o
produto de duas variedades N'M consiste das dlgebras A tendo um ideal I contido

em N e cujo quociente A/l estd em M.

(2) O T-ideal I € semiprimo se, e somente se, I =1, NI, N...N 1, onde os T-ideais I;

sao T-primos.
(3) Os unicos T-ideais T-primos nao triviais sio M, (K), M, (E) e M,,(E).

Dentre as conseqiiéncias mais importantes dos resultados acima, esta a resposta afirma-
tiva ao Problema de Specht.
Como visto anteriormente, a hipétese sobre a caracteristica do corpo ser zero permite

trabalharmos apenas com identidades multilineares e assim, podemos nos utilizar das boas
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propriedades da multilinearidade. Na teoria de Kemer, estas propriedades foram muito
utilizadas. Uma questao interessante, que sera respondida no final do Capitulo 3, é: “O
quanto esta teoria depende das identidades multilineares?”. Observemos que esta questao
estd intimamente relacionada com uma possivel generalizagao dos resultados obtidos por
Kemer para algebras sobre corpos infinitos de qualquer caracteristica, e é nesta direcao
que foi realizado nosso trabalho. Convém notar que, em caracteristica positiva, a teoria
de Kemer nao se aplica diretamente. Um dos obstaculos é o surgimento de novos T-ideais
T-primos, chamados de T-ideais irregulares, cuja descricao completa é ainda um problema
em aberto. No entanto, vimos que as identidades graduadas podem ser usadas no estudo
das identidades polinomiais ordinarias em algebras sobre corpos de qualquer caracteristica.
Nos demais capitulos, veremos que esta ferramenta sera muito 1til em nosso trabalho.
Ressaltamos que recentemente foi demonstrado por Belov [5], Grishin [12] e Shchigolev

[22] que o problema de Specht resolve-se em negativo sobre corpos de caracteristica positiva.
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Capitulo 2

Identidades Zs-graduadas em algebras

T-primas

Neste capitulo, estudaremos as identidades Zy-graduadas das algebras T-primas M ;(E) e
E ® E. Como foi dito anteriormente, as identidades graduadas, além da sua importancia
intrinseca, sao uma ferramenta valiosa devido a sua relacao com as identidades ordinarias.
Outra ferramenta crucial neste momento é uma variagao das algebras genéricas, pois per-
mitiu construirmos modelos adequados para as algebras relativamente livres. Os resultados
aqui apresentados encontram-se no artigo [16]. Eles representam uma generalizagdo, para
corpos infinitos de qualquer caracteristica distinta de dois, de alguns dos resultados de Di

Vincenzo em [7]. Também ¢ usado o conceito de dlgebra supercomutativa livre.

2.1 Algebras livres Z,-graduadas e supercomutativas

Recordemos que K denota um corpo infinito de qualquer caracteristica distinta de dois.
Como vimos no final do capitulo anterior, as algebras Z,-graduadas ocupam uma posigao
de destaque na Pl-teoria. Desde que Zs; tem apenas dois elementos, utilizaremos uma
notagao simplificada para as algebras Zs-graduadas.

Uma édlgebra Zo-graduada, digamos A = Ay® A;, serda chamada simplesmente de dlgebra
2-graduada. O subespago Ay é chamado subespaco par e seus elementos sao ditos pares. De
forma andloga, A; é chamado subespaco impar e seus elementos sao ditos impares.

Sejam Y = {y1, y2,...} € Z = {21, 22,...} conjuntos de variaveis, onde Y N Z = &.
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Tomando X = Y UZ, denotamos por K(X) a dlgebra livre gerada por X. Freqiientemente,
chamaremos os elementos de Y pares, e os do conjunto Z impares. Em outras palavras,
definimos w =w, : X — Zy por w(z) =0sez €Y, ew(x) =1sex € Z. Desse modo, os
elementos de Y também sao chamados 0-varidveis, e os de Z de l-varidveis. A partir da
fungao grau w, dado um monémio f, podemos classificd-lo como par (w(f) = 0) ou impar
(w(f) =1). Assim, K(X) = K(X)o ® K(X); é uma algebra 2-graduada, onde K(X), é
o subespago de K(X) gerado pelos monomios pares e K(X); é o subespaco gerado pelos
monomios impares. A dlgebra K(X) é chamada dlgebra livre 2-graduada e seus elementos
polinémios. Um Ty,-ideal de K(X) serd simplesmente chamado de Ty-ideal.

Como dito na Segao 1.4, a seguir daremos a “versao 2-graduada” de alguns resultados

muito tteis neste capitulo.

Lema 2.1 Se f(y1,---,Yn,21,---,2m) € K(X) € um polinomio homogéneo, entao este
polinomio € equivalente como identidade graduada a um sistema de identidades graduadas

cujas variaveis pares Yy, . . ., Yp aparecem apenas em comutadores.

Demonstracao: A demonstragdo é similar a encontrada em [11], Proposition 4.3.3. A
unica mudanca é que s6 podemos substituir x; + 1 por x; quando x; € Y, pois o elemento

1 de K(X) pertence a K(X)o. 1

Denotamos por By = B2(X) o conjunto dos polinémios f € K(X) tal que cada variavel
y; aparece apenas em comutadores no sistema equivalente dado pelo lema acima. Os ele-

mentos de By sao chamados 0-proprios.

Corolario 2.2 Seja I um Ty-ideal em K(X). Entao I é gerado como Ty-ideal pelo conjunto

1N Bs.

Demonstracgao: Imediata. 1

Definigao 2.3 Seja A = Ay @ A; uma algebra 2-graduada. Os elementos de Ay U A; sao
chamados homogéneos. Além disso, cada elemento homogéneo a possui um grau w em Zs,

isto é, w(a) =0 ou 1. A algebra A é dita ser supercomutativa se
ab = (—1)*@«®pq
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para todos os elementos homogéneos a, b.

Exemplo 2.4 A dlgebra de Grassmann E é, sem duvida, o exemplo mais importante de

algebra supercomutativa.

Seja K(X) = K(X)o ® K(X); a édlgebra livre 2-graduada. Para os monoémios f, g €
K(X), considere as relacdes fg = (—1)¥«Wgf e seja I o ideal 2-graduado gerado por
estas relagoes. A dlgebra K(Y;Z) = K(X)/I é naturalmente 2-graduada (pois herda a

graduacao de K (X)) e é chamada dlgebra livre supercomutativa.

Lema 2.5 Sejam K[Y] a dlgebra de polinémios comutativos gerada porY e E(Z) a dlgebra
de Grassmann gerada pelo espago vetorial com base Z. FEntao as dlgebras K(Y;Z) e

K[Y]® E(Z) sao isomorfas.

Demonstracao: Seja ¢ : K[Y|® E(Z) — K(X)/I = K(Y;Z) a aplica¢do definida por
o(a®b) = ab+ I. E imediato que esta aplicacio ¢ um homomorfismo (de lgebras)
sobrejetor. Sejam a =y; -+ -y, € K[Y]eb=z -+ 2z, € E(Z), ambos monémios nao-nulos.
Fazendo as substituigdes y; = -+ =y, = 1, 21 = €1, ..., Zy = €y, onde {eg, ..., e,} é
um subconjunto de D, a base da élgebra de Grassmann E (veja o Exemplo 1.3), temos que
ab & Ty(E). Por outro lado, como K(X)/I é a élgebra livre supercomutativa, temos que
I'=n{Q|Q ¢é Tr-ideal de alguma algebra supercomutativa}. Em particular I C T5(E) e

disto segue a injetividade de ¢, como queriamos. |

2.2 As identidades Zy-graduadas de M (E)

Recordemos do Exemplo 1.37 a 2-graduagao canonica de M 1(E):

win=(; o)

—_—
(M1,1(E))o (M1,1(E))1

onde a,d € Ey, c,b € E.
Para descrevermos as identidades 2-graduadas desejadas, vamos construir um modelo

para a algebra relativamente livre na variedade de algebras 2-graduadas determinada por
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M, ;(E). Para tanto, comegaremos considerando os conjuntos Y = {yi(j) li>1, j=1,2}e

7 = {zl(] ) |i>1, j=1,2} como os conjuntos geradores da dlgebra livre supercomutativa.

y 0 0 2V
A = ¢ . B, = ! , =1,
0y 2?0

elementos de My (K (Y; Z)). Denote por Gen(M;1(E)) a subélgebra gerada pelas matrizes

Sejam

A;, B; definidas acima. Esta subalgebra possui uma 2-graduacao natural cuja parte par
¢ formada pelas matrizes da forma fi1e17 + fosess € a fmpar por fiseis + for€21, onde
fij € K(Y;Z) e e;; denotam as matrizes unidade.

Observemos que, de acordo com as regras de multiplicacao de matrizes, temos fi11, foo €
K(Y;Z) e fia, for € K{(Y;Z);.

Segundo [6] (Theorem 2), a algebra gerada pelas matrizes C; = A; + B; (i > 1) é
canonicamente isomorfa a algebra relativamente livre de posto enumeravel em var(M; 1 (E)).

Com um argumento similar ao usado no artigo citado acima, temos o seguinte resultado:

Lema 2.6 A dlgebra 2-graduada Gen(M;,1(E)) € isomorfa a dlgebra relativamente livre
de posto enumerdvel Fy(Mi1(E)) = K(Y;Z)/To(M11(E)) na variedade de dlgebras 2-
graduadas determinadas por M, 1(E).

Demonstracao: Considere a aplicagao ¢ : K(Y;Z) — Fy(M;1(E)) definida por
o(f(W1, - Ym, 215+, 2n)) = f(AL, ..., A, B, ..., By). Esta aplicacdo é claramente um
homomorfismo 2-graduado sobrejetor (veja Definigao 1.31). Além disso, verifica-se direta-

mente que ker ¢ = T5(M;1(E)) e o resultado segue como querfamos. I

A proxima proposicao nos permite encontrar uma base finita para as identidades 2-
graduadas satisfeitas por M ;(E). Este fato foi inicialmente demonstrado por Di Vincenzo
para corpos com caracteristica zero (veja [7]). Mais tarde, em [16], este resultado foi
demonstrado para o nosso presente caso, isto é, corpos infinitos com qualquer caracteristica

diferente de dois.
Proposicao 2.7 Seja I o Ty-ideal das identidades 2-graduadas para My, (E). Entdo:

(1) Os polinomios [yi, ya], 212223 + 232221 € K(X) pertencem a I;
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(2) Considere a projecio canonica K(X) — K(X)/J, onde J € o ideal das identidades
2-graduadas geradas por [y1,ys] € 212223 + z32021. Identifique as varidveis y; e z; com

suas imagens sob esta projecao.

Entao os monomios:

YarYas yaka
YarYas =+ Yar Zer Yo Yoo = Ybys
YarYas *** Yag Zer Zdy ZeaZds * * * Zom Zdom
YarYas ** * Yap Zer Yo Yoo =+~ Yoy Zdy Zes %y ** * Zeg Zdm

geram K(X)/J. Aqui, a; < ag < -+ <ag, by Kby <<, <ca<-- <y €
di <dy < -+ <dp, k=0,1>0, m=>0. Para os monomios na sequnda linha do
conjunto de geradores temos k+ 1 > 1, e para os da ultima linha, se k =1 = 0 seu
grau € maior que 2. Além disso, o simbolo ~ sobre a varidvel indica que esta pode ser

omitida.

(3) Os mondémios de (2) sao linearmente independentes modulo as identidades 2-graduadas

da dlgebra M1 (E).

Demonstragao: A parte (1) é um célculo direto usando o fato de que Ey = C(E) (ou
seja, [y1,Ys] é uma identidade 2-graduada para M; 1(E)) e que ajasas = agasa; para todo
a; € By, 1=1,2,3.

Demonstremos agora a parte (2). Pelo item anterior, temos que todo mondémio de

K(X)/T5(M;1(F)) é uma combinagao linear de monoémios da forma:

hl (y)/z\ﬁ h2 (y)ZTz Rrg """ Rrg,

onde hy(y), ha(y) sdo monémios nas varidveis y;. Pela identidade [yi, ys], podemos supor
que os indices das varidveis em hi(y) e ha(y) estdo em ordem nao-decrescente (repetigdes
sao permitidas). Agora, usando a identidade 212923 = 232927, podemos colocar as varidveis
z; na ordem desejada (observe que se r; > 13 em algum monoémio, usamos o fato de que
Zry (h2(Y) 2ry) 2y = 2y (R2(Y) 21y) 2, mbdulo To (M 1(E)) ).

Finalmente, para mostrarmos (3) basta fazé-lo para monémios multi-homogéneos com

o mesmo multigrau (veja Proposi¢ao 1.26). Para facilitar nossos célculos, faremos as contas
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em Gen(M;1(F)). Chamaremos os monomios da primeira linha do conjunto de geradores
apresentados em (2) de mondmios do primeiro tipo, e assim por diante. Substituindo y;

por A; e z; por B; em um monomio do primeiro tipo, temos:

yfﬁ) ak yéi) 0

k
0 gDy

Desta forma, podemos retornar ao monoémio original (em K (Y UZ)) de modo tinico através
da expressao acima. Assim, se um polinémio multi-homogéneo (formado por mondémios
com o mesmo multigrau que a expressao acima) for nulo em Gen(M; 1(E)), obteremos uma
combinacao linear de matrizes igual a zero, e isto s6 é possivel se todos os coeficientes forem
iguais a zero. Deste fato segue a independéncia linear dos monomios do primeiro tipo.

Analogamente, observe que:
0 yor el 28y

2 2 2 1 1
gy Dy ~yz§l) 0

Ag Agy -+ Agy Bey Ap Ay - -+ Ay,

Como no caso anterior, podemos retornar ao mondémio original de modo tnico. Com o
mesmo argumento usado acima, segue a independéncia linear dos monémios do segundo
tipo.

Para os monomios do terceiro e quarto tipo, a técnica é a mesma usada nos casos
anteriores. Logo, faremos somente para os do quarto tipo. Neste caso, escolha um monomio
desta forma que pertenga a K(Y U Z)o. Em outras palavras, temos que existe um nimero

par de variaveis z;’s neste monomio. Como feito nos casos anteriores, calculando o monémio

Yar1Yaz = " YapRer Yo Yoy = * Yoy Rdy ZeaRda * * * Zem Rdm, (1)

nas matrizes A;, B;, obtemos:

1 1 1 2 2) (2) (1 2 1

0 y -yéi)zg)yéf) yél)Z§1)z§2)z§2) -2

Note que na expressao acima, novamente podemos retornar (de modo tinico) ao monoémio
(1). Com o mesmo argumento usado nos casos anteriores, mostra-se que os monomios com
o mesmo multigrau de (1) s@o linearmente independentes.

O raciocinio acima funciona de modo semelhante se 0 monoémio estiver em K(Y U Z);.

Destas consideracoes, o resultado segue como queriamos. |
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Como foi dito no paragrafo anterior a Proposi¢ao 2.7, temos:

Teorema 2.8 As identidades 2-graduadas da dlgebra M, (E) sequem das identidades

(2-graduadas) [y1,y2] € 212023 + 232221

Demonstracgao: Este resultado é uma conseqiiéncia imediata da Proposicao 2.7. |

Observacgoes 2.9

(1) Seja f € K(Y U Z) um polindmio multi-homogéneo que nao é uma identidade de
M, 1(E). Se a variavel z; ocorre nos monomios de f, entdo o grau de f com respeito a
z;, denotado por deg,. f, ¢ menor ou igual a dois. Com efeito, se temos trés varidveis
z; em algum monomio de f, pelo menos duas delas estarao em uma das seqiiéncias ¢;
ou d; como na Proposicao 2.7. Logo, a identidade 22023 + 232921 anula este monomio.

Aplicando este raciocinio para os demais monomios de f, segue que deg,. f < 2.

(2) Quando a caracteristica de K é p > 2, o polindémio [y*, z] nao é uma identidade
graduada de M;;(FE). Com efeito, tome y = e + 2e92 € 2 = gejz + gea, onde
g € E e e;j sao as matrizes unidade. Assim, y? = e;; + 2P e e desde que 2P =2 # 1

em K, segue que [P, z] =g (1 —2P)ern+ g (2P — 1) eq # 0.

Agora, a fim de explorarmos outras propriedades das indentidades graduadas de M; ; (E),
©) (0

construiremos um novo modelo para Gen(M; ;(F)). Para tanto, sejam a; ', b; ’ varidveis

comutativas e az(»l), bz(»l) anticomutativas. Através destas variaveis, podemos formar um no-
vo modelo de algebra livre supercomutativa, a saber K (al(j ), bgj )), livremente gerada pelas

variaveis agj), bgj ), onde 7 > 1 e 7 =1,2. Considere as matrizes:

A=a®( ') D0
“\o 1 “\o -1

Ei:a(l) 01 —i—b(»l) 00 .
“\o o “\10

Chamemos de L a algebra gerada por ;L, El el = €11 + e29. Assumindo que os ;L-’s Sa0

elementos pares e os B;’s sao impares, segue que L é uma algebra 2-graduada.
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Lema 2.10 A dlgebra L, definida acima, € isomorfa a dlgebra Gen(M;1(E)).

Demonstracio: Seja ¢ : Gen(M; 1 (E)) — L o homomorfismo definido por p(4;) = A;,
o(B;) = B;. E imediato que @ é um isomorfismo 2-graduado e o resultado segue, como

queriamos. 1

(0)

Note que as matrizes a, ' (e1; + e22) estdo no centro de L. Denotemos por By(L) a

subalgebra de L gerada por Te pelos elementos de L tais que os Zi’s aparecem apenas em
(0)

comutadores. Desde que os elementos a; '(e11 + €22) sdo centrais, eles ndo aparecerdo em

nenhum polinémio nao-nulo de By(L).

Lema 2.11 As matrizes G; = bgo)(en —e9) e H; = B; = (a§1)e12 + b§1)621) satisfazem as

sequintes relacoes:

G; G; sao centrais, G,G; = G; Gy,

G H;=—H;G; HH;=—H,H

Demonstragao: Imediata. |

Agora, seja By(M;1(F)) a subalgebra de Gen (M 1(FE)) gerada por 1= €11+ €9 e pelos
polinémios onde cada varidvel par aparece apenas em comutadores. Ou seja, By(M;1(E)) =
By(X)/(Bo(X) NTy(My1(E))). Disto segue que By(M;1(FE)) é canonicamente isomorfa a
Bsy(L), o que permite identificarmos By(M;1(E)) e By(L).

A vantagem de mudarmos o modelo de Gen(M;1(F)) é vista no resultado abaixo, que

nos permite organizar os polinémios 0-préprios desta dlgebra.

Proposicao 2.12 Se f € By(L) é um polinomio multi-homogéneo, entao f € uma combi-

nac¢ao linear de polinomios da forma:
2 772 2
G?;G;l; . G,‘o;kHlejg . Hjlg(Hm, cey Hnm),

onde iy < iy < ... <ig, {j1,72, -, i N{n1,na, ..., nn} = @ e g é um polinémio multili-

near.
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Demonstragao: Seja f € By(L). Recordemos que 1= +egné central, e disto segue que,
(0)

em f, ndo aparecerao matrizes do tipo a; '(e11 + €22). Pelo Lema 2.11, podemos escrever

f=G0Ge2 . G f(Hy, H,. .., Hy),
onde f ¢ um polinomio multi-homogéneo. Se degy, fv > 2 para algum H;, fv seria uma
identidade 2-graduada de M, ;(E), conforme a Observacao 2.9 (1). Logo, podemos su-
por que degHif < 2, para todo i. Agora, escreva f como a soma de seus monomios, e
ordenando estes monémios como foi feito na Proposicao 2.7, podemos vé-los como sendo
constituidos de duas seqiiéncias ascendentes. Assim, se a variavel H; aparece duas vezes
numa mesma sequiéncia deste monomio, temos que este deve ser nulo devido a identidade
212921 = 0 (conseqiiéncia de 212923 + 232021 = 0). Logo, se degy, fv = 2, devemos ter a
variavel H; aparecendo uma vez em cada seqiiéncia. Isto significa que, a menos de sinal,
podemos escrever este monomio na forma ... H? ..., e usando as relagoes H? H; = —H; H?,
H?H ]2 =H jQ H?, para todo 4, j, deixamos o polinomio fna forma desejada, como queriamos

demonstrar. |

2.3 As identidades Z,-graduadas de F ® F

Nesta secao, estaremos trabalhando com o quadrado tensorial da algebra de Grassmann F.

Recordemos que a 2-graduacao canonica de F ® E é dada por:

(E0®E0@E1®E1)@(E0®E1@E1®Eg).

(ESE)o (ESE)

Como foi feito na secao anterior, construiremos um modelo para a algebra relativa-

mente livre de posto enumeravel na variedade de algebras 2-graduadas determinadas por

©) p© O dl(o) variaveis comutativas e agl), bl(-l), cl(-l), dgl)

anticomutativas. Tome Y = {a(O) b\ C(O),dEO) |i>1}e Z = {a(l) bV W g | i > 1}.

g S g A A e S Ml 1

E® E. Para tanto, consideremos a

Seja K(Y'; Z) a élgebra livre supercomutativa gerada pelos conjuntos Y (variaveis pares) e
Z (varidveis impares). Seja também F a subdlgebra de K(Y;Z) ® K(Y;Z) gerada pelos
elementos da forma:

Y= a® 9t + o oY,
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Zi=d® @ dV 4 dV @ d?.

Considerando as variaveis Y; como pares e as Z; como impares, temos que F' = Fy & F} é

uma algebra 2-graduada.

Lema 2.13 A dlgebra F' é isomorfa (como dlgebra 2-graduada) a dlgebra relativamente livre

de posto enumerdvel K(X)/T5(F ® E) na variedade de dlgebras 2-graduadas determinadas

por E® FE.

Demonstracao: Considere ¢ : K(X)/T5(E®FE) — F definida por ¢(y;) = Yi e p(z) = Z;.
E imediato que ¢ é um homomorfismo 2-graduado sobrejetor, kerp = To(E ® E) e o
resultado segue, como queriamos. |

Seguindo a abordagem feita na secao anterior, a seguir apresentaremos algumas pro-

priedades da algebra F ® E. Primeiramente, observemos que o centro de F® E é Fy® Ej.

Lema 2.14 Os polindmios [y1,ys] € 212023 + 232021 sao identidades graduadas de E ® E.
Se a caracteristica de K for p > 2, entdo o polinomio [y?,z] também é uma identidade

graduada de E® E.

Demonstragao: Um cédlculo direto mostra que [y1,y2] € 212023 + 232021 sao identidades
graduadas de £ ® FE.

Para o polinomio [y, 2], seja a € (Ey® Ey) @ (E1 ® Fy). Entao a =) (e; ® fi+ 9; ® hy;),
onde e;, f; € Ey, gi, hi € Ey. Logo, a? = > e ® f + g7 ® h?, pois os coeficientes binomiais
(IZ), i=1,2,...,p— 1 sao divisiveis por p. Agora, observemos que g? = h? = 0 devido a

identidade 212923 + 232221. Como p > 2, segue que g¥ = h? =0 e dai

ap:Zef@)fip.

Desde que este elemento é central em F® E, temos que [y?, z] é uma identidade 2-graduada,

como queriamos demonstrar. |

Observacgao 2.15 Note que, de acordo com a Observacao 2.9 (1), a identidade gradua-
da [yP, z] ndo é satisfeita por M;;(E). Logo, esta ndo pode ser uma conseqiiéncia das

identidades [y1, y2| € 212025 + 232921.
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As relagoes abaixo foram verificadas inicialmente em [8] (Lemma 2.2) e sua demonstracao

é um calculo direto.

Lema 2.16 As sequintes relagoes sao vdlidas em E ® E, para todo t, ti, to € By ® Fy,
Z, 21, 22 € (Eo@El)@(El(g)Eo) e u, ve FEQRQFLE:

(1) 21220 = 0, zquzivzy =0, 2223 = 2323, 2229 = —292%;
(2) tlutg — tgutl = 0, 2zt = —tz.

Até agora sabemos que To(M;1(F)) C To(E® E) (Teorema 2.8 e Lema 2.14). Portanto,
a algebra relativamente livre 2-graduada F' é imagem homomérfica de Gen(M;1(FE)) e

também de L (veja Lema 2.10). Com estas observagoes temos o seguinte resultado.

Lema 2.17 A dlgebra Bs(F) = Bo(X)/(B2(X) NTH(E ® E)) € imagem homomdrfica de
BQ(L) = BQ(GG?’L(MLl(E)))

Demonstracao: Sabemos que T5(M;1(E)) € T2(E ® E) e portanto By(X)/(Ba(X) N
Th(E®FE)) é imagem homomdrfica de By(X)/(Bo(X)NTy(M; 1(E)) pela aplicacao induzida
por m : K<X>/T2<M171(E)) — K<X>/T2(E®E), onde 7T(f+T2(M1’1(E))) = f—i-TQ(E@E),

e o resultado segue como queriamos. |

Para uma melhor dinamica do texto, optamos por nao reproduzir aqui a parte com-
binatéria do artigo de Koshlukov e Azevedo [16], que nao s6 forneceu o resultado que
estabelece a independéncia linear dos mondmios multilineares m(zg,, 2s,, - - - , 25, ) médulo
T»(E ® E), como também permitiu uma descri¢ao combinatoéria das algebras Mésons, que
desempenham uma fun¢ao importante na teoria de representacoes de algebras de Jordan
e também aparecem de modo natural na teoria de algebras de Clifford (veja [14] p. 115
e pp. 264-272 para mais informagoes). Aqui, enunciaremos apenas uma definigdo e um
resultado que tem como corolario a independéncia linear citada acima. Para mais detalhes

recomendamos o artigo [16].

Defini¢ao 2.18 ([16]) Seja o = (i1,...,1,) € Sy, onde S, é o grupo simétrico e considere
a particdo (A, B) de {1,2,...,n}. Isto é, AUB = {1,2,...,n} e AN B = @. Podemos

considerar que estamos pintando o conjunto {1,2,...,n} com as cores A e B. O par (i, i3),
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1 < o, B < n é dito uma inversao colorida (com respeito a particao (A, B))se 1 < a < <
n, iq > ig € a, 3 estao ambos em A ou em B. Ressaltamos que nossa definicao nao leva em
considerac¢ao a ordem do par (A, B) que representa a particgao AU B = {1,2,...,n}. Isto
é, para nds (A, B) = (B, A).

Seja q(o, A, B) o nimero de inversoes coloridas de o = (iy,...,4,) com respeito a par-
ticao (A, B) de {1,2,...,n}. Definimos o sinal colorido de o com respeito a (A, B) como

sendo (—1)7@4.B),

Proposicao 2.19 ([16], Lemma 20) Seja 0 = (i1,...,i,) € S, tal que iy < i3 < ... e
ip <ig<....Seo#(1,2,...,n), entao o sinal colorido q(c, A, B) é 1 para 2" 2 parti¢oes
(A,B) de {1,2,...n} e —1 para as demais 2”2 partigoes.

Como Corolario do resultado acima, podemos caracterizar os monomios multilineares

nas varidveis impares médulo 75(F ® E), como dito anteriormente.
Corolario 2.20 Os polinomios multilineares
Mij = Zi1Zj1 iz %y """ ZinZjn

onde iy <ig < ... <lp, J1 <J2<...<Jn-1<Jn €2, €¢omitido quando o grau de m;; €

impar, sao linearmente independentes modulo To(E @ E).

Demonstracgao: Suponha para uma contradi¢ao que estes mondmios sao linearmente de-
pendentes, isto é, existem escalares a;; e monomios m;; tais que Zaijmij = (0. Entao
> a;ym;; é uma identidade graduada de £ ® E. Devido a homogeneidade, podemos su-
por que todos os m;; sao monomios nas variaveis 21, 22, ..., 2x, para k € N conveniente.
Suponha que 2125 - - - 2,12, participa desta combinacao linear com o coeficiente nao-nulo
a. Escolha uma partigao (A, B) de {1,2,...,k —1,k}. Seja D ={1,¢e;,---¢;,. | 1 <y <
e <, r=1,23,...} abase de F (veja Exemplo 1.3). Escolha uma particdo (A, B) de
{1,2,...,k—1,k} e considere as substituigoes z; — e;®1 paratodoi € Ae z; — 1®e; para
todo j € B, onde ¢;, ¢; pertencem a D. A avaliagao desta substitui¢cao na combinagao linear
é zero, pois Y | a;jm;; = 0 é uma identidade graduada. Somando-se as avalia¢oes para todas
as partigoes (A, B) e levando em consideragao que os elementos de F; ® Ej anticomutam,
bem como os de Fy® F4, e os elementos de F; ® Ey comutam com os de Fy ® E7, podemos

aplicar a Proposicao 2.19 e obter que 2"a = 0, para algum inteiro positivo . Mas isto é
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claramente uma contradicao com a hipdtese da caracteristica de K ser diferente de 2. Esta

contradicao implica no resultado desejado. |

Lema 2.21 Sejam g;(z1, 22, - - ., 2,) polindmios multilineares linearmente independentes mo-

dulo Ty(My1(E)). Entdo os polinomios:
iv, io

ik 2 2 2
Y192 Yk “ni1fnae Zn—l—rgi(zlﬂ 2y .- 7Z7l)

sdo linearmente independentes modulo Th(M;1(E)).

Demonstracao: Fazendo v, = G1 + -+ Gy, ..., Yy = Gy + -+ + Gy, para t =
i1+ + g1, Zner = Hoyr + Hyyoy oo oy 2pae = Hyvor 1 + Hy o, obtemos um fator nao-
nulo e o resultado segue da independéncia linear dos polinomios g;, como queriamos. |

Combinando os resultados acima, temos:

Corolério 2.22 Seja f = f(y1,- - Yms 215 - -, 2n) € Ba(M11(E)) = Bo(L) um polinémio,
onde substituimos A; por y; e B; por z; nos geradores de L (veja a defini¢io de L na

Se¢ao 2.2). Entao, mddulo To(E ® E), f € igual a um polinomio da forma:

ai, a2 am 2 2 2 (.. . .
YY" " Unm Zilziz'”Zz'kg](zjwzjw**'7211)7
onde {i1,19,...,i} N {j1,J2, .- Jif = &, i1 < ig < ... < i, € 08 g;’s sdo polinémios

multilineares. Se a caracteristica de K € igual a p > 2, temos o; < p, para cada i =
1,...,m.
Além disso, se os polinomios multilineares g; forem linearmente independentes modulo

To(E® E), entdo os polinomios acima também o sao.

Demonstracao: A demonstragio é a mesma que para By(M; 1(E)) feita na Proposicao 2.12.
Para a afirmac@o adicional sobre os expoentes «;, basta observarmos (como visto na de-
monstracao do Lema 2.14) que se a € E; ® F1, entdo a”? = 0. Além disso, a independéncia

linear dos polindmios g; médulo T5(E ® E) segue do Lema 2.21. 1
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Teorema 2.23 O ideal das identidades 2-graduadas da dlgebra E® E, To(E® F) € gerado
pelos polindmios [y1,ye] € 212223+ 232221, € se a caracteristica de K é p > 2, acrescentamos

o polinomio [y, z].

Demonstragao: Ja sabemos que os polinomios acima sao identidades 2-graduadas de
E ® E. Desde que os dois primeiros constituem uma base para as identidades de M, ;(E),
podemos trabalhar na algebra relativamente livre gerada pelos mesmos, isto é,
Gen(My1(E)). Do Coroldrio 2.2, basta considerarmos os polinémios onde as varidveis
pares aparecem apenas em comutadores. Mas, neste caso, o corolario acima implica no

resultado desejado. |

33



Capitulo 3

Teorema sobre o Produto Tensorial

em caracteristica positiva

Uma conseqiiéncia da teoria de Kemer sobre a estrutura dos 7T-ideais é conhecida como o

Teorema sobre o Produto Tensorial (TPT):

Teorema 3.1 (Kemer) Seja K um corpo com caracteristica zero e a, b, ¢, d € N. Entao:
(1) T(Mop(E) ® E) = T(Ma4s(E));
(2) T(Mup(E) @ Mea(E)) =T (Mactbdadsve(E));
(3) T(My1(E)) =T(E ® E).

Este resultado foi também demonstrado por Regev em [18], sem o uso da teoria citada
acima. A demonstragdo de Regev é mais simples, pois usa argumentos combinatérios e
(implicitamente) identidades graduadas. A idéia central do artigo citado acima é cons-
truir uma aplicagao linear que, embora nao possua propriedades como ser homomorfismo,
injetividade e sobrejetividade, ainda garante a igualdade dos respectivos T-ideais. Uma
importante idéia deste estudo foi olhar para as matrizes em questao como uma &lgebra de
fungoes. A principio, esta atitude pode nao parecer interessante mas, além de facilitar a
notacao, goza de boas propriedades.

No artigo [3] foi indicada uma demonstracao, quando K é um corpo infinito com caracte-

ristica diferente de dois, para a versao multilinear do TPT. Isto é, quando nos restringimos
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aos T-ideais gerados apenas pelos polinomios multilineares. Nas préximas secoes desen-
volveremos as idéias de Regev ([18]), com as devidas modificagoes, para demonstrarmos
o TPT multilinear como foi sugerido no artigo citado no inicio do paragrafo. Na ultima

segao, mostraremos que o TPT (geral) nao é vélido em caracteristica positiva.

3.1 Algebras de matrizes

Defini¢ao 3.2 Seja I um conjunto finito e v : I — Zy uma fungao. O par (I,v) é chamado
congunto a valores em Zsy. Escreveremos I = Iy U I, onde I, = v=!(g), g € Zy. Dado um

segundo conjunto (I',v), v' : I' — Zs, definimos:

0= (v,v) : IxI' — ZyxZ
(i,5)  — (v(@),v'(j))
e também
vy I xI' — Zs

(0,) — v(i)+ ' (@).

Observagao 3.3 A definigdo acima nos permite escrever M, ,(F) de outro modo: seja
I =1yUL, |Ih| =a, || =b, comv: I — Zy como acima e considere vy : I X I — Zs.
Assim, podemos escrever M,y (E) = {(aij)ijer | aij € Eu )} = Mi(Ev, ) | 1,7 € I).
Nesta secao, denotaremos por simplicidade E;; = FE,, ;. Desta forma, escreveremos
M(E; ;) = Mi(Ey, i) | i,j € I). Recordemos que E Ey, C Egyp, se g, h € Zy e a soma
g+ h é asoma de Zy. Logo, F;, ;, Ei, i, € Ej i, para todo i1, 2, i3 € 1.

Note que, como espacos vetoriais, M;(E; ;) = @, jerE; ;. Consideremos:
Trs - E?",S - @i,jEIEi,j

as inclusoes canonicas. Para termos a igualdade acima no nivel de algebras, definimos a

multiplicagdo em M;(E; ;) como sendo distributiva e satisfazendo:

0 € M[(E@j) se j §£ T

5,5 (ai,j) 71—7“,5(617‘,5) = )
Tis(aijajs) se j=r.

A préoxima observacgao ilustra o bom comportamento dos conjuntos a valores em Zy com

o produto tensorial.
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Observagao 3.4 Para (I,v) e (I’,v") conjuntos a valores em Z,, considere M;(E;;) e
Mp/(E, ). Entao M;(E; ;)@ Mp(E,s) = M (E; jQE, ) (veja Definigao 3.2). Com efeito,
temos que M;(E;;) @ Mp(E,s) = (®ijerkij) @ (BrserErs) = @ijer Orser (Eij @ Ery),

como espacos vetoriais. Além disso, este isomorfismo é dado por:
7ij (@) @ Trs(ars) = (i), ) (Qig @ ars),

o que faz dele um isomorfismo de algebras.
Por outro lado, se M,,(E) = M(E;;) e M.q4(E) = Mp(E, ), entao segue da Obser-
vagao 3.3 que Macypdadric(E) = Mixr (Egjy,rs))-

3.2 Equivaléncia multilinear

Nesta se¢ao, enunciaremos o resultado principal deste capitulo: o TPT multilinear. Faremos
algumas simplificagoes na notacao e, logo apds, definiremos a aplicacao p*, estudaremos suas
propriedades e apresentaremos alguns resultados essenciais para a demonstracao do TPT
multilinear.

Para uma algebra A, denotamos por P(A) o T-ideal gerado pelas identidades polinomiais

multilineares satisfeitas por A.

Defini¢ao 3.5 Duas Pl-dlgebras A e B sao ditas Pl-equivalentes se T(A) = T(B). Quando

P(A) = P(B), dizemos que A e B estao em equivaléncia multilinear.

Observemos que, quando consideramos dlgebras sobre corpos com caracteristica zero, a
Pl-equivaléncia é conseqiiéncia da equivaléncia multilinear. Veremos no final deste capitulo
(Observagao 3.43) que, para algebras sobre corpos infinitos com caracteristica positiva, isto
nao é verdade.

O resultado principal deste capitulo é o TPT multilinear, ou seja, a “versao multilinear”

do Teorema sobre o Produto Tensorial:

Teorema Seja K um corpo infinito com qualquer caracteristica diferente de dois e a, b, c,

d € N. Entao:

(]) P(Ma,b(E) ® E) = P<Ma+b(E));
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(2) P(Mop(E) @ Mea(E)) = P(Mactbaadrve(E));

(3) P(Mi(E)) = P(E® E).

No restante desta secao desenvolveremos grande parte da técnica necessaria para a de-
monstracao do teorema acima. Vale notar que, de acordo com a Observagao 3.3, para

demonstrarmos a primeira afirmacao do TPT multilinear é suficiente mostrarmos que:
P(Mpxp(Eij ® Eys)) = P(Mrxr (B jy,rs)))-
Definigao 3.6 Seja p: F ® F — E a multiplicagdo p(z ® y) = zy.

Observagao 3.7 De acordo com a definicao acima, para g, h, g + h € Z,, temos que
wW(E, ® Ep) C By Assim, sejam D(1) = {1, e;, e, | 1 < iy < --- <4}, E™ o
subespaco de E gerado pela uniao U, D(1) e seja também Eé”) =FE,N E™_ Entao, temos

que u(Ey ® Ey) = w(Ey ® Ey) = E,, pois 1 € Ey e u(Ey @ Ey) = EéZ). Deste modo,

E(g)h)

denotaremos p(E, ® Ey) = E,7 .

Neste momento, usando a observacao acima, faremos algumas simplificagcoes nas no-

tagoes que serao usadas nesta e em outras segoes.

Notagoes 3.8 Dados (I,v), (I’,v") conjuntos a valores em Zs, denotaremos:

P COEACE

v (i,4)+0 (r,8)

o Eli,j,r,s]=
b Ml :MIXI’(E[i’jvras]);
o M= MIXI’(EU+(i,j)+v’+(r,S));

o N = Mpxr(Ev,i,j) ® Ev (rs)-

A acao de p nas entradas de N induz uma aplicacao sobrejetora u* : N — M; C M.
Mais precisamente, se (Tg)kicrxr € N, entdao p*((xry)) = (u(zey)). E imediato que a

aplicagao p* ¢ linear.
Teorema 3.9 Sejam My, M como nas Notagoes 3.8. Entao P(M) = P(M).

Para demonstrarmos este teorema faremos uso do seguinte resultado:
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Lema 3.10 Sejam A O B duas Pl-dlgebras satisfazendo a sequinte condi¢ao: para quais-

quer ay, Gy, ..., a, € A, existem a}, al, ..., a, € C(A) tais que:
(1) a,a; € B parai=1,...,n;

ara qualquer a € K(ay,...,a,) temos ajay---a), -a =0 se, e somente se, a = 0.
(2) P l K ) 1027 ay 0 0
Entao P(A) = P(B).

Demonstragao: Como A O B, basta mostrarmos que toda identidade multilinear de B é
também uma identidade de A. Para tanto, sejam f(z1,...,z,) uma identidade multilinear
de Beay,...,a, € A. Chame a = f(ay,...,a,) e sejam a},...,a,, € C(A) satisfazendo

(1) e (2). Logo, segue de (1) que:
0= f(aya,...,a, a,)=da\---ad fla,...,a,) =a}---a a

e, por (2), temos que a = f(ay,...,a,) =0, como querfamos. I

Agora estamos em condigoes de demonstrar o teorema.
Demonstragao: (Teorema 3.9) Basta mostrarmos que M; e M satisfazem as hip6teses

(v4(1,9), v} (r,5))
Ev.;,.(i,j)«#v?_(r,s) < Ev+(i,j)+vf‘_(r,s)7 temos

do Lema 3.10. Com efeito, desde que Eli,j,r,s] =
que M, C M.

Sabemos que M = My ,(FE), para k, | convenientes (veja Observagao 3.3). Assim, dados
Uy ..., up € M, seja n = n(uy,...,u), tal que uy,...,uy € Mg, (E(V,)) (veja Exemplo
1.3). Tome u}] = €,11 €nyo lag, ..., U = €1 €9 13y, € disto seguem (1) e (2) do Lema 3.10,

implicando no resultado desejado. |

Notacoes 3.11 Seja W = I x I'. Dados u,w € W, considere e, ,, € M p(E) a “matriz”

unidade correspondente a posicao u, w. Isto é, e, ., : W x W — E ¢ definida por:

1 se(r,s) = (u,w)
0 se(r,s)# (u,w).

Observe que, dependendo de u e w, podemos ter e,,, € N ou e,, ¢ M;. Seguindo a

Cuw(r,s) =

notacao da Definicao 3.2, para u,w € W, escreveremos em Zgy X Zo:
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e denotaremos:

E(0(u) +9(w)) = E; ® E},.

Recordemos que Dy = {1, ¢e;---¢;, | 1 <43 < -+ < dpyr = 2,4,6,...}, D; =
{eiy-re, |1 <ty <+ <ip,r=1,35...} e D= DyUD; éuma base de E. Assim,
escreveremos S = {(c® d) ey, | u,w € W, c € Dy, e d € Dy, onded(u) + 9(w) = (g,h)}.

Observagoes 3.12 No que foi feito acima, considere v = (i,r), w = (j,s) € W =1 x I'.
Entao o(u) + 0(w) = (v(i) + v(j),v'(r) + v'(s)) = (v4(4,7), v, (r,s)) = (g9,h). Logo, se
c € Dyede Dy, temos que c®d € E,, ;) @ E, (s e estes elementos ¢ ® d geram
linearmente £, ; ;) ® E,. (rs). Disto segue que o conjunto S, definido nas Notagoes 3.11,

gera linearmente a algebra N.

Definicao 3.13 Sejam A e B duas Pl-dlgebras. Uma aplicagao linear sobrejetora
¢ : A — B é dita canceldvel se, para todo polinémio multilinear f(x), temos que ¢ o f(x)

é identidade em B se, e somente se, f(z) é identidade em A.
Queremos mostrar que u* é cancelavel, e para tanto precisaremos do seguinte resultado:

Lema 3.14 Sejam ay, ag,...,a, € D, a base de E. Entao existem um homomorfismo (de
dlgebras) ¢ : E — E e elementos a}, aj,...,al, € D tais que p(a) = a;, para 1 <i < n, e

/! / /
ayay---al, #0.

Demonstragao: Desde que dim £ = oo, podemos encontrar elementos a}, a,...,a, € D

tais que aj ay---al, # 0, e a; € Dy se, e somente se, a; € Dy, 1 < i < n. Primeiramente,

definamos p(a}) = a; e seja K{d},...,al) C E a subdlgebra gerada por a,...,al,. Como
a;a; = —aja; para todo 1 < 4,5 < n, segue que H = {aj aj,---a; |1 <ip <+ <
i, < n} é uma base linear de K({(a},...,a,). Para os elementos da base H definiremos

o(ag, ---a; ) = a;, -~ a;, = @(a,) - p(aj ). Desta forma, podemos estender ¢ linearmente

para K{(a},...,a,) e, pela escolha dos elementos a;, ¢ é um homomorfismo de algebras.

rn

Como espagos vetoriais, temos F = K(da},...,al) ® A, para algum subespaco A C E.

r '

Logo, estendendo ¢ trivialmente para FE, isto é, impondo ¢(A) = 0, obtemos o resultado

desejado. |
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Teorema 3.15 A aplicagao p* : N — M € cancelavel.

Demonstracao: Seja f(z) = f(zi,...,2,) um polinomio multilinear. Primeiramente,
suponha que f(x) é uma identidade para N. Entao, temos imediatamente que p* o f(z) é
uma identidade para M, pois u* é sobrejetora e linear.

Reciprocamente, suponha que p* o f(z) é uma identidade para M;. Sejam S C N e
T = (q®d)eyw €85, para 1 <1 < n (como nas Notagoes 3.11 e Observagoes 3.12).
Desde que S gera linearmente N, é suficiente mostrarmos que f(Z) = f(Z1,...,T,) = 0. O
restante da demonstracao sera dividido em dois casos:

Caso 1: Assuma que ¢i¢co---¢, - didy---d, # 0, e sejam u,w € W =1 x I'. Entao a
entrada u, w de f(Z) (isto é, os coeficientes de e, em f(T)) é ay €1+, ®dy - - - d,, para
algum «,,, € K. Logo, auyu €1+ ¢y -dy---d, é aentrada u, w em 0 = p* o f(Z). Como
C1Cp - dy -+ dy, # 0, segue que ay,, = 0, e disto obtemos f(Z) = 0.

Caso 2: Sejam cy,...,c,,dq,...,d, quaisquer. Aplicando o Lema 3.14 para cq,...,

/

Cn,y di,..., dy, temos que existem ¢ : F — E homomorfismo de édlgebras e c,..., ¢,

dy,...,d, € D tais que:

¢o(¢)) =¢a, ¢ € Dy se, e somente se, ¢; € Dy

o(d)) =d;, d; € Dy se, e somente se, d; € Dy,

comc,---c,-dj---d, #0. Definindo 7} = (¢;®d))ey, w,, tem-se T; € S, paratodo 1 < [ < n.
Agora, estendendo ¢ para o homomorfismo de dlgebras ¢* : N — N pela acao de ¢ ® ¢

nas entradas, temos:
o @ d)eww = (p(c) ® p(d))euuw-
Logo, ¢*(7]) = @}, para todo 1 < I < n, e desde que f(T]) = 0, segue do Caso 1 que:
0=¢"(0) =" (f(@)) = f(¢"(@)) = f(@),

como queriamos demonstrar. |

Notacoes 3.16 Fixemos 7; = (¢ @ dj)ey,w, € S, 1 < 1 < n (como no Teorema 3.15).

Denotemos e, =[]}, Cutp ) oy To = II., o), onde 0 € S,, o grupo das permutacoes
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de n elementos. Se e, = 0, entao T, = 0. Assuma que e, # 0, para algum o € 5,,. Por

simplicidade, assuma que e; # 0. Logo, w; = w1, 1 <1 < n — 1. Denotemos w, = ;41

e (w) = (u1,...,uys1). Chamaremos a permutagdo o € S, de (uy,...,Uupy1)-permissivel
se e; # 0. Isto é, uyur1) = Wo@y+1, 1 <1 < n—1, e para este o denotaremos (w)o =
(Uo1), - - - Ug(n)+1). Observemos que se n € S, é (u)o-permissivel, entao ((u)o)n = (u)(on).

Em outras palavras, on é (u)-permissivel.

Observagao 3.17 Sejam 71, To € S, como nas notagoes acima. Naturalmente tem-se
dicg = ecody, € = +1 e dal pu*(Ty - T2) = ep*(T1) - u*(T2). Se ambos os lados sdo nao-
nulos, € é unicamente determinado e depende apenas da paridade de d; e cp. Logo, € é
determinado por (uq, ug, uz). Analogamente, podemos estender estas consideragoes para
qualquer produto de elementos Z; e, em particular, para o produto T - - - 7,,. Observe que,

neste caso, € = £1 é determinado por (u) = (uy, ..., Unpt1).

Definigcao 3.18

(1) Sejam Ty,...,T, € Se(u) = (ug,...,u,r1) como nas Notagoes 3.16. Entao definimos

e(u) =e(ug, ..., Upyp) via:

WE T = e, ) 1 () - 1 (F)-

(2) Se o €S, é (u)-permissivel, entdao e((u)o) é dado por:

1 (To)  Totn) = (W) 1 (To) -+ - 11" (To(ny)-

Observagao 3.19 Recordemos das Notagoes 3.11 que E(g,h) = E, ® Ej, para g, h € Zs,
e asoma g+ h é a soma de Z,, e também 7; = (¢;®d;)ey, w,, onde ;@ d; € E(0(w)+0(wy)),
para 1 <[ < n. Desde que w; = w1, para 1 <1 < n, e 2+ 2z =0 em Zy X Zy, segue que
para quaisquer 1 < a < b < n, temos:

[T(ci® di) € Bli(ua) + ouse)).

l=a

Lema 3.20 Sejam e(u) como na Defini¢io 3.18 e 1 < a < n — 1. Entao:
e(ury . s Uns1) = (U, -y Ugr1) E(Uarty -« s Una1) (UL, Uga1, Uptt)-
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Demonstragao: Sejam 71, ..., %, como nas Notacoes 3.16. Pela Observacao 3.19:

[z = (¢ ®d)ewu, ¢@dcE@G(u)+ b))

H T = (C” ® d,/>6ua+1uun+17 ' ® d" e E(ﬁ(ua-i-l) + 6(“”-"—1))

A demonstragao segue da comparacao das acoes de p* em ambos os lados da equagao:

[ (1) (1)

Para demonstrarmos o resultado principal desta secao, como no capitulo anterior, pre-
cisaremos de uma definicao e um resultado de carater combinatério, devido também a

Regev [19]. Pelo mesmo motivo dado anteriormente, omitiremos sua demonstragao.

Definigao 3.21 ([19]) Um elemento n € S, é dito ser uma transposicao de blocos se pode-
mos escrever &y - - - &, = ABCDE e x,y - xyn) = ADCBE, (B,D # 1).

Teorema 3.22 ([19]) Sejam ey w, = Cupury,» 1 < 1 < n, como nas Notagoes 3.16. Entao

n - 7 ~ .
| Cururyr = Curunss- O€J0 também o € Sy, tal que e = €y, u,,,. Entao existem trans-

posicoes de blocos n'M, ... ,n®) € S, tais que, se escrevermos n) - @ = o (1 < i < s),
temos:
(1) o=0°¢

(2) €,00 = €uyunyr, Para cada 1 < i < s.

Com o resultado acima, podemos demonstrar o préximo lema, que sera usado na de-

monstracao do teorema principal desta secao.

Lema 3.23 Sejam T;, 1 <1 < n (como nas Notagoes 3.16 € (u) = (u1,...,Up11) corres-
pondente), o uma permutacio (u)-permissivel de S, tal que uy = Ug(1), Unt1 = Ug(n)+1 € €

como na Defini¢ao 3.18. Entao £(u) = e((u)o).
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Demonstragao: Segue das Notacoes 3.16 e do Teorema 3.22 que é suficiente mostrarmos
o Lema 3.23 no caso em que ¢ é uma transposigao de blocos (u)-permissivel.
Assumiremos que ;- -+ x, = ABCDE e T501) -+ To(n) = ADCBE. Mais ainda, uy1) =
Uy € Ug(n)+1 = Unt1. Sem perda de generalidade, podemos assumir que A = E = 1,
r1-x, = BCD e x50y %em = DCB. Estes blocos correspondem as seqiiéncias
B < (uy,...,u411), C < (tgs1,---sups1) € D — (Upy1,---,Ups1). Desde que o é (u)-

permissivel, temos:

Uy = Upg1 e Ugt1 = Ung1- (1)
Além disso,
D c B
DCB « (7%+17Ub:2, U, ua;, o Upt, u; oy Ugi1) (2)
I |
Ug+1 U

Aplicando o Lema 3.20 duas vezes, temos que £(u) = £ €23 €4 €5, onde cada ¢; é dado
pore; =e(uy, ..., Ugt1), €2 = E(Ugi1y -y Ups1), E3= E(Upt1, -+ Uni1), 4= (U1, Ugy1, Ups1)
e g5 = (U1, Upy1, Upt1). Com um argumento similar, segue de (2) acima que e((u)o) =
£369610405, onde 0y = e(Upr1, Uni1,Ups1) € 05 = E(Upy1, Ups1, Uar1). De (1) segue que

g4 = 04 € £5 = 05, implicando no resultado. |

Teorema 3.24 A aplicagao p* : N — M, da Definicao 3.6 satisfaz:
(1) Existe S C N tal que S gera linearmente N.

(2) Dados Ty,...,T, € S eu, w € W, existe ¢ = e(u,w,Ty,...,T,) # 0 tal que, para

todo o € S,, a entrada u, w satisfaz:

(M*(fa(l) .. .fo(n)))uw =& (/’L*(EU(I)> e /’L*('xa(”)>)uw

(independente de o € S, ).
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Demonstragao: Para demonstrarmos (1), basta tomarmos S como nas Notagoes 3.11.
Nas Observagoes 3.12 foi visto que S gera linearmente .

Para a afirmacéo (2), sejam 7; = (¢, @ dj)eyu, € S (1 <1< n),0c€ S, eu, weW.

Denotemos:
L(U) = (u* (H fg(l)>>
=1 u,w
R(o) - (H u*@,a))) .
=1 ww
Da Definigao 3.18 sabemos que L(o) = e(o,u, v, %1, ..., T,)R(0). A fim de completarmos a

demonstracao ¢ suficiente mostrarmos que este € nao depende de 0. Podemos assumir, sem
perda de generalidade que, para algum o € S, temos L(c), R(c) # 0. Por simplicidade,
assumiremos que L(1), R(1) # 0. Logo w; = w41, 1 < I < n, e desta forma (u) =
(u,...,upy1) foi determinado. Escreva L(1) = eR(1), com ¢ = £1. Mostremos que para
este € temos L(0) = eR(0), para qualquer o € S,,.

Claramente temos L(o) = 0 se, e somente se, R(0) = 0. Dessa forma, podemos assumir
que ambos sao nao-nulos. Segue que ¢ é (w)-permissivel € U1 = Up(1) = U, Ug(n)41 = Unt1 =

w. Pelo Lema 3.23, temos:

w (H TU(Z)> = £(u) H 1 (Toq)),

1=1
onde € = e(u) = e((u)o). E isto vale para cada entrada u, w € W, implicando na afirmagcao

(2), como queriamos. I

Corolério 3.25 Sejam N e My como nas Notagoes 3.8. Entao P(N) = P(M).

Demonstragao: Seja f(z1,...,%n) = > cg Qolo(1) " To(n) uma identidade multilinear
de N. Desde que u*(S) gera M, basta mostrarmos que para quaisquer u, w € W e
Ty, ..., Ty €8, temos (f(u*(T1), .. 1 (Tn))) . = 0- Seja e = e(u,w, Ty, ..., Tp) como no
Teorema 3.24. Entdo 0 = (1" (f(T)),.m = Dses, Qo (Toq) - - ~Eg(n))u’w = (f(1"(T))) -
Logo, f(z) é uma identidade em M.

Como p* é cancelavel (Teorema 3.15), segue que P(N) = P(M;), como queriamos. 1
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3.3 A demonstracao do TPT multilinear

Nesta secao, estamos em condigoes de demonstrar o TPT multilinear. Como a demonstragao
de cada afirmacao usa técnicas distintas, demonstraremos cada afirmagao como um novo

teorema.

Teorema 3.26 [TPT multilinear (2)] Sejam a,b,c,d € N, p=ac+bd e ¢ = ad+bc. Entao
as dlgebras N; = M,(E) ® M.q4(E) e M = M, ,(E) satisfazem as mesmas identidades

polinomiais multilineares.

Demonstragao: A dlgebra N; é isomorfa a algebra N, conforme a Observacao 3.4 (veja
também Notagoes 3.8). Da mesma observacao citada acima, temos que M =
Mrxr (Ev, i j)+v, (rs))- O Teorema 3.9 diz que P(M) = P(M;). Agora, segue dos Teo-
remas 3.24, 3.15 e do Corolério 3.25 que P(N;) = P(M), como querfamos. I

Antes da demonstracao da segunda afirmacao do TPT, precisaremos de algumas defi-

nicoes.
Definicao 3.27

(1) Sejaa=ag+a; € E, onde ag € Ey, a; € Ey, e defina go, g1 : E — My(E) por:

Gy a1 a1 Qo
go(ag +ay) = e gi1(ag+ay) = )
a; Qg Gap ax

Denote ¢;(E) = Q;, parai = 1,2, e Q = Qy ® O C My(E). Observe que €y é

uma subdlgebra de M;1(E), Qy = E e € é um Qp-mddulo. Claramente temos que

Q:{<x Y ) | z,y € £} é uma élgebra.

Yy T
Ty
f =z+y.
Yy T

E imediato que f é um homomorfismo de algebras. Além disso, fogy = fog) = idg.

(2) Defina f: Q2 — E por:

Logo, flq, ¢ injetora, para i =1, 2.
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(3) Seja (I,v) um conjunto a valores em Zy, com |Iy| = a e |I;| = b. Defina a élgebra
U C My(a4s)(E) por:

U=A{go,ip(xiz) 1,5 €1, x5 € E}.
Assim, para I' = I X Zy e v'(i,2) = v(i) + 2 € Zg, temos U C Mp(Ey, () | 7,5 € I').

Lema 3.28 Com as notagoes e definigoes da Defini¢ao 3.27, temos que U = M, (F) =
M;(E).

Demonstragao: Defina f* : U — M;(E) por f*(gv,(j)(%ij)) = (f © Gu, ) (Tij)) = Tij,
para todo ¢, 7 € I. Observe que f* é um homomorfismo de dlgebras, pois herda de f esta
propriedade. Além disso, f* é claramente sobrejetora, e desde que flq,, f|q, sdo injetoras,

segue que f* é injetora. Portanto, f* é um isomorfismo de algebras, como queriamos. |

Observacao 3.29 Seja E' = E) a algebra de Grassmann sem unidade (veja Observacao
3.7), e seja U como na Defini¢ao 3.27 (3). Considere U’ = {gu, (i,j)(®i;) | i, J € [ e x;; €
E'} CU. Com um argumento similar ao do Teorema 3.9, temos que P(U) = P(U’). Logo,
para qualquer U” tal que U’ C U” C U, temos que P(U") = P(U).

Teorema 3.30 [TPT multilinear (1)] Sejam a, b, € N. Entdo as dlgebras M,,(E) ® E e

M, 1v(E) satisfazem as mesmas identidades multilineares.

Demonstracao: Sejam M, (E) = Mi(Ey, (), Mi1(E) = Mz,(E. 12, | 21, 220 € Zsy) e
denote Uy = M(E,, ;) ®@ E. O mergulho gy : £ — M;;(F) induz o mergulho g, =
(id, go) : Uy — Mi(Ey, () ® Mz, (E. 12) = Mixz,(Ey, ) ® Es 42,) = G. Denote U =
Jo(U1) € G. Aplicando p*, temos:

H* G — MIXZ2 (Ev+(i,j)+21+22)'

Sejam p*(U) = p*(gy(Ur)) = U"” e U, U' como na Defini¢ao 3.27 (3) e Observacao 3.29.
Verifica-se diretamente que U’ C U” C U, e pela mesma observagao citada acima, temos

que P(U") = P(U) = P(U").
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A mesma demonstracao de que p* é cancelavel e satisfaz as propriedades do Teorema
3.24 se aplica para a restricio de u* a subédlgebra U C G, com o subconjunto gerador sendo

U N S. Logo, pelo Teorema 3.25 temos:
P(U) = P(u*(U)) = P(U") = P(U).

Como g, é um mergulho, segue que U; = U. Logo, P(U;) = P(U), e da igualdade aci-
ma temos que P(U;) = P(U). Como U = M;(E) = M,,(E) (Lema 3.28), segue que
P(My4(E)) = P(U) = P(Uy) = P(M,(E) ® E), como queriamos. I

Como nos casos anteriores, precisamos explorar algumas propriedades antes de demons-
trarmos a ultima afirmagao do TPT.

Recordemos do Exemplo 1.4 que E°P denota a algebra oposta de E. A multiplicacao
em E° é denotada por *, isto é, a x b = ba, para a, b € E? e T(E) = T(E), conforme
o Exemplo 1.13. Assim, de acordo com os resultados de [17], temos que T(F ® E) =
T(E ® E) e, em particular, que P(E ® E) = P(E ® EP).

(1)

i e j2=-1

Definicao 3.31

(a) Sejam 1 =

I
N
)

|
o =
~_
(B
I

1 0
. Observe
0 -1

N
O =

0
1

= O
(e

[

que

|~

j=k=-j

(IS

(b) Defina g: E — M;1(E), h: E®? — M, ,(E) por:
g(a) = g(ap+ a1) = apl + ayi, onde a =ag+ay; € E = Ey® Ey,
h(b) = g(bo + b1> = bol+ bli’ onde b = bo + bl e EP = Egp N7 Ei)p.

Observacao 3.32 As aplicagoes g e h possuem as seguintes propriedades (de verificagao

imediata):
(1) g: E— M1(E) e h: E? — M, 1(F) sao mergulhos de élgebras.

(2) g(a)h(b) = h(b) g(a), para todo a € E, b € E°P.
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Definicao 3.33 Com g e h como na Definigao 3.31, definimos ¢ : E® E — M, ;(E) por
pla®b) = g(a) h(b).

Lema 3.34 A aplicacao ¢ definida acima satisfaz as sequintes propriedades:

(1) ¢ é homomorfismo de dlgebras;

E(Q) E,
(2) p(E@E) 2 0 o)

Demonstracao: A afirmacao (1) é imediata.

0 0

Para demonstrarmos (2), note que se a; € Ej, entao ( > € o(F ® EP), pois

a10

0 0

ol @ 1) + (1@ ay)] = ( . ) (lembremos que a caracteristica de K é diferente
a1

. 0 ay Clel 0 0 aq 0 0
de dois). Analogamente para . Logo, =
0 O 0 0 0 0 by O

0 0

0 aq b1
segue. 1

e igualmente para ( ) Assim, ambos estdao em ¢(F ® E°) e a afirmacao (2)

Finalmente estamos em condicoes de demonstrar a ultima afirmacao do TPT.

Teorema 3.35 [TPT multilinear (3)] As dlgebras E® E e M, 1(E) satisfazem as mesmas

1dentidades multilineares.

Demonstracgao: Seja A = F ® E. Seguindo a demonstracao do Teorema 3.9, temos que
P(p(A)) = P(M;1(F)), onde ¢ é o homomorfismo do Lema 3.34. Portanto, para comple-
tarmos a demonstragao, basta mostrarmos que P(A) = P(p(A)). Desde que ¢ é um ho-
momorfismo, temos que P(A) C P(¢(A)). Logo, para obter a igualdade desejada, devemos
mostrar a inclusio P(p(A4)) € P(A). Com efeito, seja f(z) = D cg QoTo1)  * Tom) €
P(p(A)). Para mostrarmos que f(z) € P(A), é suficiente fazé-lo para os elementos
Ay, ..., Qn, by,..., b, € D, isto é, substituir x; por T; = a; ® b, e verificar que f(a ® b) =
flag ®by,...,a, ®b,) = 0. Desta forma, calculemos:

f(a & b) = Z Aglg(1) " Qg(n) ® bo‘(l) Kook bo‘(n)'

O’ESn
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Denote d(a;) = d; € Zsy, se ay € Ey, e defina a funcdo sinal ¢ : S, x Z§ — =+1
POT Qg(1) " Gy = €(o,d(ar),...,d(ay))ar - an. E imediato que b1y * -+ % by =
e(o,d(by),...,d(b,))by * - *b,. Logo:

fla®b) =p(ar-a, @by *---xb,), (3)

onde 3 =) g €(0,d(a))-e(o,d(b)). Nosso objetivo é mostrar que 5 = 0. Desde que 3
depende somente de M , @ (lembremos que, segundo o Teorema 3.24, € ndo depende
de o), podemos escolher ay, ..., a,,b1,...,b, tais que a;---ay, -by---b, # 0 em E. Agora,
aplicando ¢ em ambos os lados de (3), obtemos que ¢(f(a ® b)) = 0, pois f € P(p(A)).
Por outro lado, @(ay---a, @ by * -+~ %b,) =ay---a, - by - ~bni"j®, para r, s convenientes.
Assim,

Ozﬁal"'an'bl"'bnzrjs-

Desde que 7" j° ¢ uma matriz ndo nula (com entradas 0, 1) e a; ---a, by - - - b, # 0, temos

que 8 = 0 e o resultado segue, como queriamos. |

3.4 O TPT é falso para M, (F) e F® E em caracteris-
tica positiva

Na secao anterior, mostramos que a versao multilinear do TPT vale para corpos infinitos
com qualquer caracteristica distinta de dois. Em caracteristica zero, o TPT multilinear
garante a Pl-equivaléncia, pois neste caso qualquer identidade polinomial é equivalente a
um sistema de identidades multilineares (veja Proposigao 1.26). Como veremos nesta segao,
embora seja valido o TPT multilinear mesmo quando a caracteristica de K é p # 2, a versao
geral nao é valida. Para tanto, como feito em [3], construiremos um contra-exemplo para a
terceira afirmacao do TPT.

Recordemos novamente do Exemplo 1.37 que a algebra M, ; (F) é 2-graduada da seguinte
forma: M1,1<E) = (M1,1<E))0 &P (Ml,l (E))l, onde:

a

@ = ¢ ) ladesoh (naen = (0 ) 10 cem

0 d
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Para £ ® E, temos:
EQFE=(Ey®E ®E ®E)® (E®FE ®FE Q E).

No capitulo anterior (Teoremas 2.8 e 2.23) vimos que as identidades 2-graduadas de
M, 1(E) seguem de [y, ya] € 212023 + 232221, enquanto as identidades 2-graduadas de E® £
seguem das mesmas citadas anteriormente, e adicionamos a identidade graduada [y, z]
quando a caracteristica de K é p > 2. Neste caso, temos a inclusao prépria To(M;1(E)) &
TH(E®E).

Como na secao anterior, denotemos por E’ a &dlgebra de Grassmann sem unidade e
consideremos a algebra (também sem unidade) M;;(E’). Observe que esta dlgebra, como
subdlgebra de M;;(E), é 2-graduada de maneira natural. Além disso, sua componente
fmpar coincide com a de M (E). Seja A = M;;(E') & K a élgebra unitdria formada de

M, ;(E') adicinonando-se formalmente uma unidade (veja Exemplo 1.9).
Lema 3.36 A dlgebra A satisfaz todas as identidades 2-graduadas de To(E @ F).

Demonstracao: Como T5(F ® FE) é gerado pelas identidades [y1, 2], 212223 + 232221 €
[y?, z], basta mostrarmos que A também satisfaz estas identidades graduadas. A inclusdo
A C M, ,(F) implica que A satisfaz as identidades graduadas [y, ys] e 212223 + 232221.
Observe que a algebra E’ satisfaz a identidade ordindria 2 = 0 (veja [20], Lemma(1.2)
(b)). Seja a € Ay. Entao a = Al + (ajie1n + azzesr), onde e;; sdo as matrizes unidade, I é
a matriz identidade e a; € Ej. Agora, note que (aj1€11 + age2)? = (ai €11 + ahyean) = 0.
Por outro lado, Al é central e os p-ésimos coeficientes binomiais (IZ), 1=1,2,...,p—1
sao divisiveis por p. Logo, a? = A[ é central. Assim, A satisfaz [y?, z|, como queriamos

demonstrar. 1

A seguir, usaremos a mesma abordagem feita nas Segoes 2.2 e 2.3 do capitulo ante-
rior para descrevermos T5(A). Comegaremos construindo a algebra livre 2-graduada de

posto enumeravel na variedade de algebras 2-graduadas determinada por A. Para tanto,

Ai=a , Bi=1 ) Ci= )
01 0 —1 d; 0

20

Considere:



onde a;, b; sao varidveis comutativas, ¢;, d; anticomutativas, tais que os 0;’s geram a parte
par da algebra livre supercomutativa sem unidade e ¢;, d; geram a parte impar, para todo
i > 1. Denotemos por Gen(A) a dlgebra 2-graduada gerada por A;, B; e C;, onde os
elementos A;, B; sao pares e os (; sao impares.

Exatamente como feito nos Lemas 2.6 ¢ 2.13, Gen(A) é isomorfa (como algebra 2-
graduada) a algebra livre de posto enumerével na variedade de dlgebras 2-graduadas deter-

minada por A.

Proposicao 3.37 [veja Lema 2.21] Sejam g¢;(z1, 22, ..., 2,) polinomios multilineares que

sao linearmente independentes mdédulo To(A). Entdo os polinomios:
i1, 42 ik 2 2 2
Y1 Ys - Yy Znr1fny2 Zn+r9i(21a 2y n 7Zn)

sao linearmente independentes mddulo To(A).

Demonstragao: A demonstragao é semelhante a do Lema 2.21. Como no caso citado,

tome:
y1=(A1+DB1)+-+ (A, + Biy) -5 Uk = (Aegr + Begr) + -+ (Avgi, + Biyiy)
parat =11 4+ -+ ig_1;
21 = Cnp1r + Cria s ooy Zngr = Cpgor1 + Chgor.

e o resultado segue. |

Note que, como A pertence a variedade de algebras 2-graduadas determinada por
M, 1(E), que por sua vez estd sempre contida na variedade determinada por E® E, obtemos

o lema abaixo, um resultado analogo a Proposi¢ao 2.12 e ao Corolario 2.22.

Lema 3.38 Seja f um polindmio 0-préprio de Gen(A). Entdo, médulo To(A), f € igual a

uma combinacao linear de polinomios da forma:

a1, am 2 2 2
3/113/22 U Um R Ry Zikgj<zj17 Rjpy - 7’211)
onde {iy,i2,...,0} N{J1,J2, -, i} = D, i1 < iz < ... < iy eg; € um polinomio multilinear.
Se a caracteristica de K for p > 2, temos que o; < p para i = 1,...,m. Além disso, se

0s polinomios multilineares g; forem linearmente independentes mddulo To(A), entdo os

polinomios actma também serao linearmente independentes.
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Demonstragao: Anédloga aos resultados citados acima. |

Neste momento, estamos em condi¢oes de demonstrar a igualdade T5(E ® E) = Th(A).
Proposicao 3.39 As dlgebras A e E ® E satisfazem as mesmas identidades 2-graduadas.

Demonstragao: Pelo Lema 3.36, basta mostrarmos que toda identidade 2-graduada de A é
satisfeita por F® E. Sabemos também que é suficiente considerarmos apenas as identidades
0-préprias.

No Lema 3.39 encontramos os geradores do espaco vetorial dos polinomios O-proprios de
Gen(A). Com esta informagao, mostraremos que Gen(A) é relativamente livre na variedade
de algebras 2-graduadas determinadas por £ ® FE.

Desde que A C M 1(F), temos que Gen(A) é imagem homomérfica de Gen(M;1(E)).
Logo, todo polinomio 0-préprio de Gen(A) pode ser escrito como combinagao linear de

polinémios da forma:

ma2 2 2
y(lllygé2 o 'y’?n Rar%ay """ Zasgj(zjlv TIREE 7ij) (4)
onde {a1,as,...,as} N{j1,72,.. ., i} =D, a1 < ax < ...<a, e g; é multilinear. Note que

podemos assumir «; < p. Com efeito, fixemos ¢ e suponha que a; > p em algum polinomio.
Desde que estamos considerando apenas polinémios 0-préprios, temos que cada variavel par
aparece apenas em comutadores. Assim, o elemento correspondente a este expoente (bem
como a parte escalar das matrizes) anula a expresssao (4) deste polindomio.

Segundo a Proposicao 2.7, temos que uma base para o subespaco vetorial de
Gen(M;1(E)) gerado pelos polindmios multilineares nas varidveis z; consiste de elemen-
tos da seguinte forma:

2ty Rug Rt Rug * * " R Rum,

para t] < to <« < tp, u; < Uy < --- < U, onde simbolo ~ acima da variavel z,  indica
que esta pode ser omitida. E imediato que estes polindmios geram o mesmo subespaco
em Gen(A). Logo, conforme os Lemas 3.37 e 3.38, temos que os polindémios da forma (4)

constituem uma base para o subespaco vetorial formado pelos polinomios O-préprios de

Gen(A).
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Recordemos que T5(E ® E) é gerado por [y1,¥s], 212023 + 232221 € por [y, z] quando
a caracteristica de K é p > 2 (Teorema 2.23). Logo, segue que Gen(A) é também relati-
vamente livre na variedade de algebras 2-graduadas determinada por £ ® E. Em outras

palavras, temos que Ty(A) = To(F ® E), como queriamos. I

Corolario 3.40 As dlgebras A e EQ E satisfazem as mesmas identidades polinomiais, isto
¢, T(A)=T(E®QFE).

Demonstragao: Pela proposicao acima, as dlgebras A e E ® E satisfazem as mesmas
identidades 2-graduadas. Logo, do Corolario 1.43, temos que T'(A) = T(F ® FE), como

queriamos. I

Agora, apresentaremos o contra-exemplo citado no inicio desta secao:

Lema 3.41 Quando a caracteristica de K é p > 2, o polinomio f(xy,xs) = [x]f2,.i£2] ¢ uma

identidade em A, mas nao é uma identidade em M, 1(E).

0

0 2
tral. Logo, se substituirmos z; por b em f(x1,x2), teremos que f & T(M;1(E)). Agora,

Demonstragao: Seja b = ( ) € M;1(E). Observe que W’ = b, que nio é cen-

mostremos que, para todo a € A, o elemento a?’ é central. Desde que a = ol + d,
onde o € K, d € My (E') e I é a matriz identidade, tem-se a” = o?’I + (d')”" e
o”’I é central. Logo, basta mostrarmos para a = d € M, 1 (E'). Com efeito, seja

x
a = ( Y ) € My (E'), onde z, t € E|, y, z € E} = E;. Como p > 3, temos que
z t

p?> > 4p — 3. As entradas de a?’ serao combinagoes lineares de monomios em x, y, z, t
e cada um destes mondmios tem grau p*. Logo, cada um destes monoémios contém um
dos elementos z, y, z, t pelo menos p vezes. Usando que x, t sdo centrais em E' e y, z
anticomutam, podemos escrever, a menos de sinal, cada monoémio na forma z"y™2"t*, onde
pelo menos uma das poténcias tem grau maior ou igual a p. Mas, de acordo com [20], a

dlgebra E' satisfaz a identidade 2} = 0. Portanto, a?* =0, como queriamos. |
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Teorema 3.42 Seja p > 2 a caracteristica de K. Entdo T(M;1(FE)) & T(E ® E). Mais

precisamente, a identidade [xﬁ’z,xQ] ¢ satisfeita por E ® E, mas nao por My 1(E).

Demonstracao: Do Coroldrio 3.40 e do Lema 3.41 segue que T(E ® E) = T(A) &
T(My1(E)), como querfamos. I

Encerramos este capitulo com uma importante observacao:

Observacao 3.43 O teorema acima mostra que o Teorema sobre o Produto Tensorial é
falso em caracteristica positiva. Entretanto, é verdadeiro se nos restringirmos as partes
multilineares dos respectivos T-ideais.

Observemos também que, embora seja um fato ja conhecido, as algebras EQ E e M, 1 (F)
nos dao um exemplo de algebras que satisfazem as mesmas identidades multilineares, mas
possuem T-ideais diferentes quando a caracteristica de K é p > 2. Outro exemplo sera dado
no final do préximo capitulo. Isto mostra também que a teoria de Kemer (em caracteristica

zero) é, na verdade, uma teoria sobre identidades polinomiais multilineares.
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Capitulo 4

Pl-equivaléncia em caracteristica

positiva

Vimos no capitulo anterior, que M,;(E) ® E e M,,(E) estdao em equivaléncia multi-
linear. Neste capitulo, usando identidades polinomiais graduadas, daremos uma outra
demonstracao da equivaléncia acima, e mostraremos que M; 1 (F)® E e My(FE) nao sao PI-
equivalentes quando K é um corpo infinito com caracteristica p > 2, fornecendo o exemplo
citado na Observacao 3.43.

Veremos também que a algebra M, ,(E) ® E satisfaz certas identidades graduadas que
nao sao satisfeitas por Mo, (F).

Os resultados aqui apresentados estdo no artigo [4] e representam uma generalizagao,
para corpos com caracteristica positiva (distinta de dois), de alguns resultados de Di Vin-

cenzo e Nardozza em [9] e [10].

4.1 As identidades Z, x Z;-graduadas de M, (FE)

Nesta secao denotaremos por G o grupo Z, X Zs. Recordemos do Exemplo 1.39 a G-

graduagao canonica de M, (F): se g = («, ) € G, temos que:
M, (E)y = {(a;j) € M,(E) | a;; € Egsej—i=ae0 caso contrario},

onde m denota o residuo médulo n de m € N.
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Seja A uma algebra G-graduada e h um elemento homogéneo de grau (o, ) € G. Para
tal h escreveremos a(h) = o € Z,, e f(h) = 3 € Zs.

Como feito no Capitulo 2, montaremos um modelo para a algebra relativamente livre
de posto enumerdvel na variedade de édlgebras G-graduadas determinada por M, (F). Para
tanto, seja X = YU Z,onde Y = {y¢ | d € Zpn,i > 1}, Z = {28 | d € Zp,i > 1} e
Y NZ = @. Recordemos da Segao 2.1 que K(Y'; Z) denota a algebra livre supercomutativa.
Seguindo novamente as idéias de [6] (Theorem 2), se X = {1, o, ...}, definimos A = (a¥,)

como sendo a seguinte matriz em M, (K(Y; Z)):

i se (alm), () = =7 0),
(afs) = le_l se (a(xk)> ﬁ(xk’)) = (S - 1)’

0 caso contrario.

Chamaremos de H a subélgebra G-graduada de M, (K(Y;Z)) gerada pelas matrizes Ay,
para k > 1.

Observacao 4.1 O comportamento da multiplicacao dos elementos homogéneos com res-
peito a G-graduagao em M, (K(Y'; Z)), bem como na subélgebra H definida acima, é similar

ao descrito para M,(E) no Exemplo 1.39.

Proposigao 4.2 A dlgebra G-graduada H € relativamente livre na variedade de dlgebras

G-graduadas determinada por M, (F).

Demonstragao: Seja ¢ : K(X) — H o homomorfismo definido por z; — Ay, k > 1. Logo,
temos que ¢ é um homomorfismo graduado e sobrejetor. Um calculo direto mostra que

ker o = Tg(M,(F)), e o resultado segue como queriamos. I

A tabela a seguir contém os polinomios G-graduados que, como veremos adiante, formam
uma base para as identidades G-graduadas de M,,(E).

Seja S o conjunto formado pelas identidades da Tabela 4.1 e I o ideal de identidades
G-graduadas em K (X) gerado por S. Verifica-se diretamente que todos os polindémios de

S sao identidades para M, (FE), e como conseqiiéncia imediata temos que:

Lema 4.3 [ CTg(M,(E)).
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Identidade (a(zy), B(x1)) | (a(z2), B(x2)) | (a(zs3), B(xs))
T1Tg — Toly (0,0) (0,0)
(0,0) (0,1)
T1T9 + Toly (0,1) (0,1)
T1T2X3 — T3T2T1 (c, 0) (—a,0) (a,0)
(a, 1) (—,0) (e, 0)
(e, 0) (—a, 1) (e, 0)
T1ToT3 + T3ToTq (o, 1) (—a, 1) (a, 1)
(e, 0) (—a, 1) (o, 1)
(a, 1) (—,0) (a, 1)

Tabela 4.1: Conjunto de identidades que formam S.

Lema 4.4 Seja M = M(z1,...,2m) € K(X)(,3 wm mondémio nio-nulo de comprimento
r. Entao: .
M(Al,...,Am):iZ M, ey 1. (1)
=0
Aqui j—~v—1 = a; M, = yfllﬂ-“yffﬂ zgjﬂ---zﬁjﬂ para 1 < i; < ... < i < m,
1 <1 <... < Js <m convenientes, e O, O, € Z,, v =0,1,....,n—1. A soma dos indices

superiores nos monomios M, é a soma em Zr,.

Demonstragao: Por inducao sobre o comprimento » = s+t de M. Para r = 1 o resultado
¢ imediato. Se r > 1, escreva M(x1,...,2,) = N(z1,...,2,) - ¥4, para algum g, e o
restante da demonstracao segue da hipdtese de inducao aplicada ao mondémio N, levando

em consideracao o comportamento da multiplicacao citado na Observagao 4.1. |

Proposicao 4.5 Sejam M, N € K(X) mondmios com M(Aq,...,An) e £N(A1, ..., Ap)
possuindo, na mesma posi¢ao, a mesma entrada nao-nula pertencente a dlgebra livre super-

comutativa. Entao M = =N mddulo I.

Demonstracgao: Por indugao sobre o comprimento ¢ do monoémio M. Para ¢ = 1 nada
temos a demonstrar. Se ¢ > 1, suponha que (h, k) é a entrada comum nao-nula. Assim,

escreva M = Mjx,; M, para algum ¢, onde a(M;) =1 e a(Ms) = s, parar, s € Zy,.

57



Primeiramente, suponhamos 3(z;) = 0. A entrada (h, k) do monémio M (z1,...,z,,) é
M" ep eyt enipns M ej_sp onde a(z;) =k —s—h—1r € Ly,

e os indices superiores, bem como os indices das matrizes unidade e; ;, estao em Z,, como
visto no Exemplo 1.39.

Conforme a hipdtese, podemos escrever N = N’ x; N”. Avaliando N nas matrizes A;, a
contribuicao de A, para a entrada (h, k) de N(Ay, ..., Ay,) serd exatamente y ™" Chtrk—s-
Mas, de acordo com a Observacao 4.1, temos que N = Njx; Ny, onde a avaliacao dos
A;’s é algum N'ep i # 0. Logo, a(Ny) = a(M,) = r € Z,, e deste modo temos que se
M = My xy Myxy Ms - - - M;_1 2y M, entao N = Ny xy Ny xy N3 --- N;_1 x; N;, para monomios

N; convenientes. Além disso, para alguma permutacao o de {1, 2,...,l — 1, [} tem-se:
a(Myxy Myxy- - 20 M) = (N1 2 Nowy - - - ¢ Nory).-

Agora, suponhamos que o monémio M comece com a variavel z;. Entao N = Ny xy N»,
com a(Np) =0. O restante da demonstragao serd dividido em trés casos:

Caso 1: Considere M = z1 My x; My e o(xqy My) = 0. Entdao N = N3 zy Ny N5 com
a(N3) = a(Nszy Ny) = 0. Mas, neste caso, temos a(x; Ny) = 0 e N = +x; Nyz Nj
(médulo T), de acordo com as identidades que geram I (veja a Tabela 4.1).

Caso 2: Considere M = Mz, xy My, N = Nsyx, Nyx1 Nsxp, € Ny = N3z, N5 tais
que a(M;) = a(N3), a(Miyz,) = a(N3x,Nyz1 N5). Entdao a(Nyz,N;) = 0. Mas
a(N3x, Ny) = a(Ny) = 0 e portanto a(N3 z,) = —a(Ns) = a(x; N;). Logo, novamente de
acordo com as identidades da Tabela 4.1, temos que N = 1 N5 Ny N3 2, x, Ng (mddulo I).

Caso 3: Nenhum dos casos acima. Escreva M = z;, x;, -+ - x;, e escolha uma varidvel,
digamos w1, que ocorre em N;. Assim, podemos escrever N; = N3 x; N4 e entdo, para
algum 1 < p < ¢, teremos 4, = 1. Portanto a(N3) = a(z;, v, ---25,_,). Se p < ¢
suponha que N = Nsw;, ., N, e dai a(Ns) = a(x;, 4, ---x;,). Mas o comprimento do
monomio N; é maior que o do mondémio Nj, pois se fossem iguais estariamos no Caso 1,
e se o comprimento de N5 fosse maior que o de Np, estariamos no Caso 2. Deste modo,
concluimos que a variavel x;, ., ocorre em N;. Portanto, para algum pg, os monomios
Ni e @, @i, ., - T;, serdao homogeéneos de mesmo grau em G. Agora, se N comeca com
xj, temos M = MjzM,x; Ms, para alguns monomios M; satisfazendo a(Ms M) = 0 e

Myx; Ms = Tipy Tipgsr ** Lig- Como conseqiiéncia obtemos:

a(Myx; M) = a(xipo Tip 4y “x;,) = (Ny) =0 € Zy.
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Desde que a(M3) = —a(z; M;), temos M = x; M5 My M3 (mddulo I), que comega como
N.

Nos trés casos considerados acima, mostramos que M = U moddulo I e N = V moédulo
I, onde U e V comegam com a mesma variavel, digamos x. Escreva U =2 U’ e V =2 V.

Desde que I C T(M,(E)), temos:
M(Al,...,Am) :U<A1,...,Am), N(Al,,Am) :V(Al,,Am>

Agora, usando a hipétese de indugao, o resultado segue para o caso f(x;) = 0. Quan-
do f(x;) = 1, a argumentacao é andloga. Destas consideragoes, o resultado segue como

queriamos. |

Lema 4.6 Se M(A,,...,Ay) =0 para algum mondémio M € K(X), entdo M € I.

Demonstragao: Desde que M(Ay,...,A,) =0, do Lema 4.4 temos que alguma variavel,
digamos x, aparece em M pelo menos duas vezes. Com efeito, se M fosse multilinear, o
lema citado acima implicaria que um monomio multilinear na algebra livre supercomutativa
deveria se anular, o que é claramente uma contradicao. Logo, M = M, x My x M3 para
alguns mondémios My, My e M. Além disso, a(M;) = a(Myx M) e f(x) = 1, pelo
Lema 4.4 novamente. Mas isto nao pode ocorrer se as entradas sao lineares nas variaveis
z, e portanto a(x) = —a(M,). Usando a identidade x1xox3 + x32271, com x1 = x3 = = €

xo = My, temos que x My x € I. Logo, M = My x Msx M3 € I, como queriamos. |

Com o resultado acima, podemos mostrar que as identidades G-graduadas de M,,(E)
sao conseqiiéncias do conjunto S, como dito anteriormente. Vale ressaltar que o resultado
abaixo fora obtido por Di Vincenzo e Nardozza em [9], para algebras sobre corpos com

caracteristica zero.
Teorema 4.7 As identidades G-graduadas de M, (E) sequem do conjunto S.

Demonstracao: No Lema 4.3 vimos que I C Tg(M,(F)). Para mostrarmos a inclusdo

reciproca, seja f € Tg(M,(E)) e escreva f = ) ., a; fi (médulo I), onde cada f; é um

monomio homogéneo. Escolha um menor inteiro r com esta propriedade (logo, temos
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0# a € K). Ser > 1, entao f; # 0 para algum i. Assuma, por simplicidade, f; # 0
(médulo I). Assim, f1(Ay,...,A,) # 0 conforme o Lema 4.6. Mas, a; f1(A1,...,A,) =
— > sai fi(Ar, ..., Ay) e, paraalgum 2 < ¢ < r, digamos ¢ = 2, as matrizes fi(Ay, ..., Ay)
e £f2(Ay, ..., Ap) tém, na mesma posi¢ao, a mesma entrada nao-nula. Segundo a Propo-
sicao 4.5 segue que f; = £ fo (médulo I) e, deste modo f = (a; £ as)fi + Y ;_sa; f;, 0 que

contradiz a minimalidade de r. Esta contradi¢ao implica no resultado desejado. |

4.2 As identidades Z, x Zi;-graduadas de M, ,(E) ® E

Nesta segao, descreveremos as identidades graduadas da algebra M, ,(E)® E, onde a+b = n.
Como a maioria das afirmacoes e demonstragoes sao similares as da secao anterior, apenas
daremos uma idéia das demonstracoes ou simplesmente as omitiremos.

Seja G = Z,, X Zy. A élgebra P = M,,(E) ® E é G-graduada. Com efeito, seja
(ar, B) € G. Primeiramente, recordemos do Exemplo 1.39 que a G-graduagao de M, ,(FE) é
induzida por M, (E) (n = a+b), e deste modo temos Mg y(E)(a, 5) = Map(E) N Mp(E)(a, g)-

A partir destas consideragoes mostra-se diretamente que:
Pla,p) = Map(E) (. p) @ Eo + Map(E) 0, p+1) @ Er

define uma G-graduagao em P.
Sejam:

No={(i,j)|1<i,j<aoua+1<ij<a+b=n}

Ay ={(i,j)]|1<i<a,a+1<j<at+boul<j<a a+1<i<a+b}.

Consideremos K(Y'; Z) como na Segao 4.1. Definamos as seguintes matrizes em M, (K(Y; Z)):

Yi sea(r;)) =s—re(r,s) €

0  caso contrario.

sea(r;))=s—re(rs) €A

0  caso contrario.
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Denotemos por SC' um outra copia da algebra livre supercomutativa, livremente gerada
pelas varidveis pares {y;} e pelas varidveis impares {z;}. Agora, considere os elemen-
tos C; € M,(K(Y;Z)) ® SC definidos por: C; = AY @ y; + BY ® 2 se B(z;) = 0 e
C; = BY @y, + AD @ 2 se f(x;) = 1. E imediato que a algebra F gerada por C;, i > 1 ¢
G-graduada. De forma imediata temos:
Lema 4.8 T (F) = T¢(P).
Observagao 4.9 Considere o homomorfismo G-graduado:

v KXy — F
Este homomorfismo é claramente sobrejetor. Mas ker ¢ # T (P). Com efeito, tome
a=0b=1ce f(r;) = 22, com (a(z;), B(x1)) = (1,0). Entao ¢(f) = 0, pois um

calculo direto mostra que P ) - P10) = 0. Por outro lado, se substituirmos z; por

0 e 0 e
d= ( ! ) ® e;+ ( ’ ) ® eg, teremos f(d) = d # 0. Isto é uma conseqiiéncia
€2 0 €4 0

do fato de que ker ¢ ndo é um Tg-ideal, embora tenhamos que Tg(P) C ker .

Seja I’ o ideal das identidades G-graduadas geradas pelo conjunto S definido na Secao 4.1
(mais precisamente na Tabela 4.1) e por todos os monémios de T (P).
O préximo resultado foi demonstrado em [10], Proposition 2.6, para algebras sobre

corpos com caracteristica zero. Em nosso presente caso a demonstracao é imediata.
Lema 4.10 I' C T(P).
Corolario 4.11

(1) Te(Mu(E)) € Ta(Myy(E) ® E);

(2) T(Mn(E)) CT(Mup(E) ® E).

Demonstragao: Segue diretamente do Lema 4.10 e do Teorema 4.7. |

Sejam M(xy,...,Tm), N(x1,...,2,) € K(X) monomios da édlgebra livre G-graduada
K(X). As matrizes A® ¢ B® definidas no comeco desta secio possuem uma G-graduacio
natural, herdada de M, (E). Suponha que F’ é a algebra gerada pelas matrizes AW, B®.
Seja ¢ : K(X) — F’ um homomorfismo G-graduado tal que ¢(z;) = A® ou B®.
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Proposicao 4.12 De acordo com as notagoes dadas acima, sejam (M (z1,...,x,)) €
+o(N(x1,...,2m)), para algum p, matrizes que tém, na mesma posi¢ao, a mesma entrada

nao-nula. Entdo M = +N (mddulo I') em K(X).

Demonstragao: Basta seguir os passos da Proposicao 4.5. Como no resultado citado,
mostra-se por indu¢ao no comprimento dos monomios e usa-se as identidades de S para

reescrever, modulo I’, ambos os monomios comecando com a mesma letra. |

Observemos que a proposi¢ao acima nao é uma conseqiiéncia direta da Proposicao 4.5,
pois neste resultado as matrizes A; sao os geradores livres da algebra relativamente livre,

enquanto os A® e B® definidos nesta secdo nao cumprem este papel.

Teorema 4.13 As identidades G-graduadas de M,,(E) @ E, a +b = n, sequem dos

polinémios do conjunto S e de todos os monomios que estio em T (M u(E) @ E).

Demonstragao: Seguiremos os passos da demonstracao do Teorema 4.7 com algumas mo-
dificacoes. Para tanto, é suficiente mostrarmos que se f é multi-homogéneo e f pertence a
Te(M,p(E) ® E), entao f € I'. Escolha, como no teorema citado acima, o menor r > 0
tal que f = > ' a; fi (m6dulo I’) onde os f; sio mondomios em K(X) e 0 # a; € K.
Supondo 7 > 0, temos que f; ndo pode ser uma identidade graduada de M,;(F) ® E,
devido a minimalidade de r. Portanto fi(wi,...,wy) # 0, para wy, = Cy, | + ... + Ctk,nk

convenientes e t,, # t,s se (u,v) # (r,s). Escreva fi = z;, x4, - - - z;, € seja

Definamos a fungao g : J — {1, 2,...m} por g(t,,) = u. Desde que fi(wy,...,w,) # 0,
obtemos um termo Hj, --- H; ® e # 0, onde e € SC' ¢ um monomio. Além disso, observe

que g(jx) = k.

Como ay fi = =Y ;_,a; f;, o lado direito contém um termo H; -Hy(q) ® e, para

o)

L H

ot tém uma entrada

alguma permutacgao o de {1, 2,...,q}. Mas, H;, --- H; e H;

(1)

nao-nula na mesma posigao. Assumindo que o termo acima vem de f; = xy, - - -z, , temos

que g(Jor)) = sk Seja hy(xj,, ..., x;,) = x5 - x5, ¢ ho(xj,, ..., xj,) = T,y Ty LOGO,

hy = £hy (médulo I’), conforme a Proposicao 4.12. Mas iyt) = 9(jor)) = Sk, € portanto
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Sz, o wm) = b2y, .. 5,) e fo(@r, .. Tm) = ha(w4,, ..., 2;,). Agora, a demonstracao

¢é finalizada da mesma forma como no Teorema 4.7. |

O teorema anterior nos permite dar uma demonstracao alternativa para o seguinte

resultado:

Teorema 4.14 ([10], Theorem 4.1) Seja K um corpo com caracteristica zero. Entdo as

identidades G-graduadas de M,,(E) ® E sequem do conjunto S.

Demonstracao: De acordo com o Teorema 4.13 e observando que a caracteristica de K é
zero, temos que Tg(M,(E) @ E) é gerado pelo conjunto S, juntamente com os mondmios
multilineares de T (M, ,(E) @ E).

Seja M(xq,...,%y) # 0 um mondémio multilinear. Entao, com uma indu¢do no compri-
mento de M, mostra-se que existem ay, ..., a, € M,,(F)® E tais que M(aq,...,an) # 0,

e o resultado segue. |

Uma conseqiiéncia imediata do Teorema 4.14 ¢é a primeira afirmacao do Teorema sobre o
Produto Tensorial de Kemer, para o qual uma demonstragao alternativa ¢ um dos principais

resultados de [10].

Corolario 4.15 Se a caracteristica de K € zero, entdo T'(M,,(E) ® E) = T'(M,(E)), onde
a+b=n.

Observacao 4.16 Quando a caracteristica de K é p > 0, o Teorema 4.14 acima, em geral,
nao é verdadeiro. Existem identidades G-graduadas para M,;(F) ® E que nao seguem
das identidades graduadas de S. Por exemplo, considere para M, ,(E) ® E, o monomio
Ca(Z1,...,2p) = T1 X1 T321 - T1Xp 2y com a(z;) = a € Zy, B(r1) = 0en = 2a.
Note que ¢, € T(M,qo(E) ® E). Mas para d = > . (€ia—1+i + €a+ii) € Mao(E) temos
co(d,d,...,d) = d # 0, e com isto, segue que Tg(M2y(E)) & Te(M,q(E) ® E), para
G = Zoy X Zo. Na préxima se¢ao, mostraremos que a primeira afirmagao do TPT (Corolario
4.15) nao é, em geral, verdadeira quando K é um corpo infinito com caracteristica p > 2,

através de um estudo mais detalhado do caso a =b = 1.
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4.3 As identidades de M (E) ® E e My(FE)

Como dito no final da secao anterior, daremos um contra-exemplo para o Teorema 4.14 e
a primeira afirmacao do TPT (Coroldrio 4.15) quando K é um corpo infinito com carac-
teristica p # 0. Para tanto, fixaremos a = b= 1,n = 2 e G = Zy X Zs. Denote por I o ideal
das identidades GG-graduadas geradas pelo conjunto S e chame de I; o ideal das identidades
G-graduadas geradas por I e pelo monoémio ¢(xy, Za,...,%p) = X1 ToT1 T3 Ty - T1 Tp L1,

com «a(x;) = 1 para todo i e f(z1) = 0.
Lema 4.17 Se a caracteristica de K é p # 0, entio I, C Ta(M1(F) @ E).

Demonstracao: De acordo com o Lema 4.10 temos que I C Ti(M;1(F) ® E). Logo,

basta mostrarmos que ¢ € T(M;1(E) ® E). Desde que ¢ é linear em o, .. ., z,, podemos
o . 0 6 , 0 o

substituir z; (i > 1) por a; = ® @; € Ty por a; = 23:1 ® 7;, onde
E; 0 5]' 0

@, Biy Viy 0i, €5 € By e ¢; € By U Fy. Quando ¢ > 1, temos que:

! Qi g; 0
alai:Z< ’ >®7j90i
=1

0 B

e deste fato juntamente com t* = 0, para ¢t € Fy, segue que c(ay, ...,a,) = 0, para todo

0 uy

r < p. Agora considere r = p. Entao c(ay,...,a,) = E( > ®w,, para todo o € S,

/UO'
o grupo das permutacoes, Uy = Qy(1) €2 Qe(2) €3 * * * Ay(p—1) Ep Qo(p) € €Xpressoes similares para

0 U1

Uy, Wy. Logo, c(aq, ..., a,) =p! ( ) ®w; = 0 em K, pois «;, §;, v; € &; anticomutam.

U1
Para o caso r > p, reduzimos ao caso acima considerando-se subconjuntos com p elementos

cada, e assim obtemos o resultado. |

Observe que c(ejs + €a1, ..., €12 + €91) = €12 + €21 em My(E), e isto implica que ¢ nao é

uma identidade G-graduada para M (E). Logo, To(Ma(E)) G Ta(My1(E) ® E).
Lema 4.18

(1) Sejam f € K(X) um mondémio e x € X uma varidvel tal que f(x) =1 e a(z) = a(f).

Entao temos que o monomio x fx € 1.
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(2) Sejam fi, fo € K(X) monomios e x € X wuma varidvel tal que 5(z) = 1. Entdo

temos que x fix fox € 1.

Demonstragao: Para demonstrarmos (1), observe que quando «(z) = 1, temos que
x fr=—z fx (mbédulo 1) de acordo com a identidade xixox3 + x32271 = 0. Se a(z) = 0,
podemos considerar deg f > 1. Com efeito, se deg f = 1, obtemos o resultado através
de 1wy = —x9my e 22 € I;. Agora, se B(f) = 0, usamos z179 = zyx; para obter
xfr=xxf € ;. Analogamente, se 5(f) = 1, por 2129 = —xox1 temosquex for = —xx f,
que estd em [.

Para (2), seja a(x) = 0 e, segundo o que foi feito acima, podemos considerar a(f;) =
a(fs) = 1. Logo, a(fiz fo) =0 e dai x fi x fox € I;. Analogamente, obtem-se o resultado

quando «a(z) = 1, como queriamos. I

Proposigao 4.19 Se o monomio f(x1,...,xy) € Ta(Mi1(E) @ E), entdo f € 1.

Demonstragao: Mostraremos por inducao sobre ¢ = deg f que, se f & I, entao
flai,...,an) # 0 para a; € M;;(F) ® E. Para ¢ = 1 o resultado ¢ imediato. Supo-
nha g > 1 e escreva f = hx; para algum ¢. Agora, se h € I; nada temos a demonstrar.
Logo, assuma que h ¢ I e, por simplicidade seja i = 1. Entao f = hx; e por hipdtese de
indugao, existem b, € My 1(E) ® E, i = 1,...,m, tais que h(by,...,b,) # 0. Suponha que
deg,. f = d e escolha os b;’s de forma que os geradores e, €3, €3 € e, de £/ nao aparecam
em nenhum deles. Escreva f = fixy fox1-- 21 fyx1, onde os f; sao monomios que nao
contém x;. Em outras palavras, f; = fi(xs,...,x,,). Para simplificar os préximos calculos,
escreveremos f(x), h(b), e assim por diante para indicar f(x1,...,zm) e (b, ..., by), res-
pectivamente. O restante da demonstragao serd dividido em quatro casos:

Caso 1: Suponha («a(z1), B(x1)) = (0,0). Desde que f1(b) by faby---by fa # 0, temos

10
que f1(b)--- fa(b) # 0. Entao para a = < ) ® 1, obtemos:
0 1

f(avb?v"'abm):fl()af2() ( a_fl

b)--
Caso 2: Suponha (a(z1),B(z1)) = (1,1). Escolha a = ( ) ® 1. Segundo o
Lema 4.18, temos que d < 2. Se d = 1, entao f(a,bo, . .. = h(b)a # 0. Quando d = 2,
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também usando o Lema 4.18 obtemos que a(fy) = 0. Mas h(b) = f1(b) by f2(b) # 0 e dai
fi(b)a fo(b) # 0. Se «, B € Ey, entao:

0 e a 0 0 e B Beqes 0
ey O 0 g es 0 B 0 aes e .
Portanto f(a,bs,...,bn) = fi(b)a fa2(b) a # 0.

1 0 1 0
Caso 3 Suponha («(zx1), 5(z1)) = (0,1). Sejam a= < >®61, a'= ( )@ éy.
0

1 0 €9 €3
Novamente pelo Lema 4.18; temos que d < 2. Se d = 1, entéo f(a,by,...,by,) = h(b)a # 0.

Assim, considere d = 2. Neste caso, temos a(fy) = 1. Mas h(b) = fi1(b)by fo(b) # 0

0 .
e dai fi(b)a fo(b) # 0. Escrevendo fa(b) = Z]< p “ ) ® 74, temos que a fo(b)a’ =
J
0 Oéj €9 €3 / 0 aj
> ®e17jeq, e d fa(b)a=3_; ® e4y; €1. Logo
ﬁj 0 €9 €3 ﬁj 0

fla+a by, bn) = fi(b)(a+d) f2(b)(a+d),

que por sua vez ¢ igual a:

1—ese 0
fi(b)a fo(b)d' + fi(b)a' fo(b)a = fl(b)afz(b)< 2 ) ®eq # 0.
0 €9 €3 — 1
Nestes calculos usamos a fao(b)a = o fo(b) a’ = 0, pois este fato decorre diretamente das
relagoes €2 = €2 =0 em F.
0
Caso 4: Suponha que (a(z1),5(z1)) = (1,0). Seja a = ( “ ) ® es. Entao
€9 0
fla + by,bg,....by) = Zle f1(0)by - -+ fi(b)afir1(b)by - -+ fa(b)by. Primeiramente, consi-
deremos «(f;) = 1, para todo i > 2. Se d > p, segue da identidade ¢ que f € I.
Logo, d < pe fla+bi,ba,....by) = d fi(b) by fo(b)by---bi fa(b)a = dh(b)a # 0 pela
identidade xiwors = z3wo71. Assim, considere a(f;) = 0, para algum i > 2 e seja
t o nimero de j’s, 2 < j < d, tais que a(fjx1 fij+1---21 fg) = 0. Escolha r como
sendo o maior j com esta propriedade. Denotemos u = f1(b)by fo(b)by - -bifa(b)a e v =
f1(0)b1fo(b)by -+ - by fr_1(b)af-(b)by - - - by fa(b)by. Entao, por xixex3 = x3xexy, temos que
fla+by,by, ... b,) = (d—t)u+tv. Agora,sed—t > pout > p, pelaidentidade ¢ obtemos
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que f € I;. Desde que:

0 o v 0 0 e B o0 e 0
go0J\os)/\e 0) \ 0 Bre
0 e v 0 0 « B e100 0

ea 0 0 ¢ g 0 B 0 esvya )

temos que e; e ey estao em linhas diferentes dos respectivos produtos que constituem

u e v. Logo, segue que u e v sao linearmente independentes e finalmente temos que

fla+0b1,bs, ..., by) # 0, encerrando a demonstragao. I

Do Teorema 4.13 e da Proposicao 4.19, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.20 Seja K um corpo com caracteristica p # 2. As identidades G-graduadas
da dlgebra M1 (E) ®@ E sequem das identidades do conjunto S, comn =2,a=b=1 e da

identidade c(xy, ..., x,) = 0.

Agora, consideremos £’ C E a &algebra de Grassmann sem unidade. FE’ satisfaz a

identidade 27 = 0 (veja [20]). Seja A a subdlgebra de Ms(F) formada pelas matrizes do
tipo ( “ ? ) , tais que 3, v € E'. A algebra A é G-graduada de modo natural, pois herda
Y

a graduacao de My(FE). Descreveremos as identidades graduadas para A, onde G = Zgy X Zs.
Para tanto, faremos uso das matrizes A;, definidas no comeco da Secao 4.2, com n = 2.
Para nos adequarmos a estrutura da algebra A, adicionaremos a relagao (y;)? = 0, quando
(a(z;), B(x;)) = (1,0) em K(Y;Z).

Lema 4.21 Se f(z1,...,2,) € K(X) € um mondmio tal que f(Ay,...,An) = 0, entdo
felr.

Demonstracao: Usando a notagdo do Lema 4.4 e a Equagao (1), temos dois casos a
considerar:

Caso 1. A variavel zjﬁ ocorre duas vezes (ou mais) no monomio My. Aqui, j €

{j1,..-,4s} e B € {B1,...,0s}. Entao f = fiz;for;fs, para os monoémios fi, fo e fs.
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Mas temos que aff1) = a(fiz;fz) e B(z;) = 1. Portanto a(z;) = —a(fs). Agora, por
12273 + 237271 = 0, fazendo 21 = x3 = x; e 292 = fo, obtemos que z; fox; € .

Caso 2: Algum y{* ocorre p vezes (ou mais) em My. Para (a(z;), B(x;)) = (1,0), escreva
f = hxifari- - 2ifprifpn e entdo o f1) = a(fizife) = -+ = a(fizifoar; - i f,). Logo,
a(z;) = —a(f,) para todo r = 2,...,p. Usando a identidade ¢ = 0, obtemos que f € I,

como queriamos. |

Teorema 4.22 As identidades G-graduadas da dlgebra A tém como base as identidades do

conjunto S (comn =2) e a identidade ¢ = 0.

Demonstragao: A demonstracao ¢ a mesma dada ao Teorema 4.7. |

Corolério 4.23 Seja K um corpo com caracteristica p # 2. Entao as dlgebras My 1(E)QFE

e A satisfazem as mesmas identidades polinomiais ordindrias.

Na Se¢ao 3.4, mostramos que T(E®FE) & T(M;1(F)). Agora daremos o contra-exemplo

para a primeira afirmacao do Teorema sobre o Produto Tensorial, como dito anteriormente.

Teorema 4.24 Seja K um corpo com caracteristica p > 2. Entao:
T(My(E)) & T(Mi1(E) ® E).

Demonstracao: Usando identidades graduadas vimos que T'(My(E)) C T (M1 (E) ® E).
Agora, exibiremos um polinémio que é uma identidade de M;;(F) ® E, mas nao ¢ uma
identidade de Ms(FE). Observemos inicialmente que devido ao Teorema 3.26, tal polinémio
nao pode ser multilinear. Para tanto, escolha f = [z1, 2o]*~7. Entao f(ea;—e12,e11) = €21+
e12 # 0 em My(FE) edal f ¢ T(Msy(FE)). Por outro lado, [a,b] € My(E'), para todo a, b € A.
Se u € My(E'), entao u*~7 = 0. Com efeito, escrevendo u = ug+ uy, u; € My(E!) e usando
a identidade 2?7 = 0, juntamente com o principio da casa do pombo, segue que u**~" = 0.
Portanto, f € T'(A). Conforme o Corolario 4.23, temos que T'(A) = T(M,1(E) @ E) e o

resultado segue como queriamos. |
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