UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao
Cientifica - IMECC

Departamento de Matematica

ELEMENTOS RIGIDOS, VALORIZACOES E ESTRUTURA DE

ANEIS DE WITT

Tese de Doutorado

Angelo Papa Neto

Orientador: Prof. Dr. Antonio José Engler

Campinas - 2007



Elementos Rigidos, Valorizagoes e Estrutura de
Anéis de Witt

Este exemplar corresponde a redagao final da
tese devidamente corrigida e defendida por
Angelo Papa Neto e aprovada pela comissao

julgadora.

Campinas, /7de o2 de 2 po

Holoniprid of.

Prof. Dr. Antomo José ngler

(orientador)

Banca Examinadora:
1. Prof. Dr. Antonio José Engler
2. Prof.® Dr.? Dessislava Hristova Kochloukova
3. Prof. Dr. Fernando Eduardo Torres Orihuela
4. Prof.® Dr.* Ires Dias

5. Prof.¢ Dr.2 Rosali Brusamarello

Tese apresentada ao Instituto de Matemaitica,
Estatistica e Computagao Cientifica, IMECC-
UNICAMP, como requesito parcial para ob-
tengdo do Titulo de DOUTOR em Matematica.

ii



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotecdria: Maria Jilia Milani Rodrigues

Papa Neto, Angelo
P197e Elementos rigidos, valorizagles e estrutura de anéis de Wit /
Angelo Papa Neto - Campinas, [S.P. :s.n.}, 2007.

Orientador : Antonio José Engler
Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matematica, Estatistica e Computagio Cientifica.

1. Formas quadriticas. 2. Corpos formalmente reais. 3. Witt, Anéis
de. 1. Engler, Antonio José, II. Universidade Estadual de Campinas.
Instituto de Matemética, Estatistica ¢ Computaclio Cientifica. IT1. Titulo.

Titulo em inglés: Rigid elements, valuations and structure of Witt rings.

Palavras-chave em inglés (Keywords): 1. Quadratic forms.2. Formally real fields. 3, Witt
rings.

Area de concentragio: Algebra

Titulacfo: Doutor em Matematica

Banca examinadora: Prof. Dr. Antonio José Engler (IMECC-UNICAMP)
Profa. Dra. Dessislava Hristova Kochloukova (IMECC-UNICAMP)
Prof. Dr. Fernando Eduardo Torres Orihuela (IMECC-UNICAMP)
Profa. Dra. Ires Dias (UFSCar)
Profa. Dra. Rosali Brusamarello (UEM)

Data da defesa: 12/09/2007

Programa de pds-graduagiio: Doutorado em Matemitica

iii



Tese de Doutorado defendida em 12 de setembro de 2007 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

Lt EL

Prof. (a). Dr (a). ANTONIQJOSE ENGLER

a.

Prof. (a). Dr(@). DESSISLAVA HRISTOVA KOCHLOUKOVA

oo

Prof. (a). Dr (a). FERNANDO EDUARDO TORRES ORIHUELA

N

Prof. (a). Dr{a). IRES DIAS

%ﬁ' ,gmme rc/A

Prof. (a) Dr. (a). ROSALI BRUSAMARELLO

iv



A Sueli e ao Pedro, meus dois tesouros.



Agradecimentos

Esta tese, definitivamente, nao é um trabalho solitario e nao seria realizada sem o
apoio de varias pessoas. E claro que os erros que porventura nela estejam contidos sao
de inteira responsabilidade do autor.

Em primeiro lugar, gostaria de agradecer ao Centro Federal de Educacao Tecnolégica
do Ceard, onde sou professor desde 1997, pelo apoio durante o afastamento. A Univer-
sidade Estadual de Campinas, pelo suporte financeiro através do Programa Piloto de
Bolsas para Instrutores Graduados (BIG).

Ao professor Antonio José Engler, meu orientador, com quem aprendi o assunto deste
trabalho e também muitas licoes sobre como escrever matematica, agradeco, sobretudo,
pela paciéncia e atencao com que se dedicou ao dificil trabalho de orientacao.

Aos professores, alunos e funcionérios do IMECC, que sempre mantiveram um clima
de cordialidade e cooperacao, sem o qual seria impossivel desenvolver um trabalho de
pesquisa. Aos professores Plamen Emilov Koshlukov, Fernando Eduardo Torres Orihuela
e Paulo Roberto Brumatti, pelos excelentes cursos nos quais muito aprendi sobre algebra.

Aos meus amigos Francisco Odair Vieira de Paiva, Paulo Cesar Cavalcante de Oli-
veira e Luiz Antonio da Silva Medeiros que nos receberam em sua casa, quando de
nossa chegada a Campinas. Cabe aqui um agradecimento especial ao Odair, pela pessoa
especial que ele ¢, sempre pronto a ajudar de modo alegre e desprendido.

Aos meus colegas da algebra, principalmente os mais proximos: Ronie Peterson Da-
rio, Fabio Alexandre de Matos e Mauricio de Aratjo Ferreira, pela convivéncia fraterna
no periodo em que estudamos juntos.

A minha familia, em especial aos meus pais Nicolino Papa e Dagmar Alves Papa,
pela educacao que me deram, mais do que por palavras, pelo exemplo. Também pelo
periodo em que, resignadamente, suportaram a auséncia do filho.

Ao meu amado filho Pedro Espindola Papa, que nestes seus dois primeiros anos de
vida tanto nos tem surpreendido com sua incrivel inteligéncia e espirituosidade, e com
sua presenca tem banhado de luz os meus dias.

Finalmente, meu agradecimento maior, a minha querida esposa Sueli Espindola
Papa, companheira dos bons e maus momentos, a pessoa que acompanhou mais de
perto todo o desenvolvimento da tese, nos seus momentos mais alegres e também nos
mais sofridos. Sem seu apoio constante, sua disposicao e seu sacrificio nas horas dificeis,

jamais teria conseguido realizar este intento. A ela dedico, humildemente, este trabalho.



Resumo

Um corpo ordenado é uma estrutura algébrica similar a do corpo dos ntimeros reais.
No entanto, ao contrario dos reais, um corpo arbitrario F' pode admitir mais de uma
ordem, inclusive um numero infinito e nao enumeravel de ordens. A cada elemento x
do corpo F podemos associar uma forma quadrética bindria (1, x), chamada 1-forma de
Pfister. Os elementos de F' = F ~ {0} representados por (1,z) constituem um grupo
que chamamos grupo de valores da forma e denotamos por D(1,z). Um elemento d € F
é chamado rigido se D(1,d) = F? U dF?, onde F? é o subgrupo de F' formado pelos
quadrados. Um elemento d é dito birigido se d e —d sao rigidos. O presente trabalho
tem como objetivo principal obter um teorema de estrutura para o anel de Witt (das
classes de equivaléncia de formas quadréticas) de um corpo ordenado F' admitindo um
elemento rigido que nao é birigido e que é negativo em relagao a pelo menos uma das
ordens do corpo. Mais precisamente, obtemos uma decomposicao do anel de Witt de F
como produto de anéis de Witt de duas extensées H|F' e K|F, ambas contidas no fecho
quadratico de F'. Os anéis de Witt de H e K tém estrutura mais simples que a do anel
de Witt de F'. Obtemos os corpos H e K construindo subgrupos Ry e Sy associados ao
elemento rigido d e exigindo que valha uma propriedade de decomposicao: F' = Ry-Sy. O
corpo H é uma henselizagao de F relativa a um anel de valorizagao (A, m4) de F' tal que
Ri=(1+m A)F 2. O corpo K ¢é pitagérico e tem espaco de ordens X homeomorfo ao
espago X /Sy das ordens de F' que contém S;. Obtemos ainda uma condigao necesséria e
suficiente para que ocorra a decomposicao F' = Ry- Sy, que depende do grupo de valores

e do corpo de residuos do anel de valorizacao A.
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Abstract

An ordered field is an algebraic structure like the field of real numbers. However,
while the field of real numbers have only one ordering, an arbitrary ordered field F' may
have more than one ordering, and also a infinite and uncountble number of orderings
is allowed. To each element = € F one can associate an binary quadratic form (1, z),
called Pfister 1-fold form. The set of elements in F' = F ~. {0} which are represented by
(1,z) is a group D(1,z), called value group of (1,z). An element d € F' is called rigid
if D(1,d) = F?UdF?, where F? denotes the subgroup of squares in F. An element d
is called birigid if d and —d are both rigid. The main purpose of this thesis is to prove
an structure theorem for Witt ring (of equivalence classes of quadratic forms) of an
ordered field F' with a rigid element which is not birigid and is negative in at least one
ordering of F', that is, we get a decomposition of the Witt ring of F' as a product of Witt
rings of extensions H|F and K|F, both inside the quadratic closure of F'. The Witt
rings of H and K have a simpler structure than Witt ring of F. We get fields H and
K by builting subgroups R, and Sy associated to the rigid element d and making the
addicional assumption that F = R,;-S; holds. The field H is a henselization of F relative
to a valuation ring (A, my4) of F such that Ry = (1 +my)F2. The pythagorean field K
has space of orderings Xx homeomorphic to X/Sy, the space of orderings of F' which
contain Sy;. Moreover, we settle an necessary and sufficient condiction to decomposition

F = Ry - Sy holds, relative to value group and residue field of valuation ring A.
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Capitulo 1
Introducao

Iniciamos esta introducgao deixando claro que tudo o que escrevemos refere-se ao caso ca-
racteristica # 2, tanto para corpos como para anéis. Além disso, para tornar a leitura
do trabalho mais dinamica, para toda fun¢ao X — Y de um conjunto X em um con-
Junto Y, 1remos escrever X — Y e X — Y para indicar injetividade e sobrejetividade,
respectivamente.

Em [5] R. Bos demonstrou, usando métodos puramente elementares, que para anéis
de Witt abstratos a existéncia de uma decomposi¢ao em produto direto ocorre desde
que o anel inicial contenha elementos de um tipo especial que sao chamados de rigidos
(definigao na pégina 12). Contudo ele precisou de uma hipétese de ‘finitude’ muito forte.
O resultado de Bos nos leva naturalmente a questionar se para anéis de Witt de corpos
(portanto concretos') podemos obter, com a mesma condicao de existéncia de elementos
rigidos, essa decomposicao onde as parcelas correspondam a anéis de Witt de extensoes
do corpo dado. Resultados desse tipo vém sendo pesquisados ha muito tempo e tém
como meta obter uma reducao na complexidade dos problemas definidos sobre o corpo
inicial. Mais precisamente, se decompomos o anel de Witt W (F) ~ W (H) x W(K) de
um corpo F através de duas extensées com propriedades aritméticas mais simples, H|F
e K|F, podemos tratar problemas que envolvam formas quadréticas sobre F' através de
H e K. Por essa razao é muito importante obter “boas” extensoes H e K que realizem
as parcelas de uma dada decomposicao.

Esse problema de “realizacao” é bastante dificil. Arason et al. [1] abordaram com

algum sucesso essa questao. Eles trabalharam na pergunta: Sabendo-se que para dois

! Ainda ndo é conhecido se todo anel de Witt abstrato pode ser realizado como anel de Witt de um

corpo.
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anéis de Witt abstratos R e S existe um corpo F tal que W(F) ~ R x S, existirao
extensoes H e K de F tais que W(H) ~ R e W(K) ~ S? Observemos que para essa
decomposicao atender aos objetivos de reducao de problemas devemos também exigir

que o seguinte diagrama seja comutativo

W(F)—=Rx S (1.0.1)
ol

onde a flecha vertical da esquerda ¢ induzida pela extensao de escalares e a flecha da
direita é o homomorfismo associado ao produto na categoria dos anéis de Witt abstratos.

Claramente um diagrama semelhante com K no lugar de H e S no lugar de R
também deve ocorrer. Arason et al. [1] tiveram sucesso em realizar uma das parcelas,
digamos R, assumindo também a existéncia de elemento rigido x em R cujo negativo
—x também fosse rigido (birigido). Nao puderam contudo obter uma realizagao de S.
Outros autores também trabalharam nesse problema de realizagao. Ver, por exemplo, .
Efrat [9]; embora Efrat tenha optado pelo uso da liguagem de estruturas quaternionicas.

Nosso principal resultado (Teorema 5.26 e seu Corolério 5.28) estabelece que para um
corpo F contendo um elemento rigido existe uma decomposicao W (F) ~ W (H)x W (K),
onde H admite um anel de valorizagao 2-henseliano e K é um corpo pitagorico. Nossos
métodos diferem dos métodos de Bos e sao da mesma natureza dos de [1]. A partir de um
elemento rigido (mas nao birigido) construimos um anel de valorizagdo conveniente cuja
2-henselizagao nos fornece H. Dessa forma podemos obter duas redugoes para problemas
envolvendo formas quadraticas. A primeira quando consideramos o problema em cada
um dos corpos H e K e a segunda quando passamos de H para o corpo de residuos do anel
de valorizacao 2-henseliano de H. Essa segunda reducao pode ser sintetizada através da
afirmacao de que W (H) ~ W (k)[G] é um anel de grupo com coeficientes no anel de Witt
do corpo de residuos k do anel de valorizacao e o grupo G é 2-elementar, determinado
pelo grupo de valores do anel de valorizagdao. A reducao ao corpo de residuos de um
anel de valorizagao 2-henseliano é um resultado essencialmente devido a T.A. Springer
(veja Lam [22], pdgina 37) que marca a origem da conexao entre valorizagoes e formas
quadréticas (veja Lam, op. cit., pagina v).

Como Bos, tivemos que assumir uma condicao adicional a existéncia do elemento
rigido: assumimos restrigoes para o grupo de valores e o corpo de residuos do anel
de valorizacao. Pudemos mostrar contudo que, reciprocamente, uma decomposicao de

W (F) com as propriedades encontradas tornam essas restrigoes necessérias. Observamos
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também que nossos resultados representam uma contribuicao para a chamada Conjectura
do Tipo Elementar que propoe que se o anel de Witt de um corpo for Noetheriano ele
podera ser decomposto através de um nimero finito de etapas envolvendo produto direto
e extensoes como anel de grupo a partir de trés anéis béasicos W (L), onde £ é um corpo
algebricamente fechado, um corpo real fechado, ou finalmente, um corpo local (ver
pagina 136).

A seguir, teceremos em linhas gerais e de modo informal o conteido dos capitulos
do trabalho. O inicio de cada capitulo traz uma descricao detalhada de seu conteudo.

O Capitulo 2 trata das extensoes normais e pitagéricas de um corpo formalmente
real F'. Nele definimos o fecho de F' relativo a uma pré-ordem T de F', denotado por
Fr, e mostramos que uma extensao normal e pitagérica K|F' é sempre do tipo K = Fr.
Essa é uma contribuicao original do nosso trabalho.

No Capitulo 3 estudamos propriedades dos elementos rigidos em um corpo F', repro-
duzindo alguns resultados de [5] que serdo necessarios ao desenvolvimento do trabalho.
Estaremos particulamente interessados em subgrupos especificos Ry, Sy e T, do grupo
multiplicativo F' do corpo F' associados a um elemento rigido d e em suas propriedades.
Mostramos, por exemplo, que Sy e Ty sao pré-ordens de F' (Coroldrio 3.14, item (2) e
Proposicao 3.17, respectivamente).

No Capitulo 4 construimos, a partir de elementos rigidos do corpo F' e usando resul-
tados do Capitulo 3, um anel de valorizacao de F' com propriedades adequadas a nosso
objetivo principal, que é a decomposicao do anel de Witt de F'. Em particular, esse anel
de valorizacao tem extensao unica ao fecho pitagorico de F' relativo a pré-ordem Sy.

Finalmente, no Capitulo 5 esta a contribuicao principal deste trabalho. Nele aborda-
mos, usando o material desenvolvido ao longo do trabalho, o problema da decomposi¢ao
do anel de Witt em produto direto como descrito acima. Antes, neste mesmo capitulo,
construimos um corpo pitagérico K O F' com propriedades adequadas aos nosso pro-
positos. Uma das propriedades importantes desse corpo é que hd uma bijecao entre o
conjunto das ordens de F' contendo S; e o conjunto das ordens de K. O anel de Witt
do corpo K vem a ser um dos fatores da decomposigao de W (F') no Teorema 5.26.

Incluimos também, em uma série de apéndices, alguns fatos béasicos sobre a Teoria
de Galois infinita, corpos ordenados, pré-ordens e formas quadraticas. Nestes apéndices,
incluimos as demonstragoes apenas dos resultados para os quais nao encontramos re-
feréncias facilmente consultaveis. Embora nao seja possivel produzir um texto auto-

suficiente esse material podera facilitar a leitura deste trabalho para os nao especialistas
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no assunto. Mantivemos, sempre que possivel, os argumentos em nivel elementar. Essa
escolha reduz o uso de referéncias e ao mesmo tempo evidencia o processo evolutivo
ocorrido com o tema. Resultados que no passado representaram contribuicoes signifi-
cativas tém hoje, depois de muitos anos de trabalho envolvendo muitos pesquisadores,
uma apresentacao simples e acessivel a um iniciante no doutorado. Um fato natural
em matematica mas que s ocorre com teorias cuja importancia no desenvolvimento da

matematica mantém o interesse dos pesquisadores buscando sua melhor compreensao.



Capitulo 2

Extensoes normais pitagoricas e a

construcao de fechos

2.1 Extensoes normais pitagdricas e a construcao de

fechos

Neste capitulo, estudaremos extensoes normais e pitagéricas de um corpo formalmente
real F. Definiremos o fecho quadratico e o fecho pitagérico de um corpo F' e veremos que
os dois conceitos coincidem se F' nao é formalmente real. Mais geralmente, definiremos
o fecho Fr de um corpo formalmente real F' relativo a uma pré-ordem 7' como uma
generalizac¢do natural do fecho pitagérico de F' de tal forma que, quando T' = ) F2 Fr
coincida com o fecho pitagérico de F' (veja a Definigao 2.8). Veremos também que o
fecho Fr pode ser caracterizado como uma intersecao de corpos euclidianos e mostrare-
mos que Fr|F é uma extensdo formalmente real, normal e pitagérica (Proposi¢ao 2.9)
e que vale a reciproca, isto é, toda extensao formalmente real, normal e pitagorica de F'
contida no seu fecho quadréatico é realizada como o fecho de F' relativo a uma pré-ordem
T (Teorema 2.12). Esse resultado, bem como a defini¢ao de Fr, sdo contribuicoes origi-

nais deste trabalho.

Um corpo L é dito quadraticamente fechado quando todo elemento de L é o quadrado
de um outro elemento de L, isto é, L? = L. Exemplos imediatos sao os corpos alge-
bricamente fechados. Dado um corpo F, o seu fecho quadrdtico F(2) é o menor corpo
quadraticamente fechado contendo F', ou seja, se L D I é quadraticamente fechado,
entdo L D F(2). Em particular, isto implica a igualdade F(2)* = F(2). O Lema 2.1
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abaixo nos ajudara a tornar a definicao de fecho quadratico mais precisa.

Lema 2.1 ([23], Exercicio 8, p.23) Se {F; : i € I} € uma familia de subcorpos de

um corpo K e F = (\,.; Fi C K, entdo a aplicagio natural F/F? — [, Fi/F? ¢

njetiva.
Demonstragio. Seja = € F tal que = € Ff para todo i@ € I. Para cada ¢ € [ existe

2 2 _ o 2 ‘ol —
i i = x = zj, o que implica z; = +w;,

z; € F; tal que z = 22. Se 4,j € I, entdo
para qualquer par de indices i,j € I. Assim, se j € I (fixado) é tal que z = x?, entao
x; = x; € F;, para todo i € I, ou seja, x; € [,c; F; = F e x::c? c F2, [

O Lema 2.1 acima mostra que, se {F; : i € I} é uma familia de corpos quadrati-

camente fechados (isto é, F;/F? = {1} para todo i € I) entdo F = (.., F; também

iel
é quadraticamente fechado. A partir desse fato, podemos redefinir F'(2) da seguinte
maneira: se Fj, ¢ um fecho algébrico de F', tomemos a familia formada pelos subcorpos
de F,, que sdo quadraticamente fechados. Entao F'(2) ¢ a intersecao de todos os corpos
dessa familia:
F2)= () L (2.1.1)
a
Seja L D F um corpo quadraticamente fechado e o : L — F,, um F-homomorfismo.
Como L = L? temos que o(L) = o(L?) = o(L)? e o(L) também é quadraticamente
fechado. Como F(2) ¢ a intersecao de todos os corpos quadraticamente fechados contidos
em F,,, F(2) é extensdo normal de F' .
Outra forma de ver o fecho quadratico de um corpo F' é construi-lo “de baixo para
cima” a partir de F. Uma 2-extensdo de F' é uma extensao K|F contida no fecho
quadrético F'(2). A Proposicao 2.2 abaixo esclarece a relacao entre F'(2) e 2-extensoes

de F'. Lembremos que estamos considerando apenas corpos cuja caracteristica é diferente
de 2.

Proposigao 2.2 Dado um corpo F, definimos uma familia de corpos {F,}n>0 pondo
Fo=F eF,1 =F,({Vala€ F,}). Entio cada F,, é uma 2-extensao de F e F(2) =

Ups1 Fo

Demonstracao. Como {F),} é uma familia totalmente ordenada de corpos, a reuniao
K= Un21 F,, também ¢é um corpo. Se x € K entdao x € F, para algum n e \/x € F, ;1 C
K. Logo, K é quadraticamente fechado e F(2) C K.
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Por outro lado, para todo z € F, \/r € F(2), logo F; C F(2). Supondo que
F, C F(2), entao /x € F(2) para todo = € F,, logo Fj,41 C F(2). Assim, K C F(2) e

isso conclui a demonstragao. ]

Para toda 2-extensao L|F, temos L(2) = F(2). De fato, como L é uma 2-extensao
de F, temos as inclusbes: F' C L C F(2). Tomando os fechos quadraticos destes corpos,
obtemos F'(2) C L(2) C F(2) o que implica a igualdade desejada.

Se L|F' é uma 2-extensao finita, entao a teoria de Galois garante a existéncia de uma
torre de corpos

F=FKCcFhC---CF,=1L (2.1.2)

onde, para cada 1 <i <n, [F; : F;_1] = 2. Isso ocorre porque o fecho normal N de L|F
é tal que |G(N|F)|=2",r> 1.

Exemplos:

(1) O fecho quadratico de R é C. De fato, como —1 ¢ R?, R nao é quadraticamente
fechado. Por outro lado, C = R(y/—1) é quadraticamente fechado. Uma vez que
[C : R] = 2, o fecho quadratico de R tem que ser C. Em geral, £ é um corpo
euclidiano (veja a defini¢do na pagina 120) se, e somente se, E(y/—1) é quadrati-

camente fechado (Teorema B.13).

(2) O fecho quadrético de Q é o conjunto dos nimeros construtiveis com régua e com-

Dasso.

(3) O corpo F'= >, Fs( /2) é quadraticamente fechado, logo é o fecho quadrético
de F5. Para mostrar isso, devemos observar que, em F5, 0 = 0%, 1 = 12,4 = 22 ¢
3 = 271, Logo, todo elemento de F5 é um quadrado em F; = F5(1/2). Podemos
verificar diretamente que, em F}, o unico elemento que nao é um quadrado é
“essencialmente”!, v/2. Obtemos, entdo, Fs C F} C Fl({l/i) =I5 e em F, o Unico
elemento que nao é um quadrado é “essencialmente”, v/2. Continuando com esse

processo, obtemos F,, = F,_( 2:/5), para todo n > 2. Agora, se x € F entao

"Por exemplo: 14 3v/2 ¢ FZ, mas 14+ 3v2 = 3(1 +v2)v/2 e 3(1 +v2) = (4++/2)? € F}?. Logo, se
Fy = F1(V/2), temos: V2 € Ff e 1 +3V2 € F3.
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v € F,, para algum n > 1. Se x ¢ F? entao x € F2, | C F?. Assim = € F?, ou
seja F = F?.

Chamamos um F-automorfismo o € G(F(2)|F) de involu¢ao quando ele tem ordem
dois, ou seja, quando 02 =1 e o # 1, onde 1 : F(2) — F(2) é a aplicagao identidade.
Se ¢ ¢ uma involugao, entdo (o) = {1,0} ¢é um subgrupo fechado de G(F(2)|F) na
topologia de Krull em G(F'(2)|F) (veja o Apéndice A, pagina 111). Denotamos por E,
o corpo fixo F(2)1} isto é:

E,=F2)" = {z € F2)lo(z) =z} (2.1.3)

Podemos verificar que o Teorema B.13 aplica-se ao corpo E,. Mais precisamente,

E,(v/—1) é quadraticamente fechado e, portanto, E, é euclidiano.

Um corpo K é dito pitagdrico quando toda soma finita de quadrados é um quadrado,
isto é, quando > K% = K? (veja a notacao na pdgina 115). Observe que é suficiente
exigir que 1+y? seja um quadrado, para todo y € K. Na Proposicao 2.3 abaixo, veremos

que a propriedade de ser pitagorico “desce” para extensoes finitas.

Proposigao 2.3 (Diller - Dress) Seja K|F uma extensao finita, onde K € pitagdrico.

Entdo F também € pitagorico.

Demonstracao ([23], p.269). Vamos usar indugao sobre n = [K : F|. O cason =1
¢ imediato. Suponhamos, entao, que n > 1. Se F' nao fosse pitagorico, existiria um
elemento a = 1+ 0? € F? e terfamos L = F(y/a) C K. Como [K : L] < n, a hipétese
de indugao garantiria L pitagorico.

Tomemos agora x := a + y/a. Sendo L pitagdrico, terfamos: 2z = 2(a + v/a) =
4+ 1+a+2ya =0+ (14 +a)? € L? Como 2 € L? terfamos z € L? e, dal,
Npr(z) € F?. Por outro lado, Npjp(z) = a®> —a = a(a—1) = ab* ¢ 2, contradigao. B

Exemplos de Corpos Pitagoricos:

(1) Um corpo quadraticamente fechado L é pitagérico. De fato, L2 C ST L? C L = L?
implica > L? = L.

(2) Se K é pitagorico e ndo é formalmente real, entdo K ¢é quadraticamente fechado.

De fato, dado x € K, podemos escrever x = (ITH>2 + (—1)(“"”2;1)2 (lembre-se que

car(K) # 2). Como —1 € Y K? temos z € K* + (—1)K? C Y K? = K2,
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mostrando que K = K?. Baseados neste fato, a partir daqui chamaremos de

pitagoricos apenas os corpos pitagoricos que também sao formalmente reais.

(3) Todo corpo F' real fechado é pitagdrico. Isso serd provado mais adiante, no

paragrafo imediatamente apés o Lema 2.7.

(4) Se F; sao subcorpos de um corpo €2, sendo F; pitagérico para todo i, entdo K =
() F; também & pitagdrico. Com efeito, dados x,y € K, considere a soma z? + 3.
f’ara cada i, existe z; € F} tal que 22 = x? + y?. para cada par de indices 1, j,
temos: z; = +z;. Para um i, fixado, temos z;,, € F; = K e 2z} = 2° + 3>

Observemos que isso é similar ao que ja foi feito no Lema 2.1.

O Exemplo (4) acima mostra que, dado um corpo F', faz sentido a no¢ao de menor
corpo pitagorico contendo F'. De fato, esse corpo minimal é obtido como a intersecao
de todos os corpos pitagéricos contidos no fecho algébrico Fy, de F'. Devemos observar
que a familia {F;};c; dos subcorpos pitagdricos de Fyy, nao é vazia, pois o préprio Fy,
¢ pitagoérico. Denotamos (,.; F; = Fr , e chamamos esse corpo de fecho pitagérico de
F. Novamente pelo Exemplo (4) acima, F} é pitagérico e é evidentemente o menor (em
relagdo a inclusdo) dentre todos os F;. Em particular, como F(2) é pitagérico, temos
F, C F(2), isto é, F,; é uma 2-extensao de F.

Uma conseqiiéncia imediata da Proposicao 2.3 acima é que, se ' é um corpo nao

pitagorico, entao Fy|F é uma extensao infinita.

Dados um corpo pitagérico K O F' e um F-homomorfismo o : K — Fj,, temos
S o(K)? = o(Y. K?) = 0(K?) = 0(K)?, ou seja, o(K) também é pitagérico. Como F
¢ a intersec@o de todos os corpos pitagdricos contidos em Fy,, segue-se que Fy|F é uma
extensao normal.

Acabamos de estabelecer um modo de construir £ “de cima para baixo”. Assim
como fizemos para o fecho quadratico de um corpo, vamos agora construir F, “de baixo
para cima”, o que é 1til para fazermos demonstragoes por recorréncia. Note a semelhanga

com a Proposicao 2.2.

Proposicao 2.4 Dado um corpo F, definimos uma familia de corpos {Fy}n>0 pondo
Fo=F e Fo=F,({Valae Y F2}). Entio cada F, C Fr e Fr =J,, F.

Demonstracao. A familia de corpos {F,} ¢é totalmente ordenada, logo a reuniao
K = Un21 F,, também é um corpo. Se x € K entao x € F,, para algum n. Logo,
1+22€Y F2el+a?€ F2, C K% Assim, K é pitagérico e F, C K.
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Por outro lado, 3> F? € S F2 = F2. Logo, dado s € 3 F? temos F(y/5) C Fj.
Conseqiientemente, Fy C F,. Supondo que F,, C F, para algum n > 1, temos
ST E2C S F? = F2 o que implica F,,(y/s) C F, para todo s € . F2 e, dai, Fj,; C Fj.
Isso mostra que K C F. [ |

No artigo [17], pagina 178, Griffin define o fecho pitagérico de F' usando a construgao
feita acima. Vale mencionar que, neste mesmo artigo (e na mesma pagina) Griffin mostra
que, para todo n > 0, F,,;1|F),, é uma extensao normal com grupo de Galois G(F,,1|F,)
isomorfo ao produto direto de cépias de Z/2Z. Contudo, nao usaremos este resultado
aqui.

Seja T' é uma pré-ordem de F' e K|F uma extensao de corpos, com K formalmente
real. Seguindo a definicao da pagina 117, dizemos que T estende-se a K quando existe
uma pré-ordem Ty de K tal que Tk N F =T.

No caso da extensdao F,|F, a pré-ordem " 2 estende-se a Fﬁ De fato, como Fj
é pitagdrico, Ff é a pré-ordem fraca de F,. Pelo Teorema B.7, temos: F2N F =
(Noe X Q)N F, onde X, indica, como definido na pagina 115, o conjunto das ordens
de F}.. Agora, o Lema B.9 e a construgao de F;; “de baixo para cima” garantem que todas
as ordens de I’ estendem-se? para Fy. Assim, temos (Noexr, @NF =Ngex,, (QNF) =
Npex, P = > F?. Portanto, F2 N F =3 F?. O resultado a seguir ¢ bem conhecido e

¢ uma conseqiiéncia desta ultima igualdade.

Proposigao 2.5 ([23], Corolario 4.6, p.258) Se F' ¢ formalmente real, entao F, também

¢ formalmente real.

Demonstragao. No exemplo (2) acima, vimos que um corpo pitagérico que nao é for-
malmente real, é quadraticamente fechado. Portanto, basta mostrarmos que —1 & F2.
Por hipétese, —1 ¢ 3 F2. Por outro lado, —1 € F? implicaria —1 € F2NF =Y F? ¢

isso conclui a demonstragao. |

Sendo F,|F uma extensao galoisiana, podemos obter alguma informacgao sobre o
grupo de Galois G(Fy|F'), dada na Proposi¢ao 2.6 abaixo, que é um corolario imediato

da Proposigao 2.3.

Proposigao 2.6 Dado um corpo F, o grupo de Galois G(Fr|F) € trivial ou livre de

torcao.

2N#o necessariamente de modo tinico!
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Demonstragao. Suponhamos que exista ¢ € G = G(F;|F) com ¢" = 1 para al-
gum n > 1. Seja H o subgrupo de G gerado por ¢ e K o corpo fixo de H. Entao
[F : K] =|H| =n < oo. Pela Proposicao 2.3, K é pitagérico e, pela minimalidade do
fecho, K = F; e n = 1, o que mostra que o = 1. [

Lema 2.7 Se F € formalmente real mas a extensio quadrdtica F(y/a) nao é formal-

mente real, entio —a € 3 F?2.

Demonstragao. Como F'(y/a) nao é formalmente real, nenhuma ordem de F estende-
se a esse corpo. Assim, pelo Lema B.9, a € P para todo P € Xp, o que implica —a € P,
para todo P € Xp. Logo, —a € (P =3 F2. |

Usando o resultado acima, vamos mostrar, como prometido no Exemplo (3), pagina
5, que todo corpo real fechado é pitagérico. De fato, como F' é real fechado, em par-
ticular é formalmente real. Se existisse z = 1+ y*> € F?, entao F(y/x) seria uma
extensao algébrica prépria de F' e, portanto, ndo seria formalmente real (pela defini¢ao
de corpo real fechado, na pagina 119). Pelo Lema 2.7, existiriam z; € F tais que
S22 =—r=-1—9y%isto é, —1 =y>+ 3 22 € 3 F? e F nao seria formalmente
real, contradicao. Logo, todo elemento do tipo 1 + 3% é um quadrado em F, isto ¢, F ¢é

pitagérico.

Tendo construido o fecho quadratico e o fecho pitagérico de um corpo formalmente
real F', faz sentido perguntar se ha algum tipo de fecho relacionado a uma pré-ordem
arbitraria T" de F. Ao contrario do que fizemos nos dois casos anteriores, comegaremos
construindo um tal fecho “de baixo para cima” para depois seguirmos o caminho oposto.

A idéia é considerar, como fizemos antes, uma familia {F},},,>o de corpos definidos
recursivamente pondo Fy = F, F} = F({\/t|t € T}) e assim por diante. O interessante
é que, a partir de F5, a construcao € similar a do fecho pitagérico, dada na Proposicao
2.4. Para explicar esse fato devemos lembrar que, pelo Teorema B.7, T = (p. T P.
Pelo Lema B.9, as ordens de F' que estendem-se a F| sao exatamente aquelas contidas
em X/T. Procedendo de modo andlogo ao que fizemos no pardgrafo imediatamente

anterior a Proposicao 2.5, vemos que

O _FHnF=(() QnF= () (@nF)= (] P=T.

QEXF, QEXF, PeX/T
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Assim, Fy = Fi({\/s|s € 3. F?}) e, a partir desse ponto, a construcao é a mesma da

Proposicao 2.4. Essa argumentagao justifica a definicao a seguir.

Definicao 2.8 Dada uma pré-ordem T em F, definimos:
(a) F1=F({VtlteT}).
(b) Fr € o fecho pitagdrico de Fy.
Chamamos Fr de fecho pitagdrico de F' em relagao a T, ou, simplesmente, T-fecho.

Proposicao 2.9 O corpo Fr é formalmente real, pitagorico e T estende-se a F%, 1sto

é, F% NF=T. Além disso, se K D F € pitagorico e KX NF =T, entio Fr C K.

Demonstracao. E imediato que Fr é pitagdrico, uma vez que Fr é o fecho pitagérico
de Fi. As ordens de F' que se estendem a F; sao exatamente aquelas que contém 7.
De fato, se P é uma ordem de F' tal que P 2 T, entao existe t € T ~. P. Pelo Lema
B.9, P nao se estende a F(\/f) e, portanto, nao se estende a F;. Reciprocamente, se
P O T, entdo, novamente pelo Lema B.9, P estende-se a F(v/t), para todo t € T e,
portanto, estende-se a Fj. Podemos entdo concluir que S> F2 N F = T. Como Fr é o
fecho pitagdrico de Fy, das observagoes feitas imediatamente antes da Proposicao 2.5
vem que FZNF, =S F2. Logo, FANF =3 F?NF = T. Como F} é formalmente real,
Fr também é formalmente real, pela Proposicao 2.5. Finalmente, se K é pitagérico e
K2NF =T, entdo vt € K para todo t € T, o que implica F; C K. Logo, sendo K
pitagérico, temos K D (Fy)_ = Fr. [

Como prometido, exibiremos agora um modo de construir Fr “de cima para baixo”.
De fato, temos a seguinte caracterizacao do T-fecho Fr como uma interse¢cao de corpos

euclidianos (para a definigao de corpo euclidiano, veja a pagina 120):

Proposicao 2.10 Seja F' um corpo formalmente real e T' uma pré-ordem em F'. Entao

Fr= (E, onde E =& ={E| F CFEC F(2), E ¢ euclidiano e E°NF D> T}. A
Ee€
extensdo Fp|F € galoisiana.

Demonstragao. (C) Seja E um corpo euclidiano com FF C E C F(2)e E°NF D T.
Sabemos que E? ¢ uma (a tnica) ordem em E. Logo, E? N F ¢ uma ordem em F

contendo 7.
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Dadot € T C E>NF, temos vt € E. Assim, F(v/t) C E, para todot € T, o
que implica que F; C E. Como FE é pitagérico e Fy; C FE, o fecho pitagérico de Fi esta
contido em E, ou seja Fr C E para todo F em &. Portanto, Fir C () E.

Ee€
(D) Suponha que Fr & () E. Entao, existe um elemento a € Fr tal que Fr &
Ee€
Fr(y/a) € () E. Assim, \/a € E, para todo E € £, donde a € E? N Fr, para todo E €

Eeg
£. Agora, dada uma ordem @ em Fr, temos que QNF D T, pois Q D F2e FiNF =T.

Se E/ é um corpo euclidiano tal que E*NFr = Q, entao E?NF = QNE D T, logo E € &r.
Assim, toda ordem de Fr é induzida pela ordem de um corpo euclidiano pertencente a

Er. Como a € E* N Fr, paratodo £ € &, temos que a € [ Q =Y. F% = F2. Mas
QeXpy,
isso contradiz a hipétese Fr & Fr(y/a), e, assim, temos a igualdade procurada.

Para mostrarmos a ultima afirmacao devemos observar que, para cada E € & e
o € G(F(2)|F), é imediato que o(F) € £. Logo o(Fr) C Fr e Fr|F é uma extensao

normal, logo galoisiana?. ]

Quando T' = P é uma ordem, todas as ordens* do corpo Fp estendem P. Neste caso,

podemos reescrever o resultado da Proposi¢ao 2.10 como: Fp = () E, onde & = {E|
Eeg

F C E C F(2), E é euclidiano e E? N F = P}. Um corpo euclidiano F ¢é dito fecho
euclidiano de (F, P) quando Fp C E. Cada corpo euclidiano F' C E C F(2) é um fecho
euclidiano em relagao a ordem E? N F. Devemos notar ainda que, se P € X/T, isto é,
P é uma ordem contendo a pré-ordem 7', entao Fr C Fp, a igualdade ocorrendo se e

somente se T'= P. Temos ainda o seguinte resultado:

Corolario 2.11 Com as notagées estabelecidas acima, Fr = () Fp.
PeX/T

Demonstragao. Pelas observagoes feitas acima, basta provar a inclusao “D”. Se
x € Fp, para todo P € X/T, entdao x € FE para todo corpo euclidiano E tal que
E?’NF e X/T,isto é, E*NF D T. Logo, pela Proposigao 2.10, x € Fr. [ |

Estabelecemos no Teorema 2.12 a seguir a reciproca da Proposigao 2.9. Lembremos

que, de acordo com o Exemplo 2 da pagina 4, para nds, um corpo pitagérico também é

3Todas as extensoes sao separaveis pois os corpos envolvidos tém sempre caracteristica zero.
4Como F }23 N F = P, num primeiro momento poderiamos pensar que F }2; é uma ordem, mas isso

nao é verdade. Como Fp é pitagérico, F3 = 3 F2 é a pré-ordem fraca de Fp. Logo (\Q = F3, onde
Q € Xr,. O que ocorre é que Q N F = P para toda ordem @) de Fp, pois a tinica ordem de F' que se

estende a Fp é P, mas ela nao se estende de modo tnico.
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formalmente real.

Teorema 2.12 Dado um corpo formalmente real F', uma extensio K|F contida em

F(2) é normal e pitagdrica se e somente se K = Fr, onde T = K2NF.

Demonstragao. A necessidade ja foi demonstrada na Proposicao 2.9. Vamos demons-
trar a suficiéncia.

Como K ¢ pitagérico, T = K2N F é uma pré-ordem de F ¢ Fy C K. Consideremos,
agora, F € &, isto é, um corpo euclidiano E tal que FF C E C F(2) e E’NF DT,
denotamos G(F(2)|E) = {1,0}. Seja P uma ordem de K que estende F>N F e E; um
corpo euclidiano contendo K tal que E? N K = P; denotamos G(F(2)|Ey) = {1,0,}.
Entdo E2NF = PN F = E>N F. Pela Proposiciao B.16, existe g € G(F(2)|F) tal
que o = go1g L.
normal de G(F(2)|F) e, como o, € G(F(2)|K), temos 0 € G(F(2)|K). Isso significa

que E D K, para todo E € &, ou seja, K C ﬂEegT E = Fr. Logo, vale a igualdade

Uma vez que K|F é uma extensao normal, G(F(2)|K) é subgrupo

K = Fr, como queriamos. [



Capitulo 3

Elementos rigidos, birigidos e

basicos

Neste capitulo estudamos alguns elementos que aparentemente tém propriedades muito
simples. Eles sao usualmente denominados “rigidos” e “birigidos”. Curiosamente, a pre-
senga de um numero apropriado de rigidos em um corpo determina fortemente outras
propriedades do corpo. O trabalho, neste capitulo, inicia-se com o estudo de elemen-
tos rigidos e de como produzir birigidos a partir de rigidos. Em seguida analisamos
as propriedades do conjunto dos nao-birigidos, que sao chamados de “basicos”. Logo
apods, veremos como os elementos rigidos se comportam em relagao a 2-extensoes, isto
é, extensoes do corpo dentro do fecho quadratico, como definimos na pagina 2. Finali-
zamos o capitulo estudando o comportamento dos subgrupos R, (veja a Definigao 3.3)
eTy=Rq > F? em relacao a 2-extensoes de F.

Baseados nos resultados obtidos para birigidos e basicos de um corpo F' construire-
mos, no capitulo seguinte, anéis de valorizacao de F' que gozam de uma propriedade de
compatibilidade relativa a um subgrupo de F (veja a defini¢do na pagina 49). Veremos
que, para subgrupos especificos de F, essa compatibilidade implica uma propriedade
analoga a henselianidade. Classificaremos essa propriedade como henselianidade rela-
tiva. Essa é nossa meta principal destes dois capitulos: construir os anéis de valorizacao
compativeis com subgrupos de F. Esses anéis serdo decisivos para o trabalho feito no
Capitulo 5, onde vamos abordar o problema da decomposicao do anel de Witt de um

corpo em fatores com estrutura mais simples.

11
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3.1 O grupo D(l,—d) com d rigido: apresentagao

Nesta secao, introduzimos os conceitos de rigidez e birigidez em um corpo F'. Coletamos
as propriedades basicas desses elementos, que serao utilizadas em capitulos posteriores.
Estamos particularmente interessados no grupo D(1,—d), onde d é rigido. Exibimos
ainda uma série de exemplos de elementos rigidos e birigidos.

Seja R um subgrupo do grupo multiplicativo F do corpo F e R* = RU {0}. Dado
x € F, o conjunto R+ xR = {r; + xry # 0|r1,r2 € R*} contém R U xR. Um elemento
r € F é dito R-rigido* sex ¢ Re R+ xR = RUzR. Se x e —x sao ambos R-rigidos,
dizemos que x é R-birigido.

Quando R = F?2, dizemos simplesmente que z é rigido ou birigido ao invés de F2-
rigido ou Fg—bim/gido, respectivamente. Devemos observar que, neste caso, R + R =
F24+2F? = D(1,z), o subgrupo de F' formado pelos elementos representados pela forma
de Pfister (1,x) (veja o Lema C.8). Assim, x ¢é rigido se, e somente se, a forma (1, x)
representa apenas os elementos de F2UxF?.

Se d € F é um elemento rigido, a estrutura de D(1,d) é, como vimos, bem simples.
Se d é birigido, D(1, —d) = F? U —dF? tem uma estrutura similar. No caso em que
d é um elemento rigido que nao é birigido, a estrutura de D(1, —d) nédo é tao simples.
Lembremos que, pelo Lema C.8, D(1, —d) é subgrupo de F.

De acordo com o Corolério do Teorema 1 de [8], em um corpo nao formalmente real,
todo rigido ¢ birigido. Por isso, s6 faz sentido considerarmos corpos formalmente reais
neste trabalho.

Os préximos resultados sao devidos a Bos [5]. Vamos apresentar suas demonstragoes
para conveniéncia do leitor e por serem de importancia crucial para a realizacao deste
trabalho. Suas demonstracoes sao muito técnicas e levarao o leitor através da monta-
gem de um quebra-cabecas necessario para obtermos os birigidos que serao usados na
construcao de anéis de valorizacao no capitulo seguinte.

O Lema 3.1 a seguir é técnico, e serd utilizado duas vezes no que se segue. A
primeira, na discussao anterior ao Lema 3.2 e a segunda, na demonstracao do item (v)

da Proposigao 3.4.

Lema 3.1 (Bos [5], Lema 1.8) Sejam z,d € F, com d rigido. Entdo:

(i) D((1,d)® (1,2)) = (D(1,2) UdD(1,2)) U (D(1,dz) UdD(1, dz))

! Alguns autores permitem a existéncia de rigidos em R. Isso é ébvio no caso em que R é fechado

para soma (por exemplo, se R é uma pré-ordem). Nossa hipdtese adicional x ¢ R sera 1til adiante.
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(ii) D(1,z) = (D(1,z) N D(1,—d)) Uz (D(1,z) N D(1,—d)) ou
D(1,dz) = (D(1,dz) N D(1,—d)) Udz (D(1,dz) N D(1,—d))

Demonstracao. D((1,d) ® (1,z)) = D(1,d,z,dx) = D ((1,d) L x(1,d)). Pela Propo-
sicao C.10, temos:

D((1,d) Lz(l,d)= ] Do, pa).

a,8€D(1,d)
Como D(1,d) = F2UdF?, esta unido é igual a D(1,z) UD(1, dz)UD{(d, z) U D(d, dz) =
(D(1,z) UdD(1,x)) U (D(1,dz) UdD(1,dz)), o que demonstra (i).
Como (1,d) ® (1, x) é uma 2-forma de Pfister (veja a pagina 131), D((1,d) ® (1, z))
¢ um grupo ¢ D(1,z) UdD(1,z) = D(1,z) - D(1,d) e D(1,dx) UdD(1l,dz) = D(1,dz) -

D(1,d) sao subgrupos, uma das seguintes inclusoes ocorre:
D(1,z) UdD(1,z) C D(1,dz) UdD(1,dz) ou

D(1,z) UdD(1,z) D D(1,dz) UdD(1,dz).

Suponhamos que valha a primeira dessas inclusoes. Temos: D(l,z) C D(1,dz) U
dD(1,dz) = D(1,dx) UxD(1,dx). Logo, D(1,z) = (D(1,z) N D(1,dx)) U z(D(1,x)
D(1,dz)). Pelo item (2) da Proposigao C.9, temos, finalmente: D(1,z) = (D(1,x)
D(1,—d)) Uxz(D(1,z) N D(1,—d)) e isso mostra a primeira afirmacao em (ii). Subs-

D(1,xz) N
D{1,z) N
tituindo = por dz obtemos a segunda afirmacao. De modo similar, podemos obter as

mesmas igualdades se considerarmos vélida a segunda inclusao, ao invés da primeira. ll

Fixemos d € F, rigido, e consideremos z € D(1,—d). Temos d € D(1,—x) e, por-
tanto, d(1, —x) ~ (1, —x). Usando essa simetria, podemos escrever (1, —x) @ d(1, —x) ~
(1, —z) ® (1, —z) ~ (1,1) ® (1, —x). Como também temos (1, —z) ® d(1, —z) ~ (1,d) ®
(1, —x), o item (i) do Lema 3.1 nos diz que

D((1,d)®(1, —z)) = (D(1, —x)UdD(1, —x))U(D(1, —dx)UdD(1, —dz)) = D(1, —x)U
(D(1, —dz) UdD(1, —dz)) e

D((1,1) ® (1, —a)) = D{1, —z) U (D(1, —dz) U dD(1, —dz)).

Como —dz € D(1,—d), podemos substituir = por —dz na igualdade acima, para che-

garmos em

D((1,1) ® (1,dx)) = D(1,dz) U (D(1,z) UdD(1,x)).



3.1 O grupo D(1,—d) com d rigido: apresentagao 14

Como D(1, —dz)UdD(1, —dz) = D(1,—dz)-D(1,d) e D(1,2) UdD(1,z) = D(1,z)-
D(1,d) sao grupos e, como um grupo nao é uniao de dois subgrupos préprios, existem
quatro combinagoes possiveis para descrever D(2(1, —z)) e D(2(1,dx)). Vamos resumir

essas quatro possibilidades em duas alternativas:

D(2(1,—x)) = D(1,—z) ou D(2(1,dz)) = D(1,dx), (3.1.1)

D(2(1,—x)) = D(1, —dx) UdD(1, —dzx)
e (3.1.2)
D(2(1,dz)) = D(1,z) UdD(1,z).

A seguir veremos que assumindo-se que
> PP ¢ FPudF? (3.1.3)

a alternativa (3.1.2) implica (3.1.1). A partir de agora estaremos sempre supondo que
a hipétese (3.1.3) vale, e consequentemente, ap6s demonstrar o Lema 3.2, teremos que

uma das duas alternativas de (3.1.1) sempre ocorre.

Lema 3.2 (Bos [5], Lema 1.10) Mantendo as notacoes anteriores e supondo ainda
que S F? ¢ F2UdF?, temos:

D(2(1,—z)) = D(1,—x) ou D(2(1,dx)) = D(1,dx).

Demonstragao. Mostraremos que se vale (3.1.2), entao (3.1.1) também vale. Assumindo-
se (3.1.2) temos em particular, D(1,1) C D(1,z) UdD(1,z) e D(1,1) C D(1,—dz) U
dD(1,—dz), de onde obtemos:

D(1,1) = (D(1,2) N D(1,1)) U (dD(1,2) N D(1,1)), (3.1.4)

D(1,1) = (D(1, —dz) N D(1, 1)) U (dD(1, —dz) N D(1, 1)). (3.1.5)

Supondo d € D(1,z), da igualdade (3.1.4) vem que D(1,1) C D(1,z) e, como d €
C.9(2
D2y N D(L,d) & D1, —dz), a ignaldade (3.1.5) nos diz que D(1,1) € D(1, —dz).
C9(2
Juntando essas duas informagoes, obtemos D(1,1) C D(1,z) N D(1, —dz) C( : D(1,d)

e, por inducdo, obtemos . F? C D(1,d) = F? U dE?, contrariando a nossa hipétese.
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C.9(2
Assim, d ¢ D(1,z) e, como d € D(1,—x) e D(1,—z) N D(1,1) C( : D(1, x), concluimos

que d ¢ D(1,1). Vamos fixar para uso futuro que
d¢ D{(1,z), d¢ D(1,1). (3.1.6)

Por C.9, item (2), D(1,z) N D(1, —dx) = D{1,z) N D{1,d) = D(1,z) N (F? U dF?) =
F2U (D(1,2) NdE?) = F2. Logo,

D(1,z) N D(1, —dz) = F*. (3.1.7)

Denotemos A = D(1,x) NdD(1,—dz), B = D(1,2) N D(1,1), C = dD(1,x2) N D(1,1),
D = D(l,—dz) N D(1,1) e E = dD(1,—dx) N D(1,1). Podemos escrever D(1,1) como
(

intersecao do lado direito das equagoes (3.1.4) e (3.1.5) para obtemos
D(1,1)=(BND)u(CND)U(BNE)U(CNE). (3.1.8)
Podemos simplificar a expressao (3.1.8) acima observando que

1. BND = (D(1,2) N D(1,1)) N (D{1, —dz) N D(1,1)) = (D(1,z) N D(1, —dz)) N
D(1,1). Por (3.1.7), BN D = F2N D(1,1) = F?,

2. CND=(dD{1,xz)y "N D(1,—dz)) N D(1,1) = dAN D(1,1),
3. BNE = (D(l,z) NndD(1, —dz)) N D(1,1) = AN D(1,1) e, finalmente,

4. CNE = (dD(1,2) N D(1, 1)) N (dD(1, —dz) N D(1, 1)) = d(D(1, ) N D(1, —dz)) N
D(1,1). Agora, de acordo com (3.1.6) e (3.1.7), C N E = dF?> N D(1,1) = 0.

Com as simplifica¢oes acima, podemos reescrever (3.1.8) como
D(1,1) = F2U (D(1,1) N A) U (D(1,1) N dA). (3.1.9)

Uma vez que D(1,1) # F2, a igualdade (3.1.9) implica que (D(1,1) N A) ~ F2 # () ou
(D(1,1) NdA) ~ F2 #£ 0.

Suponhamos que exista a € D(1,1) N A, a ¢ F?. Entdo a € A = D(1,z) N
dD(1,—dz). Resulta, entao, que a € D(l,z) e dD(1l,—dz) = aD(1l,—dx). Assim,
A = D(1,z) NdD(1,—dz) = aD(1,z) N aD(1,—dz) = aF?, por (3.1.7). Como a €
D(1,1) e d ¢ D(1,1), temos D(1,1) NdA = D(1,1) NdaF? = (). Assim, (3.1.9) se
tranforma em

D(1,1) = F?UaF? (3.1.10)
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Por outro lado, D(2(1, —z)) = D((1,1) L —z(1,1)). Logo (3.1.10) e a Proposi¢ao C.10
nos dizem que combinado as quatro possibilidades resultantes de F2 U aF? ¢ —zF2 U
—zaF? vamos obter

D((1,1) L —x(1,1)) = D(1, —z) U D(1, —az) U D{(a, —z) U D{a, —az) = D(1, —z)

. . . . C.9(2)
(F?UaF?)U D(1,—az) - (F*UaF?). Porém, a € D{1,1)NA C D{1,1) N D{(1,z) C

D(1,—z) e também a € D(1,z) N D(1,a) C‘QC(Q) D(1,—az). Logo, D(2(1,—z)) =
D(1, —x)UD(1, —ax) ¢ uma uniao de dois subgrupos. Conseqiientemente, D(2(1, —x)) =
D(1,—x)ou D(2(1, —x)) = D(1, —ax). Se vale a tltima igualdade, temos d € D(1, —x) C
D(1, —az), donde z,ax € D(l,—d). Do fato de D(1,—d) ser grupo resulta entao
a € D(1,—d) N D(1,1) € D(1,d) = F>UdF?. Como a ¢ F?, temos a € dF?, o que im-
plica d € aF? € D(1,1) eisso contradiz (3.1.6). Portanto, vale D(2(1, —z)) = D(1, —z).

Se admitirmos a existéncia de a € D(1,1) NdA, com a ¢ F2, chegaremos, de modo

semelhante ao que fizemos acima, a D(2(1,dx)) = D(1,dz). Basta observarmos que dA

é obtido a partir de A, substituindo x por —dx. [ |

Os subgrupos de F definidos a seguir terao papel importante em todo o restante do
trabalho. A Proposicao 3.4 logo abaixo ja traz alguns resultados importantes sobre Ry.

Ja Sy serd estudado na préxima secao.

Definicao 3.3 Dado um elemento d € F definimos os sequintes subgrupos de F, que

chamaremos de radicais associados a d:

Ry=D(1,—d)n () D(L,-s) e

seY. F?
Si= () D(,-t).

tERy

Proposicao 3.4 (Bos [5], Corolario 1.11) Suponha que d € F' € um elemento rigido.
Seja R =Ry e a € R. Entao:

(i) S F? c D(1,—a).
(ii) R é um subgrupo de D(1,—d) e D(1,—d) = RU—dR.
Suponha ainda que ZFQ ¢ F2UdF?. Entdo:

(iii) D(1,—d) = RU—dR (unido disjunta,).
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(iv) D(2(1,—a)) = D{1,—a) e D(1,1) C D(1,a)

(v) D(1, —ad) = D{1, —a) N D1, —d) ¢ D(1,ad) C D{1,—d) U —D(1, —d).

Demonstracdo. (i) Se a € R, entdo a € D(1,—s), para todo s € 3 F2, isto &,
s € D(1,—a), para todo s € . F2. Logo 3. F? € D(1, —a).

(ii) R C D(1, —d) segue-se imediatamente da defini¢do de R. A partir dessa inclusao,
vemos que —dR C —dD(1,—d) = D(1,—d). Assim, RU—dR C D(1,—d). Se S F?> C
F2UdF?, entdo (novamente pela definicio de R) R = D(1, —d). Em particular, —d € R
e, neste caso, ocorre a igualdade D(1, —d) = R = RU —dR.

Iremos supor, agora, que > F? ¢ F2 U dF?. Seja

R = {z € D(1,—d)| D(2(1, —z)) = D(1, —z)}.

Pelo Lema 3.2, D(1, —d) = R'U—dR'. De fato, se x € D(1,—d)~\ R, entdao D(2(1,dx)) =
D(1,dx), ou seja, —dx € R'.

Agora, se x € R, entao D(1,1) C D(2(1,—x)) = D(1, —x) e, supondo D(n(l)) C
D(1,—z), temos D(2n(1)) € D(2(1,—x)) = D(1,—x). Logo, por inducio, S F? C
D(1,—x) e, dai, x € R. Portanto, R' C R.

Assim, D(1,—d) = R'U—dR' C RU—dR C D(1,—d) e D{1,—d) = RU —dR. Se
RN —dR # 0, entdo —d € R e, por (i), S F? ¢ D(1,d) = F? U dF?, contrariando a
hipétese. Isso mostra a validade de (iii).

Como RU — dR = R'U —dR/, temos R = R/, do contrario, R ¢ R implicaria
) # —dR' "R C —dR N R, o que nao ocorre, como ja vimos. Isso mostra a primeira
parte de (iv). Temos, em particular, D(1,1) C D(1, —a) e, pelo item (2) da Proposigao
C.9, D(1,1) C D(1,a).

Resta mostrar o item (v). Temos D(1, —ad) C D((1,d) ® (1,—a)) = D((1,—a) L
d(1,—a)). Como a € D(1,—d) também temos d € D(1,—a) e, dai, d(1, —a) ~ (1,—a) e
portanto (1, —a) + d{1, —a) ~ 2(1, —a). Logo, D(1,—ad) C D(2(1,—a)) = D(1,—a) e
D(1,—ad) = D(1,—a) N D(1, —ad). Novamente, pelo item (2) de C.9,

D(1,—ad) = D(1,—a) N D(1,—d),

o que demonstra a primeira parte de (v).
Para demonstrar a segunda parte de (v), vamos considerar as duas alternativas do

item (ii) do Lema 3.1. Consideremos a primeira alternativa com = = a: D(l,a) =
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(D(1,a) N D{1,—d)) Ua(D{1,a) N D(1,—d)). Como a € D(1,—d), temos aD(1,a) =
D(1,a), e também aD(1,—d) = D(
D(1,a) N D(1,—d). Mas, se D(1,a) = D(1,a) N D(1, —d), entao

1,—d). Portanto a reunido colapsa na intersegao

D(1,a) € D(1,—d). (3.1.11)

Considerando-se agora a segunda alternativa do item (ii) do Lema 3.1 para z = a,
como adD(1,ad) = D(1,ad), temos D(1,ad) = (D(1,ad) NadD(1,—d)) U (D(1,ad) N
D(1,—d)) C adD(1,—d)UD(1, —d). Uma vez que —ad € D(1, —d), obtemos adD(1, —d) =
(=1)D(1,—d), de onde resulta que

D(1,ad) € D(1, —d) U —D(1, —d). (3.1.12)

Do caso (3.1.11) e do fato de que D(1,1) C D(1,a) obtemos, usando novamente o
item (2) da Proposi¢ao C.9, que D(1,1) = D(1,1) N D(1,a) C D(1,1) N D(1,—d) C
D(1,d) = F?2 U dF?, o que implica, ap6s inducio, que S F2 ¢ F2 U dF?, contrariando
nossa hipotese geral. Concluimos entao que (3.1.12) sempre vale, ou seja, D(1,ad) C

D(1,—d) U —D(1, —d). m

Proposigao 3.5 (Bos [5], Lema 2.5) Seja d rigido (lembrar que estamos assumindo
STE2 ¢ F2UdF?) ea € R= Ry. Entio

D{(1,ad) C R-(F*UdF?) = RUdR.

Demonstragao. Pelo item (v) da Proposigao 3.4, D(1,ad) C D(1,—d)U—D(1l, —d) =
(RU—-dR)U—(RU—dR) = (RUdR)U—(RUdR).

O resultado procurado é imediato se D(1,ad) N —(RUdR) = (). Veremos que mesmo
que essa intersecao nao seja vazia ainda assim o resultado ¢ verdadeiro. Suponhamos
entdo que D(1, ad)N—R(F?UadF?) # (. Como F?UadF? C D(1,ad), temos D(1, ad) N
—R # (). Portanto existe x € R tal que —z € D(1, ad).

Mais ainda, —z € D(1,ad) = dD{a,d). Assim, D(1,—z) C D(1,d,a) = D{1,a) U
D{a,d). Vamos considerar (1,d,a) = (1,d) L (a) para podermos aplicar a Proposigao
C.10. Lembrando que D(1,d) = F2 U dF? temos apenas duas possibilidades para x €
D(1,d) e uma para y € D{a) (conforme C.10). Logo D(1,d,a) = D(1,a) U D{(d,a).
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Afirmamos que a tltima unido ¢é igual a D(1,a) U D(1,ad). De fato, como a € R C
D(1,—d), temos —ad € —dD(1,—d) = D(1,—d), donde d € D(1, ad).

Juntando as duas conclusoes podemos escrever D(1, —z) C D(1,a)UD(1, ad). Usan-
do novamente que um grupo nao pode ser a uniao de dois subgrupos proprios obtemos
finalmente que D(1, —x) C D(1,a) ou D(1,—x) C D(1,ad).

Suponhamos que valha a segunda inclusao. Pelo item (iv) da Proposigao 3.4, D(1,1) C
D(1,—a) e D(1,1) C D(1,—z) C D(1,ad). Logo, D(1,1) C D(1,ad) N D(1,—a) C
D(1,d), pelo item (2) da Proposigao C.9. Novamente, por indugao, chegariamos a
> F? C F2UdF?. Como isso vai contra nossa hipétese geral, obtemos uma contradicéo.

Da primeira inclusdo, D(1, —z) C D(1,a), vamos obter, novamente gragas ao item
(2) da Proposigao C.9, qued € D(1,—a)ND(1, —x) C D(1,—a)ND(1,a) C D(1,1). Dali,
—1 € D(1,—d) = RU—dR, pelo item (iii) da Proposicao 3.4. Ainda pela Proposigao 3.4,
item (iii) sabemos que d ¢ R. Logo, —1 € Re D(1,ad) C (RUdR)U—(RUdR) = RUdR,

0 que encerra a demonstracao. ]

Lema 3.6 (Bos [5], corolario 1.4 (i)) Sed € F ¢é rigido e d ¢ D(n(1)), entao, para
todo s € D(n(1)), ds € rigido. Em particular, se d € 3" 2, entdo ds € rigido, para todo
se S F2.

Demonstracao. Mostraremos primeiramente que, se z,y € F sao rigidos e 1 ¢ D(x,y)
entdo todo elemento de D(z,y) é rigido. De fato, se z € D(x,y) entdo D(1,z) C
D(1,z,y) = D{1,y) U D{z,y) = F?>U D(x,y). Tomemos H = D(l,zy). Entdo H é
um subgrupo de F e D(1,z) C F? U zH. Multiplicando essa tltima inclusio por z,
obtemos D(1,z) C zF? UzzH = zF? U H, pois z € D{(x,y) = xH. Assim, temos
D(1,2) C F?UxH e D(1,2) C 2F? U H. Se HNxH # { entdo existem u,v € H tais
que v = xv. Mas isso implica 1 = v 'zv € *H = D{x,y), contrariando nossa hipétese.
Portanto, H NzH = 0 e D(1,2) C F2U zE?, 0 que prova que z é rigido.

Podemos mostrar, por indugdo, que, se xi,...,x, sdo rigidos e 1 € D(z1,...,x,),
entao todo elemento de D{(xy,...,x,) é rigido.

Finalmente, se d € D(n(1)), entao 1 € D(n(d)). Se d é rigido, entdo a afirmagao do
pardgrafo anterior mostra que todo elemento de dD(n(1)) = D(n{(d)) é rigido. [

Finalizamos esta secao com uma série de exemplos de elementos rigidos em corpos.

Os dois primeiros exemplos fazem uso do conceito de valorizagao, que so6 sera introduzido
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formalmente no préximo capitulo. O primeiro exemplo exibe uma maneira natural de

“fabricar” elementos birigidos.
Exemplo 3.7 Rigidos em um corpo valorizado 2-henseliano.

Suponhamos que F' é um corpo munido de um anel de valorizacao nao trivial 2-
henseliano (veja a definigdo na pagina 53) A tal que I'y # 2I'4. Vamos mostrar que, se
va(d) & 2T 4, entao d é birigido em F.

Seja y € D(1,+d). Queremos mostrar que y € F2 ou Yy € +dF?. Podemos escrever
y = a® 4+ db?, onde a,b € F. Assim, va(y) = va(a® £ db*) > min{va(a?),va(db®)}. Se
va(a?) = va(db?), entao va(d) = va(a®b™?) € 2I'y. Mas estamos supondo exatamente o
contrario. Logo, va(a?) # va(db?) e va(y) = min{va(a?),v4(db?)}. Temos, entao, dois
casos:

va(y) = va(a®) < va(db?). Neste caso, % € my. Logo, ‘;—2 = UER g A

) Y
14+my C F?e dai, y € [

2 . . .
va(y) = va(db®) < va(a®). Neste caso, 4 € my e, assim como fizemos no primeiro

caso, %z%zl—%él—i—n‘mclﬂ, donde y € +dF?2.

Portanto, D(1, +d) = F? U +dF?, ou seja, d é birigido em F.

Exemplo 3.8 Rigidos no corpo das séries formais F = k((X)).

O corpo F = k((X)) das séries formais sobre um corpo k é o completamento de
K = k(X), o corpo das fungbes racionais sobre k, em relacao a topologia definida pela
valorizagao X-adica vy : K — Z U {oco} dada por: vx(f) = n, onde f = a, X" +
a1 X"+t a, XM e kX, mn€Z,n<m, a,#0,e UX(%) = vx(f) —vx(g),
onde f, g € k[X].

Como F é completo, o anel de valorizagdo Ax = k[[X]] é henseliano. Em particular,
Ay é 2-henseliano. Isso significa que 1 +my C F2, onde my = X Ay é o ideal maximal
de Ax. Uma vez que vx(X) =1 ¢ 2Z, o Exemplo 3.7 mostra que X é birigido.

Podemos usar o critério acima para encontrar outros birigidos em F. Por exem-
plo, X + f ¢é birfgido, para todo f = a1 X + a;X? + --- € my, com a; # —1.
De fato, f € mx implica que f = Xg, onde g = a; + axX + --- € Ax. Logo,
vx(X 4+ f) = vx(X)+uvx(14+9) = 1+0 =1 ¢ 2Z. Note que vx(l 4+ g) = 0,
pois, em geral, temos vy (1 + g) > min{vx(1),vx(g)} = 0. Se vx(g) # vx(1) = 0, entdo
vx(1+g) = 0. Se, caso contrério, vx(g) =0, entao 1 +g = (1+a1) + ax X + a3 X?*+- - -,
com 1+ a; € k~ {0}, pois a; # —1. Logo, vx(1+ g) = 0.
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Exemplo 3.9 ([3], p.132) Um corpo admitindo um elemento rigido que nao € birigido.

Vimos no Exemplo 3.8 que o corpo das séries formais k((X)) sobre o corpo k admite
elementos birigidos. Exibiremos, a seguir, um corpo F', admitindo um elemento rigido
que nao é birigido.

Seja Iy um corpo formalmente real contendo exatamente 3 ordens. Por exemplo,
Fy = Q(a), onde o é uma das trés rafzes reais do polinomio f(X) = X? — 3X + 1,
irredutivel sobre Q. Cada uma das ordens de Q(«) corresponde a uma imersao de Q(a)
no fecho algébrico Q de Q. Sejam @1, Qs e Q3 as trés ordens de Fyy e K; o fecho real
de Fy correspondente a ordem @Q; (i = 1,2,3). O corpo F := ﬂ?zl K; é pitagérico,
pois é intersecao de trés corpos (reais fechados, logo) pitagdricos. Sejam P; = K2 N F
(1 =1,2,3) as (unicas) trés ordens de F.

Existe um elemento x € F' que é positivo em relagao a duas das trés ordens e negativo
em relacao a terceira. De fato, se tal elemento nao existisse, entao cada elemento x € F
seria positivo em relacao as trés ordens ou negativo em relagao as trés e I’ teria uma
s6 ordem, o que nao ocorre. Para explicar esse fato, escrevemos por exemplo, (+, +, +)

para indicar que z pertence as trés ordens (isto é, x € PLNPaNP3) e, se v € (PINP;)\ P,

escrevemos (4, —, +). Se x nao é de um dos “tipos” (+,+,+) ou (—, —, —), entao é dos
tipos (4, —, —) ou (—, +, +), ou alguma permutagdo de uma dessas duas configuragoes.
Um z do tipo (4, +, —) é exatamente o que procuramos. Caso x seja do tipo (—, —, +),

—x € 0 elemento que procuramos.

Assim, apds uma possivel permutagao das ordens, podemos supor que = € (P N
Py) \ Ps. Esse z é nosso candidato a rigido. Para y € D(1, ), pela escolha de x, temos
yePNPy. Seye Py, entaoy € PLNP,N Py =Y F2? = F? (pois F é pitagérico). Se
y & P3, entao —y € Py e, daf, 7'y = (—27')(—y) € Ps. Logo, 7'y € PLNP,NP3 = F?,
isto é, y € zF?. Portanto, D(1,z) = F2UzF? e x é rigido.

Para mostrarmos que x nao é birigido, notemos primeiro que —x € P5 implica
Dr(l,—z) C Py e x € PLN P, implica que Dp(1l,—z) ¢ P;, para¢ = 1,2. Como F é
pitagoérico, Dr (1, —x) é uma pré-ordem. Logo Dp(1, —z) = Ps.

Se —x fosse rigido, terfamos (Dp(l,—z) : F?) = 2. Uma vez que (F : P3) = 2
terfamos (F : F2) = 4. Por outro lado, F2 = P, N P, N P5 implica que (F : F?) =8,

Exemplo 3.10 Leques em um corpo F.

Seja F' um corpo formalmente real e 7' uma pré-ordem em F. A seguir, mostraremos
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que existem muitos elementos T-rigidos em F', pelo menos para os casos em que o indice
(F : T') é pequeno. Para algumas pré-ordens T' temos uma situagao extrema, onde todo
elemento do corpo nao pertencente a +7" é T-rigido. Pré-ordens com essa propriedade
foram muito estudadas e mereceram um nome especial (“facher” em alemao, “fan” em
inglés, “abanillo” em espanhol, que chamaremos de leque ). As pré-ordens que vamos
construir e investigar sao um caso mais fraco, onde podemos ter apenas um elemento
d tal que d e —d sao T-rigidos, isto é T-birigidos. O mais importante contudo é que
vamos construir pré-ordens 7' e obter birigidos em relagao a T" a partir de elementos d
que sao rigidos (em relacdo a F 2) mas —d ndo é rigido. Vamos, a seguir, apresentar
o principal resultado sobre os leques, de forma a podermos fazer mais claramente a
comparacao entre o “caso leque” e o nosso caso. A apresentacao do resultado requer
alguma preparacao. Leitores que estejam familiarizados com a teoria dos leques podem
ir diretamente ao resultado de Brocker (Teorema 3.12), no fim desta seccao. Leitores

que desejem mais informagdes sobre os leques devem consultar o paragrafo 5 de [22].

Seja P uma ordem do corpo F. Podemos ver que todo elemento de F~\Pé P-rigido.
De fato, se x € P, entao PUxP =PU—-P=F D P+ xP D PUxzP, o que mostra a
igualdade P+ 2P = PUxP.

Notemos que uma ordem nada mais é do que uma pré-ordem de indice 2 em F.
Assim, o caminho natural a se seguir é considerar o caso em que 7' é uma pré-ordem tal
que (F : T) = 4. Isto significa que T'= P; N P,, onde Py e P; sao ordens distintas de F'.
Sejax € FNT ey €T+ x2T. Temos dois casos:

x ¢ Py UP,. Neste caso, —x € PPN P, =T. Logo, T+aT =T—-T D>T-D(1,—1) =
F. Se z fosse T-rigido, teriamos F=TUzT =TU-T e T seria uma ordem, o que é
impossivel no nosso caso, pois (F : T) =4 > 2. Assim, se z & P, U P, (0 que equivale a
x € =T, entdo x nao é T-rigido.

r € PPN P, Comox € P;,temosy € T+axT C P,. Sey € Py,entaoy € PNP, =1T.
Sey & Py, entdo —y € Py. Masx ¢ P, implica que —z € P,. Logo, xy = (—z)(—y) € Ps.
Como z,y € Py, temos xy € PPN P, =T ey € xT. Isso mostra que y € T'U 2T, ou
seja, x é T-rigido.

Observando que o caso x € P, ~ P, é similar ao caso acima, podemos resumir
a discussao acima dizendo que, quando (F : T) = 4, x é T-rigido se, e somente se,
re F~£T.

Uma pré-ordem é chamada de leque se todo x € F' . 71" é T-rigido. Pelo que vimos
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acima, toda pré-ordem 7" tal que (F : T) <4 éum leque, que denominamos leque trivial.

A proposicao a seguir exibe duas caracterizagoes de um leque arbitrario.

Proposicao 3.11 ([22], Teorema 5.5, p. 40) Seja T' C F uma pré-ordem. Sao e-

quivalentes:
(1) T é um leque.

(2) Dado um conjunto S 2 T, se =1 & S e S é um subgrupo de F, entio S ¢ uma

pré-ordem de F'.

(3) Dado um conjunto S DT, se =1 & S e S € um subgrupo de indice 2 em F', entdo

S € uma ordem de F.

Demonstracao. (1) = (2): para que S seja uma pré-ordem em F é suficiente que
S+ S C S (pois os outros axiomas sdo verificados, por hipdtese). Sejam s1,s9 € S.
Para s1,s9 € T, temos s1 + s, € T C S, pois T' é uma pré-ordem. Assim, podemos
supor que s = 57 '8y & T e escrever s, +sy = 5(1+5). Se s € =T C —S, entdo —1 € S,
0 que nao ocorre, por hipdtese. Logo, s € £T é T-rigidoe 1 +s € T U ST C S, o que
implica s; + s9 € S.

(2) = (3): imediato.

(3) = (1): paraa & =T, Tla] = T UaT (veja (B.0.2)) é subgrupo de F' e —1 ¢ TYal;
caso contrario, como —1 ¢ T, terlamos a € —T, o que nao ocorre. Podemos escrever
T[a) = (U, onde cada U é um subgrupo de indice 2 em F, contendo T[a] e tal que
—1 ¢ U. Por hipétese, cada U é fechado para a soma. Logo, T[a] = T U aT é uma
pré-ordem, isto é, T'+ a1 =T U aT', provando que a é T-rigido. ]

A condicao (3) da proposigao acima é especialmente importante, pois nos diz que
uma pré-ordem é um leque se, e somente se, o conjunto X /7" das ordens que contém
T tem o maior nimero possivel de elementos?. Por exemplo, se (F : T) = 8, entao
3 < |X/T| < 4, onde |X/T| denota o nimero de elementos de X/T', e T' é um leque
exatamente quando |X/T| = 4. Veremos a seguir que os dois casos possiveis realmente

ocorrein.

20 que, ao que tudo indica, justifica 0 nome “leque”.
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Se (F : T) > 8 a pré-ordem T pode ser ou nao um leque. Vamos exibir dois
exemplos para esclarecer esse fato. Primeiro, o elemento rigido x obtido no Exemplo 3.9
nao pertence a uma das trés ordens do corpo F' (de fato = € (P, N Py) \ Ps). Assim,
z € FNF? isto é, —x ¢ —F?, e —z ndo é rigido, pois x nio é birigido. Logo, F? = [
nao é um leque em F'.

A seguir, exibiremos um exemplo de um leque 7" com (F : T') = 8, ou seja, um leque
nao trivial. Seja F = R((x))((y)). O corpo F é pitagérico, logo T' = F? ¢ a pré-ordem
fraca de F. O Fa-espaco vetorial F'/T tem base {—1,z,y}, logo tem 8 elementos. Isso
mostra que o indice de T'em F' é igual a 8. Por outro lado, X/T = Xp = { Py, P, P;, P},
onde P; é determinada pelos sinais de x e y em relagao a P;. Existem quatro combinagoes
possiveis: x,y € P, x,—y € P, —x,y € P3 e —x,—y € P,. Logo, o numero de ordens
que contém T = F2 é o maior possivel e, pela observacao feita logo apds a demonstragao
da Proposicao 3.11, T é um leque.

Embora possam existir leques nao triviais, eles sempre se originam de leques triviais,
via uma valorizacao. Este é o contetido do teorema abaixo, devido a L. Brocker e conhe-
cido como teorema da trivializacao de leques. Citamos o teorema sem demonstracao,

que pode ser encontrada no artigo original [7] ou no pardgrafo 12 do excelente livro de
T.Y.Lam [22].

Teorema 3.12 (Brocker, [7]) Se T' € um leque nao trivial, entio existe um anel de

valorizagdo proprio (A, ma, ka) de F, tal que 1 +my C T eT C ka € um leque trivial.

Devemos observar que a existéncia de um anel de valorizagao (nao trivial) compativel
com uma pré-ordem de F, ou em geral com um subgrupo de F, é um resultado que
depende da existéncia de um elemento birigido em relacao a essa pré-ordem, como
veremos no Corolario 4.19. No caso do teorema de Brocker, a presenca de muitos
elementos T-rigidos (pois T é um leque) é importante para garantir que 7' é um leque
trivial no corpo de residuos k4.

Finalizamos a se¢ao com uma conseqiiencia da Proposicao 3.11:

Corolario 3.13 ([22], Corolario 5.6, p.41) Sejam F C K dois corpos. Se T’ é um
leque em K entao T =T ' NFE € um leque em F'.

Demonstragao. Seja S como no item (2) da Proposi¢ao 3.11. Temos S-T'NF = S.
De fato,sex € S-T'"NF entao x = st’,onde s € Set' € T'. Agorat' = s la € T'NF =
T C S, logo = st' € S, pois S é subgrupo de F. Isso mostra a inclusdo S -7 C S e a

outra inclusdo é imediata.
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Temos —1 ¢ S - T, do contrario —1 pertenceria a S-T7" N F = S o que nao ocorre
pela escolha de S. Como S - T’ D T" é subgrupo de K e T" ¢, por hipStese, um leque,
o item (2) da Proposigao 3.11 implica que S - 7" é uma pré-ordem. Conseqiientemente,
S = S-T'NF também é uma pré-ordem e, novamente pelo item (2) da Proposicao 3.11,

T é um leque. [ |

3.2 Produzindo birigidos a partir de rigidos

O material exposto nesta se¢ao é, em sua grande maioria, original. Mostramos que, com
restricoes bem naturais, um elemento rigido d dd origem a um subgrupo Ry de F (que
ja foi definido em 3.3) em relagdo ao qual d é birigido (veja o item (3) do Corolario
3.14 abaixo). O subgrupo R, é caracterizado pela propriedade de ser o conjunto dos
elementos z € '~ F? para os quais D(1, —z) é uma pré-ordem contendo d. De fato,
se © € I é tal que D(1,—z) é uma pré-ordem contendo d, entdo S F2 C D(1,—z) e
d € D(1,—z). De S F? ¢ D(1,—z) vem que z € D(1,—s), para todo s € 3 F2. De
d € D(1,—z) vem que x € D(1,—d). Logo, x € D(1,—d) N[ \cx y2 D(1,—8) = Ry
(veja a defini¢ao 3.3).

Reciprocamente, demonstraremos no item (1) do Corolario 3.14 que, para todo t €
Ry~ F2, D(1, —t) é uma pré-ordem contendo d. Recordemos a definigao, dada na pagina
115: o menor aberto, na topologia de Harrison do espago de ordens X, contendo = é o
conjunto H(z) = {P € Xp ordem de F' | x € P}. Mais ainda, de acordo com o Teorema

B.7, ﬂ P é a menor pré-ordem de F' contendo z. Logo o fato de D(1,z) ser uma
PcH(x)
pré-ordem significa que

D{lz)y= () P.

PecH(x)
Esse fato é claramente bastante incomum, pois estabelece uma forma de minimalidade

para H(x) (ou maximalidade para D(1,x)). Temos em geral que

ZF2+:UZF2

é a menor pré-ordem contendo x, desde que —x & F2. Dessa forma, para um corpo
pitagérico F, valerda sempre que D(1,x) é uma pré-ordem para todo = € F tal que
—x & F2. Logo, F' comporta-se como um corpo pitagérico em relagao a cada x € Ry,
z ¢ F2. Veremos um pouco mais a frente que hd de fato uma ligacdo entre Ry e

“pitagoricidade”.
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Os outros resultados desta secao sao os seguintes: mostramos como produzir, a
partir de um elemento rigido d, elementos Ty-birigidos, onde Ty = Ry - > F? e R, =
D(1,—d) N ﬂsez 2 D(1,—s) é o radical associado a d. Mostramos, ainda, que T, e
Ty = Ty U —dTy sao pré-ordens de I’ e que T é a menor pré-ordem que contém —d.
Finalmente, definimos em (3.2.2) o radical R(S) associado a um subgrupo S de F e
coletamos algumas de suas propriedades na Proposicao 3.19.

O Corolario 3.14 abaixo, é uma contribui¢ao original do nosso trabalho. Embora
seja uma conseqiiéncia imediata dos resultados de [5] que expusemos na secao anterior,

nao havia ainda aparecido na literatura.

Corolario 3.14 Seja F' um corpo formalmente real admitindo um elemento rigido d
que nao € birigido. Mantemos, como jd foi dito, a hipotese de que ZFQ 7 F2 U dF?.

Valem as sequintes afirmacoes:
(1) Para todo r € Ry~ F2, D(1,—r) ¢ uma pré-ordem de F.

(2) Se Sy = ﬂ D(1,—r), entio Sy é uma pré-ordem de F, d € Sy e RgN Sy = F2.

reRy

(3) d é Ry-birigido.

Demonstragao. Uma vez que D(1, —r) é um subgrupo de F contendo F2, para verifi-
carmos que ¢ uma pré-ordem® temos que mostrar que D(1, —r) + D(1,—r) C D(1,—r)
e D(1,—r) # F. O primeiro fato decorre do item (iv) da Proposicao 3.4, pois dados
x,y € D(1,—r) temos que x +y € D(2(1,—r)) = D(1,—r). Como D(1,—r) é fechado
para soma e F2 C D(1,—r), a igualdade D(1, —r) = F é equivalente a —1 € D(1, —7).
Esse fato é conseqiiéncia de um procedimento padrao similar ao que pode ser encontrado
na Observacao (2) da pégina 115.

Supondo que —1 € D(1, —r), terfamos r € D(1,1). Como r € Ry C D(1,—d), da
Proposicao C.9, item (2), resultaria que r € D(1,1) N D(1, —d) € D(1,d) = F?> U dF?,
pois d é rigido. Sendo r & 2, terfamos r € dE?, ou seja, d € Ry. Pelo item (iv) da
Proposigao 3.4, D(1,1) C D(1,d) e, como ja argumentamos outras vezes, chegarfamos
por indugao a )| F? c D(1, d), o que contraria nossa hipétese. Portanto, —1 ¢ D(1, —r)
e D(1,—r) é uma pré-ordem de F.

Para mostrarmos que Ry N Sy = F2, tomemos r € Ry N S;. Como Ry C D(1,—d)
e Sqg C D(1,—r), temos r € D(1,—d) e r € D(1,—r), o que implica r € D(1,1).

3Definicdio de pré-ordem na pagina 116.
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Logo, 7 € D(1,—d) N D(1,1) e, pela Proposicio C.9, item (2), r € D(1,d) = F? U dF?.
Podemos, entdo, repetir os argumentos do paragrafo anterior para excluir o caso r € dF?2
e concluirmos que r € F2.

Pelo item (1) obtemos que S; é uma pré-ordem como interse¢cdo de uma familia
de pré-ordens. Finalmente, como R; C D(1,—d), temos que d € D(1,—r), para todo
r € Ry.

Vamos, agora, demonstrar a afirmagao (3). Dados x,y € Ry, temos: x + yd =
x(1 + 27 'yd). Pela Proposigao 3.5, 1 + 27 'yd € D{1,27'yd) C RqUdRy (7 'y € Ry,
pelo item (ii) da Proposigao 3.4). Como x € Ry, temos que x + yd € R;UdR,. Logo, d
é Rg-rigido.

Pelo item (iii) da Proposicao 3.4, D(1,—d) = R; U —dR,. A seguir, vamos mostrar
que D(1,—d) = Ry — dRy e isso prova que —d é Rg-rigido. A inclusao D(1,—d) C Ry —
dRy é clara, pois F? C Ry. Reciprocamente, se z,y € Ry, entdo z — yd = z(1 — z'yd),
onde 7'y € Ry, pois Ry é grupo. Da primeira parte do item (v) da Proposicao 3.4,
segue-se que 1 — z7'yd € D(1, -z~ 'yd) = D(1,—d) N D(1,—z'y) C D(1,—d). Além
disso, # € Ry C D(1,—d) e, j4 que D(1,—d) é grupo, x —yd = z(1—x"1yd) € D(1, —d),
ou seja, Ry — dRy C D(1,—d). |

O Lema 3.15 abaixo mostra que o produto de d por uma soma de quadrados nao
altera o radical. Esse resultado sera usado em varios pontos adiante, por exemplo nas

demonstracoes da Proposicao 3.17 e do Corolério 3.18.

Lema 3.15 Seja F' um corpo formalmente real e nao pitagérico. Para todo s € ) F?,

temos que Ryq = Rq. Em particular, se d & F? ¢ rigido, entio sd é Ry-birigido.

Demonstragao. De fato, Ryq = D(1, —sd) N ﬂ D(1, —w) = D(1,—sd)ND(1,—s)N
wey F?
ﬂ D(1, —w). Peloitem (2) da Proposigao C.9, temos que D(1, —sd)ND(1, —s) =
wey F2-{s}
D(1,—d) N D(1, —s). Portanto

Rya=D({,-d)nD{1,—s)n (]| D{1,—w)=
wed F2-{s}
=D(l,-d)n (] D(l,—w) =R,
wey F?
Suponhamos, agora, que d é um elemento rigido que nao é soma de quadrados em F'.

O Lema 3.6 nos diz que sd é rigido e o item (3) do Corolario 3.14 garante que sd é
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R,4-birigido. Como R,y = Ry, isso conclui a demonstracao. [ |

Observacao. Recordemos que estamos mantendo como hipdtese geral que F' é um

corpo formalmente real e nao pitagérico. Neste caso, temos:
se ngFQ entao ZF2§ZF2UdF2. (3.2.1)

De fato, se S.F? ¢ F2UdEF?, com S F? ¢ F?, terfamos 3. F2 N dF? # 0, o que
implicaria d € 3 F2.

Até o fim desta secao estaremos considerando, salvo mencao explicita em contrario,
que F' é um corpo formalmente real e nao pitagéricoed ¢ > F2 é um elemento
rigido que nao é birigido. Por Rye Ty = > F? . R, denotamos os subgrupos que
foram introduzidos no inicio desta se¢ao. Estas condicoes estarao fazendo parte

de todos os enunciados apresentados a seguir.

Proposicao 3.16 A menor pré-ordem (em relag¢do a inclusdo) que contém —d é Ty =
STF?. Ry U—dY F? - Ry.

Demonstragao. Lembremos que a menor pré-ordem contendo —d é Ty := ZF 2 _
dS" F2. Dadot € Ty, temos que t = z—yd, onde z,y € 3 F2. Logo, t = 2(1—x"'yd) €
STE?2. D(1,—sd), onde s = x~'y € 3. F2. Portanto, Ty € S F? - D(1,—sd), onde
se S F2

Agora, o Lema 3.15 garante que sd é Ry-birigido. Assim, Ty € S° F2 - D(1, —sd) C
STE? . (RgU —sdRy) = S F2 - RgU —d > F? - Ry

Reciprocamente, uma vez que R; C D(l,—d), a multiplicacdo por —d fornece
—dR; C —dD(1,—d) = D(1,—d), ou seja, Ry U —dRy C D(1,—d). Isso implica
que SSF? - RgU —dYF?- Ry C D(1,—d) - S F? ¢ SF? —dY. F? = Ty. Logo,
To=>F*-RyU—d> F?- Ry |

Consideremos agora Ty := ) 2. R,4. Sabemos que Ty é um subgrupo de Ty de indice
< 2. A seguir, vamos mostrar que T; também é uma pré-ordem.
Proposicao 3.17 T, =3 F? - Ry € uma pré-ordem de F.

Demonstragao. Se —d € ZF2 - Ry, entao T; = Ty é uma pré-ordem de F. Assim,
podemos supor que —d & > F2. R, (isso, de fato, sempre acontece. Veja a observacao

a seguir).



3.2 Produzindo birigidos a partir de rigidos 29

Para mostrar que T, é pré-ordem, resta mostrar que 7y é um subconjunto de F
fechado para a soma e que —1 ¢ T,. Para provar que T, é aditivamente fechado, basta
mostrar que 1+t € Ty, para todo t € Ty, pois T, é multiplicativamente fechado. Um
elemento de T, é do tipo t = sa, onde s € > F?eaq € R, Umavezquesa =t e T, C Ty
e, pela Proposicao 3.16, Ty é pré-ordem, temos 1 + sa € Ty = Ty U —dTy;. Devemos,
entao, mostrar que 1+ sa & —dTy.

Suponha que 1+ sa € —dT; = —alX:F2 - R;. Entao existem t' € ZF2 e B € Ry
tais que 1+ sa = —dt'3. Logo, 1 + dt' = —sa. Como d é rigidoe t' € ) F2 dt' é Ry
birigido, pelo Lema 3.15. Assim, —sa = 1+dt' € RyUdt' Ry. Se —sa € Ry, entao, como
o € Ry, terfamos que —s € Ry C D(1, —d). Isso implicaria que d € D(1,s) C 3. F?, o
que nao ocorre. Por outro lado, —sa € dt' R, implicaria —d € ) F2?. R, Mas estamos
justamente supondo o contrario. Logo, 1 4+t € Ty, como queriamos.

Finalmente, —1 € Ty implicaria —1 € Ty, em contradi¢ao com o fato de Ty ser uma

pré-ordem. Logo, —1 &€ T}. |

Observacao. T; # Tj se e somente se —d & Ty = ZF2 - Ry, e isso, de fato,
acontece. Se —d € S F? . Ry, entdo existe s € 3. F? tal que —sd € Ry C D(1, —w),
para todo w € 3. F2. Logo, Y. F? € D(1,sd) = F? U sdE?, pois sd é rigido. Porém,
ST EF? ¢ F? implica que 3. F2 = F2 o que ndo ocorre pois estamos supondo F' nio-
pitagérico. Assim, deverfamos ter " F2 N sdE? # §, o que implicaria d € 3 F2, que

também estamos supondo nao ocorrer.
Corolario 3.18 O elemento d ¢é Ty-birigido.

Demonstragao. Sabemos, pelo item (3) do Corolario 3.14, que d é Ry-birigido. Consi-
deremos ty,ty € Ty ey = t, +dty = t,(14dt), onde t = t;'ty. Comot € Ty = Ryq->_ F2
temost =rs,onder € Rjes € ) F?. Logo 14dt = 1+r(sd) € Ry+sdR,. Como, pelo
Lema 3.15, sd é R4-birigido, temos que 1 4+ dt € Ry U sdR4 e esta reuniao estd contida
em Ty UdTy, pois s € ZFQ C Ty. Uma vez que t; € Ty, concluimos que y € T,; U dTy.
Isso prova que d é Ty-rigido e, como o argumento continua vélido se substituirmos d por

—d, obtemos o resultado desejado. |

Motivados pela Definigao 3.3 definimos o seguinte radical associado a um subgrupo
S de F que contenha F2:
R(S) = (] D(L, —x). (3.2.2)

€S
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Em particular, se S = F, R(S) é denominado radical de Kaplansky do corpo F e
denotado por R(F') . O radical de Kaplansky pode ser caracterizado como o subgrupo
de F formado pelos elementos x € F tais que (1, —x) é universal, isto é, D(1, —z) = F.
Estamos particularmente interessados no caso em que S = T, uma pré-ordem de F'. Na

Proposicao a seguir, coletamos algumas propriedades de R.

Proposigao 3.19 O radical R definido em (3.2.2) satisfaz as sequintes propriedades:
(1) Se A C B sio subgrupos de F contendo F?, entio R(B) C R(A).
(2) Se A € um subgrupo de I contendo F?, entio A C R(R(A)).

(3) Se Ry = ﬂ D(1,—s) e S é um subgrupo de Ry contendo F?2, temos:
seY F?

(a) S_F? C R(Ry) C R(S), para todo subgrupo S de Ry.
(b) § S R(R(5)) € Ro.
(¢) R(R(Ro)) = Ro.

(4) Se d € F ¢ rigido, entio R(Sy) = Ry.

(5) Se A e B sio subgrupos de F, entio R(A- B) = R(A) NR(B).

Demonstragao. (1) R(B) = N,cp D(1, —2) = (Nyea DL, —2)) N (Myepa D(1, —2))
C (Nyea D(1, —2).

(2) Tomemos = € R(A). Temos entdo: = € D(1,—a), para todo a € A. Se z €
D(1,—a), entdo a € D(1,—x) e isso ocorre para todo a € A. Assim, A C D(1, —x),
para x € R(S) arbitrario, o que implica A C R(R(A)).

(3)(a) Para cada s € 3. F2, temos Ry C D(1,—s). Logo t € D(1,—s), para todo
t € Ry, donde s € D(1,—t) para todo s € ZF2 e t arbitrario. Isso mostra que
ST E2 C D(1, —t), para todo t € Ry, ou seja, 3. 2 C R(Ry). A outra inclusdo segue-se
diretamente de (1) e da hipétese S C Ry.

(3)(b) Pelo item (3)(a), S F? C R(S). Observando que Ry = R(> F?), vemos que
(1) implica R(R(S)) € Ry. A outra inclusdo é conseqiiéncia direta do item (2) acima.

(3)(c) Basta tomarmos S = Ry no item (3)(b) acima.

(4) Se d ¢ S F? ¢ rigido, entio S.F?[d] = STF?2UdY. F? e R(Y F?[d]) =

ﬂ D(1,—t) = ﬂ D(1,—t) N D(1,—dt). Pela Proposicao C.9, item (2),

te> F2ud Y. F2 teS F2
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D(1,—t)ND(1, —dt) = D(1, —t)ND(1, —d), para todo t € 3 F2. Assim, R(> F?[d]) =
D(1,—d) N Ry = Ry. Agora, R(S;) = R(R(Ry)) = R(R(R(Y F?[d]))). Pela segunda
parte do item (2) acima, esta tltima expressio é igual a R(Y F2[d]) = Ry.

(5) Temos: R(A-B) =y, pep D1, —ab). Como 1 € A, paracadaa’ € Aeb' € B
temos

R(A-B)=D(1,-¥)nD({1,—a¥)n (] D(L —ab).

a€A~{a'}
be B~{b'}
Da Proposigao C.9, item (2), segue-se que
R(A-B)=D(1,-¥)nD{l,—d)n (] D(L —ab).
acA~{a'}
be B~{b/'}

Como podemos repetir o argumento acima para cada par de elementos a € A e b € B,
concluimos que R(A - B) = (),ea D(1,—a) N (e D(1,—-b) = R(A) N R(B), como

queriamos. ]

Na Proposigao 3.20 a seguir calculamos R(7p).

Proposicao 3.20 Se T, ¢ a pré-ordem definida na Proposi¢io 3.16, entio R(Ty) = F2.

Demonstracao. Seja R(Ty) = (V,eq, D(1,—t). Como Ty = Ty U —dT}, temos que
R(To) = Nier,(D(1,—t) N D(1,dt)). Pelo item (2) da Proposicao C.9, D(1,—t) N
D(1,dt) = D(1,—t) N D(1,d), para todo t € Ty. Logo,

= <ﬂ D(l,—t)) ND(L,d) = () D{1,—t) N (F* UdF?)
teTy teTy
pois d é rigido. Assim,
R(Ty) = R(Ty) N (F2 U dEF?). (3.2.3)

Em particular, R(Tp) C F2? U dEF2. Como R(T,) é subgrupo de F, podemos tomar
R(R(Ty)) = ﬂxeR(TO) D(1,—x). Agora, x € R(Tp) implica que x € D(1, —t), para todo
t € Tyo. Logo, Ty € D(1,—x). Como z foi tomado arbitrariamente em R(7p), temos
Ty C Maere DL —2) = R(R(Ty)). Logo, Ty C R(R(Ty)).

Vamos supor, por absurdo, que R(Tp)NdF? # (. Entao, por (3.2.3), Ty C R(R(Tp)) =
D(1,—-1) N D(1,—d) = D(1,—d). Por outro lado, o item (iii) da Proposi¢ao 3.4 garante
que D(1, —d) = RgU—dRy C 3. F?-RyU—d Y. F?- Ry = T,. Portanto, Ty = D(1, —d).
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Como D(1,—d) = Ty é pré-ordem, temos que S F? C D(1,—d). Em particular,
D(1,1) ¢ D(1,—d). Logo, D(1,1) = D(1,1) N D(1,—d) C D(1,d) pelo item (2) da
Proposicao C.9. Como d é rigido, D(1,1) ¢ F2U dF?. Por inducéo, . F? C F?U dF?,
mas isso contradiz nossa hipétese geral. Logo, R(Ty) N dF? = () e, dai, R(Ty) C F2.

Como a outra inclusao é clara, vale a igualdade. ]

Corolario 3.21 Mantendo as notacoes e hipdteses estabelecidas anteriormente, temos
R(Ty) NdE? = 0. Em particular, d € Sq~ R(Ty).

Demonstragao. Pela equacio (3.2.3), F? = R(Ty) = R(Ty) N (F2UdF?) = (R(T;) N
F2) U (R(Ty) N dF?). Como F? C R(Ty) temos: R(T;) N F? = F2. Logo, F? =
F2U (R(Ty) NdF?) e dai, R(T,) NdF? C F2. Uma vez que F2 N dF? = ), conclufmos
que R(Ty) NdE? = (R(Ty) NdE?) N F? = R(Ty) N (dF? N F?) = 0. |

3.3 Estudando o conjunto dos nao rigidos

Seja T um subgrupo do grupo multiplicativo F do corpo F. Podemos considerar os

subconjuntos de F formados pelos elementos que nao sao T-birigidos:
B(T) = {z € F |z ndo é T-birigido}. (3.3.1)

Em particular, escrevemos B = B(F?) = {z € F|x ndo é birigido}. Um elemento
x € B(T) é dito T-bdsico. Nesta se¢ao provaremos, seguindo [15], que o conjunto B(T)
é um grupo quando 7' é uma pré-ordem de F'.

Vamos denotar T'+aT = {t;+aty # Olty,to € TU{0}}, T+aT +0T = {t1+aty+bts #
0|t1,t9,t3 € T U{0}}, e assim por diante. No caso em que T é uma pré-ordem, T+ aT
satisfaz algumas propriedades tteis, que relacionamos a seguir.

Observacgoes:

(1) Se T' é uma pré-ordem, entdo T+ a1 é um subgrupo de F, para todo a € F.
De fato, se x,y € T + aT, podemos escrever x = t| + aty e y = t3 + aty, onde
ti,ty,t3,ty € T. Logo, 271 = 2722 = (27%) + alz™2ty) € T +al e vy =
(t1 + aty)(ts + aty) = (tits + a’taty) + a(tity + tot3) € T + aT, pois T é uma

pré-ordem.
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(2) Supondo ainda que T' é uma pré-ordem, temos os seguintes resultados andlogos a
Proposicao C.9:
(a) b € T+ aT implica que —a € T — bT.
(b) (T+aT)N(T+0T)=(T+aT)N (T — abT).
Em geral, B(T) nao é, necessariamente, um grupo. No entanto, a Proposigao 3.23

a seguir mostra que, se T' é uma pré-ordem, B(T) é grupo. A parte mais dificil dessa

demonstracao esta no Lema 3.22 a seguir.

Lema 3.22 ([15], Lema 5.2A, p. 20) Seja F um corpo e T uma pré-ordem de F.
Se x,y € F sio tais que xy € T-birigido, entio x é T-birigido ou y é T-birigido.

Demonstracgao. Sejam x e y como no enunciado do lema. Sabemos que zy € +7T', pois
xy é T-birigido. Se um dos elementos esta em +7, o outro é necessariamente T-birigido.
Assim, podemos supor que z,y & +7T.

Temos o seguinte: (T'+xT)-(T+yT) = THayT+zT+yT = (T +ayT)+x(T+xyT)
(lembremos que F2 C T). Como zy é T-birigido, (T + zT) - (T + yT) = (T U ayT) +
(T UzyT) = (T +2T) - (TUyT)U (T +yT) - (T UxT). Observando a igualdade:

(T+2T) - (T+yT)=(T+2T) - (TUyT)U (T +yT) - (T'UzT)

e lembrando que um grupo nao pode ser escrito como reuniao de dois subgrupos proprios,

vemos que ocorre uma das seguintes inclusoes:

(T'+2T)- (Tuyl) c (T'+yT) - (TUT)
ou ()
(T4+yT)-(TU2T) C (T'+2T)- (TUyT)

Por simetria, podemos assumir que vale a primeira inclusao. Em particular,
THaT =T +2T)N({(T+yT) V(T +yT)) =

=(T+2D)N(T+yT))U (T +2T)Na(T + yT)).

Como xz € T+ 2T e T+ T é grupo, x(T + zT) = T + «T, a tltima expressao é igual a
(TH2T)N(T+yT)Uz((T +2T)N (T +yT)).
Pela observagao (2)(b) da pégina 33, a expressao acima ¢ igual a

(T+2T)N (T —2yT))Uz((T + 2T) N (T — xyT)) =
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=(T+2T)N(TU—-2yT))Uz((T +2T)N (T U—2yT))

pois xy é T-birigido. Como T' C T' + xT', obtemos, finalmente:
T+a2T=(TU((T+a2T)N—2yT))U (2T Uz ((T + 2T) N —zyT)) .

No entanto, (T+xT)N—zyT = ), pois, se existissem ¢, t1,to € T tais que t;+xty = —xyt,
terfamos —x = tyt, " +aytt,! € T+ ayT =T UayT e, dai, z € —T ouy € —T, o que
contradiz a escolha de x e y. Sendo assim, obtemos, finalmente, T'+ T =T U 2T, ou
seja, x € T-rigido. Se considerarmos T — T ao invés de T + 2T', obteremos que —x é

T-rigido. Logo, x é T-birigido. Se vale a outra inclusao em (¢), entao y é T-birigido. B

Proposicao 3.23 ([15], Corolario 5.3A, p. 21) Se T é uma pré-ordem, entao B(T)

¢ um subgrupo de F.

Demonstragao. Primeiramente, se z € B(T), entdo 2z~ = 272z € 2F? C T C B(T),
pois T C B(T). Consideremos, agora, z,y € B(T) (isto é, z e y ndo sao T-birigidos).
Podemos usar o Lema 3.22 na forma contrapositiva para concluir que zy € B(T'). Por-
tanto, B(T) é subgrupo de F. |

3.4 O comportamento de rigidos e nao rigidos em

relacao a 2-extensoes

Vamos, agora, estudar o efeito de uma extensao K |F sobre os elementos rigidos de F'.

Mais precisamente, dada uma extensao K |F, tentaremos responder as perguntas:
1) Sob que condi¢oes um elemento rigido de F' permanece rigido em K7
2) Sob que condigbes um elemento x € F' que é rigido em K é também rigido em F'?

E claro que, uma vez respondidas as duas perguntas acima, obtemos também in-
formagoes sobre o comportamento dos nao rigidos em relagao a extensao K|F. Obtere-
mos resultados similares aos de [4], mas nos concentraremos no caso de nosso interesse,
que é quando a extensdao K|F é uma 2-extensdo (cf. pédgina 2). Uma resposta aos
questionamentos acima, pelo menos para extensoes quadraticas, é dada pela Proposicao

3.24 a seguir.



3.4 O comportamento de rigidos e nao rigidos em relagao a 2-extensoes 35

Proposigio 3.24 (Bos [4], Lema 5.3) Sejo K = F(y/a) e sejax € F. Sex e ax sio
rigidos em F', entao x € rigido em K. Reciprocamente, se x € rigido em K, entdo x e

ax sao rigidos em F'.

Para demonstrar a Proposicao acima, precisamos de alguns resultados, que exibire-

mos a seguir.

Lema 3.25 Se K = F(y/m), N : K — F é a norma da extensao K|F, G(K|F) =

{1,0} ex € K € tal que N(x) =1, entao existe u € K tal que x = Ok

Demonstragao. Se x = —1, basta tomarmos v = y/m. Logo, vamos supor que x # —1.
Como N(z) = zo(z), de N(z) = 1 segue-se que o(r) = 27!, Sejau = 1+ z # 0. Temos
o(u) =1+0(z) = (z+1)o(z) = uo(z). Logo, 5 =o(z)™' =2 |

O Lema 3.25 acima continua vélido se K|F for uma extensao ciclica. Além disso,
vale a reciproca. Esse resultado mais geral é conhecido como Teorema 90 de Hilbert. A

seguir, precisaremos apenas do resultado como foi exposto acima.

Lema 3.26 ([15], Lema 2.3, p.6) Sejam ay,ay € F ~ F? tais que ayay & F2. Consi-

deremos as extensoes K; = F(\/a;) (i = 1,2), L = F(\/a1,\/a2) e K = F(\/a1 - \/a3).
Denotamos por Ny : L — Ky, N : L — Ky, Ny : Kj — F ¢ Ny : Ky — F as nor-

mas relativas a essas extensoes quadrdticas (observemos que N1Nj, = NoNi é a norma

L
K K K
|
F

Se existem z; € K;, i = 1,2, tais que Ni(z1) = Na(z2), entdo existem z € L e a € F

relativa a extensdo L|F ).

tais que Nj(z) = az e Ni(z) = az.

Demonstracao. Seja G(L|F) = {1,01,092,0102} o grupo de Galois de L|F', onde
o1k, = id, G(Ky|F) = {1,01} e 09|k, = id, G(K3|F) = {1, 05}. Forgosamente, o corpo
fixo de 0109 é K. Seja N': L — K a norma correspondente, isto é, N'(w) = woy0,(w),

onde w € L. Entao

N'(z12;") = (2125 No10a(2125 ) = (2125 o1 (z1)02(20) 7! =
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= (2101(21))(2209(22)) 7! = Ni(21) Na(22) 7" = 1.
Pelo Lema 3.25 existe u € L tal que

Z1 u

= . 3.4.1
2o 0109(u) ( )
Seja z = zou € L. Temos:
3.4.1
2909(2) = 2909(2ou) G4 2909(210109(1)) = 292101 (u) = z101(20u) = z101(2)
Logo, Ulz—(;) = Uz’z—(lz) Tomemos, agora, a := Niiz) € K,. Entao a = %2(2) = Z"jl(z) =
%ﬁz) € K. Assim, a € K; N Ky = F. Além disso, Ni(z) = az e Nj(z) = az. |

Lema 3.27 ([2], Lema 2.1) Sejaa € F~\ F? ¢ K = F(\/a). Para todo b € F, temos:

Dy (1,b) N F = Dp(1,b) - Dp(1, ab)

Demonstracio. Como a € K, temos Dy (1,ab) = Dy (1,b), logo

e isto mostra uma das inclusées. Pra mostrar a outra inclusao, tomemos ¢ € Dy (1,b)NEF
ex,y,z,w € F tais que ¢ = (x +yy/a)? + b(z + wy/a)? = 22 + y?a + 22b + w?ab + 2(xy +
zwb)y/a. Como ¢ € F, temos
xy + zwb =0 e (3.4.2)
c = 2* +y%a + 2°b + w?ab. (3.4.3)
Vamos, primeiramente, supor que y = 0. Neste caso, por (3.4.2) z =0 ou w = 0. Se
z = 0, entao ¢ = x? + w?ab € Dp(l,ab). Se w = 0, entao ¢ = z* + 2%b € Dp(1,b).
Observe que z = w = 0 estd incluido na andlise acima. Assim, se y = 0, temos
CcEc DF<1, b)DF<1, CLb>

Se y # 0 obtemos, multiplicando (3.4.3) por y?,
cy? = (zy)* + y*y’a + 22y*b + wiyPab =
(34.2) (—zwb)? + y*y*a + 2*y°b + wy ab =

= 2°b(w’b + y*) + yPa(y® + w?b) =
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= a(y® + (za ')%ab)(y* + w?b).

Assim, £y = a(y® + (za~')%ab)(y* + w?b) € Dp(1,b)Dp(1,ab), que é um grupo con-
tendo b e ab, logo, contém a (e também a~1). Segue-se que ¢ € Dp(1,b)Dp(1,ab), como

queriamos. ]

Corolério 3.28 ([12], Corolario 2.5, p.8) Mantendo a notagao do Lema 3.26, a se-

gquinte seqiiéncia € exata
1— {FZ,CLQFQ} — (DF<17 —a1>DF<1, —a1a2>)/F2 i> DK2<1, —a2>/K22 —

N (Dp(1, —a)) N Dp(l, —as))/E2 — 1

Demonstragao. Primeiramente, devemos observar que ay € Dp(l, —a1)-Dp(l, —aqas).
Logo, a segunda aplicacao da seqiiéncia é bem definida e injetiva. Além disso, pelo Lema
3.27, Dp(1,—ay) - Dp(l, —ajas) = Dk, (1, —a1) N F. Logo, a inclusdo F' C K> induz a
aplicacdo j. Como Ky N F = F2U ayF?, 0 niicleo de j é exatamente {F?2, ayF?}.

A seguir, vemos que a imagem de j estd contida em ker N,. Resta mostrar, entdo,
que a imagem de Ny é (Dp(l,—ay) N Dp(l, —as))/EF? e que ker Ny esté contido na
imagem de j.

Recordando a notagao estabelecida no Lema 3.26, vemos que Dy, (1, —a;) é a imagem
de N{. Assim, para cada w € D, (1, —a1), existe v € L = K,(y/ar) tal que Ni(v) = w.
Assim, Ny(w) = No(Nj(v)) = N1(Ny(v)) € Dp(l, —a1) N Dp(l, —as) e isso mostra que
a norma N, de fato induz a aplicacdo Ns.

Para mostrarmos a sobrejetividade de Ny, tomemos x € Dp(1, —a1) N Dp(1, —ay).
Existem w; € K; e we € Ky tais que Ni(wy) = z = Ny(wy). Pelo Lema 3.26,
existem w € L e a € F tais que Nj(w) = aw; e Nj(w) = awy. Assim, a’z =
Ny(aws) = Ny(Nj(w)). Como Nj(w) € Dg,(1,—ay), temos: x = a 2No(Nj(w)) €
Ny(Dg,(1,—a1)), o que mostra a sobrejetividade de No.

Finalmente, tomando z € Dy, (1, —ay) tal que Ny(z) = y* € F2, podemos escrever

Ng(%) = 1. Logo, pelo Lema 3.25, existe u € K, tal que

x u u?

~oa(u)  Na(u)
Logo, yNa(u)™' = 2u=2 € FN Dy, (1, —ay) = Dp(1, —a1) Dp(1, —ayas), pelo Lema 3.27.
Assim, £K2 = yNy(u) ' K2 = j(yNy(u)~'F?), mostrando que ker Ny C Im(j), como
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queriamos. [ |

Demonstracao da Proposigao 3.24. Podemos supor que a ¢ F? (do contrario,
K = F e nao hé nada a mostrar). Temos, entao cF?NazF? = e, sendo z e ax rigidos
(por hipétese), D(1,z) N D(1,az) = (F?UzF?) N (F?UazF?) = F2. Pela Proposicio
C.9, item (2), Dp(l,z) N Dp(l, —a) = F2. Vamos usar, agora, o Coroldrio 3.28, com

a; = —T e ay = a, para obtermos a seguinte seqiiéncia exata:
1 — {F? aF?} — (Dp(l,2)Dp(1,az))/F* — Dp(1,z) /K — 1.
Da seqiiéncia exata acima e da igualdade
(Dp(1,2)Dp(1,az))/F? = {F? 2 F? azF? aF?}

(que é conseqiiéncia da rigidez de = e az em F) segue que Dy (1,z)/K? = {K? zK?},
ou seja, r ¢ rigido em K.

Suponhamos, agora, que x é rigido em K. Fazendo a; = —x e as = a na sequéncia
exata do Corolério 3.28, obtemos N(Dg(1,z)) = Dp(1,2) N Dp(1, —a). Por outro lado,
N(Dg(1,z)) C F?, pois x é rigido em K. Logo, Dp(1,z)NDp(l, —a) = F? e, pelo item
(2) da Proposigao C.9,

Dp(1,z) N Dp(1,az) = F*. (3.4.4)

Pelo Lema 3.27, temos:
(K?UxK*)NF = Dg(l,2) NF = Dp(l,2) - Dp(1,az) = F?> UaF? UzF?UazF>.

Assim, Dp(1,z) e Dp(l,az) sdo subconjuntos de F? U aF? U zF? U axF?.  Como
F2UzF? € Dp(l,z) e F?UazE? C Dp(l,az), a igualdade (3.4.4) nos permite concluir
que, de fato, ocorrem Dp(1,z) = F2UzF? e Dp(l,az) = F? U azE?, ou seja, = e ax

sao rigidos em F'. ]

Corolario 3.29 (Bos [4], Corolério 5.1) Seja L|F uma 2-extensdo finita e seja x €

F. Se x ¢ rigido em L, entdo x é rigido em F.

Demonstragao. De acordo com (2.1.2), existe uma torre de corpos F' = Fy C F; C
-+ C F, =L, onde F,,, = F,(y/a,), para todo n > 0 (a, € F,, ~ F?). Como z é rigido
em L, a Proposicao 3.24 garante que x é rigido em Fj,_;. Repetindo esse processo n

vezes, vemos que z ¢ rigido em F. [ |



3.4 O comportamento de rigidos e nao rigidos em relagao a 2-extensoes 39

Proposigao 3.30 (Bos [4], Proposigao 5.2) Seja L|F uma extensao galoisiana, com
L C F(2), e seja x € F. Suponha que G(L|F) é um grupo de tor¢io. Entio, se x é

rigido em L, x também € rigido em F'.

Antes de provar a proposi¢ao acima, vamos aplicé-la a extensao Fi|F, dada no item
(a) da Definicao 2.8, onde Fy = F({\/t|t € T}). Note que F}|F é uma extensdo normal
e G(F1|F) tem expoente 2, logo, é grupo de tor¢ao. No que se segue, adotaremos a

seguinte notagao, onde F' é um corpo e T é uma pré-ordem de F':
Ar(F) ={x € T'|z ndo é rigido}. (3.4.5)

Em particular, denotamos A, (F) = {zx € Y F? |z nao é rigido} . Convém destacar que
Ar(F) e B(T) (definido em (3.3.1)) sao conjuntos distintos e nao hé uma relagao geral
entre eles, apesar de ambos serem formados por elementos nao rigidos. Mencionamos
ainda que, de acordo com [13], Proposigao 3.2, pagina 28, A,(F) é um subgrupo de
S 2,

Corolario 3.31 Ap(F) C A (F))NF

Demonstragao. A Proposicao 3.30 afirma que, se x € F néo é rigido em F', entao nao

é rigido em L. Como T' =) F12 N F, segue-se o resultado. ]

Demonstragao da Proposicao 3.30. Seja S a colecao de todos os corpos N entre F
e L tais que x é rigido em N. seja M a intersecao de todos esses corpos. Afirmamos que
6 rigido em M. De fato, seja y € Dy (1, z). Entéo, para todo N € S, y € N2U zN2.

Na verdade, temos:
para todo N € S,y € N? ou, para todo N € S, zy € N2.

Se isso nao fosse verdade, existiriam Ny, Ny € S tais que y & N12 exy ¢ N22. Entao
y € [EN12 ey € N22 (sey € xN22, entao ry € NQQ, o que nao ocorre). Como Ny, Ny C L,
terfamos y € xL? e y € L2, o que implicaria = € L2 Mas, por hipétese, z é rigido em
L, o que implica x € L2

Agora, a € () N? implica a = a%, N € S. Logo, ay’ = +ay, quaisquer que sejam

Nes
N,N’' € S e isso implica que ays € () N. Portanto, a = a4 € ([) N)? Dessa
Nes NeSs
discussdo, segue-se que (| N? = M?. Logo, y € M? ou xy € M? e dai, y € M? Uz M?,

Nes
ou seja, y é rigido em M.



3.4 O comportamento de rigidos e nao rigidos em relagao a 2-extensoes 40

Vamos mostrar, agora, que M = F. Suponha que M # F. Entao existe um F-
automorfismo o de L que nao ¢ a identidade em M. Seja E o corpo fixo de 0. Entao
F C E C L e L|E é extensao finita, pois ¢ tem ordem finita, por hipétese (G(L|F) é
grupo de torgao).

O Corolario 3.29 mostra que z é rigido em E. Assim, £ € Se M C E. Isso contra-
diz o fato de que o nao ¢é a identidade em M. Portanto, M = F. Como x é rigido em

M = F, concluimos a demonstragao. |

No exemplo a seguir, obtemos relagoes entre A, (F') e Ap(F) e entre Ap(F) e A, (F})
no caso em que T' = 3 F2[a], com a rigido, onde Fi|F é a extensio dada na Definicao
2.8. Neste caso particular F|F é uma extensao quadratica. Os resultados deste exemplo

sdo similares aos obtidos por Berman em [2], Proposicao 2.2.

Exemplo. Sejaa € F tal que a ¢ >, F>?U—> F? Entao T = Y F?[a] = Y F? +
a . F? é uma pré-ordem de F que contém > F? propriamente. Supondo que a é rigido
em F', vamos determinar Ay (F).
Primeiramente, afirmamos que, sendo a rigido, T = Y. F? Ua ) F?. De fato, se
t € T, entao t = s; + asq, onde s1,50 € Y. F? Logo, t = s;(1 + as), onde s =
s7lsy € 32 F? e o Lema 3.6 garante que as é rigido. Portanto, 1 + as € F? U asF? e
t=s(1+as)e> F*Ua) F
Sabemos que Y. F? C T. Logo, A,(F) C Ap(F). A seguir, provaremos que no
presente caso vale a igualdade. Com efeito, seja t € Ar(F). Entao, pela afirmacao
acima, t € Y. F?out € ad F? Set € a), F? entao xr = a 't € Y F?. Pelo Lema
3.6, t = ax seria rigido, o que nao ocorre, por hipétese. Assim, todo t € T' que nao é
rigido deve, necessariamente, pertencer a > F?, ou seja, Ap(F) C A.(F). Logo, vale a
igualdade
Arp(F) = A (F). (3.4.6)

Vamos completar a analise do nosso exemplo observando o comportamento dos
rigidos sob o efeito da extensdao Fi|F. No nosso caso, F; = F(y/a) é uma extensao
quadratica, onde a é rigido. Em geral, sabemos, pelo Corolario 3.31, que Arp(F) C
A (F)NE.

Afirmamos que, se T = Y. F2Ua . F?, entdao Ap(F) U aAp(F) = Ax(F) N E. De
fato, dado y, 0 # y € aAp(F). Temos que y = az, onde x € T = > F2N F nao
é rigido em F. Logo, pelo Coroldrio 3.29, x nao é rigido em Fy (pois Fy = F(y/a) é
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uma extensao finita). Como a = (y/a)?> € F?, y = ax nao é rigido em F;. Ademais,
y=ax € F2Y F? = F?. Portanto, y € A.(F,) N F.

Da discussdo acima, concluimos que Ap(F)UaAr(F) C Ar(Fy) N F. Resta mostrar
a outra inclusao. Para tal, utilizaremos a Proposicao 3.24 em sua forma contrapositiva:
x NAO é rigido em K implica que z NAO é rigido em F' OU ax NAO é rigido em F.

Seja € A (F1)NF. Entdao z € S F2NEF =T e z nao é rigido em F(y/a). Pela
Proposicao 3.24, temos dois casos:

(1) z nao é rigido em F, o que implica = € Ap(F)

(2) ax nao é rigido em F. Neste caso, como a € T'e TT C T, ax € Ar(F). Mas,
ar € Ar(F) implica a®z € aAr(F), e dai, z € aAr(F). Portanto,

Ar(F)UaAr(F) = A (F) N E. (3.4.7)

3.5 O comportamento de R; e 7; em relacao a ex-

tensoes por somas de quadrados

Seja d um elemento rigido, d & 3" F2, e s € 3 F2. Considere a extensao K = F(,/s) de
F. J& sabemos (pelo Lema 3.6) que ds é rigido e, conseqiientemente, pela Proposigao
3.24, d é K%rigido. Denotemos:

Ry = Dp(l,—d)n (] Dr(l,—w),
wedy F?

Rf =Dg(l,—dyn (] Dx(1,-w).
wed K2

Lembremos que, pelo item (iii) da Proposicao 3.4, temos as seguintes igualdades:
Dp(l,—d) = RY U —dRY e Dg(1,—d) = RY U—dRY. (3.5.1)

Podemos ainda aplicar o item (3) do Corolério 3.14 para concluirmos que d ¢ R¥ -birigido.

Usando a segunda igualdade de (3.5.1), vemos que
Dg(l,—d)NEF = (REKU—-dREK)NF = (RENF)u —d(RX N F). (3.5.2)
Por outro lado, o Lema 3.27 implica que

Dy (l,—d)N F = Dp(1, —d)Dp(1, —ds).
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Logo, D (1, —d) N F = (RS U —dRY)(RY U —dsRE) (lembremos que, pelo Lema 3.15,
—ds é RL-rigido). Assim,

Dy (l,—dyNF = RY U —dsRY U —dRY UsRY =

= (RY UsRY) U —d(RY UsRY). (3.5.3)

Juntando as igualdades (3.5.2) e (3.5.3), obtemos:
(RE N FYU—d(RX N F) = (RY UsREYU — d(RY U sRE). (3.5.4)

Observemos que as duas reunides acima sao disjuntas. De fato, —d ¢ RY N F, ja
que —d &€ R devido as propriedades gerais associadas a rigidez de d em K, conforme
comentamos no inicio desta se¢ao. De maneira similar, a rigidez de d e ds em F' garantem
que —d e —ds nao estdo em RY(= RE). Portanto, —d ¢ RL U sRE.

Consideremos, agora z € RY N F. A partir da igualdade (3.5.4), vemos que ou
r € RY UsRE ou existe y € RY U sRY tal que x = —dy. Vamos, a seguir, mostrar que
esse segundo caso nio ¢ possivel, para concluirmos que RX N FC RY USsRY.

Seja x = —dy, com y € RY UsRE e x € RE. Entdo dy = —x e como D (1, —x) é

uma pré-ordem de K, temos que

Dr(ldy)y= () @ (3.5.5)
QeHx (dy)
Portanto
Di(ldyynF= (] QnF= ()] P (3.5.6)
QEeHK (dy) PcHF(dy)

pois @ € Hk(dy) se e somente se Q N F = P € Hp(dy) e todas as ordens de F' se
estendem a K devido a s ser uma soma de quadrados.

Por outro lado, pelo Lema 3.27, temos que
Dk (l,dy) N F = Dp(l,dy) - Dp(1,dys). (3.5.7)
Pelo Lema 3.15, d e ds sdao R}-birigidos. Como y € RY, temos

Dr(1,dy) C RY +dRY = Ry UdRY e similarmente
Dr(l,dsy) C Ry +dsR; = Ry UdsRL. (3.5.8)

Juntando as duas tltimas equagoes (3.5.7) e (3.5.8) chegamos a

Di{l,dy) N F C Ry UdRY UdsRY U sRS. (3.5.9)
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Pelas equagoes (3.5.6) e (3.5.9) obtemos
Y F?C Ry UdR] UdsR] UsRY. (3.5.10)

Agora, o Corolario 3.14, item (2), nos diz que S& ¢ uma pré-ordem, d € Sy e RfNSY =

F2. Usando estes fatos, obtemos:

> PRy c SyNRY =F* (3.5.11)

> F?ndRj C Sy NdRY = dS} NdRY] = d(S; N RY) = dF” (3.5.12)
ZFz NsRY ¢ ST NsRY = sSTNsRY = s(SE N REY = sF? (3.5.13)
Y FPndsRy C SjNdsRy = dsSy NdsRj = ds(S; NRY) =dsF?.  (3.5.14)

Concluimos entao que

Y F?=>"Fn (R UdR] UdsR] UsR)) =
F2UdF?UsF? UdsF? = <F2 U st) ud <F2 U st) . (3.5.15)
Como F2 U sF? C > F? obtemos a contradigao » F? C F?2U dF? (ver observagao
na pagina 28). Logo RE N F C RY U sRY, como querfamos.

Como RY € RY e s € K? temos também R U sRY c RX N F, resultando na

igualdade
RENF =Ry UsREY.

Acabamos de mostrar a primeira parte da préxima proposi¢ao. Lembremos que T4 =
RIS F?e Ty = RE - K2
Proposicao 3.32 Conservando-se todas as notacoes e hipoteses acima temos:

(a) RENF =R UsRE.

(b) TfFNF=1Tr.
Demonstracgao. Sé resta provar a segunda afirmacao. Sabemos pela Proposicao 3.16
que TR U—dTF e T¥ U—dT¥ sdo as menores pré-ordens de K e F, respectivamente, que

contém —d. Além disso como s é uma soma de quadrados, toda ordem de F' estende-se

a K. Decorrem desses fatos as igualdades abaixo:

TrU—dlf = (| @; Tiu—dIj= () P (3.5.16)
QeHk (—d) PcHp(—d)
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Hp(—d)={QNF| Q€ Hx(—d)} (T)U—dT)NF=T; U—dI;, (3.5.17)

Claramente também vale que
(T U—dT; )NF= (T NF)U—d(T)NF). (3.5.18)
Juntando agora as equagoes (3.5.17) com (3.5.18) vamos obter
(T NF)U—d(T; NF) =T, U—dI, (3.5.19)

Novamente, a rigidez de d em F e K implica d € RY e d ¢ R} pois, por exemplo,
se d € RY C Dp(l,—d), teritamos d € Dp(1,1) C ST E?, 0 que estamos supondo nio
ocorrer. Decorre assim de T = R ST F2 e TK = RE ST K? e do Lema 3.15 que d ¢ T
ed ¢ TF, também. Adicionalmente, pelo item (a) desta proposigao temos que T C TX.
Logo

(TFNF)N—=dly =0 e —d(I)NF)NT; =0.

Concluimos assim que
K _ pF
T, NF =1y,

como queriamos. [ |



Capitulo 4

Construcao de anéis de valorizacao

apropriados

No presente capitulo estudamos os anéis de valorizacao que servirao como ferramenta no
estudo do anel de Witt de um corpo F' que faremos no capitulo seguinte. Na primeira
secao definimos e coletamos algumas propriedades dos anéis de valorizagao que nos serao
uteis. Concentramos nossa atencao nos conceitos de compatibilidade e henselianidade
de um anel de valorizacao e concluimos com alguns resultados relacionando esses dois
conceitos. Na segunda se¢ao, realizamos a construgao de um anel de valorizagao com-
pativel com uma pré-ordem, que sera ferramenta central no nosso estudo posterior sobre
a estrutura do anel de Witt de um corpo com elementos rigidos. Como veremos, esse

anel de valorizagao é construido a partir de elementos rigidos no corpo.

4.1 Preliminares sobre anéis de valorizacao

Reunimos, nesta secao, alguns tépicos sobre valorizagoes que utilizaremos ao longo do
texto. O leitor interessado em maiores detalhes deve consultar os livros citados nas
referéncias: [11], [16], [28]. Enunciamos o Lema de Hensel, em sua versao relativa
devida a Brocker [7] e estudamos com maior detalhe os casos em que a extensao normal
é F(2)|F (caso 2-henseliano) ou Fr|F, onde T é uma pré-ordem (caso T-henseliano),
relacionando os dois casos com a nogao de compatibilidade, a ser introduzida em (4.1.1).

Seja F um corpo. Um anel de valorizacao de F' é um subanel A de F tal que, dado
x € F, temos x € Aou 27! € A. Como é subanel de um corpo, A é um dominio de

integridade. Pela definicao, F' coincide com o corpo de fragoes de A.

45
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Dados dois ideais nao nulos I e J de A, temos I C J ou J C I. Isto também é uma
conseqiiéncia da defini¢do: suponha que I ¢ J, ou seja, que existe z € I\\J. Sejay € J,
y # 0. Como % € F temos, por definicao, que % € Aou ? e A Mas % € A implica que
rT=1- § € J, o que nao ocorre, pela escolha de x. Portanto, £ € Aey =2 -2 ¢ I.

Pelo que vimos acima, os ideais de A formam uma cadeia, isto é, sdo totalmente
ordenados pela inclusao. Uma conseqiiéncia imediata disso é que A tem um tnico ideal
maximal, ou seja, é um anel local. Este ideal maximal de A é denotado por m4. O anel
quociente A/my é, de fato, um corpo, denominado corpo de residuos de A e denotado
por k4. A projecao candnica my : A — ky é dada por a — a+m,. Costumamos denotar
a=ma(a). Como A é um anel local, as unidades de A sdo exatamente os elementos de
A~ my. Estes elementos formam um subgrupo de F = F ~ {0}, denotado por A* ou
A*.

O grupo quociente Iy = F /A* pode ser ordenado da seguinte maneira: dados a, 3 €
4, temos a = zA* e § = yA*, onde x,y € F. Definimos o < f3 se, e somente se,
yr~ !t e A. E um exercicio imediato mostrar que < é uma relacao de ordem. A ordem
< é linear em I'y (ou seja, quaisquer dois elementos de I'4 sdo compardveis por <).
Isso é uma conseqiiéncia direta do fato de que os ideais do anel de valorizacao A serem
totalmente ordenados por inclusao.

Convenciona-se denotar o grupo abeliano ordenado I'4 aditivamente. Adjuntamos
ao grupo 'y um simbolo oo tal que v+ 00 =00+ v =00 e 7 < 00, para todo 7 € ['4.
O homomorfismo canonico de grupos vy : F — T'4 dado por x — zA* é estendido, por
conveniéncia, a uma aplicacdo vy : F' — I'y U {oco}, onde v4(0) = oo e v, satisfaz as

seguintes propriedades (z,y € F):
(1) vale) =co &2 =0
(2) va(zy) = va(z) + valy)
(3) va(z +y) > min{va(z),va(y)}

Por defini¢ao, v4(0) = oco. Por outro lado, se x # 0, entao va(z) € 'y implica
que va(z) < oo. Logo, vale (1). A propriedade (2) segue-se diretamente do fato de
v4 ser um homomorfismo de grupos. Para provar a propriedade (3), podemos assumir
que 7 +y # 0 e que va(z) < va(y). Pela definigao da ordem em Ty, 27 'y € A.
Assim, escrevendo x +y = z(1 + z7ly), temos: va(x + y) = va(z) + va(l + 271y)
(pela propriedade (2)) e, como 1 + 27y € A, por (a), va(l +27'y) > 0. Portanto,
va(z +y) 2 va(z) = minfva(z),valy)}-
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Da definigao de (T'4, <), segue-se que:
(a) A={x € Flva(xz) >0}
(b) my ={x € Flva(z) >0}

O resultado seguinte é béasico e sera utilizado por diversas vezes no texto. Para

facilitar a referéncia, o destacamos como um lema.
Lema 4.1 Se va(z) # va(y), entao va(x +y) = min{va(z),va(y)}

Demonstracao. Podemos assumir que vs(z) < va(y). Supondo que vu(z + y) #
min{va(z),va(y)}, temos: va(x + y) > va(z). Assim, va(x) = val(z +y) —y) >
min{va(z + y),va(y)} > va(z), contradicao. |

Na construcao que acabamos de fazer, comecamos com um anel de valorizacao e
obtivemos, a partir dele, uma aplicagdo v4 : F — 'y U {oo}. Poderiamos fazer o ca-
minho inverso, comegando com uma aplicacdo v : F' — I' U {oo} satisfazendo (1), (2)
e (3), e chegando a um anel de valorizagao A, = {x € F'|v(z) > 0}. No restante do
trabalho optamos por falar sempre em anel de valorizacao, ficando subentendido que, ao

tomarmos um anel de valorizacao A, estamos considerando a familia (A, va, ma, T4, ka).

Vamos a dois exemplos que servem como preparagao para os conceitos que iremos

introduzir logo apds:
Exemplos:

(1) Seja k um corpo e I' um grupo abeliano (totalmente) ordenado. O corpo de séries

formais generalizado F = k((I)) consiste de todas as somas formais f = Y, . a;t’, com
coeficientes a; € k, onde ¢ é um simbolo fixado, tais que o suporte de f supp(f) = {i €
I'|a; # 0} é bem ordenado (isto é, admite um elemento minimo). A adigdo em F é
definida componente a componente. A multiplicacdo é definida via it/ = ti*J. E pura
rotina (ainda que trabalhosa) mostrar que F' é, de fato, um corpo.

ier ait") = min{ia; # 0}. Se a; =0
para todo 7 € T', isto é, se supp(f) = (), convenciona-se que min{i|a; # 0} = co. O anel

de valorizacao associado é A = E[[I']] = {f € F|v(f) >0} emy = {f € F|v(f) > 0}.

Em F ha uma valorizagao natural dada por v()_
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O corpo de residuos é k4 = k e o grupo de valores é 'y = I'. Podemos, assim, produzir

valorizagoes que tenham corpo de residuos e grupo de valores pré-determinados.

Caso particular: I' = Z. Neste caso, F' = k((t)) é o corpo das séries formais
f =0 at',onde n € Z e A= k[[t]] é o anel das séries formais f = > a;t’,

onde n € Z, n > 0. O ideal maximal de A é m4 = tA.

(2) Dado um corpo k, seja F' = k(t) o corpo de fungoes racionais sobre k. Os elementos
de k(t) sao fragoes do tipo %, onde f, g € k[t] sdo polindmios na indeterminada t. Dado
um polinomio irredutivel p(t) € k[t], podemos escrever, de maneira tnica, § =p"- L,
onde 7, s € k[t] sdo tais que p{r e pts. A unicidade dessa representagao é garantida
por ser k[t] um dominio de fatora¢do unica.

Podemos definir v, : F' — Z U {oco} pondo v,(p) = n, se ¢ = p"L # 0 e v,(0) = oo.
A aplicacao v, ¢ uma valorizacao, denominada valorizacdo p-ddica de F'. O anel de
valorizagao associado a v, é a localizagdo A = k[t], = {% |p(t) 1 g(t)}, onde p = (p(t))
é o ideal (primo) gerado por p(t). O corpo de residuos é k4 = k[t],/pk[t], ~ k[t]/(p(t))".

Caso particular: o polinémio p(t) =t — a (onde a € k) é irredutivel. A valorizagao

(t — a)-adica tem grupo de valores I' = Z, anel de valorizacao A = k[t]—q) e corpo de
residuos k[t]—q)/(t — a)k[t]u—a) = k. Note que A consiste exatamente das fracoes %
tais que t — a { g(t), isto é, g(a) # 0. Isso significa que A é o anel das fungdes regulares

em a.

Observe que, no exemplo (1) (caso particular), temos: 1 +my C 2. De fato,
¢ € 1+ my implica que ¢ = 1+ tf(t), onde f(t) € k[[t]]. Agora, ¥ € F? se, e
somente se, ¥ = a,t" + apt"t 4+ -+, onde n = 2m e a, € k?. De fato, se 1) é
dada da maneira acima, onde a, = «&?, podemos construir uma “raiz quadrada”de

VY @ = bpt™ + byt 4 -+ onde by, = a, by = %2 e, supondo construidos

bins brns1s - - -5 bnsi—1, encontramos by, (I > 2) resolvendo a equagao
Apy] = bmbm+l + bm+1bm+l71 + e+ bm+l71bm+1 + bm+lbm-

A outra implicacao é direta. Usando esse critério, vemos que ¢ € F2. Por outro lado, no

exemplo (2) (caso particular), se a =1, temost —1 € my, logot =1+ (t—1) € 1 +my,

'Em geral, se R é um anel comutativo com unidade e p é um ideal primo de R, entdo R,/pR,
é isomorfo ao corpo de fragdes do dominio R/p. Como em R = k[t] todo ideal primo é maximal,
R/p = k[t]/(p(t)) j& é um corpo.
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mas ¢ ¢ F2. Portanto, 1 +my ¢ 2.

Compatibilidade.

A principal diferenca entre as valorizagoes do exemplo (1) e do exemplo (2) é que,
como vimos acima, no primeiro caso temos 1 +my C F 2 0 que nao ocorre no se-
gundo caso. Essa “compatibilidade” entre A e um subgrupo de F (no caso, F 2) 6 uma
propriedade importante, como veremos a seguir.

Seja U um subgrupo de F. Dizemos que o anel de valorizacio A é U-compativel se
l1+my CU (4.1.1)

No exemplo (1), acima, vimos que 1 + my C U = F2. Esse é um caso particular de
especial importancia, que analisaremos com mais detalhe adiante (Proposigao 4.11).
Outro caso importante é quando U = T', onde T' é uma pré-ordem de F. Vimos no
capitulo 2 que existe um anel de valorizagao T-compativel, sempre que T" for um “leque”
(veja o Teorema 3.12 na pagina 24). Em particular, se U = P, uma ordem de F', o anel

de valorizacao
A(P) = {x € F|existe n natural tal que n —z € P oun+xz € P}

é P-compativel. O resultado a seguir relaciona P-compatibilidade com convexidade:

Proposigao 4.2 ([22], Teorema 2.3, p.18) Se P ¢ uma ordem de F' e A é um anel

de valorizacao de F', as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) A é convexo em relagdo a P, isto €, se 0 <a <bebe A entdoa € A, onde < é

a ordem induzida por P.
(ii) ma € convezo em relagdo a P.

(i) 1+my C P.

Demonstragao. Supondo que 0 < a < b € my, temos 0 < b™' < a™!. Mas b™! € A,
pois b € my. Logo, por (i), a=! & A e isso implica que a € m,. Portanto vale (ii).
Supondo que vale (ii), tomemos m € my. Se 1 +m ¢ P terfamos 1 +m < 0, ou
seja 0 < 1 < —m. Como 0,—m € my, a convexidade de m, implicaria 1 € m,, uma
contradigao. Logo, vale (iii).
Finalmente, suponhamos que 0 < a <be b€ A. Se va(a) < va(b) entdo vu(2) > 0,

(i) '

111
o que implicaria g emygel— g €14+ my C P. Teriamos, entao, 1 — g > 0, isto é,
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a > b, contradizendo a escolha de a e b. Como b € A, temos va(a) > va(b) > 0 e isso

implica a € A. |

Corolario 4.3 Seja P uma ordem de F. A familia F dos anéis de valoriza¢ao de F

compativeis com P é totalmente ordenada pela inclusao.

Demonstacao. Dados A, B € F, a Proposicao 4.2 implica que A e B sdo convexos.
Suponhamos que A ¢ B e tomemos a € A~ B com a > 0 em relagao a P. Considere-
mos 0 < b € B. Como a ¢ B, nao podemos ter 0 < a < b, pois B é convexo. Assim,

0<b<ac Ae, como A é convexo, b € A. Isso mostra que B C A. [ |

Corolario 4.4 O conjunto dos anéis de valorizacao de F compativeis com uma pré-

ordem T € totalmente ordenado pela inclusao.

Demonstragao. Se A e B sao anéis de valorizacao de F' compativeis com 7', entao
l+4my c Tel+mg CT. Logo, se P é uma ordem de F' contendo T, A e B sao

compativeis com P. Pelo Corolério 4.3, A e B sao comparaveis. |

Henselianidade.

Seja K|F uma extensdo de corpos. Suponha que A C F e B C K sejam anéis de
valorizagao. Dizemos que B é uma extensao de A quando BN F = A. O teorema
de Chevalley abaixo (ou, mais especificamente, seu coroldrio) garante que um anel de
valorizagao de um corpo F' sempre pode ser estendido a um corpo K D F. Para uma

demonstragao do Teorema 4.5, veja [27], pagina 205.

Teorema 4.5 (Chevalley) Seja K um corpo, R C K um subanel e p C R um ideal

primo. Entao existe um anel de valorizacio A de K tal que: RC A emyuNR=7p.

Coroldrio 4.6 Se K|F € uma extensao de corpos e A € um anel de valorizacao de F,

entao existe um anel de valorizacio B de K que € extensao de A.

Demonstracao. A C F' C K. Logo, o Teorema 4.5 garante a existéncia de um anel de
valorizacao B de K tal que A C B e mp N A = my. Devemos mostrar que BN F = A.
A inclusdo DO segue-se de B D A. Para a outra inclusao, tomemos x € BNF. Sex & A,

terfamos  # 0 e 7! € my = mp N A. Logo, terfamos 1 = zoz~! € mp, contradicao! M
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Seja K|F uma extensao algébrica? e B C K uma extensao do anel de valorizagio
A C F. Os homomorfismos A — B — B/mp = kg e F— K — K/B* ~ I'p tém
nicleos mpNA = my e B*NF = A*, respectivamente. Isso nos permite ver ky = A/my
como subcorpo de kg e ['y ~ F /A* como subgrupo de I'g. Podemos, entao, definir o
indice de ramificagio e = e(B|A) = (g : T4) e o grau de inércia f = f(B|A) = (kg :
k4) . Dizemos que B é uma extensao imediata de A se e(B|A) = f(B|A) = 1. Quando
for necessario enfatizar os corpos de fragoes de A e B, diremos que (K, B) é extensao
imediata de (F, A).

Se K|F é uma extensao finita, A é um anel de valorizagdo de F' e B(K,A) ¢é o
conjunto dos anéis de valorizacao de K que estendem A, temos a seguinte desigualdade
fundamental:

[K:Fl> Y e(B|A): f(B|A). (4.1.2)
BeB(K,A)
Uma demonstragao deste fato pode ser encontrada em [11], Corolario 17.5, pagina 128.
O anel de valorizagao A ¢é dito sem defeito em K se vale a igualdade em (4.1.2).

De particular interesse é o caso em que o anel de valorizacao A de F' estende-se de
modo tnico para uma extensao normal N|F. Uma caracterizagao desse fato é apresen-
tada no Teorema 4.7 abaixo, que é uma versao devida a L. Brocker, [7] (1.2), p.151, do
resultado conhecido como Lema de Hensel ([28], Teorema 4, p.185).

Originalmente concebido como a principal ferramenta no estudo dos numeros p-
adicos, o Lema de Hensel foi posteriormente generalizado por W. Krull para anéis de
valorizacao arbitrarios. Mais precisamente, a generalizagao de Krull caracteriza anéis
de valorizacao A de um corpo F' que extendem-se de modo tnico ao fecho algébrico Fyq
em termos do levantamento de raizes de polinomios a partir do corpo de residuos de
A. Por sua vez, Brocker [7] observou que a mesma demonstragao é valida para uma
extensao normal qualquer N|F, desde que se assuma uma hipdtese adicional sobre os
polinémios?.

Lembremos que para um elemento a € A, denotamos a = 7ma(a) e, se f(X) =

an X"+ -+ a1 X + ag € A[X], denotamos f(X) = @, X" + -+ + a1 X + ag € ka[X].

Teorema 4.7 (Lema de Hensel - Brocker, [7] (1.2)) Seja F' um corpo munido de

um anel de valorizacao A e N uma extensao normal de F. As sequintes afirmacgoes sao

2Como estamos interessados em extensoes contidas no fecho quadrético de F, o caso em que a

extensdo K|F é transcendente ndo estd relacionado ao nosso trabalho.
3Mais precisamente, devemos supor que f(X) € A[X] é um polinémio que decompde-se em fatores

lineares em N[X], o que naturalmente sempre acontece em Fyiz[X] (veja o item (ii) do Teorema 4.7).



4.1 Preliminares sobre anéis de valorizagao 52

equivalentes.
(i) A estende-se de modo unico para o corpo N.

(ii) Seja f(X) € A[X]| um polinomio monico que decompie-se em fatores lineares sobre
N eag € A tal que ag € ka € uma raiz simples de f(X). Entdo existe uma raiz
a€ Ade f(X) tal que a = ay.

Um anel de valorizagao A de F que satisfaz uma das condigoes acima € denominado

N-henseliano.

Seja N|F uma extensao normal com grupo de Galois G = G(N|F). Seja B um anel
de valorizacao de N e A = BN F. Como fizemos na pagina 51, denotamos por B o
conjunto dos anéis de valorizacao de N que estendem A. Por [11], Coroldrio 14.3, pagina

106, a aplicacdo G — B dada por o — o(B) é sobrejetiva. O conjunto
G"(B|F)={o € G|o(B) = B}

¢ um subgrupo de G, denominado grupo de decomposicao de B sobre F. O corpo fixo
relativo a G" = G"(B|F):

F" = F"(B|F) = {x € N | o(r) = z para todo ¢ € G"}

¢ chamado corpo de decomposi¢io de B sobre F' (cf. [11], p. 110).
Uma N-henselizagao de (F, A) é um par (H, Ag) satisfazendo as seguintes condigoes
(cf. [28], pagina 175):

(H1) H|F é uma extensao algébrica, H C N e Ay N F = A.
(H2) Se H C L C N entao Ay tem uma unica extensao a L.

(H3) Se (H', A};) é um par satisfazendo as propriedades (H1) e (H2), entao existe um
F-isomorfismo 7 de H em H' tal que 7(A%y) = Ag.

Observagao 4.8 De acordo com [28] Teorema 2, pagina 176, podemos considerar H =
F"B|F), ou seja, o corpo de decomposi¢io relativo a uma extensio de A para N ¢é
uma N -henselizacao de F. Pela condi¢iao (H3), todas as possiveis N-henselizagoes sao
F-isomortfas.

Do Teorema 15.8 de [11], resulta que (F", BNF") é uma extensdio imediata de (F, A)
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Observagao. Sabemos que o fecho quadrético F'(2) é uma extensao normal de F' (veja a
pagina 2). No caso em que N = F(2), um anel de valorizacao satisfazendo as condigoes
do Teorema 4.7 é dito 2-henseliano. Devemos observar ainda que quando N = F(2)
podemos considerar, no item (ii) do Teorema 4.7, f como sendo um polindémio de grau
2. Uma henselizacdo H de F relativa a N = F(2) é chamada 2-henselizagao.

Pela Proposicao 2.9, o T-fecho Fr, definido na pagina 8, é uma extensao normal de
F. Assim, podemos considerar no Teorema 4.7, N = Fr. Um anel de valorizagao A de
F é dito T-henseliano se A satisfaz uma das condic¢oes equivalentes do Teorema 4.7 com
N = Fr. Uma henselizacao H de F' relativa a N = F é chamada de T-henselizagao.
A Proposigao 4.9 a seguir apresenta duas caracterizagoes de um anel de valorizagao T-
henseliano. Uma versdo, para o caso T' = > F2 pode ser encontrada em [12], Lema 2.1.
Neste caso, consideramos N = F}., o fecho pitagérico de F, e dizemos que o anel de
valorizagao é m-henseliano. Uma vez que, para cada pré-ordem T de F, F, C Fr (cf. a

Defini¢ao 2.8), todo anel de valorizacao T-henseliano também é w-henseliano.

Proposicao 4.9 Para cada anel de valorizagio A de um corpo F' tal que car ka # 2,

as sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) A é T-henseliano;
(ii) (1 +mA) NT C F2,'

111 aaos s, - ats que vg — S >7JAS, emos: s € : S€, € somemnite se, & . .
iii) Dad teT tai t t F? t t e F?

Demonstragao. (i) = (ii) Suponha que A é T-henseliano. Dado t € (1 +my) N T,
do fato de t pertencer a 1 4+ my, segue-se que X2 —t = X2 —f = X2 — 1. Além disso,
como t € T, temos que t € F2. Logo, o polinomio X? — ¢ decompoe-se em Fr[X] e
X2 —t = (X —T1)(X +1). Portanto, pelo Teorema 4.7, X2 — t decompoe-se em F[X] e,
assim t € F?2.

(ii) = (i) Seja A um anel de valorizagao de F tal que (1+m4)NT C F?. Para uma
extensio C' de A a Fr, consideremos a T-henselizagao F" = F"(C|F) (veja a pigina
52). Para provarmos que A é T-henseliano, temos que demonstrar que F"* = F.

Suponha que F* # F. Entdo, existe uma subextensao F' C L C F" tal que [L : F] =
2, pois F C L C Fr e Fr|F é uma extensao obtida a partir de uma torre de extensoes

multiquadraticas. Portanto, L = F(y/z), onde z € F e x & F?. Seja B = C N L. Pela
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Observagao 4.8, (F",C' N F") é uma extensdo imediata de (F, A). Logo, o par (L, B)

também é uma extensao imediata de (F, A), ou seja, 'p =4 e kg = ka.

(Fh,cnF") Ty  ky
| I I
(L, B) Ty ks (4.1.3)
| I I
<F7 A) FA kA

Logo, existe a € F' tal que vp(a) = va(a) = vg(y/x) e assim, vg(a~'/x) = 0, 0 que
implica a~'\/r = u € Up (onde Up denota o conjunto das unidades de B). Entao,
temos a seguinte seqiiéncia de implicagoes: mp(u) = 7g(a™'v/z) = 7p(a u™'y/z) =
l=mplau2r)=12=1= ma(a?u2x) =mp(au2z) = 1= a*u2r €1 +ma.

Portanto, podemos supor que z € 1+ my (pois F(Va—2u=2z) = F(y/z)). Uma vez
que L C Fr e Fr é formalmente real, L = F(y/x) é, necessariamente, formalmente real.
Se v € T, a pré-ordem T nao se estenderia a L e, assim, nao se estenderia a Fr. Dai,
concluimos que x € T e, pela hipétese, v € (1 +my)NT C F? logo F(y/x) = F, o
que contradiz [L : F] =2 > 1. A contradigao vem de termos admitido F" # F. Assim,
devemos ter " = ' e I é T-henseliano.

(17) = (vit) Dados s,t € T, suponhamos que v4(t —s) > va(s). Isso implica que
va(52) > 0. Logo, ts™' — 1 € my, ou seja, ts™H € (L+my)NT C F2 e daf t € sF2

(i13) = (i) Set € (1 +ma)NT, entdo va(t —1) > 0 = vyu(1), e isso implica que
t € 1F2. Portanto, (14+m4)NT C F2. |

A Proposicao 4.10 a seguir exemplifica como, sob a hipdtese de T-henselianidade para
um anel de valorizacao A de F', podemos “levantar” informacoes do corpo de residuos
k4 para o corpo F. Convém observar que, como Fr C F(2), todo anel de valoriza¢ao 2-
henseliano é também T-henseliano®*. Isso mostra que o resultado abaixo continua vélido

se A é 2-henseliano.

Proposigcao 4.10 Se A € um anel de valorizagao T-henseliano de F' e k4 € formalmente

real e pitagorico, entao F' também € pitagorico.

Demonstragao. Dado z € F, queremos mostrar que 1 + 22 € F?. Como A é T-

henseliano, se ¥ € my entdao 1 + 2% € (1 +my)NT C F2 Podemos, entdo, supor que

utra maneira de ver isso é notando que 1 +my C implica (1+my)NT C NnNT = ara
40ut ira d i ¢ notando que 1 F? implica (1 YNT C F°NT =F2,p

uma pré-ordem 7' de F'.
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122, podemos supor que x € A~ my = A*. Como

T € My e, uma vez que r = I
k4 é formalmente real, m4(1 + 22) # 0. Logo, ma(1 + 22) = 1+ ma(z)? € k%, pois
ka é pitagérico. Assim, existe y € A* tal que ma(1 + %) = 7a(y?) e isso implica que

(1+2)y2e(l+my)NT C F? donde 1+ 2% € F2 |

Observagao. A Proposicao 4.10 mostra que, se F' nao for pitagdrico, o corpo de residuos
de qualquer anel de valorizacao T-henseliano nao podera ser simultaneamente pitagérico
e formalmente real, ou seja, o corpo de residuos sera formalmente real e nao pitagérico

ou quadraticamente fechado (veja o Exemplo (2) na pégina 4).
Relacao entre compatibilidade e henselianidade.

A seguir indicaremos como as nocgoes de henselianidade e compatibilidade se rela-
cionam. A Proposicao 4.11 abaixo mostra que, para um anel de valorizacao A com
car ks # 2, a 2-henselianidade, definida na observacao logo apés o Teorema 4.7, é equi-
valente & F-compatibilidade, definida em (4.1.1).

Proposigao 4.11 ([22], Lema 3.14) Seja A um anel de valorizagdo de F' com car ky #

2. Entao A € 2-henseliano se e somente se 1 +my C 2.

Demonstragao.[22] Primeiro suponhamos que A é 2-henseliano. Dado m € m,4, mos-
traremos que 1 +m € F2. De fato, se f(X) = X2 — (1 +m) € A[X] entdo f(X) =
X2 1= (X—-1)(X+1) € ka[X] e, como car k4 # 2, +1 sdo rafzes simples de f em k.
Além disso, o polindémio quadrético f(X) decompde-se em fatores lineares sobre F'(2).
Pelo Teorema 4.7, existe a € A tal que f(a) =0, ou seja, 1 +m = a® € F2.
Reciprocamente, suponhamos que 1+my C F2. Pela observagio da péagina 53, basta
verificarmos a validade do item (ii) do Teorema 4.7 para polindémios quadraticos. Mais
precisamente, seja f(X) = X? —aX — b € A[X] tal que f(X) tem uma raiz simples
7 € ka, com r € A. Como car k4 # 2, temos % € A e, ap6s uma mudanca de variaveis
podemos supor que a = 0. Logo, f(X) = X2 —be7?=b+#0. Sejam :=1r? —b € my.

Como r é uma unidade em A, temos
b=r*(1—r?m)er* (1+my) C F?’NA= A%

Escrevendo b = ¢?, onde ¢ € A, temos 72 = b = & de modo que Fc sao raizes simples

de f(X) em A, uma das quais projeta-se sobre a raiz 7 de f(X). [ |
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Observando-se a Proposicao 4.11 acima ¢ de se esperar que haja alguma relacao si-
milar entre T-henselianidade e U-compatibilidade, para algum subgrupo U de F' que
de algum modo deve estar relacionado a pré-ordem 7. Nao devemos esperar uma
relagao direta entre T-henselianidade e T-compatibilidade, pois, de acordo com o item
(ii) da Proposicao 4.9, um anel de valorizagao T-compativel e T-henseliano ¢, de fato,
2-henseliano.

Lembremos que, no Capitulo 3, pagina 29, definimos para um subgrupo 7' de F' o

seguinte subgrupo de F', que convencionamos chamar de radical:

R(T) = () D(1, ).

teT

Nosso intuito é mostrar que, sob certas condigoes naturais sobre o corpo F', o radical
R(T) é exatamente o subgrupo U que estamos procurando. Mais precisamente, temos

o seguinte resultado.

Teorema 4.12 Seja F' um corpo, T uma pré-ordem de F' e d € T um elemento rigido
tal que ZFQ ¢ D(1,d)y. Se A é um anel de valorizacao R(T)-compativel, entao A é

T-henseliano.

Demonstragao. Mostraremos primeiro que, sob as hipéteses acima,
TNR(T) = F~. (4.1.4)

De fato, sejat € TNR(T). Entao t € D(1, —t) e isso implica que t € D(1,1). Por outro
lado, como d € T, temos t € R(T) C D(1,—d). Logo, t € D(1,1) N D(1,—d) e, pelo
item (2) da Proposicao C.9, t € D(1,d) = F?> U dF>.

Supondo, por absurdo, que ¢ € dEF?, obtemos d € tF?. Uma vez que t € R(T) C
D(1, —d) podemos concluir a partir de d € D(1, —d) que d € D(1,1). Como Y. F>C T
temos, pelo item (1) da Proposicio 3.19, que R(T) C R(3. F?) = Ry (conforme a
notacao estabelecida no item (3) dessa mesma Proposicio 3.19). Como d € 3 F? temos
R; = Ry. Logo d € Ry e, pelo item (iv) da Proposicao 3.4, D(1,1) C D(1,d). Por
inducdo, 3" F? ¢ D(1,d), contrariando a hip6tese. Portanto, t € F2 e TNR(T) = F2.

Agora, se 1 +my C R(T), entdo (14+my)NT € TNR(T) = F2. Logo, pelo item
(ii) da Proposicao 4.9, A é T-henseliano. [

O item (4) da Proposigao 3.19 garante que R(Sy) = Ry. Logo, obtemos o seguinte

resultado:
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Corolario 4.13 Seja d um elemento rigido de F tal que F? ¢ F2UdF?. Sejam Ry e
Sq como definidos em 3.3. Se o anel de valorizagio A de F é compativel com Ry, entao

A € Sz-henseliano.

Para algumas pré-ordens T tais que o radical R(7T') é “pequeno” podemos obter, a
partir da R(T)-compatibilidade, uma henselianidade “grande”, isto é, o anel de valo-
rizacao estende-se de modo 1nico a uma extensao normal grande de F'. Por exemplo,
se Ty é a menor pré-ordem que contém —d (veja a Proposicao 3.16) entdao R(Tp) = F?,

como ja verificamos na Proposicao 3.20. Temos o seguinte Coroléario imediato:

Corolario 4.14 (da Proposicao 3.20) Seja A um anel de valoriza¢io de F tal que

car kg # 2. Entao A é R(Ty)-compativel se e somente se A é 2-henseliano.

Demonstragao. Pela Proposigao 3.20, R(Ty) = F2. Pela Proposicao 4.11, segue o
resultado. ]

4.2 Construcao de valorizacoes T-compativeis

Os principais resultados do nosso trabalho sao validos para um corpo F' admitindo
um elemento rigido d que nao ¢é birigido, tal que d & ZF 2. J4 vimos, no Corolério
3.18, que um tal elemento d é Ty-birigido, onde T; = Ry - ZF 2 ¢ uma pré-ordem.
Nesta secao construimos um anel de valorizacao compativel com uma pré-ordem a partir
de elementos birigidos em relagao a essa pré-ordem (Coroldrio 4.19). Utilizando esse
Corolério, obtemos um anel de valorizacdo compativel com a pré-ordem T, (Corolério
4.20). Mais ainda, mostraremos na Proposigao 4.23 que existe um anel de valorizac¢ao
Ade F tal que Ry = (1 +my)E2. Esse anel de valorizacio serd de crucial importancia
para obtermos os resultados de estrutura para o anel de Witt de F' no capitulo seguinte.

A construgao que apresentamos apareceu na literatura no inicio dos anos 80 num
trabalho de Roger Ware [34] e vem sendo aperfeigoada e modificada desde entdo. A
nocao de elemento T-rigido (veja a péagina 12) foi introduzida por Ware também em
[34], embora o termo rigido tenha sido usado antes em [32], p.29. Essa construgao foi
motivada principalmente pelo Teorema 3.12 de Brocker, que garante a existéncia de um
anel de valorizagao compativel com 7', quando T é um leque, isto é, quando ha em F
uma grande quantidade de elementos T-rigidos. A construcao atendendo aos nossos

objetivos que faremos a seguir é baseada naquela desenvolvida em [1].
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Recordemos que, na pagina 32, definimos
B(T) = {x € F |z ndo é T-birfgido}.

De acordo com a Proposigao 3.23 da pagina 34, se T' é uma pré-ordem, B(T") é grupo.

Vamos, a seguir, considerar os conjuntos:

O, = O\(B(T),T) = {z € Flr ¢ B(T) e 1 +x € T} (4.2.1)
O(B(T),T) = O, U O, (4.2.3)

Supondo que A = O(B(T'),T) é um anel de valorizagao de F', veremos a seguir que
A é T-compativel e nao trivial, desde que exista um elemento d € F' que seja T-birigido.
Observe que um tal d satisfaz: d € F ~ B(T), o que implica B(T) # F (veja o item
(3)(b), abaixo).

Proposicao 4.15 ([34], Proposicao 2.8) Se A = O(B(T),T) é um anel de valo-

rizacao de F', entao:
(1) A*T c B(T)
(2) l4+myCT

(3) Sdo equivalentes

(a) A=F
(b) B(T)=F
(C) FAZQFA

(4) car ka # 2

Demonstracao. (1) Como T' C B(T'), ¢é suficiente mostrar que A* C B(T). Se
x ¢ B(T), entao = é T-rigido e isso implica 1 +x € T ou 1 + = € zT. Suponhamos,
primeiro, que 1 + x € 7. Como = ¢ B(T), certamente x & Oy. Assim, se x € A,
temos necessariamente, € 01, o que implica 1 +x € T. Como 1+ z € 2T, teriamos

l+2z € TNaT =0, contradicao (I'NzT = ) porque z ¢ B(T) D T). Logo, x ¢ A D A*.
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Por outro lado, se 1 +x € T, entao 1 + 27! € 27T e podemos repetir o argumento

acima para mostrar que 2! € A, ou seja, v & A*.

(2) Dado = € my, devemos mostrar que 1 +x € T. Sez € Oy, entao 1 +z € T
automaticamente (pela definicao de O;). Logo, podemos supor que x € A~ O, ou seja,
que z € Oy C B(T). Além disso, como x € my, x71 € A e isso implica que existe y € O,
tal que 1 + 27ty € T, caso contrario, 1 +x~1y € T, para todo y € O; iria implicar que
x~ly € Oy, para todo y € Oy, isto é, 710, C Oy, o que implicaria 27 € O, C A.
Note que 7'y & B(T), pois ' € B(T), y & B(T) e B(T) é grupo. Assim, z~ 'y ¢é
(T-birigido e, em particular) T-rigido. Logo, 1 + 27 'y € T Uz 'yT e, uma vez que
1+ 27y ¢ T, concluimos que 1 + 7'y € z7'yT. Por outro lado, T C B(T) implica
que 7 'yT' N B(T) = 0, pois x~y é T-rigido. Portanto,

1+x 'y & B(T). (4.2.4)

Pela escolha de y, temos y & B(T), logo —y ¢ B(T), pois —1 € =T C B(T). Como
estamos supondo que A é um anel, —y € A = O;UQO,. Assim, —y € Oy, pois —y & B(T)
implica que —y & O,. Dessa forma, temos 1 —y € T e

o'y = 1427 —o a7y = (1427 ) +(z ) (1—y) € (142 ) T+(—z )T (4.2.5)

Como x € my, temos 1 +x € A* e, pelo item (1) acima, 1 +z € B(T'). Como z € B(T)
e B(T) é grupo,
1+ '=2"Y14+2) € B(T). (4.2.6)

Afirmagao: Se —y ¢ T, entdao T + yT C B(T) U yT.

Prova da afirmacao: dados ti,ty € T tais que t; + yto ¢ B(T), vamos mostrar que
t1 + yts € yT. Pela escolha de t; e ty, t1 + yty é T-birigido, logo T + (—t; — yt2)T C
TU(—t; —yts)T. Logo, —yty = t1 —t1 —yty € T U (—t; — yty)T. Por hipdtese, —y & T.
Assim, —yty € (—t; — yto)T), isto é, t1 + yts € yT', 0 que conclui o prova da afirmagao.

Multiplicando a igualdade (4.2.5) por —z~!, obtemos
(—a Y1 +a7Yy) €T+ (—a (1 +2 YT,
Sez71(1+271) € T, a afirmacio acima garante que

T+ (—z YA +2zHT CcB(T)U(—z H(1+2HT c B(T),
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a ultima inclusao é verdadeira pois, como ja vimos acima, —z~ !, 1 + 27! € B(T).
Logo, 1 + 27 'y € B(T). Mas ja vimos em (4.2.4) que 1 + 2~ 'y ¢ B(T). Portanto,
Y1+ 27Y €T o que implica 2% € T e, finalmente, 1 +x € 2*T C T

(3) ((a)=(c)) Imediato, pois neste caso I'y = {0}.

(c)=(b) 'y = 2I'y implica que F = A*F2. Como A*F? C A*T e, pelo item (1)
acima, A*T C B(T), temos: F C B(T) C F.

(b)=(a) B(F) = F implica que O; = {0}, Oy~ {0} = B(T) =F e A= 0, = F.

(4) Uma vez que 14+my C T, secar kg =2,entdo —2 € mye—1=1-2€ 14+my C

T, o que contradiz o fato de T ser uma pré-ordem. [ |

Devemos, agora, mostrar que O(B(T),T'), que foi definido em (4.2.3) (pagina 58) é,
de fato, um anel de valorizagao. Como veremos a seguir, existe uma propriedade chave
nessa demonstracao (veja (4.2.7)) que nem sempre ¢ satisfeita por 7. Para contornar

esse problema, usaremos o Lema 4.17 da pagina 62.

Lema 4.16 Se u,v € Oy(T) sao tais que 1 —uv € T, entao
(1) (1 —uwv)T = —ul = —vT.
(2) B(T) = =T e portanto T é um leque®.

(3) Dados x,y € O1(T) tais que z,y ¢ vB(T), temos 1 —xy € T

Demonstracao. (1) Como u,v € Oy(T), temos u,v € B(T) e l+u,1+v € T. Assim:

. l4u—u—uww=1+u)—u(l+v)eT —ul =TU—-uT
—uw =
l+v—v—w=>1+v)—v(l+u) eT —vT =TU—0T

Como 1 —uv € T, obtemos 1 —uv € —uT' N —vT. Logo, (1 —uv)T = —uTl = —vT.

(2) Por defini¢do, £7 C B(T'). Suponhamos, por absurdo, que B(T) # +T. Entao
existe © € F'\. T que nao é T-birigido. Logo, existem s,t € T tais que s+t &€ T UxT

5Definicdo de leque na péagina 22.
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ous—at &€ TU—xT. Podemos supor que s e t satisfazem s + xt ¢ T U 2T, pois a
outra situacao é analoga. E claro que s,t # 0. Temos, entao 1 + sz € T U 2T e
podemos substituir x por s~!tz, isto é, podemos admitir que 1 +x ¢ T U 2T. Agora,
—rz=1-(14+2)eT—-(1+2)Te—2¢TU—-(1+2)T (—x € —(1+2)T é equivalente
al+x € 2T, o que ndo ocorre). Assim, 1+ x € B(T)

Como —z,—(1+2z) € B(T) e v & B(T), temos —zv, —v(l +z) ¢ B(T) (i.e., sao
birigidos). Logo, 1 + (—zv) =1 —azv=14v—v(l+2) = (1+v)+ (—v(l+2x)) €
(TU—-20T)N (T U —v(1+x)T).

Pela escolha de z, —xvT N —v(l + z)T = () (do contrério, terfamos 1 + z € 2T, o
que nao ocorre). Se —vx € T, entdo xv € —T C B(T) e v € B(T), contradigao. Logo,
—a2v € T e —xvT NT = (. Analogamente, —v(1 +2)NT = 0. Assim, 1 —azv € T e
—xv € Oy(T).

Uma vez que 1 + 2 &€ TUxT, temos: 1+ 27t ¢ TUx~'T. Além disso, como B(T)
é grupo, x € B(T) implica =! € B(T). Podemos entdo repetir os argumentos acima
com ! e u no lugar de x e v, respectivamente, para obtermos —z~'u € O;(T). Temos
ainda, por hipétese, que 1 — (—zv)(—2z 'u) = 1 —uv ¢ T. Aplicando-se o item (1) a
—av e —zu resulta —zvT = (1 — (—zv)(—2z )T = (1 — wv)T = —vT e isso implica

x € T. Contradigao.

(3) Sejam z,y € O1(T) tais que =,y € vB(T). Suponhamos, por absurdo, que
1—2zy ¢ T. Como —uT = —vT, temos uB(T) = vB(T) ey ¢ B(T)UuB(T) =
B(T)UvB(T). Assim, vy~ ', uy ¢ B(T). Logo, 1 —vy ' € TU —vy 'T. Temos dois
casos:

Caso 1: 1 —wvy 't € T. Como 1— (—vy ')(~uy) = 1 —uv ¢ T, aplicando-se o
' uy)T = (1 = (—vy™)(—uwy))T =

e —uy, temos que (—vy )T = (—
(1 —uw)T = —uT, o que implica y € wwT =T C B(T) e, dai, y € O1(T"). Contradicao.

item (1) a —vy~

Caso 2: 1 — vy ! € —vy 'T. Multiplicando por —vy~!, obtemos 1 —vy™' € T
(podemos, se necessdrio, substituir v por vw? w € F ). A seguir, observamos que
1 — (—ex)(—e'y) = 1 -2y € T. Logo, mais uma vez pelo item (1), (—ex)T =
(1 — (—ex)(—e'y))T = (1 — 2y)T = —2T e isso implica que e € T C B(T), ou seja,
e & O1(T). Contradicao. |
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Lema 4.17 Suponha que a pré-ordem T de F nao satisfaz a sequinte propriedade:
1—xzy €T quaisquer que sejam x,y € Oy, (4.2.7)

isto €, existem d,e € O1(T) tais que 1 —de & T. Entao existe uma pré-ordem Ty de F
tal que (Ty : T) = 2 e T} satisfaz (4.2.7). Além disso, B(T1) =+T) e O ={z € O|z ¢
+eT'}.

Demonstracao. Escolhamos e fixemos d,e € O1(T) tais que 1 —de ¢ T. Esses

elementos permanecerao fixos no decorrer da demonstracao. Consideremos

Ty =T UeT. (4.2.8)

T, é subgrupo de F'e F2 C T C Ty. Como e € Oy, temos e & B(T) e e é T-birigido.
Em particular, I) =T Uel' =T+ eT eTh +T1 = (T+T)+e(T+T)CT+el =1y.
Finalmente, —1 € T} implica —1 € €T, pois T é pré-ordem. Mas —1 € €T implica
e € =T C B(T), o que contradiz a escolha de e. Assim, —1 ¢ T e T; é uma pré-ordem
de F. Além disso, e € T implica que (77 : T) = 2

(1) | B(Ty) = £T; | Pelo item (2) do Lema 4.16, como 1" nao satisfaz (4.2.7), todo
elemento x € F ~ £T é T-birigido. Consideremos, agora, © € F ~ £7} e a,b € Tj.

Temos: © & +T e ex € £T. Logo, x e exr sao T-birigidos. Escrevendo a = e™a e
b=e"3, onde m,n € {0,1} e o, f € T, obtemos:

THa2l'=TUxxT,se m=n=0
e(T+2T)=eTUxexT,se m=n=1
TH+exT'=TU=xexT,sem=0n=1

e(T+e aT)=eT UxaT, sem=1,n=0

ataxbe

Portanto, x é Ti-birigido e isso prova que B(T}) = £+T3.

(2) |O1(T) = {2z € O(T)|x & £eT'} | Inicialmente, temos {z € O1(T)|x ¢ £eT'} C
O:1(Ty). De fato, x € O1(T) implica que = ¢ B(T) = £7. Como = ¢ +eT, temos
r g £(TUel)==£T;. Além disso, x € Oy(T) implica 1 +z € T' C T3.

Para mostrar a outra inclusdo, tomemos z € O1(T1). Entao z & B(Ty) = £(T' UeT)
el4+x €Ty =TUel. Em particular, z € +eT ex ¢ T = B(T), donde 1+z € TUzT.
Sel+xz T, terlfamos 1+ € el e 1 +a € 2T. Logo, x € 2T = €I C B(T3), o que
nao ocorre. Portanto 1 +x € T'e x € Oy(T), pois B(T) C B(T1) e x ¢ B(Th).
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(3) |77 satisfaz (4.2.7)|. Pelo item (3) do Lema 4.16 e pelo item (2) acima, dados
z,y € O1(Th) quaisquer, 1 —xy € T' C T3. Logo T satisfaz (4.2.7). |

Proposicao 4.18 SeT € uma pré-ordem para a qual vale (4.2.7), entio A = O(B(T),T)

¢ um anel de valorizacao de F'.

Demonstragao. Primeiramente, temos 0 € Oy, pois 0 € FNB(T)e1+0=1¢€¢ T.
1€y, poisleT CB(T)el-O; COy.

(1) . Tomemos z,y € Op. Uma vez que y € Oy, temos 1 + (—y)(1 +
y) = 0+y € Te—y(l+y)" ¢ B(T) (pois B(T) é grupo, —y ¢ B(T) e
(1+y)™t €T c B(T)). Logo, —y(1 +y)~* € Oy. Aplicando 4.2.7 a z e —y(1 + y)~*
obtemos: 1 +ay(l+y)™t € T. Assim, 1+ (1 +2)y = (L +y)(1+ %) € T e isso
implica que (1 +2)y € Oy (veja que (1 +2)y ¢ B(T)). Como z,y € Oy sdo arbitrarios,

acabamos de mostrar que 1 + x € Oy, para todo x € Oy, isto é, 1 + O; C Os.

(2) . Por definicao, Oy - O; C O1 e Oy - O3 C O,. Resta mostrar que

0O;-0; C A. Dados x,y € Oy, vamos considerar dois casos:

(a) xy & B(T). Neste caso, mostraremos que xy € O;. Se —x € Oy ou —y € Oy,

entao (como, por hipdtese, vale (4.2.7)) 1 +zy =1 —x(—y) € T, caso —y € O;. Como
xy ¢ B(T), temos zy € O;. Devemos, portanto, mostrar que —z € O; ou —y € O;.
Suponhamos, por absurdo, que valha o contrério, ou seja, —x, —y € O;. Como x e y
sao T-birigidos, temos: 1 —x € —aT e 1 —y € —yT. Por outro lado, como vale (4.2.7),
temos: 1 —xzy € T. Logo, l —azy = (1 —2)+x(l —y) € TN (—2T U —ayT) = 0.
Contradigao. (observemos que z ¢ B(T) implica —2T NT = () e zy ¢ B(T) implica
TN —xyT =0).

(b) zy € B(T'). Neste caso, mostraremos que zy € Oy. Dado a € Oy, temos —a(1+
a)™' € O;. De fato, a € O; implica 1 +a € T C B(T) e —a ¢ B(T). Assim,
—a(l+a)™t ¢ B(T). Além disso, 1+ (—a(l+a)™) = (14+a)~' € T. Logo, —a(l+a)™" €
O;.

Por (1), z € O implica que 1 + x € O,. Logo, como y € Oy, pela discussdo acima,
—y(l+y) "t €eOrez=1+2)(-y)(1+y) " € (l+2)O0 C O;. Novamente por (1),
temos 142z € Oy. Como 0,05 C Oz e 1+y € Oy resulta que 1—zy = (1+y)(1+2) € Os.
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Tomemos, agora, a € O arbitrdrio. Como vimos acima, —a(l + a)™! € O;.
Assim (1 — zy)(—a)(1 + a)™! € O;. Portanto 1 + (1 — ay)(—a)(l +a)™' € T e
l+aya = (14+a)1+ (1 —ay)(—a)(l+a)t) € T. Uma vez que 2y € B(T) e
a & B(T), temos xya ¢ B(T), o que mostra que xya € Oy, para a € Oy, arbitrario, ou
seja, zy € Os.

(3)|Dado z € F,z € Aouz~'e Al Em particular, como —1 € Fe -1 € —T C

B(T), temos —1 € Oy ¢ —O; C O;. Vamos mostrar a afirmacao dividindo-a em dois
casos: primeiro, suponhamos que x € B(T). Se z ¢ Oy, entdao 1 +x ¢ T (pela defini¢ao
de O;). Como x é T-rigido, 1 +x € 2T edai 1 + 27! € T, o que implica que x71 € O;.

Suponhamos, agora, que © € B(T). Se x ¢ O,, entdo existe y € O; tal que
xy & Op. Como y € Op e x € B(T), temos xzy ¢ B(T). Pelo caso anterior, sabe-
mos que (zy)~' € Oy. Assim, por (2)(b), 27! = (zy) "'y € O,.

(4) |1+ Oy C A|. Mais precisamente, dado x € Oy, 1 + 2 € Oy, se 1+ ¢ B(T) e

l+z €Oy sel+xe B(T). Vamos aos casos:

(a) 1+x ¢ B(T). Temos: —(1 4+ x) & B(T), logo —(1 + z) é T-birigido. Assim,
—x=1—(142) e TU—(1+2)T. Se —x € —(1+2)T terfamos 1+z € B(T'), contrério a
nossa hipétese (lembremos que z € Oy C B(T)). Portanto, 1 — (14+2z) € Te —(1+x) €
O;. Como —1 € O, (veja o item (3) acima), 1 + z = (—1)(—(1 4+ xz)) € O2- Oy C O;.

(b) 1+xz € B(T). Como —1 € Oy e x € Oy, temos —x = (—1)x € Oy - Oy C Oy
(item (2)). Vimos na demonstracao do item (2)(b), que —y(1 +y)~! € Oy, para todo
y € 0. Assim, (—z)(—y(l+y)™ ") € Oy - Oy C O e, portanto, 1 + (1 + x)y =
(I+y)(A+(—2)5%) € T. Comoy & B(T) e 1+ € B(T), temos (1 +2)y ¢ B(T).
Logo, (1+x)y € O;. Acabamos de mostrar que (14+z)O; C O;. Como estamos supondo
1+ 2z € B(T), concluimos que 1 +z € O,

Conclusao: A é um anel de valorizagao de F'. Pelo item (2), A- A C A. Por (3),

—1€ Oy C A, logo, —x € A, paratodo z € A. Para mostrar que A é subanel de F, resta
mostrar que A+ A C A. Tomemos x,y € A. Por (3), zy~* € A ou yz~! € A. Podemos
supor, sem perda de generalidade, que zy~! € A. Por (1) e (4), temos 1 + ay~! € A.
Portanto, z +y =y(1 + a2y~ ') € A- A C A (item (2) novamente).
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Finalmente, o item (3) mostra que A é um anel de valorizagao de F. [

O Corolérios 4.19 e 4.20 a seguir garantem a existéncia de um anel de valorizacao
com propriedades adequadas aos nossos propésitos. Temos que acrescentar ao Corolario
4.19 uma hipdtese adicional sobre a pré-ordem 7', a saber, (F :T) > 8. Isso se faz
necesséario porque, caso T’ nio satisfaca (4.2.7), se (F: T) = 4 a pré-ordem T} que vem
do Lema 4.17 poderia ser uma ordem, isto é, 77 = T'U eT e F = T, U —T;. Se isso
acontecesse, terfamos F' = Ty U—T, C B(T}) C F, ou seja, B(T}) = F. Pela Proposicio

4.15, item (3), o anel de valorizacao O(B(T}),T) seria trivial neste caso.

Corolario 4.19 Seja T" uma pré-ordem de F' tal que (F : T') > 8. Suponha que exista
um elemento T-birigido d € F. Entdao existe um anel de valoriza¢ao proprio A de F tal

que 'y # 20y, carka #2 el +my CT.

Demonstracao. Se T satisfaz (4.2.7), entao A = O(B(T),T') é um anel de valorizacao
de F, pela Proposicao 4.18. Como d é T-birigido, d € F' ~ B(T), ou seja, B(T) # F.
Assim, pela Proposicao 4.15, item (3), A é préprio e I'y # 21" 4, enquanto os itens (2) e
(4) da mesma proposi¢ao garantem que 1 +my C T e car kg # 2.

Se T nao satisfaz (4.2.7), entdo, o Lema 4.17 garante a existéncia de uma pré-ordem
Ty =TUel (e ¢ B(T)) que satisfaz (4.2.7). Como (17 : T') = 2 e estamos supondo
(F : T) > 8, temos (F : Ty) > 4 e B(T}) = £T} implica que B(T}) # F. Como
A*Ty C B(T), podemos garantir que A é um anel de valorizagao préprio de F. Pode-
mos, entao, repetir o argumento acima para mostrar que A = O(B(T}),T1) satisfaz as
conclusoes do corolario. A unica conclusao que necessita verificacao é a compatibilidade:
sabemos, de inicio, que 1 + my C Ty = T UeT. Supondo (1 +mu) NeT # ), temos
e € (14+mu)T C A*T C B(T), sendo essa tltima inclusao justificada pelo item (1) da
Proposigao 4.15. Mas e € B(T') contradiz a escolha de e. Logo, (14+m4)NeT =0 e, de
fato, 1 +my C T. [ |

No Coroléario 4.20 abaixo, obtemos o anel de valorizacao que necessitamos no caso
particular de nosso interesse, quando a pré-ordem considerada é T,, definida na pagina
26. Ao contrario do caso mais geral que consideramos acima, aqui nao precisamos supor
que o indice de T; em F tenha uma cota inferior. Isso se d& porque podemos tratar o
caso (F : Ty) = 4 separadamente. Observemos ainda que Ty nao pode ser uma ordem

em F, pois +d & T;. Podemos entdo garantir que (F : Tj) > 4.
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Corolario 4.20 Seja F' um corpo formalmente real e nao pitagorico. Se d é um elemen-
to rigido de F tal que d € > F?2 eT;=Ry- > E2, entio existe um anel de valoriza¢io
Atal que g #2014, car ks #2 el 4+my C Ty.

Demonstragao. Pela Proposi¢ao 3.17, T; é uma pré-ordem e pelo Coroléario 3.18 o
elemento d é Ty-birigido. Assim, no caso em que (F : T;) > 8 podemos aplicar o
Corolério 4.19 acima para obtermos um anel de valorizagdo A compativel com a pré-
ordem Ty, isto é, tal que 1 +my C Ty. As outras afirmagoes seguem-se diretamente do
Corolario 4.19.

Suponhamos agora que (F : T;) = 4. Entdo T} é a intersecio de duas ordens. Con-
siderando a extensdo K = F(y/s), onde s € 3. F?, pela Proposicao 3.32, item (b), a
pré-ordem TK = RK .3 K? estende T = Ty, isto é, T = TK N F. Uma vez que
s é uma soma de quadrados, toda ordem de F' tem duas extensdes ao corpo K (cf.
Lema B.9 e comentdrio posterior). Assim, T é a intersecio de quatro ordens de K
e, conseqilentemente, (K : TX) > 8. Pelo Corolario 3.18, d ¢ TX-birigido. Podemos
entao aplicar o Corolério 4.19 para garantirmos a existéncia de um anel de valorizacao
B ¢ K tal que 1 +mp C Tj(, car kg # 2 e I'g # 2I'g. Tomando A = BN F' vemos que
l+my=(1+mp)NFCTENF=TF car ka=car kg #2e 4 # 2l 4. [

Finalizamos este capitulo mostrando como é possivel obter um anel de valorizagao A
associado a d como no Corolario 4.20 que também seja m-henseliano (logo, Sg-henseliano,
como veremos no Coroldrio 4.24). Esse anel de valorizagao terd importancia crucial no
estudo da decomposicao de anéis de Witt que faremos no capitulo seguinte.

Fixado s € ZF 2 seja K = F(/s). Consideremos as pré-ordens T e TX como
definidas na pagina 43. Devemos lembrar que estamos supondo d & > F2. Pela Pro-
posicao 3.17, sabemos que T é uma pré-ordem. Como d ¢ 3 F2, o Lema 3.6 garante
que ds também ¢é rigido. Logo, a Proposicao 3.24 mostra que d ¢ rigido em K.

Para que T também seja uma pré-ordem, precisamos verificar que d ¢ ZK 2,
Suponhamos, por absurdo, que d € > K2, Entdo d = S (a; + biy/s)?, onde a; e b,
sao elementos de F', parai =1,...,n. Como d € F terfamos d =Y ;' ja?+sYy .  b? €
> F2, contrariando nossa hipétese geral sobre d. Logo, d Z> K2

Uma vez que K|F é uma extensdo finita e F' ndo é pitagérico, a Proposi¢io 2.3
garante que K também nao é pitagdrico. Logo, pela Observagao (3.2.1) da pagina 28,
temos 3. K2 ¢ K2 U dK?. Pelo Corolario 3.18, vemos que d é T.K-birigido. Podemos

entao usar o Corolédrio 4.20 para garantir a existéncia de um anel de valorizacao B de K
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tal que I'p # 2I'p, car kg #2 e 1 +mp C TX, isto é, B é compativel com a pré-ordem
TK = RK . % K2. Seja A = BN F anel de valorizacio de F. Entédo, pela Proposicao
332, 1+my=(1+mp)NF CTENF=TF. Além disso, temos:

Proposigao 4.21 Se K = F(y/s) e A é um anel de valoriza¢io de F, temos: s €

(1+ mA)F2 se e somente se A tem exatamente duas extensoes para K.

Demonstragao. A extensao K|F ¢ normal e o polinomio f(X) = X?—s € F[X] fatora-
se como f(X) = (X —/5)(X ++/5) em K[X]. Além disso, f(X) = X2—1 € ka[X], pois
s € 1+my4. Logo, se a extensao de A para K fosse tinica, o Teorema 4.7 nos garantiria
a existéncia de um « € F tal que f(a) = 0, isto é, s = a? € F2. Mas isso implicaria
que /s € F e, portanto, K = F. Como estamos supondo F' ¢ K, o anel de valorizagao
A tem mais de uma extensao para o corpo K. Logo, A tem exatamente duas extensoes
para o corpo K.

Reciprocamente, suponhamos que A tem duas extensoes By e By para K. De acordo
com (4.1.2), temos

2>eifi +eafs,

onde e; = (I'p, : T'4) e fi = [kp, : kal, i =1,2. Como e; > 1 e f; > 1, temos também
e1f1 + eafo > 2. Logo, ocorre a igualdade

2= €1f1 + €2f2. (429)

A partir da equagao (4.2.9) obtemos e; = e; = f; = fo = 1. Seja B = B;. Uma
vez que I'p = T4, existe x € F tal que vg(z) = vp(y/s), logo z71y/s € B*. Como
kp = ka, existe u € A* tal que wg(u) = mp(z™'y/s), logo v lz7'y/s € 1 + mp e
u2r72s € (1+mp)NF =1+my. Como F(vVu—222s) = F(y/s), podemos considerar
sel+my. [ |

Por outro lado, temos o seguinte resultado:

Proposigio 4.22 Sejam K = F(\/s), onde s € 3. F?, B um anel de valorizagio de
K compativel com TX ¢ A= BN F. O anel de valorizagdo B é a tinica extensio de A

para K.

Demonstracao. O grupo de Galois G = G(K|F) = {1,0} é gerado pelo automorfismo
0: K — K tal que o(y/5) = —/s. Como ¢ é um automorfismo, o(3 K?) = 3" K2
Portanto, decorre da definicio de RY que o(RY) = REX (0(d) = d, pois d € F). Se
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B’ é uma extensao de A para K, entao B’ = o(B) (cf. [11], 14.1, pagina 105). Assim,
l+mp = o(l +mp) C o(TX) = o(RY - S K?) = RE .Y K? = TE, ou seja, B’
também é compativel com Tf. Sendo ambos compativeis com uma mesma pré-ordem,
o Corolario 4.4 garante que B e B’ sao comparaveis. Como ambos estendem um mesmo
anel de valorizagao, eles sao iguais ([27], Lema A.2.7, p.211). Portanto A tem extensao

Unica ao corpo K. [

A partir deste ponto, faremos s variar em ) F2. Devemos, entdo, estabelecer uma
notacdo mais adequada. Para cada s € S F? ~ F?2, denotemos agora K, = F(,/s).
Vamos denotar por Bg o anel de valorizacao de K cuja existéncia é garantida pelo
Corolério 4.20 e que pela Proposicao 4.22 determina um anel de valorizacao A, = B,NF
de F' do qual By é o tnico prolongamento a K. Pela Proposicao 4.21, s ¢ 1 + my4,. O
Coroldrio 4.20 garante ainda que 1 +mp, C T3, [z, # 205, e car kp, # 2.

Dessa forma, produzimos uma familia A = {A,|s € 3. F? ~ F?} de anéis de valo-
rizagao tais que 1 +mu, C TF e s & 1+my,, para todo s € > E2. Pelo Corolério 4.4,

o conjunto A é totalmente ordenado pela inclusao.

Proposicao 4.23 A reuniago A = UseZ 2 As € um anel de valorizagcao proprio de F'
tal que (14+ma) NS F2C F?, d g A*EF? ¢ RT = (14 my)F2.

Demonstragao. Se A = J,cy 2 As = F, entao ey g2 A; = F* 3 d. Isso implicaria
que d € A* para algum s € 3 F2. Logo,

de A'F* C B'K2.
Porém, pelo item (1) da Proposi¢ao 4.15 sabemos que
B'K, C B(T¥*) = conjunto dos elementos T1*-bésicos,

isto é, elementos que nao sao Tfs—birigidos. Isso contradiz o fato de d ser TdKS—birl'gido.
Portanto, d ¢ A*F2e A G F.

Para cada s € S.F2 temos 1 + my, = (1+mp,)NF C TKNF = Ty, logo
1+my C Ty

Para todo s € 3 F2 \ F? temos, pelas Proposicoes 4.21 € 4.22, s € 1 + m,4,. Como

l+my = ﬂ (14+my,),
s€Y F2
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concluimos que
(1+ma) Ny F?CF

A seguir vamos concluir, a partir de d ¢ A*F? qued é (1 —|—mA)F2—bir1’gido. De fato,
seja x = a® £+ df?, com a, € F. Como d ¢ A*F? temos v4(a?) # v4(dB?). Pelo Lema
A1,
va(a?)  seva(a?) <wva(dB?) (caso 1)
va(tfB?) , se va(a?) > va(dB?) (caso 2)
Caso 1: z =a?+d3* =a*(1 £ %2) € (14 my)F2

Caso 2: = a® £ df? = £df*(1 £ £5;) € £d(1+ my)F>.

va(r) = vale® £df?) = {

Assim, 2 € (1 + my)F? U £d(1 + my)F?, ou seja, d é (1 + my)F2birigido. Em
particular, Dp (1, —d) C (1+ma)F2+ (—d)(1+ma)F? = (14+my)F?U(—d)(1+my)F2.
Assim,

RE ¢ (14 my)F?U (—=d)(1+my)F2.

Por outro lado, se existissem © € R} ey € (1 + mA)F2 tais que r = —dy, teriamos
—d =zy~' € TF, pois tanto R como 1+m, estdao contidos em 7). Mas isso contradiz
o fato de d ser T -birigido. Logo, Ry C (1 +my)EF?2.

Para mostrarmos a outra inclusdo, notemos que (1 + m A)F 2 C T¥. Pela definigao
de TF temos que, para cada z € (1 4+ my)F?, existem y € RS e s € 3 F? tais que
= ys. Logo s = zy ' € (1 +my)F? pois R C (1 + my)EF?2. Conseqiientemente,
s € (14+my)F>N Y F? = F2 pela construcao de A, donde concluimos que z € RY,

como queriamos. [ |

Corolario 4.24 O anel de valorizagao A, definido na Proposi¢cao 4.23 € Sg-henseliano.

Demonstragao. Pela Proposigao 4.23, temos Ry = (1 + m4)F?. Pelo Coroldrio 4.13,
A é Sg-henseliano. [ |

No que se segue o anel de valorizacao A de F' m-henseliano e compativel com Ty,
definido no enunciado da Proposicao 4.23, sera denominado anel de valorizacdo associado

a d e serd denotado por Ay .



Capitulo 5

Teorema de estrutura para o anel de
Witt W(F)

O presente capitulo apresenta os resultados principais do trabalho. O objetivo é obter
uma decomposi¢ao do anel de Witt W (F) como “produto” de anéis de Witt W(H) e
W(K), onde H e K sao extensoes do corpo F. Esse “produto” de anéis de Witt é definido
na primeira se¢ao, onde apresentamos também critérios para garantir a decomposicao
do anel de Witt de um corpo F' como produto de anéis de Witt de duas extensoes de F'.
O Teorema 5.1 fornece um critério para a decomposicao de W (F') envolvendo classes de
quadrados e o grupo de valores de formas binarias.

Na secdo 5.2, Proposicdo 5.4, mostraremos que a decomposicio Ry - Sy = F ¢é equi-
valente a condicgao:

va(S))=Ta e S; =k, (5.0.1)

A Proposicao 5.4 mostra ainda que a decomposicao do anel de Witt tem conseqiiéncias
sobre o espaco de ordens de F'.

Na se¢ao 5.4 obtemos a decomposigao do anel de Witt W (F') supondo que vale a

condigao (5.0.1) onde d ¢ um elemento rigido em F' que nao é soma de quadrados.

5.1 Produtos de Anéis de Witt

Nesta segao estudaremos critérios para determinar quando o anel de Witt W (F') de um
corpo F' decompoe-se como produto cartesiano, na categoria dos anéis de Witt, de dois
anéis de Witt W(H) e W(K), onde H e K sao extensoes de F. Convém esclarecer

que o produto cartesiano na categoria dos anéis de Witt nao coincide com o produto

70
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cartesiano na categoria dos anéis. Explicaremos a seguir essa diferenca.

Sejam H e K corpos e W(H), W(K) seus anéis de Witt. O produto cartesiano
W(H) x W(K) na categoria dos anéis nao é anel de Witt de um corpo. Isso pode ser
constatado se observarmos que ((1),0) € W(H) x W(K) é um idempotente nao trivial,
isto ¢, ((1),0)? = ((1),0). Os idempotentes triviais sio 1 = ((1), (1)) e 0 = (0,0). Por
outro lado, em um anel de Witt de um corpo, os tnicos idempotentes sao os triviais.
Um anel desse tipo é dito conezo (veja [23], Teorema 8.6, p.283).

Para remediar essa anomalia, devemos substituir o produto cartesiano usual por um
outro produto, de tal modo que W(H) x W (F') possa ser anel de Witt de algum corpo.
Relembremos a definigdo, para um corpo F', do homomorfismo de anéis dimy : W (F) —
7./27, dado por dimy(q) := dim(q) + 27Z, para todo ¢ € W(F), ou seja, a dimensao
(da classe de equivaléncia) de uma forma ¢ tomada médulo 2 (veja a pagina 131). Se
qg=¢q € W(F) entao ¢ ~ q L n(1,—1), logo dim(q') = dim(gq) (mod 2). Isso mostra
que dimy é bem definido.

Baseados numa propriedade universal do homomorfismo dims acima, definiremos a
seguir o produto de W(H) e W(K) na categoria dos anéis de Witt, que denotaremos a
principio por W(H) xo W(K).

O produto R = W(H) xo W(K) é um subanel de W (H) x W(K) munido de dois
homomorfismos de anéis 7z : R — W(H) e ng : R — W(K) tais que diml’ o g =
dimg omy e tal que, dado um anel S com homomorfismos py e pg, formando um outro
diagrama comutativo com os homomorfismos dims : W (H) — Z/27 e dim% : W(K) —
Z./27, existe um unico homomorfismo p : S — R tal que py = Ty oy e pg = Tk 0 j.
Por um procedimento padrao inerente a propriedade universal, R é inico a menos de

isomomorfismo. O diagrama a seguir ilustra o que foi dito acima.

S',

\ AT

\

- \\\ TK ldimg
N dim#
W(K ) —7 / 27,

A propriedade universal acima caracteriza R = W (H ) xo W (K') como produto fibrado
de W(H) e W(K) sobre Z/27. Ele é realizado como o subanel do produto usual, na

categoria de anéis, formado pelos pares de (classes de) formas quadréticas (qg, ¢x) cujas
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dimensdes tém a mesma paridade, isto é, dims(qy) = dims(qg).

Observemos que o produto fibrado é caracterizado pelo diagrama do tipo “push
out” na categoria dos anéis, como descrito acima. Esse tipo de construcao é bastante
comum. Embora o produto fibrado de grupos seja uma ferramenta ttil em geral, convém
mencionar que o produto fibrado de anéis de Witt de dois corpos esta intimamente
relacionado com o produto livre dos grupos de Galois dos fechos quadraticos desses
corpos, e nao com o produto fibrado desses grupos, como a primeira vista poderiamos
Supor.

Podemos também verificar que o produto fibrado é conexo, i.e., tem somente idem-
potentes triviais. Mais ainda, Mieczystaw Kula demonstrou em [20], Teorema 3.3, que
para cada par de corpos H e K, com um nimero finito de classes de quadrados, existe
um corpo F tal que W(F) ~ W (H) xo W(K).

No que segue, consideraremos apenas produtos fibrados de anéis de Witt. Assim,

nao havendo risco de confusdo, usaremos a notagao X (ao invés de Xo) para o produto

fibrado.

Teorema 5.1 Seja F' um corpo com caracteristica # 2 e H e K duas extensoes de F

contidas em F(2). Vamos assumir que:

(1) As inclusées F' C H e F' C K induzem isomorfimo de grupos
FIE? — BH? % R
(2) (Du(l,z)NF)N (Dg(l,z) N F) C Dp(1,x), para todo x € F.

Entao as inclusoes F' C H e ' C K induzem isomorfimo de anéis

W (F) — W(H) x W(K).

Demonstracao. Vamos inicialmente considerar a aplicagdo u : W(F) — W(H) x
W(K) que satisfaz a seguinte condigdo: dado um elemento a € W(F') representado
pela forma quadrética or = (ay,...,a,) sejam gy e g as formas quadréticas sobre
H e K, respectivamente, associadas & fungao quadratica a1 X? + -+ + a,X?2. Entao
p(a) = (apg,ax) onde ay é a classe de g em W(H) e ax é a classe de g em W(K)
(sempre que nao houver risco de confusdo vamos omitir os indices H e K nas formas

quadréticas).
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A funcao g é um homomorfismo de anéis que pode ser apresentada de forma mais
conceitual: como H e K sao extensoes de F' temos naturalmente homomorfismos de
anéis py @ W(F) — W(H) e px : W(F) — W(K) induzidos pelas inclusdes. Os
homomorfismos py e px satisfazem a condicao de tornar o quadrado externo do diagrama
da pagina 71 comutativo: dimsopy = dims o pg. Existe entdao um tnico homomorfismo
de anéis p : W(F) — W(H) x W(K) que completa o diagrama: 7y o pu = py e
Tk OU = PK-

Esse homomorfismo g é nosso candidato ao isomorfismo que torna o teorema ver-
dadeiro. Vejamos inicialmente que p é sobrejetivo. Dado (8,7) € W(H) x W(K)
sejam (by,...,by,) € (c1,...,¢Cn), formas quadraticas sobre H e K que representam,
respectivamente, 3 e 7. Nao devemos nos esquecer que os pares do produto cartesi-
ano W(H) x W(K) sao, por construgao, representados por formas quadraticas cujas
dimensoes tém a mesma paridade. Por essa razao, podemos representar 3 e v por
duas formas quadraticas de mesma dimensao, acrescentando para isso tantas cépias de
(1, —1) quantas forem necesséarias. Devido ao isomorfismo da hipétese de nimero (1)
do teorema, exitem aj...,a, € F tais que a;H? = b;H? e a;K? = ¢;K2, para todo
i = 1,...,m. Tomando-se entao o« € W (F') correspondendo & classe de (ay,...,an)
vamos obter u(a) = (f3,7), ficando demonstrado que p é sobrejetiva.

A injetividade de p corresponde ao item (3) do Lema 5.2 a seguir. |

Lema 5.2 Para F', H e K satisfazendo as hipoteses do Teorema 5.1 acima e para uma

forma quadrdtica pp definida sobre F', as sequintes conclusoes sao verdadeiras:
(1) Para todo b € F temos que b € D(pr) se e somente se b € D(py) eb € D(pk).
2) op € isotropica se e somente se g € Y S0 1Sotropicas.
2 2 2

(3) wr € hiperbdlica se e somente se pg e @ sao hiperbolicas.

Demonstracgao. Observemos primeiro que s6 temos que demonstrar uma das diregoes
em cada um dos trés itens, isto é, a necessidade das condicoes pois a suficiéncia é clara.

Demonstraremos o primeiro item por indugao sobre a dimensao n de ¢. A hipdtese
(1) do Teorema 5.1 garante que o resultado vale para n = 1. Infelizmente esse nao é o
primeiro passo do processo indutivo. Isto é, nao podemos deduzir o caso n = 2 do caso

n = 1, mas fica registrado que o resultado vale também para n = 1.
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Para n = 2 basta aplicarmos a hipdtese (2) do Teorema 5.1. De fato ¢ € D({a,b)r)
se a~'c € D({1,a 'b)r), o que pela hipétese (2) ocorre se a~tc € D((1,a'b)y) e
atc € D({1,a'b) ). Multiplicando-se tudo por a vamos obter a~'c € D({1,a™ b)) e
a~'c € D((1,a7'b) k) se e somente se ¢ € D({a,b)y) e c € D({a,b)k).

Seja agora @p = (ai,...an, any1)p € b € F satisfazendo b € D(py) e b € D(pk).
Para ser mais preciso sejam cy,...,co41 € H e dy,...,d, 1 € K tais que b = a;¢3 +
e pp1Chy e b= ayd} + - appdi . Definimos ¢y = ai¢f + - anyicl € H e dg =
ardi + - ap1ds € K. Logo b= cy + apnpici iy e b=dy + an1dz .

Pela hipétese (1) exite a € F tal que aH?> = cyH? e aK? = diK?. Vemos entio
que a € D({ay,...an)mg) e a € D({ay,...a,)K), resultando pela hipétese de inducao que
a€ D({ay,...an)r) (1)

Por outro lado, como b € D({(a,ant1)m) € b € D({(a,ant1)x) temos, pelo caso
n =2, que b € D((a,an41)r) (). Juntando-se agora (f) e (i) concluimos que b €
D({ay,...ans1)F), como querfamos. Dessa forma, o item (1) fica demonstrado.

Vejamos agora o item (2). Seja ¢ tal que ¢p e i s@o isotrépicas (observar que
dimy > 2). Como ¢y e g sao isotrépicas podemos, pelo Teorema C.6, decompo-las

sobre H e K nas formas

para convenientes formas quadraticas go’H e cp'K. Uma primeira consequéncia dessas
decomposigoes é que 1 € D(¢y) e 1 € D(pk). Pelo item anterior 1 € D(¢p) e podemos
decompor pp ~ (1) +¥p (%) com 1 < dimVpr < dimpp. Aplicando-se o homomorfismo

i nessa ultima equacao obtemos
o~ (1) L ¥y g ~ (1) L Ug. (5.1.2)
Combinando-se as equagoes em 5.1.1 e 5.1.2 e aplicando-se o Teorema C.5 vamos obter
Uy~ (=1) Loy Uk~ (=1) L gy (5.1.3)

Temos agora que —1 € D(¥y) e —1 € D(V¥g). Novamente, pelo item anterior vamos
concluir que —1 € D(¥p). Teremos entdo uma nova decomposicio Vp ~ (—1) +
O, para uma conveniente forma quadratica ©p. Substituindo-se, finalmente, ¥ na
expressao () obtemos pp ~ (1, —1) +Op. Concluimos assim que p € isotrépica, como
desejado.

Chegamos finalmente ao item (3). Neste caso argumentamos por indugdo sobre a

dimensao de ¢ usando o procedimento da demonstracao que acabamos de fazer do
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item (2). Da conclusdao que obtivemos ¢r ~ (1,—1) + Op vemos que gy € @K $a0
hiperbdlicas se e somente se Oy e O sao hiperbdlicas. Como dimOpr = dimpp — 2
resulta da hipétese de indugao que ©p ¢é hiperbdlica. Consequentemente, também ¢p é

hiperbélica. L

5.2 Decomposicao em Radicais Associada a Decom-
posicao de W (F)

Estabeleceremos nesta segao a equivaléncia entre a decomposicao do anel de Witt W (F')
em produto de anéis de Witt de extensoes de F' e a decomposicao do grupo F / F2 como
produto de subgrupos Ry/F? e S;/E?2, onde

Ry=Dp(l,—dyn | (] Dr(l,-t)
ey F?

e Si = (\yer, Dr(l, —x). Veremos que estas decomposigdes guardam uma relagao es-
treita com o comportamento de S; em relagao ao anel de valorizagao A associado a d,
definido na pagina 69 e que também implicam uma decomposi¢ao do espaco de ordens
de F' como reuniao disjunta de dois subespagos. (cf. a Proposigao 5.4).

Para conveniéncia do leitor, recordemos que Dg (1, —x) é pré-ordem para todo = €
Ry~ F? (item (1) do Coroldrio 3.14). Lembremos ainda que, de acordo com o Corolario
3.14, item (2), RyN Sy =F%e S; =

que, pela Proposigao 4.23, Ry = (1 +m A)F 2. Note que escrevemos R, ao invés de RY

ver, Dr(l, —z) também é uma pré-ordem de I e

pois, como trabalharemos apenas no corpo F', nao havera perigo de confusao.
Vamos estabelecer mais algumas notagoes. Se w4 : A — ka = A/my é a projegao

canénica, denotamos Sq = m4(SyNA) e S; = Sy~ {0} = m4(Ss N A*).

Lema 5.3 Seja F' um corpo, d um elemento rigido de F tal que 3" F? ¢ Dp(1,d) e A
um anel de valorizag¢ao tal que Ry = (1 + mA)FQ. Entao as sequintes afirmacgoes sao

equivalentes:
(i) S = ka.
(i) —1€3,.

(iii) Sq = Dp(1,—2x), para algum x € RqgN —Sg.
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Mais ainda, para todo y € Ry N —Sy, temos que Sy = Dp(1, —y).

Demonstracao. A implicacao (i) = (ii) é imediata. Suponhamos que vale (ii), i.e.,
—1€ky= g;. Entao existe s € Sy tal que ma(s) = —1, ou seja, ma(—s) = 1. Logo,
—s€l+my C Rge Sy C Dp(l,—(—s)). Como S, é fechado para soma e contém F2,
temos: Dp(l,s) C Sy C Dp(l,s). Basta, entdo, tomarmos x = —s em (iii). Observemos
que o argumento acima pode ser repetido para um y € R;N —Sy arbitrario. Neste caso,
Sa € Dp(l,—y), pois y € Ry e Dp(l,—y) C Sy, pois —y € Sy. Isso mostra a ultima
afirmacao do Lema.

Finalmente, suponhamos que vale (iii). Como = € Ry = (1+m4)F?2, podemos escre-
ver z = ua?, onde u € 1+ my (ou seja, ma(u) = 1) e a € F2. Logo, Sy = Dp(l, —x) =
Dp(1,—u). Uma vez que car ky # 2, temos ks = Dy, (1, —1). Dado w € k4, existem
a,b € A* C F tais que w = m4(a)? — 74(0)? = 7a(a)? — ma(u)ma(b)? = 7a(a® — ub?).
Como a® —ub® € Dp(1, —u) N A* = S;NA*, temos w € m4(SyNA*) =5, o que implica

o C€S;. Como a outra inclusdo é clara, vale (i). [

Como Sy e Ty sao pré-ordens de F' (veja o Corolario 3.14 e a Proposigao 3.17),
podemos considerar os conjuntos de ordens X/S; = {P € Xp|P D Sy} e X/Ty ={P €
Xp|P D Ty} (confira a notagao na pagina 117).

Proposigao 5.4 Seja F' um corpo, d um elemento rigido de F' tal que ) F? ¢ Dp(1,d)
e A um anel de valorizagao tal que Ry = (1 —|—mA)F2, com corpo de residuos ka e grupo
de valores I 4. Sejam ainda X/Sq e X/Ty como definidos acima. Considere as sequintes

afirmacoes:
(1) F/F? ~ Ry/F? x Sy/F? (produto direto de grupos abelianos).
(2) Ry-S;=F.
(3) va(Sg)=Tp €S, =k
(4) X/TyN X/Sy = 0.
(5) X/TyUX/Sq= Xr (reunido disjunta,).

Temos as sequintes implicagoes: (1) < (2) < (3), (2) = (4), (4) & (5). Além disso, se

va(Sq) = T4, temos (4) = (3), ou seja, neste caso as afirmagoes sao equivalentes.
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Demonstragao. (1) < (2): O item (2) do Corolario 3.14 garante que Ry N Sy = F2.

Logo (2) implica (1). A outra implicagao ¢é imediata.

(2) < (3): Primeiramente, v4(Sy) = 'y implica que F' = A*S,;. Por outro lado,
§; = ka implica que A* = (1 + m4)S;. Logo, sob as duas hipdteses, temos: F =
(1+my)S; = R4Sy (pois Ry = (1 +my)F?).

Reciprocamente, dado a € A*, podemos escrever a = r-s, onde r € Rq = (1 +mA)F2
(0 que implica T4(r) = ma(a?)) e s € Sy. Logo, ma(a) = wa(r) -wa(s) = wa(a?) -wa(s) =
ma(0? - s) € ma(Sy). Portanto S, = k4. Ademais, dado z € F, temos x = r - s, com
r € Ry = (1+mA)F2 C A*F?2es e Sy Logo, x =usonde u € A*es € 5y e

va(z) = va(s) € va(Sy). Isso mostra que v4(Sy) = [a.

(2) = (4): Seexistisse P € X/TyNX /Sy, entdo F = Ry-Sqy=Ty-S; c P-PC PG F,

contradicao.

(4) < (5): Seja P € X e suponhamos que P ¢ X /Ty, isto é, T, ¢ P, o que equivale
a Ry ¢ P (pois Ty = Ry-S" F?). Logo, existe z € Ry~ P, ouseja, z € RyN—P, 0 que im-
plica D(1, —z) C P. Pela defini¢ao de Sy (veja o Corolario 3.14), temos: Sy C D(1, —x).
Assim, S; C P, o que significa P € X/S,. Portanto, X/Ty U X/S; = Xp. Se vale (4),

essa reuniao é disjunta. A reciproca é imediata.

Vamos supor, agora, que vale v4(Sy) = I'4. Para mostrar que (4) = (3), neste caso,
basta mostrar que Sy = k4. Supondo o contrario, terfamos Sy & kg4, isto é, Sy seria uma
pré-ordem de k4. Isso significa que, para alguma ordem P € X/Sy, terfamos 1+m4 C P.
Mas, como Ty = (1 +my) - > F2, isso implicaria Ty C P e P € X/T;N X/Sq = 0, con-
tradicdo! Portanto, Sy = ky4. |

5.3 Construcao de um corpo pitagorico

Consideremos, como de costume, F' como sendo um corpo formalmente real e d um
elemento rigido de F' que nao é soma de quadrados. Lembremos que S; é uma pré-
ordem de F' associada ao elemento d, definida na pagina 16. O objetivo desta secao é

construir uma extensao pitagérica K|F, contida no fecho quadratico de F', tal que a
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inclusdo F' C K induz um isomorfismo de grupos F'/S; ~ K/K? e haja uma bijecao
entre X, o espago de ordens de K, e X/Sy, o espaco das ordens de F' que contém Sj.
Essa construcao é necessaria para que obtenhamos mais adiante a decomposicao do anel
de Witt W (F') como produto cartesiano W(H) x W(K), onde K é exatamente o corpo
que construiremos a seguir e H é uma 2-henselizagao conveniente de F'.

Vamos iniciar nosso estudo trabalhando com uma pré-ordem arbitraria 7' de F.
Podemos munir o conjunto X /7 formado pelas ordens de um corpo F' que contém a
pré-ordem T' com uma estrutura linear da seguinte maneira: cada ordem P € X/T pode
ser identificada com uma funcdo yp : I — {1} definida por yp(z) = 1 se z € P e
xp(z) = —1sex ¢ P. Como T C P = ker xp, podemos ver xp como um elemento
do Fa-espaco vetorial dual (F /T)*. Neste contexto, dizer que as ordens Py,..., P, sao
dependentes significa simplesmente dizer que x; ---x, = 1, onde P, = ker y;, para cada
i, e 1 deve ser entendido como a funcéo 1 : F' — {£1} dada por = — 1. No caso n = 2,
temos x1y2 = 1 se e somente se todo elemento de F tem o mesmo sinal em relaciao a P
e Py, isto é, P, = P5.

No caso n = 3, sejam Py, P», P3 ordens em X/T e x1, X2, X3 suas respectivas fungoes.
Se x1x2xs = 1 entdo P, = P, = Py. De fato, dado um elemento z € F, se xi(x) =1,
entdao xa(z) = x3(z) = 1 ou xa(x) = x3(z) = —1, mas este ultimo caso implicaria
X1X2X3(—x) = —1. De modo andlogo vemos que, se xo(z) = 1, entao y;(z) = x3(z) =1
e, se x3(z) =1, entdo xi(z) = x2(z) = 1.

Assim trés ordens distintas sao sempre independentes. Suponhamos que o produto
X1X2X3 também é uma ordem, digamos y4. Lembrando que P; = kerx; (i = 1,2,3,4)
vemos que a intersecao S = P, N P, N P3N P, é uma pré-ordem de indice 8 em F. De
acordo com o item (3) da Proposigao 3.11 da pédgina 23, S é um leque com 4 elementos.

Por essa razao, dizemos que o conjunto V' = {x1, x2, X3, X4} € um leque com 4 elementos.

Observacao: No que segue usaremos o nome ordem para indicar tanto o “cone posi-
tivo” P C F', como usualmente fazemos, quanto a funcio Xp - F - {£1} associada a
P. Assim, por exemplo, diremos ora P € Xp, ora Y € Xp, de acordo com o que for
mais conveniente. Enfatizamos porém que nem sempre uma funcao y : F — {£1} estd
associada a uma ordem, por exemplo, para a fungao dada por x(z) = —1, qualquer que

seja x € F', ndo existe ordem P € Xp tal que y = p.

A importancia dos leques com 4 elementos fica evidente no Teorema 5.5 abaixo. Este
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Teorema fornece um critério para decidir quando uma fungao f € C(Y, {£1}), isto é,
uma fungao continua f : Y — {£1}, onde Y C X, é representada por um elemento

z € F, ou seja, quando f = &, onde 7 € C(Y,{+£1}) ¢ a fungao continua' dada por
i(x) = x(@), x €Y.

Teorema 5.5 (Marshall, [25], Teorema 7.2) Seja Y C Xp um subespago do espago
das ordens de F e f € C(Y,{%1}). Entdo f = &, para algum z € F, se e somente se
> vev f(X) = 0(mod 4) vale para cada leque com 4 elementos V C Y.

Usaremos o Teorema 5.5 acima na demonstragao do Teorema 5.6 a seguir. Vale
observar que uma das direcoes do Teorema 5.5 pode ser verificada diretamente. De
fato, se f = & e V = {P, P,, P3, P,} é um leque, temos trés casos a considerar: pri-
meiro, x pode pertencer a duas das ordens e nao pertencer as outras duas. Neste caso,
Zle f(P)=141-1—1=0, que é divisivel por 4. Se x pertence a trés das quatro or-
dens, entao = necessariamente pertence a quarta ordem de V', pois V' é um leque. Logo,
Zle f(P)=141+1+1=4. Da mesma forma, se z nao pertence a trés das quatro
ordens, nao pode pertencer a quarta ordem e Z?:l f(P;) = —4. Logo > pey f(P) = 0(
mod 4) vale sempre que f = &. O resultado do Teorema 5.5 é relevante porque mostra

que somente as fungoes do tipo f = T tém essa propriedade.

Teorema 5.6 Seja F' um corpo formalmente real e T' uma pré-ordem de F'. Conside-

remos uma extensao K|F e um subespaco de ordens Y C Xk tais que:

(1) O corpo K ¢é formalmente real, pitagdrico e vale ﬂ Q= K>
QeY

(2) A aplicagao p: Y — X/T induzida pela restrigao de ordens é um homeomorfismo.
Se todo leque com 4 elementos V' C X/T estende-se a um leque com 4 elementos W =

p~ (V) C Y entio o homomorfismo canénico ¢ : F/T — K/K? é um isomorfismo e
Y = Xg.

LConsideramos o subespago Y C Xy munido da topologia de Harrison (veja a pagina 115) e {#1}
munido da topologia discreta. A propdsito, a topologia de Harrison pode ser descrita como a topologia

mais fraca de Y que faz com que todas as fungoes do tipo &, com = € F, sejam continuas.
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Demonstragao. Primeiramente, observemos que a partir da bije¢ao p : ¥ — X/T

podemos obter uma “adjunta” p* dada por:

C(X/T, {+1}) L—~c(Y, {#1})

fi fop

Dada g € C(Y,{%1}), a fungao f = go p~' € C(X/T,{£1}) é tal que p*(f) = g.
Isso mostra que p* é sobrejetiva. Agora, dado z € K, seja f € C(X/T,{£1}) tal que
p*(f) = &, isto é, f op = Z. Por hipdtese, se V. C X/T é um leque com 4 elementos,

entao W = p~!(V) C Y também é um leque com 4 elementos. Logo

D)= Y (fep)§) =) @€ =0(mod 4),

XV Eep~1(V) cew
onde a congruéncia médulo 4 acima decorre do Teorema 5.5 aplicado a K e Y C Xk.
Usando novamente o Teorema 5.5, vemos que f é representada por algum y € F, ou
seja, f = y. Portanto, gop = . Isto significa que as ordens de F' que contém y estao em
correspondéncia biunivoca (via p) com as ordens de Y que contém z. Como y € FCK,
podemos considerar y como um elemento de K e escrever £ = gy, o que é equivalente
a Xy 'x) = 1, para toda ordem Q €Y, isto é, y~'z € (yey Q = K?2. TIsso mostra
que z € FK?. Conseqiientemente, o homomorfismo ¢ : F/T — K/K?, induzido pela
inclusao F' C K, é sobrejetivo.

Uma vez que (\pey @ = K? e hé uma bijecao entre Y e X/T', temos

K*nF=()QnF= () P=T
QeYy PeXx/T
e isso prova que ¢ também é injetivo, logo, um isomorfismo.

Dado y € K, pela sobrejetividade de @ existe z € F tal que yK? = 2K?2. Logo,
K C FK? e vale mesmo a igualdade K = FK? pois a outra inclusio ¢ imediata.

Se P é uma ordem qualquer em X, queremos mostrar que P € Y. Primeiramente,
temos K2 C P, o que implica T = K?NF C PNF, ouseja, PNF € X/T. Como a restri-
¢ao de ordens Y — X /T é sobrejetiva, existe P’ € Y tal que PPNF = PNF. Paray € P,
podemos escrever y = xa?, comz € F e a € K. Assim, x =ya 2 € PNF =P NF
ey =xa? € P'. Logo P C P’ e, como ambas as ordens tém indice 2 em K, vale a
igualdade P = P'. |
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Observacao 5.7 Um espaco de ordens, munido da topologia de Harrison, é booleano,
isto €, compacto, Hausdorff e totalmente desconexo (cf. pdgina 115). Dessa maneira,
se X e Y sao espacos de ordens e p : X — Y € continua e bijetiva, entao p é um
homeomorfismo. Em particular, se F C E C F(2), S uma pré-ordem de E e T = SNF,
a contragao de ordens p : Xp — Xp, dada por p(Q) = Q N F induz uma aplicag¢ao
continua p' : X/S — X/T (ver a observag¢io da pdgina 115). Como X/S e X/T
sao compactos e de Hausdorff, p' é um homeomorfismo se for uma bijecao (esse é um
resultado da topologia geral, cf. James Dugundgji, Topology, Teorema 2.1 (2), p. 226).
Por esse motivo, usaremos os termos homeomorfismo e bijecao como sinonimos nesta

secao.

Lema 5.8 Seja T' uma pré-ordem de um corpo F e {t; |i € I} C T uma familia de
representantes de uma Fo-base de T/FQ. Seja E o corpo obtido a partir de I pela
adjuncdo de exatamente uma raiz de X" —t;, escolhida convenientemente?, para cada
i € I ecadan > 1. Entao E é formalmente real, a funcio Xgp — X/T dada por
P— PNF ¢ um homeomorfismo eT' C E?.

Demonstragao. O corpo E pode ser construido recursivamente usando-se o seguinte
procedimento: para cada i € I, denotemos as raizes de X2 — t; por +t;;. O corpo F; é
obtido a partir de Fy = F adjuntando-se, para cada ¢ € I, exatamente uma das raizes
de X? —t;, digamos t, ;. Ou seja, Fy = F({t1; | i € I}).

Suponhamos construido, paran > 2, o corpo F,,_1 = F,,_o({tn—1:|7 € I}). Definimos
indutivamente F,, = F,,_1({t,; | i € I}), onde t,; é uma das raizes de X*> —t,_;;, para
cada i € I. Dessa forma, obtemos uma cadeia FF' = F, C Fy C F, C ---F, C ---
e definimos F = UnZO F,,. Mostraremos a seguir que o corpo FE tem as propriedades
requeridas.

Primeiramente, mostraremos que uma ordem )y = @) de F), tal que t,; € @), para
todo i € I, tem um tunico prolongamento em F),,;. No caso n = 1, dada uma ordem
Q) € X/T afirmamos que, para cada J C [ finito, existe uma unica ordem @, de
Fiy=F({ti; | j € J}) que estende (). Mais ainda, podemos escolher as ordens @) de
modo que, se J; C Jy, entao Q5 C Qy,.

Para demonstrarmos a afirmacao acima, consideremos inicialmente J = {i}. Neste
caso, toda ordem de X/T tem duas extensoes a F'(t1,), @1 e @}, tais que t1; € Q; e

—t1; € QQ]. Escolhendo, por exemplo, a ordem )y, vemos que esta é a Unica ordem de

. n . nt1 .
2Se escolhermos uma raiz tn, de X2" —t;, araiz tnt1,i de X? — t; deve satisfazer tfH_l_i =1tn,i-
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F) que estende @ e contém t; ;. Agora, o passo de indugao: se J = {i1,...,i,} e @y ¢ a
tnica ordem de F'(t1;,,...,t1,, ) que estende @ e contém ¢y ;,, ..., t1 ., escolhemos @y, +1
como a tnica ordem da extensao quadratica F'(ti;,,...,t1,,.,) de F(tii, ..., t1,) que

estende @, e contém t;, .. Dessa forma, obtemos, para cada J = {i1,...4,} C I
uma unica ordem (); de Fi; que estende () e contém t¢y;,,...,%1,;,. As unicidades
determinadas por nossas escolhas implicam que Q;, C Q,, se J; C Js.

Assim, o conjunto {Q; | J C I finito } de subconjuntos de F; é indutivo®. Uma
verificacao direta mostra que @1 = |J; Qs é uma ordem de F; estendendo ). Dessa
forma, demonstramos que, dada uma ordem @) € X /T, existe uma tinica ordem @ de
Fy que estende @) e contém ¢, ;, para todo 7 € I.

Suponhamos, por inducao, que ), é a unica ordem de F, que estende Q,_; e
contém ¢, ;, para todo ¢ € I. Procedendo de modo inteiramente andlogo ao caso
n = 1, podemos mostrar que, para cada J C [ finito, existe uma tnica ordem @),
de Foy1g = Fo({tns1, | J € J}) que estende @, e contém t,.4 , para todo j € J.
Além disso, se J; C Jy entao @5, C @j,. Novamente, obtemos um conjunto indutivo
{Qs | J C I finito} de subconjuntos de F, 1 e, definindo Q,41 = U, @Qs, podemos
verificar diretamente que J,,11 ¢ uma ordem de F,,;; estendendo @),,. Mais ainda, ), 11
¢ a unica ordem de F),;; que estende (), e contém t,,;;, para todo ¢ € I.

Considerando uma ordem Qo = @ € X/T, para cada n > 1, seja ), a tnica ordem

de F,, satisfazendo as condigoes:

(1) Qn N anl = anl;
(2) tn; € Qn, para cada i € 1.

Novamente por uma verificagao direta, vemos que reuniao (s, = Un21 (), € uma ordem
de E que estende . Isso mostra que Xg — X/T, dada por P — P N F, é sobrejetiva.
A seguir, mostraremos a injetividade da restricdo Xz — X/T'. De inicio, observemos
que t; € Ff por construgao, logo, t; € E? para todo i € I. Como {tiFQ |i €I} é uma
F>-base de T/FQ, conclufmos que T C E2. Assim, toda ordem P de E contém T e,
conseqiilentemente, 7" C P N F, para toda P € Xp, isto é, PN F € X/T, para toda
ordem P de E. Logo, a imagem da restricao P — P N F estd contida em X/T.
Suponhamos que existam ordens P, P, € Xg tais que P, # P e PNF = P,NF.
Como P, # P, existe n > 1 tal que P, N F,, # P, N F,, e podemos considerar o menor

30u seja, dados os subconjuntos @, e @, de Fy, existe Q 5,0, contendo Qy, e Q.,.
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n > 1 com essa propriedade, ou seja, tal que P, N F,,, = P,NF,,, para 0 < m < n. Uma
vez que t,_1; = tfm € E2, temos t,_1;, € PPNF,_y = P,N F,_, para todo i € I.

Como PPNF, # ,NF,e PPNF, 1 = P,NF, i, existe uma extensao intermediaria
F,1 C L CF, com][L: F, ] < oo, tal que PLNL # P,N L. Uma vez que
F,|F,_1 é uma extensao multiquadrédica obtida pela adjuncao de exatamente uma raiz
de cada polinémio X? — ¢,,_;,, com i € I, a escolha de L implica que existe J C I,
finito, tal que L C F,_1(J) = Foa({tn,; | J € J}). Como P, N L # P, N L, temos
PNF, 1(J)# PoNF, 1(J).

Chegamos, assim, a uma extensao finita F,,_1(J)|F,_1 tal que PPLNF, 1 = P,NF, 3
e PNF,_1(J)# P.NF,_1(J) e que é obtida através da cadeia:

Foy=Foa(lp) C Fooa(l) C - C Fyoi(li1) C Fyooi () = Fa(J),

onde ) = I, CcI, C---C I CI, =Jecada I, tem k elementos. Portanto, existe
0<m<ktalque PLANE,_1(I,) = PPNF, 1(In) e PNF,_1(Imy1) # PoNFy1(Lns),
e F—1(Lm11) é uma extensao quadrdtica de F,,_;(I,,), obtida adjuntando-se t, ;, onde
{tni} = Ims1 ~ I,. Denotando por P = PN F,_1(I,,) = PN EF1(Ip), PP = P N

Fo1(Ins1) e PP =PyNF,_1(In41), temos o seguinte diagrama:
Fo1(Dng1) P pP"
EFoa(In) P /

ou seja, as ordens P’ e P” sao as duas extensoes de P para F,,_1(Ip41). Como esta é
uma extensao quadratica, obtida adjuntando-se t,,;, o elemento ¢, ; nao pode pertencer
simultaneamente a P’ e P” (veja o Exemplo (3), da pagina 118). Sem perda de genera-
lidade, podemos supor que t,; ¢ P'. Como tiﬂ’i = t,.i, pelo Lema B.9, a ordem P’ nao
se estende para K = F,_1([,,)(tnt1,4). Como K C E, P, N K ¢é uma ordem de K que
estende P’ = Py N F,,_1(I;,11). Contradi¢ao! Logo, a restrigao de ordens Xp — X/T é
injetiva.

Finalmente, pela Observacao 5.7, a bijecao Xp — X/T é um homeomorfismo. W

A seguir definiremos (Definigdo 5.10) uma rela¢ao de equivaléncia que sera tutil na

construcao do corpo K.

Definicao 5.9 Dizemos que um anel de valorizacdo C de F ¢é anti-SAP se ko € for-
malmente real e (I'c @ 2I'¢) > 2; mais ainda, caso ko tenha ordem dnica, entao
(FC . 2F0) Z 4.
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O nome anti-SAP deve-se ao fato de um corpo admitindo um anel de valorizacao C,
como na definigdo acima e compativel com a pré-ordem fraca, nao poder ser SAP. Isso é
conseqliéncia da caracterizagao de corpos SAP via valorizagoes (cf. [22], Teorema 16.3,
p.121).

A seguir definimos uma relagao entre os elementos de Xp.

Definicao 5.10 Duas ordens Py, Py, € Xp sao ditas M -equivalentes (nota¢ao: Py ~
P,) se e somente se P, = P, ou existe um anel de valorizag¢do anti-SAP compativel

stmultaneamente com Py e Ps.

A relacao definida acima é reflexiva e simétrica. Isso é claro. Para verificarmos que
vale a transitividade, suponhamos que P, # P, e P, ~ P, e também P # Py e P, ~ Pj,
onde Py, P, P; € Xp. Sejam B e C os anéis de valorizagao anti-SAP compativeis
respectivamente com os pares P, P, e P5, P3. Os anéis B e C' sao compativeis com
uma mesma ordem, P,, logo, pelo Corolario 4.3, sao comparaveis. Se B C C', entao
1+me C 1+mp C P e, neste caso, C' é compativel com P; e P3, ou seja, P, ~ P3. Por
outro lado, se C' C B, concluimos da mesma maneira que o anel B é compativel com P;
e P, logo P, ~ Ps.

Definicao 5.11 Chamaremos as classes de equivaléncia de X g, determinadas pela relacao
~, de componentes conexas de Xp. Dizemos também que um subconjunto Y do espaco
de ordens Xr € conexo se Y € uma reuniao de componentes conexas de Xg, ou seja,
dados P, €Y e P, € Xp, se Py, ~ Py, entao P, €Y.

A Proposicao a seguir estabelece a ligacao entre a relacao de equivaléncia ~ definida

acima e os leques com 4 elementos.

Proposicao 5.12 Dadas P, P, € Xp com P, # P,, temos P, ~ P, se e somente se

existem P3, Py € Xp tais que V = {Py, Ps, P3, Py} é um leque com 4 elementos.

Demonstragao. Suponhamos, primeiramente, que as ordens P; e P, pertencam a um
leque com 4 elementos V', como descrito no enunciado acima, e tomemos 7' = () p., P.
Pelo Teorema 3.12, de Brocker, existe um anel de valorizagao nao trivial B de F' tal que
l+mgCcTeT= mp(T N B*) é uma ordem ou a intersecao de duas ordens de kp. De
acordo com o Teorema B.17 de Baer-Krull, o corpo de residuos k = kg é formalmente

real. Além disso (veja as Observagoes B.18 e B.19), temos:

[ X/T|-|Us/2T5| = | X7, (5.3.1)
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onde X/T C X}, é formado pelas ordens de k que contém T e XZ indica o conjunto
das ordens contidas em X /T compativeis com B. Se (I'z : 2I') = 1, entdo |X/T| =
| XE| = 4, contradizendo o fato de T ser intersecao de, no méximo, duas ordens. Assim,
(Tp : 2T'g) > 2. Se |Xi| = 1, entdo X}, = X/T e |X/T| = 1, logo a igualdade em
(5.3.1) fornece |I'p/2l'g| = | XE| = 4. Com isso, vemos que B satisfaz as condigoes da
Defini¢ao 5.9, logo é um anel de valorizagao anti-SAP. Como 1 +mp C T C P, N Py,
temos P ~ P.

Suponhamos, agora, que P; e P, sejam duas ordens distintas com P, ~ P,. Pela
Definicao 5.10, existe um anel de valorizagao anti-SAP B tal que 1 +mp C PLN P,. As
ordens P, e P, sendo compativeis com B, projetam-se sobre ordens Py e Py do corpo

de residuos k = k. Consideremos o leque trivial Ty = P; N P,. Seja
I={PecXr|1l+mpCPeT,C P}

Se T' = (\per P, temos T = T,. De fato, como P, P, € T, temos T C P, N Py =Ty,
Por outro lado, para toda ordem P € Z, P D Ty, logo T D Ty. Pela Proposicao 5.11(b),
p.43, de [22], T é um leque. Como B é anti-SAP, temos que Z tem pelo menos 4 ele-
mentos. Podemos, entdo, tomar uma ordem P; € Z distinta de P, e P,. A pré-ordem
Py N P, N Py contém T sendo, pela Proposicao 3.11 da pagina 23, também um leque.
Como P, N P, N P3 é um subgrupo de indice 8 em F, existe uma ordem P; tal que
PN PyN Py C P, (veja o paragrafo seguinte a demonstracao da Proposigao 3.11). Por-

tanto, V' = { Py, P», P3, P;} é um leque com 4 elementos. |

Definicao 5.13 Consideremos uma exstensio E|F tal que F' C E C F(2) e E € for-
malmente real. Sejam Y C Xg e Z C Xp subespacos dos espacos de ordens de E e
F. Dizemos que p : Xg — Xp, dada por P — PN F, induz um homeomorfismo fiel
p Y — 7 se:

(1) p € uma bijegao;

(2) Para todo par P,Q €Y temos: P ~ @ se e somente se p(P) ~ p(Q).

Lema 5.14 Mantendo a notagao estabelecida na Defini¢ao 5.13 acima e supondo ainda

que p' € uma bijecao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) p induz um homeomorfismo fiel de’Y em Z.
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(2) V=A{Py, Py, P, Py} CY éum leque com 4 elementos se e somente se sua imagem
p(V) ={p(P1), p(Ps), p(Ps),p(Ps)} C Z é um leque com 4 elementos.

(3) Todo leque com 4 elementos W = {Q1,Q2,Q3,Q4} C Z estende-se a um leque
com 4 elementos p= (W) = {p=(@1), p~1(Qa), o~ (Q3). p~(@u)} C Y

Demonstracao. (1) < (2) segue-se diretamente da Proposicao 5.12. (2) = (3) é ime-
diato e (3) = (2) é conseqiiencia do Coroldrio 3.13. |

Lema 5.15 Seja F' um corpo formalmente real, T uma pré-ordem de F' e B um anel
de valorizagcao de F cujo corpo de residuos kg € formalmente real. Como de costume,

vamos denotar por mpg o ideal maximal de B.

(1) Seja POp = (14+mp) S F2. POg é uma pré-ordem de F' e X/POg é o conjunto
de todas as ordens de F' em relacao as quais B é compativel. Em particular, se

kg € pitagdrico, entdo POp = (1 +mp)F2.
(2) Se B é anti-SAP, entao X/POpg estd contido em uma componente conexa de Xp.

(3) Suponhamos que o espago X/T seja conexo e B seja um anel de valorizagdo anti-
SAP de F. Se X/POpN X/T # 0 entao X/POp C X/T.

(4) Reciprocamente, se para todo anel de valorizagao anti-SAP B de F tivermos
X/POg C X/T, entio X/T ¢é conezo.

Demonstracio. (1) Seja = € I tal que np(x) € S k%. Existe s € 3. F? tal que
mp(x) = mp(s), logo mp(s~tx) =1, isto é, s~z € 1 + mp. Conseqilentemente, temos:
z € (14+mp)3Y F? = POp. Por outro lado, se s € 3. F? entdo s = 22 + --- + 22,
com x; € F. Podemos supor, sem perda de generalidade, que vp(z;) = min{vg(z;)}, de

modo que £ € B para cada i e

X1 X1

s = a? (1+(9>2+~~+("’3—”>2>.

Como kg é formalmente real, a expressao entre parénteses nao pode pertencer a mp,
logo é uma unidade em B e 2vg(x;) > 2ug(z1) = vp(s). A ultima desigualdade mostra

que, se s € B entao cada z; € B. Além disso, se s € B* entao r; € B*. Portanto

m5(POg N B") = " kp. (5.3.2)
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O conjunto POg ¢ fechado para o produto e contém F2. Isso é claro. Se —1 € POg
entao —1 =us,comu €1 +mpes € ZF2 Logo s € B* e —1 € Zk%, contradicao,
pois supomos que kg é formalmente real. Para demonstrarmos que POpg é fechado
para soma, tOmemos a = 18y + UgSy, COM U1, Uy € 1 +mp e 51,5, € 3. F2. Podemos
supor, sem perda de generalidade, que {222 € B (pois B é um anel de valoriza¢ao). Assim
a = u1s1(1+22) e é suficiente considerarmos a = 1+us, comu € 1+mpes € 3 F?*NB.
Pelo que vimos no parégrafo anterior, 7g(s) € Y. k%, logo mg(a) = 1 + 7g(s) € > k3.
Usando a igualdade (5.3.2), vemos que existe t € POp tal que mg(a) = mp(t), o que
implica 7(¢t~'a) = 1. Portanto t~'a € 1 + mp C POpg e, sendo POpg fechado para o
produto, a € POg.

Mostramos assim que POpg é uma pré-ordem de F'. E imediato que qualquer ordem
P de F compativel com B, isto é, tal que 1 +mpg C P, contém POpg, e vale a reciproca.
Logo, X/POgp coincide com o conjunto das ordens de F' compativeis com B.

Suponha kg é pitagérico e tome t = us € PO, comu € 1+ mpges € ZFQ Como
m5(t) € S k% = k%, existe w € F? tal que w™'t € 1+mp. Logot € (1+mp)F? e temos
a igualdade POp = (1 +mp)E2.

(2) Fixada Py € X/POg, consideremos uma pré-ordem arbitraria P € X/POgp,
P # PBy. Temos: 1 +mp C By el+mpg C P. Pela Definicao 5.10, P ~ F,. Assim,
X/POg esta contido na componente conexa de Py em Xp.

(3) Seja Py € X/POgp N X/T. Pelo item (2), se Xy é a componente conexa & qual
P, pertence, entao X/POp C X,. Por outro lado, como X/T é conexo e Py € X/T,
Xo C X/T.

(4) Consideremos P € X/T e P’ uma ordem de F tal que P’ ~ P. Pela De-
finicao 5.10, existe um anel de valorizacao anti-SAP B tal que 1 + mp C P’. Logo
P € X/POgp C X/T, o que implica que X/T é conexo. |

A partir deste ponto, salvo mencao explicita em contrario, consideraremos a pré-
ordem T' = Sy e construiremos um corpo K satisfazendo as condigoes delineadas no
primeiro paragrafo desta secao. Faremos isso utilizando o Teorema 5.6 acima, ou seja,
nosso objetivo no que segue é encontrar um corpo K satisfazendo as condigoes (1) e (2)
do Teorema 5.6 e para o qual também valha a condi¢do de que cada leque V' C X/S,
com 4 elementos possa ser estendido a um leque W C Xk.

De posse das defini¢oes acima podemos descrever em linhas gerais como construire-

mos o corpo K satisfazendo as condigoes requeridas: mostraremos (Teorema 5.18, item
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(4)) que X/S, ¢é conexo (no sentido estabelecido acima) e construiremos, para cada com-
ponente conexa X, contida em X/S;, uma extensdo K, de F, de modo que o corpo K
ird coincidir com a intersecao dos K. No entanto, a construcao de K se dara através
de aplicagoes sucessivas da Defini¢ao 2.8, obtendo-se em cada passo um fecho relativo a
uma determinada pré-ordem do corpo.

Conforme estabelecido no final do Capitulo 4, pagina 69, chamaremos de Ay a um
anel de valorizacao de F tal que (1 + mA)F 2 = R;. Assumimos ainda que F = RS,
o que, de acordo com a Proposi¢ao 5.4, implica a decomposicao do espago de ordens
Xp=X/Ty UX/Sq.

Relembrando a notacao que temos usado, nos dois lemas a seguir, ' denota o grupo

de valores do anel de valorizagao B.

Lema 5.16 Seja B um anel de valorizagao de F' com Ay C B. Se I'g # 2I'g, entdo
(1 + mB)F2 = Rd.

Demonstragao. Vamos denotar A = A;. A partir de A C B obtemos 1+mpg C 1+my,
logo 1+ mp C Ry. Afirmamos que todo z € F tal que vp(x) ¢ 2I'p é Ry-birigido.

De fato, por um lado temos Ry = (1 +m4)F? C A*F? € B*F?, logo vp(Ry) C 2I'p.
Por outro lado, temos 1 + mp C Ry. Assim, quaisquer que sejam ri,7ry € Ry, temos
vp(r1) # vp(xare), do contrario terfamos vg(x) € 2I'g, contrariando nossa suposigao.
Dessa forma, pondo z = r; + ary temos z = (1 + (£z)ror;!) € r1(1 +mp) C Ry se

vp(£ary) > vp(ry). Em contrapartida, se vg(dzry) < vg(ry), temos
z = (£2)ro(1 + (£2) 'ry ) € (£2)r2(1 +mp),

logo z € (£x)Ryq.

Usando a decomposicao F = Ry;S,, podemos escrever € F como = = re, com
r € Rgee € Sy Assim como z, o elemento e também é Ry-birigido. Uma vez que
e € Sqe RgN Sy = E? (Corolario 3.14, item (2)) o elemento e é rigido?. Pela Definicio
3.3 da péagina 16, e € Sy implica Ry C D(1, —e), logo Ry C R..

Uma vez que r € Ry C B*F?, temos vg(e) € 2I's. Assim, Ry U (—e)Ry C R, U
(—e)R. = D(1, —e). Por outro lado, decorre também de vp(e) & 2T'p que e é (1+mp)F2-
birigido. Logo,

D, —¢) € (1+mp)EF2 + (—e)(1 +mp)E2 = (1 + mp)E2U (—e)(1 + mp)EF2

4Lembremos: e é rigido quando D(1,e) = F2UeF?.
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Portanto, Ry C (14 mp)F?U (—e)(1 +mp)E2. Se existissem a € Rge b € (1 +mp)E?
tais que a = —eb, terfamos —e = ab™! € Ry, pois 1 + mp C Ry;. Mas isso contradiz
a escolha de e. Concluimos, entdo, que R; C (1 + mB)F 2. Como a outra inclusao é

conseqiiéncia da hipétese Ay C B, temos a igualdade Ry = (1 + mp)F2. |

Lema 5.17 Sejam P uma ordem de F' contendo S; e B um anel de valoriza¢ao de F
compativel com P, isto é, 1+mp C P. Se A = Ay e B forem compardveis, entao A C B
e I'p = 2I'g. Mais ainda, se Aq e B ndao forem compardveis, entdo o corpo de residuos

kg de B ¢ pitagorico.

Demonstragao. Se B C A, entdao 1 + my C 1+ mp C P. Logo R; = (1 —l—mA)F2 CcP
e, como estamos supondo Sy C P, teriamos F=RyS, C P, contradicao.

Dessa forma, para que A e B sejam comparaveis, devemos ter A C B. Buscando
novamente por uma contradi¢ao, vamos supor que I'g # 2I'g. Pelo Lema 5.16 acima,
obterfamos Ry = (14+mpg)E? e isso nos levaria novamente a Ry C P e, conseqiientemente,
F= R4S, C P. Devemos ter, entao, I'g = 2I'p.

De acordo com o Corolario 4.24, o anel de valorizacao A é Sy-henseliano. Pelas
observagoes feitas na pagina 53, A também ¢é m-henseliano. Logo, se A e B nao forem
compardveis, o Coroldrio 2.5 de [12] garante que kg é pitagdrico. Isso demonstra a

ultima afirmacao. [ |

Teorema 5.18 Seja B um anel de valorizagao de F' compativel com uma ordem P que

contém Sy e tal que I'g # 2I'g. Temos entao:
(1) O corpo de residuos kg € pitagorico.
(2) PO = (1 +mp)F? ¢ uma pré-ordem de F e X/POg C X/S,.

(3) Sd C (1 +mB)F2.
(4) X/S4 € conezo.
Demonstragao. Uma vez que I'g # 2I'p, o Lema 5.17 acima garante que A; e B nao

sio comparédveis e kg é pitagérico. Pelo item (1) do Lema 5.15, POg = (1 4 mp)[F>

¢ uma pré-ordem de F. Para concluirmos a demonstracao do item (2) suponhamos,
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por absurdo, que X/POp ¢ X/S;. Pelo item (5) da Proposicao 5.4, existiria P’ €
X/POpN X/Ty. Logo, Ay e B seriam compativeis com P’ e, pelo Corolario 4.3, Ay e B
seriam comparaveis, gerando uma contradicao.

O item (3) é uma conseqiiéncia direta de X/POp C X/Sy. Essa tltima inclusao é
valida para todo B compativel com alguma ordem de X/S;. Pelo item (4) do Lema

5.15, temos que X/S; é conexo. |

Lembremos que o grupo de valores do anel de valorizacao B de F' é dito 2-divisivel
quando I'g = 2I'g. Usaremos a seguir a notacao Fh(g; F) para indicar o corpo de

decomposicao de uma extensao BdeBaF (2), como j4 fizemos na pagina 52.

Corolario 5.19 Seja B um anel de valoriza¢ao de F' compativel com uma ordem P que
contém Sy. Assumimos que o grupo de valores de B ndao é 2-divisivel e denotamos por
B uma extensio de B a F(2). Entio F"(B; F) € pitagdrico e a inclusio F C F"(B; F)
induz homomorfismo sobrejetivo Ry/EF? — F"(B: F)/F"(B; F)2.

Demonstracao. Para simplificar a notacdo, escrevemos F" = F h(ﬁ; F). Lembremos
que o corpo de decomposicio (F", By), onde B, = B N F", é uma extensdo imediata
de (F,B) (cf. péagina 51 e a Observagao 4.8). Isso implica que o corpo de residuos
de B é igual a kp,0 corpo de residuos de B. De acordo com a Proposicao 4.10 e a
observacao feita no paragrafo imediatamente anterior a essa Proposi¢ao, como B C F"
é 2-henseliano e seu corpo de residuos é pitagérico, o corpo F” também é pitagérico.
Dado y € F" pelo fato da extensao F"|F ser imediata temos vj,(y) € I'g, onde
vp denota a valorizacio associada a B,. Logo, existe © € F tal que v,(y) = vp(x),
ou seja, vy(r7'y) = 0, o que implica ™'y € B;. Agora, se m, denota a projegao
canonica relativa a By, temos m,(x~1y) € kp. Conseqiientemente, existe u € B* tal que

la=1y € 1 + my, onde my, denota o ideal

(27 y) = m(u). Logo mp(u™ e ly) =1eu”
maximal de B,. Como B, é 2-henseliano, temos ™'z~ 'y € 1 +m;, C (F")2. Portanto
y(F™")? = ux(F™")?, com ux € F. Isso demonstra que a inclusio F C F” induz uma
sobrejecio F'/EF? — F/(EFM)?. Para finalizar, uz € F = R4Sy implica que uz = rs, com
7€ Ryes €Sy Peloitem (3) do Teorema 5.18, Sy C (F")2. Logo, Ry/F — EF"/(F™")?

também é uma sobrejecao. |

Lema 5.20 Seja F' um corpo formalmente real e C' um anel de valorizacao de F com-
pativel com alguma ordem de F. Seja C uma extensio de C a F(2) e F" = F*(C; F).
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Vamos denotar Cy, = CNFh e my, o ideal maximal de C,. Nessas condicoes, temos:
(1) 1+my, C (F™)?*", para todo n > 0.

(2) Para todo a € 1 +mg e todo n > 1 o polinémio X*' — a tem uma nica raiz em

. . ~ P n ~
1 +my,. Mais ainda, se o e & sao duas raizes de X*" —a em F", entdo o = +a/.

(3) Se F" for pitagérico entao X" —a, com a € 1 +mg, tem todas as suas raizes em

Fh(v=T).

Demonstragao. (1) Sabemos que 1 +m;, C (F")2. Logo, o item (1) vale no caso
n = 1. Assim, dado a € 1+ my, existe b, € F" tal que bl = a € 1+ my, ou seja,
(by — 1)(by + 1) € my, logo, by — 1 € my, ou by + 1 € my,. Escolhemos

by se by —1€em,
a; =
—b; se bi+1emy

Dessa forma, a = a? e a; € 14+my, C (F)?, isto é, existe by € F" tal que b2 = a; € 1+m,,.
Logo by — 1 € my, ou by + 1 € my,. Procedendo como fizemos acima, podemos escolher
ay € F" tal que a3’ =al =aeay € 1 +my, C (FM)2

Supondo agora que tenhamos obtido, para n > 1, a,_; € F" tal que a2", = a e
an_1 € 1 +my,. Como 1+ my, C (F")?, existe b, € F" tal que b2 = a,_;. Repetindo o

que ja fizemos acima, obtemos b, —1 € m;, ou b, +1 € m;. Escolhemos entao a, pondo:

b, se b,—1€my
a, =
—b, se b,+1em,

on

So=aeda, €l+my.

de modo que a
(2) Uma vez que 14+ m¢e C 1+my, C (F™)?, a primeira afirmacao do item (2) é imediata.

2" = 1. Como F" ¢ formalmente real,

Se a e o sao rafzes de X" — a, temos (/™)
as Tinicas 2"-ésimas rafzes da unidade contidas em F” sio —1 e 1. Logo, o/a™! = £1 e
vale o item (2).

(3) Se K é um corpo pitagdrico, entao K(y/—1) contém todas as raizes 2"-ésimas da
unidade. A prova deste fato é elementar e pode ser encontrada, por exemplo, em [6],
Lema 4, p.323. Como F"(v/—1) contém uma raiz de X?" — a para a € 1 + m¢, contera

também todas as demais raizes. [ |

Construcao de “fechos” relativos as componentes conexas de Sy
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De acordo com o item (4) do Teorema 5.18 o espago de ordens X/S; é conexo.

Podemos entao escrever

X/Si=J_ Xu (5.3.3)

AEA
onde A é um conjunto possivelmente infinito, nao necessariamente enumeravel, e cada
X é uma componente conexa de X/Sjy.

Para cada A € A fixemos uma ordem Py € X,. Se P € X, e P # P,, entao existe
um anel de valorizacao Bp que é anti-SAP e simultaneamente compativel com P e Pj.
Isso é uma conseqiiéncia da conexidade de X,. Como todos os anéis de valorizagao de
{Bp | P€ X, e P # P\} sao compativeis com Py, pelo Corolario 4.3 esse conjunto é
totalmente ordenado pela inclusao.

Consideremos, agora, a envolvente convera® de Q em F com relaciao a ordem Py,

dada por:
By={x€F | existe reQ talquer+x € Py, e r—xz € P\}. (5.3.4)

Sabemos que B, é um anel de valorizacao de F' que estd contido em todo anel de
valorizagdo de F' compativel com Py (cf. [22], Teorema 2.6, p.18). Em particular,

By C Bp, para toda P € X,. O ideal maximal de B, é dado por
my={z€F |r+ze€Pyer—xe P, paratodo r € Q}

(cf. [22], Observacao 2.7, p.18). Em particular, 1 + z € P, para todo = € m,, logo
14+my, C P
Para cada componente X, de X/Sy, seja By o conjunto formado pelos anéis de

valorizacao B de F' tais que:
(1) B é compativel com alguma ordem P € Xj;
(2) By C B e, no caso By # B, temos I'g # 2I'p.

Se mp denota o ideal maximal de B, o item (2) acima implica que 1 +mp C 1 + m,.
Assim, 1 + mpg C P, para todo B € B,. Aplicando novamente o Corolario 4.3 vemos
entao que o conjunto By é totalmente ordenado pela inclusao. Além disso, esse conjunto
nao é vazio, pois B, € By. Mais ainda, B, contém cada um dos anéis Bp considerados
acima, caso existam. Quando X, = {P,}, temos B, = {B,}.

Observemos ainda que para toda ordem P € X, existe B € B, tal que P € X/POg,

basta que tomemos B = Bp.

5 7z . ’ 7’ .
°Recordemos que um corpo ordenado tem caracteristica zero, logo contém uma cépia de Q.
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Para cada B € By vamos fixar uma extensdo B de B para F(2) escolhida de forma
que o conjunto L/%’\A seja totalmente ordenado pela inclusao. A relagao B—BNF=23B
estabelece uma correspondéncia biunivoca entre EA e B,. Mantendo a notagao usual,
escrevemos ['g, kg e mp para o grupo de valores, o corpo de residuos e o ideal maximal
de B, respectivamente.

Para cada B € 1;5’\)\ seja Fh(B\; F) o corpo de decomposicao de B em relacao a F,
B, = BN F"(B;F) e m;, o ideal maximal de B,. O par (F"(B;F),B,) é extensio
imediata do par (F, B) (cf. pdgina 51), logo o grupo de valores e o corpo de residuos de
By, podem ser tomados como I'p e kg, respectivamente.

Afirmamos que o corpo F" = Fh(g; F') é pitagorico. De fato, pelo Teorema 5.18, kg
é pitagérico. Se a € F", queremos mostrar que 14a? é um quadrado em F"*. Observando
que 1+a? = a?(1+4(+)?) podemos supor que a € B,. Como By, ¢ 2-henseliano, podemos
aplicar o Teorema 4.7 ao polinémio p(X) = X? — (1 + a?) para concluirmos que uma

raiz de p(X) estd em F", ou seja, 1 + a? é um quadrado em F", como querfamos.

Teorema 5.21 Mantendo-se as notacoes e convencoes introduzidas acima, para cada
componente X, de X/S; vamos a sequir construir um corpo Ky com as sequintes pro-

priedades:
(1) K, € pitagdrico.
(2) Para todo B € By, K\ C F'(B; F) e, portanto, F*(B; K,) = F"(B; F).
(3) KEHF:S)\ZHPEXAP'
(4) A fungio p = px : Xk, — Xp dada por p(P) = PN F é um homeomorfismo fiel
de Xk, em X).

(5) Ky = F- K2,

Demonstragao. Como ja vimos acima, 1 + mg C 1 4+ m, C P, para todo B € B,.
Se P € X/POg entao P é uma ordem de F' compativel com B. Como P\ também é
compativel com B temos P ~ Py e P € X,. Assim, X/POp C X, e isso implica que
Ss=()Pc () P=POs
PEX) PEX/POp

para todo B € By. Pelo item (2) do Teorema 5.18 temos POp = (1 +mp)F?2. Podemos
entdo escolher uma Fy-base {s;F2 |i € I} de Sy/F?, com s; € 1 +mp, para todo i € I
e todo B € B,.
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Pelo Lema 5.20, para cada i € I e cada n > 1, o polinomio X?" — s; tem, a menos
de sinal, uma tnica raiz s,; em Fh(g; F), para cada B € B). Essa unicidade implica
que

Sni € ﬂ Fh(ﬁ; F) paracada n > 1.
BeB)y,

Assim, se K; é o corpo obtido a partir de F' pela adjuncao de s, ;, para cadan > 1 e
cada i € I, temos K; C Fh(é;F), para todo B € B,. Pelo Lema 5.8, K; é um corpo
formalmente real tal que Xg, é homeomorfo a X, e Sy C K 2.

Para cada B € By tomemos B; = B N K; e denotemos por mp; o ideal maximal
de B;. Como K; C Fh(g; F) para todo B € B,, temos que (K7, By) é uma extensao
imediata de (F, B) para todo B € B,. Mais ainda, Fh(é; Ky) = Fh(]§; F) para todo
B € B,. Logo By também tem kg como corpo de residuos, para cada B € B,. Como
kp é pitagérico, POp, = (1 + mp1)K? é uma pré-ordem. Logo 3. K? C POg,.

Aplicando o procedimento acima ao corpo K e a pré-ordem » K 2. vamos obter um
corpo K, tal que Ky C F*(B; K,) = F'(B; F) para todo B € By. Obtemos, também
de modo similar ao que foi feito acima, que Xg, é homeomorfo a Xg, e 3. K? C K3.

Repetindo recursivamente esse procedimento, construimos uma cadeia de corpos
F:K()CKlCKQC"'CKmCKm+1C"'

onde, para cada m, K,, C Fh(é; F), qualquer que seja B € By. Para m > 1, a funcao
Xk, — Xk, _, dada por P — PN K,,_; é um homeomorfismo e ZK;_l C K; No
caso m = 1, como vimos acima, temos o homeomorfismo Xg, — X, dado pela restrigao
de ordens, e Sy C K?.

Seja agora

Ky = UKn.

n>1
Como, para todo m > 1, K,,, C Fh(E;F) para todo B € B), temos K, C Fh(ﬁ; F),
donde resulta Fh(g; K,) = Fh(g; F), para todo B € B,. Além disso, a fungao P — PN
F' ¢ um homeomorfismo de Xg, em X,. De fato, compondo as bijecoes Xr,, — Xk, .,
para cada 2 < m < n, e Xg, — X), obtemos a bijecao Xk, — X, para todon > 1,
dada pela restricao de ordens. Agora, se Xx, — X, nao fosse uma bijegao, a restricao
Xk, — X\ nao seria uma bije¢ao para algum n > 1.
Afirmamos ainda que K, é pitagérico. De fato, dado s = 22 4+ 23 + - - - + 22 € 3. K?
existe n > 1 tal que 2y, ...,2 € K,. Logo s € Y. K? C K2,, C K3}, resultando dai que

K é pitagorico.
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Sendo K, pitagoérico, da bijecao entre Xg, e X, obtemos que

Q
KnF=) KinF=| () P|nF= () PAF = (] @= 5
PeXk, PeXk, QEX)

Com a argumentacao acima, ficam demonstrados os trés primeiros itens do Teorema.
Para completarmos a demonstragao do item (4) precisamos mostrar que p é fiel, ou seja,
dadas Pi, P, € Xk, temos que P, ~ P, se e somente se p(Py) ~ p(P).

Se P, ~ P, entao, pela Proposi¢ao 5.12, existem duas ordens Ps, Py € Xk, tais
que V = {P, P,, P;, P,} é um leque com 4 elementos. De acordo com o Corolario
3.13 da pégina 24, se V' é um leque entao W = p(V) = {Q1,Q2, @3, @4}, com @Q; =
p(P;) = P,NF, também é um leque®. Como p ¢ bijetiva, W tem 4 elementos. Aplicando
novamente a Proposi¢ao 5.12, vemos que p(P;) ~ p(P,).

Reciprocamente, suponhamos que @)1 ~ ()3, onde Q1,2 € X,. Pela Proposicao
5.12, existem Q3, Q4 € X, tais que W = {Q1, Q2, @3, Q4} é um leque com 4 elementos.
A idéia agora é buscar uma reciproca do Corolario 3.13 para que possamos repetir o
argumento usado acima no sentido contrario. Mais precisamente, queremos mostrar
que V = p Y(W) ={P, P, P;, P,} C Xk, também é um leque com 4 elementos, onde
P, = p~(Q;) para cada i € {1,2,3,4}. Embora essa reciproca nao seja valida em geral,
podemos obte-la no nosso caso. Esse é um dos objetivos das construgoes que temos
feito.

Consideremos a pré-ordem T = Q1 N Q2 N Q3 N Q4. A Proposicao 5.12 garante a
existéncia de um anel de valorizacdo anti-SAP D de F tal que 14+ mp C T e T =
7p(T N D*) é uma ordem ou intersecio de duas ordens’.

Uma vez que K, C Fh(ﬁ; F) temos que (K, D, N K)) é uma extensao imediata de
(F, D). Logo, D) = Dy, N K, é um anel de valoriza¢ao anti-SAP com corpo de residuos

kp e grupo de valores I'p. Temos entao dois casos:
(1) A pré-ordem T C kp é uma ordem e (I'p : 2I'p) = 4;
(2) A pré-ordem T C kp ¢ intersecao de duas ordens e (I'p : 2I'p) = 2.

Em ambos os casos o conjunto das ordens de K, compativeis com D) e que projetam-se

sobre T tem 4 elementos. Uma vez que a restrigao p é uma bijegao, esse conjunto é for-

5Devemos observar que, no Corolario 3.13, descrevemos o leque como uma pré-ordem, justamente a
intersecao T = P, N P, N P3N Py.

"Na verdade, esse resultado é uma combinacio do Teorema 3.12 de Bréocker com o Teorema B.17 de
Baer-Krull.
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mado, necessariamente, pelas ordens P;, P, P35, Py. Denotando por m, o ideal maximal
de Dy, temos 1 +my C 7' = PLN P, N P;N Py e T’ é um leque (trivial) em kp. Pela
Proposigao 5.11(b), p.43, de [22], 7" também é um leque, ou seja, V = { Py, Py, P, P,}
é um leque, como queriamos.

Finalmente, para demonstrarmos o item (5), basta que apliquemos o Teorema 5.6
com K = K, T =S5, eY = Xg,. Obtemos, entao, que ¢ : F/SA — KA/K/% é sobreje-
tiva, logo K, = F' - K3. |

Observacgao: o corpo K construido no Teorema 5.21 acima nao é uinico, pois depende
de uma familia de anéis de valorizagao B, previamente fixada.
Faremos a seguir a construcao do corpo pitagérico K do qual necessitamos, que é o

objetivo principal desta secao.

Construcao do corpo K

Para cada A € A, fixemos um corpo K, como construido no Teorema 5.21. Temos
fixada entao a familia
{K\ |\ €A} (5.3.5)

Lembremos que, como observamos logo acima, cada corpo K nao ¢ inico pois depende
da escolha de uma familia B \» de anéis de valorizacao.

Tomemos K; como o Sy-fecho de F', conforme a Definicao 2.8 da pdgina 8. Uma vez
que Sy C She Sy C Kf, temos que Sy C Kf para cada A € A. Como K é pitagorico, a
Proposicao 2.9 garante que K; C K, para todo A € A.

Vamos considerar em K; a seguinte pré-ordem:

Si=[)EKinkK,
AeA
onde a familia de corpos {K) | A € A} foi escolhida e fixada em (5.3.5). Como S; =
Maca Sx € Sy = K2 N F para cada A € A, temos S; N F = Sj.

Vamos agora construir K, como sendo o Si-fecho de K;. Novamente temos que
S1 C K22 e, para toda ordem P de Ky, PN K; D K22 NK; =51, logo PN K; € X/5.
Além disso, a pré-ordem S; foi construida de modo que S; C Kf, para todo A € A.
Logo, pela Proposicao 2.9, Ky C K para todo A € A. Dessa forma, podemos considerar
em Ky a pré-ordem

Sy = () K3n K.
AEA
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Por construcao, temos So N K1 = Sy, logo So N F = 5.
Supondo construido, para n > 1, um corpo pitagérico K,,_; munido de uma pré-

ordem S,,_1, satisfazendo:
(1) K,—1 C K, para todo A € A;
(2) Sn—l = m Ki N Kn—l;
AEA
definimos K, como o fecho pitagérico de K, _; relativo a pré-ordem S,,_;. De modo
andlogo ao que ja fizemos nos casos iniciais, verificamos que as propriedades (1) e (2)

acima também valem para K, e S, = (e Kf N K,.

Obtemos assim uma cadeia de corpos
F=KiCKi\CKyCc---CK,C---

onde cada K, é pitagdrico e tem uma pré-ordem distinguida S,, (Sy = S4), satisfazendo

as seguintes propriedades:
(a) paratodo A € A, K, C Ky e S, C K?;
(b) Sn_y C K2
(c) para toda ordem P de K,,, PN K, 1 € X/S,_1e S, NF =9,

Finalmente, definimos o corpo

K =|]J K. (5.3.6)
n>0
Como cada K,, estd contido em todos os K, temos K C K, para todo A € A. Temos
ainda que
(N EiINK = K*. (5.3.7)
AEA
De fato, se x € K N f(f, para todo A € A, entao z € K,, N f(;, para algum n > 1 e para
todo A € A. Logo, = € S, C K2, C K% A outra inclusdo é imediata.
Se x € ZK2, entao r € Zng para algum n > 1. Logo, x pertence a pré-ordem
Sy, para algum n > 1 e, dai, z € S,, C KZH C K?. Conseqilentemente, K é pitagorico.

Além disso,

K’NF= (ﬂKﬁmK)mF: <ﬂK§mKn)mF:San:Sd.

AEA AEA
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Assim, a aplicacao px : Xxg — Xp dada por pg(P) = PN F tem imagem contida
em X/Sy. A igualdade K2N F = S, também implica que o homomorfismo candnico
¢ F/Sy — K/K? é injetivo.

Para demonstrarmos a sobrejetividade de ¢ usaremos o Teorema 5.6. Para tal deve-
mos construir um subconjunto de ordens Y C X satisfazendo as condicoes do referido

teorema. Para cada \ € A seja Y), C Xk dado por:
Yy={Q € Xk | existe Q' € Xk, tal que Q=Q NK}

eY = Jyea Yo Esta reunido é disjunta. De fato, se A\, p € A, com A # p, e Q € Y\NY),,
entdo QN F € X, N X, =0, absurdo!
Temos ainda que

Ne=NNe=N N @nk=Kink "2k,

QeY AEA QEY), AEA Q' E€X K, AEA

ou seja, oy @ = K2

Seja W = {Py, P, P3, P;} C X/S; um leque com 4 elementos. Existe A € A tal
que W C X,. Pelo item (4) do Teorema 5.21 e pelo item (3) do Lema 5.14, temos
que W estende-se a um leque py ' (W) = {py'(P1), px (P2), px ' (P3), py (P)} C Xk,

Consideremos, entao,
V= 5 (W) N K = {53 (P) N K, 07 () N K. o5 (Py) N K, p3™ (Py) N K.

Para cada i € {1,2,3,4} temos, pela definicio de Yy, que py'(P)NK € Y C Y. De
acordo com o Corolario 3.13, V C Y é um leque e como Xg, — X, é uma bijecao, V'
tem 4 elementos. Por sua propria construcao, fica claro que V estende W.

Precisamos verificar ainda que p : Y — X/S; é um homeomorfismo. Esse é o objetivo

do Lema 5.22 a seguir.

Lema 5.22 Mantendo todas as notacoes estabelecidas acima, temos:
(1) O conjunto Y ¢é topologicamente fechado® em Xp.

(2) A restrigao de ordens p:Y — X/Sq € um homeomorfismo.

8Topologicamente fechado significa, simplesmente, fechado segundo a topologia de Harrison (cf.

pagina 115) definida em Xf.
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Demonstracao. Lembrando que existe uma bije¢ao py : Xx, — X, vamos mostrar
que a restricao p : Yy — X,, dada por Q) — @ N F também ¢ uma bijecao. Com efeito,
se P € X, existe Py = p, ' (P)N K €Y, tal que P, F = P, logo p é sobrejetiva. Para
verificar a injetividade de p, consideremos @)1, Q2 € Y, tais que Q1 NF = Qs NF =P €
X). Como Q1,09 € Y), existem Q), Q) € Xk, tal que Q1N K = Q1 e Q)N K = Qq,
logo Q)N F =P =Q,NF, ouseja, pr(Q)) = P = pr(Q%). Sendo p, injetiva, temos
Q) = Q5 e, conseqlientemente, Q1 = Q) N K = Q5N K = Q.

Uma vez que Y e X/S; sao reunides disjuntas dos Y) e X, respectivamente, com
A € A, e a restricao de ordens estabelece uma bijecao entre Y, e X, para cada A € A,
fica claro que a restrigao p: Y — X/Sy, P +— PN F, é uma bijecao.

Vamos a demonstracao dos itens do Lema.
(1) A restricao Xx, — Xk, dada por P — PN K, é continua e, por serem espagos de
ordens, Xk,, Xk sdo compactos (cf. pagina 115). Logo, a imagem Y, dessa restrigao é
um compacto em X, em particular, é topologicamente fechada em Xp.

Para mostramos que Y é fechado em X é suficiente verificarmos que toda cobertura
de Y formada por abertos bésicos do tipo Hg(z) = {P € Xx | € P}, com z € K,

tem subcobertura finita. Consideremos, entao, uma cobertura
Y = JHk(a;), com a; € K. (5.3.8)
iel
Como cada Yy, C Y é compacto, existe [, C I finito tal que

Yy C | Hi(a).

i€y

Uma vez que K C K e vale o item (5) do Teorema 5.21, para cada i € I existem b; € F
ec € K ) tais que a; = b;c?. Podemos, entao, escrever c? = a;b; le K fﬂK e isso implica
que Yy C Hg(c?), para todo i € Iy. Logo Hg(b;) N Yy C Hg(b;) N Hy(c?) C Hy(a;).
Simetricamente, b; = a;(c;')? e Hyg(c?) = Hg((c;')?) implicam que Hy(a;) NYy C

Hy (b;). Portanto,
Hi(a;) MYy = Hg(b;) NY,, paratodo i€ I, com A€ A arbitrario. (5.3.9)

Dessa forma, a partir a equagao (5.3.8), obtemos:

Vi=J He(b:) Ny,

i€l
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para cada A € A. Como vimos no inicio da demonstragao, a restricao de ordens p é uma

bijecao de Y, sobre X,. Como b; € F para cada ¢ € I, e A € A arbitrario, temos:
X)\ == U p(HK(bZ) N Y)\> == U HF(bZ) ﬂX)\.
i€ly iely

Uma vez que X/Sg = [J,cp X, obtemos:

X/Sic | <U HF(bi)) .

AeA \iely

Sendo X/S, compacto, existe A" C A finito tal que

x/Sqc | (U Hp(bi)> .

AeN \i€ly

Agora, a bijegao entre Y e X/Sy, dada pela restrigdo de ordens, garante que

yclJ (U HK(bi)) .

AeA! \iely,

Combinando-se a inclusao acima com a igualdade dada em (5.3.9), obtemos

ycl (U HK(ai)>

AeN \i€ly

como queriamos.

(2) Como ja vimos no inicio da demonstragao, p : Y — X/S;, P — PNF, é uma bijecao.
Por outro lado, sendo Y compacto e X/S; Hausdorff, a aplicacao p : Y — X/Sy é fe-
chada?, isto é, se F C Y ¢é fechado, entao p(F) C X/Sy é fechado. Assim, a inversa

1

p~t: X/S; — Y é continua. Pela Observacao 5.7, p~' é um homeomorfismo, logo p

também é um homeomorfismo. [ ]

Dessa forma, todas as condigoes do Teorema 5.6 sao satisfeitas. Temos entao o

seguinte resultado:

Teorema 5.23 Mantendo as notacoes estabelecidas e lembrando que estamos supondo
F = Ry- Sy, temos que a extensdo K|F definida em (5.3.6) satisfaz as sequintes propri-

edades:

9Citamos novamente James Dugundji, Topology, Teorema 2.1 (1), p. 226 como referéncia para este

resultado da topologia geral.
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(1) K € pitagdrico.
(2) A restrigao de ordens p: Xg — X/Sq € um homeomorfismo.

(3) Valem os sequintes isomorfismos de grupos: Ry/F? ~ F'/S; ~ K/K?.

Demonstragao. A maior parte das afirmacoes ja foi demonstrada. Devemos notar ape-
nas que, de acordo com o Teorema 5.6, o homomorfismo candnico ¢ : F /Sq — K / K2
¢ um isomorfismo e Y = Xg. Como ja verificamos anteriormente, p : Y — X/S; é
um homeomorfismo, logo a igualdade Y = X garante que vale (2). Para completar
a demonstracio, notemos que a hipétese F' = Ry - Sy e o item (2) do Coroldrio 3.14
implicam que F'/S; = Ry - Sy/Sq~ Ry/RyN Sy = Ry/F2. |

5.4 Teorema de Estrutura para Anéis de Witt

Primeiramente, relembremos algumas hipoteses importantes: como antes, F' denota um
corpo formalmente real e nao pitagérico com um elemento rigido d tal que d ¢ > F2.
De acordo com (3.2.1), essas hipéSteses implicam S° F? ¢ F2? U dEF?. O Corolario 4.20
e a Proposicao 4.23 garantem a existéncia de um anel de valorizagao A associado a d.
Finalmente, R; e S; continuarao a denotar os radicais associados a d.

Supondo que Ry - Sg = F , iremos obter, usando o anel de valorizacao A associado
a d, uma decomposigao do anel de Witt W (F') como produto (fibrado, veja a pagina
71) de anéis de Witt de extensdes H|F' e K|F contidas no fecho quadrético F(2), de tal
modo que W (H) e W(K) tém estruturas mais simples do que W (F'). Veja o Teorema
5.26.

Quanto as hipdteses, devemos observar que a hipdtese d & > F? (mais forte do que
STE? ¢ F?2UdF?) é essencial na demonstracido do Coroldrio 3.18, que garante que o
elemento d é T -birigido. Logo, precisamos desta hipotese para garantir, pelo Corolario
4.20, a existéncia do anel de valorizacao A associado a d. Por outro lado, Ry - Sy = F
é exatamente o item (2) da Proposigao 5.4. Isso significa, em particular, que podemos

substitui-la por
UA(Sd) :FA e?i :/'.{JA (541)

Alguns dos resultados a seguir nao dependem dessa hipétese. Assim, nao a assumiremos

a priori, mencionando-a explicitamente nos pontos onde ela for utilizada.
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Fixemos uma 2-henselizacdo (H, Ay) de (F,A) (veja a pagina 52 e também a ob-
servacao da pagina 53). Vamos repetir para Ay a notagdo que usamos para anéis de
valorizacao. No entanto, como a henselizacao estara fixada daqui por diante omitiremos,
por uma questao de simplicidade, os subescritos, isto €, usaremos m = my, I' = 'y,
v = vy, k = kg, etc., para o ideal maximal, o grupo de valores, a valorizacao asso-
ciada, o corpo de residuos, etc. Observemos que Ay tem extensao unica para o fecho
quadrético F(2) e car k # 2, pois car ky # 2. Logo, pela Proposicao 4.11, 1 +m c H2.

Na segao anterior (Teorema 5.23) obtivemos uma extensao K |F que “trivializa” Sy,
isto é, tal que K2 N F = Sy e “preserva’ Ry, isto é, tal que K/K? ~ Ry/F?. A seguir,
obteremos uma 2-extensao H|F' que tem comportamento similar, mas inverte os papéis

de Rd (§] Sdi

Proposicao 5.24 Seja F' um corpo com um elemento rigido d satisfazendo a hipdtese
STE?2 ¢ F2UdE? e H como definido acima. Se valem as condigoes de (5.4.1), entio
H?>NF =Ry e Sy F? £ H/H? como grupos (em particular, H = Sy - H?).

Demonstragio. Pelo que vimos acima, 1 + m C H2. Logo, Ry = (1 4+ m4)[F? C
(1+m)H?>N F C H?>N F. Para mostrar a outra inclusao, usaremos o fato de (H, Ag)
ser uma extensao imediata de (F, A), isto é, ka =kel 4 =T.

Seja x € H2N F. Podemos escrever = y2, onde y € H. Como I' = 'y, exis-
te w € F tal que v(y) = v(w), onde v denota a valorizacdo associada a Ay. Assim
v(w™ty) = 0, ou seja, wly € A3. Como k = ka, existe u € A* tal que 7(u) = 7(w™y),

lw=ty) = 1 e dal,

onde m = my é a projegao candnica associada a Ay. Portanto, 7(u~
u'wly € 1+ m. Segue-se que F 3 u w2z = (u'wly)?ec(l+mNF=1+mye
isto implica que x € (1 4+ m4)F? = Ry.

A seguir, demonstraremos que o homomorfismo de grupos ¢ : Sy/ F? > H / H? dado
por p(zE?) = xH? é um isomorfismo. Temos, inicialmente, yF? € ker ¢ se, e somente
se,y € H*N S, = (H2 N F) NS, = RyNS; = E2. Isso mostra que ¢ ¢ injetivo.

Para mostrar a sobrejetividade de ¢ usamos novamente o fato de H|F' ser uma ex-
tensao imediata. Nao entraremos em detalhes, pois tudo é similar ao que ja foi feito
acima. Dado h € H, existem z € F e u € A* C F tais que v '27'h = w € 1 + m.
Logo, h = wz, onde w € 1+m e x = uz € F. Pela Proposicao 5.4, (5.4.1) é equivalente
a F = Ry -S4 Logo, existem r € Ry e s € Sy tais que x = r - s. Assim, h = wrs e

isto implica hs~! = wr € (1+m)-Ry C H? e, portanto, hH? = sH? e ¢ é sobrejetivo. B
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Exibimos a seguir um lema técnico que sera utilizado na demonstracao do Teorema

5.26 logo a seguir. Lembremos que (H, Ay) ¢ uma henselizacao de (F, A).

Lema 5.25 Sejay € A}, Se z € Dy(l,—y) N Ag e a forma (1, —7(y)) é anisotrdpica,
entdo existe b € H tal que b*z € A% e m(0%2) € Di(1, —7(y)).

Demonstracao. Podemos escrever z = o — y3?, onde o, 3 € H. Seja v a valorizacao
associada ao anel Ay. Temos dois casos a considerar:

Se v(a) # v(f), podemos supor sem perda de generalidade que v(a) < v(f3). Logo,

v(a™tB) > 0, isto é, ™3 € m, onde m é o ideal maximal de Ay. Como y € Ag, temos
—y(a™1B3)? € m. A partir de z = a?(1 — y(a™1()?), vemos que a 22 =1 — y(a™13)% €
1+ m. Escrevendo b = o™ !, temos entao 7(b?z) =1 € Dy (1, —7(y)).

Se v(a) = v(f), entdo B # 0. De fato, se § = 0 terfamos a = 0, pois v(«) = v(f).
Logo, z = o — yB% = 0, 0 que nao é possivel, pois z € Dy (1, —y). A igualdade v(a) =

B
Assim, 7(3722) € Dy(1, —7(y)). Basta, entio, escolher b= 3" € H. |

2
v(B) também implica que g€ A% Logo 2z = 32 ((%) — y), isto ¢, 3722 = (2)2 —y.

Vamos, agora, enunciar e demonstrar o Teorema de estrutura para o anel de Witt

do corpo F', satisfazendo nossas hipoteses.

Teorema 5.26 Seja F' um corpo com um elemento rigido d & ZF2 e A o anel de

valorizagao de F' associado a d. Suponha que valem as condigoes de (5.4.1):
UA(Sd) == FA € g; == ].CA.

Entao, a henselizagio H de (F, A) e a extensio K|F, dada pelo Teorema 5.23 sdo tais
que

W(F) ~ W (H) x W(K),

sendo o isomorfismo induzido pelas inclusoes FF C H e F C K.

Demonstragao. As condigoes de (5.4.1) sdo equivalentes a condicao (1) da Proposigao
5.4:
FIE? ~ Ry/E? x 54/ F2.

Pela Proposicao 5.24 e o Teorema 5.23, obtemos:

FJE? ~ 2 % KR,
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onde o isomorfismo acima ¢é induzido pelas inclusoes ¥ C H e ' C K. Logo, vale a
hipétese (1) do Teorema 5.1.
A seguir, mostraremos que, sob as condigoes que assumimos, vale a hipétese (2) do

Teorema 5.1, ou seja, mostraremos que vale
(Du(1,—y) N F) N (Dg (1, —y) N F) € Dp(l,—y) paratodo y € F (5.4.2)
Suponhamos, primeiro, que y € R;. Como K é pitagorico, temos
DK<17 _y> - ﬂ P7
PeHk(~y)
onde Hy(—y) é um aberto (e fechado) da topologia de Harrison (veja a pagina 115).
Se P € Hix(—y) entdo PN F € Hp(—y). Reciprocamente, se Q € Hp(—y), entao

Sqe C Dp(l,—y) C Q e, pelo item (2) do Teorema 5.23, a ordem ( estende-se a uma
ordem P de K. Portanto,

Dk(l,-yynF= () (PnF)= ()] @ (5.4.3)

PeHk(-y) QEHFp(—y)
Pelo item (1) do Corolério 3.14, y € R, implica que Dp(1, —y) é uma pré-ordem. Mais

ainda, D (1, —y) é a menor pré-ordem de F' que contém —y. Logo,

(| Q=Dr(1 -y (5.4.4)
QEHp(-y)
Juntando as equagoes (5.4.3) e (5.4.4), temos a igualdade D (1, —y) N F = Dp(1, —y).

Em particular, obtemos a inclusdo de (5.4.2) neste caso.

Suponhamos agora que y € F < R,. Pela Proposicao 5.24, temos H>NF =Ry e
H =S, - H% Paray € F ~ Ry, temos entdo y = sh?, onde s € Sy e h € H. Logo,
Dy (1,—y) = Dg(1, —s) e podemos assumir que y € S;. Vamos demonstrar que vale a

inclusdo de (5.4.2) dividindo o problema em dois casos:

Caso 1: v(y) ¢ 2T". Isto implica que y é birigido em H, ou seja, vale a igualdade
Dy(1,4y) = H*U +yH?. Como —1 € H = S;- H?, existem s € Sy e h € H tais que
—1 = sh?. Assim, Dy (1, —y) = H*UsyH? e Dy (1, —y)NE = (H*NF) (H?NF) =

U sy
~~
€F
Ry U syR,.
Agora, —1 = sh? implica —s = (sh)? € H*NF = Ry. Assim, —s € Ry C Dp(1, —y),

pois y € Sy = R(R4) (veja a Proposi¢ao 3.19, item (4)). Temos, entdo: —s € Dp(l, —y),
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o que implica s € Dp(—1,y) e, dai, sy € yDp(=1,y) = Dp(—y,y*) = Dp(l,—y). De
y € Sy obtemos Ry C Dp(1,—y). Logo RyU syRy C Dp(l, —y), como queriamos.

Caso 2: v(y) € 2I". Neste caso, y € AEH? Logo, y = wh?, onde w € A} e h € H.

Como Dg(1,—y) = Dy (1, —w), podemos supor desde o inicio que y € A}, N F = A*.
Dado x € Dy (1, —y) N F, queremos mostrar que = € Dyp(1, —y). Como Dy (1, —y) N F
e Dp(l,—y) sao subgrupos de F contendo F2, podemos supor que x € A C Ay, caso

! no lugar de z. Afirmamos que (1, —7(y))

contrario, poderiamos trabalhar com x~
é anisotrépica. De fato, se (1, —m(y)) fosse isotrépica, terfamos y € k%, logo y €
(1 +my)F? = Ry, contrariando a escolha de 3. Pelo Lema 5.25, existe b € H tal que
n(0?z) € Di(1,—7m(y)) = Dy, {(1,—7(y)) (lembremos que k = ki = k4). Logo, existe
u € Dp(l, —y) N A* tal que m(b*z) = 7(u), ou seja, u~'b*z € 1 +m C H? Dai, u 'z €
H2NF = Ry, pela Proposicao 5.24. De acordo com o pardgrafo imediatamente anterior
ao “Caso 17 acima, estamos admitindo que y € S;. Portanto, u™'x € Ry C Dp(1, —y)
e isso implica x € Dp(1, —y), como querfamos.

Acabamos de provar que vale (5.4.2). Podemos entao usar o Teorema 5.1 para ga-
rantir a decomposigao W (F) ~ W(H) x W(K), onde o isomorfismo ¢ induzido pelas

inclusbes F C He F C K. [ |

Na demonstracao do Teorema 5.26 acima, fica evidente a dualidade “ordem-valori-
zacao” na decomposigao do anel de Witt W (F). Explicando melhor: os dois corpos
que realizam a decomposicao sao uma henselizacao e um corpo pitagérico para onde um
conjunto de ordens se estende de modo unico.

O Lema 5.27 abaixo estabelece a estrutura do anel de Witt de um corpo munido de

um anel de valorizagao 2-henseliano.

Lema 5.27 Dado um corpo H, suponhamos que existe um anel de valorizacao 2-henseliano
Ag de H, com grupo de valores T e corpo de residuos k. Entdo W (H) ¢é isomorfo ao
anel de grupo W (k)[G], onde G ~T'/2T.

O Lema 5.27 é a generalizacao de um resultado classico de T.A. Springer e sua
demonstragao segue-se do Coroldrio 4.7 e das observagoes no inicio da pagina 37 de [22].
Obtida a decomposi¢ao de W (F') como produto de anéis de Witt de extensoes H|F
e K|F, devemos agora destacar as informagoes que temos sobre a estrutura de cada
um dos “fatores”: W(H) e W(K). Para nao sobrecarregar o Teorema 5.26, preferimos

destacar essas informagoes no Corolario 5.28 abaixo.
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Corolario 5.28 Admitindo que valem todas as hipdteses do Teorema 5.26, temos a
decomposicao

W(F) ~ W (H) x W(K),

onde W(H) ~ W(ka)|G] é um anel de grupo, com ka o corpo de residuos do anel de
valorizagio A associado a d, G ~ T's/2T'4 e T'y grupo de valores relativo a A. Mais

ainda, como K € pitagdrico, o anel W(K) € livre de tor¢ao.

Demonstracao. A decomposicao W (F) ~ W (H) x W(K) é o resultado do Teorema
5.26. Como (H, Ap) é uma 2-henselizacao de (F, A) temos, pelo Lema 5.27, que W (H) ~
W (k)[G], onde k é o corpo de residuos e I" é o grupo de valores do anel de valorizacao
Ag e G ~T/2I'. Como H|F é uma extensao imediata, temos k = k4 e I' = I'4. Logo,
W(H) ~W(ka)|G] e G ~T4/2T 4.

Finalmente, como K é um corpo formalmente real e pitagérico, seu grupo de Witt
W(K) é livre de torgao (cf. Scharlau [31], Teorema 4.10, pagina 43 e Observagao 4.11,
pagina 44). |

Exibimos, na pagina 21, Exemplo 3.9, um corpo admitindo um elemento rigido que
nao ¢ birigido. No entanto, o corpo exibido nesse exemplo é pitagérico. A seguir exibimos
um exemplo de corpo formalmente real e nao pitagorico, admitindo um elemento rigido

que nao ¢ birigido.

Exemplo 5.29 Um corpo formalmente real e nao pitagorico admitindo um elemento

rigido que nao € birigido.

Seja F' um corpo formalmente real e nao pitagoérico. Fixada uma pré-ordem T de F,
suponhamos que R(T) = ,er D(1, —t) # F? e que exista um anel de valorizagao A de
F' que seja T-henseliano, com corpo de residuos k4 formalmente real e com v4(7T') # 2T 4.

Se denotarmos R = (1+m4)F?, entdo, pela Proposicio 4.9, RNT = F2. Sejad € T
tal que va(d) € 2I'4. De modo anélogo ao que fizemos no Exemplo 3.7 da pagina 20
ou na demonstragao do Corolario 3.14, item (3), podemos concluir que d é R-birigido.

Mais ainda, como d € T
D{1,d) C (R+dR)NT = (RUAR)NT = (RNT)Ud(RNT) = F? U dF?

o que mostra que d é rigido.
A seguir, mostraremos que —d nao é rigido. Primeiro, como d € T, temos R(T') C
D(1,—d). Supondo, por absurdo, que —d fosse rigido, teritamos R(T) C D(1,—d) =
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F2U —dF?. Se R(T) N —dF? # (), entdo —d € R(T). Logo, —d € D(1, —t), para todo
teT, istoé, T C D(1,d) = F2U dF?, pois d é rigido. Como ZF2 cT cC F2UdF?
e S F? ¢ F?, pois F nédo é pitagérico, terfamos dF? NS F? # (), ou seja, d € 3 F2.
Como k4 é formalmente real terfamos, pelo Lema 3.7, pagina 23, de [22], que va(d) €
va(Y F?) = 2I'4, contrariando a escolha de d. Assim, R(T) N —dF? =0 e R(T) = F?,
contrariando nossa hipétese. Portanto, —d nao é rigido.

Para produzir um anel de valorizacao satisfazendo as condi¢oes impostas no Exemplo
5.29, podemos proceder da seguinte maneira. Primeiro, tomemos um corpo formalmente
real L munido de um anel de valorizacao B tal que kg é formalmente real e I'g # 2I'p.
Fixemos uma pré-ordem S de L e consideremos o S-fecho Lg de L (veja a Defini¢ao
2.8). Tomemos entao (F, A) como sendo uma S-henselizacio de (L, B) (veja a pagina
52) e T = L% N F. Notemos que o T-fecho de F' é igual ao S-fecho de L. De fato, Fr é
pitagérico e F2NL = (F2NF)NL=TNL =S8, logo Ly C Fr. Por outro lado, Lg
é pitagorico e L?g N F =T (por defini¢ao), logo Fr C Lg. Vale portanto a igualdade
Ls = Fr e o anel de valorizagao A é T-henseliano. Como a extensao (L, B) C (F, A) é

imediata, temos k4 = kp formalmente real e I'y # 2I'4, pois ['4 = I'p.

55 O casodey F?

No que segue usaremos, como de costume, a letra d para designar um elemento do
corpo F' que é rigido e nao é birigido. No decorrer do trabalho, mantivemos a hipétese
dé& > F2. Essa hipdtese é necessdria para provarmos, usando o Lema 3.6, que Ty é
pré-ordem (Proposicao 3.17) e que d é Ty-birigido (Corolario 3.18). Portanto, é uma
hipdtese essencial para a construcao do anel de valorizagao associado, feita no Capitulo
4, e para a conseqiiente decomposicao do anel de Witt obtida no Teorema 5.26.

Como vimos na pagina 28, se F' nao é pitagéricoe d ¢ 3" F? entdo S F2? ¢ F2UdF?.
No que segue, continuamos a admitir que F' nao é pitagorico e admitimos
também que 3 F? ¢ F2UdF?, mas passamos a assumir que d € 3 ['2. Veremos
a seguir que neste caso também ha uma decomposigao de W (F') como no Teorema 5.26.

Primeiramente, se d € Y. F?, temos Ry = D(1,—d) N Ry = Ry, onde Ry, =
Nsey #2 D(1, —s) como no item (3) da Proposi¢ao 3.19. Recordemos a notacao, in-

troduzida na péagina 39,

A (F)={x € ZF2 | z nado ¢ rigido}.
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Lembremos ainda que, por um resultado de [13] citado nessa mesma péagina, A, (F) é
um subgrupo de 3 F2.
Uma vez que d € 3 F? é rigido, temos (3] F? : A-(F)) > 2. De acordo com [14],

Teorema 2.8 e Proposicao 3.2, se

O F?: A (F)) > 2
ou (5.5.1)
O F?:A(F)=2 e O F*:F) =4

existe um anel de valorizagao O de F' com 1+ mp C Ry e corpo de residuos ko nao

formalmente real e com caracteristica diferente de 2. Como nossas hipdteses implicam
que A (F) # S F2e (3. F?: F?) > 2, 0 Teorema 2.7 de [14] garante que

Ro = (1 + mo)FQ.

A partir daqui, passaremos a supor que vale uma das condigoes de (5.5.1).
Notemos que varios resultados do Capitulo 3 continuam validos. Por exemplo, todas

as hipéteses do Corolario 3.14 continuam validas. Logo, podemos afirmar que

(1) Para todo t € Ry ~ F?, D(1,—t) é uma pré-ordem de F.
(2) d é Ry-birigido.

A presenga de um elemento rigido d em F2 tem conseqiiéncias sobre a estrutura
de " F2. Mais precisamente, pelo Lema 1.7 de [5], existe um elemento w € 3 F? tal
que S°F? = D(1,w). Assim, para todo s € 3. F? temos s € D(1,w), ou seja, —w €
D(1,—s), para todo s € 3. F2. Em outras palavras, —w € Neey i2 D(1,—5) = Ro.
Portanto, — > F 2N Ry # 0 e isso mostra que, ao contrdrio do que ocorre no caso em
que d nao é soma de quadrados, nao existem ordens de F' contendo Rj.

Como fizemos na pagina 52, podemos tomar uma 2-henselizagao (H,O') de (F, O).
Pela Proposicio 5.24, temos H> N F = Ry, H/H? ~ Sy/F?, onde Sy = R(Ry) =
Nic Ro D(1,—t). Em particular, o corpo H nao é formalmente real. De fato, se ) fosse
uma ordem de H, entao H2 C Q, logo Ry = H*NF C QN F, com Q N F ordem de F.

Como nao existem ordens de I’ contendo Ry, H nao pode ser formalmente real. Logo,

o corpo de residuos ko também nao pode ser formalmente real e > F2? = k.

Outra conseqiiéncia de " F2 = D(1,—2), com z = —w € Ry é que a pré-ordem
So = R(Ro) = e, D(1, —t) satisfaz Sy € D(1,—z) = > F?. Logo Sy = > F?. De
acordo com o que observamos acima, m = ko.

No presente contexto, vale a seguinte reformulacao da Proposicao 5.4:
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Proposicao 5.30 Seja F um corpo, d € 3" F2 wm elemento rigido de F tal que 3 F? ¢
Dp(1,d) e O um anel de valorizagio tal que Ry = (1 + me)F2, com corpo de residuos

ko e grupo de valores I'p. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) F/EF? ~ Ry/F? x 3. F2/F? (produto direto de grupos abelianos).
(2) Ry-S F?=F.
(3) UO(Z F2) = FO.
Demonstragao. Com as observacoes feitas nos paragrafos logo acima, as equivaléncias

da Proposicao tém as mesmas demonstracoes daquelas da Proposicao 5.4. Vale notar

que a condigao geral (5.0.1) pode ser reescrita, no nosso caso, como em (3) pois, como

observamos acima, R(Ry) = 3. F'2 = ko vale sempre. |

A partir desse ponto vamos supor que valem as condicoes equivalentes da Proposicao
5.30.

Pelo Teorema 5.23, existe uma 2-extensao pitagérica K|F, contendo o fecho pi-
tagérico F, de F, tal que Ry/F? ~ K/K? e K2NEF = Sy, = S, F2. Além disso, os
espagos de ordens Xr e Xk sao homeomorfos.

Dessa forma, obtemos um teorema analogo ao Teorema 5.26 para o caso d € ) F2,
cuja demonstragao é inteiramente similar. Vale ressaltar que, na presente situagao, como
H nao é formalmente real, o unico ideal primo de W(H) é I H, logo W (H) é um anel

local (cf. [23], Corolario 7.8, pagina 280 ou [31], Teorema 7.9, pagina 58).

Teorema 5.31 Seja F' um corpo com um elemento rigido d € F2. Suponhamos que
vale uma das condigoes de (5.5.1) e consideremos O o anel de valorizagdo de F' tal que
Ry = (1+m@)F2. Suponha que vale uma das condi¢oes equivalentes da Proposi¢ao 5.30.

Entao, as extensoes H|F e K|F dadas acima sdo tais que
W(F)~W(H) x W(K),

sendo o isomorfismo induzido pelas inclusoes F C H e F' C K. Mais ainda, W(H) =~
W(ko)[G] € um anel de grupo local com ko corpo de residuos de O, G ~ I'p/2To e
W(K) € um anel de Witt livre de tor¢ao.

Demonstracao. Veja a demonstracao do Teorema 5.26. |



Apeéendice A

Breve resumo sobre a teoria de

Galois infinita

Resumimos abaixo algumas informacgoes essenciais sobre a teoria de Galois no caso
em que as extensoes tém grau infinito. O material exposto neste apéndice pode ser
encontrado com maior detalhe por exemplo no Capitulo I de [30], em [35], Capitulo 3
ou ainda [29], Capitulo VII.

O teorema fundamental da teoria de Galois, no caso finito, estabelece uma corres-
pondéncia bijetiva entre os subcorpos de uma extensao galoisiana finita K |F (isto é, os
subcorpos de K que contém F') e os subgrupos do grupo de Galois G(K|F), dada da
seguinte maneira: se G = {H | H é subgrupo de G} e X = {L| L é corpo, F C L C K},
definimos ® : G — K dadapor ®(H) = {z € K|o(x) =2,Vo e H} = K# e U : K — G,
dada por U(L) = {0 € G|o(x) = z,Vz € L} = G(K|L). Entao ¥ = &~

Por outro lado, se K|F é uma extensao infinita, essa correspondéncia pode deixar

de ser bijetiva, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo. [30], p.3 Sejam p # ¢ # 2 nimeros primos. Seja F' =TF, e
F:FOCF1CF2C"'

tal que F; é a tinica extensao de F' de grau [F; : F] = ¢'. Definimos
N=JF.
i=1
Temos, entao, F; = {x € N | = 0}. Seja G = G(N|F).
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Se ¢ : N — N é o automorfismo de Frobenius, dado por ¢(z) = 2P, e H = {¢" |n €
Z}, vamos provar que ®(H) = ®(G) e H # G, o que mostra que ¢ nao ¢ injetiva.

Primeiramente, dado z € N tal que o(x) = z, para todo o € H, temos, em particu-
lar, que ¢(x) = z, ou seja, xP = z. Logo, x € F, o que mostra que ®(H) = F = &(G).

Para mostrar que H # G, devemos construir um F-automorfismo o de N que nao

pertenca a H. Para cada i = 1,2,..., seja k; = 1 + ¢+ --- + ¢~!. Consideremos

r. = ©Fi|g, podemos definir um F-

automorfismo o : N — N, dado por o(z) = ¢*(x), se v € F;. Supondo o € H,

o F-automorfismo ¢* de N. Uma vez que i+t

= ©"|p = ©"|p, o que implicaria n = k;( mod ¢'), para cada

i, pois G(F;|F') é um grupo ciclico gerado por ¢|g,. Multiplicando essa congruéncia por

terfamos 0 = " e o

q — 1, obterfamos
(¢ —1)n=—1( mod ¢)

para cada ¢, o que é impossivel, se ¢ # 2. Portanto, 0 € G \ H.

No exemplo acima, apesar de o € G~ H, podemos obter “aproximacoes”’ de o pelos
b ) 3

homomorfismos ¢* € H, pois o|p, = "

F, € as subextensoes F' C F; C N tornam-se
maiores, conforme ¢ cresce. Isso nos leva a idéia de introduzir uma topologia em G de tal
modo que o = lim ¢*. Assim o, embora nao pertenca a H, pertenceria ao fecho de H,
relativo a essa topologia, o que sugere uma correspondéncia bijetiva entre os subcorpos
de K|F e os subgrupos fechados de G. Essa é a topologia de Krull, que introduziremos
a seguir.

Uma extensao K|F (finita ou infinita) é dita galoisiana se, para cada polindmio
irredutivel f € F[X], o niimero de raizes distintas de f em K é 0 ou igual ao grau de
f. Se K|F é uma extensao galoisiana e G = G(K|F), entao

S ={G(K|L) : L|F é extensao normal finitae FF C L C K} (A.0.1)

¢ uma base de abertos do elemento 1 € G. A topologia definida por S é chamada
topologia de Krull de G.

Se K|F é uma extensao galoisiana finita, entao a topologia de Krull de G(K|F) é a
topologia discreta.

Se 0,7 € G(K|F), entdao 7 € 0G(K|L) se, e somente se, o' € G(K|L), isto ¢, se, e
somente se, |, = 7|,. Logo, dois elementos de G(K |F') estao “préximos” se, e somente
se, coincidem em um subcorpo grande F' C L C K, onde L|F é extensao finita.

Um grupo topologico é um espaco topoldgico que tem uma estrutura de grupo tal

que a aplicagao (z,y) — xy~ ' de G x G (com a topologia produto) para G ¢ continua.
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Um grupo topoldgico G é dito profinito quando é Hausdorff', compacto? e totalmente
desconexo®.

E possivel mostrar que todo grupo de Galois munido da topologia de Krull é Haus-
dorff, compacto e totalmente desconexo, logo é um grupo profinito. Reciprocamente,
cada grupo profinito pode ser representado como grupo de Galois de alguma extensao
de corpos.

A seguir, daremos uma caracterizagao importante de um grupo profinito em termos
de um “limite projetivo” (cf. [29], pagina 122). Todo grupo profinito G = G(K|F)
(onde K|F é uma extensado, possivelmente infinita) é limite projetivo de um sistema

projetivo (sobre um conjunto dirigido) de grupos finitos, isto é,
G =1limGy (A.0.2)

Onde G = G(L|F) ~ G(K|F)/G(K|L) é um grupo finito (pois L|F' é extensao finita)
para todo L.

De especial interesse para nds sao os 2-grupos profinitos, também chamados grupos
pro-2. Estes grupos sao exatamente os grupos de Galois das 2-extensdes K|F (veja a
defini¢do na pagina 2). Os 2-grupos profinitos ocorrem naturalmente como grupos de
Galois dos fechos pitagéricos Frr|F' (veja a Proposigao 2.9). Convém mencionar que, para
cada “classe” C de grupos finitos, podemos definir grupos pro-C, mas nao precisaremos
de tal generalizacao aqui (para detalhes, o leitor interessado deve consultar [35], pdgina
19).

Notemos que, por (A.0.2), se G é um p-grupo profinito, entdo G = lim Gy, onde
Gr = G(L|F) é um p-grupo (finito). Logo, G = G(K|F), onde K = limz, L;|F ex-
tensao finita, K C F(p). Supondo que, dados i, j € I, existe k € I tal Ql;Li UL; C Ly,

o limite injetivo lim coincide com a reuniao | J,.; L;.
—

Exemplos. (1) O grupo de Priifer 7 = lim Z/mZ, onde, dados m,n € Z, com n|m, de-
finimos Z/mZ — Z/nZ como a projecao natural. Se [, é o corpo finito com p elementos
e F, é o seu fecho algébrico, entdo Gy, = G(F,|F,) = lim G(K,,|F,) = imZ/mZ = Z

'Um espaco topolégico E é Hausdorff se, dados z,y € E, com z # vy, existem vizinhancas abertas

UszeVoytaisqueUNV = 0.
2Um espaco topoldégico Hausdorff E é compacto, quando toda cobertura aberta de E possui uma

subcobertura finita.
3Um espaco topoldgico E é totalmente desconexo, quando, dado z € E a componente conexa de E

que contém x é {x}.
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(K, é a extensao de grau m de IF,).

(2) Se p é um numero primo e m,n € N, com m < n, definimos Z/p"Z — 7Z/p"Z como
sendo a projecao natural. Logo, existe o limite imZ/p"Z = Z,, o grupo aditivo dos

inteiros p-adicos.

Os grupos Z e Z, dos exemplos (1) e (2) acima sdo limites projetivos de grupos
ciclicos. Tais grupos sao ditos pro-ciclicos. Um grupo pro-ciclico G é topologicamente
gerado por um tunico elemento o € G. Isso significa que G é o fecho de {¢" |n € Z}.

A seguir, enunciaremos o Teorema Fundamental da Teoria de Galois, para extensoes

galoisianas (finitas ou) infinitas.

Teorema A.1 ([35], Teorema 3.2.1, p.49) Seja K|F uma extensio galoisiana (fi-

nita ou infinita). Entao as aplicagoes
V:L+— G(K|L)

d:H+— KH

estabelecem uma correspondéncia biunivoca entre as subextensoes L|F de K|F' e os sub-
grupos fechados de G(K|F'). Os subgrupos abertos de G(K|F') correspondem exatamente

as subextensoes finitas de K|F.



Apeéendice B

Corpos Ordenados e Estudo de

Pré-ordens

Neste paragrafo estudamos alguns fatos basicos sobre os corpos ordenados. O material
a seguir ¢ bem conhecido e pode ser encontrado em diversos livros. Mesmo assim, re-
solvemos inclui-lo por uma questao de conveniéncia para o leitor. As referéncias sobre

o assunto que seguimos ao redigir as linhas seguintes foram os livros, [21], [22] e [27].

Notacao: a seguir, usaremos livremente os simbolos F' = F'* para denotar o grupo

multiplicativo F' ~ {0}.

Uma ordem em um corpo F é um subconjunto P C F tal que:
(i) P#F
(ii) P+PCP
(i) PP C P
(iv) PU(-P)=F

Um corpo F', munido de uma ordem P (notagao: (F,P)), é dito corpo ordenado.

Observacoes:

(1) F2 C P. De fato, se # € F, entdo 2 € P ou —a € P. Assim, 2° = 22 =
(—z)(—x) € P (pelo item (iii)). Portanto, 2 C P. Pelo item (ii), vemos ainda

114
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que 3" F? € P, onde 3 F? é o conjunto formado por todas as somas finitas nio

nulas de quadrados em F', isto é:
ZFzz{Zx?#OMEN,xiEF} (B.0.1)
i=1

Denotamos ainda > F? = 3" F2 U {0}.

(2) O item (i) é equivalente a —1 ¢ P. De fato, é claro que —1 ¢ P implica que
P # F. Para a outra implicacao, se —1 € P, entao, para todo = € F, podemos
escrever T = ("’““TJFI)2 + (—1)(%)2 € F?+(-1)F?C P+ PP CP. Logo, -1 € P
o que implica que F' C P, isto é, F' = P.

(3) PN (—P) = 0. De fato, se existisse z € PN (—P), entdo z € P e —x € P. Logo,

1

—1=—zx~" = —x5 € P, 0 que nao ocorre.

(4) Uma ordem P é um subgrupo de fndice 2 em F. Isto fica claro a partir de (iii) e

(iv) e do seguinte fato: se z € P, entdo z~' = ()2 € P- F2 C P.

z
Vamos denotar o conjunto das ordens de um corpo F' por Xz . Podemos introduzir
uma topologia nesse conjunto, tomando como subbase de abertos a familia dos conjuntos

de Harrison :
H(z):={P e Xp|z e P}, onde z € F.

E possivel mostrar que, com essa topologia, Xz torna-se um espaco booleano , ou seja, um

espago compacto, Hausdorff, e totalmente desconexo (cf. [23], Teorema 6.3, pagina 271).

Observagao: Se K|F é uma extensao de corpos, entao p : X — Xp dada por P —
PN F éuma aplicacio continua. De fato, para cada x € F, p~'(Hp(x)) = Hy(x), onde
o subescrito indica o corpo respectivo.

Dada uma ordem P € X, escrevemos x >py se x —y € P. Dessa maneira, podemos
falar em elementos positivos (aqueles em P) e em elementos negativos (aqueles em
—P). Quando a ordem for clara do contexto, podemos escrever a desigualdade >p
simplesmente como >.

Vamos introduzir, agora, um dos conceitos centrais no que se segue:

Definicdo B.1 Uma pré-ordem em um corpo F é um subconjunto T C F tal que

(i) T#F
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(i) F2CT
(iii) T+ T CT

(iv) TT C T

De modo similar ao que foi feito na observagao (1), podemos mostrar que a condigao
T + F pode ser substituida por —1 € T. Se z € T, entao z—* = (z~!)’z € (F)QT CT.
Assim, T é um subgrupo de F. O ntmero [F : T] < 0o é chamado indice da pré-ordem
T. Note que uma pré-ordem 7' é uma ordem se, e somente se, tem indice 2. De fato, pela
observacao (4) acima, toda ordem tem indice 2. Por outro lado, se T' é uma pré-ordem
e [F:T] =2, entdo existe z € I tal que F = TUzT. Como —1 € F e —1 ¢ T, temos
—1 € aT, o que implica —1 = 2t,t € T. Assim, x = —t~!, donde 27 = —t"'T = —T.

Definigao B.2 Um corpo € dito formalmente real se, e somente se, —1 & ZFQ

Pela Definicao B.1, um corpo ¢é formalmente real se, e somente se, > F'? ¢ uma pré-
ordem de F'. Neste caso, Y F? estd contida em qualquer pré-ordem T, logo é a menor

pré-ordem de F. > F2 ¢ chamada pré-ordem fraca de F.

Dados uma pré-ordem 1" de F' e um elemento a € F', denotamos
Tla] =T +aT ={t+at' #0|t,t' € TU{0}} (B.0.2)

As propriedades (ii)-(iv) da definicio B.1 valem para T[a]. De fato, F> ¢ T C TJal,
o que prova (ii). Se z,y € Tl[a], entdo x = t + at’, y = v + av/, com ¢, ¢, u, v’ € T,
logo, x +y = (t +u) + a(t’ +u') € T + aT = Tla], o que prova (iii). O produto
ry = (tu + a*t'u’) + a(tu' + t'u) € T + aT = T|al, provando (iv). Assim, para que T'[q]
seja uma pré-ordem, é necessario e suficiente que —1 ¢ T'[a]. O Lema a seguir, fornece

um critério, envolvendo a, para que T'[a] seja uma pré-ordem.

Lema B.3 ([22], Lema 1.2, p.2) Seja T C F uma pré-ordem e a € F. Entdo T|a] é

uma pré-ordem se, e somente se, a & —T.

Corolario B.4 ([22], Corolario 1.3, p.2) Uma pré-ordem T C F ¢ mazimal (em

relagdo a inclusao) se, e somente se, T € uma ordem.

Corolario B.5 ([22], Corolario 1.4, p.3) Qualquer pré-ordem T C F estd contida

em pelo menos uma ordem de F'.
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Teorema B.6 (Artin-Schreier, [22], Teorema 1.5, p.3) Um corpo € formalmente

real se, e somente se, admite uma ordem.

Se F' é um corpo de caracteristica prima car (F') =p > 0, entdo 1+1+---+1+1=10
para um nimero n > 1 finito de parcelas. Daf, —1 = 124---+1%2 € 3" F% e, assim, F niio
¢é formalmente real. Portanto, todo corpo ordenado tem, necessariamente, caracteristica

igual a zero.

Notagao: Dada uma pré-ordem 7' de F', denotamos
X/T ={P € Xp|T C P}.

Pelo Corolédrio B.5, sabemos que X /T # (). Mencionamos ainda que X /T é um subes-
paco do espago de ordens Xp, com a topologia induzida pela topologia de Harrison em
Xp, ou seja, Hp(x) = {P € X/T |z € P}, para cada z € F.

Teorema B.7 (Artin, [22], Teorema 1.6, p.3) Para toda pré-ordem T C F, temos
T= () P.
PeX/T
Seja K|F uma extensao de corpos, P € Xp e Q € Xi. Uma ordem qualquer de K
projeta-se sobre uma ordem de F' do seguinte modo: Q N F € Xp. No entanto, como
veremos adiante, nem sempre um ordem de F' “sobe” para K. Dizemos que () é uma
extensdao de P, ou que P prolonga-se a (), quando P = QN F. De modo analogo, se T' é

uma pré-ordem de F e S é uma pré-ordem de K, dizemos que S estende T se T'= SNF.

Os trés lemas a seguir nos dao critérios para decidir quando uma ordem de F' se
estende para K. O Lema B.8 refere-se a extensoes arbitrarias e vamos usa-lo na demons-
tracao do Lema B.9, que da um critério simples para o caso de extensoes quadraticas,
e do Lema B.10, que mostra que, no caso das extensoes de grau impar, todas as ordens

se estendem.

Lema B.8 ([27], Lema 1.2.1, p.13) Se K|F ¢é uma extensdo de corpos e P é uma

ordem de F', entao P estende-se a K se, e somente se

Tk (P) = {Ztiﬁiz‘n eN,t;e Pe (3 € K,Vi}

i=1

€ uma pré-ordem de K.
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Observagao: Tk (P) é uma pré-ordem de K que estende P.

Lema B.9 ([27], Teorema 1.2.3, p.13) Uma ordem P de F estende-se ao corpo F(\/a)

(a € F) se, e somente se, a € P.

Como conseqiiéncia direta do Lema B.9 acima, temos: se a € ZF 2 F?, entdo
todas as ordens de F se estendem para F(y/a). Por outro lado, se a € — 3 F2, entéo
nenhuma ordem de F' se estende para K = F(y/a) (em particular, K nao é formalmente

real neste caso).

Lema B.10 ([27], Teorema 1.2.4, p.13) Se K|F € uma extensdo finita de grau impar,
entao toda ordem de F' se estende para uma ordem de K. Em particular, K ¢é formal-

mente real.

Exibimos, a seguir, alguns exemplos de corpos ordenados.

(1) O corpo R dos nimeros reais é um corpo ordenado, possuindo uma unica ordem:
STR? = R2

(2) O corpo Q dos numeros racionais é um corpo ordenado, também com uma unica
ordem, a saber, > Q2. Observe, porém, que > Q? # Q?, pois, por exemplo, V2 ¢ Q,
ou seja, 12 + 12 = 2 ¢ Q?, enquanto 12 + 12 € > Q2.

(3) O corpo Q(v/2) tem exatamente duas ordens, uma onde v/2 é positivo e outra onde
V2 é negativo. Observe que Q(v/2) pode ser imerso em R (por homomorfismos que
preservam ordem) de duas maneiras: a primeira, levando /2 nele mesmo (identidade)
e a outra levando v/2 em —+v/2. Estes homomorfismos sio exatamente os elementos do
grupo de Galois G(Q(v/2)|Q). Em geral, se K e K(y/a) sdo corpos ordenados, cada
ordem de K estende-se a duas ordens de K (+/a), uma na qual \/a é positiva e outra na

qual y/a é negativa.

(4) Fixado um corpo ordenado (Fy, Py), considere o corpo de fungdes racionais F' = Fy(t).
Podemos construir algumas ordens em F' extendendo a ordem Fj, da maneira seguinte:
(a) Considere um polindémio f € Fy[t] positivo se o coeficiente lider de f for positivo.
Uma fracao § € F(t) é positiva se e somente se f e g tém o mesmo sinal. Obtemos
assim uma ordem P; em F' estendendo a ordem Py dada em Fy (isto é, P, N Fy = Fy).

A ordem total induzida em Fy[t] coincide com a ordem lexicografica. Para todo a € Fj
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temos t — a € P, de modo que t é um elemento “infinitamente grande” em relacao aos
elementos de F. Denotamos Fy < t para resumir a seguinte informacgao: a < t,Va € Fy.
Se aplicarmos o Fy-automorfismo de F' que leva t em —t, obteremos a ordem P, “conju-
gada” de P; em F onde t é negativo, menor que qualquer elemento de Fy, isto é t < Fj
(uma espécie de “—o00”). (b) Considere um polinomio f € Fy[t] positivo, se o coeficiente

de menor grau de f for positivo e uma fracio £ Fy(t) positiva se e somente se f e g

9
tém o mesmo sinal. De modo similar ao que fizemos em (a), obtemos uma ordem Pj
em Fy(t) tal que 0 < ¢t < Fy (t em um “infinitesimal” positivo). O Fy-automorfismo de
F que leva t em —t tranforma a ordem P3; em sua “conjugada”’ Py, onde t faz agora o

papel de “infinitesimal” negativo, isto é, —Fy <t < 0.

Um corpo F' é dito real fechado se F é formalmente real e se nenhuma extensao
algébrica de F' é formalmente real. A seguir, exibimos duas caracterizagoes (classicas)

de um corpo real fechado.

Teorema B.11 (Artin-Schreier, 1926, [27], Teorema 1.2.10, p.14) As seguintes

afirmagoes sao equivalentes:
(1) F € real fechado.

(2) F? € uma ordem de F e todo polinomio p(X) € F[X] de grau impar tem uma raiz

em F.

(3) F # F(v/—1) e F(\/=1) € algebricamente fechado.

O Teorema B.11 acima garante que o corpo R dos nimeros reais é real fechado.
Podemos usar, por exemplo, a condicao (2), pois R? é uma ordem em R e todo polindémio
de grau fmpar p(X) € R[X] tem uma raiz em R (isso é uma conseqiiéncia, por exemplo,
do teorema de Bolzano). Veja que, pela condigao (3) do Teorema, R(v/—1) = C é
algebricamente fechado. Isso fornece uma demonstracao do “Teorema Fundamental da
Algebra”.

Definicao B.12 Dado um par (F, P), onde F' € um corpo formalmente real e P é uma
ordem de F, uma extensao A D F é chamada fecho real de F' (relativo a ordem P) se

satisfaz:

(1) A € real fechado.
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(2) A|F € extensdao algébrica (nao necessariamente finita).

(3) P=A*NF.

Um corpo E é dito euclidiano se é formalmente real e |E//E?| = 2. Um corpo eucli-
diano tem uma unica ordem, a saber E?. Exemplos imediatos de corpos euclidianos sao
os corpos reais fechados. O resultado a seguir fornece varias caracterizacoes dos corpos

euclidianos:

Teorema B.13 ([21], Teorema 10.1, p.89) Para um corpo formalmente real E, as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) E € euclidiano.

(2) E € pitagdrico' com uma tinica ordem.

(3) K = E(v/—1) € quadraticamente fechado, i.c., K* = K.
(4) E tem uma extensdo finita que é quadraticamente fechada.

(5) Nenhuma extensao quadrdtica de E € formalmente real.

Na péagina 1, definimos o fecho quadrético de F', denotado por F(2), como o menor
corpo quadraticamente fechado que contém F'. A seguir, iremos estabelecer uma corres-
pondéncia biunivoca entre as involugoes do grupo de Galois G(F'(2)|F') (veja a defini¢ao

na pagina 4) e os corpos euclidianos F tais que F C E C F(2).
Lema B.14 Se o0 € G(F(2)|F) € uma involugao, entao —1 ¢ E2.

Demonstragao. Suponhamos que —1 € E2. Entdo, para todo x € FE,, terfamos
= (32)? + (-1)(51)? € B2+ E2. Logo E, = EZ + E2.

Se 14 ¢* € E?, para todo ¢ € E,, entao E, = E2 + E? = E? e logo E, = E?, o que
¢ uma contradi¢do pois, como ¢ é uma involugado, F' C E, & F(2) e F(2) é o menor
corpo quadraticamente fechado contendo F'.

Suponha, agora, que 1+ ¢ ¢ E2?. Tomemos a = H%

de corpos E, C E,(y/a) C E,(\/1+ /a). De [F(2) : E,] =2 e E,(\/1++/a) C F(2)

temos, necessariamente, 1 + v/a = (z + yy/a)? com z,y € E,. Assim, 2% + y?a = 1

e consideremos as extensoes

e 2zy = 1. Resolvendo este par de equagdes para x, obtemos 2 = Ev1=a Vzlfa e assim
1 —a = (22> — 1)*, 0 que implica, substituindo a por =, que 1 +¢* = ﬁ € E2.
Entretanto, isto contradiz a hipdtese. Concluimos, entao, que —1 & E2. ]

IPara a definicdo de corpo pitagérico, veja a pégina 4.
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Proposicao B.15 Seja F' um corpo formalmente real. Dado um F'-automorfismo o €
G(F(2)|F), temos: o é uma involugdo se, e somente se, F(2) = E,(v/—1) e E2 ¢ uma

ordem de E,. Em particular, E, é euclidiano.

Demonstracao. (Somente se) Primeiramente, uma vez que F'(2)|E, é uma extensao
quadrética, temos que |G(F(2)|E,)| = [{1,0}| = 2. Logo, F(2) = E,(,/y), para algum
y € E,. Como F(2) ¢ quadraticamente fechado, —1 é um quadrado em E, (\/y) = F (2).
Assim, —1 = (a + ﬁﬂ)Q, onde «, f € E,. Logo, —1 = a? + f*y +2af,/y. Esta tltima
igualdade pode ser reescrita como —1 = o? + 3y e a3 = 0. Se 3 = 0, entdao o? = —1,
com a € E,. Mas isso é impossivel, pelo Lema B.14. Assim, o = 0 e 3%y = —1, o que
implica que y = —(372. Portanto, F (2) = E, (\/g) =FE, (W) =FE, (\/—_1)

Devemos mostrar agora que E2 é uma ordem de E,. As tnicas partes nao triviais que
precisamos verificar sao E* + E2 C E?2 e E>U—FE? = E,. De E, (\/—_1)2 = E, (vV-1)
temos que, para u,v € F, arbitrarios, existem x,y € F, tais que (x—i—y\/—_l)2 =
u + vv/—1 (ou seja, todo elemento E, (\/—_1) tem uma raiz quadrada). Assim, temos
2?2 —y? = u e 2oy = v. Podemos eliminar y das tltimas duas igualdades para obtermos
4a* — 4uz?® — v? = 0 e, resolvendo essa equacao na indeterminada x, obtemos z? =
@. Logo +vu? 4+ 02 = 222 —u € E,. Isso mostra que u® + v?> € E? quaisquer
que sejam u,v € E,. Portanto, E2 + E2 C E2.

Finalmente, dado z € E,\ E2 devemos mostrar que x € —E?. Temos \/z € F (2) (de
fato, z € E, C F(2) e F (2)* = F (2)). Assim, E, G E, (vz) C F(2)e[F(2): E,] = 2,
o que implica E, (y/z) = F (2) = E, (v/—1). Assim, \/z € E, (v/—1). Logo, existem
u,v € E, tais que \/r = u + vv/—1, ou seja, x = u? — v? + 2uvy/—1. Temos, entdo
u?—v?=xeuv =0. Sev =0, entdo r = u*> € E2, o que contradiz a hipétese. Portanto,
u=0ex=—0v?€—F2
(Se) Seja E D F um corpo tendo E? como ordem (e, portanto, formalmente real) e tal
que F(2) = E(v=T). Temos |G(F(2)|E)| = |G(E(/=T)|E)| = [E(/=T) : E] < 2. Se
[E(v/-1) : E] = 1, entdao /=1 € E, logo —1 € E?. Mas, por hipétese, E é formalmente
real e, assim, temos necessariamente [E(y/—1) : E] = 2, o que implica |G(F(2)|F)| = 2.
Conseqlientemente, G(F(2)|E) = {1,0} para alguma involucao o. Portanto, £ = E,.

Dado ¢ € G(F(2)|F), uma vez que E, é formalmente real e E,(/—1) é quadratica-

mente fechado, o Teorema B.13 nos diz que E, é euclidiano. [

Dada uma ordem P em F, um fecho euclidiano (veja a pagina 9) de (F, P) nao ¢é

tnico. De fato, se z € P, a ordem P tem duas extensoes a P(y/z) e cada uma fornece
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fechos euclidianos de (F, P). Apesar de nao termos unicidade, quaisquer dois fechos

euclidianos de (F, P) s@o conjugados, no sentido da proposigao abaixo.

Proposicao B.16 Se E; e Ey sao extensoes euclidianas de F', e o1, 09 sao as involucoes

relacionadas com Ey e Es, respectivamente, as sequintes condigoes sao equivalentes:
(a) BENF=E3NF
(b) Ey = g(E1), para algum g € G(F(2)|F)

(c) o3 =go1g™", para algum g € G(F(2)|F)

Demonstracao.(a)=(b): Seja A; o fecho real de E; (i = 1,2). Como cada E; é
euclidiano, E? é a tinica ordem de E; e E? = A?N E;. Logo, A2NF = E}NF =
E2NF = A3NF. Assim, A; e Ay sdo fechos reais de F' em relacio a uma mesma
ordem e, portanto, sao F-isomorfos 2. Uma vez que F(2)|F é uma extensao normal
e B, =F2)NnA; (i =1,2), o F-isomorfismo ¢ : A; — Ay induz um F-isomorfismo
g: E; — Es.

(b)=-(a): Suponha que exista g € G(F(2)|F) tal que g(F;) = E,. Sejax € EfNF.

2 € E? e, como

De z € Ef vem z = y?, com y € E;. Assim, g(z) = g(y*) = g(y)
geG(F(2)|F)ex € F, temos z = g(z) € E3NF. Logo, E?NF C E2NF. A outra
inclusao é similar.

(b)=(c): Se z € E; (i.e., o1(x) = x) e g(E1) = Es, temos g(x) € Ey (i.e., o9g(x) =
g(x)). Assim, g(z) = 029(x) = 02901(x), Vo € Ey. A partir desse fato, concluimos que
g = 02901, 0 que implica 1 = 0990197 ! e, assim, 09 = 0, ' = go1g~! (note que o2 = 1
implica que o, = 0y).

()= (b): 9(E) = {9(x) | or(x) = 2}. De glx) = gor(x) = 029(x) vem o2(g(x)) =
g(x) e logo g(x) € Ey,Vx € Ey. Assim g(E;) C Ey. Por outro lado, se z € F; entao
g (Ey) = {97 (x) | o2(z) = z}. Agora, g7 (z) = g 'oa(z) = 197 (x) implica que
g (z) € Ey,Vx € Es, e, portanto, g~ (E,) C Ej, o que implica By C g(FE;). Juntando

as duas inclusoes, podemos concluir que g(E;) = Es. ]

Finalizamos este apéndice apresentando um Teorema classico devido a R. Baer (1929)
e W. Krull (1931) que fornece um critério para identificar ordens compativeis com

uma dada valorizagao em um corpo F. Mais precisamente, fixada uma valorizagao

2Para uma prova deste fato, veja, por exemplo, [27] Teorema 1.3.14, pagina 21
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(A,va,ma,ka,...) de F' com corpo de residuos k4 formalmente real, o Teorema B.17

abaixo mostra como construir o conjunto
Xf={PecXp|1+myCP}

das ordens de F' compativeis com A. Por conveniéncia, denotaremos o grupo de valores

[' 4 multiplicativamente.

Teorema B.17 (Baer-Krull, [22], Teorema 3.10, p.24) Sejam (A,va,ma,ka,...)
e v firadas como acima. Toda ordem P € X3 dd origem a uma ordem P em k4 e a um
homomorfismo xp : Ta/T% — {&1}. Por outro lado, dada uma ordem Py de ks e um
homomorfismo x : T4 /T4 — {£1}, existe uma tinica ordem P € X# tal que P = Py e

Xp = X. Assim, existe uma correspondéncia biunivoca
Xt X x (T /T3
onde Xy denota o conjunto das ordens de k = ks e (Ta/T%)* = Hom(T'4/T%, {£1}).

Observacao B.18 Com as notagies estabelecidas acima, se T4 /T4 =n < oo €| Xi| =
m < oo, entio |Xg| = mn. Reciprocamente, se |X#| < oo, entio [T 4/T%4| < oo,
| Xi| <00 e | Xp| = [Xi| - [Ta/T%].

Observagao B.19 Se T é uma pré-ordem de F e X3 = {P € X/T | 1+mus C P} é
um conjunto finito, entio | X4| = |X/T| - |T4/T%|, onde X/T € o conjunto das ordens

de ka que contém T.



Apeéendice C
Formas Quadraticas

Nesta secao, expomos a teoria basica das formas quadraticas. Como fizemos nos apéndices
anteriores, omitimos as demonstracoes dos resultados mais conhecidos. Embora as re-
feréncias para esse assunto sejam, geralmente, os livros de T.Y. Lam [23] e W. Scharlau
[31], preferimos adotar como guia para esta se¢ao, o livro de A. Pfister [26]. O que se
segue ¢é praticamente uma livre tradugao dos pardgrafos 1.1 e 2.1 desse livro, pelo menos
até os exemplos da pagina 129. Na parte final, onde exibimos os rudimentos da teoria
dos anéis de Witt abstratos, a referéncia é o livro de Marshall [24].

Dado um corpo F' e um numero natural n, uma forma quadrdtica de dimensao n
sobre F' é um polinomio homogéneo de grau 2 em n variaveis com coeficientes em F.

Sua forma geral é:

flz,. ... x,) = Z a;;x;ix; € Flay, ..., x,). (C.0.1)

ij=1

Podemos escrever a forma f em notacao matricial da maneira seguinte: seja = a
matriz coluna com entradas x1,...,x, e x' a transposta de x (portanto, uma matriz
linha). Seja A = (a;;) a matriz n X n com coeficientes em F', cujas entradas sao os

coeficientes de f. Entao:

f(r) = 2" Ax (C.0.2)

Duas formas quadraticas f e g de dimensao n sobre F' sao ditas equivalentes se existe
uma transformacao linear nao singular 7" tal que g(x) = f(T'z). E imediato que a relagao
definida acima é uma relagao de equivaléncia. Denotamos: f ~ g.

% sem alterar a

Como car F' # 2, podemos substituir os coeficientes a;; por

124
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forma quadratica. A vantagem dessa troca é que a matriz resultante é simétrica. Além
disso, se A é simétrica, a matriz congruente B = T'AT também é simétrica. Logo,
se f ~ge f(x) =2"Ax, entdo g(x) = (Tx)'A(Tz) = 2*(T*AT)x = 2'Bx, onde B é
simétrica.

Novamente, se car F' # 2, podemos associar a cada forma quadratica f = x' Az (com

Al = A, ie., A simétrica), uma aplicagao

by,) = 5 (Fla +y) = f(&) — Fly)) = a' Ay =y Ar (C03)

onde x e y sdo vetores (ou seja, matrizes coluna) independentes e de mesma dimensao
(isto é, com o mesmo numero de linhas). Chamamos by de forma bilinear simétrica
associada a f. A verificagao de que by é de fato bilinear e simétrica é automatica.

Reciprocamente, dada uma forma bilinear simétrica b(z,y) = z'Ay, com A* = A,
o polinomio f(x) := b(x,z) é uma forma quadritica. Essa associacao mostra que as
teorias das formas bilineares das formas quadréticas (com um nimero finito de variaveis)
coincidem sobre um corpo de caracteristica diferente de 2.

Note que as duas construcgoes acima nao valem se car F' = 2. Em particular, neste
caso as teorias de formas bilineares simétricas e de formas quadraticas sao distintas. A
partir deste ponto, vamos nos concentrar no caso em que car F' # 2, que é o de maior
interesse para nos.

Toda forma quadrética f de dimensao n induz uma aplicacao Q; : V — F, onde
V = F" é o espago vetorial formado pelas matrizes coluna n x 1 v com entradas em
F. @y é definida de maneira natural como Qs(v) := f(v) e é denominada aplica¢do
quadrdtica. Toda aplicagao quadrdtica satisfaz Q(av) = a*Q(v),onde a € Fev €V
sao arbitrarios.

Podemos definir uma aplicacao bilinear simétrica By : V x V — [ dada por
B(v,w) := 3 (Qf(v+w) — Qs(v) — Qf(w)), onde (v,w) € V x V é arbitrério.

Se f(z) = 2' Az, onde A = (a;j) e {e1,...,e,} é a base canonica de V sobre F, entao
aij = By(ei, ;).

A discussao acima nos leva naturalmente a definir, para um F-espaco vetorial ar-
bitrario V', de dimensao finita n, uma aplicagcao quadrdtica como sendo @) : V — F|

satisfazendo as seguintes condigoes:

(1) Q(av) = a*Q(v), para todo a € F e todo v € V.
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(2) A aplicagao B : V x V — F dada por

B(v,w) = 5 (Q(v+w) = Qv) — Q(w))

N | —

¢é bilinear sobre F'.

O par (V, Q) é chamado espaco quadrdtico sobre F'. Dois espagos quadréticos (V, Q)
e (V', Q') de dimensao n sobre F' sao ditos isométricos se existe um isomorfismo F-linear
T:V — V' tal que
Q(v) = Q'(T)

para todo v € V. Denotamos: (V,Q) ~ (V',Q").

Proposicao C.1 ([26], Proposigao 1.6, p.3) Existe uma correspondéncia biunivoca
entre as classes de equivaléncia de formas quadraticas de dimensao n sobre F' e as classes

de isometria dos espacos quadrdticos de dimensao n sobre F.

A proposicao acima nos permite considerar formas quadréticas de um ponto de vista
“geométrico” (ou seja, livre de coordenadas). No que se segue, identificaremos uma forma
quadrética f e sua forma bilinear associada by com a aplicacao quadrética @)y e com a

aplicacao bilinear By, respectivamente.

Dados dois espagos quadraticos (Vi, f1) e (Va, fo) sobre F', de dimensoes ny e ng,

respectivamente, podemos construir um espaco de dimensao n = ny + nq, pondo:
V=Vi&ls,

f(v) = flv) + f(va),

ondev; € Vi, i=1,2ev=uv4+vy € V. O espaco (V, f) é chamado soma ortogonal
de (V4, f1) e (Va, f2). Denotamos: f = f; L fo. Se a forma f; tem matriz associada A;

(1 =1,2), entado f tem matriz associada

A
A= 0y
0 A,

De modo anélogo, podemos definir a soma ortogonal de um nimero finito de espacos
quadraticos e, a menos de equivaléncia, essa soma depende apenas das classes de equi-

valéncia das parcelas, e nao da ordem da soma.
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Por outro lado, se (V, f) é um espago quadratico, V.=V, @ --- @ V,,, onde cada V;
(¢t =1,...,m) é subespaco de V e bs(v;,v;) = 0, para v; € V;, v; € V; e i # j, entdo
f=hHL...L fn onde f; = fl|y, paracadai € {1,...,m}.

Mostraremos, a seguir, que toda forma quadrética (sobre um corpo F' com car F # 2)

pode ser “diagonalizada”.

Teorema C.2 ([26], Teorema 1.8, p.4) Todo espaco quadrdtico (V, f) € isométrico

a uma soma ortogonal de espacos de dimensao 1.

Observagao: No Teorema C.2 acima, a forma f é equivalente a forma g = > | a;2?,

onde a; = f(v;). Escrevemos a forma g como (ay,...,a,) , a; € F.

Seja A uma matriz simétrica e (V, f), onde f(v) = v'Av, o espaco quadrdtico cor-
respondente. O subespago V+ = {w € V|bs(w,v) = 0, para todo v € V} é chamado
radical de V' e denotado por rad V' . Dizemos que (V, f) é reqular se rad V- = 0. As

afirmagoes a seguir sao imediatas:
(1) rad V = {w € V|w'Av = 0, para todo v € V} = {w € V|w'A = 0}.
(2) rad V = 0 se, e somente se, det A # 0.

(3) O radical é invariante por isometria. Logo, a propriedade de um espaco ser regular

também é invariante por isometria.
(4) Se f nao é regular, entao f ~ (ay,...,a,), onde algum a; = 0.

A afirmagao (4) implica que uma forma nao regular depende, de fato, de n — 1
variaveis. Como n pode ser qualquer nimero natural, podemos considerar apenas as
formas quadraticas que sao regulares. Eo que faremos de agora em diante.

Se f é uma forma de dimensao n sobre F' e a € F, dizemos que f representa a, se
existe v € F", v # 0, tal que f(v) = a. O conjunto de todos os elementos de F' repre-
sentados por f é D(f) = {f(v)|0 # v € V}. Denotamos, ainda D(f) = D(f) ~ {0} .
Dizemos que a forma f é universal se D(f) = F. Dizemos que f é isotrdpica sobre F

se 0 € D(f). Caso contrério, f é dita anisotrdpica sobre F.

Exemplo. Consideremos a forma f = (1,1) (i.e., f(z) = 2% 4+ z3, onde z' = (z1, 7))
sobre os corpos R e C. Como a? + a3 > 0, quaisquer que sejam ay,a; € R, a forma f

nao representa 0 nem —1 sobre R. No entanto, f representa 0 e —1 sobre C. De fato,
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0=12+4%2e —1 = 0% +42. Isso mostra que as nocoes definidas acima dependem do
corpo sobre o qual tomamos a forma, e nao apenas da forma em si.
Uma forma regular f = (a) de dimensdo 1 nunca ¢ isotrépica. Para formas de

dimensao 2, temos a seguinte

Proposigao C.3 ([26], Proposicao 1.11, p.5) A menos de equivaléncia, existe ape-
nas uma forma quadrdtica reqular isotrdpica, de dimensdo 2, a saber f(x) = 2x1xs.

Temos:
f =~ <CL, _a>

para algum a € F. Em particular, f ¢ universal.

A classe de equivaléncia de uma forma quadrética regular isotrépica de dimensao 2
sobre F' é denotada por H ~ (1, —1) e chamada de plano hiperbdlico.

A proposicao seguinte é uma generalizacao de C.3.

Proposigao C.4 ([26], Proposicao 1.12, p.5) Seja (V, ) um espaco quadrdtico re-
gular e isotropico sobre um corpo F', com dimV = n > 2. Entao V = U & W, onde
U~ H (o plano hiperbélico), dimW =n —2 e p ~ (1,—1) L b, com ¢ = p|w.

Teorema C.5 (Teorema do Cancelamento, [26], Teorema 1.1, p.19) Sejam f, g

e h formas quadrdticas sobre F' tais que
fLg~f_Lh. (C.0.4)
Entao g ~ h.

A partir deste ponto, estaremos interessados em trabalhar com classes de equivaléncia
de formas quadraticas sobre F'. Isso nos permite supor que todas as formas sao regulares

e diagonais, e é o que faremos. Usaremos, a seguir, a notacao rf ~ f L ... L f. Se
—_—

T vezes

f=Aay,...,a,) e g = (by,...,by), o produto tensorial de f e g é dado por f® g =
(...,a;b;,..)ondei=1,....nej=1,...,m.

Para f ~ (ay,...,ay), com a; € F', definimos o determinante de f como

det f = (ﬁ ai> . F? e F/F? (C.0.5)

Definimos o discriminante de f como sendo

m(m—1)

d(f) = (—1)™% " det f. (C.0.6)
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Teorema C.6 (Teorema da Decomposicao, [26], Teorema 1.2, p.22) Toda forma

quadrdtica reqular f sobre o corpo F' tem uma decomposicao ortogonal
f=i-(1L,=1)Lf

onde 1 > 0 € um numero inteiro e fy é anisotrépica. O nimero i (chamado de indice

de Witt) é univocamente determinado por f e fo € inica a menos de equivaléncia.

Sejam f e g formas quadraticas e fy e gg suas respectivas partes anisotropicas, como
no Teorema C.6. Dizemos que f e g sao similares ou Witt-equivalentes se fo =~ go.
Denotamos: f ~ ¢g. Em outras palavras, f ~ ¢ se, e somente se, existem inteiros nao

negativos r e s tais que
fﬁr'<1,—1>J_f0, gﬁS(l,—l) J—90

e fo =~ go. E uma operacao de rotina checar que ~ é uma relacao de equivaléncia.
Denotamos a classe de equivaléncia de uma forma f por f e por W(F) o conjunto das
classes f, onde f é uma forma quadrética regular de dimensdo finita n > 0 sobre F.

Consideramos a forma vazia f = 0 de dimensao zero como regular e anisotrépica.

Teorema C.7 (Witt, [26], Proposi¢ao 1.9, p.23) As operagoes L e ® podem ser
naturalmente definidas em W (F). Usando 1 como adigio e ® como multiplica¢do, o
conjunto W(F) ganha estrutura de anel comutativo com unidade. W (F') é chamado
anel de Witt de F. Se a multiplicagao € ignorada, W (F') é chamado grupo de Witt de
F.

Exemplos:

(1) Se F é um corpo com car F' # 2, quadraticamente fechado (veja, por exemplo,
o item 3 do Teorema B.13), entao as tinicas formas anisotrépicas sobre F' sao 0 e
(1). Portanto, W(F') = Z/2Z.

Por definigao, F' = F?2. Logo, (x) = (1) € W(F), ou seja, existe apenas uma forma
de dimensao 1. Uma forma (z,y) de dimensao 2 é isotrépica, pois —g el =[?
implica que yF? = —xF? e, daif, (x,y) = (z, —z). Portanto, as tinicas formas ani-
sotrépicas sobre F' sdo 0 e (1). Pela definicao de W (F), toda forma f € W(F) é
representada por uma forma anisotrépica sobre F', iinica a menos de equivaléncia.
Logo, |W(F)|=2e W(F) ~ Z/2Z, como anéis.
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(2)

Se F' é um corpo real fechado (veja a definicao na péagina 119), entao as tnicas

formas anisotrépicas sobre F' sao 0, n(1) e n(—1). Logo, W (F) = Z.

Em um corpo real fechado F', temos F' = F?U—F?. Assim, uma forma quadratica
f = (ay,...,a,) pode ser escrita como f = (r-(1)) L (s-(—1)), onde r,s € Z,
r,s>0er+s=mn.Ser>0es>0,entao f é isotrépica (pois f ~ (1,—1) L g).
Por outro lado, se s = 0, entdo f = n(l) é anisotrdpica, pois 22 + -+ + 22 = 0,
com x; € F implica x; = 0, para todo ¢. O mesmo argumento vale para o caso em
que r = 0. Isso mostra que W (F') = Z como conjuntos, e é claro que as estruturas

de anel em ambos coincidem.

Seja F' =T, o corpo finito com p elementos, onde p é um nimero primo fmpar.

Temos:

(a) F/F? tem exatamente dois elementos, a saber, F'2 ¢ e/, onde € € '~ [2,

O homomorfismo de grupos ¢ : F' — F dado por z + 22 tem nticleo {£1}.

N - 1
Logo, pelo teorema dos homomorfismos, sua imagem F? tem 25~ elementos.

2
(b) € é a soma de dois quadrados em F'.

Os subconjuntos F? e ¢ — F2 tém 2t elementos. Logo, sua intersecao nio é
2 bl

vazia, ou seja, existem a,b € F tais que a® = € — b,

(¢) Toda forma quadratica binaria (isto é, de dimensao 2) sobre F' é universal.
Logo, |W(F)| = 4.
Toda forma bindria anisotrépica sobre F, é um multiplo escalar de f, =
(1, —€). Devemos mostrar que fy é universal, ou seja, representa 1 e e. Isso
é conseqiiéncia de 1 = 1-1% —¢€- 0% € = (£)> — €($)* (ab # 0, pois € nao é
um quadrado). Se g é uma forma de dimensao > 3, entao g ~ (a, b, c) e, se
(a,b) nao é isotrépica, é universal, isto é, ¢ € D{a,b) e, dai, g é isotrdpica.
Logo, os elementos de W (F') sao representados pelas formas anisotrépicas 0,
1=(1), (e) e fo.

ZJ2Z x ZJ27Z se p=1( mod 4)
Z]AZ se p=3( mod 4)

O simbolo de Legendre (’?1) é +1 de acordo com p = £1( mod 4). No

primeiro caso, (1,1) ~ (1, —1) ~ 0. Logo, (1) tem ordem 2 no grupo W (F).

No segundo caso, 2- (1) = (1,1) £ 0, mas 4 - (1) ~ 0, pois |W(F)| = 4.

(d) Como um grupo, W (F) ~ {
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Observagao. A partir deste ponto, quando nao houver perigo de confusdo, iremos
identificar uma forma f com sua imagem f em W (F'), escrevendo simplesmente f €

W (F) e operando com f como um elemento do anel de Witt.

Lema C.8 Dado z € F, o conjunto D(1,z) = {y € F |y = a®> + b*x} é um subgrupo de
E.

Demonstracio. Primeiramente, é claro que F? € D(1,x) e, dados x,y € F, xy® €
D(1,z) (ou seja, zF? C D(1,z)). Se y € D(1,z), entdo y~' = yy 2 € D(1,z). To-
memos y,z € D(1,z). Vamos mostrar que yz € D(1,z). De fato, se y = a*> + b’z e
z =+ d*x, onde a,b,c,d € F, entdo yz = (ac — bdx)? + (ad + be)?x € D(1,x). Isso

mostra que D(1,z) é subgrupo de F, como querfamos. ]

A prova do Lema C.8 acima obscurece um fato relevante que explicitaremos agora.
Sex € —F2 entdo (1,x) ~ (1, —1) é universal, isto é, D(1,z) = F é um grupo. Caso z &
—F2 podemos considerar a extensao de corpos K|F', onde K = F(y/—z). Temos, entao,
definida uma norma N |p : K — F dadapor Ngr(a+by/—z) = (a+by/—x)-(a—by/—2),
onde a,b € F. Logo, D(1,z) = Nk r(K) e o lema acima é conseqiiéncia direta da mul-

tiplicatividade da norma Ng/r.

O subconjunto de W (F), formado pelas classes de formas de dimenséao par:
IF ={f e W(F)|dimf € 27}

¢ um ideal de W (F), que denominamos ideal fundamental de W (F).

O homomorfismo dimy : W(F') — Z/2Z, induzido por dim : W (F') — Z, tem nicleo
IF e é sobrejetivo. Logo, temos o isomorfismo de anéis W (F') /I F ~ 7 /27, o que mostra
que [F é um ideal maximal de W (F).

Mencionamos, ainda, que IF é gerado, como grupo abeliano, pelas formas (1, z),
onde € F. De fato, o grupo IF é gerado pelas formas binérias (a,b) e podemos
escrever (a,b) = (1,a) — (1, —b), onde a igualdade significa que estamos identificando
as formas com suas classes de equivaléncia em W(F). O ideal I*’F = (IF)? é gerado
pelas formas do tipo (1,z) ® (1,y) onde x,y € F. Em geral, a n-ésima poténcia I"F
do ideal IF é gerada pelas formas de Pfister ((x1,...,x,)) = (1,21) ® -+ @ (1, x,),

onde x1,...,z, € F. Convém mencionar que os elementos de F' representados por uma
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forma de Pfister formam um subgrupo de F. Para uma demonstracio desse fato, veja
[23], Teorema 1.8, pagina 319. O Lema ?? abaixo nos d4 uma informacao sobre a soma
de classes em I*F/I*F.

A Proposicao C.9 abaixo ¢ usada varias vezes no texto, sobretudo no Capitulo 3. O
item (2) desta Proposi¢ao é importante, pois permite simplifica¢oes nos calculos com
elementos rigidos (veja, por exemplo, as demonstragoes dos Lemas 3.1 e 3.2, da Pro-
posigao 3.4 e do Corolério 3.14). Mencionamos que ha uma versao mais forte do item
(2) abaixo (cf. [5], Lema 1.1).

Proposicdo C.9 Se a,b € F, entdo
(1) a € D(1,—b) se, e somente se, b € D(1, —a).

(2) D(1,a) N D(1,b) = D(1,a) N D(1, —ab).

Demonstragao. (1) a € D(1,—b) se, e somente se, a = x> — by?, onde z,y € F.
Rearranjando os termos dessa ultima igualdade, obtemos: b = (zy~')* —a(y™')? €
D(1, —a).

(2) Para mostrar a igualdade acima, é suficiente, por simetria, verificar a validade
de D(1,a) N D(1,b) C D(1,—ab). Tomemos, entao, x € D(1,a) N D(1,b). Faremos uso
do item (1) acima varias vezes. Temos: = € D(1,a) se, e somente se, —a € D(1, —x)
e x € D(1,b) se, e somente se, —b € D(1,—x). Como D(l,—z) é um grupo, ab =
(—a)(=b) € D(1,—x), ou seja, x € D(1, —ab). |

Proposicao C.10 Se f e g sdo formas arbitrdrias sobre um corpo F', entao

D(f Lg) = J{D{x,y)|z € D(f) ey € D(9)}

Demonstracgao. A inclusao “O” é imediata. Vamos provar a outra inclusao. Para tal,

tomemos as diagonalizagoes f = (a1,...,am), ¢§ = (Ami1,---,an). Se 2z € D(f L g) =
D{ay,...,ay), entdo z = Y 1" a0 + Y0 a8 € D{x,y), onde v = Y7 a;0f €
D(f)ey=>7 . .1 a7 € D(g), como querfamos demonstrar. [

Anéis de Witt abstratos
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Anéis de Witt abstratos foram introduzidos no inicio dos anos 70 por Knebusch,
Rosenberg e Ware em [19]. A motivacao inicial para o estudo de tais anéis é a possibi-
lidade de dar um tratamento unificado aos anéis de Witt definidos sobre corpos (com
caracteristica diferente de 2) ou sobre anéis semi-locais onde 2 é uma unidade. Em [19],
muitos dos teoremas ja conhecidos para anéis de Witt sobre corpos foram demonstrados
nesse contexto mais geral, usando técnicas da teoria abstrata de anéis.

Em [18], Kleinstein e Rosenberg definiram classes de anéis de Witt abstratos: “su-
cintos”, “representacionais” e “fortemente representacionais”, sendo cada classe mais
restritiva que a anterior. Mesmo a classe dos anéis de Witt fortemente representacionais
ainda inclui os anéis de Witt definidos sobre anéis semi-locais onde 2 é unidade. Por
outro lado, a introducao de axiomas adicionais permite a obtencao de um nimero maior
de resultados.

Em seu livro [24], Marshall estuda a classe dos anéis de Witt abstratos fortemente
representacionais. Por uma questao de simplicidade e como nao hé perigo de confusao,
Marshall chama apenas de anéis de Witt abstratos aqueles que sao fortemente represen-

tacionais. o que faremos também aqui, j& que seguiremos [24].

Um anel de Witt abstrato é um anel comutativo com unidade R munido de um
subgrupo G do grupo multiplicativo R* que tem expoente 2 e contém —1 € R. Os
elementos do grupo Gg sao denominados formas unidimensionais. Assumimos ainda

que:
(W1) R é aditivamente gerado por Gg.

Uma vez que —1 € G isso é equivalente a supor que todo elemento de R é da forma
r=a + -+ a,, onde ay,...,a, € Gg e n > 1. Denotamos por Ir o ideal de R
gerado por elementos r € R da forma r = a 4+ b, com a,b € G, que denominamos ideal

fundamental de R. Se k > 1, consideremos a seguinte propriedade “de Arason-Pfister”:
AP(k): ser=a; + -+ +a, € I comn < 2¥eay,..., a, € Gg, entdo r = 0.

Seguindo a defini¢ao dada em [24], assumimos que
(W2) AP(1) e AP(2) valem em R.

Finalmente, assumimos que vale o seguinte:
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(W3) Sea,...,an,by,...,b, € Grsdotaisquea;+---+a, =by+---+b, en > 3, entdo
existem a, b, c3,...,c, € Gg tais que ag+---+a, =a+cs+---+c,, a1+a =b;+b

(e, portanto, by + -+ +b, =b+c3+ -+ cp).

O exemplo canénico de anel de Witt abstrato ¢ o anel de Witt W (F') de um corpo
F. O grupo das classes de quadrados G = F / F? é um 2-grupo abeliano elementar. Os
elementos = € G correspondem as (classes de) formas unidimensionais (x) € W(F) e,
por esta identificacio, —1 = (=1)EF? € G corresponde & forma —1 = (—1). Como W (F)
¢ aditivamente gerado pelas formas unidimensionais, o grupo G gera W (F'), logo vale
(W1).

Para o anel de Witt W (F'), a propriedade de Arason-Pfister AP (k) vale para todo k >
1. Esse é um resultado importante da teoria dos anéis de Witt sobre corpos, descoberto
por Arason e Pfister (dai o nome da propriedade anterior). Uma demonstracao pode
ser encontrada em [23], Teorema 5.1, pagina 352 ou em [31], Teorema 5.6, pagina 156.
Em particular vale (W2) para o anel de Witt de um corpo. Mencionamos que uma
conseqliéncia imediata da validade de AP(k), para todo k > 1 é que vale a propriedade
de intersegao de Krull para W (F):

ﬁ I"F =0.
n=0

Finalmente, a propriedade (W3) ¢ uma conseqiiéncia do Teorema C.5 (cf. [24], Te-

orema 1.13, p. 16) e pode ser vista como uma descri¢ao indutiva da rela¢ao de isometria.

A seguir iremos descrever um anel de Witt abstrato R como um quociente do anel de
grupo Z[Gg]. Por (W1), existe um homomorfismo sobrejetivo de anéis ¢ : Z|Gr| — R.
Se [a] denota o elemento de a € G visto como elemento de Z[Gg|, temos ¢([a]) = a,

para todo a € Gr. Assim, existe uma seqiiéncia exata
0— Jp— Z[Grl % R — 0 (C.0.7)

onde Jg é o nicleo de ¢. Logo, R ~ Z[GR]/Jr.
De acordo com [24] , Teorema 4.3, pagina 66, o ideal Jg é gerado pelos elementos
(1] + [—1] e ([1] = [a])([1] — [b]), onde a,b € G s@o tais que (1 —a)(1 —b) =0 € R.

Um morfismo de anéis de Witt abstratos ¢ : R — S é um homomorfismo de anéis

que associa formas unidimensionais de R a formas unidimensionais de S, isto é, tal que
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©(Gr) € Gg. A composigao de morfismos é claramente um morfismo e o homomorfismo
id : R — R faz o papel de morfismo identidade. Os anéis de Witt abstratos formam
assim uma categoria.

Dizemos que dois corpos sao quadraticamente equivalentes quando seus anéis de Witt
sao isomorfos na categoria dos anéis de Witt. A luz do resultado de Arason e Pfister
citado acima e da Proposigao 4.6, pagina 70, de [24], para que dois corpos sejam quadra-
ticamente equivalentes é suficiente que seus anéis de Witt sejam isomorfos na categoria
dos anéis.

Dizemos que um anel de Witt abstrato R é realizado como anel de Witt de um corpo,
quando existe um corpo F' tal que R é isomorfo a W (F') na categoria dos anéis de Witt.

A categoria dos anéis de Witt abstratos admite um produto que é exatamente aquele
exibido no inicio do Capitulo 5 (cf. [24], Proposigao 5.7, pagina 99). Admite também
uma extensao por grupos de expoente 2 dada da seguinte maneira: se S é um anel de
Witt abstrato e A é um grupo de expoente 2, seja R = S[A] e Gg = Gg x A C R.
Entao (R,Gr) é um anel de Witt abstrato (cf. [24], Proposigao 5.16, pagina 111).

Se S é realizado como anel de Witt de um corpo F' e A é um grupo de ordem 2,
entdao R é realizado pelo corpo K = F((t)) das séries de poténcias formais sobre F'. Isto
é conseqiiéncia de um resultado devido a Springer (cf. [22], pagina 37). Por outro lado,
M. Kula demonstrou em [20], Teorema 3.3 que, se R e S sao realizados como anéis de
Witt sobre corpos, entao R x S também é realizado como anel de Witt sobre um corpo.

A seguir, iremos considerar anéis de Witt abstratos R tais que |G| < oco. Para
maiores detalhes, remetemos o leitor ao livro [24]. Se |Gg| = 1, entdo existe (a menos
de isomorfismo) apenas um anel de Witt R realizado como W (C) ~ Z/27Z (cf. Exemplo
(1), p.129). Se |Gg| = 2 temos (a menos de isomorfismo) trés possibilidades, W (R) ~ Z
(cf. Exemplo (2), p.130), W(F,) >~ Z/4Z, onde ¢ =3 mod 4 ou W(F,) ~ Z/2Z xZ/2Z,
onde ¢ =1 mod 4 (cf. Exemplo (3), p.130). Denotamos esses anéis de Witt por Ly,
Ly e Ly 1, respectivamente.

Se p # 2 é um ndimero primo e QQ, é o corpo dos nimeros p-adicos, denotamos:

Loy se p=1 mod4
Loy se p=3 mod 4

Se k> 2 e F é uma extensao do corpo Q; dos niimeros 2-adicos, denotamos:

W(F) = H“Qk*l? Se [F : QQ] =2k — 3.
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No caso em que [F' : Qy] = 2k — 2, temos:

Loko se +—leF
LZk:,l Se vV -1 QI F .

Na realidade, os anéis
Lio, Liq, Logo, Loka, Lop—, £>1 (C.0.8)

podem ser definidos abstratamente, usando a nocao de “estrutura quaternionica’, e
demonstra-se que os mesmos sao realizados como anéis de Witt dos corpos acima (cf.
[24], capitulo 5, se¢oes 3 e 9).

Um anel de Witt é dito de tipo elementar se pode ser obtido a partir dos anéis de
Witt de (C.0.8) usando-se as operagoes de produto direto e formagao de anel de grupo

(na categoria dos anéis de Witt abstratos). Podemos, enunciar a

Conjectura de Tipo Elementar (Marshall, [24], p.123): se R é um anel de Witt

abstrato com |Gg| < 0o, entdo R é de tipo elementar.

Finalizamos observando que a conjectura acima foi demonstrada no caso em que R
¢ reduzido, ou seja, quando R admite apenas elementos nilpotentes triviais (cf. [24],
Corolario 6.25, p. 165). No caso em que R é realizado como anel de Witt W (K) de um

corpo K, isso corresponde a afirmarmos que K é pitagorico.
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