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Resumo

Resumo

Neste trabalho buscamos solugoes exatas nao-triviais da Equagao de Lane-
Emden-Fowler. Esta equacao tem aplicagdes importantes em Teoria de Campos
nao-linear, bem como em Astrofisica Estelar. Inicialmente, a partir do for-
malismo da Integral Primeira, obtemos solucdes para um modelo A¢" ! com
n = 2,3, 5, utilizando Integrais Elipticas de Jacobi. Segue-se entao o célculo de
flutuacdes no modelo A\¢" ! para um campo cldssico ¢ sujeito a um potencial
da forma

A

n+1
nJrl(;5 ’

Vie) = —%m“’& +

em torno de uma solucao estatica.

Uma outra aplicacao é no estudo das configuracoes de Equilibrio Hidrostatico
de estrelas esféricas politropicas. Mostramos que o método da Integral Primeira
fornece uma série de solugoes singulares na origem. Também é obtida a bem
conhecida solugao de Chandrasekhar, que é regular na origem.
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Abstract

Abstract

In this work we search for non-trivial exact solutions to the Lane-Emden-
Fowler’'s Equation. That equation has important applications in Non-linear
Field Theory, as well in Stellar Astrophysics. Initially, from the First Integral
formalism, we obtain solutions for a A¢"*! model with n = 2,3, 5, using Jaco-
bian Elliptic Integrals. Follows the calculation of the fluctuations in the A¢™*?
model for a classical field ¢ in a potential of the form

__1 2,2 A n+1

around a static solution.

Another application is the study of the Hydrostatic Equilibrium configu-
ration of politropic spherical stars. We show the First Integral Method gives
solutions that are singular at the origin. In addition we obtain the well known
Chandrasekhar’s solution, which is regular at the origin.
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Introducao

O modelo mais simples em Teoria de Cléassica de Campos Interagentes con-
siste de dois campos bosonicos, sendo um deles auto-interagente ¢ e o outro y
satisfazendo uma Equagao Diferencial Linear (EDO), em que o campo ¢ aparece
como um Potencial. Nesse modelo, surge naturalmente uma equagao diferencial
nao-linear, cujo termo de nao-linearidade é da forma ¢". Tais modelos j& foram
anteriormente estudados por Campos e Maia [1] no contexto do estado de Res-
sonancia Paramétrica em estrelas de néutrons. O modelo A\¢* em dimenséo 1
também foi estudado por Carrillo e Maia em uma série de artigos [2, 3, 4] no
contexto de comportamento de campos confinados em cavidades. Nesses tra-
balhos, nao foi considerado a “backreaction”de y sobre ¢, isto é, o campo y nao
aparece na equagao nao-linear de ¢. Um dos objetivos deste trabalho é estender
os resultados de Carrillo e Maia em dimensao 1, incorporando novas solugoes
para outros modelos do tipo A¢" !, concentrando nosso estudo exclusivamente
na equagao para ¢.

Por outro lado, esse tipo de nao-lineridade surge também no estudo da estru-
tura de uma estrela esférica em equilibrio hidrostatico, ou seja, um elemento de
volume no interior da estrela estd em equilibrio sob a acao exclusiva das forcas
gravitacionais e de pressao. Nesse contexto, nosso trabalho consiste na busca
de novas solugoes.

No Capitulo 1, apresentamos alguns aspectos gerais da Equacao de Lane-
Emden-Fowler e apresentamos alguns teoremas referentes as propriedades das
solugoes.

No Capitulo 2, apresentamos um breve resumo do modelo de campos inter-
agentes com termo de auto-interacio dado por A¢"*!' com n inteiro positivo,
deduzimos as equagbes para os campos ¢ e x. Apresentamos algumas solugoes
da Equacao de Lane-Emden-Fowler, nos casos em que n admite os valores 2,
3 e 5. Esses casos foram escolhidos por possuirem solucgoes exatas, dadas em
termos de funcoes elipticas. Essas fungbes surgem em diversos problemas da
Fisica Tedrica, como em Relatividade Geral e Cosmologia [5], [6]. Nesse capitulo
utilizamos o formalismo da Integral Primeira para obter essas solugoes explici-
tamente.



Introducao

No Capitulo 3, estudamos o problema das flutuagées no modelo cléssico
A¢" 1 em torno de uma solucio estdtica. Usamos uma adaptaciao do Método
de Hirota, que nos permite encontrar um conjunto de equagoes recorrentes cujas
solugoes fornecem uma aproximagao para as flutuagoes.

No Capitulo 4, estudamos a Equagéo de Lane-Emden-Fowler tridimensional
e independente do tempo, nesse caso denominada de Equagao de Lane-Emden,
no contexto da estrutura de uma estrela esférica formada por um gas do tipo
politropo. Uma solucao dessa equagao é a bem conhecida solugao de Chan-
drasekhar e consta na literatura bésica de Astrofisica Estelarl” 8], Nosso método
fornece, além da solugdo de Chandrasekhar, a qual é regular na origem, novas
solugdes estaticas, que sdo singulares na origem, e descritas por fungoes elipticas
de Jacobi.

No Capitulo 5 discutimos os resultados obtidos em cada capitulo e as pers-
pectivas deste trabalho.



Capitulo 1

A Equacao de
Lane-Emden-Fowler

Este trabalho esta focado no estudo de métodos para se encontrar solucées
exatas da chamada Equacao de Lane-Emden-Fowler, a qual pode ser escrita, na
sua forma geral, como:

y" +p(x)y +q(x)y +r(z)y" = 0. (1.1)

em que y = y(z), p(x), ¢(x) e r(z) # 0 sdo fungdes de z e n # 0 e n # 1.

Do ponto de vista histérico esta equagao nao-linear aparece em forma mais
simples, no estudo da estabilidade de estrelas politrépicas. Admitindo-se sime-
tria esférica, Lane[9] ¢ Emden[10] estudaram estrelas politrépicas estaticas onde
o parametro de densidade 6 obedece a equagao

1.d [ ,df no

que é, claramente, um caso particular da Eq.(1.1) acima.

Baseando-se nos trabalhos de Emden sobre a equagao (1.1), Fowler estudou
a equagao:

(aPy') £a%y" =0, (1.3)

conhecida como equagao de Emden-Folwer. A Equacao de Emden-Fowler reduz-
se a Equacao de Lane-Emden no caso em que p = o = 2.

A equagdo (1.1) é uma equagao diferencial ordindria homogénea de segunda
ordem nao-linear, cuja nao-linearidade é devida a um termo do tipo y", e sera
denominada a partir desse ponto de Equagao de Emden-Fowler Generalizada
ou Equacao de Lane-Emden-Fowler.
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Alguns fatos interessantes sobre essa equagao podem ser encontrados nas
referéncias [9 — 13|, porém estéo fora do escopo deste trabalho. Mencionamos,
a titulo de informacéao, os seguintes teoremas[15]:

Teorema: A equagio (1.1) pode ser reduzida & chamada forma candnica

Az

gz T9)" =0 (1.4)

por um par de transformagoes do tipo

y=u(x)z
dt = v(x)dz, (1.5)

chamadas transformacgoes de Kummer-Liouville.

Para o caso em que a equacio (1.1) pode ser escrita da forma !

(p(x)y") +r(x)y" =0, x>0, (1.6)

as transformacoes de Kummer-Liouville sao

y = z
t:/—g), (1.7)

. < dg
se a integral ——— converge, €
o p§)

)

y = t, (1.8)

\/

se a integral diverge. Assim, as formas candnicas sao, respectivamente:

th +p()r(t) " =0, (1.9)

&z pO)r(t) ,

daz T nts ©

A importancia da forma canonica estd no fato de que os teoremas de os-
cilagdo (que determinam se as solugdes da equagao possuem um nimero finito

=0. (1.10)

'Em alguns casos, como por exemplo em [11], essa forma é chamada de Equagio de Emden-
Fowler Generalizada. Em outros, como [15], é a equagao (1.1) que recebe essa denominagao.
Para evitar ambigiiidades usaremos o termo Equagdao de Lane-Emden-Fowler para a Equagao
(1.1).
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ou infinito de zeros), dependem explicitamente da forma da funcdo g(¢). Uma
solugao de (1.4) é dita “oscilatéria”se possui um numero arbitrario de raizes,
ou seja, se para qualquer valor 7" > 0, existe ¢ > T tal que z(t) = 0. Caso
contrario, a solucao é dita nao-oscilatoria.
Teorema(de Fowler): As solugdes da equagio
d?z
para n > 1 satisfazem:

o (i) Se o +2>0, todas as solugdes sao oscilatorias;

(n+3)
2

o (ii) Se o+ < 0, todas as solugdes sao nao-oscilatorias;

o (iii) Seoc+2 <0< a+(n—2'_3)

nao-oscilatorias.

, entdo existem solugdes oscilatorias e

Podemos aplicar esses dois teoremas & Equagao de Lane-Emden (1.2) a fim
de obter alguma informag@o sobre as solugoes oscilatorias. De fato, como a

integral
° dr
— 1.12
| % (112)

diverge a forma canonica da equacao de Lane-Emden é:

d?o
— + AT = 0. 1.13
dr? ( )
Pelo Teorema de Fowler, temos que 0 = 1 — n de forma que as solugoes
sao todas oscilatdrias se 1 < n < 3, sao todas nao oscilatérias se n > 5 e se
3 < n <5 entao existem solugoes oscilatorias e nao-oscilatérias.

No préximo capitulo, estudaremos a Equacao de Lane-Emden-Fowler no
contexto da Teoria Clédssica de Campos, apresentando novas solugdes obtidas
pelo método da Integral Primeira.



Capitulo 2

Campos Classicos

2.1 A Equacao de Lane-Emden-Fowler para Cam-
pos Classicos

Inicialmente, neste capitulo, apresentamos a motivacao fisica para o estudo
da Equacao de Lane-Emden-Fowler que aparece nos trabalhos de Carrillo e
Maia[2 — 4]. Consideramos um sistema de dois campos escalares interagentes
descrito pela Lagrangeana:

1 1 A 1
£ =5 (0u0) (9"9) + 5mid® — 6" + 5 (9ux) (9"3) +
1 2.2 2.2
+omix” — goTx” (2.1)

2

O primeiros trés termos definem um modelo nao-linear do tipo A¢", com n
inteiro positivo (sendo mais popular o modelo para n = 3). Os dois termos em
x descrevem um campo linear, que pode ser pensado aqui como um campo de
teste (ou perturbagao) no “background” do campo ¢. O ultimo termo é o de
interagdo (ou acoplamento). Este termo é quadratico em y a fim de fornecer uma
equagao linear em y. Também é escolhido ser quadratico em ¢ para que a tnica
contribuicdo ndo-linear seja a do termo A¢"t!. Nesse sentido, podemos dizer
que a equagao (2.1) nos fornece um dos modelos interagentes nao-lineares mais
simples possivel. Este trabalho foi motivado pela possibilidade de se estudar
Teorias de Campos Interagentes nao-lineares para aplicacoes em modelos em
Astrofisica Estelar e de outros objetos compactos.

Através das Equagdes de Euler-Lagrange, obtemos as Equagoes de Movi-
mento para os campos ¢ e x:

u0" ¢+ (29> —m3) ¢ + Ap" =0, (2.2)
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Dy x + (299 —m?) x = 0. (2.3)

Podemos interpretar o termo 2gx2¢ na equagao (2.2) como a “back-reaction”

do campo x sobre o campo ¢. Se o campo x ¢é tal que |x| << my/+/2g, entdo
podemos desprezar esse termo e a equagao se reduz a:

8,06 — m3p + g™ = 0. (2.4)

No caso estdtico, ¢ = ¢(T), a equagio (2.4) reduz-se a

—V%¢ —mip+ A" =0, (2.5)

e no caso unidimensional a

2

d

Para mg = 0, a equacdo (2.5) reduz-se & chamada Equacdo de Emden. Para
m # 0 ela é denominada Equacao de Emden-Fowler. Para o caso em que mg = 0
e ¢ = ¢(r), com r = \/a? 4+ y? 4 22 reduz-se & Equacdo de Lane-Emden. Nao

analisaremos a equagao

V2 +mip — A" =0, (2.7)

a qual denominaremos “Equacao de Lane-Emden-Fowler Tridimensional”, onde
V2 é o operador Laplaciano tridimensional, uma vez que esta equacao nio pode
ser resolvida pelo método da Integral Primeira.

Equagoes do tipo (2.6) sdo estudadas em Teoria de Campos (Cldssica e
Quéntica). Para os nossos propdsitos, os modelos de maior interesse sdo aqueles
para os quais n = 3 e n = 5 nos quais A¢" é interpretado como um potencial com
um ponto de minimo (para n par) e que ainda seja renormalizével, no sentido que
a teoria nao leve perturbativamente a “quantidades infinitas” que nao possam
ser “absorvidas” pelos parametros fisicos da teoria, como, por exemplo, a massa
mg ou a constante de acoplamento A.

2.2 Solucoes da Equacao de Lane-Emden-Fowler:
O Caso Unidimensional
Vamos supor, inicialmente que o campo ¢ depende somente de uma coordenada

espacial, isto é, ¢ = ¢(z) é um campo estdtico. Dessa forma, a equagao (2.4)
fica:
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2
Tz tm mip — A" = n > 0. (2.8)

Paran = 0en =1 a equagdo (2.8) reduz-se a uma equagao linear, cujas
solugdes sao:

A
¢(x) = Acos(mgx) + Bsin(mgr) + —5, (2.9)
m
@
paran=0e

o(x) = Acos (mx) + Bsin (, /m?5 — Ax) , se A< mﬁ, (2.10)
o(x) = Cx+D, se )\:mi (2.11)
o(x) = EeV ™ T 4 FeTV Afmim, se A > mi, (2.12)

paran =1, em que A,B,C,D,E e F sdo constantes arbitrarias.

Buscaremos, agora, uma solugao de (2.8) através da integral primeira da
equagao. Na equagdo (2.53), isolando a segunda derivada de ¢ e multiplicando

a equagao por T encontramos
x

do d*¢ d¢ d¢
= \p" — 2.1
drde =0 ¢¢ (2.13)
que pode ser escrita como
d¢ d A n+l md> 2
dx < (da:) ) dx (n—|—1qj 2 oG (2.14)
Isolando d—¢, encontramos
dx
do 2\
—— =+ ntl —m2 42 2.1
W[ Dm0, .15
e invertendo, obtemos
dr _ 4 ! , (2.16)

@ \/n+1 ¢t —mie? + 20y

assim, temos que:

d¢

+/ VR —mie? 20,

:L'+C2

(2.17)
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em que C e (5 sao constantes de integracao.

Usando a transformacao:

2\ wiT
¢ = ((n—;i\)md)> z n>0n#1, (2.18)

podemos escrever a integral (2.17) da forma:

1 d
s Comto [T
Mo S\ fantt — 24 D

20 2 n
onde D = —21 — . Nosso interesse concentra-se nos modelos
(n+1)m 3

m
¢

para os quais os termos de auto-interagdo da Lagrangeana (2.1) sdo polinomiais.

Buscaremos, agora, algumas solugoes da integral primeira (2.19).

(2.19)

Iniciaremos com o caso em que o campo ¢ nao possui massa. Nesse caso, a
integral primeira (2.17) reduz-se a

(2.20)

n+1 do
. 2 / (n+1)C '
n n
¢ ! A !

Caso C7 = 0, temos

n+1 d¢ 2(n+1) 1 1-n
=+ =4/ —" 2.21
CEEV T ) o No1oa? (2.21)

e portanto

é(z) = [(1 - n)2ﬁx2} o (2.22)
Para o caso em que Cy # 0, a integral pode ser escrita como
p= / . (2.23)
V2OS i egmert
Efetuando a mudanga de varidvel
prtt = QD oy (2.24)

—A

encontramos

(i)™ o= () [ e 2
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Uma nova mudanca de variavel
e (2.26)

leva a

+ —A T /1 ol )—% d (2.27)
xr = z mntl —Uu z zZ. :
Ci(n+1) n+1J,

Comparando a equagdo (2.27) & representagdo integral da funcdo hiper-
geométrica o F(a,b; ¢;y)

oFy(a,b;cyy) = %/o 271 = 2) b1 — t2) 7, (2.28)

e invertendo as mudangas de varidvel, obtemos a seguinte solucao

-A 1 fnt1
== <Cl(n+1)> o O

11 1 A
P{—, =1 - ntl 2.2
2 1(n+1’2’ T G ) (2.29)

em que ¢ esta definida implicitamente.

Para my # 0 a integral em (2.19) Serd analisada em dois casos, D = 0 e
D #0.
O Caso D=0
A integral em (2.19) é facilmente resolvida para D = 0, caso em que obtemos:
1 / dz _ 4 1 2
me Vot — 22 - m¢n—1

que fornece a solucao para ¢:

T+ Co == arcsin(z]an),n;zrél,n;ﬁQ7

1

n—1

é(z) = (n+ mg esc? <m¢(n -1

2 y @+ CQ))

n>0,n#1 (2.30)

Essa solucao, no entanto, nao é limitada, uma vez que a fungao co-secante é,
para n fixo, divergente nos pontos:

2k

T =

10
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para k =0,+1,£2,....

Na figura 2.1 mostramos o gréfico da solugao (2.30) para n = 4. Também
2
(n+1)mg _
2

= 1 nas figuras. Também podemos tomar Co = 0 devido a sime-

tomamos, sem perda de generalidade para a nossa andlise, le

me(n — 1)

tria translacional, de modo que esse valor serd fixado em todo o restante deste
trabalho. A figura 2.1 é um grafico tipico da solucao (2.30).

o

U

=10 ] 5 n

Y

Figura 2.1: Gréfico da solugao (2.30) para n = 4.

11
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Temos, portanto que, para D = 0 em (2.19), as solugoes da equagao (2.8)
tém um numero infinito de singularidades com excessao do caso n = 0. Veremos
adiante que, para D # 0, outras solugoes nao-singulares e nao-triviais aparecem.

O problema, entdo, consiste em resolver a integral em (2.19) com D # 0,
denominada Integral Abeliana ou Hipereliptica [16]”. E possivel resolver essa
integral, usando funcoes elipticas, para os casos em que n toma os valores 2, 3 e
5, que correspondem aos modelos A¢? \p? e A¢®, em Teoria Classica de Campos
Escalares. Nesses casos, a integral (2.19) reduz-se a uma Integral Eliptica de
Primeiro Tipo.

O Caso D #0
2.2.1 O cason=2

Nesse caso a equacao (2.19) se reduz a:
1 d
x= i—/iz. (2.32)

Como o polinémio na equacao acima tem grau 3, podemos dividir o prob-
lema em 3 subcasos: P(z) possui 1,2 ou 3 raizes reais disintas. Inicialmente
calcularemos os valores do parametro D para os quais cada um desses casos

3

ocorre. O Polinomio P(z) = 2° — 22 + 5 possui as seguintes raizes:

1 1-1-2%-0-A
21 =z -+ =
173 A 2% )7

1( 1+ V/3i (1\/§i)A>
Zgzg 1-—

25 A 25

3

1 1-v3i  (1+V3i)A
zZ3 = <= 1-— T — 5 .
23 A 23

Em que o parametro A é definido da forma:

A= (4 — 27D + 3/3/27D? — 8D) ° (2.33)

Nosso objetivo, agora, é encontrar condigdes sobre o parametro D para os quais
o polinémio possua 1, 2, ou 3 raizes distintas. Se P(z) possui uma unica raiz real
entao essa raiz tem multiplicidade 1, pois caso tivesse multiplicidade 3 teriamos:

12
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D
P(z)=2% -2+ 5 = (z—21)% = 28 + 3282 — 32127 — 23,

o que implicaria que z; admite 2 valores distintos simultaneamente, z; = 0 e
zZ1 = 1 / 3.

Portanto, se P(z) possui uma tnica raiz real, essa tem multiplicidade 1.
Supondo que A é um parametro complexo, isto é, A = a+ bi, temos a seguintes
condigOes para que as raizes sejam reais:

1. 2z é real se:

ou seja, se
b=0 (2.34)
ou

4

a® +b* =23 (2.35)
2. z9 é real se:
(b= v3a) (5 — or ) =0
a2+ 93 )
ou seja, se

b=+3a (2.36)

a?+b> =25 (2.37)
e
3. z3 é real se: . .
(b+ V3a) <m—;> —0
ou seja, se
b=—V3a (2.38)
ou

a2+ b2 =23 (2.39)

13
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Para que z; seja a unica raiz real, devemos ter b = 0, pois nesse caso temos
A=ae:

1 25
z1—<1+'3+i>, (2.40)
a 23

1< 1+ /3 (1¢mm>
Zgzg 1-— — =

2%q 25

1 1 a 1 a
=—(]1- ——|—iV3 - —1), 2.41
3 ({ 25a 2%} ' {2%a 22]) (241)

(11—¢% (1+¢&ﬁv

2%5a 25

:é({l_i_ﬂ vai {2;_2&])' (242

2 P . o

Dessa forma, para a # £23 temos que z; é a Unica raiz real do polinémio.

2 . .

Para a = 23, que corresponde a D = 0, temos z = 0 como uma raiz com multi-

wlen

2
plicidade 2. Se, no entanto, a = 72%, temos z = 3 como raiz de multiplicidade
8
2, correspondendo a D = o7

Para que 2, seja a tnica raiz real, devemos ter b = v/3a e nesse caso:

1G+(2§ +MHM%>:

21 = =
173 1+/30) 23

= H(+f+5)+5
23a 23

(2%a- 1 )}, (2.43)

23a

(14 V/3i) 2

5

wlon

22:1<1_ 1+ 3 (1¢mmu+\@n>:
3 a

:1<1_2%a_ ! ) (2.44)
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Ll 1—/3i a (1+v3i) (1+v3i)
Za = — — — = =
°73 25a(1 + v/3i) 23
1 1 a V3i [ 1 !
=-|(1 — )|+ —23 2.45
3 <+2%a+2%>+ 2 <2%a 3a> (2.45)

, . . _1 .
Nesse caso, zo € a Unica raiz real a menos que a = +£273, ou seja, A =

+273 (1 + \/gz), que implicaem D = 0 para a = 275eD = o7 para a = —273.

Para que z3 seja a tnica raiz real devemos ter A = a(1 — \/§z)7 que implica

1 23 a(l—+3a)\
21 = <1+a(1\/§i)+ 57 )—

1 1 a 1 a
= — 1 — | —— - — 2.46
3(( +2%a+2%>+m<2%a 2)) (2.46)

L1 (1 1430 (1—\/§i)(a(1—\/§i))) B
2_3 -

 25a(1 — V/30) 25

wolen

1 1 1
:f[<1+ ; +i2>+\/§i<%— - )] (2.47)
3 25a 23 235 23a

(1 -3 (1+3i) a<1—¢§z’>>)

=

(
 28a(1-3i) 2

ol

1
:7<172%a7

: ! > . (2.48)

1
23a
~ 4 ;. . _1
Entao, nesse caso, z3 é a Unica raiz real a menos que a = 273, casos que

correspondem a D =0e D =D = o7

D
3,2, 2

Podemos garantir que os valores de D para os quais o polinémio p3(z) = z >

- 8
possui raizes multiplas sdo somente D =0e D = o7 através do teorema:

15
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Teorema 1 Seja z* uma raiz do polinomio P(z) com grau maior que 1. Entao
2* possui multiplicidade maior que 1 se, e somente se, z* é raiz de P'(z).

Prova: Seja m # 1 a multiplicidade de z*. Entdao P(z) = (z — z*)"g(z),
em que g(z) é um polindémio e g(z*) # 0. A derivada de P(z) é:

P'(z) = (2 = 2")"g(2) + m(z = 2*)" "¢ (2),
e entdo, P'(z*) = 0.

Reciprocamente, supondo que z* é uma raiz tanto de P(z) quanto de P’(z).
Se a multiplicidade de z* é m = 1 entao podemos escrever:

P(z) = (z = 2")g(2),
e assim
P'(z) = g(2) + (z — 27)g' (),
que implica em P’'(z*) = g(z*) # 0. Portanto m > 1.

Para o caso em que o polinébmio possui trés raizes reais distintas, temos a
condicao:

a?+ b= 23
- 0

ou seja, A = 2%62%, onde 3 [—7, 7]. A partir da equagdo (2.33) obtemos:
D= 4 (1 —cosb) (2.49)

=3 cosf), )

e assim, encontramos:

pe (o (2.50)

97 ) '

Podemos resumir as relagoes entre o niimero de raizes de P(z) e os valores
de D da seguinte forma:

e P(z) possui 1 tnica raiz real se:

8
D e (—00,0)U | = ;
€ (—00,0) (27,oo>7
e P(z) possui 2 raizes reais distintas se:

D=0 ou D=—

16



Cap. 2 - Campos Classicos

e P(z) possul uma 3 raizes reais distintas se:

8
D — .
e (0.5)

Na figura 2.2 apresentamos a variagao do ntimero N de raizes reais distintas
do polinémio P(z) conforme a variagdo de D. Estudaremos, a seguir, as trans-
formagdes trigonométricas em cada um dos casos acima.

M=1 W= Gy Ne2 M=1
|

|
I |
0 i3
2

(15
L

-3

Figura 2.2: Ndimero de Raizes de P(z) conforme o valor de D.

a) P(z) possui uma tnica raiz real (D € (—00,0) U (2,00)):

Vimos anteriormente que P(z) ndo pode ter uma raiz com multiplicidade
3. Se, no entanto, z; possui multiplicidade 1, usamos uma “Integral Eliptica”,
através da transformagio apresentada no préximo pardgrafo. Uma vez que P(z)
é positivo somente para z > z1, conforme podemos ver no grafico da figura 2.3
(em que tomamos D = —4), usamos a transformagaoll 7):

Figura 2.3: Aspecto do gréfico de P(z) com uma tnica raiz real

02— (2—2)

cosp = 7a2+(zle)’

(2.51)

17
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o2 = [P'()]? . (2.52)

Para transformar a integral:

(2.53)

/ dz
D7
1/237224’7

l/———d"i—;, (2.54)

o 1 —k2Zsin® p

em

com k dado por:

1 1 P
p=t 1P (2.55)
2 8[P(a))?
A integral (2.54) é dada por:
de
I — TN 2.56
/«/1&23in24p (e:5) (2:56)

onde F(ip, k) é chamada Integral Eliptica de Primeiro Tipo. Dessa forma, temos
que:

1 1 2 _(y—
r=x——F[p,kl=+——F {arccos <M) 75] . (2.57)
ome omyg o2+ (z—21)

A inversa da funcio F'(z, k) é a funcdo Amplitude de Jacobi am(z, k), definida
como:

am(z, k) = arcsin(sn(z, k)), (2.58)
onde sn ¢é a fungao Seno Eliptico de Jacobi.

Assim, podemos isolar z na equagio (2.57), obtendo:

0% —(z—2)

o’ + (z—21)
cn [omgz; k| = cn [omgz; K|,

= cos (am [omex; k]) = (2.59)

a partir da qual obtemos:

(z1 — 0?)en [omgpr; K] + (21 + 0?)
1+ cnjomyx; K] '

z(x) = (2.60)

18
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Usando a equagao (2.18) para n = 2, encontramos:

B 3m? (21 — o2)en [omga; k] + (21 + 02)

r) = 2.61

¢() 2\ 1+ cn[omex; K] (2:61)

Os gréficos das solugdes (2.61) possuem o aspecto do grafico apresentado na

figura 2.4, em que tomamos D = —3, e ¢ e k sdo calculados através de (2.52) e

(2.55).
]
3]
zon
150
100
50
i
-10 -5 5 10

Figura 2.4: Gréfico da solugao (2.61) para D = —3, z € (—10, 10).

[ 8

A 4 b
= E, 1
-0.5

Figura 2.5: Gréfico da solugao (2.61) para D = =3, x € (—2,2).

Se, no entanto, z < z1, o polinémio P3(z) ¢é negativo e, a integral nao é real.

19
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b) P(z) possui 2 raizes reais (D = £):

4 1 2
O polinémio P(z) = 22— 224 77 possui as raizes z = —3 e z = —, é positivo

para z > f% ez# % e pode ser escrito da forma:

por- (1) (-2) s

051

=051

Figura 2.6: Gréfico de P(z) com 2 raizes reais.

20
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Assim, a integral primeira fica:

1 d
c=+— / - -, (2.63)
m
) Jerne-3)
que fornece:
2_ arct S I OV A (2.64)
x = arctan = —2arctan z+ -, .
V-1 V-1 3
dessa forma, a solugao é:
L | arctanh? (”) (2.65)
z = —— + arctan —. .
3 2
e portanto,

2 b
o(z) = 32% <—é + arctanh? (g)) . (2.66)

Da equagao (2.64) segue que x € (0,00), porém, como a solugao (2.66) é
par e continua em x = 0, podemos estender seu dominio para toda a reta real.

A figura 2.7 mostra o grafico da equagdo (2.66) para z;1 = —1/3 e 2z = 2/3:

ol

-0._78 -u_\w_ 0.zE

L E
W5 0.

Figura 2.7: Gréfico da solugao (2.66) para D = 8/27.

21
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c) P(z) possui 3 raizes reais (D € (0,3)):

Suponhamos, agora, que P(z) possui 3 raizes reals, z1, 2o € z3 satisfazendo:
21 > Z9 > 23. (267)

Vamos, também, definir os pardmetros o e K como:

1
0=V -z, (2.68)

/<c:< 22_23). (2.69)
21— 23

Buscamos, entao, transformagoes que levem a integral da equagao (2.53) na
Integral Eliptica de Primeiro Tipo:

(2.70)

/ \/ =
n2 b
1 — ksin” ¢
Dividimos nossa andlise em 2 casos, conforme os intervalos criados pelas
raizes, como mostrado no grafico abaixo:

Figura 2.8: Aspecto do gréfico do polinomio P(z) = 2% — 22 + D/2 para D €
(0; 2%).
127

22
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Queremos estudar apenas os casos em que a integral (2.32) é real. Isto im-
plica em P(z) > 0. Na anélise abaixo vamos considerar varios casos onde esta
condigao é satisfeita.

Vemos, pelo grafico da figura 2.8, que o polindmio é positivo somente nos
intervalos (23, 22) e (21,00). Analisaremos esses casos a seguir:

Cl) 23 < z < z9t

Nesse caso usamos a transformagao:

Z — Z3

sin? ¢ = , (2.71)
Z9 — Z3
e dessa forma, temos a solugao:
z=z3+ (20 — 23) sn? [omyx; K], (2.72)
e
3mi )
o(x) = ) (23 + (22 — 23) sn” [omga; K]) - (2.73)
)
o.af
o.zf
JLf
L i
-10 -5 5 10
-obif
0.

Figura 2.9: Gréfico da solugao (2.73) para D = 4/27

23
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C2) z> 2z :

Utilizamos a transformagao:

zZ— 2z

sin? = .
z — Z9

E assim encontramos:

21 — zg sn? [omy; K]

1 — sn? [omyx; K
de onde segue-se

o, 2
_3my 2y — zp sn? [omg; K]

¢= 2\ 1—sn?[omya; K]
]
150
hoo
50
&_LA i
-z0 -10 10 zo

Figura 2.10: Grafico da solugao (2.76) para D = 4/27

24

(2.74)

(2.75)

(2.76)
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2.2.2 O cason=3

Este caso foi estudado por Carrillo et al, nas referéncias [2, 3, 4]. Incluimos
aqui por questao de completude do método e para comparagdo com as novas
solugoes obtidas e outros casos.

A integral (2.17) reduz-se a:

d
T = / ¢ . (2.77)
\/%¢>4 —m3¢? + 20,
Através da mudancga de varidvel:
z VA o; (2.78)

= \/§m¢

a integral (2.77) toma a forma:

z = iL/L, (2.79)

Mg 24— 22 4 D
D 40\
onde 5=
my )
Os pontos criticos de f(z) = ———=s@0z=0¢e z = :I:%. Nesses

4 2 D
EAE e )
pontos f(z) ndo estd definida para D =0e D = %, respectivamente. Assim,

dividiremos a andlise da integral em trés casos, D < 0,0 < D < % eD > %

a) D <0:

Para que a integral (2.79) seja real impomos a condigao:

D
2224 5 >0 (2.80)
que é satisfeita para
1 1-2D
2 > | 22 5 (2.81)

A transformacao:

(2.82)

14++vV1-2D
0 = arccos | —— |,
\/§z

leva a integral (2.79) a:

25
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[ -
V1 —k2sin%6

com:

o ~l+VI-2D

= s (2.84)

Dessa forma temos que:

1
r = +—F | arccos

( 1+\/1—2D>7 ~1+v1I-2D (2.85)
me

V2z 2v/1—-2D

Invertendo a fungao F'(6, k), encontramos a fungdo Amplitude de Jacobi am (6, k),
e entao:

1++v1-2D cos | a Ly (2) —-14++vV1-2D .
- = 5 | am me ()54 ——e—ex— =
V22 ¢ 21— 2D
—-14++v1-2D
= cn|myg(2)| ——m—], 2.86
o @ S A= (2.86)
onde cn é a Fungao Eliptica de Jacobi do Tipo Co-seno. Assim,
1++1-2D
2(x) = : — . (2.87)
-
\/5 cn (m¢x7 W)
e portanto:
meN 1+ V1 —2D
oe) = ¢ —1+V/I 2D\ (2:88)
\/X cn (m¢x, W)
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Y
T 1wy 7

Figura 2.11: Gréfico da solugao (2.88) para D = —1

b) 0<D <3

A condigdo (2* — 22 + £) > 0 6 satisfeita para:

1 1-2D
2] > 4| — (2.89)
2
ou
1 1—-2D
|z] < . (2.90)
2
14++1-2D
No caso em que |z| > + 5 , a integral é dada por:
/' dz B
-2+ L
V2 , 1++v1-2D 1
—————F |arcsin ; (2.91)
1++v1-2D V2z _1 4 V12D
e dessa forma, temos:
1++1-2D 1
z i G , (2.92)
1 \/1 2D
sn {:I: + M5 — lf@}
entao, o campo ¢ é dado por:
meV1++v1—-2D 1
plz) = —2 7 . (2.93)
sn {i Ity §_2Dm¢$§ 71+1+1‘/ﬁ}
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0

U U
ARONARA

-Z0

Figura 2.12: Gréfico da solugao (2.93) para D = —1

1-+vV1-2D

No entanto, se |z| < — s 2 integral fica:

= LF (arcsin ( V2 > ; L > . (2.94)
VitV Viovi—ap) 1y

Assim, temos que:

F arcsin 5 =
’ 1+v1-2D
V1-v1-2D) -1+ 1Y%

(2.95)

mg\ 14++v1—-2D
== xT.
V2

Resolvendo a equacao (2.95), encontramos:

VD meV1++v1—-2D 1
z== sn x; , (2.96)
1+v1-2D V2 —1 4 £v1=2D
e entao:

blo) = +Te V2D ("”‘b vitvi-2D ! ) (2.97)

=4+ = sn €T
VAV1++v1-2D V2 —1 4 LEvI=2D
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Figura 2.13: Grafico da solugao (2.97) para D = 0.1
c) D> %:

Neste caso, a condigio (z* — 22 + %) > (0 é satisfeita para todo z € R. Dessa
forma a integral fica:

dz 1,/2 .2 1( 1 )
— = _{/=F [ 2arctan )= (1+——]], (298
/ /24_22_,_% 2V D < < D)’Q V2D (2.98)

a partir da qual obtemos:

2 1 1 D
F|2arctan [ /=2 | ;= [14+ —== = £2my\| =z, (2.99)
D 2 V2D 2

e assim:

me /5D | sn ({‘/ %m@r; %(1 + \/%)) dn (f/ %m¢1‘; %(1 + %)){ 100)
L.

¢(z)| = VA cn (ngd,x; 11+ \/%))
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Figura 2.14: Grafico da solugao (2.100) para D = 0.5

20

Z0F

Jo
-1 ("_’_5 Il F? I("i'n

—Z0

Figura 2.15: Gréfico da equagao (2.100) para D =1

A solugdo (2.100) é analitica somente para D = 1/2.
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2.23 Ocason=>5
A integral (2.17) reduz-se, agora, a:

d 1 d
:p:/ ¢ :i—/iz. (2.101)
o —mierac,  me) \[fw_aiD
A mudanca de varidvel:
D
= — 2.102
T 222’ ( )
nos leva a:
x (2.103)

Podemos observar que esta integral é semelhante a que aparece em (2.32).
A analise abaixo segue, entao, os mesmos passos do caso n = 3, com algumas
adaptagoes pelo fato de o coeficiente constante do polindémio ser estritamente
positivo.

D\ 2
O Polinémio P(1) = 7% — 72 + <5> possui as seguintes raizes:

11+2+A
T = — — 4+ —
173 AT2)

=3 A 4

1 (11—\/31' (1+\/§i)A>
. :

Em que o parametro A é definido da forma:

’l
A= (8 — 27D 4 3v/3\/27D* — 16D2) ° (2.104)

Nosso objetivo, agora, é encontrar condigdes sobre o parametro D para os quais
o polinémio possua 1, 2, ou 3 raizes. Analisaremos inicialmente o caso em que
P(t) possui somente uma raiz real.
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Se P(7) possui uma tnica raiz real entdo essa raiz tem multiplicidade 1, pois
caso tivesse multiplicidade 3 terfamos:

2
D
P(r)=7%-1%+ <§> =(r—7)3 =713+ 311 - 3n1? - 73,
o que implicaria em 77 admitindo 2 valores distintos simultaneamente, 4 =0 e
71 = 1/3. Portanto, se P(7) possui uma tnica raiz real, essa tem multiplicidade
1.

Supondo que A é um parametro complexo, isto é, A = a + bi, temos a
seguintes condi¢oes para que as raizes sejam reais:

1. 7 é real se:

R )
a4+ 2

ou seja, se

b=0 (2.105)
ou
a?+ v =4 (2.106)
2. 19 é real se:
(- v3a) (g — 3 ) =0
a?+b 4]
ou seja, se
b=3a (2.107)
A+ =4 (2.108)
[§]

3. 73 é real se:
(+8) (b 3) =
ou seja, se
b=—V3a (2.109)
ou

a?+ v =4 (2.110)
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Agora, para que 7 seja a Unica raiz real, devemos ter b = 0, pois nesse caso

temos A = a e:

1 2
— <1+E+9)7 (2.111)

—%({1—%—9}—2\6[2—%})7 (2.112)

(11—\/31' (1+\/§i)a> _
a 4

Ak e

Dessa forma, para a # 4 temos que 7 € a Unica raiz real do polinomio. Se,

no entanto, a = 4 temos:
1
A= (8 — 27D + 3V/3/27D* — 16D2) P =y,

o que implica em D complexo. Entao, nao existe um valor real para D para o
qual A = 4.

Para que 7» seja a tnica raiz real, devemos ter b = v/3a e nesse caso:

T =z +
! 1+ /3i) 2

1 2 a(l+v3i)\
3<”a< )‘

l)} , (2.114)

1 (1_ 1+ /3i (1—\/§i)a(1+\/§i)> B
2_5 a -

(1+V3i) 4
- % <1—a—é), (2.115)
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A 4

1 (1 1—/3i (1+\/§¢)A>_
3—§ - -

1

=3 <1+;+3>+\/5’i<i—a>]. (2.116)

Nesse caso, T é a tnica raiz real a menos que a = 1, ou seja, A = 1 4+ v/3i,
que implica em:

4
D=+, 2.117
3v3 ( )

e para esses valores o polinémio P(7) possui como raizes:
2

1
[§] T = ——.

3

T — T3 =

3

Para que 73 seja a Unica raiz real devemos ter A = a(1 — \/gz), que implica
em:

1 2 a(l—+3a)\
71_3(1+a(1—ﬁ¢)+ 2 >_
:;(<1+21a+(21)+23i(i—a)>, (2.118)
(o 14V (- VB - VE)) | _
273 a(l — /31) 4 -
:% <1+21a+g)+\/2§i<a—i)}, (2.119)
_L( o 1-vBE (14 VB (el VE) | _
T3 a(l — v/3i) 4 -
= % <1 —a— 2) . (2.120)
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Entao, nesse caso, 73 é a Unica raiz real a menos que a = 1, caso em que as
raizes sao:

2 1
Tm=T2=5; € T3=—3.

3 3
Vamos analisar, agora, o caso em que o polinébmio possui trés raizes reais
distintas. Temos a condigao:
a?+ b2 =4
0 0 -
Dai podemos escrever, A = 2¢'3, onde 3 € [—m, 7). Substituindo essa ex-

pressao na equagao (2.33) e levando em conta a condi¢do acima, encontramos,
apds alguma manipulagao algébrica que as trés raizes sao reais e distintas se:

_ L 22 §
D= iﬁ (1 —cosh)z. (2.121)

O intervalo é aberto, pois seus pontos extremos correspondem a cosf = —1,
que por sua vez, corresponde ao caso em que P(7) tem raizes multiplas.

Usando as equagoes (2.121) e (2.117), encontramos:

4 4
De(fﬁ;ﬁ> D #0. (2.122)

Para encontrar as condigdes sobre D que garantem que P(7) possui duas
raizes reais, basta resolver a equacao:

(T—n)(r—m)=7"-7"+ <§> : (2.123)

Expandindo o primeiro membro e comparando os termos em poténcias iguais
de 7 encontramos o sistemas:

2+ 1 =1

T1 (7’1 +27’2) =0
2

—rn=(5)".

Resolvendo o sistema encontramos:

1=0 e m=1,
correspondente ao caso em que D =0 e

2 1
=5 € T2=—7,

3 3
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_4_

correspondente ao caso em que D = + IR

Podemos resumir as relagoes entre o nimero de raizes de P(7) e os valores
de D da seguinte forma:

R1):P(7) possui uma tnica raiz real (com multiplicidade 1) se:
4 4
De|—o0c0,——= |U|—=,00],
(58) ()
R2): P(7) possui 2 raizes reais distintas se:

4
D=0 ou D=+4+—+,
3vV3

R3): P(7) possui 3 raizes reais distintas se:

4 4
De|l——=,0J]U(0,—%=).
( 3V3 > ( 3V3 >
De posse desses resultados podemos analisar as solucoes do modelo A¢S.

Caso R1)

a) 7 > 71 para P(1) > 0:

(11 — %) en [2o0mpz; K] + (11 + 02)

T(z) =

com o= 4/318 — 21 e k=

3m3 \ * D 14 cn [20myx; K]
=+ ) = o L (212
¢(x) ( A ) 2 (11 — 0?) en 2omex; k] + (11 + 02) (2.125)

, (2.124)
1+ cn [2omyx; K]

37’1

1
4377 —2m

e dessa forma, temos a solugao:

N =

Nas figuras a seguir mostramos o gréfico da solugdo positiva (2.125) para
D = =+0..

Caso R2):

Nesse P(7) possui duas raizes reais distintas e a solucéo 7(x) é:

7(z) = —% + tanh®(myx), (2.126)

36



Cap. 2 - Campos Classicos

H
-10 -5 5 10

Figura 2.16: Grafico da solugao (2.125) para D = 0.8

] -z Z 3

Figura 2.17: Gréfico da solugao (2.125) para D = —0.8

e a solugao ¢(x) é dada por:

3m35 %D 1 :
p(x) = ( 3 > 5= (2.127)

3+ tanh®(mg(z))

Apresentamos os graficos da solugao (2.127) para D > 0 e D < 0 respecti-
vamente:
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-3 -z Z %

Figura 2.18: Gréfico da solugio (2.125) para D = 4/(3+/3)

-0 -0.4 -0.% 0.z 0.4 0.E
Figura 2.19: Grafico da solucdo (2.125) para D = —4/(3v/3)
Caso R3:

Se P(7) possui 3 raizes reais distintas 71 > 75 > 73, temos :

1
o= AT
T2 — T3
VT
a) Se 13 < T < Ta,
7(x) = 73 + (12 — 73) sn? 2omyz; K], (2.128)
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[
=

3m2\ 2 D 1
, [
N . 2.129
(D(T) + ( h\ ) 2 5+ (72 — 7—3) sn 2 [20m¢.73; h‘,] ( )

Figura 2.20: Grafico da solugao (2.129) para D = 0.5

o

15

1%

[
U U =
-1.5 -5 —2.5 .5 5 .5

Figura 2.21: Gréfico da solugao (2.129) para D = —0.5
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A solugao (2.129) é real se 13 < 0, ou seja, a menor raiz do polindémio P(7)
deve ser negativa.

b) Se 7 > 7:

71 — 79 sn? 20mya]

x) = 2.1
7() 1 —sn?[2omex] (2.130)
e
1
b(z) = + 3m?, : D 1—sn?[20mgz] ’ (2.131)
x) = = .
A 2 17 — 72 sn? [20myx]

Y

-10 -5 5 10
Figura 2.22: Grafico da solugao (2.131) para D = 0.5

Notamos que a solugdo (2.131) néo estd definida para D < 0.

Mostramos que para os modelos A\¢" 1!, algumas solucdes exatas podem ser
encontradas através do formalismo da Integral Primeira, para os casos em que
n=2,n=3en =>5. Esse formalismo, no entanto, fornece um niimero grande
de solugoes singulares e ainda outras com um grande ntimero (até mesmo um
numero infinito) de intervalos onde a solu¢do nao é real. Isto nao implica,
porém, que as solugoes singulares nao sejam tteis. Elas podem perfeitamente
ser utilizadas como pogos de potencial para a equacao de Schrodinger, bem
como satisfazer condigoes de fronteira dentro de seus intervalos de definigao,
sendo portanto permitidas em Teoria de Campos em dominios limitados. No
entanto, sao obtidas também algumas solugoes regulares.
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Capitulo 3

Calculo de Flutuacoes no
Modelo \¢"

3.1 Equacoes das Flutuacoes

Iniciamos com a Lagrangeana para o campo cldssico ¢:

A

1 1
I Y o242 N
L 26H8<;5+2m¢> 1

ot (3.1)

com n assumindo valores inteiros positivos e ¢ = @(Z,t). A partir dessa La-
grangeana encontramos a equagao:

—0,0"¢ + m2¢p — \¢" = 0. (3.2)
Com a assinatura (+ — ——), podemos escrever a equagao 3.2 em dimensio
(141) da forma:
Py 0%¢ 9
ce_J@e — A" = 0. )
B2 g T A" =0 (3.3)

O problema consiste em resolver o equagao (3.3) de forma que ¢ seja decom-
posto em uma solugdo estédtica ¢g(z) e uma flutuagdo quantica n(x,t). Dessa
forma:

o(x,t) = ¢o(z,t) +n(x,t). (3.4)
Substituindo (3.4) em (3.3) e separando as equagdes para ¢y e 1) encontramos:
d2¢ n
gz T - A% =0, (3.5)
e
8277 8277 2 n—1 - n n—k k
w*ﬁJr(m — Angy )nAI;(k) 0k = 0. (3.6)
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Solugdes para a equagao (3.5) sdo dadas pelo método da Integral Primeira.
Nosso interesse, agora, ¢ resolver a equagao (3.6), e para isso dividiremos a
andlise em dois casos:

3.2 O Caso Linear

Admitindo que n é uma perturbacdo pequena, ou seja, que n = €, entdo, na
equagao (3.6), temos que:

n— - n n— _
(m? — Mngdt) >> )\Z <k> nhph=1, (3.7)
k=2
Dessa forma encontramos a equagao para &
82€ 626 2 n—1

Podemos supor que £ possui solugoes estacionarias da forma:

E(z,t) = e™(z,t), (3.9)
e assim, encontramos a seguinte equagao para :
d*y

Tt (m? +w? = Angg ') ¥ = 0. (3.10)

Podemos definir o parametro E da forma:

E
5 =m? +w?, (3.11)
e assim, a equagao (3.10) fica:
d? E
d—;f + (5 - Amzag*l) Y =0, (3.12)

que pode ser interpretada como uma equagao do tipo Schrédinger para um po-
tencial da forma qbg*l. O problema consiste entao em, conhecida uma solucao
estédtica ¢o da equagao (3.5), encontrar uma solugdo geral da equagao (3.12).

Para o modelo A¢*, correspondendo ao caso n = 3, a equacio (3.12) pode
ser reescrita como

> ¥(a)

da?

- (6 12 sn%(a, 1) — @E) b(a), (3.13)
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aqui usamos a seguinte solucao para ¢:

mv2D mx
qﬁo—iﬁmsn (%\/lJr\/leD,l), (3.14)

com [ definido como
D

l= .
1-D++v1-2D

(3.15)

e « dado por:
mx

VIFI

A equagao (3.13) é conhecida na literatura como Equagao de Lamé, e é dada
por

o =

d% Aa)
da?
onde s é um nimero real positivo, k? é o parametro da funcio eliptica de

Jacobi sn, e C' é uma constante arbitraria. Dessa forma, comparando (3.13)
(141
2

= (s(s+ 1) k*sn®(a, k) + C) A(), (3.16)

com (3.16) obtemos, s =2 and C' = —

fartamente estudadas (18], Assim, usando os resultados dados nessa referéncia e
lembrando que 7(z,t) = ee"’* (), para s = 2, obtemos as seguintes flutuacoes
e autovalores para 7 ':

FE. As solugoes da equagao foram

()l ) = coxpl 1+lmt)5ﬂ(\/%’l)cn(\/qilvl)
para w? = 3 m2 (3.17)
L2 \1+) :
3l mzx o
2 — ;
2 e eeXp(Z\/:lmt)Sn(\/m’l)dn( ="
31
para ws = (m) m2, (3.18)
(3) m(z,t) = ecn(\/%,l)dn(\/%,l) para w3 =0, (3.19)

(4) m(z,t) = eexp(iwat) <5n2( mx . 1+1+ m)

l
VIt ) 3l

Para s = 2 a equacdo de Lamé possui 5 autovalores distintos, e portanto, 5 auto-funcdes
[32].
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1+1-2V12-1+4+1
para wi—( i T + >m2, (3.20)

mx _1+l\/l2l+1>

(5) m(z,t) = eexp(iwst) <sn2(\/m,l) By

1+1+2V2-1+41
para wE = il + m?. (3.21)
1+1
Analisaremos agora o caso nao-linear.
3.3 O Caso Nao-Linear
Efetuamos, na equagao (3.6), a mudanga de varidvel dependente:
Py (z,1)
)= ——— 3.22
wwt) = gro e (3.22)
0P
P, = —.
em que & = —
Substituindo (3.22) em (3.6) encontramos:
P3P,y + (6 — 30) PP, D,y + (0 — 1)(n —2)P2 — (n—1)(n — 2)P, D7+
+(n —2)0D, Dy + (n — )PP, D,y — 2Dy + MDD, +
= n n—kgn—
—)\; (k> pn Rkl — 0. (3.23)

O método consiste, agora, em expandir ® numa série de poténcias de um
parametro v pequeno da forma:

O(a,t) =1+ file, )Y =1+vf1+7 o+ o (3.24)
j=1

Substituindo (3.24) em (3.23), agrupando os termos em poténcias de v e igua-
lando termo a termo a zero, encontramos a equagao para fi:

fl,zzz - fl,ztt + (m2 - )\nébgil) fl,z =0. (325)

Podemos efetuar a mudanca de variavel:
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= fias (3.26)
e escrever a equagao para &:
él,zz - gl,tt + (m2 - )\mﬁgfl) f =0. (327)

Podemos notar que essa é uma equagao idéntica aquela obtida no caso linear.
Para f5 a equagao obtida é:
f&wwz - f2,wtt + (m2 - /\n(ﬁg_l) f2,w =
- ((6 - 3n)f1,zz - (n - 2)f1,tt) fl,I+

(- )i f - D g (3.28)

Aplicaremos esse método ao modelo A¢?, ou seja, para n = 3, no qual a
equacao 3.23 se reduz a:

— D, D%+ 20D, D) + DD, Dy — 20, D7 + D, P2

=300, 0., + (2 — V)03 + m?D,D? — 3NPFD,D? — ZNppP2D = 0.  (3.29)
Dessa forma, as equagoes para f1 e fo sdo dadas por:

7f1,ztt + fl,a:mz + (m2 - 3)‘¢(%) .fl,z = 07 (330)

— fowtt + fo,meat(m® — 3ADY) fo, =

Bfrze — free)fre — 2f1,e 1,0t — 3>\¢(2)f12,1-- (3.31)

Uma solugao da a equagao (3.5) paran =3 é:

_ my2e N
bo=t s (ﬁml> (3.32)

de forma que a equacao para = f1 , fica:

—&u + &ow + (M® = 3N B0 £ =0, (3.33)

que é uma equagao do tipo Lamé, e a equagao para fo:

_f2,:vtt + f2,zzz+(m2 - 3>\¢)3)f2,z =
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Bfrze — free)fre —2f1,ef1,0t — 3>\¢3f12,z' (3.34)

Notamos que a equacao (3.33) é idéntica a equacao (3.6), que corresponde
ao caso linear. Resolvendo a equacao para £ encontramos as seguintes solugoes

fi:
1) fi(z,t) = —T exp(i /l%lmt) dn(\/%,l),

2 (3 2
para wy = (1+l me. (3.35)
V1+1 ./ 3l mx
(2) fi(x,t)=— — exp(zw/mmt)cn(\/m,l),
31
2 _ (2" 2
para ws = (1—|—l) m-. (3.36)
(3) filzx) = ;:rlsn( Til,l) para w3 = 0. (3.37)
14l =2VP2 -1 +1 VI+l, mx
4 = _
@ il expu\/ (Y
B (am( mx ) l))_(1+l+\/l2—l—|—1)m>
1+l7 ) 3l )
para w? = L+1=2vP i1 m? (3.38)
i 151 . :

(5) fi(z,t) = exp(i\/

1+1+2V/12P-1+1 ) \/1+l( mr
1+1 Im “V1+1
: _JP =
E(am(—22 1), pyy — L=V l“)‘”)
141 3l
1 2¢/12 — 1
para w§—< +l+1+ll Lt >m2. (3.39)

Nessas solucoes todas as constantes de integragao foram tomadas iguas a zero.

Devido a complexidade da equagao para fy consideraremos somente as con-
tribuigoes em f7.
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(1) m(z.t) =~ : (3.40)
1 /yvl'}'l exp(i 1%_lmt) dn(\/’%J)
exp(i %mt) sn(\/ml—%,l)dn(\/"l%,l)
(2) m(z,t) =7 e = — (3.41)
1=y = exp(iy/ 107 mt) en( "TH’Z)
en(—2E 1) dn(-222 1)
(3) m(z) =y— VIt (3.42)

V1+l mx !
1- Y povs bn(ﬁ, l)

— 2_
eXp(i\/l-H 2415 —1+1

14+14+4/12 =141
=) (s (g, ) — HHEEEET )

(4) m(z,t) =
- —2v/ 2— z(2—Ll—n/ 2— ms
1+ yexp(s e 21+ll l+1mt)( 2! 3ll 1) —7‘/§E(am( Ti 0,0
(3.43)
o 2— mx _ 2—
exp(l\/1+l+21\+/zl EP—. <Sn2( s ) 141 \/3§ z+1>
(5) m(z,t) =~

1+’yexp(i\/1+l+21‘+/l;7l+lmt) <z(2fl+\3/lz271+1) _ %E(am\/%,l),l)
(3.44)
Observamos que, em primeira aproximagcao, as flutuagoes linerares e nao-
lineares correspondentes coincidem se v = €. Nesse caso, temos que a flutuagao
linear é, de fato, uma aproximacao da flutuacao nao-linear.

Impondo condigoes de contorno de Dirichlet sobre o campo ¢, confinado
numa caixa de tamanho L pode-se mostrar que a seguinte condi¢ao deve ser
satisfeita [3:

mL = 4v1 + 1K (1), (3.45)

em que 4K (1) é o perfodo da fungio eliptica de Jacobi sn(u, 1) (7,

Se impusermos as mesmas condigdes para as flutuagoes 1 (com o mesmo tipo
de confinamento), vemos que o mesmo [ = (L) obtido da relagdo acima deve
ser usado para 7. Podemos notar também que, quando 7 é confinado, as tinicas
flutuagoes lineares e nao-lineares consistentes satisfazendo a condigao (3.45) sao
as dadas por (3.17), (3.18), (3.40) e (3.41).
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Solucoes para Estrelas
Esféricas

Em Astrofisica Estelar, um problema de grande importancia é o que diz respeito
a dindmica dos gases, em especial o problema da configuracao de equilibrio
hidrostatico de uma estrela esférica. Esse problema foi exaustivamente estu-
dado por Lord Kelvin (1862)[19], Lane (1869-70)[9], Emden (1907)[10] e Fowler
(1914-1931)[20, 21, 22, 23], e posteriormente por Chandrasekhar [24].

Em 1870 J.H. Lane (1819-1880) publicou, no “American Journal of Science
50" um trabalho entitulado “On the Theoretical Temperature of the Sun”,
em que estudou a estrutura interna do Sol. Nesse trabalho, Lane considerou o
Sol como uma esfera gasosa, e usou a lei segundo a qual um corpo gasoso se con-
trai ao perder calor. Considerando que o calor gerado pela contracao é maior que
o calor necessario para produzir essa contracao, Lane concluiu que se a estrela
for descrita como uma esfera de gds ideal, sua temperatura aumenta com a con-
tragao. Resultados semelhantes foram encontrados em 1872 por August Ritter.
Em 1907, baseando-se no trabalho de Lane de 1870, apresentou, em seu livro
“Gaskugeln: Anwendungen der mechanischen Warmetheorie auf kos-
mologische und meteorologische Probleme” (“Gas balls: Applications of
the mechanical heat theory to cosmological and meteorological problems”), um
modelo no qual a evolugao de uma estrela é descrita pela contracao de uma es-
fera de gas ideal. Nesse mesmo modelo introduziu o conceito de gas politrépico,
além de deduzir a lei de equilibrio radioativo de particulas indistingiiiveis. Ao
descrever a contracao da estrela, Emden retomou as idéias de Lane, motivo pelo
qual a equacao central do modelo é conhecida em Astrofisica como Equagao de
Lane-Emden[25]. A seguir apresentamos o modelo mais usado para descrever
esse problema.

Numa estrela, as principais forcas atuantes sdo a forca gravitacional, que
b b
impele a matéria estelar para o interior, e a for¢a devida ao gradiente de pressao,
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que age na direcao oposta & gravidade. A resultante dessas duas forcas é dada
pela lei de Newton:

dP  Gm(r)p

szfﬂfTv (4.1)

onde p é densidade da estrela, r é o raio da regiao estelar considerada, 7 é a
segunda derivada em relagdo ao tempo do raio, P é a pressao, m(r) é a massa
contida na esfera de raio r e G é a constante de gravitacao.

Na condigao de “Equilibrio Estatico”, # =0 e

dP Gm(r)p
—_— = 4.2
dr r2 (42)
Isolando m(r) e derivando em relacdo a r, obtemos:
dm _ 2 &P (20 p® dp) dP (4.3)
dr — Gp dr? Gp Gp*dr) dr’ ’

A partir da simetria esférica do problema, podemos expressar a derivada da
massa m(r) em termos da densidade p da forma:

dm(r)

o = 4mrp. (4.4)

Substituindo (4.4) em (4.3) obtemos a equagdo para a pressdo P:

d’P 2 1ldp
s (7 - 77) P = —4nGp? (4.5)

Para resolver a equagao (4.5) precisamos de uma equagao que relacione P
e p. Vamos supor que a estrela é constituida de um gés do tipo politropo, ou
seja, que ¢é regido pela equacao de estado:

P=kp' =kp"n, (4.6)
em que n é chamado indice do politropo e k é uma constante. Por conveniéncia,
definimos a grandeza 6 da seguinte maneira:

p=af”, (4.7)

e assim a equagao de estado do politropo toma a forma:

n+1

P =ka « 0"t (4.8)
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Substituindo (4.7) e (4.8) em (4.5) encontramos a equagao:

1 d [ ,do
— — — A" =0 4.9
r2dr <T dr) * ’ (49)
AnGo?
com A\ = Lﬂﬂ. Essa equagao é a chamada Equacao de Lane-Emden
E(n+1)a =

com Simetria Esférica mencionada no Capitulo 1. Essa equacao foi exaustiva-
mente estudada por Chandrasekhar, que obteve uma solugao regular em r = 0
para o caso n = 5[24].

E possivel, ao invés da equacdo de estado de um gés politrépico, tomar a
equacao de estado de um gas logotrépico, que 6126]

P = klogp. (4.10)

Substituindo a equagao (4.10) em (4.5) obtemos:

1d [ ,dp\ 2 (dp\° 5
2 d (20 2 (ap) _ 411
2 ) (@) = (1)

4
com \ = —LG.

k

Efetuando a mudanca de variavel:

p=0"" (4.12)
obtemos a equacao:
1 d [ ,do
—— (=) =-x"" 4.13
r2dr (T dr> ' (4.13)
que é equivalente & equagao obtida para um gas politrépico com n = —1. Esse re-

sultado permite definir o regime logotrépico como o limite do regime politrépico
quando n — —1, ou equivalentemente, quando v — 0.

Buscamos uma solugdo da equagdo (4.13) da forma:
6= ArP, (4.14)

cuja substituigao direta na equac@o (4.13) fornece:

=1, (4.15)
e
4G
A —_— %7 (4.16)

50



Cap. 4 - Solugoes para Estrelas Esféricas

e portanto

T (4.17)

2% 1
p= ‘/R? (4.18)

A solugao (4.18) descreve uma estrela cuja densidade é infinita na origem e
zero no infinito. Tal solugao, claramente, nao é fisicamente vélida para pequenos
valores de 7.

ou seja,

4.1 Solugao em

Nesta se¢ao nos concentramos em obter algumas solugoes da equacao:

L d <r2ﬁ> + 0" = 0. (4.19)

r2 dr dr

que, conforme mencionado no Capitulo 1, descreve a densidade de uma estrela
politrépica esférica. Aqui buscamos uma solugao da forma:

0(r) = KrP, (4.20)

com K e [ constantes a serem determinadas.
Substituindo (4.20) em (4.9) encontramos:

KB(3 — 1)rP + AK"ymP+2 = 0, (4.21)
a partir da qual escrevemos as equacoes de K e 3:

BB+1) + MK, (4.22)

B=pn+2. (4.23)
Resolvendo as equacoes (4.22) e (4.23) encontarmos os valores de e K:

2
1—n’

k= (S22 (425

8= n#1 (4.24)
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Assim, uma solugao da equagao (4.9) da forma (4.20) é dada por:

0 (r) = H (%)} T (4.26)

A solugéo (4.26) nos d& uma classe de solugoes singulares na origem e é valida
para n > 1. Na préxima subse¢@o estudaremos alguma solugoes regulares, em
especial o caso n = 5[24].

4.1.1 Solugoes Regulares em r =0

Nessa secao, buscaremos solugoes para a equagao de Lane-Emden-Fowler com
simetria esférica que sejam regulares em r = 0.

e O Cason=0

Neste caso a equagao (4.19) reduz-se a:

1d [ ,db
ﬁﬁ;Qtﬁ)+A—O, (4.27)

cuja solugao é:
o= -2 — Cir~ ' + Cs. (4.28)

Para que a solugdo (4.28) seja regular em r = 0, devemos ter C; = 0, de
forma que:

/\2
%:~%+@. (4.29)

em que (3 é uma constante arbitraria.

e OCason=1

Nesse caso a equagao (4.19) toma a forma:

d?0  2d6
p) + . + A0 =0, (4.30)
com solugao
e—VAr VAT
91(7“) =Ch + sy s (431)
seA>0e
cos (v —=Ar sin (v/—Ar
91(7“) = ( ) + Cy ( ) , (432)

T T
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se A < 0. Somente o caso em que A < 0 possui solu¢ao regular na origem, dada
por:

91(’/“) = CQM, (433)

T

com Cy constante.

O cason=5
A equagao (4.19) nos da para n = 5:
1
05 (r) = (i) s (4.34)
Vamos agora, buscar uma nova solucao escrita na forma:
0=05(r)Z(r), (4.35)

onde Z(r) é uma fungao a ser determinada. Substituindo (4.35) em (4.26) e
efetuando a mudanca de variavel:

7 =log (%) , (4.36)

&’z 1 1
4= —125. (4.37)

obtemos a equagao:

A integral primeira da equagao (4.37) é

T4+ Cy= / . (4.38)

Para o caso em que C; = 0 temos:

T+Cy = / (4.39)

z oz
Efetuando a mudanga de varidvel:
n=2"7 (4.40)
obtemos:
3 d 1
T+Cz—:|:\2[/\/3;771—:1:210g’\/§77+\/3772—1‘. (4.41)
n? —
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1
Usando a equagcao (4.40), e o fato de 7 = log (7> podemos escrever o resultado
r

(4.41) em termos de Z, obtendo:

k A

. — (4.42)
VB HVB-Zt
em que k é uma constante arbitraria.
Podemos isolar a varidvel Z na equagio (4.42) obtendo assim:
V2
7= V2V3hT (4.43)
Ve + k2
Agora, usando o fato que:
Z = (AN /70, (4.44)
obtemos a expressao para o campo 0:
k
o(r) = ——. (4.45)

T
Z 3 6 g 10

Figura 4.1: Gréfico da solugao (4.45) com k=1¢e¢ A = 3.

Esta é a solugdo encontrada por Chandrasekhar [24] para um fluido politrépico

com equagao de estado dada por:
6
5

P =kps. (4.46)

E interessante observar que se procuramos solugoes da equacao (4.19) da
forma:
k

0(r) = o™ (4.47)
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encontramos que, necessariamente, n = 5 e m = 1/2 levando exatamente &
solucdo (4.45) acima.

Com efeito, substituindo (4.47) em (4.19) obtemos:

—3a + b(2m — 1)r?
(a + br2)m+2

2kbm ( ) + )\(kin =0, (4.48)

a+ brz)mn

que pode ser escrita da formas:

2kbm (—3a + b(2m — 1)r?) = =" (a + br%) """ (4.49)
Para que a equacao (4.49) seja consistente, devemos ter:
2m —1=0, (4.50)
e
m+2—mn =0, (4.51)
o que nos fornece, m =1/2 e n = 5.
Assim, temos:
5. (r) i (4.52)
5., (1) = ———. )
! (a+ br2)1/2
4
Substituindo (4.52) em (4.19), para n = 5, obtemos as constantes a = 3 e
b=1 e assim:
() P — (4.53)
5reg\I') = : 12" .
(5
4.1.2 Solugoes Singulares na Origem
Efetuando a mudanca de variavel:
w=2012"2, (4.54)
e substituindo em (4.38) obtemos:
1 d
P S, (459
V3 Jus 4?4+ B
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8C,
onde K = —.
3
Aqui, como no caso unidimensional, analisaremos os casos em que P(w) =
w3 +w? 4+ % possui 1, 2 ou 3 raizes reais. Aqui, como no caso unidimensional,

tomaremos Cy = 0.

As rafzes de P(w) sao dadas por:

1 25 A
wl——g{l—A—zg} (4.56)
oy = 1 {1 e ﬁﬂi) L= \{gim} (4.57)
3 235 A 23
oy = {1 L4 1\@) G, ‘{gim} (4.58)
3 235 A 23

em que A é dado por

A= (747 27E+3\/§\/8E+27E2>§. (4.59)

Seguindo o mesmo raciocinio mostrado para o caso unidimensional, encon-
tramos as condigoes sobre E para que P(w) tenha 1,2 ou 3 rafzes reais distintas:

e Uma tinica raiz real se F/ € (foo, 72487) U (0, 00),

8

e Duas raizes reais se £ =0 ou &/ = —5-,

o Trés raizes reais se E € (—2%, 0)‘

Caso 1: P(w) possui somente uma raiz real wy:

Nesse caso a raiz wy possui multiplicidade 1. Para que o polinémio P(w) seja
positivo, devemos ter w > ws.

A solugao w(r) é dada por:

(w1 +0?)en [\/507; /{] — (—wy + 02).

w(r) = en [\/gm_; H] ; (4.60)
B 2C, (1 +cn [\/ga log r; KZ]) :
Z(r) =+ <(w1 + 02) = (—w1 + 02)en [V3o logr; K] > ’ (4.61)
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e portanto,

. 1 ii 201(1+cn [\/gologr;/ﬂ) :
9()7i<4)\) \/77<(w1+02)+(w1—02)cn[\/§ologr;/ﬂ> - (462)

Para E > 0 a solucao apresenta intervalos em que ela nao é uma funcao real.
Para exemplificar tomemos F = 1. Para esse valor encontramos w; = —1.2971,
o = 1.2515 e k = 0.9805. Os intervalos onde a solucao nao é real podem ser
calculados da seguinte maneira:

A solugao 6(r) nao é real se
(w1 + %) + (w1 — o?)en (\/50 log r; /f) < 0. (4.63)

Podemos, ainda, verificar a oscilagdo da solugao através do cédlculo de suas
raizes, isto é, os pontos em que 0(r) = 0. Esses pontos sdo dados por:

F((2k+1)m.K)

r=e Vi (4.64)
com k= 0,£1,4+2, ... Na figura 4.2 tomamos a constante V\ﬁg =1.
4N
d
| ‘|
| |
1.5
1.0
030 \
Y
e
_.,___________
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 »
4 4 ] S 10

Figura 4.2: Grafico da solugao (4.62) para E =1, r € (0,10).
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-

2 ' \ e
l\ ;"ff
E A

nl1 n.z 0.3 0.4 (1]

Figura 4.3: Grafico da solucao (4.62) para E =1, r € (0, 3).
Caso 2: P(w) possui 2 raizes reais:

Nesse caso a integral primeira pode ser escrita da forma:

1 dw 2 1
T = iﬁ/ oo %)(w N %)2 = i% arctan <q/w — 3) , (4.65)

assim, temos:

1
w=3 + tan? (?T) (4.66)

e portanto, a solucao 6 é

VO 1 L
OV 1+ tan? (L (logr))

Esta fungdo apresenta o mesmo comportamento oscilatorio que a solugao
anterior, com raizes dadas pelos pontos em que glogr = :I:(M)7 com
k =0,£1,%+2,.... Abaixo mostramos o comportamento da solucao (4.67) para
dois intervalos em diferentes escalas.

O(r) =+ (4.67)
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Figura 4.4: Gréfico da solugao (4.67) para duas raizes reais distintas, r € (0, 10).

15
12.5

10

Figura 4.5: Gréafico da solucao (4.67) para duas raizes reais distintas, r € (0, %)
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Caso 3: P(w) possui 3 raizes reais distintas:

Novamente, as solucoes sao reais somente se w3 < w < ws OU W > W1 .

Se w3 < w < wa:

1 3
Z(r) ==+ |2C , 4.68
) 1LJ3 + (w2 — w3) sn? [\/galogr; /@J ( )
e
1\7 1 1 :

0(r) =+ 2C . 4.69
(r) <4)\¢) NG { 1(,03 + (wg — w3) sn? [\/gologr;n]} ( )

&

g
&
4t
bl S
z a 3 & w
Figura 4.6: Gréfico da solugao (4.69) para £ = —4/27, r € (0, 10).
Se w > wy:
1 —sn? [V3ologr; 2
Z(r) = + |20, — 2 [V30logrs ] (4.70)
wy — sn? [\/ga logr; /4;} wa
e
1 i 1 cn? [\/30 log r; f@} 2
O(r)y==+-— — |2C . 4.71

(r) (4/\) NG { ' o1 — wosn? (V30 logr; K] (*.71)

As figuras 4.7 e 4.8 mostram o grafico de (4.71), o primeiro para pequenos
valores de r e o segundo para valores distantes da origem. Essa solucao é regular
exceto na origem r = (. Esta solugao tem também o comportamento oscilatorio
das solugoes anteriores.
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Figura 4.7: Gréfico da solugao (4.71) para £ = —4/27, r € (0, 10).

a0
20
2o |

10

Figura 4.8: Grafico da solugdo (4.71) para E = —4/27, r € (0, ).

4.2 Um Caso Particular Com D # 0

Na segao anterior mostramos algumas solugoes da equacao de Lane-Emden-
Fowler 4.19 para n = 5, com D # 0 que podem ser expressas em termos das
fungoes elipticas sn e cn. Neste se¢do apresentaremos uma solugao dessa equagao
em termos de funcGes elementares.

Lembramos que uma solucao de (4.19) para n =5 com D # 0 é dada por:
1
0= —F———7, (4.72)
AN/
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em que Z é uma funcao a ser determinada. Tomamos também a mudanga de
variavel independente:

T=—log r. (4.73)
Dessa forma, a equacao para Z fica:
dzZ 1 4
5= 20-2%), (4.74)

que pode ser reescrita como:

az\* z5 7z
=) == 4+ = 4+ = 4.
(d¢) 21t (4.75)
Analisando o polinémio:
AR LR O
PZ)=-—F7Z5+ ++5 4.
(2)=—7+ 7T+ (4.76)

constatamos que, se existirem raizes multiplas, elas devem assumir os valores

Z =0, Z = £1 e Z = =i, que correspondem respectivamente a C7; = 0,

1 1
Ci=—-e(Cy=—-. O caso Z = 0 fornece a solu¢ao encontrada por Chan-

drasekhar, o caso Z = %1 corresponde a equacao:

(%) = fl%(z2 ~1)*(Z2% +2), (4.77)

que implica em uma solugao cuja derivada néao admite valores reais.

Resta ainda o caso Z = 41, que corresponde a equagao:

azZ\* 1, )
) - = 1 — . 4.
(dr) 12(2 +1)%(2-27) (4.78)
Efetuando a mudanga de varidavel dependente Z = tan ¢ obtemos a equagao:
do\* 1
(se(32 gbg) =13 (tan2 o+ 1)2 (2- tan? ), (4.79)
que simplificada fica:
d 1 /2 - 3sin?
dp 1 v2-3sin°¢ (4.80)

dr V12 cos ¢

¢ = £sin (ﬁsm (;)) : (4.81)

e como ¢ = arctan Z, temos:
2
arcsin <\/;sin 72_):| . (4.82)

62

cuja solugao é:

Z = +tan




Cap. 4 - Solugoes para Estrelas Esféricas

Usando a igualdade:

T x

tan (arcsin x) = tan (arccos 1-— x2) = tan <arctan ) = ,
( ) \/7 V1= 22 V1= 22

(4.83)

valida para —1 < x < 1, encontramos:

f s sin logr) (4.85)

2 gin? log 7“)

(4.84)

entdo, Z(r) é

e finalmente

n V2 sin (3 log7)
VA \/37’ — 2 sin? (% log r)

Essa solugao nao é regular na origem, porém vai a zero no infinito. A figura
mostra o grafico de (4.86). Tomamos A = 1.

(4.86)

0(r) =

0

Figura 4.9: Gréfico da solugao (4.86) para r € (0, 3).

Finalmente podemos verificar, das vérias soluc¢oes acima para o caso de uma
estrela esfericamente simétrica e em equilibrio hidrostatico que, sua densidade
p(r) = a(0(r))®, a = cte tem também um comportamento oscilatério. Ou seja,
estas estrelas tém grandes variagoes de densidade em suas regioes mais centrais
e poucas oscilagoes perto da sua superficie. E preciso, no entanto, notar que
este modelo é vélido para regides nao muito préximas do centro uma vez que

. A 1
todas elas tém um fator NG
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r
20 40 60 80 100 120

-0.1

=02

—03L

Figura 4.10: Gréfico da solucdo (4.86) para r € (4,120).
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

No Capitulo 2 apresentamos algumas solugoes estaticas para a Equacao de Lane-
Emden-Fowler unidimensional, isto é, solugoes da equacao

d2¢ 2 n

@ + m¢¢> — )\QZS = 0,
para os casos n = 2, 3 e 5 através do método da Integral Primeira. Esse método
fornece solucoes escritas em termos das Funcgoes Elipticas de Jacobi sn e cn.
Nese capitulo também encontramos condigdes sobre a constante de integragao
da integral primeira para as quais as solugoes obtidas sao regulares no dominio
real.

Boa parte das soluges que encontramos, possuem singularidades ou ainda
intervalos nos quais ndo estao definidas. No entanto, essas solugoes sdo continuas
em seus intevalos de definigao, de forma que é possivel usa-las para descrever
campos confinados impondo-se condicoes de fronteira adequadas.

Uma vez que essas solugoes surgem no estudo de Campos Cléssicos Intera-
gentes com Lagrangeana de interagao

2.2
Lint = g¢ )
é interessante encontrar solugoes da equacdo diferencial linear obtida para o

campo Y. Nessa equacdo, ¢ aparece como um potencial, de forma que y pode
ser interpretado como um campo de prova sujeito a um potencial V(¢).

No Capitulo 3, desenvolvemos um método perturbativo, adaptado do Método
Po(x,1)
O(xz,t)
tuagoes sobre o campo classico ¢. Esse método depende fortemente da solucao
de uma equagao linear em que ¢ também aparece como um potencial. En-
contramos, para o modelo A\¢*, para o qual, uma solucio ¢, regular em R, é
conhecida, as expressoes explicitas, em primeira ordem, das flutuagoes lineares
e nao-lineares. A partir dos resultados obtidos nesse capitulo, escrevemos um

de Hirota, cuja formulagao original supoe n = (8 , para calcular as flu-
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trabalho ja submetido para publica(;éo[27]:
No Capitulo 4 estudamos a equacao de Lane-Emden-Fowler, no contexto da
Astrofisica Estelar, nesse caso conhecida como equagao de Lane-Emden. Através
do método da Integral Primeira, obtivemosuma série se solugoes singulares na
origem, e constatamos que o método fornece somente uma solugao regular na
origem, ja conhecida na literatura, a saber, a solugdo de Chandrasekhar24],
Algumas perspectivas para o desenvolvimento posterior deste trabalho sao:

1. A solucao completa do Problema de Campos Cléssicos Interagentes requer
a solugao do sistema de equagoes

0,0"p +myd — A" =0,

9u0Mx + (299" —m3)x =0,

que nao pode ser resolvido pelo formalismo da Integral Primeira. Acredi-
tamos que hd um vasto campo de pesquisa nesse problema, uma vez que
métodos gerais nao podem ser aplicados..

2. Para o caso hipereliptico, a integral primeira pode ser expressa em termos
de um certo tipo de funcao especial denominada Funcao “© de Abel”[16],
cujo estudo estd além dos interesses deste trabalho. Um estudo mais apro-
fundado de como se aplicar essa fun¢ao ao problema dos campos cléssicos
pode levar a novas solugdes para n > 5. Uma expansao em série de fungoes
para a integral hipereliptica (2.30) é conhecida [28]’[29], porém nao encon-
tramos um modo de inverter essa série. Acreditamos que esse problema
também pode ser estudado no futuro.

3. No caso de dimensao (1+1), a equag@o para x pode ser interpretada como
uma equacao do tipo Schrodinger, para a qual existem muitos métodos
perturbativos de Solugéo[?’o* 311 Nenhum desses métodos, porém, ¢é efi-
ciente para resolver o problema dos campos interagentes. Um outro ramo
interessante de pesquisa é a busca de Métodos Perturbativos para esse
tipo de equagao. Também a implementagdo de métodos semelhantes ao
Método de Hirota torna viavel a resolu¢ao de niimero maior de modelos.

4. Para contornar o problema das solugdes da Equagdo de Lane-Emden (di-
mensao 3) singulares na origem, pode-se usar um modelo de estrela com-
posta por dois ou mais politropos, em que cada politropo ocupa uma
camada da estrela. O problema central é estabelecer as condigoes de fron-
teira razoaveis na juncao das camadas.
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5. Por fim, consideramos realmente promissor a busca de novos métodos
para a solucao da Equacao de Lane-Emden-Fowler, ou mesmo novas trans-
formagaoes envolvendo as varidveis da equagao.
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Apéndice A - Integrais e
Funcoes Elipticas

Ao longo deste trabalho utilizamos as chamadas integrais elipticas[n’ 32 4o
primeiro tipo e algumas de suas propriedades. Neste apéndice apresentaremos
de forma mais rigorosa esse tipo de integral, bem como alguns resultados im-
portantes, cujas demonstragoes encontram-se, por exemplo, em[33].

Definicao 1: Toda integral da forma

/R (x, P(a,)) dx, (A1)

onde R € uma fung¢ao racional e P(x) € um polinémio de terceiro ou quarto graus
€ denominada Integral Eliptica de Jacobi, ou simplesmente Integral Eliptica.

Teorema 1: Toda integral eliptica pode ser expressa como uma combina¢ao
linear das sequintes integrais:

dx
/\/1—x2 (1— r222)’ (A2)
/ V-2 —KZQ o (43)
/ (14 na?) \/(1 —22) (1 — K222’ (Ad)

as quais sao chamadas respectivamente Integrais Elipticas de Primeiro, Sequndo
e Terceiro Tipos na Forma Normal de Legendre. O numero k é denominado
Mdédulo da Integral Eliptica e n € chamado Parametro da Integral de Terceiro
Tipo.

As integrais elipticas sao, algumas vezes, expressas em termos de sin g, e

nesse caso, dizemos que estao escritas na “Forma Trigonométrica”. Esse resul-
tado é expresso no seguinte teorema:

68



Apéndice A - Integrais e Fungoes Elipticas

Teorema 2 (Forma Trigonométrica): Através da substituicdo x = sin¢
as integrais elipticas podem ser expressas, respectivamente, da forma:

[ s
(1— k2 sin? ©) 7
/ \/1—K2sin? ¢ dp, (AG)

de (A7)

/ (1+nsin2<p) V1 — K2sin? ¢

0
No caso em que as integrais elipticas estao definidas entre 0 e 5 dize-

(A5)

mos tratarem-se de “Integrais Elipticas Completas”. Na literatura, as integrais
elipticas s@o expressas através dos simbolos F', E e K, conforme apresentado a
seguir.

Notagao: Definimos as fungoes F(p, k), E(p, k) e Il(p,n, k) da forma:

dx

F( ) /cp dr /sintp
¥y K) = = )
0 V1—k2sin®7 0 V(1 —22) (1 — K222)

. sine T w722
E(p, k) = 1—rk2sin’7 dr = ——dx, A9
= [V = (A9)

(A8)

%)

(¢, n, k) :/ dr =
0 (lJrnsin2 7') V1—k2sin®7

/sinqj dr

0 (1+n2?) /(1 — 22) (1 — K222)

. (A10)

As “Integrais Elipticas Completas”do primeiro, segundo e terceiro tipos sao
definidas, respectivamente, como:

K(k)=F (gﬁ) (A11)
E(r)=E (g,{) , (A12)
II(n, k) = H(gm,ﬁ). (A13)

Teorema 3: Sdo vdlidas as sequintes relagoes envolvendo as integrais elipticas

F (7907 K:) =-F (507 K)v (A14)
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E (_907 "i) =-F (<P7 H) ) (A15)
F(ar+ ¢, k) =2aK (k)£ F (p, k), (A16)
E(ar £, k) =2aF (k) £ E(p, k), (A17)

onde « é um numero real qualquer.

Definicao 2: Definimos a fun¢io “Amplitude de Jacobi”como a Inversa
de F(p, k) e representamos da forma am(p, k), ou seja, se

©
u="F(pr)= S (A18)
2
0 \1—k2sin®r

entao

@ = am(u). (A19)

A partir da definicao amplitude, podemos definir as “Fungoes Trigonométricas
Elipticas” sn, cn, e dn.

Definicao 3: As funcoes “Seno Eliptico”, “Cosseno Eliptico”e “Delta”sdo
definidas, respectivamente, da forma:

sn(u) = sin p = sinam(u), (A20)

cn(u) = cos p = cosam(u), (A21)

dn(u) = 1/1 — k2sin? o = /1 — K2sn2(u). (A22)

Definigao 4: Para k? < 1 definimos o “Médulo Complementar” ' da forma

K =/1— k2. (A23)

Definigao 5 : Definimos as fungoes K'(k) e E'(k) como

K'(rk) = K(x'), (A24)

E'(r) = E(K). (A25)
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Periodos e Zeros das Fungoes Elipticas

As fungoes sn(u), cn(u) e dn(u) sdo periddicas satisfazendo:

sn(u + [4mK (k) + 2niK' (k)]) = sn(u), (A26)
en(u + [AmK (k) + 2n(K (k) + iK' (k))]) = sn(u), (A27)
dn(u + [2mK (k) + 4niK'(x)]) = dn(u), (A28)

com n inteiro.

Uma vez que as fungoes apresentadas ao longo do texto possuem dominio
real, tomamos somente a parte real do periodo, ou seja, nos importamos so-
mente com o estudo da fungao K (k).

Os zeros das fungoes sn(u), cn(u) e dn(u) sdo dados por:

sn(u) =0

) u = 2mK (k) + 2niK’ (k), (A29)
en(u) =0

u=(2m+ 1)K (k) + 2niK' (r) (A30)
e dn(u) =0

) u=2mK + 4niK'. (A31)
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Apendice B -
Transformacoes
Trigonométricas

Nos Capitulos 2 e 4 utilizamos algumas transformagoes trigonométricas[”] para
conduzir a integral
d
[ oo
a integral
d
[T o
1 — k2sin®

em que Ps(z) é um polindémio de grau 3 e P3(z) > 0 na regido de integrago.

As transformagdes dependem do nimero de raizes reais distintas de Ps(z),
que pode ser 1, 2 ou 3. Se o poliné6mio possui uma tnica raiz real com multi-
plicidade 3, ou duas raizes reais iguais, a integral (B01) reduz-se a uma integral
elementar, como mostrado a seguir. Nos demais casos a integral é dada em
termos da integral eliptica do primeiro tipo F(y, k). Tomaremos, sem perda de
generalidade, P3(z) tal que o coeficiente de 23 é igual a 1.

Se Ps(z) possui somente uma raiz real com multiplicidade 3, entdo
Psy(z) = (z = 21)°, (B03)

e a integral (B01) toma a forma:

dz 2
=— . B04
/\/Pg(z) VZ— 2 (B04)
Se P;(z) possui duas raizes reais distintas, entdo podemos escrever:
Ps(2) = (2 — 21)(2 — 20)?, (B05)
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e a integral (B01) nos da:

(B06)

arctan (

/\/Z:(z) - \/212— 22 %)’

se z1 > 29 €

anctant (Y2221 ). (B07)

/ dz 2
VPs(2) Va2 VZ2 — 21

se 21 < 29.
Se P;(z) possui um unica raiz real z1, com multiplicidade 1, podemos escrever
Ps(2) = (2 — z1)(2 — 22)(2 — Z2), (B08)
onde 29 é uma raiz complexa e Zs é seu complexo conjugado.

Tomamos, agora, as seguintes transformacoes:

o+ 21—z
= — B09
P = L 1 (B09)
sez> 21 € )
o —z1+ 2
S = B10
cos @ e —- ( )
se z < 27.
Substituindo as equagoes (B09) e (B10) em (B08) obtemos:
a2(1 — cos )
P =t—7
5(%) (14 cosy)3 8
x[2 (0" + (21 — 22)(z1 — 22)) + 2 (—0* + (21 — 22)(21 — Z2)) cos p+
+ (=o' + 02221 — (22 + 22)) — (21 — 22) (21 — 22)) sin® ¢, (B11)

onde o sinal (+) corresponde a (B09) e o sinal (—) a (B10).

A idéia, agora, é encontrar um valor de o para o qual o termo em cos ¢ seja
identicamente nulo. De fato, esse valor é dado por:

0'4 = (Zl - Zg)(zl — 22), (B12)

que é exatamente igual a P4(z1). Dessa forma, definimos o parametro o como:

o =/ Pi(=). (B13)
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Substituindo (B11) na integral, levando em conta (B09), (B10) e (B13), apds
algumas manipulacoes, obtemos:

do (B14)

/ dz 1 /
\/ pg(Z) g \/1 _ 20‘2—222‘—2&-,22-&-22 Sin2 SD

Esta é uma Integral Eliptica de médulo x, dado por

que é exatamente a expressao:

27202—2214—22—1—22

o2 , (B15)
1 1 P”(Zl)
5 B g P/(Z1) (Blﬁ)
11 P(z)
o 5 - g P’(Z1) (B17)

Para o caso em que P3(z) possui 3 raizes reais distintas z1, 2o e z3, satis-

fazendo:

temos

21 > Z9 > 23,

Ps(z) = (2 — z1)(2 — 22) (2 — z3), (B18)

para a qual temos as seguintes transformagoes:

para z < z3,

para z3 S z S 22,

para 2o <2< 21, e

para z > 2.

sin? p = - 23, (B19)
zZ — Z9
sinp = —— 2 (B20)
Z9 — Z3
sin? ¢ = S , (B21)
zZ1 — 22
sin?p = - L (B22)
zZ — Z9
Para qualquer uma das 4 transformacoes, obtemos a integral:
(B23)

/ dz 2 / de
VPs(z) VA2 \/1 - %sinznp,
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a partir da qual podemos definir o e k:

Vi — (B24)

0= ——"—"-,

2

R (B25)
Z1 — Z3

As transformagdes acima sdo validas para os valores restritos a sin z € [0, 1]
ecosz € [—1,1].
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Apéndice C - Algoritmos do
Mathematica®©

Neste apéndice, mostramos alguns comandos do software Mathematica® uti-
lizados para gerar os graficos apresentados no texto.

Analisamos a integral:

- 7/7, (Co1)
me 23_22+D

b=

d=

pol=z"{3} + b z~{2} + (d/2)
Roots[pol == 0, z]

Out[]:={{z->z1},{z—>z2},{z—>z3}}
hi=Head{z1}
h2=Head{z2}
h3=Head{z3}

Se somente um dos trés valores hl, h2 e h3 é real (comando Head), entdo esse
valor é denotado por h e

h=
S = Sqrt[Sqrt[3 h~{2} - 2 hl]

K = 0.5 - 0.25%((3 h)/(8qrt[3 h"{2} - 2 h]))

fi = Sqrt[(d/2) (((t1-S~{2})JacobiCN[S x,K]

+ (t1 + 87{2})))/(1+JacobiCN[S x, KI)]

Plot[fi, {x, x1, x2}, AxesLabel -> {x, \[Phil}, AxesLabel -> {0, 0}]

Se, no entanto, os trés valores sdo reais:
z1=Max [h1,h2,h3]
z3=Min[h1,h2,h3]
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z2= other case

S =0.5 Sqrtlzil - z3]

K=Sqrt[((z2 - z3)/(z1 - z3))]

fil = (z3 + (2z2-z3) JacobiSN[S x, K])~{2}
Plot[fil, {x, x1, x2}, AxesLabel -> {x, \[Phil},
AxesLabel -> {0, 03}]

fi2 = (z1-z2 (JacobiSN[S x, K])~{2})/(1-(JacobiSN[S x, KI)~{2})

Plot[fil, {x, x1, x2}, AxesLabel -> {x, \[Phil},
AxesLabel -> {0, 0}]
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