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Resumo

Mostraremos que as equacoes de movimento de uma classe de modelos cosmoldgicos ani-
sotropicos envolvendo campos escalares com acoplamento nao minimo a gravitagao sao equi-
valentes ao fluxo geodésico em certas variedades estendidas munidas de uma métrica nao-
riemanniana, generalizando alguns trabalhos recentes e permitindo uma melhor classificagao
dinamica do espago de fase das solugoes destes modelos cosmoldgicos. Essencialmente, as
técnicas empregadas neste trabalho sao uma generalizacao do conhecido Principio de Mauper-
tuis-Jacobi da Mecanica Classica, o qual permite associar o fluxo geodésico de uma métrica
particular (a métrica de Jacobi) as equagoes de movimento de um dado sistema mecanico, tipi-
camente Hamiltoniano. Mostraremos também que a abordagem geométrica baseada na métrica
de Eisenhart da mecanica cléssica pode ser generalizada de maneira andloga ao do Principio
de Maupertuis-Jacobi para o caso de equagoes cosmoldgicas, permitindo a introducao de um
outro enfoque geométrico complementar aquele correspondente a generalizacao do Principio
de Maupertuis-Jacobi. Estes resultados sao aplicados a modelos cosmolégicos de quintesséncia

atuais e resultados interessantes e promissores sao obtidos.



Abstract

We will show that the equations of motion for a class of non-minimally coupled anisotropic
scalar-tensorial cosmological models are equivalent to the geodesic flux on certain augmented
manifold endowed with a non-Riemannian metric. This result generalizes some recent ones and
provides a better dynamical classification of the phase space of such cosmological models. The
techniques employed in this work are, basically, a generalization of the well known Maupertuis-
Jacobi Principle of Classical Mechanics, which allows us to associate the geodesic flux of a
particular metric (the so called Jacobi Metric) to the equations of motion of a given mechanical
system, typically a Hamiltonian one. We will show also that the classical geometrical approach
based on the Eisenhart metric can be generalized in an analogous way for the cosmological
case, leading to another complementary geometrical approach to that one corresponding to
the generalization of the Maupertuis-Jacobi Principle. Such results are applied to certain

quintessential cosmological models leading to some interesting and promising results.
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Introducao

A Cosmologia moderna nasce dos trabalhos de Einstein de 1915 que langaram a Relativi-
dade Geral. A partir destes trabalhos pode-se, pela primeira vez, perscrutar nosso universo a
luz do Método Cientifico. As primeiras décadas da Cosmologia moderna foram, contudo, de
desenvolvimento muito lento. A maior parte dos trabalhos dessa fase eram altamente especula-
tivos, causando um certo desconforto e acarretando descrédito em grande parte da comunidade
cientifica. Esta situagao alterou-se significativamente nos ultimos anos, nos quais assistimos
uma prodigiosa evolucao da Cosmologia motivada, basicamente, por novos meios observacionais
e de modelagem. Compreender o universo em larga escala se torna fascinante e ao mesmo tempo
instigante pelos recursos empregados e pelas expectativas de se encontrar respostas definitivas
para as mais antigas e profundas questoes da Humanidade. Vaérias questoes que até muito
pouco pertenciam mais a metafisica do que a ciéncia podem, agora, ser analisadas de maneira
racional. A partir de modelos que descrevem o universo visivel atual, os cosmélogos podem
inferir propriedades em outras épocas e de outras partes do universo, fazer algumas previsoes
e, inclusive, testd-las observacionalmente. Freedman e Turner [1], por exemplo, argumentam
que entender a evolugao do universo é algo que tem a ver com a expectativa de conhecer sua
estrutura, sua expansao, sua composicao, passando por sua idade e, principalmente, a descricao
de sua dinAmica de movimento. E impossivel nao nos deslumbrarmos diante da eficacia das
teorias fisicas na descricao da Natureza, desde as mais diminutas escalas até o universo como
um todo.

Seria um truismo afirmar a importancia da Mateméatica na construcao e aplicacao das
teorias fisicas, em particular da Cosmologia. Todas as grandes teorias fisicas decorreram de

ou implicaram em novidades matematicas quase concomitantes. No caso paradigmatico da

xvii



XVvili

Mecanica Newtoniana, por exemplo, o desenvolvimento foi claramente conjunto. Contudo, o
grande avancgo cientifico do Século XX acarretou, de maneira quase inexoravel, a disseminagao
de especialidades e especialistas. E praticamente impossivel uma tnica pessoa acompanhar
todos os desenvolvimentos relevantes em uma grande area como, por exemplo, a Fisica ou a
Matematica. A imagem romantica do sdbio universalista pertence, definitivamente, a historia.
A ciéncia moderna, em particular a Cosmologia é, basicamente, um empreendimento coletivo e
necessariamente interdisciplinar. O trabalho aqui apresentado é uma tese de Mateméatica Apli-
cada motivado por problemas relevantes da Cosmologia moderna. As definigoes de Matematica
Aplicada e Matemética Pura (assim como as de Fisica Tedrica, Fisica Experimental, Fisica
Matematica, etc...) estdo quase sempre envoltas em alguma polémica. Estas questoes nada
tém a ver com a Ciéncia em si, e sao, de fato, quase sempre irrelevantes do ponto de vista
cientifico, pertencendo mais ao campo da inevitavel retérica inerente a qualquer atividade so-
cial do que as questoes cientificas fundamentais. Atribui-se a John W. Tukey a “defini¢ao”
de Matemaética Aplicada como sendo a busca de solugoes aproximadas para problemas exatos,
em contraposicao a Matematica Pura, a qual envolveria, segundo ele, a busca de solucoes e-
zatas para problemas aprozimados. Nao é nossa intencao fazer qualquer juizo' de comparacao
entre as duas “formas” de Matematica, mas as defini¢oes de Tukey acomodam muito bem as
atividades tipicas desenvolvidas em Matematica Aplicada e Pura. O trabalho desta tese per-
tence indubitavelmente a primeira “forma” de Matematica. Como veremos, as contribuicoes
originais desta tese envolvem uma reinterpretacao geométrica das equagoes de certos modelos
cosmolégicos bastante gerais. Tal reinterpretacao geométrica facilita e amplia a classificagao
qualitativa e quantitativa das possiveis solugoes cosmolégicas, algo essencial para a construgao
de modelos cosmoldgicos mais realistas e precisos e, portanto, menos “falsedveis” do ponto de
vista do Método Cientifico.

A principal motivacao dos trabalhos que resultaram nesta tese foram os resultados recentes
de Townsend e Wohlfarth [3] mostrando que as equagdes de movimento de modelos cosmoldgicos

isotrépicos e homogeéneos envolvendo campos escalares podem ser encaradas como geodésicas

L A citacdo original: Far better an approzimate answer to the right question, which is often vague, than the

exact answer to the wrong question, which can always be made precise, [2].
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em certos espagos de configuracao estendidos. Estes resultados sao curiosos e intrigantes ja que
estes espacos de configuragao estendidos nao possuem nenhuma relacao direta com o espaco-
tempo em que os modelos cosmoldgicos sao geometricamente definidos originalmente. Deve-se
dizer também que tais resultados nao sao tao novos, de fato. Conclusoes semelhantes ja haviam
sido antecipadas em [4, 5, 6, 7]. Townsend e Wohlfarth, contudo, foram os primeiros a sugerir
que esta reinterpretacao geométrica das equagoes de movimento de certos modelos cosmologicos
poderia auxiliar a classificacao qualitativa e quantitativa da dinamica de suas solugoes. Nossa
contribuicao basica a este problema foi identificar que, por tras do procedimento usado por
Townsend e Wohlfarth estava, de fato, uma idéia do Século XVIII (anterior, portanto ao fra-
cionamento das Ciéncias Fisicas e Mateméticas em suas especialidades atuais): o Principio de
Maupertuis-Jacobi da Mecanica Classica. Isto permitiu a extensao dos resultados de Townsend
e Wohlfarth para situacoes mais gerais e de maior relevancia fisica, notadamente os casos
anisotropicos e envolvendo campos escalares com acoplamento nao minimo a gravitacao.

O Principio de Maupertuis-Jacobi da Mecanica Classica [8] estabelece que a dinamica de um
dado sistema mecanico pode ser vista como movimentos geodésicos associados a uma variedade
Riemanniana munida de uma métrica particular, a métrica de Jacobi. No caso de modelos
cosmoldgicos, como veremos, esta métrica nao serd de assinatura euclidiana. Mostraremos
como aplicar o Principio de Maupertuis-Jacobi para as equagoes de movimento associadas a

modelos cosmologicos com acao do tipo
1 ..
Slag. ') = [ dov=g (FOR- 3Gudsr0, s - V@), ©01)

que correspondem a situagoes em que a gravidade é descrita por uma métrica g,,, acoplada, de
maneira nao minima, a N campos escalares ¢“ tomando valores num espacgo alvo riemanniano
¥, com métrica G,g, e com potencial de auto-interacao V. Em (0.0.1), os indices gregos a, f =
1,..., N (os campos ¢* cobrem ), enquanto que os indices latinos dizem respeito a dimensao
do espago-tempo e portanto variam entre 0, ...,d. A métrica do espaco-tempo ¢é dada por g;;
e R é sua curvatura escalar usual. Modelos do tipo (0.0.1) sao freqiientemente introduzidos
para a descricao da recém-descoberta fase de expansao acelerada do universo. Nestes casos,
os modelos com campos escalares sao chamados de modelos de quintesséncia, e os campos

escalares sao identificados como os responsaveis pelos termos de energia escura nas equagoes
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de Einstein. Além de possibilitar a introducao do acoplamento nao minimo através do termo
F(¢), nossa abordagem permite também incluir as soluges anisotrépicas de (0.0.1). Convém
lembrar que a estabilidade frente a perturbacoes anistrépicas é essencial para que qualquer
modelo cosmoldgico possa ser considerado fisico. Os casos em que existem regioes do espacgo de
fase em que F'(¢) = 0 merecem atengao especial, [9]. Veremos também que a interpretacao das
equacoes de movimento como fluxo geodésico permite ir além da simples anélise da estabilidade
linear de pontos fixos. A analise dos fluxos geodésicos associados as equacoes de movimento
proporciona resultados complementares aos obtidos via o teorema de Hartman-Grobman e,
mais importante, permite inferir as bacias de atracao dos pontos fixos.

Como todo tema classico, o Principio de Maupertuis-Jacobi tem uma vasta literatura fisica
e matematica, tendo sido revisitado diversas vezes. Obviamente, estda completamente fora de
escopo uma revisao da histéria dos mais de 200 anos do Principio. Contudo, as analises de L.
P. Eisenhart nos anos de 1928 e 1929 sao particularmente interessantes aos nossos propdésitos.
Essencialmente, Eisenhart questiona a unicidade do Principio de Maupertuis-Jacobi. Em outras
palavras, seria o fluxo geodésico associado a métrica de Jacobi a unica interpretagao geodésica
possivel das equagoes de um sistema mecanico? De maneira nao surpreendente, a resposta é
nao. FKisenhart, porém, foi além e propos uma nova métrica, chamada agora de métrica de
Eisenhart, cujas geodésicas seriam equivalentes as equacoes de movimento de um dado sistema
mecanico. O interessante da métrica de Eisenhart é que ela, em geral, estd disponivel nas
situagoes em que a métrica de Jacobi nao pode ser definida, e vice-versa. Pode-se, portanto,
a partir da métrica de Eisenhart obter uma formulagao geodésica para um sistema mecanico
complementar a obtida via o Principio de Maupertuis-Jacobi. Mostraremos também como a
métrica de Eisenhart pode ser til na analise dinamica das solu¢oes de modelos com agao do
tipo (0.0.1).

Esta tese contém seis capitulos e um apéndice além desta introducao. Os capitulos 1 e 2
sao introdutoérios e foram incluidos para tornar o trabalho minimamente auto-contido. Ambos
capitulos abordam os aspectos fisicos e matematicos elementares da Relatividade Geral. No
capitulo 1 estao reunidas as definigoes das principais estruturas geométricas usadas ao longo

da tese. Alguns poucos resultados sao provados, muitos sao simplesmente enunciados e o leitor



xx1

N

é remetido a literatura padrao da area para mais detalhes. O capitulo 2 contém uma sucinta
introdugao a Relatividade Geral visando a introducao de modelos cosmolégicos. Uma vez
mais, trata-se de material padrao, disponivel em detalhes nas referéncias citadas ao longo do
texto, com, talvez, a unica excegao da se¢ao (2.3), a qual trata de modelos de quintesséncia e
energia escura, assuntos muito recentes que nao possuem ainda uma exposicao sistematica e
didaticamente orientada.

O capitulo 3 devota-se a apresentacao do Principio de Maupertuis-Jacobi e do estudo
dos fluxos geodésicos associados a determinadas equagoes de movimento, com as geodésicas
da métrica de Eisenhart em destaque especial. Rigorosamente, trata-se também de material
padrao, nao original. Contudo, estes resultados sao raramente expostos da maneira sistematica
que nossas analises requerem.

Nossas contribuicoes originais sao apresentadas nos capitulos 4 e 5. O tltimo capitulo
contém uma discussao dos resultados obtidos e possiveis desenvolvimentos futuros. O apéndice
contém uma exposicao de carater introdutorio ao teorema de Hartman-Grobman necessario

para a validacao da analise de estabilidade linear usual.



Capitulo 1

Bases Geométricas da Relatividade

Geral

Este capitulo retine as definicbes matematicas das principais estruturas fisicas e geométricas
usadas ao longo da tese. Alguns poucos resultados sao provados, muitos sao simplesmente
enunciados. O leitor deve consultar [10, 11}, nossas principais referéncias matematicas, para
maiores detalhes.

Um dos principais conceitos da Relatividade Geral e também de nosso estudo é o de espago-
tempo, [12, 13]. Intuitivamente, o espago-tempo é a colecao de todos os eventos possiveis,
passados e futuros associados a todos possiveis observadores. Tal conceito foi introduzido
por Minkowski! em 1908 como uma maneira de unificar diversos resultados da Relatividade
Especial. Varias definicoes matematicas fazem-se necessarias para que possamos discutir sem
ambigiiidades o conceito de espago-tempo, assim como também o conceito mais primitivo de
evento. A maior parte de nossas aplicagoes envolverao espagos-tempos quadridimensionais
(uma diregao do tipo-tempo, trés do tipo-espago), mas, a menos que se diga o contrario, as

defini¢oes deste capitulo sao todas para o caso de dimensao arbitraria.

!Textualmente: The views of space and time which I wish to lay before you have sprung from the experimental
physics soil, and therein lies their strength. They are radical henceforth space by itself, and time by itself, are
doomed to fade away into mere shadows, and only a kind of union of the two will preserve an independent

reality. [14].



1.1 Espaco-tempo

A descrigao intuitiva do espago-tempo como uma colecao continua e suave de eventos sugere
a hipdtese de que o espago-tempo seja uma variedade diferenciavel. Localmente, as propriedades
de uma variedade suave sao muito semelhantes as que fisicamente sao esperadas da vizinhanca
de um dado evento no espaco-tempo, desde que singularidades nao estejam presentes. Contudo,
varias outras estruturas sao necessarias para que possamos definir satisfatoriamente o espago-

tempo da Relatividade Geral.

1.1.1 Definicoes preliminares

Definigao 1.1.1 Um espago-tempo (M, g) consiste em uma variedade diferencidvel (C*)
M, conexa, de dimensdo finita > 2, munida de um campo tensorial g (métrica) de assinatura

lorentziana, ou pseudo-riemanniana, (—,+,--+ ,+), com tempo orientdvel.

O espago-tempo é o objeto fundamental da cosmologia, no qual é modelada a historia pas-
sada e futura do universo. O objeto dinamico fundamental é o tensor métrico g, responsavel
pela modelagem da interacao gravitacional e que satisfaz as equacgoes de Einstein, que serao
brevemente discutidas no capitulo seguinte. A hipotese de M conexo é natural para efeitos
cosmoldgicos, pois uma variedade com partes desconexas corresponderia a espaco-tempos com
regioes desconexas, inacessiveis para qualquer tipo de andlise. Pautados na segunda lei da ter-
modinamica, por exemplo, podemos distinguir a direcao do futuro e do passado. A existéncias
destas direcoes é garantida com a hipdtese extra de tempo-orientavel.

Duas defini¢oes mais sdo necessarias para um melhor entendimento da definigao (1.1.1): a

de campos tensoriais sobre M, dos quais g ¢ um caso particular; e de orientabilidade temporal.

Defini¢ao 1.1.2 (Campos tensoriais) Um campo tensorial do tipo (q,r) sobre M é uma
aplicagao linear que, para todos pontos p € M, leva q elementos de Ty M e r elementos de T,M

em um numero real.

Adotamos a notacao padrao, na qual T,M e T;M correspondem, respectivamente, aos

espacos tangente e cotangente de M no ponto p.



Defini¢ao 1.1.3 (Métrica lorentziana) Uma métrica lorentziana g de M é um campo ten-
sorial simétrico suave do tipo (0,2) sobre M tal que, para cada p € M, a forma bilinear

glp : T,M x T,M — R tem assinatura lorentziana (—,+,--- ,+).

Definigao 1.1.4 (Classificagao de vetores) Em um espago-tempo (M, g), os elementos

U € T,M podem ser classificados em trés grupos:
e g(U,U) >0, U é dito tipo-espago;
e g(U,U) =0, U é dito tipo-luz (ou nulo);

e g(U,U) <0, U é dito tipo-tempo.

Finalmente, a orientabilidade temporal pode ser definida adequadamente.

Definicao 1.1.5 Um espago-tempo (M, g) € tempo-orientavel se M admite globalmente ori-

entacao por um campo vetorial tipo tempo.

A 1ltima de nossas defini¢oes elementares é a seguinte.

Defini¢ao 1.1.6 Sejam (M,g) e (N,h) dois espagos-tempos. Dizemos que (N,h) contém
(M, g) se M é uma subvariedade aberta de N de modo que h|y = g e (M, g) tem a orientagdo

espacial e temporal induzidas de (N, h).

A partir da definigdo (1.1.6), decorre o seguinte fato, 1til para identificar eventuais casos

em que M = N. Para a prova, veja [10].

Proposicao 1.1.7 Suponhamos que (N, h) contém (M, g) mas, para toda geodésica X : € — N
tal que (ANE) N M # 0, N6 C M. Entido M = N.



1.1.2 Equivaléncia fisica entre campos tensoriais

Existe uma relagao de equivaléncia para campos tensoriais de modo que varias quanti-
dades fisicas sao representadas por suas correspondentes classes. Esta relagao de equivaléncia é
heranga direta de certas propriedades das aplicagoes atuando nos espago lineares T, M e T M
em cada ponto p € M. Para enuncia-la, portanto, basta relembrar algumas propriedades de
espagos vetoriais de dimensao finita.

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita e ¢ : V — V* um isomorfismo, onde V*
¢ o dual de V. Para r,s € Z, com r > 0,s > 0 temos que ¢ se estende de maneira unica ao
isomorfismo

¢:I)(V) — T'H(V)
(M@ - Quew - Quw’) — 1R - Qu_1Qd(v,) QW - ®w’,
para todo vy,...,v, € V e w'...w*) € V*. Existe um tinico isomorfismo ¢” de modo que
¢, T(V) — TL(V)
(v1®"'®vr®wl"'®ws) — ¢(Ul)®"'®¢(UT)®¢(UT)®ZU1"'®WS7

onde r, s sao inteiros nao negativos. Tomando p, ¢ nas mesmas condigoes que 7, s com p + q =

r + s, definimos uma relacao de equivaléncia ~ de forma que

A~ B e ¢i(A) = ¢i(B),

para todo A € TP(V) e B €T/ (V).
Seja (M, g) um espago-tempo de dimensao N. A métrica g induz o isomorfismo da forma
Oy T M — TFM
(pv)w = g(v,w),

para todo v, w € T, M. Suponhamos r +s =p+gq, A€ TP(T,M) B € T/ (T, M), entao
A~ B & ¢, (A) = ¢.5(B),

onde ¢,0(A) e ¢, (B) sdo respectivamente isomorfismos induzidos por ¢, de TP(T,.M) e
7. (T,M) sobre T°% (T, M), lembrando que T, M denota o espaco tangente de M no ponto

x.



Sejam A e B dois campos tensoriais em U C M. A é fisicamente equivalente a B (pela
relagdo de equivaléncia imediatamente acima definida) se e somente se Ax ~ Bx, Vz € U.
De maneira mais pratica, dois campos tensoriais sao fisicamente equivalentes se e somente se

um ¢é obtido através de uma variagao adequada dos indices do outro.

1.1.3 Estruturas geométricas basicas

O desenvolvimento de geometrias distintas da euclidiana foi fundamental para a Relativi-
dade Geral. Em [15, 16, 17], podemos encontrar exemplos diddticos destas geometrias, sendo
que em [15] temos um modelo da primeira a ser estudada e aceita no meio cientifico do século
dezenove, rompendo assim uma grande barreira na evolucao do tema. E muito comum entre
os fisicos a utilizagao de todo o jargao da geometria riemanniana na Relatividade Geral. Esta
atitude quase sempre é temeraria. A hipdtese do espacgo-tempo ser uma variedade munida
com uma métrica lorentziana e nao riemanniana introduz uma série de dificuldades e invalida
muitos resultados da geometria riemanniana. A chamada geometria lorentziana, [11], porém,
guarda muitas semelhangas e analogias com sua predecessora, a riemanniana. Nesta subsecao,
introduziremos as principais estruturas geométricas basicas necessarias para formularmos a

Relatividade Geral e, em seguida, alguns modelos cosmolégicos.

Definigao 1.1.8 (Conexao) Uma conexdao D em (M, g) € um mapa D : T,M xT,M — T, M,
para todo p € M, ou (X,Y) = DxY, satisfazendo as sequintes propriedades:

1. Dx(Y+Z)=DxY + DxZ,
2. Dix4vyZ = DxZ + Dy Z,

3. Dyx)Y = fDxY,

4. Dx(fY) = X(f)Y + fDxY.

sendo f: M — R uma funcao suave sobre M e X,Y,Z € T,M.



Claramente, DxY corresponde a uma derivada. Pode-se facilmente estender este conceito
a campos tensorias genéricos, permitindo a introdugao do conceito de Conexao de Levi-Civita,

conhecida também como conexao compativel com a métrica.

Defini¢ao 1.1.9 (Conexao de Levi-Civita) A conexdo de Levi-Civita D de (M, g) € aquela

para a qual:
1. DxY — Dy X = [X,Y] - simetria - para todos os campos de vetores X,Y € T,M.

2. Dxg =0, - compatibilidade com a métrica- para todo X € T,,M.

Nossas proximas defini¢oes contemplam a nogao de curvatura do espago-tempo (M, g), in-

timamente ligada, na Relatividade Geral, a no¢ao de campo gravitacional.

Defini¢ao 1.1.10 (Curvatura) Seja D a conexdo de Levi-Civita de (M, g). O operador cur-
vatura de (M, g) designa para cada par ordenado de campos vetoriais (X,Y) de T,M um oper-

ador Rxy de modo que T,M > RxyZ = DxDvyZ — Dy DxZ — Dix y|Z.

O tensor curvatura R de (M, g) é o campo tensorial (1,3) R tal que R(w, Z, X,Y) = w(Rxy Z)

para toda 1-forma w e para todos campos vetorais X, Y, Z.

Proposicao 1.1.11 Seja R o campo tensorial fisicamente equivalente a R tal que
R(W,Z,X,Y) =g(RxyZ,W).
Tem-se:
1. R(X,Y,W,Z) = —-R(Y,X,W,Z)

2. R(X,Y,Z,W)+R(X,Z,W,Y)+ R(X,W,Y,Z) =0

3. R(X,Y,Z, W) =R(Z,W,X,Y)



Tanto R quanto R séo relacionados em um espago-tempo (M, g) com gradientes gravita-

cionais, cujos correspondentes newtonianos seriam as componentes de maré do tipo:
2
— %, (1.1.1)
com u,v =1,2,3 e ¢ sendo o potencial gravitacional Newtoniano. As derivadas de R, por sua
vez, estao relacionadas aos gradientes de maré. Veja [18].
O tensor de Ricci de um espago-tempo (M, g) é a contragao do tensor curvatura R. For-

malmente, temos:

Definigao 1.1.12 Suponha que X,Y € T,M. com {X4} uma base de T,M e {w?} a base de
seu dual. Entao o tensor de Ricci de X eY € dado por

Ric(X,Y) =) R(w* X, X4,Y) (1.1.2)
A=1

A curvatura escalarS : M — R ou escalar de Ricci é dada pela contracao dos campos tensoriais
(1,1) fisicamente equivalentes a Ric.

Usualmente, os calculos em Relatividade Geral exigem representagoes explicitas da conexao
de Levi-Civita e do tensor de curvatura em certas bases. Para fixar nossas notacoes, vamos
considerar um espago-tempo (M, g) quadridimensional, w’ uma base de uma 1-forma sobre M,
X; a base dual e D a conexio de Levi-Civita. As formas de conexao de {w!} para {w'} sdo

caracterizadas por
4
Dx,X; =Y wi(X;)X; (1.1.3)
k=1

para todo 7,7 = 1,...,4. Se X e Y sao campo de vetores sobre M, DxX pode ser calculado

da seguinte forma:
4 4
DxY =) {X(in) + wa(X)wj(Y)} X;. (1.1.4)
i=1 j=1

As formas que caracterizam a curvatura para (M, g) sao definidas por

4
Q=2 (dw;l +) Wi A w;?) : (1.1.5)
k=1

para todo ¢ =1,...,4. O tensor curvatura R ¢é calculado da seguinte maneira:

4
R=) Xi®w®Q (1.1.6)

ij=1



Se w’ é uma base ortonormal as formas da curvatura sao unicamente determinadas pela pelas

condicoes:

1
do' =) wine  di=1,....4 (1.1.7)

j=1
wi =0, wﬁ:wff, wh = —wy, w,v=1,2 3. (1.1.8)

1.1.4 Alguns exemplos

Apresentaremos nesta secao alguns exemplos bésicos de espagos-tempos.

Espacgo-tempo de Minkowski

O espaco-tempo de Minkowski é o espago-tempo da Relatividade Especial. E um espago
plano (tensor de curvatura nulo) cuja topologia é, simplesmente a do R*. Sua métrica, em

coordenadas esféricas, é dada por
ds* = —dt* 4+ dr? + r*dQ>. (1.1.9)

O espago-tempo de Minkowski é um exemplo elementar e fundamental de um espago-tempo
globalmente hiperbdlico e portanto satisfaz todas as condigoes de causalidade que serao discu-
tidas a seguir. Suas geodésicas sao linhas retas, classificadas em tipo-tempo, tipo-luz (ou nula)
ou tipo-espaco de acordo com a natureza dos seus vetores tangentes. Geodésicas do tipo-tempo
ou do tipo-espaco podem ser parametrizadas pelo comprimento de arco calculado a partir de

(1.1.9). J4 as tipo-luz necessitam de parametrizagao especial [11].

Espacos-tempos estelares

Tipicamente, chamamos de espacgos-tempos estelares aqueles correspondentes ao campo
gravitacional de objetos compactos. Em particular, nestes casos, admitimos que a métrica é

assintoticamente plana, o que fisicamente significa que para grandes distancias do objeto, o



campo gravitacional nao exerce influéncia significativa. Nosso primeiro exemplo de espaco-
tempo curvo é o espago-tempo de Schwarzschild, cuja métrica tem a seguinte expressao em

coordenadas esféricas:

2 2 !
ds? — — <1 _ Gm) dt® + (1 - Gm) dr? + r2dQ?, (1.1.10)

T T

onde dQ? = d#* + sen?(0)d¢p* é a métrica sobre uma 2—esfera unitdria e m é a massa do objeto
situado na origem do sistema de coordenadas. Vamos exemplificar o estudo geométrico deste
modelo de espago-tempo. O comportamento das geodésicas na métrica de Schwarzschild é
determinado pelos simbolos de Christofell, [16, 17], ndo nulos para a métrica (1.1.10) acima.

Escolhendo-se uma base coordenada, tem-se:

Gm —Gm Gm
FT‘ - T4 — 2G FT‘ - @@ Ft —
t rd (T m)7 T 7”(7’ . QGm)’ tr ’/’(T _ 2G_m>,
1 1
Mo = 5 Th = —(r=2Gm), T}, = —, . (L1.11)
cos 6
Iy = —(r—2Gm)sen*y, T, = —senfcos, Iy 5 = wond

Veja a figura (1.1) que esquematiza a formagao de um buraco negro através de um colapso
gravitacional.

As expressoes das equagoes geodésicas para a métrica de Schwarzschild sdo extensas, veja,
por exemplo em [19]. Porém, o trabalho de resolvé-las é simplificado pelo alto grau de simetria
da métrica. Outra peculiaridade da métrica de Schwarzschild é o teorema de Birkhoff, da
primeira metade da década de vinte do século passado, [19], o qual garante que a métrica
de Schwarzschild é a tnica solucao das equacoes de Einstein no vacuo com simetria esférica
e assintoticamente plana. O espago-tempo de Schwarzschild é geodesicamente incompleto no
sentido de que nem sempre existe uma geodésica entre dois pontos . Tem curvatura de Ricci
nula, mas seu tensor curvatura nao ¢ nulo. Quando M — 0, o espago-tempo corresponde ao
de Minkowski.

Outra solucao estelar interessante é a obtida por Reissner-Nordstrom por volta de 1916.
Também corresponde a uma solugao assintoticamente plana, caracterizada por sua massa e

carga elétrica. Esta métrica é dada em coordenadas esféricas por

ds* = —Adt* + A 'dr? 4 rdQ?, (1.1.12)
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Figura 1.1: Formacgao de um buraco negro. A regiao pontilhada corresponde ao interior do corpo
durante o colapso; r = 0 na, linha vertical, corresponde a linha mundo do centro do corpo; r = 0
na horizontal corresponde singularidade de curvatura; linha tracejada, horizonte de eventos futuros.
Os raios partem da regiao de I~ -infinito passado- para a regiao do colapso. Outros raios partem da

regiao de colapso e vao para a regiao IT - infinito futuro.

2G'm 2
+ — com m a massa do objeto, () a carga elétrica total. Veja mais em

onde A =1 — 5
r r

[19, 20].

Em 1963, Kerr [19] obteve uma solu¢ao que generaliza a solugdo de Schwarzschild para
o caso com rotacao. Tais solucoes também tém como caracteristicas serem assintoticamente

planas. Sua métrica é dada por:

2Gm, 2y sen’d
ds® = — <1 - G”;T ) g2 — 28N 4y 4 dpat)
p p

2 26
+ pzdr2 + p*df* + % [(r* + a®)* — a®Asen®d] d¢?, (1.1.13)
p
onde
A(r) =r? — 2Gm, + a* (1.1.14)
e

p2(r,0) =1 + a* cos* 0, (1.1.15)
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para a, m,, mg, parametros das possiveis solugoes. Esta métrica pode também ser representada

em coordenadas elipticas da seguinte forma:

xr = r?2 + a2)/2senf cos
( ) ¢ (1.1.16)

y = (r?+ a®)?senfsengz = rcosf ‘

Veja a figura (1.2).

6=cons tante

.- r=constante

Figura 1.2: Coordenadas elipticas (r, ) usadas na métrica de Kerr.

Espacos-tempos cosmolégicos

Fisicamente, ao contrario do caso estelar, nao ha sentido em se afirmar que espagos-tempos
cosmoldgicos sejam assintoticamente planos. Um exemplo de espaco-tempo cosmolégico é o
espacgo-tempo de anti de-Sitter, o qual pode ser visto como uma imersao num espaco lorentziano

de dimensao 5 dado, em coordenadas polares da seguinte forma:

ds® = —du® — dv? + daz? + dy?® + d22, 1.1.17
Y
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onde
u = asen(t') cosh(p)

v = «acos(t')cosh(p)
r = asenh(p) cos(f) (1.1.18)
y = asenh(p)sen(f) cos(¢)

z = asenh(p)sen(f)sen(o),

As secoes tipo-espaco tém a topologia do R? internas ao hiperboldide
T T [ e (1.1.19)

O infinito é dado por uma superficie tipo-tempo. O espaco-tempo de anti de-Sitter é um

exemplo dos chamados espacos de Einstein, para os quais
Rab - Agab7

com A constante.

1.2 Estrutura causal

De maneira informal, a estrutura causal de um espago-tempo determina como seus eventos
sao encadeados em relacoes de causa e efeito. Uma das sutilezas da Relatividade Geral é que,
dada sua generalidade, varios possiveis espacgos-tempos nao satisfazem propriedades minimas
necessarias para garantir uma das mais basicas propriedades das teorias fisicas: a nocao de
causalidade, a qual garante que um efeito nunca pode preceder sua causa. O elemento béasico
da estrutura causal de um espago-tempo (M, g) é a no¢ao de cone de luz num dado ponto

p e M.

1.2.1 Cone de luz

O cone de luz é uma nocao basica da Relatividade Especial. O espaco-tempo da Rela-

tividade Especial, o chamado espaco de Minkowski, apresentado anteriormente, corresponde
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simplesmente a (R*,7), sendo n o tensor métrico isotrépico e constante com componentes
n = diag(—1,1,...,1). O cone de luz em um ponto p do espaco de Minkowski corresponde a
trajetéria da frente de onda de um pulso de luz emitido em p. O vértice do cone é dado pela
ocorréncia do evento correspondente a emissao do pulso de luz. Uma representacao pictérica

é dada na figura (1.3), a parte inferior é atribuida ao passado e a parte superior ao futuro. Se

Passado

Figura 1.3: Representagao de um cone de luz.

o espac¢o é medido em unidades de segundos-luz e o tempo em segundos, o cone tem angulo
de 45°, pois a luz viaja a uma distancia de um segundo-luz em um segundo, no vacuo. Em
Relatividade Especial, as linhas mundo de observadores fisicos devem estar dentro do cone de
luz. Uma das hipdteses fundamentais da Relatividade Especial é de que nada pode se propagar
a uma velocidade maior que a da luz. Nenhum sinal, portanto, emitido no ponto p jamais
chegard a algum ponto que esteja fora do cone de luz de p. De fato, todos os pontos que podem
ter alguma conexao causal futura com p sao aqueles incluidos no interior e na superficie de
seu cone de luz futuro. Por outro lado, o ponto p sé pode ter sido influenciado por pontos
pertencentes ao interior e a superficie de seu cone de luz passado.

Dada a natureza homogénea e isotrépica do espaco-tempo de Minkowski, todos os cones
de luz na Relatividade Especial sao equivalentes. Na Relatividade Geral, os cones de luz sao
sempre definidos localmente (a partir de um ponto p do espago-tempo) de maneira semelhante
a Relatividade Especial, sempre com o auxilio de “pulsos” de luz. Contudo, em Relatividade

Geral, por tratarmos em geral com espacos-tempos de curvatura nao-nula, nao hd nenhuma
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equivaléncia entre cones de luz em pontos diferentes do espaco-tempo. De maneira informal,

dé-se o nome de estrutura causal a colecao de todos os cones de luz do espago-tempo.

1.2.2 Tipos causais

H& muitas situagoes no campo da Fisica que envolvem um problema de valor inicial no qual,
tipicamente, a pergunta é como serd (ou onde estard) um dado sistema apds um tempo ¢ > t.
Este tipo de questao pressupoe uma relacao de causa e efeito. O sistema num instante ¢; > ty,
por exemplo, nao pode ter influéncia no sistema no tempo ty. Ha quem diga que a causalidade
é a propriedade mais cara aos fisicos, [21]. Como veremos nesta segdo, 0s espago-tempos
sao classificados em varios tipos com respeito a sua estrutura causal e nem todos estes tipos
garantem as condi¢oes necessarias para que um problema de valor inicial seja bem definido.

Para introduzirmos estes tipos, alguns resultados preliminares sao necessarios.

Lema 1.2.1 Seja § € M, onde M ¢ uma variedade lorentziana e sejam 41, 7o : [0,1] — M duas
curvas suaves tais que 71(0) = 72(0) = po e F1(1) = (1) = ¢. Se V1(0), V2(0) sdo campos de
vetores paralelos ao longo de 7y e 5, com V1(0) = V,(0) = v(0), entdo §(Vi(1), Vy(1)) < 0.

Prova: Sejam 73 = T o4 € 75 = m oy, onde 7 : (M,§) — (M,g) é uma isometria
local, os campos de vetores Vi = 7(V;) e V5 = n(V4) séo campos paralelos ao longo de 7,
e 7 respectivamente com V;(0) = V5(0) = 7(f) = vo e teremos ainda g(Vi(1), Vo(1)) =
g(m(V1(1)), 7(V3(1))) = §(V1(1), V5(1)). Suponhamos agora que o dltimo termo da igualdade
acima seja nao negativo. Entdo V(1) e V(1) sdo vetores tangentes tipo-tempo, deste
modo g(\Nfl(l), \72(1)) > ( sobre ¢ = 7(¢). Temos ainda que, pelo menos, entre py e ¢ e temos

[71] # [712]. Pela construcao de M sabe-se que 42(1) = [72]. Logo [11] # [12]. Contradigao! g

Teorema 1.2.2 Suponha que a variedade (M, g) nao é tempo-orientdvel. Entdo ela possui

uma cobertura (M,g) tempo-orientdvel que é um espaco-tempo.

Prova: Definamos § € M de modo que uma dada curva suave o : [0,1] — M é tal que

a(0) = po,0(1) = §, com Po,% € M Seja V o tnico campo de vetores paralelos ao longo
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de o com V(0) = &. Denotemos por F*(§) = {w e TQ'M cw  tipo-tempo, §(V (1), w) < 0}.
pelo lema (1.2.1) a definicao de F'™(§) é independente da escolha de o. Seja agora h uma
métrica riemanniana definida positiva auxiliar para M. Vamos definir um campo de vetores
tipo-tempo, nao nulo em todos os pontos, continuo X sobre M pela escolha de X(q) para ser
vetor em FT(G) que possui autovalor negativo de § com respeito a h. Isto é, encontramos
uma funcao continua A : M — (—00,0) e um campo de vetores tipo-tempo continuo X sobre
M satisfazendo X(§) € FT (), h(X(q),X(q)) = 1 e §(X(q),v) = M§h(X(q),v) para todo
veTzMeqe M. =

Proposicao 1.2.3 Seja U uma vizinhan¢a convexa normal de q. Entao os pontos de U que
podem pertencer a curvas tipo-tempo contidas em U sao da forma exp,(v),v € T,M, tal que

g(v) < 0.

Em um espago-tempo (M, g) um campo de vetores ao longo de uma curva sempre estard
direcionado exclusivamente para o futuro ou para o passado, nao sendo possivel uma conversao

continua de um para o outro.

Notacao 1.2.4 Denotaremos por p < q se existir uma curva suave tipo-tempo direcionada
para o futuro que vai de p para q. E por p < q se p = q ou se existe uma curva suave nao

tipo-espaco de p para q.
Assim, podemos definir:
Definicao 1.2.5 O futuro cronoldgico It (p) de p é o conjunto IT(p) = {ge M :p <K q}. O

futuro causal é o conjunto J*(p) ={q€ M :p <q}.

As definicoes de passado cronolégico e passado causal sao analogas e portanto podemos facil-

mente observar, através da topologia, que:

Lema 1.2.6 Se p € um ponto do espago-tempo (M, g), entao I*(p) e I~ (p) sdao conjuntos

abertos.
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Defini¢ao 1.2.7 (Cronolégico) Os espacos-tempos que ndo contém nenhuma curva tipo-

tempo fechada, isto €, p nao pertence a I (p) para todo p € M, sao ditos cronoldgicos.

Defini¢ao 1.2.8 (Causal) Os espacos-tempos que ndo contém nenhuma curva fechada ndao

tipo-espago, isto €, p nao pertence a J*(p) para todo p € M, sao ditos causais.
A proposi¢ao a seguir afirma que um espago-tempo nao compacto ou é causal ou é cronoldgico.

Proposicao 1.2.9 Qualquer espaco-tempo (M, g) que contenha uma curva fechada tipo-tempo,

nao pode ser cronologico.

Prova: Como os conjuntos da forma I (p) sdo abertos eles formam uma cobertura para
M. Pela compacidade podemos extrair uma subcobertura finita {17 (p1), I (p2), ..., I (px)}-
Desta forma p € I (p;)) para algum i(1) com 1 < i(1) < k. Desta forma p;1)) € I (pi(2))
para algum indice #(2) com 1 < 4(2) < k. Podemos assim construir uma seqiiéncia infinita da
forma ... pis3) < pie) < piy K p1- Como k ¢é finito existe apenas um numero finito de p;(;)’s
distintos. Como vale a transitividade para <, segue-se que p;n) € 17 (pin)) para algum py(,).

Desta forma (M, g) contém uma curva fechada tipo-tempo em torno de p;). -

Duas métricas lorentzianas g, e g¢o sao fortemente causais para M quando existe uma
fungao suave Q : M — (0,00) tal que g; = go. Desta forma g; e g¢o determinam o mesmo

passado e o mesmo futuro.

Definigao 1.2.10 (Distinguishing) Um espaco-tempo € dito distinguishing se para todos os
pontos p,q € M tem-se que It (p) = I"(q) ou I~ (p) = I (q) implica que p = q.

Num espago-tempo distinguishing pontos distintos possuem futuro e passado cronolégico

distintos.

Definicao 1.2.11 Um subconjunto aberto U num espago-tempo é dito causalmente convexo se

uma curva nao tipo-espaco intercepta U num conjunto nao conezo.
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Definigao 1.2.12 (Causalmente simples) Um espaco-tempo distinguishing é causalmente

simples se J*(p) e J~(p) sao subconjuntos fechados de M, para todo p € M.

Defini¢ao 1.2.13 (Causalmente continuo) Um espago-tempo é dito causalmente continuo

se a fungao p — I1(p) possui exterior continuo.

Isto significa que se p € M, para cada compacto K C M — I+(p) existe uma vizinhanga

U(p) de p de modo que K C M — I*+(q) para cada q € U(q).

A figura (1.4) mostra quando um espago tempo é nao causalmente continuo. A linhas, que

devem ser continuas nao ”passam de uma regiao para outra”e portanto nao ha a relagao < .

p
retirada /

Figura 1.4: Veja que ao retirar a linha sugerida ndo podemos passar continuamente de uma regiao

para outra.

Definicao 1.2.14 Um conjunto aberto U num espaco-tempo € dito causalmente convexo se

uma curva nao tipo-espaco nao intercepta U num conjunto descontinuo.

Defini¢ao 1.2.15 (Fortemente causal) O espago-tempo € dito fortemente causal se existe

uma vizinhang¢a causalmente convexa tao pequena quanto se queira, para cada ponto p € M.
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Se existe uma vizinhanca com as caracteristicas acima em um ponto p, mas nao em todos

dizemos que o espaco-tempo é fortemente causal em p.

Defini¢ao 1.2.16 Seja v : [a,b] — M uma curva em M, p € dito ponto final de y correspon-

dente at = b se

lim ~(t).

t—b—

Se ~ for nao tipo-espaco direcionada para o futuro p como acima mencionado é dito um
ponto final futuro de . Caso nao exista este ponto a curva é dita inestendivel para o futuro.
Definigao analoga pode ser feita para o passado. Se a curva é inestendivel para o passado e

para o futuro ela é dita inestendivel somente.

Acerca das topologias finas envolvidas na variedade do espaco-tempo, podemos caracterizar
como sendo C°, para quando dadas duas métricas para M elas sao fechadas para a varieda-
de, possuem cones de luz fechados. As topologias C' e C? sdo caracterizadas pelos sistemas

geodésicos e os tensores curvatura, respectivamente - [11].

Defini¢ao 1.2.17 (Estavelmente causal) Um espago-tempo é dito estavelmente causal se
existe uma vizinhanga fina U(g) de g do tipo C° no espago de todas as métricas lorentzianas

sobre M, Lor(M), tal que cada g, € U(g) é causal sobre pequenas perturbagoes C°.

Explicitamente, se A C M, definimos ¢g; <4 ¢2 se para cadap € A e v € T,M com v #
0, g1(v,v) < 0 implica que go(v,v) < 0, e definimos g1 <4 g2 se para cadap € Aev € T,M
com v # 0, g1(v,v) < 0 implica que go(v,v) < 0, falar que g; < g significa que o cone de luz
de g1 é menor que o cone de luz de go. Define-se entao que (M, g) é estavelmente causal quando
existe alguma métrica causal em gy, onde g; pertence ao conjunto das métricas lorentzianas

definidas em M com g < g¢;.

Defini¢ao 1.2.18 (Globalmente hiperbdlico) Um espago-tempo (M, g) fortemente causal
¢ dito globalmente hiperbdlico se para cada par de pontos p,q € M o conjunto J*(p) N J (q) é

compacto.
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A figura (1.5) estabelece um resumo da gradagao das intensidades das condigdes de causali-
dades estabelecidas neste trabalho, sendo que globalmente hiperbdlico tem caracteristicas mais

restritivas. Em [11] hé vérias relagoes entre as condigdes de causalidade.

Uma superficie de Cauchy S é um subconjunto de M onde todas as curvas inextendiveis

nao tipo-espaco se interceptam exatamente uma vez.

GLOBALMENTE HIPERBOLICO

CAUSALMENTE SIMPLES

CAUSALMENTE CONTINUO

ESTABILIDADE CAUSAL

FORTEMENTE CAUSAL

DISTINGUISHING

CAUSAL

CRONOLOGICO

Figura 1.5: Quadro na ordem decrescente de restricao das condigoes de causalidade.
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1.3 Observadores e sistemas de referéncia

1.3.1 Curvas no espago-tempo

Em geometria lorentziana existem dois tipos de convergéncias para seqiiéncias de curvas
nao tipo-espaco {7,}, sem que um seja mais forte que o outro. O primeiro utiliza o conceito
de uma curva ser o limite de uma seqiiéncia de curvas e o segundo utiliza a topologia C° sobre

curvas.

Defini¢ao 1.3.1 Uma curva v é curva limite da seqiiéncia de curvas {v,} se eziste uma
subseqiiéncia {vm} tal que para todo p na imagem de vy, cada vizinhanca de p ndo intercepta

todos, mas um nimero infinito, de curvas da subseqiiéncia {vymn}

Lembramos ainda que, em geral, as seqiiéncias de curvas nao possuem limite, ou, mesmo
quando possui, o limite nao tem as mesmas caracteristicas das curvas da seqiiéncia. Mas, se
o espaco-tempo for fortemente causal a curva limite de uma seqiiéncia nao tipo-espago € nao
tipo-espago. Em [11] vemos um bom estudo topolégico sobre a estrutura e convergéncia das

seqiiéncias de curvas no espago-tempo.

Agora vamos considerar o outro tipo de convergéncia.

Defini¢ao 1.3.2 Sejam ~ e todas as curvas da seqiiéncia {v,} definida no intervalo [a,b]. A
seqiiéncia {7y, } converge para v na topologia C° sobre curvas se v, (a) — v(a) e vn(b) — v(b),

e dado qualquer aberto V' que contenha vy, existe um inteiro N tal que v, C V para todon > N.

Comentamos anteriormente que nao ha a nogao de uma convergéncia ser ou nao mais forte
que outra, mas, pode existir uma curva limite v da seqiiéncia {~, }, mas {7, } pode ndao convergir

para ela na topologia C°.

Exemplo 1.3.3 Sejam o, : [0,1] — M duas curvas tipo-tempo direcionadas para o futuro

com «([0,1]) N B([0,1]) # 0. Defina:

a, sen=2m
Tn =
B, sen=2m—1.
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Desta forma {v,} ndo converge nem para o nem para [ na topologia C°. Entretanto, as

subseqiiéncias {Yon} € {Van_1} convergem para o e 3 respectivamente na topologia C°.

1.3.2 Observadores

Fisicamente, um observador corresponde a uma curva unitaria tipo-tempo v : & — M,
direcionada para o futuro, onde cada 7 € £ é chamado de tempo prdprio.

Chamaremos ainda de velocidade o vetor tangente D, de 7 e a aceleragao de maneira
intuitiva, como DW. Um observador instantaneo é um par ordenado (v, V) onde v € M e V é
um vetor unitario tipo-tempo voltado para o futuro no espaco tangente T,M em v.

Suponha agora X € T, M como sendo um campo voltado para o futuro causal de forma que
v : & — M é um observador e yu = z e y,u = X. Existe uma tnica decomposi¢ao ortogonal
Xe+p, e€R, pe Zt e= —g(X,7). Desta forma e > 0 e definimos p/e como sendo
a velocidade newtoniana observada por (z, 7). Destacamos duas caracteristicas da velocidade
newtoniana: ela nunca é maior que 1 e vy,u é tipo-tempo e equivalente a velocidade newtoniana,
porém menor que a velocidade da luz.

Chamaremos de decomposicdo ortogonal associada de T,M a soma direta T,M = (Z1) @
(spanZ) onde spanZ é um subespago de dimensdo 1 que representa o eixo do tempo local.

Seja, agora a projecao ortogonal p : T.M — R = Z*. Definimos
hX,Y) = g(pX,pY), (1.3.20)

para todo X,Y € T, M. Temos que h é uma forma bilinear simétrica sobre T, M. A ela daremos
o nome de tensor proje¢io que é definido para cada observador instantaneo (z, 7). Podemos

listar as seguintes propriedades deste tensor:

1. hlr =gl

3. h(X7 ) = g<X7 ) A g<X7 Z) = 0;

4. Se h=3¢éum (1,1) tensor fisicamente equivalente a h entao h 6 uma contragao;



Seja (z,Z) um observador instantaneo. Definimos
OP={yp . T.M - T.M|yZ =Zeg(X,Y)=gWX,vX)VX,)Y € T,M}. (1.3.21)

Cada um dos 1's em O3 é linear e T,M = R@® T é uma decomposicao ortogonal associada de
T.M. Temos que 9|r =identidade e 1 é completamente determinado por ¥|z. Logo O3 é um
isomorfismo para o grupo de automorfismos de R que preservam o produto interno definido
positivo gz|g de R, ou seja, O3 é isomérfico ao grupo de rotagao de R3. Para cada 1) € O3] seja
ot TT(T.M) — T (T, M) atnica extensao de ¢, entao T' € 7] (T, M) é chamado espacialmente

isotrépico para (z,Z) se e somente se "1 = T, para todo 1 € O3.

1.3.3 Sistema de referéncia

O sistema de observador é local e portanto para se ter mais informagoes sobre um conjunto de
eventos, ou variedades, é necessario se obter uma associacao, ou uma seqiiéncia de observadores,

que matematicamente chamamos de familia de observadores.

Definicao 1.3.4 Um sistema de referéncia Q sobre um espaco-tempo M € um campo vetorial

onde cada curva integral é um observador.

Desta forma Q é um sistema de referéncia se e somente se g(Q,Q) = —1. As curvas
integrais de Q sao chamadas de observadores em Q e todos os observadores num referencial
geodésico estao em queda livre, ou seja, sujeito apenas a gravidade. Além disso, Q é localmente
sincronizdvel que quer dizer que w A dw = 0, onde, w é uma 1—forma fisicamente equivalente
a Q, [21]. Além destas vamos nominar algumas outras caracteristicas de Q. Se dw = 0 ele é
chamado de tempo proprio localmente sincronizdvel; se existem fungoes C*° h,t sobre M tal que
w = —hdteh >0, Q échamado de sincronizavel, se h e t ainda forem C'*°, com w = —dt ele é
chamado de tempo proprio sincronizavel. A funcao t citada também recebe o respectivo nome

de func¢ao tempo ou funcao tempo proprio se Q for sincronizavel e tempo proprio sincronizavel.



Capitulo 2

Relatividade Geral e Cosmologia

Neste capitulo faremos uma brevissima revisao dos modelos cosmolégicos relativistas.

2.1 Modelos cosmolégicos

Os modelos cosmoldgicos sao caracterizados basicamente por suas simetrias e por seu
conteido de matéria. Veremos, por exemplo, que os os modelos de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW) sao baseados no espago-tempo de segdes espaciais maximalmente
simétricas de Robertson-Walker e em um conteiido de matéria do tipo fluido perfeito.

Os modelos cosmoldgicos relativisticos satisfazem as equacoes de Einstein
1
R, — §Rg,ﬂ, = Ag + 87GT),, (2.1.1)

onde g,, ¢ a métrica do espago-tempo, R,, ¢ tensor de Ricci, R é a curvatura escalar R =
9" R,,, G é a constante gravitacional de Newton e A o termo conhecido como constante cos-
molégica. O conteiddo de matéria do modelo estd presente no tensor de energia-momento 7,

A construgao de um modelo cosmolégico envolve, basicamente, encontrar uma solugao para
as equagoes de Einstein que descreve integralmente a evolucao do universo. Neste caso, as
equagoes de Einstein devem ser encaradas como sendo um conjunto de equagoes diferenciais
de segunda ordem para o campo de tensor métrico g, e como tal suas solugoes sao quase
sempre sao nao lineares e extremamente complicadas, de forma que através de duas solugoes

provavelmente nao se encontra uma terceira.

23



24

Nas préximas secoes faremos uma breve revisao dos principais pontos envolvidos na cons-

trucao de modelos cosmoldgicos.

2.1.1 Principio cosmolégico

O principio cosmolégico, essencialmente, é um conjunto de hipéteses simplificadoras na cons-
trucao de modelos cosmologicos. Essencialmente, corresponde a uma extensao do Principio de
Copérnico que estabelecia que a Terra nao é um lugar especial no Cosmos. Em palavras, o

Principio Cosmoldgico pode ser enunciado como:

Postulado 2.1.1 (Principio Cosmolégico) Para grandes escalas, o universo é espacialmente

homogéneo e isotrépico.

Obviamente, estas hipdteses sao consistentes com as observacoes atuais. Baseados nas hipoteses
do Principio Cosmolégicos, langamos mao dos modelos que oferecem menos problemas como as
dificuldades fisicas, matematicas, 16gicas e até histéricas para fazermos uma andlise satisfatéria
das questoes cosmologicas. Muitas vezes, solucionar um dos problemas ¢ aumentar a dificuldade
em outro. Tornar um modelo de facil entendimento matematico é torna-lo sem aplicabilidade
as leis e aos experimentos da fisica. Tornd-lo mais préximo do apurado em laboratorios e
observacoes, pode-se obter um verdadeiro problema sem resolucao no campo da matematical.

Matematicamente, o Principio Cosmoldgico afirma que todas as posigoes do universo sao
essencialmente equivalentes ou, em outras palavras, ele diz que todo observador comoével com o
fluido césmico tem a mesma histéria. Dada uma variedade M dizemos que ela é isotropica em
torno de um ponto p se para qualquer par de vetores v,w € T,M existe uma isometria de M
tal que leva w a um vetor paralelo a v. Isto significa que cada observador comével “enxerga’o
mesmo em todas as diregoes. A homogeneidade é a afirmacao de que a métrica é a mesma em
toda a variedade, ou seja, dados dois pontos p,q € M existe uma isometria que leva p em ¢q. Se

0 espaco ¢ isotropico em todo lugar, ele é homogéneo. Mas uma variedade pode ser homogénea

! Uma das citacoes comumente associadas a Albert Einstein é esta: As far as the laws of mathematics refer
to reality, they are not certain, and as far as they are certain, they do not refer to reality . Como Matemaéticos
Aplicados, porém, tentamos compatibilizar estes fatos com a idéia de Tukey citada na nota de rodapé 1 da

Introdugao.
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sem ser isotrépica. Veja exemplo em [19]. Para prosseguirmos nesta discussao, necessitamos

definir de maneira mais precisa o conceito de isometria.

2.1.2 TIsometrias e vetores de Killing

Intuitivamente, uma isometria é um movimento que preserva determinadas propriedades
de uma variedade. Em outras palavras, uma isometria corresponde a uma simetria de uma
variedade. Tratando-se de variedades métricas, as simetrias que preservam a métrica (dai o
nome “iso”metria) sao de especial interesse. Os chamados vetores de Killing sdo os geradores
das isometrias.

Um campo vetorial X é chamado um campo de Killing se e somente se

para todo W,Z € T, M, [10]. Numa base de coordenadas a equagao (2.1.2) tem a forma

(Z"W* + WZ*)D, X, = 0, (2.1.3)

para todo W,Z € T, M, de forma que todo campo vetorial de Killing X satisfaz a chamada
equacao de Killing:

DXy + DyX, =0 (2.1.4)

2.1.3 Espacgos maximalmente simétricos e a métrica de Robertson-

Walker

Um campo vetorial de Killing é completamente determinado a partir de um vetor K* e
seu gradiente V, K, num dado ponto p de uma variedade M. Numa variedade de dimensao

n, o vetor K* tem n componentes independentes e o gradiente V,K,, devido a equacao de
n(n—1
Killing (2.1.4), tem % componentes independentes. Neste caso, temos que num espago

n(n+1)

de dimensao n existem, no maximo, vetores de Killing independentes. A métrica que

admite o nimero maximo de vetores independentes é chamada de maximalmente simétrica.
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Desta forma, o espaco é homogéneo e isotrépico se ele admite o niimero maximo de vetores
independentes de Killing e este espaco e a métrica sao chamados de maximalmente simétricos.
Estes espacos sao unicamente determinados por uma curvatura constante e pelo nimeros de
autovalores do tensor métrico que sao positivos ou negativos.

Podemos construir um espaco-tempo com secao espacial maximalmente simétrica como
sendo R x X, onde R representa o tempo e ¥ uma variedade tridimensional maximalmente

simétrica. Sua métrica sera dada por
ds* = —dt* + S*(t)do?, (2.1.5)

onde ¢ ¢ uma coordenada tipo-tempo, S(t) ¢é o fator escala e do? é a métrica sobre ¥ chamada
de Robertson-Walker. Se r,0,¢ sdo coordenadas polares em ¥ podemos escrever (2.1.5) da

seguinte forma:
dr?

2 _ 32 Q2
di? = dt S(t){l_kTQ

+ r2df* + r*sen’d d2¢} : (2.1.6)

onde S(t) é o fator escalar e k € {—1,0,+1}, que determina a curvatura (negativa, nula ou

positiva, respectivamente) de X.

2.2 Fotons, sinais de luz e redshift

Até hoje, toda observacao astronomica envolve sinais luminosos. A caracterizacao da tra-
jetéria de raios de luz (ou, simplesmente, fotons) é essencial para que um modelo cosmolégico
possa acomodar qualquer observagao astronomica. Vamos tomar, como exemplo, o caso da
trajetoria de fétons em um universo de de Sitter M. A trajetéria de féton padrao A é dado
por Au = (u*/°,0,3u'/®,0), para todo u € (0, 00). Qualquer outra trajetéria de fétons pode ser
obtida utilizando isometrias, reparametrizagoes e restrigdes. Veja mais em [10].

Suponha que exista um sinal de luz A de x para z, com x,z € M. A razdo de fregiiéncia
cosmoldgica r, corresponde a razao entre a freqiiéncia do féton emitido em x e a freqiiéncia do
observado em z. Ao definirmos uma métrica para o espaco-tempo, esta vem acompanhada por
um conjunto de escalas da geometria do espaco. Estas escalas S(t) que dependem do tempo

serao chamadas de fator escala. Uma informacao importante que o fator escala é responsavel
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é a observacao dos deslocamentos e mudancas da freqiiéncia da luz emitida por uma fonte
“distante”. Denotando como v a freqiiéncia observada em t = ¢t e por 1 a freqiiéncia observada

em t = t1, temos que a razao de frequéncia sera dada por:

Yo _ Slko) (2.2.7)
1%} S(tl)
Damos o nome de redshift a quantidade:
S(to)
= -1 2.2.8
Sth) (2.2.8)
Se denotarmos por A;, ¢ = 0,1, o comprimento de onda da luz em t = ¢t;, i = 0,1,
respectivamente, temos que:
Ao — A
p=20_" (2.2.9)
A1

Entao z > 0, pois, A\g > A; determinado por a(ty) > a(t;), resultado da expansao do universo.
E comum dizer que, se A\g < A1, temos que z = blueshi ft, resultado da contracao do universo.
Este efeito de expansao ou contracao é conhecido como efeito Doppler cosmoldgico. Veja mais
detalhes em [23].

A luminosidade se apresenta como uma ferramenta bastante pratica na obtencao de in-
formacgoes sobre a distancia de um objeto fora de nossa galdxia. Veja que nao estamos afirmando
que esta seja a unica forma de obtencao de informagoes sobre objetos cosmolégicos.

A figura (2.1) é um modelo que nos mostra como, em qual regido, recebemos um sinal

(particulas) quando temos um passado causal bidimensional.

2.3 Quintesséncia e energia escura

Um dos resultados cosmoldgicos recentes mais excitantes foi a descoberta da expansao acel-
erada do universo. Os primeiros trabalhos que sugeriram que o universo vive uma fase de
expansao acelerada tém ja quase 10 anos [26]. Eram dados de redshift, e portanto de veloci-
dades de afastamento, obtidos da observacao de supernovas do tipo Ia, e compativeis com
especulagoes tedricas anteriores [27]. Estes dados foram confirmados por outras equipes [28]

e foram corroborados, em 2002, pelos resultados obtidos das flutuagoes da radiacao cdsmica
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observador instantdneo comével

Foton 1

Nosso passado causal

3 4
T u =0

Figura 2.1: A regifio interna é determinada por 3(u*)'/3 < u? < 2u3z.

de fundo de microondas [29]. A solidez destes resultados ¢ tanta que o modelo padrao cos-
molégico passou a ser denominado ACDM. CDM (Cold dark matter) corresponde a matéria
nao luminosa aglomerada em galaxias, descrita como fluido perfeito, conhecida desde os anos
60 e essencial para a formacao e evolucao de estruturas. Esta matéria escura é responsavel por
aproximadamente 25% do conteido de energia do universo. Sabe-se que a matéria barionica
e a radiacao césmica de fundo, juntas, contribuem com 5% do conteido energético do uni-
verso. Os restantes 70% de energia correspondem a energia escura responsavel pela expansao
acelerada. Sua descricao mais simples é obtida com a inclusdo da constante cosmoldgica A
nas equagoes de Einstein. A natureza da componente em energia escura do universo é com-
pletamente desconhecida atualmente, e seu entendimento é dos mais importantes desafios da
Cosmologia.

A descricao da energia escura em termos de uma constante cosmoldgica A, embora em
concordancia com os dados experimentais atuais, apresenta uma série de problemas conceituais
e tedricos [30], destacando-se o problema do ajuste fino do valor de A nos instantes primordiais
do universo e o problema da coincidéncia cosmica, que numa de suas formulagoes corresponde
a perguntar por que a fase de expansao acelerada é tao recente (o problema Why Now?). Outro
problema tedrico importante envolvendo a constante cosmolégica é a absurda diferenga (120

ordens de magnitude) entre seu valor observado e as previsoes baseadas em efeitos de vacuo
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em teoria quantica de campos. Para uma revisao, veja em [31].

A homogeneidade do fluido associado a constante cosmolédgica também apresenta alguns
problemas. Nenhum tipo de flutuacao é permitido na descricao da energia escura em termos
de uma constante cosmolégica, uma situacao muito dificil de ser justificada fisicamente. Ques-
tionamentos sobre possiveis flutuagoes no fluido da energia escura levam naturalmente a uma
descricao baseada num campo. H4, inclusive, especulagoes sobre a viabilidade de unificar num
unico campo energia e matéria escura, e, talvez, até mesmo o mecanismo responsavel pela
inflagdo primordial [32]. Campos escalares sao os candidatos mais simples para descrever a

energia escura. Modelos minimamente acoplados, com lagrangiana do tipo

S = /d4x\/—_g {R - %aagz)a%b — V(¢>)} : (2.3.10)

podem descrever, se o potencial V(¢) for adequado, situagoes experimentalmente compativeis
com um cenario de uma constante cosmoldgica pequena. Modelos deste tipo para a descricao
da fase de expansao acelerada do universo, recebem o nome de modelos de quintesséncia. A
questao mais relevante, foco de diversos estudos atualmente, é encontrar previsoes das teorias
do tipo (2.3.10) que nao concordem com as obtidas da descrigao via constante cosmoldgica.
Estas previsoes, contrastadas com os dados experimentais, podem ser usadas para se eliminar
candidatos a descrigao da energia escura. A anélise dinamica das solugoes de (2.3.12) tem papel
primordial nestes estudos.

Uma quantidade importante no estudo dos modelos de energia escura é a razao w entre
a pressao p e a energia p associados ao campo ¢ (o campo de quintesséncia). Para modelos
minimamente acoplados como (2.3.10), admitindo-se homogeneidade e isotropia, tem-se
p_ & —2V(9)
PP +2V(9)

Neste caso, claramente, w ¢é limitada inferiormente, w > —1.

w(t) = (2.3.11)

Vaérios grupos de pesquisa estao investigando modelos de quintesséncia alternativos aos min-
imamente acoplados que exibam fases para as quais w < —1. A questao da estabilidade destes
modelos é muito delicada. Os modelos baseados em campos do tipo phantom, por exemplo,
apresentam diversas instabilidades cldssicas e quanticas, [33], inviabilizando a construgao de

qualquer modelo realista. Fluidos para os quais w < —1 nao respeitam nenhuma das condigoes
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de energia normalmente aceitas como razoaveis. Porém, podem-se construir modelos livres de
instabilidades a partir de campos de quintesséncia com acoplamento nao minimo, como, por

exemplo,
5= [ dey=g(FOR - 0,60 2V (9)}. (2.3.12)

com F(¢) =1—E&¢* e £ < 0. O caso de um potencial exponencial V(¢) = exp(—o@) tem sido
estudados atualmente, [33].

Consideremos agora uma perturbacao dp de ¢ governada por:
" 1 N
5P+ 3HOp + (k> + a®V (9))dp = —§hkgp, (2.3.13)

onde o ponto indica a derivada com relagdo ao tempo conforme, V" (y) é a segunda derivada
com respeito a ¢ e hy é o k-ésimo termo de Fourier da perturbagao métrica, com Ry #0, o #
0, fazendo com que os termos do segundo membro nao se anulem, ou seja, ¢ nao pode ser
suavemente distribuidos. Mesmo que dp seja nulo inicialmente, o termo do lado direito de
(2.3.13) assegura que as perturbagoes crescem. Uma outra conseqiiéncia do crescimento causado
pelo termo lik, tida até como mais importante, é que as perturbagoes em ¢ observadas hoje sao
indempedentes nas condigoes iniciais de dyp, [34]. Temos também que dp/p é da mesma ordem

que as perturbagoes em outras componentes de energia.



Capitulo 3

O Principio de Maupertuis-Jacobi e a

Geometria de Eisenhart

Neste capitulo, apresentaremos as duas principais abordagens para a descri¢ao geodésica das
equagoes de movimento de sistemas dinamicos: o principio de Maupertuis-Jacobi e a geometria

de Eisenhart. Nossas principais referéncias sao [36, 37, 38|.

3.1 Principio de Maupertuis-Jacobi

Consideremos inicialmente o sistema mecanico correspondente a uma particula de massa
unitaria sujeita a se mover sobre uma variedade riemanniana M. A lagrangiana associada a

este problema tem a forma:

L4:d) = 59(@)d'# ~ V(a), (31.1)

d
ondei,j €{1,...,N}, ¢= d—g e gi; € a métrica de M. As equagbes de Euler-Lagrange para a

lagrangiana acima sao da forma:
i+ T’ d" = =970,V (a), (3.1.2)
onde Fé-k ¢ a conexao de Levi-Civita para a métrica g;;. A hamiltoniana do sistema é dada por

H(q,p) = %9“ (Q)pip; + V(q), (3.1.3)

31
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com p; = ¢;;¢. Ela é denominada de energia total. Para H(q,p) = h = constante, as trajetdrias
no espago de fase 2N —dimensional (¢, p;) estao confinadas na hipersuperficie
1 ..
h = égl]pipj +V(q).
A regiao onde sao admitidas as trajetorias no espaco de configuragao é dada por
Dy, ={q € M:V(q) <h}, (3.1.4)

com as caracteristicas dadas em (4.6.104) no capitulo seguinte.
Dada uma superficie de dimensao 2n — 1 em R?" denotada por M?"~! As trajetérias de fase

das equagoes canonicas:

dp  0H
dt ~  dq

I (3.1.5)
dg _ oH
dt  Op

que comecam sobre a superficie M?"~! jazem inteiramente em M?"~!. As curvas restritas a

esta hipersuperficie satisfazem um principio variacional particular, [8].

Teorema 3.1.1 Se a fun¢do hamiltoniana H = H(p,q) ndao depende do tempo, entao as tra-
jetorias das equagoes (3.1.5) estio sobre a superficie M*"~'. As projecoes H(p,q) = h sdo
extremos da integral [ pdq na classe de curvas que estao sobre a superficie e conectam o sub-

€spago 4 = qo @ ¢ = g1

Prova: Suponha que a fun¢do hamiltoniana H(p, q) ndo dependa do tempo. Entao H(p,q) é
uma primeira integral das equagoes de Hamilton (3.1.5). Projetamos a superficie H(p,q) = h
de um espago de fase estendido {(p,q,t)} para o espago {(p,q)}, obtendo assim uma M?""1.

As trajetérias de fase de (3.1.5) iniciadas sobre a superficie M?"~! jazem inteiramente nela. g

Corolario 3.1.2 Entre todas as curvas ¢ = ~(t) que conectam qo a ¢, sobre o plano q e
oL

parametrizada de modo que a funcao hamiltoniana tem valor fixo H(a—,q) = h, a trajetoria
q

das equagoes de (3.1.5) € extremo da integral da “agdo reduzida”

/pdq: /p(de: g—S(T)Q(T)dT. (3.1.6)
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Prova: Considere agora a projecao sobre o g—espaco de extremo inteiramente contido sobre
a superficie acima mencionada. Estas curvas conectam os pontos ¢ = ¢qp e ¢ = ¢q;. Se ~v é outra
curva que liga tais pontos, sendo projecao de uma curva 4 C M?*~!. Parametrizando ~ por
7, a <1 <b ~(a)=q,7() = q. Veja esquema em (3.1). Entado todos os pontos ¢ de =y

oL
possui vetor velocidade dado por ¢dy(7)/dr e o momento correspondente é dado por p = —.

dq
oL

Se o parametro 7 é tal que H(p,q) = h, entao obtemos uma curva 4 : ¢ = (1), p = 0 sobre
q

a superficie. Logo, segue o resultado. -

Figura 3.1: Curvas ndo-minimas

O movimento de um sistema mecanico é completamente determinado pelo principio da agao
minima resolvendo as equagoes de movimento que seguem do principio. Podemos encontrar a
forma do caminho e a posicao sobre ele em fungao do tempo.

Se o problema é mais restrito, como determinar as trajetérias para as hamiltonianas que

nao dependem do tempo explicitamente, tal que a energia do sistema ¢é conservada e:
H(p,q) = E = cte. (3.1.7)

De acordo com o principio da acao minima a variacao da agao para dados das coordenadas
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espaciais e tempo inicial e final (o e t) é zero. Se, de qualquer modo, hé variagdo do tempo

final, as coordenadas espaciais iniciais e finais permanecem fixas, temos

§S = —Hot. (3.1.8)

Comparamos somente aqueles movimentos virtuais do sistema que satisfazem a lei de con-

servacao de energia. Para tais caminhos, fazemos H = E em (3.1.8) temos
0S + Edot = 0. (3.1.9)

E interessante notar que as equagoes de Hamilton podem ser formalmente derivadas da condicao

de acao minima na forma
S = /(Z pidg; — Hdt). (3.1.10)
t
Ou seja,

/Zpid%‘ — E(t —ty) = Eot. (3.1.11)

Fazendo
/Zpid%' = 50 (3.1.12)
t

e substituindo em (3.1.9) temos

0S5y = 0.

Portanto a agao tem um minimo com respeito a todos os caminhos que satisfazem a lei de
conservacao de energia e passa pelo ponto final em algum instante. Pelo principio variacional,
o momento (e portanto o integrando completo) em (3.1.12) deve ser expresso em termos das

coordenadas g e de suas diferenciais dgq. Para tanto, usamos a definicao de momento:

0 dq
i = - L(q, = 3.1.13
= e (4, =) ( )
e a lei de conservagao de energia:
d
E(q, d—i’) ~E. (3.1.14)

Expressando a diferencial dt em termos das coordenadas ¢ por (3.1.14) e substituindo em
(3.1.13) temos o momento em termos de ¢ e dg, com FE um parametro. O principio variacional

obtido determina o caminho do sistema e é usualmente chamado de principio de Maupertuis.
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Teorema 3.1.3 Um ponto de massa confinada a uma variedade riemanniana move-se ao longo

de uma linha geodésica.

Prova: Admita que

1 2
H=L=T= (%) (3.1.15)
(§]
oL ds\?

Portanto, para garantir um valor fixo de H = h, o parametro deve ser escolhido proporcional

a comprimento dr = ds/v/2h. A agdo integral reduzida é entao igual a

q

L
/G—.QdT: /\/ths: \/2h/d$. (3.1.17)
5 0 v o

Portanto, teremos os extremos da variedade dada. -

Podemos, entao enunciar:

Teorema 3.1.4 (O Principio de Maupertuis-Jacobi) Em uma regidgo do espago onde

V(q) < h, definimos uma métrica riemanniana pela formula

dp = +/h —V(q)ds. (3.1.18)

(ds/dt)?, energia potencial V(q) e

Entao as trajetorias do sistema com energia cinética T = %

energia total h serao geodésicas da métrica dp.

Prova: Tomemos L =T —V, H=T +V e (0L/04)¢ = 2T = (ds/dr)* = 2(h — V). Para
H = h o parametro 7 deve ser proporcional ao comprimento dr = ds/\/2(h — V). A agao

integral reduzida sera, entao igual a

OL .1r :/mds _ \/§/dp. (3.1.19)

0y

Pelo teorema (3.1.15) as trajetérias sdo geodésicas na métrica dp. -
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O caso critico onde V' (q) = h terd solugao com a geometria de Eisenhart que discutiremos
a seguir.

As aplicagoes do principio de Maupertuis-Jacobi para equacoes de campos obtidos por
Hilbert-Einstein como agoes tém uma vasta bibliografia. Os casos nao homogéneos e nao
isotrépicos foram considerados em [6, 7]. As aplicagoes envolvendo espagos diferenciais distin-
tos no lugar de variedades diferencidveis foram discutidos em [5]. Em [40] apresenta-se uma

proposta de classificagao das trajetérias cosmolégicas. Veja outros detalhes em [41].

3.2 A geometria de Eisenhart

A geometria de Eisenhart proporciona uma interpretacao geodésica das equagoes de movi-
mento de um sistema mecanico alternativa a interpretagao geodésica usual baseada no principio
de Maupertuis-Jacobi. Fazendo referéncia ao artigo de Einsenhart, [36], Szydlowski em [37] in-

dica algumas vantagens em se tomar este caminho:

i) As equagoes de movimento sao equivalentes a um conjunto de geodésicas em uma varie-

dade suave sem fronteira.

ii) A identificagdo dos sistemas de trajetdrias com geodésicas na geometria de Eisenhart é
bijetiva, em contraste com o caso das geodésicas da métrica de Jacobi, onde nem todo
movimento geodésico sobre um espago de Jacobi corresponde a um movimento fisico do

sistema.
iii) Maior facilidade para identificacao das dindmicas dos modelos originais.

iv) Possibilidade de relacao entre a estrutura quociente Mg/G o, onde Gy é o grupo de
translacao com respeito a varidvel temporal u’ e Mg é o conjunto das variedades obtidas

por pelo sistema das equacoes de Jacobi e as variedades obtidas pelo sistema de Eisenhart.

Proposicao 3.2.1 (Principio de Eisenhart) FEriste uma correspondéncia biunivoca entre
as trajetérias ¢'(t) do sistema

1 iy
£ =594(a)d'¢" = V(a), (3.2.20)
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onde ¢ com 1,7 = 1,...,n sao diferenciacoes com relacdo ao tempo t e o potencial
V(q) € C™ e as geodésicas da métrica
ds® = gijdq'dg’ + ;du{ (3.2.21)
2(V(q) +b)
onde b € uma constante e a relagao do tempo “ficticio” w e a coordenada de tempo t é dada
por
L= 2(V(g) +b).

A seguir apresentaremos o desenvolvimento obtido por Eisenhart em [36] para a proposi¢ao
deste resultado.

Consideremos um sistema dinamico conservativo de n graus de liberdade associado a um
potencial independente do tempo. Denotemos por ¢*, i = 1,...,n as varidveis independentes

que indicam posicao e t = ¢"*!, a energia cinética F ¢ da forma

1

E = §ga[3qaqﬁ, (3.2.22)
onde a, B = 1,...,n+ 1 e o ponto indica a diferenciacdo pelo tempo usual. A funcao la-
grangeana L ¢ dada por

. 1 ‘o -
L(g,4) = 59as(2)3"d" = V(q). (3.2.23)

Quando esta expressao é substituida nas equacoes de Lagrange dadas por

d (OL\ 0L
- (an) il (3.2.24)

temos as equagoes diferenciais das trajetérias do movimento

e (99@" (9gm+1 3g'n+1 . q 0gm+1 10
i+ ik, i) ¢7 " J L J ——— (Gna1ne1 —2V) =0, (3.2.25
9iiG" +1J ,ﬂqqﬂL(at o o7 )T "o 3og Wneinn ) =0, ( )

onde [jk,i] sdo os simbolos de Christoffel de primeira espécie dados por

. . 1 (0g; Ogwi Ogjk
= — - — = 1. 2.2
k] = 5 (5 + St - S (3.2.20
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Se
oL
i = S 3.2.27
entao
Pi = 9i @ + Gins1- (3.2.28)

Para os sistemas pretendidos devemos ter g;; # 0. desta forma define-se:
97 g = 0}, (3.2.29)

onde cada ¢ é o delta de Kronecker definido por:

: 1, sej=k
o = :
0, sej#k
Segue-se de (3.2.28) que
¢ =pig” = 9" gin+1. (3.2.30)

A funcao hamiltoniana H correspondente é uma funcao de ¢°, p; e t onde substituimos os
valores de ¢/ em

H=p¢ — L. (3.2.31)
Desta forma, obtemos
1, 1
H = 29 (PiPj — 2PiGjn+1 + Gint19jns1) +V — SYn+inl. (3.2.32)

Diferenciando (3.2.31) com relagao a ¢/, em conseqiiéncia de (3.2.27), temos

0H oL

a_qj — _a_qj' (3.2-33)

Pelas equagoes (3.2.24) e (3.2.30) podemos, finalmente escrever a forma hamiltoniana

d¢  OH
dt  Op;

- (3.2.34)
dp*  OH
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3.2.1 Trajetorias

Considere um sistema dinamico do tipo de (3.2.28) e um espago riemanniano de dimensao

n + 2 chamado de 5,15 para o qual a métrica esta convenientemente definida por
ds® = gijdq'dq’ + 2gin1dq'dt + Adt* + 2Bdtdu, (3.2.35)

onde g;; e gint1 sao fungoes de ¢ e ¢, para um dado sistema dindmico, A = A(¢’,t) e B = const.

Sua forma condensada é dada por
ds? = gapdq®dq”, (3.2.36)

onde ¢""' =t, "2 =vuea,f=1,...,n+2.

Pela definicao de curvas integrais, temos:
dq® dq?
Gap qu qu

= ¢, = constante. (3.2.37)

A geodésica é minimal se e somente se ¢ = 0. Suponhamos que ¢ # 0, da equagao acima

obtemos:
d*¢’ dq* dq 0gi:  OGint1  OGint1 dqﬂ dt
i ki ij int1 _ Ofjn+
i 152 U ]d ds + ( ot + oq? 0q* ds ds+
9 ) (3.2.38)
n Oins1  10AN\ (dt Yo dat 0
ot 20q' ) \ds Jin+lggz =
para o, B =1,...,m;
dt
—_— -2-
I 0, (3.2.39)
paraa=n+1;e
d*¢’ d*t Pu 1 (OGni1r | Oginpr  Ogjr \ d¢’ dg
in A—+B—+ - = mal k) 2D
Iint gz TAGR TP IR T2 ( 8qﬂ gk ot ) ds ds (3.2.40)
+aAdqidt+1% @ 0 o
dq' ds ds 2 Ot -
para . = n + 2.
Supondo B = 1, temos % = a, com a = constante nao nula, logo, t = ase a equagao
5
(3.2.38) se torna
i e i e 99i;  09int1 OGjnt1\ .;  Oginy1 1 0A
ii G0 ki ¢" ¢’ - e T4 = - = 3.2.41
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Fazendo A = ¢y 41n4+1 — 2V e comparando (3.2.41) com (3.2.25) vemos que elas sdo equiva-

lentes. Pela definicao de a e da métrica, ao longo de alguma geodésica, nao-minimal,

du 1

— =55 L 3.2.42

a ~ 2a2 ( )
onde

L= 2 (_gijq ¢ = 29in119" = Gnyins1 + 2V) .

Logo,

L /Ldt+b (3.2.43)

u ) o . .
2 a? ’

onde b é a constante arbitraria. Para cada subconjunto finito dos reais, com a # 0 e b perten-
cendo a ele, existe um sistema de geodésicas nao-minimais de S, 1o que estao em correspondéncia
biunivoca com as trajetérias obtidas pelo sistema dinamico dado, com as mesmas expressoes
de ¢' = ¢'(t).
Para geodésicas minimais temos d—; = 0, e sem perda de generalidade admitimos que 7 = ¢.
Pela equagcao (3.2.43) obtemos
U= —/Ldt + 0. (3.2.44)

O principio de Hamilton diz que o movimento de um sistema conservativo entre os tempos
t1 ety tal que a integral curvilinea Z = [ Ldt é um extremo com respeito a trajetéria. Desta

forma, estabelece-se uma relagao entre u de (3.2.43).

3.2.2 Teorema de Hamilton-Jacobi

Admitindo que g e g denotam os respectivos determinantes de g3 € g;;, temos que
g=—Bg. (3.2.45)
Definimos ¢” em (3.2.29) portanto,
9% Gory = 05, (3.2.46)

e, ainda tomando B = 1, obtemos de (3.2.35):

—ij g —in+1 __ —n+ln+l _ —in+2 __ ij
g’=g9’, g =g =0, g = —Gjnt19",

—n+1n+2 __ —n+2n+2 __ 17
g =1, 3 = Gin+19jn+19 T — A

(3.2.47)
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Pela teoria geral das geodésicas no espaco riemanniano, fundamentalmente dada pela forma

condensada da métrica, (3.2.36), se ¢ é solugao da equagao diferencial

=af 8_90 8_(’0 =1
dq™ 0q” ’

as trajetorias ortogonais da hipersuperficie ¢ =constante sao geodésicas nao-minimais e com

(3.2.48)

isto dp/0q™ sdo componentes covariantes da normal a estas hipersuperficies e portanto ao longo
desta normal dq®/ds e g*?0¢/dqP sao proporcionais cuja constante de proporcionalidade é 1,
logo, em geral teremos:

C/—ye)

=9 Ik (3.2.49)

Para os valores em (3.2.47) e « = n + 1, temos

dt Oy
— = 3.2.50
ds Ou ( )
dt ,
Comparando (3.2.50) com o fato de que T a, temos que as geodésicas para cada a dado
s

sao as trajetorias ortogonais das hipersuperficies ¢ = a(u + 1)) = constante, onde 1) ndo é uma

fungao de u. Substituindo em (3.2.48), temos:

oy 1 .. (0Y oy oY 1 1
5 39" (aqi Er i 29jn+1 + B Jinr 19t +V = SOt = 55 (3.2.51)
Se pusermos
t
p=alu+W)+ 2 (3.2.52)

entdo W que é solugdo da equagdo homogénea associada a (3.2.51) nao depende de a e pode

ow ow
ﬁ + H (q, 6_q7t> = 0, (3253)

que é a equacao diferencial parcial hamiltoniana do sistema dinamico dado.

ser escrita da forma:

Ao tomarmos uma solu¢ao completa, para todos os indices, de (3.2.53) e substituimos em

(3.2.48), teremos ap6s diferenciarmos por a e por cada constante arbitraria a’:

—Oéﬁa_gp Op =0 gaﬁﬁ_gp 0% =
dq® 0qPda ’ dq™ 0q¢Pdat ’

(3.2.54)
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0 0
As hipersuperficies ortogonais a ¢ dadas por a_go = constante e 8_802 = constante sao obtidas
a a

para cada uma das n + 1 familias de solugoes e estas tém a forma:

t
U+ W —+ ﬁ =b
: (3.2.55)
ow
dat

com b e b;’s constantes arbitrarias. Logo, suas solucoes sao geodésicas nao-minimais de S, 12
em forma finita. Se atribuimos valores em particular para a e b na primeira equacao de (3.2.55)
nés encontramos um conjunto de geodésicas em S, 1o correspondentes as trajetérias dinamicas
e tais geodésicas sao ortogonais as hipersuperficies

t
a(lu+ W)+ % = constante.
a

Desta forma, obtemos o seguinte resultado chamado de teorema de Hamilton-Jacobi:

Teorema 3.2.2 Se W € uma solugao completa da equag¢io homogénea associada a (3.2.52)
envolvendo n constantes de movimento arbitrdrias independentes entre si, a sequnda equagao
de (3.2.55), quando resolvida para ¢' = ¢'(t), a' e b;, define todas as trajetorias dinamicas do

dado sistema.

Supondo que exista tal solugdo W para a equagao (3.2.53) expandida, ou seja, sem que

ow
tenha sido feita a troca de p; por —— obtendo assim a equacao:

0q’

ow 1 [OW oW ow 1
W + 5 <8qi 8_qﬂ - QanHE)_Qi + gm+19jn+1> +V - §Qn+1n+1 =0, (3‘2‘56)

de modo que também seja solugao da segunda equagao de (3.2.55). Vamos diferenciar tais

identidades por a’ e t respectivamente, obtendo assim:

PW . [OW
ik ( - gkn+1) =0

daiot”’ OqgF
oecw . O*W

— + ¢ =
datot datoqi

(3.2.57)

Dos conjuntos de equacoes acima obtemos
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PW .. . [OW
9ai0g [q” —g* <8_q’f — gan)} = 0. (3.2.58)

2

Como o determinante de é diferente de zero, pois se nao fosse existiria algum OW/da’

da*dqi
que nao dependeria dos ¢’s, o que nao ocorre por conta dos a’s nao se associarem aditivamente,
teremos
, G OW
P =% — — grnr1 | - 3.2.59
q g ( ag* 9k +1) ( )
Para
ow
aq’

as equagoes (3.2.59) se equivalem as equagoes (3.2.30) e serdo o primeiro conjunto das equagoes
da hamiltoniana dado em (3.2.34). Ao diferenciarmos (3.2.60) com relagao a t, o resultado
equivale ao segundo conjunto de equagoes de (3.2.34). Em [42] vemos um exemplo da aplicagao

do principio de Hamilton-Jacobi em dominios curvos.

3.2.3 Geodésicas minimais
Seja N uma variedade riemanniana, cuja métrica é gy, submetida as seguintes condicoes:

(i) todas as geodésicas em N podem ser estendidas de modo a serem definidas em todo

espaco;
(ii) o par (N, go) é uma variedade completa no sentido que toda seqiiéncia de Cauchy converge;

(iii) dados dois pontos p,q € N, existe um segmento geodésico suave ¢ € €2, , com o tamanho
do segmento dado por Ly(c) e Lo(c) = go(p, q), onde 2, , denota o conjunto das partes

suaves da curva de p a ¢ em N,

Pelo terceiro item acima, vemos que o segmento realiza distancia, portanto ele é chamado de
minimal. Podemos ver uma maior explicacdo em [11].
Tomando o determinante de g,s em (3.2.35) para B = 1 como sendo —g, temos ainda que

a forma (3.2.35) é indefinida e portanto a equagao diferencial

—0468_908_90 _

e 0 = (3.2.61)
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admite solugoes reais. Suponhamos que ¢ é uma tal solugao e consideremos o sistema de
coordenadas
Ca—yo

= 3.2.62

onde 7 é um parametro. Diferenciando a equagao acima com respeito a 7 obtemos

d*q* dp ) « dq’
_ |08 _ =5 9% @ 3.2.63
T2 = |97 007\ s I ( )
!
onde ¢, #7v é a segunda derivada covariante de ¢ com respeito a forma (3.2.36) e sao
v 6

os simbolos de Cristoffel de segunda espécie formados com relagao a (3.2.36) de forma que
Q@
ga,B = [757 5]
v o
Comparando a derivada covariante com a equacao (3.2.61) temos:

Oy
7P == = 0. 3.2.64
il By ( )

Como ¢, By = ¢, 73 a equagao acima se reduz a

qua o dqa dqﬁ
—_— = -2;
dr2 ~ 5 dr dr 07 (3 65)
que equivale a (3.2.37). De (3.2.61) e (3.2.62) temos:
dq® dq”
2.7 ) 3.2.66
P8 dr ( )

Conseqilientemente as curvas integrais das equagoes (3.2.62) sdo minimais tomadas na esfera
Sptz2. J& no espaco da forma fundamental (3.2.35), sem perda de generalidade, para 7 = ¢ tais
resultados sao aplicados como na secdo ( 3.2.1). Para as formas (3.2.62) para « = n+ 1 e
(3.2.47), temos ¢ = u+ W onde W e u sao independentes entre si. Substituindo esta expressao

em (3.2.61) temos que W é solugao de

dg’ i [ OW
= g¥ (G_qﬂ _ gjn+1> (3.2.67)

dt
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du  OW y <8W

% = W — 9" Gin+1 8_q] - gjn+1> +2V = gntin1 (3‘2‘68)

Comparando V' da ultima equagao e da equagdo (3.2.56) temos:
du ow [ OW ow aw
— =—— 0" == — gjn — = 3.2.69
dt ot <an 9i “) dq’ dt ( )
Seja W uma solugao completa de (3.2.56) onde as dadas n’s constantes arbitrdrias a’, sao

nao aditivas. Se tomarmos as equagoes

oW
— W =0, 3.2.70
o u+ ( )

onde cada b e b; é constante, mostramos que resolvendo as primeiras n’s equagoes para cada
q(a’,b;,t), as equagoes como (3.2.67) mantém a mesma forma. Comparando com (3.2.69) temos
que as equagoes (3.2.70) definem geodésicas minimais onde as primeiras n’s solugoes sao suas

trajetorias.

3.2.4 As equagoes Hamiltonianas e o espago 5,2

Vamos estabelecer a relagao entre as transformagoes das equagoes hamiltonianas (3.2.34) e
as transformacoes de contato ou transformacoes canonicas do espacgo riemanniano de dimensao
n + 1, dado por S, .2, com a forma fundamental (3.2.35).

Para uma curva qualquer ndo-minimal em S, » com a forma fundamental (3.2.36) colocamos

dq®
Pa = gagg (3271)

Entao, segundo a notagao dada em (3.2.46), temos

dq® 5
— =9"°P,. 3.2.72
o ( )
e, conseqilentemente,
dq® dq° 5
wg— —— = gV P, Ps. 3.2.73
O 5 ( )

Além disso, também de (3.2.36), temos

ds = P,dq". (3.2.74)
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Se pusermos

C = \/g** P, Ps, (3.2.75)

segue-se de (3.2.73) e (3.2.36) que C' = 1. Pela equacao (3.2.71) e em conseqiiéncia de (3.2.37),
por uma geodésica nao-minimal, tem-se

dP, _ 10gg,dg°dg’ — 10g™

== = ————PF;P. 3.2.76
ds 2 9q* ds ds 2 9g 7T ( )
logo as geodésicas nao-minimais sao definidas pelas equagcoes
dg*  0C 0P, oC
—_ = = ——. 3.2.77
ds 0P, ds g~ ( )
Se p* e 1Y, sao fungoes das 2n + 4 quantidades ¢* e P,, tais que
Op® O
N — Py, o =0, 3.2.78
entao as equacoes
q/a = Qpaa Pla = ¢a, (3279)
definem uma transformagao homogénea de contato (candnica), para a qual a condigdo
P odq'® = Pydg” (3.2.80)

é satisfeita para valores arbitrarios dos diferenciais dq® e dP,. As condigoes (3.2.78) sao tao
necessarias quanto suficientes e delas seguem-se que fungoes ¢® e 1, sao homogéneas nos P’s
de graus zero e um respectivamente. Além disso, quando os P’s sao eliminados do primeiro

grupo de equagoes de (3.2.79) resultam-se equagoes independentes da forma
F,(¢%, 7%y =0 com o=1,...,p. (3.2.81)

Além disso, teremos as relacoes

F, Fo
0 P — 2 (3.2.82)

P, =) — )
aq'*

onde \’s sao parametros. Reciprocamente, se os F,’s sao quaisquer funcoes tais que na elimi-
nagao dos \'s de (3.2.82) as equagoes resultantes e a equagao (3.2.81) admitem solugao unica,

entdo ¢“ = ¢“(¢*) e P’ = P'o(P,).
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As equagbes (3.2.77) nas quais C' é homogéneo de grau um nos P’s seguem que as geodésicas
nao-minimais sao as trajetérias de um grupo continuo GGy de transformacoes canonicas. Além

disso, quando as equacoes (3.2.79) sao aplicadas em (3.2.77), elas se transformam em

ds oP,’ ds oq™’

dg'” ' dp,’ P
¢ _9C _ 9 (3.2.83)

onde C’ é a transformada de C.

Para a forma (3.2.35), onde B=1¢e A = g,11,01 — 2V, as equagoes (3.2.71) sao dadas por

y dt
P = (gi¢ + gin-&-l)%a
. du
Poy1 = (gin+14" + gntintr — 2V) Prpa + 75 (3.2.84)
p ot
n+2 — dS‘
Como conseqiiéncia de (3.2.47) e de (3.2.75) temos
C* = gij(Pin - 9m+1Pan+2 + 9m+1gjn+1) + 2P 41 P22V — gnting- (3-2-85)
De (3.2.84) e (3.2.27) temos
logo
C? =2P2 ,H + 2P, 11 Py (3.2.87)

Por C' = 1, e as equagoes (3.2.77), (3.2.86) reduzem-se & equagao abaixo por conta da

equivaléncia entre (3.2.84) e (3.2.34).

dq’ 0H dt du
ds = n+28_p7 % = I'n42, % = 2Pn+2H + Pn+1
(3.2.88)
— _Pn —_ = —P2 _— = U.
ds 2oq  ds 2ot ds 0

Considerando agora as transformagoes canodnicas tais que a equacao do primeiro grupo de
(3.2.79) para o = n + 2 é da forma
u=u+f, (3.2.89)

onde f e as fungoes das outras equagoes de ambos os conjuntos nao dependem de u. A primeira

equagao de (3.2.78), colocando § = n + 2 nos fornece que P’ 15 = P, 2. Como as trajetérias
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dinamicas correspondem as geodésicas para cada valor de a em

dt
— =aq
ds ’
para a = 1 teremos P2 =1,
pidq' + Poirdt = Plydq” + Poirdt! + df. (3.2.90)
e
1
P, = 3~ H. (3.2.91)

As equagoes correspondentes a (3.2.81), utilizando P, ;; acima sao
W —u—F =0, com [h=---=F.=0er>1, (3.2.92)

as fungoes I nao dependem de u' ou u e para o = n + 2 faz com que 1 = —\! em (3.2.82) e

esta equacgao tem as seguintes correspondentes:

oF; oF, 0F; oF,
P = - A\ =, Pn = A, A7
Pi=%¢ T g 1= T
com o=2...,r. (3.2.93)
b OFJOF,  OR_OF,
Y& aq'" T oy o

Uma transformacao canonica estard bem definida em (3.2.92) quando ao se eliminar os A’s
de (3.2.93) as fungoes F' sdo as equagoes resultantes e F = --- = F,. = 0 podem ser resolvidas
por ¢',t, pi, Porr como funcoes de ¢, t',p';, P'yiq. Por exemplo, supondo que P’, .y resolve

(3.2.91). O resultado ¢ escrito da forma

P+ K" ¢,p,)=0. (3.2.94)
E teremos também
60’_ oCc" 0K oc’ _ oCc" 0K _ 0
¢t OP" . 0q" oP'; 9P, 0P
Destas identidades teremos que a equivalente da equagao (3.2.94) serd
" oC’ dP'ni1 _80’
ds 0P, ds o’
. (3.2.95)
dq* 0K dP';y 0K
- opr’ v g

Estas transformagoes equivalem as transformagoes canonicas gerais do espago .S, 12 € também

sdo as equivalentes hamiltonianas dadas em (3.2.34).
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3.2.5 Potenciais independentes do tempo

As equagdes (3.2.34), quando nem os sistemas dinamicos, nem os potenciais de energia V'

dependem do tempo, sao dadas por:

it g OV
9is@ + 17k, 1167 4" + 2 = (3.2.96)
cuja primeira integral é dada por
1
59544 +V = E, (3.2.97)

2

onde F é uma constante de energia. Neste caso a forma fundamental para S, 2 é dada por
ds® = gijdq'dg’ + Adu?, (3.2.98)

com A independente de u por definicao. As geodésicas nao-minimais deste espacgo sao dadas
trocando ¢ por u em (3.2.38), (3.2.39) e (3.2.40) e fazendo v = B = 0 nas equagoes (3.2.98),

obtendo assim

d*¢’ dg? dg®  10A [du\?
i —— k] ———=— 1| —] =0 3.2.99
Jii" g2 + ik, ] ds ds  20q" \ ds ( )
e
du
Ad— =a, onde a = constante. (3.2.100)
s
Para cada valor de a # 0 definimos um parametro ¢ dado por
t = as. (3.2.101)

Desta forma, as equagoes (3.2.99) e (3.2.100) serdo dadas, respectivamente, em termos da

variavel independente ¢ por

. : 110A
G ik ilgigk — Z— 2= — 3.2.102
9i5¢ + [k, 1]¢’q 2o (3.2.102)
e
du 1
= 3.2.103
da A ( )
Se t € identificado como tempo e A é definido como
1
— =V +b, onde b= constante (3.2.104)

2A
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entao (3.2.102) equivale a (3.2.96). De (3.2.98), (3.2.101) e (3.2.103), teremos ainda

1 a1
5 =95l d 5 = 2(E+0b). (3.2.105)

Se |E| é limitado superiormente, entao a constante a estabelece uma relagao entre uma geodésica
e a constante de energia E para a trajetoria correspondente. Desta forma, as geodésicas nao-

minimais de 5,2 sao dadas por
¢ =f@t), u=2 / Vdt + 20t, (3.2.106)

onde as n’s primeiras equagoes sao solugoes de (3.2.96) e como conseqiiéncia, de (3.2.97). Estas

ultimas podem ser escritas da forma
"=~ / Tdt + 2(E + b, (3.2.107)

que mostra a relagao entre as coordenadas u e a acao.

O determinante da forma (3.2.98) é Ag, onde g = det g;;. Desta forma, teremos:

g g , 1
g9 =g¢", gnrtt=0, gttintl= q1= 2(V + ), (3.2.108)
para "' =wue a,8 € {1,...,n+ 1}. Teremos, ainda que
; Op Op 0\
* —— 4+ 2(V+b | = | =1 3.2.109
0 Ga s o o) (5 (3:2.109)

As equagoes equivalentes a (3.2.49) para o = n + 1 sao dadas por

du Oy
— =2 b)—.
ds (V+ )au
e por
o =a(u+1), (3.2.110)
com 1 independente de u e solucao de
oY oY 1
e + 2 b) = —. 2.111
9pg 90 T2V T =5 (3.2.111)
As geodésicas de 5,15 sao dadas por
o _ o
u—l—lﬁ—i—a% =0 e = Co (3.2.112)
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onde a’ sao as n— 1 constantes além de a dadas por uma solugao, nao linearmente dependentes
entre si e os ¢’s constantes arbitrarias.

De (3.2.105) temos que podemos escrever (3.2.111) da seguinte forma

g g;fg—;bj =2(E-V). (3.2.113)

3.2.6 Principio de Fermat estendido

A métrica de Jacobi é degenerada no bordo E—V(q) = 0 do espago onde ocorre o movimento.
Trata-se de uma singularidade métrica. Ao ocorrer tal singularidade o obstaculo principal é a

instabilidade. Pode-se considerar a métrica de Jacobi
95 =2E —V(q)g (3.2.114)
como a métrica induzida pelo mergulho num espaco euclidiano plano cuja métrica é dada por
ds? = gdg'dg? + ()2 — (q"*2)° (3.2.115)

onde,
¢ = p'\2E-V(q)
1

gt = §(r2 —1)\/2E -V (q)
1
¢t = 5(r2 +1)v/2E -V (q)
r? o= gijpipj-

A geometria de Jacobi é agora realizada pelo cone nulo

954'd + (¢"H)? = (¢"T*)* =0, (3.2.116)

com o vértice do cone sendo o inicio do bordo singular dado por D na métrica de Jacobi.
Por outro lado, existe uma descricao consistente do calculo de quantidades geométricas e
funcionais invariantes da métrica no vértice. Para elucidar este fato vamos admitir que o cone é
um espaco plano exceto no vértice, onde sua curvatura é singular. Obviamente, calculando por
meios comuns da geometria riemanniana nao se pode descobrir o tipo de cada singularidade,

se sao removiveis ou ndo. Outros meios devem ser utilizados para se obter tais respostas, [38].
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Consideremos o espaco M com métrica de Eisenhart, dada por gg, para um sistema
mecanico indefinido simples e seja gg estacionaria com respeito ao vetor de Killing tipo-tempo
Y e M admite uma divisao global em espacgo-tempo U x R adaptada a Y. Esta divisao se
daria, por exemplo, da forma (qi,...,q,,t) com (qi,...,q,,t) € U, um aberto de R",;t € R e
Y = 0/0u. A propriedade de Killing de Y dada pelo fato de que os coeficientes da métrica de
M nao dependem da variavel de tempo t. A existéncia do vetor de Killing pode ser utilizado
para construir um espaco quociente Mg/G,, onde G, é um grupo de simetria gerado pelo vetor
de Killing. A métrica sobre Mg/G, é estabelecida pelo teorema a seguir. Ele se apresenta

como uma extensao tipo-tempo do principio de Fermat em relatividade geral.

Teorema 3.2.3 Seja (M, g) um espago-tempo estaciondrio com uma assinatura lorentziana

(—,+,+,+) entao o problema as geodésicas sobre o espago-tempo (n + 1)—dimensional

) (/ dsi+1) =0 (3.2.117)

pode ser reduzido ao problema das geodésicas sobre o espaco-tempo n—dimensional ficticio con-
formemente semelhante ao espaco espago riemanniano com a métrica
14+h
AP = =0 g2 (/ dz?L) —0, (3.2.118)
—Yoo
onde dI* = g;;dq'd¢’  q = goodu® + dI* - métrica do espago-tempo h =constante; h > 0 para

geodésica tipo-tempo, h < 0 para geodésica tipo-espaco e h = 0 para geodésica nula.



Capitulo 4

Modelos cosmolégicos e o Principio de

Maupertuis-Jacobi

Neste capitulo apresentamos os recentes resultados de Townsend e Wohlfarth, [3], re-
interpretando geometricamente as equagoes de movimento de certos modelos cosmoldgicos.
Mostraremos que estes resultados decorrem, de fato, de uma generalizacao do principio de
Maupertuis-Jacobi, o que permite sua extensao para o caso de modelos cosmolégicos mais

gerais.

4.1 Cosmologias multiescalares

Uma generalizagao possivel dos modelos de quintesséncia discutidos na se¢ao (2.3) corres-
ponde aos modelos multiescalares, conhecidos na Fisica também como modelos sigma nao-
lineares. Estes modelos consistem em N campos escalares ¢%, ¢*: M — ¥, a=1,...,N,
que tomam valores numa variedade riemanniana ¥ e possui métrica Gng. Supondo um po-
tencial de auto-interagao V' (¢®) para os campos escalares, temos a seguinte a¢ao para o caso

minimamente acoplado:

5= / diry/=g (%R 50" G (9)0n "0, — V<¢>) 7 (4.1.1)

O principal resultado de Townsend e Wohlfarth, [3], o qual reproduziremos a seguir, foi mostrar

que as equagoes de movimento obtidas a partir de (4.1.1) com as hipéteses de isotropia e
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homogeneidade do espago-tempo e correspondem as geodésicas num espago de dimensao (N +1)
cuja assinatura de Lorentz é (1, N). Tais geodésicas sao tipo-tempo se V' > 0, tipo-luz ou nulo
se V =0 e tipo-espaco se V' < 0.

Sobre a acao acima, estamos interessados em solucoes onde as geodésicas ou elementos
de linha tenham a métrica de FFLRW para um espago-tempo homogéneo e isotrépico cujas

coordenadas padrao sao:

ds® = —dt* + S(t)*d%3, (4.1.2)

onde S(t) é fator escala e ¥ representa as segoes espaciais (d — 1)—dimensional de curvatura
constante k.

Se 9;S > 0, o universo estd em expansao e se 925 > 0, a expansao ¢ acelerada [3]. Todas as
trajetorias para cosmologias flat podem ser determinadas explicitamente. Em particular, para

o caso N =1 com potencial exponencial do tipo
V = Vye 2%, (4.1.3)

identificam-se valores criticos e hipercriticos, pelos quais o conjunto das trajetorias passam
por uma mudanca qualitativa, que explicitaremos mais adiante, onde a constante de acopla-

mento é dada por a. Os referidos valores sao dados, respectivamente, por:

Qe=1¢/—= € a,= (4.1.4)

Abaixo do valor critico, (a < a.), o universo tende assintoticamente a uma fase de expansao
acelerada. Acima deste valor, existem somente fases de aceleracao transitéria. Este capitulo,
tal como o artigo de Townsend e Wohlfarth, objetiva determinar caracteristicas das cosmologias
com potenciais escalares mais gerais.

Vamos admitir que

(D}¢)* := 07 9™ + 15,000 0,97, (4.1.5)
onde I'g. ¢ a conexao de Levi-Civita para a métrica G do espago e

10 log|V]|

aa(P) = 2 9

(4.1.6)
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chamada de funcdo caracteristica do potencial V', a partir da qual, temos a 1—forma do espaco

dual ao campo de vetores a. Os campos escalares obedecem as equagoes:
D¢+ (d — 1)HOy¢p = 2V a, (4.1.7)

onde H = 0;,5/S correspondem ao parametro de Hubble. A restri¢do, ou vinculo de energia,

de Friedmann é dada por
S0k +2V — (d — 1) *H? = (d — 1)a_k, (4.1.8)

onde a norma |0;¢| é a induzida pela métrica do espago, dada por |9;¢]> = 01 - O =
Gopdi®0;0°. A equagdo da aceleracio é obtida diferenciando (4.1.8) e substituindo a equagao

de campo escalar (4.1.7) e tem a forma:

975 = 2202V — |, (4.1.9)

onde «a, é dado em (4.1.4). Vemos que a acelera¢ao ocorre somente quando V' > 0.

Tomemos agora uma nova coordenada do tempo de forma que
dr = |V|2dt. (4.1.10)
Supondo
S(t) = e, (4.1.11)

A nova condicao de expansao é dada por ﬁ > (0 e a nova condicao de aceleragao é dada por
B+ 3 —pBa- ) >0, (4.1.12)

com os pontos representando a diferenciacao em 7. A nova equacao do campo escalar é dada
por:

D?p=(a-¢)p— (d—1)3p+2-sign V a, (4.1.13)

a nova restricao de Friedmann é dada por:
POV {92 = (d— Da;26% +2-sign V| = (d — 1) 2k, (4.1.14)

Portanto, a equacao de aceleracao é dada por

2

. 2 . . . . 20 .
B=—=10 = 5"+ Bla-¢) + —— -sign V, (4.1.15)
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e a condicao (4.1.12) pode ser reescrita da forma:
162 < a? - sign V, (4.1.16)

satisfeito se e somente se V> 0

4.2 Analise dos pontos fixos

Daremos o nome de pontos fixos aquelas solucoes do sistema dinamico formado pelas
equagoes (4.1.13) e (4.1.15) ao serem submetidas & nova restricdio de Friedmann, (4.1.14), e

para as quais

B=0 e D¥*¢p=0. (4.2.17)

Admitir a existéncia de pontos fixos, requer uma linearizacao onde, se necessario, faremos

uso do Teorema de Hartman-Grébman apresentado mais formalmente no apéndice (A).

4.2.1 Identificando os pontos fixos

Identificar os pontos fixos destes sistemas é parte do estudo proposto para o trabalho que
trata da analise quantitativa e qualitativa das solucoes e, diante dela, fazer a comparagao com

modelos realisticos. Dado D?¢ = 0, a equagao (4.1.13) produz a expressao:
p=ca=|9|*=c*al’, a-¢=clal’. (4.2.18)
onde ¢ é raiz da equacao
la|?c® — (d — 1)¢f + 2sign V = 0. (4.2.19)

Com (=0 em (4.1.15), obtemos:
(5 - \a\zc) (B - aic) —0. (4.2.20)

Para 3 = a.2c temos de (4.2.19) que

2sign V

2

=== (4.2.21)
ol — Ja?
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e portanto

wo = +a; wf = +a?, (4.2.22)

com w convenientemente definido por:

2 _ 2
W= \/MTO‘*L, (4.2.23)

e onde oy, é a constante hipercritica dada em (4.1.4). Vemos que a equagao (4.2.21) foi deter-
minada admitindo que

V>0e |a <a, (4.2.24)
donde obtemos
9% — (d — 1)a, 262 + 2 - sign V = 0, (4.2.25)
que é a restricao de Friedmann para £ = 0. Condicao suficiente.

Para 3 = |a|¢, que também foi calculado para V > 0 e |a| < aj,, obtemos de (4.2.19) que
2

&2 = |z—|‘32sign v, (4.2.26)
e dai que
6=+ (%) a, [==alal. (4.2.27)

Com a condicao suficiente de que k # 0, deduzimos que a restricao de Friedmann para este
caso é dada por:

o %k = |V |(a? — |a)?). (4.2.28)
Desta forma, teremos que k > 0 para |a] < o, e k < 0 para |a| > a.. O caso onde |¢| = a,. nio

é analisado, pois, estes pontos fixos correspondem a cosmologias de aceleracao nula.

4.2.2 Qualificando os pontos fixos

A identificagdo de pontos fixos para campos multi-escalares segue o mesmo esquema da
analise para o caso de campo escalar unitdario. Ao assumirmos que ﬁ é constante e que gb
é covariantemente constante, segue-se de (4.2.19,4.2.18) que a é covariantemente constante
também. Temos que o campo multiescalar é dado pelo potencial equivalente a (4.1.3) para o
caso

V = Vye 289, (4.2.29)
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de modo que ap = a¢g e teremos este potencial totalmente definido pelas novas coordenadas

associadas dadas, de forma que:
Gopdd™¢” = d® + G 5(x)dx"dx”, (4.2.30)

onde G é a métrica do espago de dimensao N — 1, ortogonal a diregdo ¢, cujas coordenadas

sao dadas por x. As equacoes de campo sao dadas por:
DZx = apy — (d — 1)px,
¢ = afy + 2a - sign V. (4.2.31)
A restricao de Friedmann é dada da forma:
a2[|X%)? + ¢* + 2sign Vo] — (d — 1)3% = k(d — 1)e2@ )|y, ~L. (4.2.32)

A equacao acima confirma o fato da aceleracao ser dada em termos de . Supondo que o espaco
alvo reduzido é flat, entao as equagoes de campos escalares e de aceleracao definem um sistema

dinamico autonomo dado por:

(

¢ =ap®— (d—1)3¢ + 2a -sign V

S=38=- (2 + Y2 — a2 -sign V] — B2+ aBp - (4.2.33)

(@1

| = agi— (d—1)8x

Se tomarmos y = 0, o sistema ¢é analogo ao sistema de campo escalar unitario. Porém,
para x # 0 nao existem novos pontos fixos, ou seja, iremos analisar os mesmos pontos fixos.
Se o espaco for nao flat, entao a ultima equacao do sistema acima deve-se acrescentar um
termo de conexao que depende de . Tal termo nao afeta a estabilidade dos pontos fixos com
X, €, portanto, podemos admitir que o espaco é flat. Sem perda de generalidade vamos supor
que N = 2. Desta forma, temos um sistema dinamico autonomo para as trés variaveis, que ao

linearizarmos em torno do ponto fixo com ¢ = ¢ e § = (3, fornece as seguintes novas variaveis:
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Logo, de (4.2.33) teremos:

U= apo—4(d—1)"¢0 ago— 26 0 y |- (4.2.35)
0 0 apy — (d —1)fy z

Vamos denotar o sistema acima na forma U = M U, para (x,y,z) = U?. Os autovalores da
matriz M classificam qualitativamente os pontos fixos do sistema.

Para k = 0, temos que

weo = *a; wfy = +a?. (4.2.36)
Os autovalores de M sao dados por
+2w  (a® —a?), Fw l(a®—a?), Fw'(a®-ad). (4.2.37)

Para k = 0, as trajetorias sao ramos do hiperboldide definido pelo caso. Como o universo esta
em expansao, vamos tomar os autovalores reais e negativos que correspondem ao maior ramo
deste hiperboldide. O no é estavel para a < a.. Para a. < a < aj o ndé é um ponto de sela,
com um autovalor real negativo e dois reais positivos. Ja para todos os autovalores positivos,
o sistema é instavel.

Para o caso onde V' < 0 podemos ter a > a3, cujo o ponto fixo é um nd instavel. As
trajetérias obtidas através de k = —1 iniciam-se neste ponto fixo instavel e terminam no ponto
fixo estavel no ramo do hiperboléide onde k£ = 0. Como ﬁ < 0, para este ponto fixo, seria como
se houvesse uma singularidade devida ao big crunch, veja detalhes sobre este tema em [44].

Para k # 0, temos que

Wy = o why = +a.a. (4.2.38)

Os autovalores de M sao dados por

+ % —(d—2)a+ /16— (d—2)(10 — d)a?|, F2a/a.. (4.2.39)

Para a < a, todos os autovalores sao reais com sinais contrarios e o ponto ¢é de sela. Para

a > o, todos os autovalores sao negativos e d > 10 ou d < 9,
4 .
V(d—=2)(10—-d) "’

a>a (4.2.40)
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para d < 9 e a > a, os autovalores sao dois complexos com parte real negativa e um real
negativo e o né é estavel com as trajetérias formando uma espiral no plano xy. Para qualquer
d e k # 0 o ponto fixo é um ponto de sela instavel se a < a. e estavel para a > «a.. Esta
estabilidade é do tipo n6 ou espiral. Para d > 10 é sempre do tipo nd, mas se d = 10 torna-se
uma espiral em a = «y,. Para d < 9 ele torna-se uma espiral para a = a < q,.

Vamos atentar para o fato de que para d = 11 nao existe potencial escalar possivel, mesmo
em d = 10 existe potencial escalar positivo, porém nao existe solu¢ao para ponto fixo em

a > oy.

4.3 Estudo das trajetorias no espaco de fase

Nesta secao vamos apresentar uma classificacao das trajetérias no espaco de fase. A menos

que se diga ao contrario, nesta secao consideramos y = 0.
1. V>0

(a) k=0

i. para a > «p tem-se o limite assintético usual: o campo ¢ tende ao minimo do

potencial V;

ii. para a < ay as trajetérias aproximam-se das solucoes para ponto fixo para k = 0
as quais:
A. a < a. sao aceleradas;

B. a > a. sao desaceleradas.

(b) k= —1. As trajetdrias se aproximam das trajetérias dos pontos fixos com k = 0. Mais
especificamente, para a < a,. estao elas contidas entre uma solucao das trajetorias
em k& = 0 e uma solucao de ponto fixo também em k£ = 0. Para a > a as trajetorias
sao atratoras espirais em torno de um ponto com aceleracao nula e portanto ela

comanda uma infinita oscilacao entre aceleracao e desaceleracgao.

(¢) k = 1. As trajetérias sao determinadas pelas suas separatrizes do caso instével do

pontos fixos k = 1. Também ha o colapso em a > «, para o qual as trajetorias
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“convergem” para o big crunch.

Campo escalar unitario. Vamos apresentar brevemente uma solucao para este caso.
O espaco anti-de Sitter é a solucao das equacoes de Einstein para a constante cos-

moldgica negativa. Neste modelo tem-se V =15 < 0 = a = 0. Fazendo

p=z, B=uy, (4.3.41)
temos as equagoes
2 2
& =—(d—1)xy, Y= - {zﬁ + A2 = df J (4.3.42)
onde
2
A= )
(d—1)(d-2)
determinando assim:
[22 — 207 %% — 2] = Cx¥/ @D (4.3.43)

com C' constante. As curvas, para cada C sao:
i. C' >0, como as trajetorias onde k = +1;
ii. C' <0, como as trajetorias onde k = —1;

iii. C' =0, hiperboldide como nas trajetérias onde k = 0

iv. C'= —o0, curvas onde § = —[y* + \?] = ¢’ = Sj cos AT.
A restricao de Friedmann implica que k£ = —1 e portanto
ds® = —dt* + S cos®(at/|So|)d¥?,, (4.3.44)

que é a métrica de um espaco anti-de Sitter.

Campo multiescalar. Neste caso, devido ao termo de aceleracao |x|? e a restricao
de Friedmann, as trajetorias do espaco de fase com y dependerao da reducao da
métrica ao espaco, mas, contanto que nao existam novos pontos fixos, espera-se que

haja um outro comportamento, por conta desta métrica ser independente. Supondo
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que o espaco seja flat, assim como o espaco reduzido, as trajetérias para k = 0
encontram-se num hiperboléide do espaco de fase que separam as trajetérias para
k = +1e k = —1 vélido para qualquer sinal de V. Tomando V' > 0 temos de (4.1.16)
que a aceleracao ocorre sempre que a trajetoria do plano de fase penetra na regiao
da hiperesfera

9] = o, (4.3.45)

valido para k igual ou diferente de zero. Os modelos exponenciais com solucoes
cosmoldgicas sempre aceleradas sao aqueles onde o ponto fixo encontra-se no interior
ou na fronteira da esfera de aceleracao, como acontecem quando a < «,. Para os
outros valores de a, qualquer aceleragao é, no maximo temporaria, mesmo assim,
somente uma parte das trajetorias passam sempre por esta aceleracao. Quanto mais
escalares ha no campo, mais liberdade temos para evitar as esferas de aceleracao.
A figura (4.1) nos mostra um modelo com um campo 2—escalar e um potencial

exponencial positivo.

Figura 4.1: Estudo da estabilidade dos nés em cosmologias com k = 0, respectivamente para a <

ey Qe < a < ayp, a>apex=0. 0 ultimo caso, valido para V < 0 também. Extraida de [3].

4.4 Evolucao das cosmologias multiescalares

Tomando

(d—1)8 = an, (4.4.46)

onde v é uma variavel independente, a restricao de Friedmann sera escrita da forma:

(07)? — 6:0)? + ka2 (d — 1)e 20 = 2V (4.4.47)
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e a equacao de campo escalar dada por:
D} ¢ + ap(9,7)0ip — 2Va = 0. (4.4.48)

Portanto, a equacao de aceleracao sera da forma:

%

m[(aﬁf —2V] =0. (4.4.49)

2
61527 + _|at¢‘2 +

Qi
Comparando (4.4.47) com (4.4.48), temos:
Dt2¢ + Oéh(at’}/)at¢ + a[|@t¢|2 — (8{)/)2] = k‘ac_z(d — 1)6_253. (4450)

Comparando (4.4.47) com (4.4.49), temos:

OXy + ap| 0,0 = ka2ape . (4.4.51)
Em [45] vemos uma aplicagao das oscilagoes como modelos de cosmologias de campos escalares.

Dividiremos a analise em trés casos:

4.4.1 Primeiro caso

Considerando V' = 0, k arbitrario e (N + 1) varidveis, denote por
" = (v,¢%) (4.4.52)

as fungoes das trajetérias cosmologicas num espaco estendido. Deste modo, a restricao de
Friedmann sera dada por:

G 0, D" 0, " = ka?(d — 1)’ (4.4.53)

onde

G 0, D0, ®" = —dv? + Gopdg®de® (4.4.54)

é uma métrica com assinatura de Lorentz no espaco estendido. Eliminando |0;¢|* de (4.4.51)

utilizando Friedmann, obtemos:

OPy + an(007)? = —ka;%(d — 2)ane . (4.4.55)



64
Tomando (4.4.55) com (4.4.50) temos:
D20 + a, (0y7) 0, @ = ko 2(d — 2)ane P G*0,. (4.4.56)

Como k = 0, a equacao determina uma geodésica numa parametrizacao nao afim. Para uma

nova variavel tempo obtemos:
D2d* = ka%(d — 2)ane* =8G9, -, (4.4.57)

onde

dt’ = e *"7dt. (4.4.58)

Como no caso k = 0, (4.4.57) é equagado de uma geodésica parametrizada afim.

Apesar das trajetérias cosmoldgicas no espaco estendido nao serem uma geodésica para
k = 0, elas podem ser vistas como projecao de uma geodésica num espago de dimensao (n+2),
chamado de espago duplamente estendido que é fibrado pelas hipersuperficies isométricas ao

espaco estendido. Sejam

T4 = (d#, ) (4.4.59)
N + 2 coordenadas. Tome
Gapd¥*dV®? = G, dV"dd" + G,.(dV*)?, (4.4.60)
onde G,, = —ka;2e 2428 A equacdo de projecio é dada por
By U* = (d — 1)72428 (4.4.61)

Desta forma, a restricao de Friedmann fica da forma:
G apOp U0, P =0 (4.4.62)

e fornece junto com as equacoes de campos escalares e aceleracao uma equivaléncia a equacao

geodésica dada por (4.4.57) a seguinte equagao:
D24 = 0. (4.4.63)

Portanto as trajetérias cosmoldgicas para V = 0 sao geodésicas nulas no espaco duplamente

estendido. Se k < 0 a métrica do espaco tem assinatura lorentziana, mas se £ > 0, nao. Como
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U* nao é constante, o movimento restrito a uma hipersuperficie unitaria de constante ¥*, pois
a projecao do movimento sobre uma tal hipersuperficie nao é uma geodésica. Tais argumentos

nao sao validos para k = 0, pois as projegoes sao geodésicas.

4.4.2 Segundo caso

Considerando k£ = 0 e V arbitrério, a restricao de Friedmann ¢é escrita da forma:
GW@\I/“@(I)V = —2V (4464)

Logo as trajetorias neste espaco sao tipo-tempo para V > 0, nulo para V = 0 e tipo-espaco
para V < 0. As trajetérias sao geodésicas nulas quando V = 0. Quando V # 0 as trajetorias
nao sao geodésicas maximais com respeito a métrica G, mas sao geodésicas com na métrica

conforme dada por:

G/U/ = QzGum (4465)
onde o fator conforme é dado por
L |V |exn para V #0
V2
Q= (4.4.66)
1
—en7 para V =0.

V2

Para k = 0 temos que as equagoes (4.4.51) e (4.4.50) sdo equivalentes a
D}o" = 920" + TV 0,07 0,° = f6,P", (4.4.67)
onde fﬁp ¢ a conexao de Levi-Civita para é;w e
f = apoyy —2a- 0y (4.4.68)
é a equacao das geodésicas cuja parametrizagao nao é afim. A partir da equagao
f = 0,9"9, log(2Q%e 7)), (4.4.69)

deduzimos que as geodésicas com parametrizagao é afim, por um nova coordenada t para a

qual
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dt = (20%e=7)dL. (4.4.70)

Portanto,

D:oH = 0. (4.4.71)

A restricao de Friedmann é dada, agora, na forma

—sign V, se V#0
G, 0;9" 0,0 = . (4.4.72)

0, seV =0
A relacdo entre t' e t estabelece-se da forma
dt = 20%dt’. (4.4.73)

O fato justifica-se por conta do parametro afim de uma geodésica nula que é afetado pelo
reescalonamento conforme da métrica GG. A curva nula que é geodésica na métrica G, também
¢ na métrica G. Mas, as trajetorias no espago estendido quando V' # 0 sao geodésicas com

respeito a uma unica métrica conformemente equivalente a G que é G.

4.4.3 Caso geral

Vamos agora considerar o caso arbitrario onde k e V' sao quaisquer. A equacao das curvas

equivalentemente como em (4.4.71) é dada na forma:

1 -
—Z—Lk:agQ(d — 1)e 2|V|71G* 9, (log e®|V]), seV #0
D?o” = . (4.4.74)
1 -
—Zlkag2(d — 1)e2°G* 9, (log ), seV =0

Porém ela nao representa uma geodésica quando k # 0, neste caso, ela representa a projecao
de uma geodésica num espaco duplamente estendido com respeito a métrica conformemente

reescalonada dada por:

Gap = PG ap. (4.4.75)



67

Com €2 como em (4.4.66) e G 45 como em (4.4.60). Comparando (4.4.73) e (4.4.74) com (4.4.62)

obtemos, respectivamente:

(d—1)ze2|V|™Y,  seV #£0
O, = (4.4.76)
(d—1)2¢728, se V=0

D2y = 0. (4.4.77)
A restricao de Friedmann é dada por:

—sign V, se V#0
Gap0p 10,08 = (4.4.78)
0, se V =0.
Logo a trajetéria cosmoldgica é uma geodésica num espago duplamente estendido, que é tipo-

tempo se V' > 0, nulo para V = 0 e tipo-espago para V < 0.

4.5 Aplicacoes

Vamos efetuar trés aplicagoes do formalismo desenvolvido até aqui.

4.5.1 O cone de aceleracao

Até aqui nés tivemos um entendimento geométrico para a aceleracao dada primeiramente
em (4.1.16). Assumindo que somente V' > 0 ocorre quando se trata de um movimento acelerado,

a restricao de Friedmann pode ser escrita por:
A2 =102+ 2 — ka2 (d— 1)V e, (4.5.79)

Supondo

acc v 1 (e
Goeeddrdd” = —ﬁdf + Gopdd®d’, (4.5.80)

uma métrica da aceleracao de um espaco estendido -relembrando o sentido geométrico dado

anteriormente- cujo correspondente reescalonado conformemente é dado por

G = Q2Gace (4.5.81)
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e a relagao entre as variaveis temporais é dada por
= V/2Qdr. (4.5.82)

Dali, tem-se que

- 1 .. 1. 1
GCOPrI:PY = —GUCPHPY = —|P|? — ———42 4.5.83
puv -t t 9 v 2| | 2(d_1>’7 ( )
Comparando (4.5.79) e (4.5.83), temos que
Goee g b 0,0" = 165 = 02| + U (4.5.84)
p LT al ¢ 202V ) o
Para k = 0, como |®[*> < a2 de (4.1.16), temos que
G 9,9+ 0; " < 0. (4.5.85)

A interpretacao geométrica é que, neste caso, o universo correspondente a trajetéria geodésica
tipo-tempo ¢é acelerado quando seu vetor tangente se encontra no interior do subcone de luz
definido pela métrica da aceleragao do espago estendido. Para k # 0, a métrica da aceleragao

do espaco duplamente estendido é dada por:

1
(d—1)

1
(d—1)

YEdUADYP = Grrddtde” + G (dT)?

= Gapdd®de’ + [—dy? — ka2e 27D8(q0*)?] . (4.5.86)
Comparando a equagao acima com (4.4.76), temos que

1
s U o” = — M2 } (4.5.87)
h

onde G“Cf; = Q?G4%% é a métrica da aceleragao conformemente reescalonada. Portanto a

condicao para a aceleragao é que
GO 0,049,058 < 0, (4.5.88)

Neste caso, o universo ¢ acelerado quando a tangente as suas trajetérias no espago duplamente

estendido permanece inteiramente contidas no subcone de aceleracao do cone de luz.
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4.5.2 Trajetorias para potenciais exponenciais

Agora vamos discutir como cosmologias vindas de um potencial exponencial da forma de
(4.2.29) adaptam-se na nova estrutura geométrica. Ainda assumindo que o espago é flat, por-
tanto o espaco estendido também é flat e a métrica conforme G também é flat, cujo o fator

conforme é dado por € é aproximadamente e®*7~2¢ ou seja,
Q o 1729 (4.5.89)

logo,
0,8 o (ap, a). (4.5.90)

O primeiro passo é determinar as trajetorias no espaco estendido que sao associadas aos pontos
fixos. Possibilitado pela adequacao as hipdteses do teorema de Hartman-Grébman.
Para k = 0, a funcao linear

J(®) =a*y —apa- ¢ (4.5.91)

¢ independente do tempo, logo, J=0= @“QLJ. Portanto, ® é um vetor tangente aos hiper-
planos de J constante. Para N = 1 ha somente uma direcao a qual é determinada pelo gradiente

de Q. Logo ®* o< G*9,Q (ap, a), para N qualquer segue o mesmo raciocinio, mas
" = +w Hay, a®). (4.5.92)
Para k # 0, a fungao linear
K(®) = a’y — aja- ¢, (4.5.93)

também é independente do tempo. Como as superficies de K constante sao hiperplanos, as

trajetorias dos pontos fixos sao retas cujo vetor diretor é dado por

" = +(1/(d - Da, %a). (4.5.94)

A geodésica determinada pela equacao acima é uma geratriz do cone de aceleracao, ou seja,
uma trajetoria reta estd inteiramente contida no cone de aceleracao continua, nao limitada. Se
permanece fora, a > a., entao corresponde a um universo de desaceleracao continua. Se no

primeiro caso ele ainda permanecer fora do cone de luz, com a > ap a geodésica corresponde
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ao ponto fixo para k = 0 e V < 0. Notemos que uma vez dado o valor do vetor constante a,
efetiva-se uma transformacao de Lorentz para uma trajetéria reta de k£ = 0 no espago estendido.
Desta forma, uma linha linha tipo-tempo s6 pode ser tomada sobre outra tipo-tempo, o mesmo
ocorrendo com a tipo-espaco. Uma tipo-tempo nao pode ser tomada sobre uma tipo-espago ou
vice-versa, nem mesmo qualquer combinagao com trajetérias nulas.

Como poderiamos supor, as geodésicas obtidas em cosmologias para k£ = 0 nao sao retas.
As solucoes obtidas por lugares dominados pelas energia cinética sao geodésicas cujos vetores
tangentes sao dados por 9;, cujo médulo é maior que os demais. Logo, podemos afirmar que
as geodésicas partem das direcoes nulas pelo fatos de que as cosmologias para k = 0 possuem
geodésicas nulas quando V' = 0. Para V' > 0, pelo fato do potencial ser mais significativo,
as geodésicas sobre cones tipo-tempo aproximam-se de uma reta também tipo-tempo corres-
pondentes as solucoes do ponto fixo se a < «y. Por outro lado, se a > a4, entao as geodésicas
aproximam-se de uma geodésica reta nula. Para o caso onde o campo escalar é unitario podemos

visualizar na figura (4.2).

Figura 4.2: Evolugao do caso geral para k = 0 supondo o espaco estendido. Plano {7, ¢} e V um
potencial exponencial positivo com funcbes caracteristicas constantes satisfazendo a. < a < ap. A
linha tracejada fora do cone de aceleracao é a solucao do ponto fixo para o caso de desaceleracao. As
geodésicas que partiram da direcao nula, no periodo dominado pela energia cinética vao assintotica-
mente na direcao do ponto fixo; a geodésica inclinada a esquerda passa por um periodo de aceleragao

quando seu vetor tangente é tal que a curva permanece no cone de aceleracao. (Extraida de [3].)
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J& sabemos que para k # 0 as trajetorias cosmoldgicas nao sao geodésicas no espago du-
plamente estendidos e sim projecao de tais geodésicas. O vetor tangente a estas geodésicas

correspondentes ao ponto fixo para k # 0 é da forma:

1 . 1 o
;0 = T (\/(d " a, %a, +\/(d— 1)V Zexotd W) , (4.5.95)

onde a iltima entrada foi obtida através de (4.4.76). Como este vetor tangente nao é constante
com (N + 2) entradas, entao a solugdo do ponto fixo ndo é uma reta no espago duplamente
estendido, pois sua métrica nao é flat e nem conformemente flat. Portanto, de (4.2.28) temos
que

G040, U8 = % [a2 — a® — ka2 |V|e ], (4.5.96)
confirmando o fato de que as cosmologias dadas através dos pontos fixos para k # 0 tém

aceleracao nula.

4.5.3 Comportamento assintotico de um potencial qualquer

Vamos novamente admitir que as cosmologias sao flats com potenciais positivos. Os campos
escalares devem ser tais que ¢ — ¢q assintoticamente. As funcgoes caracteristicas do potencial
sao tais que

= li , 4.5.97
ay = lim a(¢) (4.5.97)

ou seja constantes. O valor absoluto ag = |ag| determina o comportamento assintético. Com-
parando os expoentes criticos e hipercriticos podemos afirmar que se ay < ., entao havera
fase acelerada assintética, cuja trajetéria se aproxima de um campo atrator acelerado. Tais
modelos sao obtidos quando V' tem um limite inferior estritamente positivo, sendo que a maio-
ria deles tendem a zero ou tem um minimo em zero; se a. < ag < «ap, hd uma desaceleragao
assintotica correspondente a existéncia de um campo atrator do mesmo tipo. Nestes dois casos
as geodésicas sao tipo-tempo; se ag > «ay, as geodésicas tipo-tempo assintotam as trajetorias
nulas que também sao desaceleradas.

A seguir alguns exemplos com potenciais unitarios:

Exemplo 4.5.1 Para
V=1/o", (4.5.98)
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possui ampla aplicagao em modelos de quintesséncia, [25]. Com py = oo temos que ag = 0 e

portanto uma aceleracdo assintotica. Como esperado, o potencial tende a zero.

Exemplo 4.5.2 Para
V = p?mem20% (4.5.99)

onde se ¢ — 00 teremos a = ag. Desta forma, o comportamento assintotico € o mesmo como

seria no modelo potencial exponencial com constante de acoplamento a.

Exemplo 4.5.3 Para

V =™+, (4.5.100)
onde n € um inteiro positivo e
n¢2n71
a=—-———-, (4.5.101)
P+ A

suponhamos, numa acelera¢ao assintotica, que exista uma vizinhanga 6 do minimo, que € a
origem, do potencial tal que o campo escalar permanec¢a em 0. De (4.5.101), temos que a — 0
com ¢ — 0 para qualquer X > 0, o que implica na acelera¢ao assintotica devido a constante
cosmologica em vigor, A. Considerando o limite X\ — 0 no caso onde ag = o0 > «u,, implica que

a trajetoria € nula e portanto, ha uma desaceleragao assintotica.

4.6 Caso com acoplamento nao minimo

Esta segdo é baseada no primeiro artigo publicado para a composi¢ao deste trabalho, [46].
O principio de Maupertuis-Jacobi (3.1) em mecéanica cldssica estabelece que as dinamicas de
um dado sistema podem ser vistas como um movimento geodésico associado a uma variedade
riemanniana.

Em (3.2.23) vimos a forma da lagrangeana de um sistema com grau de liberdade N. As

equagoes de Fuler-Lagrange desta lagrangeana podem ser escritas da forma
i+ 15,00 = —9"°95V (q), (4.6.102)

onde I'G, é a conexdo de Levi-Civita para a métrica gs. A hamiltoniana de (3.2.23) é descrita
por

H(q,p) = %gaﬁ (@)paps + V(9), (4.6.103)
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onde p, = gas”’. Para uma energia fixa F, as trajetérias no espago de fase 2N —dimensional
(¢%; ps) estao inteiramente contidas na hipersuperficie £ = % 9*?(q)p°p® + V(q).
Seja
Dg={qeM:V(q) < E} (4.6.104)

a regiao onde ficam as trajetorias no espago, onde, se houver, o bordo pode ser escrito da forma:
0D ={qe M :V(q) = E}. (4.6.105)

Veja que nenhuma caracteristica topoldgica é atribuida ao bordo. Se o potencial nao tem
pontos criticos no bordo, com V' # 0, entao 0D é uma subvariedade de M de dimensao N — 1.
Se a trajetoria alcanga o bordo 9D em um ponto ¢y sua velocidade se anula neste ponto e a
trajetoria se aproxima ou se afasta de ¢y perpendicularmente ao bordo. Em particular, nao ha
trajetoria que pertenca ao bordo.

As equagoes de movimento dadas em (4.6.102) sdo equivalentes as geodésicas da geometria

riemanniana sobre M definida pela métrica de Jacobi:

9ap(q) = 2(E = V(q))gas(q), (4.6.106)

cujas equacgoes geodésicas sao dadas por:

Pq* =, ddPdq 0

V= ds? P ds ds

(4.6.107)

(6%
q - e . .
onde u = Is € o vetor tangente ao longo da geodésica e V e I'y_ sao respectivamente a derivada
s
covariante e a conexao de Levi-Civita da métrica g,3 e o parametro s se relaciona com t da
seguinte forma:
ds

= = 2AB-V(q). (4.6.108)

Campos escalares nao minimamente acoplados sao muito comuns em cosmologia. Em par-
ticular, eles tém sido muito utilizados na descricao de quintesséncia. A acao a seguir é uma
forma generalizada da ac@o desenvolvida em (4.1.1).

Seja “ um campo de escalares onde os valores sao tomados sobre um espago riemanniano

com uma métrica dada por G,3. Vamos tomar a agao
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5= / Loy "G(F(G)R — §9GaB(8)0,6°0,0° — 2V(9)), (4.6.109)

onde os indices gregos superiores pertencem a {1,--- , N}, N a dimensao do espago; os indices

embaixo vao de 1 a 4, onde 4 é a dimensao do espago-tempo e g;; sua métrica; R é a curvatura
. a

escalar. Para R = R?, obtivemos R = 6H + 12H? com H = —. A integragao por partes da
a

agao (4.6.109) nos d4 o seguinte lagrangiano
L(a, @, Ga, %) = a*(—6H*F — 6H¢ O F + Gop(0)d*d” — 2V (¢)), (4.6.110)

onde o sistema possui N + 1 configuragoes de (a, ¢,) cuja a métrica lorentziana é dada da

seguinte forma:

GAB(CL, ¢a) =1 - —— — —— —’— —————— . (4.6.111)
—3@2(95F | CL3GQB

Pela métrica acima, temos que a lagrangeana pode ser obtida por

L(¢a, 6%) = Gap(¢)$26P — 2V,51(6%), (4.6.112)

onde A € {0,...,N}, ¢* = (a,6%) e Visp(¢?) = a®V(¢®), similar & lagrangeana dada em
(3.2.23), portanto, det G 45 # 0.

Considerando o principio de Maupertuis-Jacobi temos que todas as solucoes de Euler-
Lagrange de (4.6.109), sdo também solugdes de Euler-Lagrange de (4.6.110), o contréario nao
ocorre. Desta forma, as solugdes de (4.6.109) correspondem ao um subconjunto de solugoes de

(4.6.110) que podem ser obtidas através da hamiltoniana associada a ela dada por:

H(pa,ma) = G¥Bramp+2Vip(0) =

= *(=6H*F — 6H)0uF + Gop(0)0%d” + 2V (9)), (4.6.113)

que é constante. Tome H(pa,m4) = E, as equagoes de Euler-Lagrange de (4.6.109) implica
que E = 0. Este caso, que é chamado de energia restrita, estd de acordo com as solugoes que

se esperam das dinamicas de (4.6.110).
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Verificaremos agora como se apresenta a métrica através das energias restritas de acordo
com V. Para V = 0, as equagdes de Euler-Lagrange de (4.6.109) sao dadas pelas geodésicas de
(4.6.111), logo

Gap = —2a°V (¢), (4.6.114)

ondes as geodésicas sao do tipo nulo. Para V' < 0 introduzimos a métrica
Gap = 2VGap, (4.6.115)

e obtemos as mesmas conclusoes ao se repetir os mesmos procedimentos utilizados para o
principio de Maupertuis-Jacobi classico e vemos que as geodésicas sao tipo-espago. Para V' > 0,
introduzimos a métrica

Gap = —2VGagp, (4.6.116)

também repetindo os mesmos argumentos anteriores, temos que as geodésicas sao tipo-tempo,
porém a métrica (4.6.111) nao é definida positiva, ndo podendo assim se obter da energia restrita
uma regiao dinamicamente admissivel D do espago configurado. Pela assinatura lorentziana da
métrica (4.6.111) a regido D nao terd bordo ou fronteira.

O esquema abaixo apresenta um resumo das métricas para as geodésicas do modelo cos-
molégico dado pela agao (4.6.109)

~ Gag, seV =0
Gap = : (4.6.117)

2|V |Gap, seV #0

com G4p dado em (4.6.111).

Uma primeira constatagao é que modelos cosmoldgicos do tipo de (4.6.109) correspondem
a equagoes geodésicas da métrica lorentziana dada em (4.6.117) podendo assim se obter in-
formacoes sobre as dinamicas cosmolégicas da geometria associada a métrica como levantadas
nas segoes anteriores deste capitulo. O estudo das singularidades dinamicas podem também
direcionar tais pesquisas no intuito de saber o que evitar se este for o objetivo da pesquisa. A
hipétese de que det G 4p # 0 neste trabalho tem o objetivo de evitar tais singularidades. Para

N =1e Gyp =1, teremos

det Gap = —6a*(F(¢) + =(F (¢))?) (4.6.118)
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e encontrar uma raiz da equacao acima € encontrar alguma inevitavel singularidade, podendo
assim, fornecer modelos cosmolégicos nao fisicos.

Para escapar de tais momentaneos transtornos, podemos colocar
3 2
F(9) +5(F(9)" =1 (4.6.119)

para o acoplamento conforme e assim podermos sempre empregar o principio de Maupertuis-

Jacobi.



Capitulo 5

Cosmologias anisotropicas

Foi comentada na Introducao deste trabalho a aplicabilidade dos sistemas dinamicos no
estudo qualitativo dos modelos cosmoldgicos realisticos. Apds discorrermos sobre a cosmografia,
a cosmologia e o trabalho de Townsend e Wohlfarth, sugerimos, como em [47], uma extensao
do estudo desenvolvido por esta dupla em [3] incluindo ai campos escalares com acoplamento
nao minimo e a aplicacao do principio de Maupertuis-Jacobi.

Basicamente, o principio de Maupertuis-Jacobi dado no teorema (3.1.4) estabelece que as
dinamicas de um dado sistema podem ser vistas como um movimento geodésico associado a uma
variedade riemanniana. Sua aplicacao tem sido muito utilizada em equagoes de campos obtidos
das agoes de Einstein-Hilbert como dadas em (4.6.109). O caso nao-homogéneo e anisotrépico
foi considerado em [6, 7, 39]. Aplicagoes envolvendo espagos diferenciais distintos no lugar de
variedades diferencidveis foram discutidas em [5].

Vimos que Townsend e Wohlfarth considera modelos cosmolégicos ao-minimamente acopla-
dos com campo escalares N—dimensional ¢*que tomam valores num espago alvo (pseudo)

riemanniano, cuja a métrica é G,3. A acao correspondente é dada por

S = / P 2y/=G(R — §9Gas($)0:0°0;0" — 2V (), (5.0.1)

onde R é a curvatura escalar padrao do espaco-tempo D—dimensional cuja a métrica é dada

por g;;. Considerando a métrica F'LRW homogénea e isotrépica dada por:

77
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ds® = —dt* + a*(t)d¥2, (5.0.2)

onde Y, representa as segoes espaciais (D — 1)—dimensionais de curvatura constante igual a
K, eles afirmam que as equagoes de movimento associadas a (5.0.1) de fato correspondem a

geodésicas em certos espagos estendidos.

5.1 Caso anisotrépico com acoplamento nao minimo

Os campos escalares com acoplamento nao minimo tém sido bastante utilizados em cos-
mologia, principalmente no estudo de quintesséncia, ver, por exemplo, [33, 45, 48, 49].

A agdo considerada é a mesma (4.6.109), dada por:
S = [ doy=GFO)R - §1Ganl@)067036" ~ 2V(0)) (519

) 6k a
Integrando-a por partes, obtemos R = 6H + 12H? + — com H = — e o lagrangiano:
a a

Lguaﬁﬂuéﬂ::a3(—6H2F0m——6Hé%%ﬁw¢)+(Lm@m¢aﬁ3+6m£§?~—2V@m>,
(5.1.4)

no espaco de configuracdo N + 1—dimensional estendido por (a,»®). A saber que para

/ PP/ =g(F(B)R — §9Gaf(6)8:6°0,6° — 2V(6) (5.1.5)

teremos que

R:mp—nH+Dw—nﬁth—mxw—m%

Introduzindo a métrica lorentziana dada por

—6aF  —3a*0sF
Gap = , (5.1.6)
—3@28aF (]JgGaﬁ

sobre o espago de configuragao e A, B € {1,..., N + 1}. O lagrangeano dado por (5.1.4) serd
dado por

L(¢",¢") = Gapd™d® — 2Vipp (™) (5.1.7)
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onde ¢ = (a, ¢%) e Vopp = a®V(¢) — kaF(¢).
A partir dos estudos introduzidos no capitulo anterior, temos que o hamiltoniano associado
a (5.1.4) é da forma
H(¢? ma) = GPramp + 2Vopp (0P, (5.1.8)

que é uma constante de movimento, onde 74 = G4 BQBB. Por outro lado, as equagoes de Euler-
Lagrange de (5.1.3) faz com que H = 0 (energia restrita).

A métrica dada em (5.1.6) é bastante para afirmar que det Gap # 0. Como exemplo,
podemos tomar N =1 = G,3, desta forma, teremos

det G ap = —6a*(F(¢) + g(Fl(@)Q) (5.1.9)

Como os pontos de singularidades nao sao objetos de nossa pesquisa, vamos admitir que
det Gap # 0. O lagrangeano dado em (5.1.7) é desenvolvido a partir do principio de Maupertuis-
Jacobi e para V.sy = 0 suas equacoes de Euler-Lagrange ja correspondem as geodésicas tipo-

tempo de (5.1.6); para V¢ # 0, introduzimos a (pseudo)métrica de Jacobi
Gap = 2\VerrlGag (5.1.10)

e de acordo com o principio de Maupertuis-Jacobi, as equagoes de Euler-Lagrange de (5.1.7) cor-
respondem as geodésicas de (5.1.10) pela reparametrizagdo por s, como sugerido em (4.6.108).
Da energia restrita podemos ainda obter:

5~ dotde® Vg

G = — 5.1.11
AB dS dS |‘/;ff|7 ( )

implica que as geodésicas sao tipo-tempo ou tipo-espaco para os respectivos Verr > 0e Vepr < 0.
Como uns dos objetivos da pesquisa, vamos apresentar nesta secao a analise dos modelos
cosmoldgicos nao isotrépicos. Ainda tomando a agao (5.1.3), vamos considerar uma métrica de

Bianchi I, D—dimensional dada por
D—1
ds’ = —dt* + ) a?(t)da’, (5.1.12)
i=1

cuja curvatura escalar é dada por

R=2 (Z_(HiJer)Jr Z_ HZ-H]), (5.1.13)

1=1 i=1,7>1
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a; : . .
com H; = —. Efetuando novamente a integracdo por partes de (5.1.3), obtemos o seguinte

a;
lagrangeano:
D—1 D—1 D—1 . o
L= (H ) (—2F(¢) S HiH; -2 (Z Hi> G 0uF (9) + Gas(6)9° —2V(¢>>
i=1 i=1,j>i i=1

(5.1.14)
sobre o espago de configuragdo (N + D — 1)—dimensional, estendido para (a;, ¢, ). Para D = 4,

introduzimos a seguinte métrica:

0 —CLgF —CLQF —agagaﬁF
—asF 0 —a F —aja30gF

Gap = ’ ! ety (5.1.15)
—asF - F 0 —aya20F

—agagﬁaF —alag(?aF —alagﬁaF a1a2a3Ga5

sobre o espago de configuragao, onde A, B € {1,..., N + 3}. O lagrangeano dado em (5.1.14)

pode ser comparado com o dado em (5.1.7), pondo ¢* = (a1, as, as, o) e

Vers(67) = ar02a3V (¢%). (5.1.16)

A assinatura da métrica é dada por (3, N). A andlise geométrica e dinamica depende de

det G4p. Para N = 1 = G g, temos que

det Gap = —2(a1a2a3F(¢))? (F((b) + §(Fl(gzﬁ))2> : (5.1.17)

A andlise da singularidade para modelos isotrépicos passa também pela andlise de F'(¢) = 0.
O caso onde a singularidade é nao isotrépica é descrito em [50].

A analise dinamica possibilita descartar grande nimero de classes de modelos cosmolégicos
que nao sao vidveis do ponto de vista tedrico e/ou realistico. Este tltimo deve exibir, como
mencionado no corpo deste trabalho, um comportamento dinamico onde se possa fazer uma
analise qualitativa destes modelos. Aqui a inviabilidade ocorre quando det G 45 = 0, mas, out-
ras andalises podem ser feitas para este caso. Geometricamente, tais singularidades implicam que
nenhuma geodésica pode ser estendida além dos pontos singulares e poderiam ser comparadas
com um tipo de singularidade associada a um modelo cosmoldgico no futuro isotrépico ou nao

isotropico. A identificacao de tais singularidades na anélise dinamica é consideravelmente mais
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simples que na aproximacao geométrica. Para campos escalares multiplos, a anélise dinamica é
bem mais trabalhosa e aproximacao geométrica no presente pode ser até mesmo mais aplicavel.

A andlise dinamica mais comum é a classificacao da estabilidade de uma dada solucao.
Os pontos fixos assintoticamente estaveis de de Sitter sao particularmente relevantes para
descrever a fase do universo recente em expansao acelerada. Estes pontos fixos correspondem a
limites isotrépicos tais que ¢ e H sdo constantes, ¢ (s) = (ape**), ¢3). A analise geométrica
apresentada aqui pode ser utilizada na identificacao de tais pontos. Para tanto, vamos conside-
rar a equagao geodésica de desvio que controla a tendeéncia local das geodésicas numa mesma

vizinhaca de convergirem ou divergirem para cada ordem
PV 40PV pnP = R, n?P o, (5.1.18)

onde RY 4. 6 o tensor curvatura da métrica de Jacobi e n é um vetor ortogonal a ¢ apontando
para a diregdo do desvio. Para N =1 = G, com V.sr(¢) > 0, a geodésica correspondente ao
ponto fixo de de Sitter tem ¢* = ((agH/2V.;f)et™,0). O tinico componente nao nulo de (5.1.18)
implica que

ii(s) = —Ryn(s)(61)?. (5.1.19)

A estabilidade da solucao de de Sitter requer que o vetor n(s) seja limitado para s — oo e, como
R2,, nao pode ser negativo, nao é necessdrio procurar pontos fixos em regioes onde R%,, < 0.

Neste caso, teremos

R%m = Sal” (Veps - OuVes 0" Veys - - %(F/)Q . (5.1.20)
2Vers \ Vers Vit a3(F(¢) + 5(F'(¢))?)?
Para F' =1, temos
R2 _ 3V ((bO)

sobre o ponto fixo ¢y com a hipdtese de estabilidade V”((ﬁo) > 0 satisfeita. Os casos onde
R%,, > 0 e R2,, < 0 sdo discutidos a partir do fato das regioes possuirem ou niao pontos fixos
de De Sitter, respectivamente. Diante do exposto, vemos que de fato este trabalho oferece mais

uma possibilidade de anélise de casos anisotropicos.



Capitulo 6

Consideracoes finais

Neste trabalho, analisamos alguns resultados recentes sobre a interpretacao geodésica das
equacoes de movimento de certos modelos cosmolédgicos a luz do Principio de Maupertuis-
Jacobi e da chamada geometria de Eisenhart. Nossos estudos permitiram a extensao destas
interpretacoes geodésicas para uma classe de modelos cosmologicos muito maior do que a origi-
nal que nos serviu de motivagao. Do ponto de vista matematico, nossos resultados enriquecem a
discussao sobre singularidades da métrica de Jacobi e suas implicagoes dinamicas. Por exemplo,
a métrica de Jacobi é singular no bordo da regiao acessivel no espago de configuragao, ver
equacgao (4.6.104). No entanto, esta singularidade parece nao ter nenhuma implicagao dinamica.
Foi proposta uma interpretagao destas bordas como fronteiras de sistemas do tipo bilhares [51].
Este é um tema de carater matematico que poderia ser explorado daqui por diante.

Do ponto de vista fisico, a abordagem geodésica se destaca como uma alternativa viavel
da classificacao dinamica usual. Uma possivel aplicacao deste trabalho que se encontra ja
em andamento, é a anélise geodésica dos resultados apresentados em [52], validados apds a

aplicacao do Teorema de Hartman-Grobman, apresentado no apéndice A.
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Apeéendice A

Demonstracao do Teorema de

Hartman-Grobman

Como dissemos no corpo do trabalho, este teorema garante que o estudo dos pontos fixos

para o desenvolvimento do trabalho ¢ pertinente!.

A.1 O Teorema

Nesta secao vamos enuncia-lo com clareza para que, no decorrer da demonstracao, sejam

explicitas as ferramentas e hipéteses para sua prova.

Teorema A.1.1 (Hartman-Grobman) Sejam f : R" — R" um difeomorfismo C' com
f(0) = 0 um ponto fixo hiperbolico, com A = Dfy . Entao existe uma vizinhang¢a U de 0
e um homeomorfismo h de U para alguma outra vizinhanca de 0, tal gque Ao h = ho f, para
todo z suficientemente perto de 0. Em outras palavras, f* = h™' o A" o h perto de 0, entdo
existe uma composicao tal que, uma fun¢dao nao linear perto de um ponto fizo € linear nesta

vizinhanca.

1A demonstracao apresentada aqui segue as linhas de [53].
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A.2 A Demonstracao

Primeiramente vamos enunciar o seguinte lema:

Lema A.2.1 Seja E um espago de Banach. Suponha que L : E — E é linear com ||L|| < a < 1

e G: E — E ¢ um isomorfismo que satisfaz ||G™'|| < a < 1. Entdo, para I =identidade, I + L

1
e I + G sao isomorfismos que satisfazem ||(I + L)7!|| < el||(I+G)7Y| < i
(1—a) (1—a)
Prova do lema: Sejay € E e tome x € E de modo que (I + L)x =y, ou seja, x = y— L.
A fungao x — p(z) = y — Lz é uma contragao , pois,
(1) = plz)ll = [ly = Loy — y + Las|
= [IL(z1 — z5)]]
< [ILI] - ey — 22|
< allry — xo|.
Uma contragao num espago de Banach tem ponto fixo x. Logo, se ||y|| = 1, temos que ||z|| <
1
lyl| + || Lz|| < 1+ al|z||, logo ||z|| < 11 e também (I + L)'y = . Logo,
—a
_ _ 1
1T+ L) 7] = supyy={(I + L)'y} < 7= o
Ver a parte de G -

Seja R" = E* @ E", onde E° e E" sao respectivamente auto-espacos estaveis e instaveis
de uma matriz hiperbdlica A. Tome A® = A|E® e A* = A|E* com uma adequada escolha de
norma de forma a podermos assumir que ||A%|| < a < 1e|[(AY)||"! < a < 1. Seja agora Cp (R™)
o conjunto das fungoes continuas limitadas de R™ em R" que formam um espago de Banach.
Entao

CO(R™) = CO(E*) & CO(E™),
tal que w = w® + w", onde w®(z) € E° e w¥(z) € E*, V z € R". Em tempo, definamos

w = max(||w?[], [[w"|]).
Definicao A.2.2 Uma fun¢io L : E — E € lipschitziana se existe k < oo tal que

||L2’1 — LZQH S ]C||21 —ZQH VZl,ZQ e k.
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Teorema A.2.3 Se ¢y, ¢y € CY(R") com constante de Lipschitz k < e = (1 —a)/||A!|| para

alguma matriz hiperbolica A, entdo A+ ¢ e A+ ¢o sao conjugadas sobre R™.

Prova: Devemos encontrar um difeomorfismo h tal que ho (A + ¢1) = (A + ¢2) o h de modo

que h = I + w para algum w € CP(R™). Desta forma, teremos:

hO(A+¢1
& (I+w)o(A+ ¢

) = (A+¢2)oh

) = (Ada)ell+y) . (A2.1)
& A+ +wo(A+ ¢)

)

= b1 — dao (I +w

= A+Aow+¢y0 (I +w)
= Aow—wo(A+ ¢)

Desta expressao tiramos L(w) = Aw — w(A + ¢1), que podemos reescrever
L(w) = A(w — A7 "w(A + ¢1)).

Devemos, agora mostrar que A~!L é inversivel e portanto teremos que L é inversivel. De posse
deste resultado teremos:

Pw:= LY ¢ — ¢y 0 (I +w)) = w. (A.2.2)

Para w = w® + w". Considerando a restricaio de A™'L a CP(E*(R")) que equivale & restrigao

de I — GG, onde
G:G)(E*(R") — C(E*(RM)
w® o ATt (A4 é). (A.2.3)
Vamos mostrar que G é inversivel. Para tanto, vamos verificar que

2o (A4 ¢1)(2) (A.2.4)

é um homeomorfismo. Se

(A+¢1)21 = (A+ ¢1)22,

entao

€llz1 — 22| = ||¢1(21) — d2(22)|| = ||[Az1 — Azo|| = [|ATH]7H]21 — 22,
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logo € < ||[A7Y||7!. Portanto, 2y = z5 e com isto (A.2.4) é injetiva. Encontrar z tal que

(A+ ¢1)(2) = w é equivalente a encontrar um ponto fixo de

2 A w — A7 (2),

(A.2.5)

como [|[A7!||le < 1, (A.2.5) é uma contragao e, portanto, tem um ponto fixo. Logo, (A.2.4) é

sobrejetiva. De volta a fun¢ao (A.2.3) temos que ela é inversivel e sua inversa é dada por:

Gliut = A (A4 ¢) 7t

Por (A.2.1), temos que
w - AT L(w®) = (I — G)(w®)

é inversivel e

1
—_— _1 —
= 6)7 < —

Tomando w?® tal que sup, |w*(z)| = 1, teremos que ||G™!||, entao
[Aw*(A+¢1) " (y)] < [Aw’(9)] < alw’(@)] < a,
pois ||A|E?|| < a. Logo
L = Ao(I-G)
L' = (I-G) oA,
obtendo assim,

1A

1271 <
1 —

onde [|[L7Y|| é restrito a CP(E*(R™))

Agora consideremos A~ L restrito a C(E*(R"))E* dada pela fungao

w s w" — AT (A + @),

(A.2.6)

(A.2.7)

(A.2.8)

(A.2.9)

(A.2.10)

(A.2.11)

(A.2.12)

(A.2.13)

A expressao acima decorre da primeira parte do lema (A.2.1) e tem norma menor ou igual a

. Novamente definindo

1—a

Pw = L Y¢1 — ¢o(I +w)),

(A.2.14)
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desta forma teremos,
1Pur — Pus|| < [IL7H] - [|2(1 + w1) — ¢2(I + )] (A.2.15)
< LYk fJun — ugll (A.2.16)

Mas, ||[L7Y|| -k < ||L7Y|| - € < 1, entdo P é uma contragiao e tem um ponto fixo u e portanto h
por causa da unicidade de pontos fixos.

Vamos agora mostrar que h = I + w é um homeomorfismo. Existem w,v tais que

(I +w)o(A+¢1) = (A+ ) +w) (A.2.17)

(L +v)o(A+¢2) =(A+ o) +v). (A.2.18)
Portanto obtemos
(L +w)o(l+v)o(A+¢) = (I+w)o(A+d1)(I+v) =(A+¢)o(l+w)o(l+v). (A2.19)

Pela unicidade e simetria de u respectivamente obtemos que

(I+w)o(I+v)=1 (A.2.20)
(I+v)o(I+w)=1. (A.2.21)
Logo h é um homeomorfismo. -

Agora vamos efetivamente demonstrar o teorema de Hartman-Grébman. Fazendo f(z) =
Az +1(z), onde A = Dfy, ¥(0) =0 e Dipg = 0. Assuma também que D), é pequeno para x
perto de 0. Seja

0, para|t| >1
aft) =

1, para [t| <1/2

Tome « como sendo uma fungao mondtona e suave nos intervalos [—1,—1/2] e [1/2,1] tal que
exista k > 1, com |o/(t)| < k, p~ todo t. Para e > 0 fixo, escreva g(z) = Az + a(]|z||/e)¥(2).
Se ||z|] < e/2 entao g(z) = f(z), mas se ||z|| > e entdo g(z) = Az. Como A é conjungado a g

logo ele “deforma’”continuamente com f quando e — oc.
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Tome € > 0 tal que ||Di,|| < €/2k sempre que ||z|| < e. Escreva ¢(z) = a(||z]|/e)¥(2).

Entao

l6(z1) = ¢(2)| < [l(alllz1]l/e) = allzell/e))d(z0)]] +
+ |l(a(l[2]l/e) = a(ll]l/e))P(22)ll (A.2.22)
< KGN (=l = [l22])/el + [[Da]] - [[21 = 2]
< k(e/2R)[|al - |21 — zall/e + (e/2F)[]21 — 2|
< €l — 2], (A.2.23)

onde a segunda desigualdade segue do Teorema do Valor Médio com x um ponto do segmento
2129, assumindo que estes dois pontos pertencem a bola aberta B.(0). Se somente z; € B,(0)
entdo a segunda parcela de (A.2.22) se anula e segue o resultado. Caso nenhum dos pontos

pertencam a bola entdo ¢(z;) = 0 para i = 1,2. O resultado segue do teorema (A.2.3). -



