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Resumo

Nesta dissertacdo o formalismo dos spinors e twistors de Penrose sdo formulados em termos
das dlgebras de Clifford. Para tal utilizamos o modelo paravetorial do espago-tempo, onde
um vetor do espago-tempo € escrito em termos da soma de escalares e vetores da dlgebra
de Clifford do espago euclideano tridimensional. Com isso construimos um formalismo
que utiliza a menor estrutura algébrica capaz de descrever teorias fisicas relativisticas,
como as teorias eletromagnética e de Dirac. Os spinors sfo definidos algebricamente corno
elementos de um ideal lateral minimal da Algebra de Cliffiord. Utilizamos o teorema de
periodicidade (1,1) das dlgebras de Clifford para descrever de maneira linear, em termos da
complexificacio da dlgebra de Clifford do espago-tempo, as transformagoes conformes desse
espago-tempo. Os twistors aparecem como uma classe particular de spinors algébricos.
Consideramos ainda algumas possiveis generalizacbes.



Abstract

In this dissertation the Penrose theory of spinors and twistors is formulated from the
point of view of the Clifford algebras. We use the paravector model of spacetime, where
a spacetime vector is written as a sum of scalars and vectors of the Clifford algebra
associated with the three-dimensional euclidean space. From this we construct a formalism
that uses the least algebraic structure that describes relativistic physical theories, such as
the electromagnetic and the Dirac ones. Spinors are defined algebraically as elements of a
minimal lateral ideal of a Clifford algebra. We use the modulo (1,1} periodicity theorem of
Clifford algebras to describe the conformal transformations as linear transformations, using
the method of complexification of the spacetime Clifford algebra. Twistors are defined as
a particular class of algebraic spinors. We consider some possible generalizations.
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Introducao 1

Se as pessoas soubessem o qudo duro eu live que trabalhar para obter minha obra,
ele definitivamente ndo pareceria tdo grandiosa assim.

Michelangelo

Ando devegar porgue jd tive presse, levo este sorrisc porque jd chorei demais. Hoje me
sinto mais forte, mais feliz (quem sabe?)

56 levo g certeza de que muito pouco sei, nada sei ...

Sinto que seguir a vida seja simplesmente compreender a marcha, ir tocando em frente.
Como um velho boiadeiro levando a botada

Vou tocando a vida pela longa estrada, eu vou. Estrada eu sou...

Renato Teixeira

As algebras de Clifford tém sua origem em 1878 [CI78], resultado da unificacio dos
sistemas propostos por Hamilton [Hab3] e Grassmann [Ga44]. W. Clifford introduziu a
estrutura quaterniénica (e seus produtos) dentro do formalismo da dlgebra de Grassmann
e obteve, dessa maneira, um sistema adaptado a descri¢io da geometria ortogonal de um
espaco arbitrario de dimens&o finita.

O formalismo das algebras de Clifford tem importantes aplicacoes em fisica tedrica,
como na mecanica quintica relativistica [He66][He97][Da98][Kr91], relatividade especial
e geral [DL93], eletrodinidmica [Ba99], mecinica cldssica [He90][Pal3|, teorias de gauge
[Ke91][CF93][B093], teoria quintica de campos [KV89][CF8Y] e cristalografia [ALI6], além
de outras. O formalismo da segunda quantizacio em teoria quintica de campos é formu-
lado diretamente a partir das dlgebras de Clifford!.

O objetivo dessa dissertacao de mestrado é estudar as dlgebras de Clifford e apresentar
algumas de suas aplica¢des, dentre elas formular a teoria dos spinors e twistors de Penrose
[Pe84! sob esse novo ponto de vista.

A teoria dos spinors foi desenvolvida de modo praticamente independente por fisicos
e matematicos. De umn lado, E. Cartan em 1913 escreveu um tratado sobre a teoria dos
spinors [Cab6] apds té-los descoberto originalmente como entidades que carregam a re-
presentacio dos grupos de rotagbes em um espaco de dimensao finita arbitraria, a partir
de sua investigagdo sobre as representagbes lineares de grupos simples. Do outro lade
os spinors foram introduzidos na fisica tedrica com o intuito de se descrever a funcéo
de onda de sistemnas quanticos com spin. Primeiramente, W. Pauli, em 1926, descreveu
a funcdo de onda de um elétron com spin por um spinor de duas componentes em sua
teoria ndo-relativistica. Mais tarde, em 1928, P. A. M. Dirac utilizon um spinor de qua-
{ro componentes para a descri¢ao de sua teoria relativistica. Com a crescente gama de

!Estamos nos referindo 4 dlgebra de Clifford como sinénimo de uma dlgebra de Clifford ortogonal, visto
que existem as dlgebras de Clifford simpléticas (que descrevem campos bosbnicos) [Cr90)].



Introducao 2

aplicacGes dos spinors em teorias fisicas, a teoria dos spinors foi formalizada por Infeld e
van der Waerden, entre 1929 e 1933, mas seu formalismo ndo é simples de se aprender,
mesmo atualmente. Os spinors sio entidades fundamentais na fisica para se descrever
a matéria, jd que os léptons e os quarks sio férmions de spin 1/2. Do ponto de vista
algébrico, os spinors sdo elementos de um ideal minimal lateral de umna édlgebra de Clifford
[CwB9][ER8Y], definicao essa devida a C. Chevalley [Ch54].

A teoria dos twistors tem bastante interesse matemdtico [Lw84]. Originalmente tal
teoria € baseada na generalizaciio do conceito de spinors, a partir da construgio de um
espaco (espaco dos twistors), de onde a esirutura do espago-tempo emerge de maneira
secunddria. Dessa 1naneira os twistors séo considerados [Pe84] como entidades mais pri-
mitivas que os pontos do espago-tempo e sao usados diretamente na construgio de alguns
comceitos fisicos, tais como momentum, momento angular, helicidade e campos associa-
dos a particulas sem massa [Be93][Be%6]. Dada a dificuldade atual de se construir uma
teoria de gravidade guéntica com base na estrutura continua do espago-tempo, algumas
alternativas se baseiam na discretizacio de sua estrutura [Co94]. Uma das motivacdes da
formulagdo da teoria dos twistors € estudar a teoria das redes de spin (spin networks) sob
outro aspecto, de modo a promover a discretizagdo da estrutura do espago-tempo [Pe87).
E é no espago dos twistors que hi indicios de que a quantizacdo da gravidade surja de
maneira mais natural. Ainda nesse sentido, a formulacao de uma teoria de gravidade
quantica com base na geometria nio-comutativa [Wi86b] e no formalismo dos twistors é
prevista estar concluida j& na préxima década {Sm00]. O espago dos twistors também é
usado para descrever os instantons [NZ83]. Na tentativa de uma formulagio da gravidade
quéntica e de outras teorias, o formalismo dos twistors via dlgebras de Clifford tem tido
uma abordagem crescente [BH85][AO82]]AS85])[Cw91] nas duas dltimas décadas. Outra
aplicagdo possivel da teoria dos twistors de Penrose é a supersimetria [Ho95][Wc98]. Junta-
mente com as algebras de Clifford, o formalismo dos twistors tem-se mostrado apropriado
para a descrigdo de teorias supersimétricas [LD92][Bk91a|[Bk91b][Cs86][Wi86a]. Como ca-
so particular, o formalismo cldssico de Penrose descreve uma particula de spin 3/2, que, de
acordo com a teoria superssimétrica é a superparceira do graviton e é denominada gravi-
tino. O formalismo dos twistors é atualmente usado no estudo da dinfmica relativistica
de particulas elementares {Be00] e no estudo de estados confinados [KA96].

N&o temos o intuito direto de formular quaisquer das teorias fisicas que podem ser
formuladas a partir dos spinors e twistors. Nosso objetivo é descrever o spinor e o twistor
como objetos matemadticos, do ponto de vista das dlgebras de Clifford. Dentro desse
formalismo, o twistor é descrito como um spinor algébrico (um elemento de um ideal 3
esquerda minimal de uma &lgebra de Clifford), utilizando-se a representacdo do grupo
conforme através da estrutura de periodicidade das algebras de Clifford. De modo equiva-
lente, o twistor descrito dessa maneira € um elemento do espago de representacdo do grupo
$pin. (2,4), que é recobrimento duplo do grupo® SO, (2.4}

O grupo SO.(2,4), que descreve rotacbes préprias ortécronas em R%?, é o grupo de
invaridncia dos invariantes bilineares [Lo96] da teoria de Dirac do elétron e é também o
recobrimento duplo do grupo® SConf.{1,3), que é o maior grupo que preserva as equagdes
de Maxwell, isto é, deixa invariante o cone de luz do espago-termnpo. O grupo S0, (2,4) tem

20 recobrimento duplo de grupo S04{2,4} é o grupo Spin(2,4). O uso da notagio Spiny (2,4) se deve
ao uso dos paravetores {elementos do espaco R @ R*!) na descrigio de vetores do espace quadratico R**,
como ficaréd claro oportunamente.

®Esse grupo é a componente conexa com a identidade que preserva a estrutura temporal do cone de
luz do grupo conforme Conf(1,3} do espago-tempo. O estudo das representagfes projetivas do grupo das
transformacbes conformes estd ligado diretamente & teoria de supercordas.
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como subgrupos o grupo de de Sitter restrito S0..(4,1), o grupo de anti-de Sitter restrito
80..(2,3) e o grupo de Poincaré 80.(1,3) x T4, que ¢ descrito como o grupo préprio de
Lorentz SO, (1,3) acompanhado das translagbes espaco-temporais.

O twistor é também escrito {Ke37b] como a soma de um vetor nulo (tipo-luz) com o
dual de um vetor x do espago-tempo multiplicado pelo mesmo vetor nulo. Visto dessa
maneira, o twistor descreve a estrutura de um vetor x que serve como “suporte” para um
vetor tipo-luz [BH85][Pe66][PeB6]. Podemos generalizar o conceito do twistor, definindo
novas entidades: 08 screws e os mezors. Os screws descrevern, de maneira semelhante, wn
vetor que “suporta”outro vetor, mas sem a restri¢io de que um dos dois vetores tenha que
ser nulo. Obtemos tal generalizagio no cap.(7}, sugerindo uma possivel interpretacao til,
importante para a descricdo de movimentos em robdtica, de entidades que simulam bragos
conjugados (articulagdes homocinéticas). Essa nova interpretacdo, embora tenha um certo
desenvolvimento tedrico, ainda ndo estd sendo explorada do ponto de vista computacional.
Os mecanismos relacionados ao suporte de um vetor por outro vetor estio sendo bastante
estudados [Gu97][Ku99] por estarem relacionados ao estudo de movimentos ligados ao
olho humano [He%4a] e neurogeometria [PI80][TCI0][He%4b]. J4 os mexors sdo entidades
geométricas que descrevem um elétron com spin e suas interagdes.

Organizamos a dissertacdo da seguinte forma. No cap.(2) introduzimos a teoria cldssica
dos spinors e twistors segundo Penrose. Estabelecemos a relagio entre as coordenadas
(projetivas) de um spinor de duas componentes e a esfera de Riemann, através da pro-
jeco estereografica. Descrevemnos as transformagdes de Lorentz e sua relagdo com o grupo
SL(2,C), que é o grupo das transformacoes lineares 2x 2 complexas com determinante
unitario. Provamos que uma rotagio espacial pode ser feita a partir da ag@o de ma-
trizes spinoriais que sio fungtes dos pardmetros de Cayley-Klein, utilizados em mecinica
clissica {Go81]. Descrevemos vetores no espago-tempo a partir de produtos de spinors de
Weyl e descrevemos as entidades geométricas [Pe99] (pélo, bandeira, semiplano nulo) e
as grandezas fisicas (momentum, momento angular, helicidade, etc.} da teoria classica de
Penrose a partir dos 2-spinors. Descrevemos os twistors, as congruéncias de Robinson e
as relacoes de incidéncia. Essas dltimas sdo fundamentais no que se refere 4 descricdo dos
pontos no espago-tempo como wn conceito secundirio, a partir da intersecgdo entre dois
twistors.

No ¢ap.{3) introduzimos a dlgebra tensorial e subsegiientemente a dlgebra exterior, seus
{anti)automorfismos e a dlgebra de Grassmann. As 4lgebras de Clifford sio introduzidas
de trés maneiras distintas e sdo obtidas suas representa¢bes matriciais e sua classificagao,
com base no teorema do periodicidede. Introduzimos os grupos cldssicos ortogonais, seus
respectivos recobrimentos duplos (grupos Pin e Spin) e, com relacgio a esses dltimos, damos
exemplos particulares de suas dlgebras de Lie. Damos as trés definigbes de spinors, a saber,
cldssica, algébrica e operatorial, e discutimos a relacdo entre elas.

No cap.(4) tratamos de alguns casos particulares de algebras de Clifford, tais como a
dlgebra de Pauli, a 4lgebra do espago-tempo, a algebra de Dirac C® C¥; 3 e Cép 4. Intro-
duzimos em C3 ¢ o produto vetorial, os quatérnions, o operador nabla, e mostramos como
esse Ultimo generaliza, dentro de Cl3p, as operagdes divergente, gradiente e rotacional.
Coustruimos explicitamente as representacoes da dlgebra de Pauli em termos das matrizes
de Pauli e as representagdes padriao e de Weyl (chiral) da 4lgebra de Dirac. Além disso
escrevemos explicitamente os spinors de Pauli como elementos de um ideal & esquerda
de Cf3 ¢ e vemos a correspondéncia entre essa formulagdo e o spinor de Pauli dentro da
mecinica quintica.
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No cap.(5) introduzimos 0s paravetores e construimos o modelo paravetorial do es-
pago-tempo. Formulamos as transformacgdes de Lorentz e o eletromagnetismo utilizando
somente a adlgebra de Pauli C¢3 o. Escrevemos as equagdes de Maxwell de forma compacta,
em uma Unica equacio, utilizando o operador de Dirac {também chamado, no coatexto
paravetorial de operador de Dirac-Cauchy-Fueter [Gu97]) e construimos uma solugdo das
mesmas 10 vacuo. Expressamos a forca de Lorentz utilizando spinors e resolvernos tal
equacio do ponto de vista spinorial. S3o analisados alguns casos particulares da equacao
que expressa a for¢ga de Lorentz: para o caso em que o campo elétrico é nulo e o campo
magnético € constante, o elétron descreve uma trajetéria helicoidal (movimento cyclotron);
para O caso em que o campo magnético é nulo e o campo elétrico é constante, o elétron de-
screve wmn movimento hiperbélico. Com respeito A teoria de Dirac, escrevemos a equacdo
de Dirac-Hestenes utilizando elementos de Cf3¢ para descrever a funcio de onda, que
usualmente € descrita como um elemento do ideal (C®C4 3)f (f é umn idempotente prim-
itivo da algebra de Dirac C ® C£, 3), ou, de modo equivalente, como umn vetor coluna do
espaco C!. Devemos enfatizar que usamos o isomorfismo Cf3 ¢ ~ M(2,C), que relaciona
elementos da algebra de Pauli 4s matrizes 2x 2 complexas. Isso nfo entra em contradicao
com a impossibilidade de se utilizar matrizes 2 x 2 para a descrigdo do elétron relativis-
ticamente, pois na teoria ndo-relativistica a funcdo de onda € representada por um vetor
complexo bidimensional, com 4 parimetros reais, e as matrizes somente agem pela es-
querda. Na formulagio apresentada no cap.(5), a funcdo de onda é representada por uma,
matriz 2 x 2 complexa, com 8 pardmetros reais, no qual a agdo das matrizes é feita tanto
pela direita quanto pela esquerda. Resolvemnos a equacdo de Dirac na auséncia de campos
externos, chegando as quatro solugdes de ondas planas.

No cap.{6} formulamos a teoria dos spinors de Weyl, incluindo as métricas spinoriais,
a partir da 3lgebra de Pauli Cf34, e também descrevemos o spinor de Dirac e as enti-
dades geométricas e fisicas da teoria de Penrose a partir desse formalismo. Procuramos
enfatizar e comparar esse formalismo com o formalismo cldssico, apresentado no cap.{2).
Escrevemos a equagdo de Dirac na forma de duas equagdes que contém spinors de Weyl,
e posteriormente escrevémo-las utilizando spinors de Pauli. Exemplificamos a construgao
dos spinors de Weyl na algebra Cé; 3 > H® H, que é a soma de dois anéis quaternidnicos e
vemos que essa algebra de assinatura oposta nao é tdo natural quanto a algebra de Pauli
Cé34 para a descricio de vetores em RS embora o seja para a descricio de vetores em
R

Finalmente no cap.(7) formulamos as transformagdes conformes a partir da agdo do
grupo $pin(2,4). Definimos o twistor no contexto das dlgebras de Clifford, como um tipo
particular {que tem uma dependéncia intrinseca na posi¢ao) da classe de spinors algébricos
em R*!. ou seja, o twistor é definido como elemento particular de um ideal & esquerda
de C® C4; 3. De modo equivalente, o twistor é um spinor classico em B%?, ou seja, um
elemnento do espago de representacgdo do grupo $pini(2,4). Com isso, os twistors e as
transformagoes conformes sdo formulados exclusivamente a partir da 4lgebra de Dirac.
Com essa nova defini¢do dos twistors, reconduzimos 0 novo formalismo aos formalismos
de Keller [Ke97b] e de Penrose [Pe99]. Estudamos a representagfo chiral do grupo de
Poincaré dentro da dlgebra de Dirac. Generalizamos o conceito de twistors, definindo
novas entidades: 0s screws e 0s mezors. Damos ainda uma interpretacdo dos screws e
descrevemos uma possivel aplicacdo. As interpretagOes relativas aos screws e aos mexors
estdo fora do escopo desta dissertacao.
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It has not yet become obuvious to me that there’s no real problem.
I cannot define the real problem,
therefore I suspect there’s no real problem,but I'm not sure there’s no real problem.

Richard P. Feynman

Néao tem d6 no peito, ndoe tem jeito

Nao tem ninguém gue mereco, ndo fem COTGCAO QuUE ESQUECH
Nao tem pé ndo tem cabega, ndo dd pé, ndo € diretto

Nao foi nada

Eu ndo fiz nada disso

e vocé fez um bicho de sete cabecas.

Z¢ Ramalho e Geraldo Azevedo, Bicho de sete cabecas, 1979.

Nesta secao introduzimos a descricdo dos vetores a partir de spinors no espage-tempo
de Minkowski (M}. Obtemos uma relagio entre as coordenadas de umn vetor que descreve
eventos em M e as coordenadas da projecdo estereogrifica de uma secdio do cone de luz
no plano de Argand-Gauss. Tais coordenadas s@o componentes de nmn vetor-spin. Vemos
que tais vetores se transformam pela agdo do grupo SL{2,C) e expressamos um vetor
arbitrario de M a partir de spinors. Vemos também a relacio entre o grupo SL(2,C) e
as transformacdes de Lorentz, e como a geometria do espago estd relacionada & mecénica
quantica. Descrevemos os quatro tipos de spinors de Weyl e formulamos os comnceitos
geométricos (pélo, bandeira, semiplano nulo, etc.} da teoria de Penrose. Finalmente
descrevernos a teoria dos twistors no espago-tempo de Minkowski.

2.1 A geometria dos spinors

U vetor U € M pode ser escrito como
U=Tey+ Xe; + Yep+ Zes, (2.1)

onde (T, X, Y, Z) séo as coordenadas do vetor U e {eg, €1, e2, e3} formam uma base ortonor-
mal para M ~ R'3. Vetores nulos sio definidos como aqueles cujas coordenadas satisfazem
T? — X2 - Y? ~ Z? = 0. As dire¢des nulas s30 as semi-retas em M geradas por vetores
mulos, que passam pela origem O de um referencial arbitrario em M

O espaco cujos elementos sio as diregdes nulas que apontam para o futuro (passa-
do) serdc denotados’ S* (§7). Esses espagos podem ser representados em coordenadas

‘Fgse espaco abstrato é caracterizado como sendo uma esfera de Riemann.
P
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(T, X,Y, Z} pelas intersecges ET (E™) do cone de luz do futuro {passado) com os hiper-
planos T =1 {T = —1). No espaco euclideano, B= é uma esfera com equacio

2+ 2+ =1, (2.2)

onde reservamos a notacio (z,y, z) para coordenadas em E* [Pe84].

Mais geralmente, a diregdo de qualquer vetor nulo UV € M com origem em O, a menos
que tal vetor nulo se encontre no plano definido pela equacdo T == 0, pode ser representada
por dois pontos, que € resultante da intersecgdo de IV (gue estd scbre a casca do cone de
luz) e os hiperplanos definidos pelas equagbes T = £1. A diregdio de U que aponta
para o futuro é representada pelo ponto (X/||T|,Y/4T|l, Z/|IT|))- O interior de E* (E™)
representa o conjunto das dire¢des tipo-tempo que apontam para o futuro (passado). O
exterior dessas esferas representam diregbes tipo-espaco.

Considerando E*, ao fazermos uma projecdo estereografica de tal esfera sobre o plano
de Argand-Gauss, obtemos uma representacio dos ndmeros complexos mais o ponto no
infinito, que corresponde ao polo norte de E+.

Podemos substituir as coordenadas z,y,z em ET por um ndmero complexo 4. Por
semelhanca de tridngulos,

jEixoz

_ Polo norte (LR Y

, (x+iy.2)

o

(0,00 p Plano de Argand-Gauss

Figura 2.1: proje¢do estereogrifica a partir do pdlo norte no plano de Argand-Gauss.

temos a relacdo

z + 1y
= . 2.
8 T (2.3)
Apenas invertendo a relagiio anterior via 83 = E‘Tzﬁ%zg, obtemos
7 == 5..“1”'6, yzfﬁ_"—"—ﬁ-—, o= P81 (2.4)
BB+1 {86+ 1) BB +1

Podemos verificar a natureza conforme da projecio estereogréfica diretamente, observando
que o intervalo infinitesimal do? sobre a esfera se relaciona ao intervalo d3dS no plano de
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Argand-Gauss por

4dBdf
do? = do® + dy? + d2? = it
Y (B8 + 12

que segue diretamente da eq.(2.4).

Observagao: Uma aplicagdo h: X —+ Y é dita conforme se a diferencial dh(z) de h é
da forma p(z)t, onde p{z) €« Ret: X —+ Y é wm mapa ortogonal. Mais ainda, h preserva
angulos, isto &,

dh(z)}{u) - dh(z}{v) = (p(z))*u-v, Yu,v € X. (2.5)

A correspondéncia entre os pontos de E¥ e o plano de Argand-Gauss é injetiva ao
adicionarmos ¢ ponto § = oo ao plano complexo e o fizermos corresponder ao pélo norte,
que tem coordenadas (1,0.0,1). Mas se quisermos evitar o uso de tal ponto, torna-se
conveniente associar aos pomntos de E* nio um nimero complexo 8, mas um par deles?
(§,7), onde

B =£&/Mn. (2.6)

Os pares {£,77) e (A&, An), A € C, representam o mesmo ponto em ET e por isso tais
coordenadas séo chamadas projetivas. Essa denominacgfo se basela na definicio de que,
sendo K um corpo e denotando K* = K x K x ... x K, o conjunto P*1(K) de espagos
unidimensionais de K"

PHK) = {Kz |z € K*, z # 0} 2.7
é chamado espaco projetivo de dimensio n — 1 sobre K.

Observacio: Os elementos do espago P~} (K) sdo chamados pontos do espago projeti-
vo. Além disso, P"~1{K) pode ser definido como uma classe de equivaléncia [(z1, ..., Zn)] €
K" — {0} com respeito & relagio de equivaléncia

(1,2 Zn) ~ Y1y ¥n) © 30 € K~ {0} talque z;=ay; (1<i<n) (28)

Dessa maneira linhas no espago K* sao representadas como pontos no espago P! (K).

O “ponto” § = £/ = oo corresponde ao ponto de coordenadas (f?) = (é) As equagoes
(2.4) podem ser reeseritas como

R/ O < ek S S}
£+ i(EE +n7p) €+ 07

O ponto P = (1,z,y,2) é um ponto arbitrario da seccdo transversal do cone de luz e
representa uma direcio nula que aponta para o futuro. Essa dire¢do é representada por
qualquer outro ponto da linha OP. Ein particular, tome o ponto R sobre QP multiplicando
P pelo fator (£€4+17) /+/2. Tal escolha é feita para eliminar os denorminadores das eqs.(2.9).
Portanto R tem coordenadas

(2.9)

¥ = %(55‘*‘725): Y = ﬁ(&ﬁ"’?‘f‘):

N A (2.10)
Z =5l —m), T = (& + i)

Ao contrdrio de P, o ponto R ndo é independente da mudanga de escala real de (£,7),
a saber, (§,77) — (ré,rn),r € R, embora seja independente da mudanca de fase {£,7) —
(e¥%,€e),0 € R

?Com a condicao de que ambos n30 sejam simultaneamente nulos.
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Considere a seguinte transformacéo linear complexa:

& €= af + un,

> 2.11
e i) =5 + 0, @11)

onde o, 4,7, ¢ € C séo tais que ad — uy # 0. Tal transformacdo pode ser escrita como

aff+u
E+4

e ¢ dita uma transformacdo de Mébius. Tal aplicagio leva C — {—6/~} em C — {a/~}
Aldm disso, se f{—d/v) = o0 & f(o0) = /v entdo f é uma aplicagdo injetiva do planc
complexo compactificado pelo ponto no infinito (C U {oo}).

Podemos ter uma vis&o mais intuitiva sobre as transformagoes de Mobius: imaginemos
um observador situado em um ponto do espago-tempo olhando para as estrelas. Supon-
hamos que ele trace a posicdo angular das estrelas sobre uma esfera. Se um segundo
observador passasse pelo mesmo ponto no mesmo tempo, mas com wmna velocidade relati-
va nio-nula com relagdo ao primeiro observador, entdo, com os efeitos da aberragio [Mi73],
ele colocaria as estrelas em diferentes posicOes na esfera. Porém as diversas posicles dos
pontos sobre a esfera estdo relacionados pelas transformagées de Mobius (eq.(2.12)). Tais
transformacdes formam o grupo que preserva a estrutura complexa da esfera de Riemann.

Assitn o espago dos raios de luz que passam por um ponto do espago-tempo €, de
modo natural, uma esfera de Riemann. O grupo restrito de Lorentz £1 é um grupo de
simetria fundamental da fisica do espago-tempo e relaciona observadores com velocidades
diferentes. O grupo L1 é, por outro lado, o grupo de automorfismos da C-variedade mais
simples de uma dimens8o, que ¢ a esfera de Riemann.

Normalizamos a relagdo {2.11) através da condigdo unimodular:

Brr f(B) = (2.12)

ad ~ py =1

As eqs.(2.11) sujeitas & condigho unimodular sio chamadas transformacdes spinoriais,
onde A = &/n estd relacionado aos vetores (nulos) de Minkowski através das eas.(2.10).
Essas equagdes implicam que

_X+iY T-Z

B= T~Z X -iY’ (2.13)
Definimos a matriz spinorial A € SL(2,C) como
Y S -
A__(,Y 5), det A = 1. (2.14)

A 1ltima condigdo corresponde 4 condigdo de normalizagdo. Em termos de A as eqgs.(2.11)

..

Note que duas matrizes spinoriais {A, —A} déo origemn & mesma transformagio de 8 =
€ /n, embora definam duas transformaces spinoriais distintas.
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A eq.{2.10) pode ser reescrita como

alale 77 )- (% 7)-(D)en e

Dessa marneira vemos os efeitos da transformagcio spinorial, a menos de um fator 1/+/2,
como:

T+Z X+iY T+Z X+i¥ )\ _ T+2Z X+i¥ \ 4
(X—ﬂ’ T”Z) (ff—ﬂ"f T—Z)“A(Xwﬁf T-Z )A (2.16)

onde AT denota o hermiteano (C-conjugado transposto) de A. Tal transformacio sobre o
ponto U = (T, X.Y, Z) é real e preserva a estrutura do cone de luz T - X? -Y? - 2?2 =,
o que é facilmente visto devido & propriedade de produto de determinantes. Dessa maneira
a relagio acima define una transformacdo de Lorentz restrita.

Proposicao 2.1 » Toda transformagdo spinorial (TS) corresponde a wma dnica trans-
formacao de Lorentz (TL) restrita, e cada TL corresponde a precisamente duas T'Ss, uma
sendo o negativo da outra. <«

Com isso notamos que o grupo SL(2,C) ¢ o recobrimento duplo de SO,.(1,3), malis con-
hecido como grupo de Lorentz restrito £7.

Proposigio 2.2 » Toda TS unitdria (ATA = 1) corresponde o uma vnica rotagdo pré-
pria® de BT, e toda rotacdo prépria de BT corresponde a ezatomente duas TSs unitdrias,
uma sendo o negativo da outra.«d

Fissa 1iltima proposigdo se baseiz no grupo
SU(2) = {A € GL(2,0) | AAT =1ledet A =1}, (2.17)

que é o recobrimento duplo do grupo das rotagbes SO(3) em E*. De fato, a coordenada
temporal T é mvariante perante uma transformacio spinorial unitaria, ja que o trago de
uma matriz é sempre invariante sob transformacdes unitdrias. Utilizando a parametrizacio
das rotagbes via angulos de Euler [Go81], qualquer transformacio de Et pode ser viabi-
lizada por meio de uina rotagdo de um dngulo ¢ em torno do eixo z, seguida por uma
rotacdo de um angulo 8 em torno do eixo original y e finalmente por uma rotagio de um
angulo ¢ em torno do eixo z. Mostraremos que essas rotagbes elementares podem ser
representadas por TSs unitdrias. Segue-se dai que qualquer rotacdo prépria de E* pode
ser representada dessa maneira, j4 que o produto de matrizes unitdrias resulta em uma
matriz unitdria.

A rotagio de ET em torno do eixo z por um angulo 1 surge naturalmente através da
rotacio do plano complexo de Argand-Gauss, pela origem, por um angulo 1. Isso é obtido
pela transformacio 8= ™% 3, ou representando por TSs, escrevemos:

(§) ==(%" %) (%) o

Agora dizemos que uma rotagio de EY por um angulo 8 em torno do eixo y € repre-
sentado por

*Quaiquer operacao no espago-tempo de Minkowski é dita propria se preserva orientagdc do espaco-
tempo.
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£ _ cosf/2 —sind/2 £
( 5) =%\ sin6/2 cost2 )\ n ) (2.19)
Facilmente se verifica que essa TS transforma o vetor de coordenadas (1,0,0,1) no vetor
(1,sin8,0,cos ). Por umn argumento semelhante, podemos ver que a TS

£ cosx/2 isiny/2 £
( i) + isiny/2 cosx/2 7 (2.20)
corresponde a uma rotagdo de um &ngulo x em torno do eixo z. Com isso acabamos de

demonstrar a proposicio (2.2) e podemos exibir a matriz spinorial que corresponde a umna
rotacio pelos Angulos de Euler 4. ¢, v

cos §ei@+¥)/2  _gin §eile-v)/2 ) (2.21)

FO, 4 0) = =% ( sin Le~H9-0)/2 oo Qe—ilo+u1/2

Os elementos da matriz acima sdo os pardmetros de Cayley-Klein que aparecem em algu-
mas formulagdes da mecanica cldssica [Go81].

O grupo SL(2,C) tem também uma representagio projetiva, onde tal grupo age sobre a
linha complexa projetiva consistindo de pontos (g)é onde C denota o grupo multiplicativo
de C {C ~ {0}) [FS90]. Em analogia com a geometria projetiva cldssica, chamamos ¢ par
(g) as coordenadas homogéneas do spinor projetivo (g)(fj

No caso em gue 5 # (), temos

9 (e

onde 3 ja foi definido na eq.(2.3} e reescrito como 8 = /7, como ja descrito pela eq.(2.6).
A €q.(2.22) define uma relagio de equivaléncia (%) ~ (g) entre os vetores-spin (7) e (i)

Na mecénica quéintica, a funcio de onda | ¥ > de uma particula de spin 1/2 é a
superposi¢ao linear

[¢>=&i+>+nl-> &nel (2.23)
de dois vetores que formam a base {| + >,| - >} dos autoestados de spin. Com a
correspondéncia
1 0
I = - > ; 24
vemos que
[ > (i) (2.25)

Nesse sentido, os numeros complexos £ e 1 podem ser vistos, respectivamente, como as
amplitudes de probabilidade de se encontrar a particula descrita pelo estado quantico | ¢ >
nos estados | + > e | — >. Vemos que | ¢ > pode ser representado pelo ponto (’f) ~ (g)
sobre a esfera de Riemann, e esse ponto corresponde & intersec¢do do eixo positivo do spin
com a esfera, tomada a partir do centro.
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2.1.1 A geometria das operacoes spinoriais

Para apresentarmos uma formulagio come a de Penrose [Pe84], necessitamos primeira-
mente introduzir o conceito de indice abstrato. Segundo a notagio que segue desse formalis-
mo, k“ nio denota as componentes do vetor k, mas um elemento de um espaco vetorial {ou
mbdulo) V4. Mais precisamente, qualquer elemento &k € V, onde V' é um modulo, estéd as-
sociado a uma cole¢do infinita de cépias distintas &4, kB, k€, &P, ... k41, kB kO kD
do préprio elemento k. O médulo V' 3 k deverd também ter infinitas cépias VA, VE VT v D,
oL VAL VEL YO VD geparadas. Esses médulos sdo canonicamente isomorfos entre
eles e ao médulo V.

Considerando o conjunto infinito de indices abstratos
A={4,B,C,D,...,A,B;,C,Dy,...}, (2.26)

os elementos dos varios conjuntos VA, VE VC vy P | vA yB yC yDi | g30 sim-
plesmente elementos de V x 2, onde, por exemplo, V4 = (V, A), ou seja, k* é um par
{k,A), com k € V e A € . Cada indice abstrato é portanto responsdvel por armazenar
o elemento k no “compartimento” A. Couseqiientemente, segundo essa notacio, podemos
escrever o produto tensorial (veja préximo capitulo) de dois elementos k4 e n® como k4n®
e temos a relacic

kAP = nBrr. (2.27)
A nao-comutatividade do produto tensorial se manifesta nessa notagdo como
kAn® # kP (2.28)
Definimos 0 espago-spin G* com trés operagies bésicas:
e multiplicagdo por escalar Cx G* = G4 (A e Gkt € G4 — Mt € GA),
o adigio: GA x G = G (B, w® € G* = kP + wh € GA),
» produto escalar: GA x G4 - C (kL ot e G — {k*,w} € Q).

Naturalmente definimos o espago-spin dual G4 de maneira andloga, G4 3 w4 : G* —
C. Dessa maneira,

kaw® = (K4, 0%} € C (2.29)

Com relagdo aos vetores nulos do espaco-tempo de Minkowski, Penrose propoe que a
algebra dos vetores nulos deve estar contida na dlgebra dos spinors. Para tanto definimos
o espago-spin G*', que diremos ser o espaco sesquidual* caracterizado pela C-conjugacio
seguida pela transposicao, onde usaremos a notagéo

M= eg?. (2.30)

- - P 0 . + *
“Isso significa dizer que existe um sesqui-isomorfismo entre espagos vetoriais g: G* — G* satisfazendo
as relagles

o(k* +w") = ok*) + o(u?),
oMy = dg(k?), VE*,w* &G, XeC()éoCconjugado de A).

Ao invés da notagao o(k”?), denotaremos essa operagio por k74, por estar de acordo com a notagio do
formalismo de Penrose.
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Vimos pelas egs.(2.15} que ¢ espago M munido com um sistema de coordenadas
(T,X,Y,Z) pode ser escrito a partir das componentes do vetor-spin &k (¢ = k%, = k'),
oude £ e 1 ja4 foram definidas anteriormente. Com tais componentes, definimos as trés
operacdes basicas como

A& EY) = KD, 0D, {2.31)
(B, &Y + (0% wh) = (B + % & +wh), (2.32)
{(£% k), (W0, )} = &0t — KO, (2.33)

A base-spin

Corm o produto escalar (bilinear, antissimétrico) definido pela eq.(2.33) obtemos a
representacdo de um vetor-spin em termos das suas componentes. Escolhemos um par de
vetores-spin o e 1 que satisfacam & normalizacio:

{oh, A} = oas = 1= —y00® = - {4, 07}, (2.34)

onde o par (04,t4) é 0 par dual ao par (0*,:#). Pela antissimetria do produto escalar,
notamos que 040° = 140 = 0. Chamamos o par {¢*,:*), com a condicio dada pela
eq.{2.34), de base-spin. As componentes de k nessa base-spin sao dadas por

B k4 AY, k= =kt et} (2.35)

de modo gue
A = E* + BN A (2.36)

Definimos também um elemento antissimétrico

Gap 2 GAB:GA - (Gp
k%~ kp =k esp, (2.37)

responsgvel por levantar e abaixar indices abstratos, tal que

(k% W} = eapk®w? = k% — £10® = —{w? k). (2.38)

Podemos escrever

EAR = 0ALB — LAOR (2.39)

De fato, para quaiquer base-spin que satisfaz a eq.(2.34), temos

= Ko® + kLA = (0P — 1 40P) (klop + ki)
= e Prp. (2.40)

Neste ponto vemos uma das utilidades da notagdo de indice abstrato, pois Gap denota
o produto temsorial G4 ® Gp (veja préximo capitulo). Definimos ainda o tensor dual
GAP 3 "B . Gp — G*, que claramente satisfaz

GABECB = 5AC, (2.41)
de onde obtemos o mapa G* — G — G°. De maneira semelhante,

e¥ =o0af — 1405 (2.42)
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Temos ainda

e __ 11
{:s,w} = kaB - kgwo -+ kugl = %' — Ok { kgz“’“m k’é } {2.43)

Lema » Dados dois spinores ks, wa € Gy arbitrdrios tais que kaw? = 1, podemos
escrever

! €ap = kawpg ~ wakp | 4 (2.44)
Prova:
€48 = kawp —wakp = (kgra + kr0a)(woe + wiop)
= {kiwo — kowi1)oatp — (kiwy — kpwr Jea0p
= OALB — LAOSH, {2.45)

de onde fica provada a equivaléncia com a eq.(2.39).

2.1.2 A métrica e os vetores do espago-tempo via vetores-spin

Estamos interessados em descrever vetores de M sob o ponto de vista spinorial, via
vetores-spin. Dagui em diante faremos uso dos indices latinos com o intuito de rotular
elementos % de um espaco vetorial real. Isso pode ser feito com o agrupamento de indices
A e A'. Com isso estabelecemos a equivaléncia de notacdo {a,b,...} = {AA BB/, ...}
Definimos a tétrade nula (1%, n%, m®* m%)

A A

{% = oo

I ’ E
nt =144, mt=otA, mt =AY i (2.46)

e a métrica

Gab = €ABEA'R {(2.47}

verificando que os vetores da tétrade nula s@o vetores nulos com respeito a g

gapl®l® = 1%, =0, (2.48)
e do mesmo modo,
1y = mmy = Ty = 0. (2.49)

Além disso podemos demonstrar que
g = 1, mim, = —1, I®m, = 1%, = n®m, = n#, = 0. (2.50)
Também temos a relacao

920 = gocg® = ngdb + lon® — mum® — m A0 (2.51)

E conveniente definirmos wma outra tétrade (¢, z%,y%, 2*) como sendo

% Vré ? 1
% = %(m‘l +m*) = \—}wE(OALA +hot), =
) = l._ OALA’ - LAOAI) {2 02}
2 7
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Das relagdes (2.50), temos

Pr, = ty, =192, = 2%y, = Y2, = 2%, =0,
#t, = 1,
%z, = Yy, =2%, = —1. (2.53)

Com isso a métrica g2 em (2.51) tem a seguinte expressio:

E Qab = t4t® — 2,2 - Yoy — za2" (2.54)

Essa dltima relagdo identifica a tétrade (£%, 2%, ¢%, 2%) com a tétrade de Minkowski. Com
S€u USO, E3Crevemos

Ko ___KOtQ+K1$a+K2ya +K3za_ (255)
Considerando a base-spin {o®, .}, escrevemos K¢ em termos dessa base

K*=K%e + K%me + KWWt + KW't (2.56)

Comparando as duas 1ltimas equagGes, obtemos:

go_ L ( K'+ K K'4+iK? K% KOV
T A\K —iK? KV-K3 )T\ gW KW (2.57)
O vetor K® pode entdo ser escrito como
K® = +k4%Y (2.58)

onde o sinal define um vetor nulo que aponta para o futuro {+)} ou para o passado (—).
K® & obviamente real e nulo, pois K°K, = |ksk4|? = 0. Ao fagermos £ = k% = k!,
encontramos:

KW =¢g, K" =g, K'Y =qf K'Y= (2.59)
Portanto eq.{2.57) se reduz a
1 T+Z2 X+ (& ag\_{Et\;s7 -
\/E(X“ﬂ’ T*Z)m(nf ﬁﬁ)_(ﬂ)(f b (260)

onde pusemos T = K% X = K, Y = K? Z = K® Issa dltima é a prépria relagio
{2.15). Conciliamos dessa maneira os spinors aos vetores do espago-tempo, escrevendo
estes em termos daqueles.

Torna-se 1til definir campos spin-vetorigis. Essa generalizacdo é andloga & genera-
lizacho necessaria para passar do conceito de vetor em um ponto para o conceito de um
campo vetorial. Todas as regras que definem um espago vetorial continuam validas, s6 que
agora 0 corpo dos escalares é substituido pelos campos escalares. Esses ndo formam um
anel de divisdo, mas um anel comutativo com unidade. Portanto campos spin-vetoriais
nao formam um espago vetorial, mas um mddulo sobre o anel dos campos escalares.
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Podemos ainda generalizar o conceito de vetores-spin para spinors generalizados, que
sdo representados por um elemento

A DP. R A..DP'..B
§ooNe e € GL N wr {2.61)

Dizemos que Ef_‘_‘_ﬁgf -, & um spinor de valéncia [ i g ], onde os conjuntos {L... N},

{U'...W'}, {A...D} e {P' ... R'} tém respectivamente, p, g, 7 ¢ s elementos. Como caso
particular, o vetor-spin V4 € G* ¢ de valéncia () e Uy € Gu ¢ de valéncia (0).
Os simbolos de Infeld-van der Waerden

Tais simbolos 830 usados para construirmos uma base para o espago V* a partir de
bases para G* e G*. Considere {f4} uma base de G* e {f3} uma base de G*', ou seja:

{fay={f. 7'}, onde fif=0"e fi'=:", (2.62)

{Ar=1/5Y onde f& =0 e fif =4\ (2.63)

Agora considere {e2} uma base de V%
{ea} = {e5. el, €5, €5} = {I%, m® M, n°}. (2.64)
Os simbolos de Infeld-van der Waerden o2 sio definidos por
e2 = o2 fAIR (265)
Dessa maneira podemos escrever um vetor K° € V% em termos da base descrita acima.
K% = K32 = K32 s, (2.66)

Portanto K204 é a prépria representagio matricial (eq.(2.57)) de K° Podemos com

- - n i/ - -
isso identificar o4 com as matrizes de Pauli.

2.1.3 Spinors de Weyl

Uma vez desenvolvida a teoria dos vetores-spin®, torna-se necessirio estudar tais enti-
dades sob o ponto de vista da teoria de representacdo do grupo de Lorentz, ou melhor, do
SL(2,C), recobrimento duplo do grupo de Lorentz restrito £+ ~ SO,.(1,3}.

Representagoes

Dados dois grupos G e H, dizemos que uma representacdo é wma aplicagio f: G — H
que é um homomorfismo® de grupos, e H é um grupo de matrizes, de ordem n. Se V™
é um espaco vetorial n-dimensional, entdo dada uma base de V", elementos de H sdo
transformagbes lineares que agem sobre V7. O espaco vetorial V™ € dito um espago de

representagdo de G e elementos de V™ sdo ditos elementos que carregam a representacdo
de G.

A partir de agora denominaremo-los simplesmente 2-spinors.
S0 homomorfismo de grupos tem as seglintes propriedades:

f9)f(g") = flgg'), V9.9 € G,
Fldg) = idy.
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Dizemos que duas represenfagbes ¢ : G — H e p : G — H s80 equivalentes se
existir wm isomorfismo @ : V™ ~» V™ tal que p(g) = © o ¢{g) o @, Vg € G.
Em se tratando do espago-spin, as transformacOes lineares com determinante unitirio
formam o grupo SL{2,C} > A. Existem duas representacbes de SL{2,C) que nfo sio
equivalentes. Definimos p(A}{(z) = Az e p(A)(z) = A'z. Essas duas representa¢des
seriam equivalentes se existisse um isomorfismo o : € — C? tal que 5{A) = aop(A)oaL.
Para isso seria preciso que existisse uma matriz complexa I" de ordem 2 e inversivel tal que
p(AYT = Tp(A}). Mas essa iltima equagio nio tem soluglo para A € SL(2,C), embora
a tenha para A € SU(2). Dessa maneira temos duas representacoes nao-equivalentes de
SL{2,C) denotadas por D28 ¢ DO1/2 (s elementos do espago que carrega essas
representacOes sdo chamados spinors de Weyl

Spinors contravariantes apontuados (SCTA)

Tais spinores sdo elementos de um espaco bidimensional complexo, munido de uma
métrica spinorial

G:TC*xC® -+ C

Cx) = GGx)=¢"Ix, (2.67)
onde
0 1
3—-(_1 0). (2.68)
O spinor { é representado pelo vetor coluna
T T W

—( ‘2 ) ] (2.69)

Esse tipo de spinor carrega a representacio DU/?% do grupe SL(2,C) e se transforma
perante R € SL(2,C) como

¢ — RC.
Spinors covariantes apontuadaos (SCA)
Tais spinores s&o elementos do espago bidimensional complexo dual Cf definido por
C?3¢:C = C
x = GO =G6x =G x) =¢Nx (2.70)

= ¢ = (1. (2.71)

Portanto ¢ spinor (, é representado por

i

G = () = (¢% =Y (2.72)

A fim de que a métrica spinorial fique invariante sob a acdo da transformacgic R €
SL(2,C), é necessario que
&~ GR™Y, ReSL{2.C). (2.73)

Esses dois tipos de spinors representam elementos de G* e G4, respectivamente.
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Spinors contravariantes pontuados (SCTP)

Tais spinors sio elementos do espaco bidimensional complexo (C2) 3 ¢, ¢ € €2 munido
com a métrica spinorial

G- OPxC2 5 C
(€, %) = G(x=_{a (2.74)

Os SCTP sao representados por

(=) (2.75)

Spinors covariantes pontuados (SCP)

Tals spinores sio elementos do espago bidimensional complexo dual Cf definido por
C;? X ¢ -5 C

¢ = ()= =G{{Xx) = {Ix- (2.76)

=% = I, (2.77)

o= (%)= (5) e

Claramente a lei de transformacio dos spinors pontuados sob a acdo de R € SL(2,C)

e um SCP é representado por

{m (R G (RDYTY,. (2.79)

Esse tipo de spinor carrega a representacio D(%1/?) do grupo SL(2,C).

Os spinors pontuados representam, respectivamente, elementos de G4 ¢ Gg. Um
guadro que resume os tipos de transformacbes de cada spinor de Weyl é apresentado
abaixo:

¢ R(

G =+ R
¢~ (R

é: — (Ri)“léf}

(2.80)

2.1.4 Spinors de Dirac

A partir dos 2-spinors, definimos os 4-spinors de Dirac (também chamados bispinors
ou simplesmente spinors de Dirac) como elementos de G* @ G4 . Os spinors de Dirac

classicamnente sic vistos como vetores do espaco quadridimensional complexo C* equipado
com a métrica spinorial

g: x5 C
(W1, 9) = G, v) = 1 (Ig)¢, (2.81)
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onde o spinor 9 € definido como
. (2
CeCyav=C+x=1] 2 : (2.82)

Na base canénica de C* a matriz Jy é a representacio de G

Jd:<g 2) (2.83)

onde J € a matriz simplética definida pela eq.(2.68).
Os spinors de Dirac carregam a representagio D(/%0) @ p(:1/2) dg grupo SL(2,C).
Sob a condicao

G(th1.¢2) = G{p(R)¥r. p(R)¥2), (2.84)

que requer gue a métrica spinorial G seja invariante perante a agio da representacdo de
R, obtemos a importante relagdo:

o(R) = ( ff ( Rf)ml ) ReSLR2,C). (2.85)

2.1.5 Bandeiras Nulas

Vimos como associar um vetor nulo que aponta para o futuro K® com o vetor-spin
#2, que tem coordenadas (£,7). Pela eq.(2.59), (£,7) servem também como coordenadas
para K%, e as transformacoes £ — §ei9, N~ ne? deixam K invariante. B proposta uma
estrutura mais rica com o intuito de reduzir essa redundéncia a uma simples ambigiidade
no sinal. Tal estrutura € composta pelo vetor nuio K¢, chamado pdio e por um semiplano
nulo’ (flagplane) e é chamada de bandeira (flagpole).

Podemos passar de um spinor k4, representado como um SCTA por duas componentes
k' € k? a um objeto geométrico, a bandeira.

Vimos que podemos definir wm vetor nulo que aponta para o futuro (ou polo) pela
eq.(2.58):

, . : 151 15
1XAA:kAkA=1(T+Z X—MY)_W(kk klk ) (2.86)

a

v=A Va\X-iY T-Z R R
O vetor z¢ é dilatado por p* ao multiplicarmos k% por X = pei?. Contudo o vetor z° nio
muda de dire¢io e independe da escolha do 4dngulo 4. Dai dizemos que o vetor nulo z% é
unicamente determinado pelo spinor k4. Mas o spinor k* ndo é unicamente determinado
pelo vetor 2%, que corresponde a vma familia de spinors. Eles formam um espago projetivo
e diferem um do outro por um fator de fase e,

Definimos um bivetor real antissimétrico, denominado momento

Fab .. FABA'B _ L ALB A'B | ABLA'LE (2.87)

"Um semiplano nulo é um semiplano tangente ao cone de luz, ou seja, é um semiplano tangente ao cone
tuja intersecgdo é ¢ vetor K¢,
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Para vermos que F%® = —F® (¢ conseqiientemente que F** tem seis componentes) basta
trocar A com B e A’ com B, e notar a troca de sinal no lado direito da eq.(2.87). O
bivetor F% ¢ real e determina um semiplano tangente ao cone de luz ao longo do vetor
z° = Ak .
Tomamos uma base-spin como sendo {k4,w4}, com kaw? = 1. Portanto podemos
escrever €48 = k4wP — wPk*, como j4 o fizemos no Lema da subsec.(2.1.2) (eq.(2.44)).
E simples caracterizarmos a quantidade F® como sendo o momento, pois

Fob = PABA'B _ pApBA B SAEBY 4 (pAGE _ ARB)EARE
= kY (P07 - WPEF) + (e + w BV )KPEP
— xAA'yBB _ yAA x BB

= z%° —y%2b (2.88)

O spinor de valéncia (g) Fo9 representa wm bivetor formado por dois vetores z%,9% €
R!® ~ M. Obviamente o pdlo 2% é o proprio vetor real nulo da bandeira, determinado
unicamente pelo spinor o4. O segundo vetor,

y =Y = (Hat + kY)Y, (2.89)

é também determinado por k4, mas ndo unicamente, jé que o par (k*,w?) nio é o dnico
possivel na construcio de ¢4, Com efeito, qualquer spinor do tipo

Wi =wt 42k XecC (2.90)
satisfaz & Aw{f‘ = 1. Com essa liberdade o vetor y* se transforma em
s =y + (A + Nz”. (2.91)

Relacionamos cada valor real de (A+2) a uma familia de vetores 3¢, todos eles coplanares.
Esta é a bandeira, segundo Penrose.

Proposicao 2.3 » O vetor y° € ortogonal ao vetor nulo z°. <

De fato
28t = gyt = “%XAA’YAAr
= —-ékAEAf (ko + B ) =0 (2.92)
Proposicio 2.4 » O vetor y* ¢ tipo-espago e unitdrio. <
De fato
vt oyt = yayt = %(kAfI)A: +waka) (K@Y + oEY)

i — 1 - ;
== §(kAwA)(@A'kA )+ §(wAkA)(kAfQA )

1 1
= Y+ 5D =~1. (2.93)
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Ao multiplicarmos o spinor &% por e, o vetor y* roda em torno do pélo por um dngulo
de 26:

Yo, = VAN o POpAGA | o0 AL
= cos20(k4a? + k) + s 200k 0t — itk
= y%cos20 + 2% sin26 (2.94)
Proposicao 2.5 » O vetor 2° = i(k4a? — wAfc:A’) £ tipo-espago, unitdrio, ortogonal

ao vetor =%, ortogonal o ¥* e, juntamente com este dltimo, forma uma base que constitui
e “ponta do pélo”. [Mi73] «

2.2 Twistors

Um twistor é definido como sendo um par {w?,74) constituido por spinors de Weyl,
que satisfazem & relagio
wA =i X447, (2.95)

onde X44' ¢ a representacio das coordenadas de um ponto U = (T, X,Y, Z), dada pela
eq.(2.15), ou seja,

. 1 T+Z X+iY
AL _ L
X m\/i(X-—iY T-Z ) (2.96)
Portanto a eq.(2.95) pode ser reescrita como
w? 1 T+7Z X+1i¥ Ty
(wz)“;/_ﬁ(X—z‘Y T—Z)(@,) (2.97)

Dizemos que o twistor {w?,m4) é incidente no ponto U se satisfizer a relagio (2.95). O
twistor pode ser introduzido a partir da chamada equacgdo do twistor

¢

E Vfﬁwm = {(V4wF +VEwd) =0 ! (2.98)

Considere a expressio
V4 VLY, (2.99)

onde w© é solugdo da equaciio do twistor. Tal equacio é antissimétrica em relacdo aos
indices BC. Dado que M tem curvatura zero, as derivadas parciais em relacao a difer-
entes coordenadas comutam, e a eq.(2.98) também é antissimétrica em AC. Portanto tal
expressio ¢ totalmente antissimétrica em ABC e assim deve ser nula. Entdo, VEuw©® é
constante, €, J4 que essa express@io é antissimétrica em BC, ela deverd ser um maltiplo
constante de e8¢, digamos —inp ¢PC, para algum spinor constante 7p. A adicdo do fator
i serd Gtil no decorrer deste capitulo. Portanto,

Voww® = —ieSmy. (2.100)

Ao integrarmos a equagiio acima obtemos w® = X BA'(misg w4} + constante. Dessa
maneira obtemos

AR yAd 2
X WA'Q (2.101)

2 |

o
=W

L =

o
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onde cf)A ¢ 7T 4/ SA0 campos spinoriais constantes cujos valores coincidem com os de w® e 74
na origem (0. As solugdes w* da eq.(2.98) sio determinadas completamente pelas quatro
C-componentes de w* e 74 em wm referencial-spin {o*,:*} em @. Essas soluces sdo
elementos de um C-espaco vetorial gquadridimensional T® chamado espaco-twistor. Tais
elementos sdo chamados (j)-twistors e serdo denotados por

2% = (*, 7a) s (WHO), 7w () = (&7, R ), (2.102)
j4 que o campo spinorial w* é determinado por J}A e 74 e 56 depende da posigio z° =
XAA | Tal correspondéncia nfo ¢ invariante por transformacies de Poinearé, ja que ela
depende da escolba de uma origem ©. Podemos escrever T% = GA[0] & G4/ [0]. O twistor
Ze ¢ dito incidente no ponto U € M se as cornponentes de Z* satisfazem a eq.(2.97).

O twistor representa as quatro componentes do momenium p® e as seis componentes do
momento angular M% de uma particula sem massa. Tais entidades sfio definidas abaixo,
em termos dos spinors de Weyl:

p* = pM =77 (B> 0), (2.103)

M%* MAA’BB' — Zﬂw{Aﬁ_B)EA’B’ . iEABQ(A’WB’)_ (2.104)

Da primeira das duas expressdes acima vemnos que o0 momentum p® é nulo e aponta para
o futuro.

Consideramos um sistema cléssico com momentum p® e momento angular M em
relagdo a algum referencial. Ao denotarmos por ¢ wm ponto no espago-tempo, z% rep-
resenta as coordenadas do vetor-posicdo do ponto ¢ em relagdo a uma origem O de um
outro referencial arbitrdrio. O momento angular relativo ao ponto () serd, entao

M(Q) = M® - z°p® +2p". (2.105)
J4 o momentum p® nio se altera perante mudanga de referencial:

p*(Q) = p". (2.106)

Vemos entdo que as egs.(2.101} sfo motivadas diretamente pelas expressdes acima, Ja que,
a0 definirmos

wMQ) = Wt~ XAy, (2.107)
wa (@) = wa, (2.108)

o momentum e ¢ momento angular se comportam como descritos pelas eqs.(2.105, 2.106).
De fato,

M) = 5w + T H T = AR @ T 1 o) (2.100)
Entao
M®@Q) = (WA — iX A% 7 4)78 + (WP ~ i X BB 7p)7d]ed®

- =P +iXx*Mr0nT 4

E R N
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+ (@% +ixXBF ap)rt]

1 i _ ’ l ’ 1 ’ 3 1 4
— Maé + _XAA ﬂAr’iZ"BEA B + EXBB’WB,ﬁAEA’B + _EABXAA 7_1'ATFB + §€ABXBB 7n

2
Mab - XAA’,K.B',E,B +XBB"§'AT£“A!

M® o :Gapb o wbpa'

2

Daqui em diante usaremos a notacéo
Z° = (1) = (20, 2,22, 2°), (2.111)
onde, de acordo com essa convencao, escrevemnos
20 = 20), Z'=wl(0), Z?=me(0), 2Z°=nm(O). (2.112)

Naturalmente associado a T estd o seu espago-twistor dual Ty e 0 produto interno no
espaco dos twistors é definido como:

{

£
E

h(Z% W) = Z°W2 + Z'W? + Z°WD + Z3Z1 = W, 2° (2.113)

onde definimos W, de modo que
Wi=W?, W, =W3 W,=W), W;=WL. (2.114)

O grupo de isometria do produto acima é o SU(2,2), onde esse dltimo grupo é definido
por:
SU(2,2) = {U € SL(4,C) | UTAU = A}, A =diag(l,1,~1,~1}, (2.115)

que obviamente tem assinatura (+ + ~ —).
De fato, podemos escrever

0010 wo
o wray (0 gl g2 s | 0 0 61 wi
hMZ®, W) = (Z° Z2° | 2°,Z2°) 1000 W3 (2.116)
0100 Wi
e os autovalores da matriz acima, {1} tém ambos multiplicidade algébrica dois.
Desse modo, ~ L
Zo = (Fa,wh) = (R4, 0™). (2.117)

Note que Z,2Z% = 0, para todo twistor Z% incidente em um ponto do espaco-tempo, ou
seja, que satisfaz a relagdo (2.95). De fato,

22% = T2+ 2 2+ 2220+ B2 = 7aw’ + @ ma = 74 (i1 X4 mp) =i X M amg =0
(2.118)

Escrevendo W, = (i, A &), exigimos que tal produto seja invariante para todo ponto
de M:

r o DA OA'!::
Maw? +pf g =daw + B Ty {(2.119})

(2.1
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Substituindo a eq.(2.101} nessa \ltima, podemos ver que

}\A = XA,
: OA’ ¢ @
p o= o XA ), (2.120)

Daji podemos verificar que o campo p' satisfaz a equagdo conjugada do twistor

ng'#B’) =0 {2.121)
Definimos a helicidade de um twistor Z° pela expressao
s= éza“ﬁ“a - %«(wﬂm + e, (2.122)

{De maneira equivalente podemos definir s = %WQWQ). A helicidade é real e dizemos
que Z° (ou Wy} é nulo se s = 0, de orientagdo positiva {helicidade dextrégira) se s > 0
ou de orientagdo negativa (helicidade levégira) se s < 0. Portanto T¢ é dividido em trés
classes de equivaléncia T®, T+ e T~ correspondendo respectivamente 3s trés possibilidades
de valores da helicidade. O mesmo vale para T,.

2.2.1 Aspectos geométricos da algebra dos twistors e congruéncias de
Robinson

Nesta segao explicitamos o significado geométrico de um twistor, considerando um
twistor (é) nulo, ou seja,

227, = 0. (2.123)

Analisamos um twistor particular 2% = (L:}A,TFAI), com w4 #F 0. Queremos determi-
nar o lugar geométrico Z dos pontos de M nos quais w? = 0. Nesse lugar geométrico,
denominado raio, o vetor posicio 2% = X44 deve satisfazer, pela eq.(2.101),

o CA

XA ra=a . (2.124)
Devemos assumir que os spinors w? e 74 nio sejam proporcionais entre si em O. Uma
solucdc da equagdo acima é dada por
. E’_B! — s A _D_AI
*=(w 7p)lww . {2.125)

O vetor =% é real, pela eq.(2.125). As demais solugdes da eq.(2.125) acima devem ser tais
que suas diferencas aniquilem m4:. J& que z° é real, os termos das demais soluces deveréo

ser multiplos reais de 747" = p?. Portanto a solugio geral da eq.(2.124) tem a forma
2 B' =] A jud A’ 4
C=(iw gp)lw W +hEMTY, heR (2.126)

O campo vetorial de 2% determina wma linha nule Z na direcio da bandeira definida
pelo spinor #4. Tal linha passa pelo ponto Q, dado por & = 0 em (2.126) cujo deslocamento
oA
em relacao a O ¢é ao longo da bandeira w . Dai  se encontra na superficie do cone de
luz com vértice em O.
No caso em que 74 = 0 ndo existe um lugar geométrico finito Z, de acordo com a

< A °
eq.(2.124). Sew # 0 (nc caso em que w =0, entdo Z = 0), Z é o gerador do cone de luz
no infinito [Pe86}.
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Se Z% n&o for nulo, podemos descrever seu lugar geométrico. Considere um raio X
que passa por O na direcio de w™((). O raio X pode ser representado pelo twistor

X s (0,@4(O)). (2.127)

Com isso, a direcio da bandeira associada a w? é caracterizada pela condicio X%Z, =
0. Como a origem é arbitraria, entdo em qualquer ponto a diregdo da bandeira associada
a w4 é a direcio do raio X através do ponto descrito pelo twistor X sujeito as condigbes

X%Z, =0, XX, =0. (2.128)

Assim as bandeiras do campo spinorial w apontam ao longo dos raios dados pela eq.(2.128),
que descreve a chamada congruéncia de Robinson [Pe66].
Escolhemos um twistor particular Z% = (w*, 74/) com Z%Z, = 2s dado por

Z° =(0,s,0,1), sek (2.129)

A eq.{2.101} para o campo spinorial w ¢ dada por

(gj)=(g)_iﬁ(jj; "ii*i’;i’)(?) (2.130)

Esse é wm caso bem particular de uma congruéncia de Robinson.

Considere dois vetores z¢ = X444 ¢ w® = W44 associados, respectivamente aos
twistors Z% = (w?, n4) e W% = (g, A4/). Os raios X e W se encontram e um ponto P
tal que os vetores z° e w® se interceptam. Nesse ponto, obviamente X44' = W44, Alm
disso, os raios X e W 530 os lugares geométricos tais que

wh = i XAR 1

, 2.131
A = XA, (2.131)
Tomando o conjugado transposto da primeira das equagdes acima,
~ A’ Sy AA 5
of = =g XA R,
' ’ 2.132
XA Ny = pt (2.132)
Multiplicando as equacbes acima obtemos
Ny = ~Fap® = 0V Ay +Fapt = 0. (2.133)

Mas esse resultado se traduz por X%Z, = Z®X, = 0, em se tratando de vetores que
satisfazemn a eq.(2.131). Portanto uma condigcdo necessdria e suficiente para gque dois
vetores se tnterceptem € que seus twistors associados satisfacam as relacdes:

X%Z, = Z°X, = 0. (2.134)

Tal condicdo é chamada incidéncia de vetores.

Dai segue-se que um ponto P do espago-tempo de Minkowski M é caracterizado pela
interseccao de dois twistors.

Tal como visto até agora, o espago dos twistors estd relacionado com o espago-tempo
por umna correspondéncia que representa os raios de luz no espago-tempo como pontos 1o
espaco de twistors, inicialmente o espago dos raios de luz.
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Podemos pensar em um ponto arbitrario do espago-tempo como sendo a origem de
um cone de Juz, e tal ponto € representado por todos os raios de Iuz que o atravessam e
formam a “hipercasca cénica”. Twistors nulos descrevem de modo apropriado os raios de
luz em M e um ponto no espaco-tempo se torna uma esfera de Riemann no espago dos
twistors.

O espago de twistors T® tem oito dimensdes reais {Pe66]. Ao considerarmos os raios de
luz como linhas de universo de f6tons, também leva-se em conta a energia do fdton e sua
helicidade, gue pode ser dextrdgira ou levégira. Isso é mais complicado que simples raios
de luz, mas a vantagem € que obtemos um espaco projetivo complexo de trés dimensdes
(seis dimensbes reais}, CP?, que é o espaco projetivo dos twistors (PT).

O espago projetivo PT é definido [Jo76] como o conjunto das classes de equivaléncia dos
elementos de T sob a agéo do grupo multiplicativo C (anteriormente definido no cap.(2))

PT ~ T®/ C ~ CF3. (2.135)

O espaco PT tem um subespaco PT’ de cinco dimensdes, que o divide na parte PT+ de
helicidade dextrégira e outra de helicidade levégira PT™, jd vistas no pardgrafo que segue
3 eq.(2.122).

A correspondéncia entre o espago-texnpo (M) e os espago dos twistors é dada pela
seguinte tabela

F Espago-tempo M | Espago dos twistors nulos PTY |
Ponto Esfera de Riemann
Raio de luz (linhas nulas} Pontos

A esfera de Riemann descrita na tabela acima é rigorosamente (P, a variedade de
linhas complexas que passam pela origem em PTC, que no entanto é difeomorfa [Ri93] &
esfera de Rismann.



Algebras de Clifford 3

To those who do not know mathematics it is difficult to get across a real feeling as to the
beauty, the deepest beauty, of nature. I really think that two cultures separate people who
have and people who have not had this experience of understanding mathematics well
enough to appreciate nature once. {...)

If you want to learn about nature, to appreciate nature,

#t is necessary to understand the language that she speaks in.

Richard P. Feyrumaun, em The Character of Physical Law, 1965.

3.1 Algumas definicoes uteis

Considere um espaco vetorial V de dimensfio finita n sobre um corpo’ F. Escolha
arbitrariamente uma base B = {e1,ep,...,e,_1,€,} para V. Dessa maneira, podemos
escrever um elerento genérico v € V como v = v'e;, onde esté implicita a convencao da
somatéria de Einstein.

A todo espago vetorial V esta naturalmente associado o espaco dual de V', denotado
por V*. Esse espaco é o conjunto dos funcionais lineares o : V' — F {também denominados
covetores). Podemos ver que o espago V* é de fato um espaco vetorial, ao definirmos a
soma de covetores através de (o + B)(v} = a{v) + S(v} e a multiplicacdo por escalar
através de {aa)(v) = a{a(v)}, a € F.

Defina os covetores €'(i = 1,...,n) como

ira oy st ) 1, quando i=j,
e(ejjméjw{& quando ¢ # j.

Segue-se que os covetores {e'} formam uma base para V*. As coordenadas de um
covetor arbitririo o nessa base sio dadas pelo valor de @ na base {e'} de V. De fato,
dado v = v'e;, ov) = a(vie;) = vial(e;) = vie;. A base B* = {el,e?,...,e" !, e} ¢
chamada de base dual de B. E simples notar que dim V* = dim V. Esse fato sugere
um isomorfismo entre os espagos V e V*. Definimos uma aplicagio linear, denominada
correlaggo 7 :V — V*, que por sua vez define de modo natural um funcional bilinear
g:V xV — R como

glv,u) =7{vi{u}, n,veV

A correlagdo 7 : V — V™ nfo é um isomorfismo candnico entre V' e V*, j4 que essa
aplicagdo depende da escolha de bases em V' e V™. A correlagdo 7 é dita ngo-degenerada se

'Usaremos o recurso de complexificacio de espacos vetcriais, e quando o espaco V for sobre C, deno-
taremos Ve = C 8 V, seado V um espago vetorial socbre R
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ker 7 = {0}. Pelo Teorema do micleo ¢ da imagem®, se ker 7 == {0}, entdo 7 é isomorfismo
entre V e V7.

3.1.1 Produio tensorial

Dados os covetores o4 € V* e os vetores v,,, € V, definimos um tensor do tipo (7
€omo

"R R R VYV x.--xV = R

(6" @R - QO vy, Vg, vy, ) = @ (v o (vy,) L0 (v, ). (3.1)

O espaco definido pelo produto tensorial de covetores é também um espago vetorial,
denotado por T,(V) = (V)®", onde (V)¥®* denota o produto de p-termos, do tipo VRV @
eV,

Também definimos um tensor do tipo (£} como

Vi, @V, @@V, VI XV x ... xV" = R
(Vi, @V, ® - @ vy}, 02, L. o) = o (vy)e" (v, ) .. 0 (v, ). (3.2)
E claro que podemos considerar um caso mais geral, generalizando para um produto

tensorial de um nimero arbitrdrio de covetores e vetores, onde o espago em questdao é o
TPV) = (V*)® ® V. Um elemento arbitrdrio T € T4 (V) pode ser escrito na forma

. U,
T = Tuluz...yiegl ® e? @ Qe Ze, e, R---B €y,

Dada uma permutagge o, definimos o operador ALT, denominado alternador, da
seguinte maneira:

NS S 2 J o] - L1 L i
onde Ty, = T(e#, 642, ¥ 8y, 0,,...,8,).

1
ALT(X1 @ X2 ® -+ @ Xp) = ] Z e(0) X1y ® Xop2) ® - @ Xypo1) ® Xy, (3:3)
Toes,

onde Sy é o grupo siméirico formado pelo conjunto de todas as permutacdes e (o) vale
+1(~1) se a permutagido ¢ for par (impar). O alternador definido dessa maneira é um
operador de proje¢io (ALT? = ALT). Um k-covetor é um elemento ¥ tal que &) =
ALT (¥}

3.2 Algebra exterior

Dados o', a?,...,a* € V* e vy, va,..., vy € V, definimos o produto exterior o' A a2 A
APV XV xeooxV - R como

a; (v1) &;(Vz) .- a;(vk)
(ai/\a2/\---/\ak)(vuva,...?vk}=.IT ¢ (:vl) a*(vz) o (_Vk)
of(vy) oF(va) -+ aF{vy)

?Esse teorema enuncia o seguinte: sejam V e W espagos vetoriais de dimenséo finita e considere uma
aplicagdo linear f: V = W, entdo rankf +kerf = dimV". Também prova-se que f é injetiva < kerf = {0}.
Como corolério do teorema, f € injetiva <> é sobrejetiva, portanto é um isomorfismo entre V e W.
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O conjunto dos funcionais k-lineares alternados formam um espago vetorial A*¥(V) e
seus elementos serdo ditos k-covetores. Denotaremos também A%(V) =R e AN(V) = V™.
Definimos produtos de p-covetores simples como

(AP A AIABABEA-- ABY =a ' AP A AP ABYABA---ABL (34)
Note que, se of € AR(V) e g™ € A™(V), entdo
of A BT = (=1)™ ™ A oF. (3.5)

Uma base para o espago AF(V) ¢ da forma {e® Ae“2 A-.- A e} e o mimero de
elementos distintos consiste na combinagio de n elementos tomados & a k., que é dada por
(7). Dado a € A®{(V), tal elemento pode ser escrito como

a = Z Gpy o i, € N €2 A~ AeFk, (3.6)
Ly g <ot
A dimensédo de A*¥(V) é dada por
. k _ n - __I_L‘_—.‘ . n T n—k
dim AF(V) = (k) e (n " k) = dim AV 7k (V). (3.7)

Pela definigéo de produto exterior podemos ver que o produto exterior de m covetores se
anula sempre que m > n.

Isso mostra que o tinico espaco A*¥{(V) se k > n é o espago trivial. Em particular,
dim A™(V) = (Z) = 1 e 0s elementos de A™{V') sdo denominados pseudoescalares, enquanto
que os k-covetores também recebem o nome de k-formas, quando o espago vetorial em
questdo for o espago tangente a uma variedade.

Ao efetuarmos a multiplicagdo exterior entre I-formas, obtemos 2-formas, 3-formas,
..., k-formas (1 € k < n), e assim sucessivamente, dependendo do nimero de vezes que
efetuamos o produto exterior (o mesmo vale para os vetores). Cada k-forma pertence a
um espago vetorial A¥(V). Além disso a dlgebra (A¥{V')}, A) ndo é fechada em relagio ao
produto exterior. Utilizando a eq.(3.4), ac considerarmos ¥ € A¥(V) e ¥, € A™(V),
vemos que ¥ AP, € A™TE(V). Para contornarmos essa situacio ndo desejada, definimos

AV =A"V)e AV A2(V)@ - @ A™(V) = @7 _o A% (V) (3.8)

Em muifos casos estamos interessados em trabalhar com formas diferenciais em var-
iedades. Considere uma variedade M e {z'} coordenadas locais definidas ern um aberto
U C M. Dada uma base {e;} de vetores unitdrios do espago tangente V' e a correspondente
base dual {ei.}, e’ = dz’ e e; = 5‘%; temos dz’( 5%;) = gﬁ;— = 8. Podemos escrever uma
multiforma diferencial ¥ € A*(V') como

¥ = g + a;d8" + ai;dz’ Ade? + apde’ Adr? AdzF 4+ -+ pdat Adz? Ao Ada™. (3.9)
E possivel definir de maneira similar [Rz93] a 4lgebra A(V'}, onde consideramos vetores ao
invés de covetares.

Definicéo » O par (A*(V'), A} é denominado dlgebra exterior do espago vetorial V*.
De maneira anéloga pode ser definida a dlgebra exterior A(V'}, onde passamos a considerar
o produto exterior de vetores. <«

Finalmente, dim A*(V) = 3¢ _, (}) = 2™
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3.2.1 Operacoes dentro da algebra exterior

Nesta secdo tratamos da dlgebra A*(V) dos multicovetores, mas o desenvolvimento é
analogo para o caso da algebra A(V'} dos multivetores e definimos as operagdes dentro da
algebra exterior a seguir:

» Projegao:
< >y AYV) = ARV
de modo que {¥); é a parte k-covetorial do multicovetor ¥.

» Reversao:
(e Aas A Aap)~ =agAag_i A Aag Ao = (—10)FED20 Aap A oo A .

s Involucido graduada:

Dado um multivetor ¥, a agdo da involugdo graduada no multivetor ¥ é denotada por
T, = #(¥;) = (~1)FT;. Este automorfismo é usado para definirmos uma Z,-graduagio
em A*(V). Os Zgsubespacos homogéneos consistem na soma de todos os Z-subespagos
de grau par e impar, onde o grau do subespago se refere ao autovalor &1 do operador #,
j4 que os Z-subespagos homogéneos s30 autoespacos do operador #.

» Conjugacao:
Bsta operacao € deﬁn@nda como sendo a composigdo da reversdo com a involugdo gra-
duada, e é denotada por ¥ = #{¥) = #¥.

« Contracao:

No comeco deste capitulo vimos a aplicagdo linear ¢ : V — R Com 2 introdugdo
da élgebra exterior, o funcional linear o é visto como uma aplicagio de AHV) = V* em
A% (V) = R Podemos generalizar esse conceito, introduzindo uma operagdo denominada

comtragio & esquerda pelo vetor v, que age sobre w € A¥(V') e resulta em um elemento de
AR=1(V), da seguinte maneira:

(viw)(vi,ve, -, Vi—1) = kw(v, v, -, V1) (3.10)

No caso em que k = 1, a defini¢io se reduz a via = a(v). Para a € B temos v]a = 0.
A definigio dada acima néo é 1itil do ponto de vista computacional. Vamos considerar a
contracdo de o A B por um vetor v:

vila AB)(m) = (@A B)(v,u) = (a(v)f - Bv)a)(w) = ((v]e)s - (v]B)e)(u).

A generalizacdo dessa equagdo para multicovetores ¥ e @ arbitrérios é dada pela regra de
Leibniz graduada:

VJ(@/\@)=(vj‘lf)/\®+{#‘1’)/\(vj<§)% (3.11)

A definicdo de contracdo a direita é feita de maneira semelhante:

(WLV) (V}d Vo.... :Vk~1) == kw(vl, . ,Vk..},v) (312)

e a regra de Leibniz graduada para a coniragdo ¢ direita é expressa como

(TA®)|[v="TA(Bv)+ (Tlv) A (#8) (3.13)




A contracio A esquerda se relaciona com a contracio & direita por:

VI = —(#F)|v (3.14)

onde ¥ & A*(V) é um multicovetor genérico.

Podermos nao somente nos restringir 4 contracdc por vetores, mas por k-vetores {ou de
modo mais geral, por multivetores, estendendo-se o caso dos k-vetores por linearidade).
Dade wn k-vetor vy A vg A--- A v, definimos

(viAve AN  Avg)] = vi]va] .. v

(Vi AVa A Avg) = [vi[Ve... v (3.15)

Essa defini¢ao é natural de maneira que o operador | seja o dual do operador A. Segue-se
que a contragdo de um g-vetor por um p-vetor se anula para p > g. A mesma generalizacdo
pode ser feita para multicovetores.

3.3 A algebra de Grassmann

Primeiramente € preciso definir a extensfo do funcional bilinear siinétrico ndo-degenera-
do {ou métrica) g : V x V — R, 0 que ¢ equivalente a estender a correlagdo 7: V — V™.
Definimos a extensdo dessa correlagfio como uma aplicagio 7 : Ax(V) — A¥(V) dada por

T(viAve A~ Avp)y=T1(vi) AT{va) A~ AT(vg). (3.16}

A partir disso, definimos a extensio de g dada por Gy : Ag(V) x Ag(V} — R para o caso
de k-vetores simples como

Gr(viA--Avg,up A--Aug) = (g A Aug)|r{viA--- Avg). (3.17)

Dados ¥y € A¥(V) e ®,, € A™(V), definimos a métrica G em A(V) impondo que ela
seja diagonal nos subespagos homogéneos AZ{(V){1 < i < n), ou seja, G(Tg, &) = 0, se
k # m. Escrevemos, dados ¥ e & € A(V),

G(T,®) = > Gp(®y, Tp).
p=0

Definicao » A ilgebra exterior (A{V), A) munida com a extensdc G para todo A(V)
¢ a dlgebra de Grassmann do espago vetorial V', que denotaremos por G(V). <

Observacao: podemos fazer todo o desenvolvimento acima para covetores, fazendo
asextensdes de g7 : V* x V* > Re 7 1:V* = V. Nesse caso, g~ : V* - V* = R ndo
é a inversa da forma bilinear g.

3.3.1 Isomorfismo de Hodge

Vimos na se¢io (3.1) que os espagos vetoriais A¥(V) e A»*(V) tém a mesma dimensdo.
Nio existe, entretanto, nenhum isomorfismo candnico entre esses espagos. O isomorfismo
de Hodge estd definido dentro do contexto da dlgebra de Grassmann, pois precisamos
necessariamente de uma correlagio em V.
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Seja o pseudoescalar 1 definido por n = |det 7[*/2e! A --- A e", onde det 7 é dado
implicitamente por

ey Aea A---Aep)=Tle ) AT{ea) A---AT(e,) = (det T)ep Aes A--- Aey. {3.18)

Tal isomorfisieo dado pelo operador dual de Hodge % : A¥(V) — A"%(V) é definido
por
*1 =7,

xp = ) |n,

onde 7 é um multicovetor arbitrario. Uma outra defini¢io para o isomorfismo de Hodge
é dada por

aAx8 =G a,B)n, Va,B8 €A (V) ; (3.19)

Podemoes mostrar que tal definicdo equivale & definicio anterior.

3.4 Ideais algébricos e idempotentes
3.4.1 Ideais

Seja A uma algebra. Um subespago vetorial I; C A é chamado um ideal ¢ esquerda
de A se Al; C Ir. Analogamente, a um conjunto Ip C A denominamos ides! ¢ direita
de A se IgA C Ix. Um conjunto I C A é um ideal bilateral (ou simplesmente ideal) de
A se AIA ¢ A. Obviamente ideais sfo subslgebras. Um elemento ndo-nulo a € A é dito
nilpotente se a* = 0 para algum k € N. Dizemos que uma 3lgebra ou ideal é nilpotente
quando todos seus elementos s&o nilpotentes. Segue, portanto, que todo ideal nilpotente de
A estéd contido em wm unico ideal nilpotente maximal, chamado de radical. Uma élgebra
é semi-gimples se seu radical for nulo.

Uma algebra é dita simples se seus Gnicos ideals sdo os triviais, desde que .4 ndo seja
unidimensional e nilpotente. Enunciamos uma série de teoremas, cuja demonstracio esta
em [BT87] a fim de encaminharmos o teorema da decomposicdo de Wedderburx.

Teorema 3.1 » Uma dlgebra € semi-simples se, e somente se, € simples ou soma
direta de dlgebras simples. 4

Teorema 3.2 » Uma dlgebra A associative sobre R € simples se, e somente se, A~
DM, onde D=RC outl e M € uma digebra de matrizes socbre R. «

As tnicas dlgebras reais de divisao associativas sdo B, C ou H [Re90).
3.4.2 Idempotentes

Em uma Slgebra A, um elemento f é dito um idempotente se f2 = f e f # 0. Em
uma 4lgebra de divisdo LA o tnico idempotente é a unidade, pois se f # 0 e f? = f,
multiplicando ambos os lados por f~! obtemos f = 1 4. Se ndo existirem idempotentes f;
e fo tais que fifs =0e f = fi + f2, dizemos que f é wmn idempotente primitivo.

Proposicdo 3.1 » Todo idempotente ndo primitive pode ser escrito como soma de
sdempotentes primitivos orfogonais. <

Proposigao 3.2 » O idempotente f € primitivo se, e somente se, f € o unico idem-
potente em fAf. o
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O estudo dos 1dempotentes nas algebras de Clifford sdo de suma importancia, ja que

os spinors algébricos sdo os ideals minimais laterais de C4, ¢, construidos a partir de idem-
potentes primitivos.

Proposicdo 3.3 » Sejam uma base ortonormal de Cép 4 e r; 0s nimeros de Radon-
Hurwitz dados pela tabela ebgizo

g Jo0]1]2]374[5][6]7]
ri|0]1]12]2]83]3]3]
com @ relagdo de recorréncia Tj g = r; + 4. Ezistem k = g ~ rg_p elementos ey, ... ey,

tais que e%, == 1 e todos esses elernentos comutam entre si. Entdo os elementos da forma

é{lte;l)%(lieh)...%(Iieh), (3.20)

sdo idemnpotentes primitivos ortogonais entre st cujo soma € igual a 1. Mais ainda, fodo
tdempotente primitive em Cly, € da forma acima. «

3.5 A élgebra exterior como quociente da élgebra tensorial

Seja agora I um ideal de T(V'), a algebra dos tensores covariantes, consistindo das
somas de termos da forma ¢ @2z @z @b, onde z € V e g,b € T{V). Definimos a dlgebra
exterior A{V') por

AW =TT (3:21)

Elementos em A(V) séo classes de equivaléncia de elementos em T'{V), onde a relagio
de equivaléncia é definida por a ~ b, se a = b+ ¢, para algum ¢ € 1. A estrutura de espago
vetorial de A(V') é definida por

fa] + A[b] = [a + Ab], a,be T(V), A€F,

e a multiplicacio, que é denotada por A ¢€ dada por

[a] A o] = [a @),
Se z,y €V, entdo

1@y = —é—[(m@y“y®x)+(z+y)®{x+y)——z®x—-y®y]
= shy+zle+yeEty) ~r0s-yoy}. (322

O termo entre chaves estd em I. Portanto z®y ~ zAy ou [z®y] == [zAy] e [z]Aly] = [zAy].

Pela definicdo do ideal I, ele € justamente o ndcleo do alternador AL7T e portanto
[a] = [ALT a]. A generalizacio desse resuitado para multivetores pode ser obtido por
indugdo finita {BT87:

Teorema 3.3 b zQuw~2zAw,paraz € Vew e AYV). «
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3.6 Algebras de Clifford (I)

Seja V wm espago vetorial sobre R munido de um funcional bilinear simétrico no-
degenerado g. Sejam A uma dlgebra associativa com unidade 14 e v : V — A4 uma
aplicagdo linear.

Definigdo » O par {A4,) é uma dlgebra de Clifford {AC) para o espago quadratico
(V.g} quando A é gerada como uma dlgebra por {¥(v) |[veE V}e{alsala e R} ey
satisfaz, para todo u,ve V,

Y(v)v(u) + y(u)v(v) = 2g(a,v)is | (3.23)

Considere uma base ortonormal B = {e;,---,e,} de V. Dentro da AC {A4,~) para (V. g},
temos

v(ei)v(e;) + v(es)vle;) =0 (i # j)

(v(e:))” = gles €)1

Podemos ver que, sendo A gerada por {y(v} | v € V} e {al4 | a € R}, entdo ela é
gerada pelos produtos

A = span{y(e: )" v(e2)* ... v(en)* | p; = 0,1},

onde denotamos y{e; )" ... y(e,)’ = 1 4. O niimero de elementos da forma y(e; J* y(eg )42 . ..
~v{ep)#" com p; = 0,1 € 2". Assim a maxima dimensdo de uma AC é 2™,

Definigdo » Uma algebra de Clifford (A,-y) para o espaco quadrético {V,g) ¢ dita
uma dlgebra de Clifford universal se, para cada algebra de Clifford (B, p) para (V, g),
existir wm homomorfismo ¢ : A — B, tal que p = ¢ oy e ¢#(14) = 1g. Denotarernos urna
AC universal para (V,g) por C4(V,g). «

Uma defini¢do equivalente & defini¢io acima é

Definicdo’ » Uma dlgebra de Clifford para o espago quadratico R™? & universal se ela
é gerada como algebra pelos geradores de RP9, mas nfo por um subespaco de RF9. 4

Teorema 3.4 » 4 dlgebra de Clifford (A,~) para o espago quadrdtico (V, g) € universal
quando dim A = 27, onde n =dim V. «

Prova: Consideremos uma base ortonormal B = {e;,---.e,} de V. Para a AC (4,7),
temos y(e:)v(e;) + v(es)y(e;) = 0 para (i # j) e (v(e:))® = gles €)la. Nesse ca-
so 0 conjunto {y{e;)* y(ezx)**...v(ey)* | u; = 0,1} nio apenas gera A como é uma
base de A, com a hipétese de que dim A4 = 27, Seja agora (B, p} uma AC arbitriria.
Temos entdo p(e;)p(e;) + plej)ole;) = 0, (i # 7) e (p(e:))* = glei, ;)14 e o conjunto
{pler)* plex)¥2 ... plen)F~ | u; = 0,1} gera B. Definimos uma aplicagio linear ¢: A — B
tal que
B(rler)* v(ea)* ... y(en ) ) = ple1)™ plea)® ... plen ).

Vemos entdo que ¢ definido dessa maneira ¢ um homomorfismo de algebras, satisfazen-
do ¢(e;)ole;) + ¢lej)dle;} = 29{e;, e;)15. Pela definicdo, a AC (4,7} é portanio uma AC
universal C£(V, g).

0
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Lema » Defina o centro de Cf, 4, a dlgebre de Clifford associada ao espago R como

¥

Cen(Clyq) = {a € Clpy | az = za,Vz € Cly 0} f (3.24)

Sen = dim BP9 for par, entdo Cen{Clp g} = Ag(RFH) e se n for impar entdo Cen(Cly, ) =
Ao(RP9) @ An(RPY). «

Note que aqui usamos a notago Ag{RPY) e A, {RPY) referentes respectivamente ao espago
dos escalares e pseudoescalares. Em se tratando de wma AC universal, existe um isomor-
fismo que nado é candnico, enquanto espagos vetoriais, entre A(RP9) e Cf, 4. Entretanto,
uma vez definido uma base ortonormal faz sentido falar em k-vetores que pertencem ao
espago Ay (RP9). Veremos isso com mais detalhes mais adiante, nas egs.(3.29-3.35).

Para determinar se um sistema ortonormal gera uma AC universal, temos o [Sn97)

Teorema 3.5 (Marcel Riesz) » Uma base ortonormal B = {ey, ey, ...,e,} gera uma
dlgebra de dimensdo 2" a menos que o pseudoescalar €,ey... e, sejo um multiplo escalar
da identidade. (Para as ACs reais o caso ezcepcional ocorre gquando n = ey, = *xI.

Para as ACs complezas, o caso excepcional ocorre quando = £ ou £il). «

Como exemplo desse teorema, seja W o subespago vetorial de A(R>?) dado por W =
R & B0 @ Ao(R%®). Defina um produto ¢ em W através de

a b= (ab(l +e12345))oc102- (3.25)

E possivel mostrar que e; o e; oe3 0 €4 v €5 = 1.
A classe das possiveis ACs nao universais € restringida pelo seguinte

Teorema 3.6 » Se g dlgebra de Clifford gerada por uma base ortomormel B =
{e,---.en} ndo € universal, entdo n ¢ impar. Além disso, se a dlgebra de Clifford for
real € ndo for universal, entdo p — g — 1 € um multiplo inteiro de 4. «

3.7 Algebras de Clifford (II)

Assumimos que o0 espago vetorial V tenha uma métrica g. Seja J o ideal de T(V) que
consiste na soma dos termos da forma e ® {z @z~ g(z.z)} @btais quea, b T(V),z € V.
Entdo a AC associada a V é denotada por C,(V, ¢) e definida por

| ColV9) =T(V)/J (3.26)

O produto serd denotado por V, satisfazendo [o] V[b] = [a ® b]. Se z,y € V, entdo

@y = -12-{($+y)®(£+y)—9($+y,x+y}—z®z+g(mz) -y ®y+gyyi}
+z Ay -+ glz,y). (3.27)

O termo dentro das chaves estd em J e portanto

z®y~zAy+glz,y) {3.28)

Mais geralmente, para w uma p-forma e z € V, prova-se [BT87] que
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Teorema 3.7 » 2Q@w ~ zAw+2°jw, onde z° = 7{z) (7: V = V* é a correlacio em
V). «

O produto V é introduzido no espago das formas exteriores que transformam tal espago

em uma algebra C4(V, g), onde C(V, g) = Co(V, g). Se w; e wy sdo multiformas exteriores,
definimos

[wi] V [wa] = fw1 V wy),

ja que fwi] V fws] = [wr @ we]. Assim falamos que
Ww=EzVw=zAw+zhw, (3.29)

onde, de agora em diante, o produto V é indicado por justaposicdo. A algebra quociente
Co(V,g) = T(V}/J é wna AC. De fato, verificamos que

vVu+uVv=2v, u)

De uma maneira semelhante podemos demonstrar que

Wz = wAz+ w2t (3.30)

QOra, sabemos que, se w € AP(V), entdo w Az = (—1)fz Aw e que w|Z’ = ~(~1)Pz|w.
Segue-se disso que .

wr = (~1YPzAw-—(~1)Pz lw. (3.31)

Comparando agora as egs. (3.30) e (3.31), obtemos

TAw = —é(mw + {(—1)Pwz), (3.32)
¥, 1
z° = ﬁ(zw — (=1)Pwz}. (3.33)
Para um multivetor arbitrario ¥ € A*(V') essas expresstes se tornam
T AT = 5oV + (#T)z) {3.34)
e
¥ = (2P ~ (#¥)z) {3.35)

Essas duas ezpressoes relacionam a digebra de Grassmann ¢ dlgebra de Clifford. De fato,
se {e;} ¢ wma base ortogonal,

€ ..., =€ A Ae. (3.36

3.8 Algebras de Clifford (III)

Vamos agora exibir wmna outra construcio das ACs via operadores de criacdo e anigquilacdo®
[0z86].

*Esta denominagdo foi herdada do formalismo de segunda quantizagio por motivos que ficardo 6bvios
no decorrer desta secio, especificamente relativos s eqs.(3.39), (3.40) e (3.42).
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Considere um vetor v € V' e um multivetor ¢ € A(V'). Seja o espago dos endomorfis-
mos? de A(V) em A(V}, denotado por End{A{V)}. Definimos o operador de criacio E :
V — End(A(V}) como

| B(v)(d) = v A (3.37)

i
E claro que E(v) : A(V) — A{V).
Definimos 0 operador de eniguilacdo I:V — End{A{(V)) como

% 1(e)(T) = o ¥ (3.38)

Podemos ver que os operadores E anticomutam, pois
(BE(u)E(v) +E(V)E(u)){¢) = uAvAdg+vAung=0. (3.39)

Isso é valido para todo u,v € V. ¢ € A(V}.
Podemos construir de maneira semelhante as relagdes de comutacgio entre os operadores
de aniquilagéo, a saber

(L()X(B) + B (¥) = (alf]+Bial)(¥) = {(aAB)]+ (BAa)|HT)
= (aAB+BAa)l¥ =0 (3.40)

Ainda podemos chegar a uma relagdo de comutagio entre os operadores de criagio e
aniquilacdo utilizando a regra de Leibniz graduada para a contragao & esquerda:

IHalEv)¥ = allvAT)=(a|v)¥ -vA(a¥)
= o(vi¥ - Ev}I{a)¥. (3.41)

J4 que isso é vilido para um multivetor ¥ arbitrario, chegamos & seguinte relacao:

! I(a)E(v) + E(V)I(a) = o(v) (3.42)

Seja o espago vetorial V' munido de wma correlacdo simétrica § : V — V*. Dados
os operadores E : V — End(A(V)) eTof : V ~ End(A{V}), definimos o operador

v :V — End(A(V)) como
7=E+Io§f (3.43)

Com essas definicdes enunciamos o

Teorema 3.8 » A aplicacdo v ¢ uma aplicacio de Clifford, ou seja,

| (v)y(w) + (W) (v) = 20(v,u) | < (3.44)

Prova: Usando as relagdes de comutacgo (3.39) e (3.40)

y(viv(u) = [BE(v)+ I(v)][E() + I(u’)] -
= E(V)E(u) + E(™)I(") + I(v))E(u) + I(v))I(uv").

*UUm endomorfismo é um homomorfismo de um espago nele mesmo.




3. Algebras de Clifford 37

Portanto

Yviy(u) +y(airv) = [EGE(@) + BuE(W)] + [EE)I(0) + () E(v)]
+IVI)E(u) + BwI(v’)] + [L(v*)L(v’) + I(u))I(vF)]
= v'{u) + u{v) = 2g{u, v).

0
3.9 Classificagido e representacao das dlgebras de Clifford

3.9.1 Teoremas sobre a estrutura das dlgebras de Clifford

Seja V' um espago vetorial de dimensio n. A sua complexificacio Ve € 0 espaco dos
elementos da forma v 4+ iu, onde v,u € V e ¢ é a unidade imagindria. O espago Vpr é

umn espago vetorial com soma e multiplicacdo por um escalar complexo {a + b} definidas
respectivamente por

{viidup) 4 (vo +iug) = (vy + vo) +i{u; + us)
(@ +ib)(v + iu) = (av — bu) + i(bv + au)
A dimensdo de V¢ € dimgVp = n sobre C e dimg Ve = 2n sobre R. A partir dai vemos que
Ve=Co®V.
J4 a extensao gr de g é definida como
go(vi +iug, vy + dug) = g{vy, vo) — glug, ug) +2(g(vy, ua) + gluy, va))-

Teorema 3.9 » Sejam (V. g) um espago quadrdtico sobre R ¢ C4(V,g) a sua AC real.
Considere a AC compleza CL(Ve, gc) para o espago quadrdtico complezificado (V. gc).
Entéo

Cé(Ve, go) = Clc(V, g)

onde Clz(V.g) = T RCLV, g) denota a complexificacdo de C4(V, g). <
Prova: A complexificacdo Clc(V.g) = C@CL(V, g) é uma dlgebra com produto dado por

(a®@¥)(d @) =ad @y, Va.d' €C, v,y €CUV,g).

Uma vez que dimg C4(V,g) = 24™Y, a dimensdo da dlgebra Cfc(V, g) sobre R dada por
dimg Clo(V,g) = 2 -dimg CV,g} = 2- 29"V Se ~ denota a aplicagio de Clifford
vV = CLV,g), definimos a aplicagdo I' : Ve — CEc(V, g) como a aplicagdo linear e C

I'=i®~.
Portanto para a®@ v € C® V = V¢ temos
Ma®@v)=a®wv,

onde fica subentendido que v = «y(v}. Essa aplicagdio I" é uma aplica¢io de Clifford; com
efeito,

Taev)’=(18viiev)=18gv.v).
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Por outro lado, se C4(V,g) é a AC para (Vg,gc), ela é universal e portanto existe um
homomorfsmo

¢ : C4(Ve, go) = Cec(V, g).
A dimensio de Cf(Vc, gc) é dimg CE(Vg,gc) = 2% ou dimg CL(Ve,gc) = 2- 297V,
Comeo dim C£{Vy, gr) = dim Clo(V, g), temos que ¢ € um isomorfismo.

0

Esse teorema mostra que, para uma completa descricdo das ACs, basta estudarmos a
estrutura das ACs reais. A estrutura das ACs complexas € obtida via complexificacio.

Seja agora uma métrica g em R™ de assinatura {p, g}, com p + ¢ = n, de modo que se
B = {ey,- -, ey} € umna base ortonormal, temos, para v = vie;,

giv,v) = 0 4ok (P = (P71 == @) (3.45)

Denotaremos esse espaco quadratico por BP9 e a correspondente AC por £f, ¢, com p+gq =
7,

Teorema 3.10 » Seja Cl,, a dlgebra de Clifford do espago quadrdtico R*. Temos
entdo 0s 18omorfismos

-
Clpp1ge1 = Cl ) ®Clpy, i (3.46)
Clyprox=Clya@Cly,, (3.48)

ondep>0oug>0 «
Prova: Seja V um espago bidimensional onde estd definida a forma bilinear simétrica gy
tal que, em termos de uma base ortonormal {fi,f;}, temos, para u = ule; + vley € V

gv = M{u')? + Ag(u?)?, M=%l do =1,

onde escolhemos os valores de A, e Ay conforme o caso considerado: V = R*?, RY! ou
R%2. Com isso, podemos definir uma aplicagio linear I' : RFI @V — CLV,gv) @ Clp g
através de:

Mv+u=Hh@v+uxl, YaueV, ve R,

onde subentendemos que fi = p{f1), f» = p(fs), u = p(u) e v = y(v), onde p e ¥ s8o as
aplicagdes de Clifford p : V = CE(V,gv) e v : BP9 — Cfp 4. Vamos mostrar que [' também
é wma aplicagio de Clifford.

Tv+w)? = bhev+ul)fihev+uel)
= ffh)P e+ ufifb+Hful@v+ (u)fel.

Podemos calcular o termo ufif; + fifu lembrando que {fi.f;} é ortogonal, de modo que
fify = f; Afp = ~ff1. Nesse caso

ufifs + f1fhu= u(ﬁ A fg) + (f1 A fg)u =2uAfirnfo =0,
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uma vez que u € V é da forma u = af; + bfs. Usando este resultado e que
(fif2)? = —(£1)%(£2)* = — M1 Do,
encontramos para {(I'(v + u))2 gue

Cv+uw)® = -Ah@gv,v)+gv{u,u) el
= [P(uh)? 4+ ha@®? - A (W) 4+ (PP - (P - - 1 @ 1L

A aplicacéo T' é portanto uma aplicacio de Clifford I' : B9 @ V — C4W, gw ), onde W
¢ um espago {n -+ 2)-dimensional equipado com um funcional bilinear simétrico gw dado
por

g (w,w) = ()7 4 a0 = Al ek (0P) = (P == (7)),

onde w = u'fy + u’fy + v'e;.
Portanto:
(3) se V = IR270 temos W — Rq—i—z,p;

(i) se V = B! temos W = RPHLO+L,

(i%3) se V = R temos W = RP9H2,
Os isomorfismos seguem agora da universalidade da édlgebra de Clifford.
[

Observacao: O isomorfismo dado pela eq.(3.46), chamado teorema da periodicidade

chp—i-i,q-{—l xClh) ®@Cly, (3.49)

é de importancia fundamental para o que vamos estudar, j& que pretendemos caracterizar
os fwistors em termos da representacao do grupo conforme dentro das ACs.

Haviamos definido anteriormente as trés operagdes bésicas® das ACs. Redefinimos a
notacdo de tals antiautomorfismos, sugerindo uma nova notagfo: para a reversao, o
e para a conjugacio, rx.j, de modo gue podemos unificar as 2 operagdes na notagao
o, (e = +1}. Com essa nova notacio, enunciamos [Ma89] a generalizagio:

Teorema 3.11 (Periodicidade generalizado) » O Teorema da periodicidade (3.46)
se generaliza em seus antigutomorfismos como

(Clprrgt1, o) = (Clpg, ae) @ (Chy 1, 000)- | 4

Prova: Os conjuntos {e;}, {f;} so geradores das 4lgebras C¢, ; e C{; ;, respectivamente.
Tome D == {e; ® fify, 1 ® f;} um conjunto de geradores para Clpi1 g1 = Clp o ® Cly ;.
Considere agora a aplicagio (o ® a.){e; ® fifs) = a_(e;) ® a(fifs) = €(e; @ f1fy).
Também {0—. ® a)(1 @ ;) = . (1) ® a(f;) = ¢(1 ® f;). Portanto os geradores séo
multiplicados por €, © que prova o teorema.

*Reversio, involugio graduada e conjugacie.



3. Algebras de Clifford 40

O

Tal teorema serd muito Gtll na descrigdo das transformacgdes conformes utilizando-se
apenas a algebra de Dirac C®CYZ; 3, que pode ser representada matricialmente por matrizes
2x 2 com entradas em Cf3 5. No que se segue, as operagdes que agem sobre os elementos da
AC em uma 3lgebra de dimensao maior podem ser conduzidas a operagdes sobre algebras
de dimensao menor.

Apenas combinando os isomorfismos acima, podemos obter outros. Por exemplo, u-
sando a eq.(3.46), obtemos

Clyy >~ @PCEy . (3.50)

Podemos também através deste observar que
Clpg=Clpp®@Clogp (g>p), Clpg=Clyq®Clop—q (p>g). (3-51)
Segue-se ainda que

Clog = Cp o ®Chay, Clys = Clp g @ Clyp, ClyoxCly» ®@Clyo =~ Cly ) ®Cliy

(3.52)
Desses isomorfismos segue-se ainda que
Clys ®@Clyp g Cly g, Clyg @ Clp g =Clp gss. (3.53)
Construiremos explicitamente agora o isornorfisino
Clog~Cli;. (3.54)
Os elementos de Cfy 5 sao da forma
Cly0 3 ag +are; + azes + a1ze1€:,
onde (81)2 =1e (62)2 = 1. Por outro lado, os elementos de C£; ; sao da forma
Cl11 3 bo + b fy + bofo + bofi o,
onde (f;)? =1 e (f2)? = ~1. Nfio é dificil vermos que a aplicagio linear ¢ : Cfpg — Cls

definida, por
#(1) =1, ¢ley) =11, olex) =1fifs, ¢lerey) =5,
é wm isomorfismo algébrico.

Combinando esse 1iitimo isomorfismo aos outros isomorfismos vistos anteriormente,
mostramos que

]

Teorema 3.12 » Seja CLy 4 o AC associada ao espago quadratico R e Cly = {4 €
CUHV,q) | ¢ =#d¢} a sua sub-dlgebra par. Entdo

Clyg = Clopy = Clygi Cg;;p « (3.56)

Prova: Seja {efi},{i = 1,...,pik = 1,...,q) uma base ortonormal de V de modo

que Cépq 6 gerada por 1 e {e;fy}, tal que (e1)? =1 e (£)* = -1, e;je; + eje; =0 (i #
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g), e+l =0k # Neefp+fre; =0(i,j=1...,p; k.1 =1,...,¢g). Oespago Ap(IRF?)
consiste nos elementos da forma {e;e;(z # j), fifi(k # I),e;fz}. Portanto temos mais
elementos que geram C£;}, do que é realmente necessdrio. Por exemplo, todos os 2-vetores
do tipo {fpf;(k # 1)} podem ser escritos em termos dos 2-vetores do tipo {e;f; } uma vez que
(eifi){esf)) = —(e;) ) == —fi.f) (k # ). Escolhendo wm vetor arbitrariamente, digamos,
e, vemos gque © conjunto {e1em.efy} (m =2,...,p; k= 1,...,¢) gera todo Ax(RPY)
e portanto gera a sub-dlgebra par. Escrevemos esses geradores na forma £, = ejeq4
para a = 1,...,p— 1 e {, = e;f, para s = 1,...,q. Nio é dificil vermos que (£;)? =
—(e1)*(ear1)® = -1, (()? = (—e1 )2 (H)* =1 e que £,& +&u€a = 0 (2 # ), (oCa+Calp = 0
(b # d) e que £+ (€a = 0. As quantidades {£,,{} (b=1,...,g5a=1,...,p— 1}
sio portanto geradores de uma AC associada a um espago quadrdtico R¥?P~1, ou seja,

Cﬁz g = Cly p—1. Os demais isomorfismos do teorema seguem do uso do isomorfismo dado
pelas egs.(3.46, 3.47).

O
3.9.2 Representagoes

Definigao » Seja A uma algebra real ¢ V urm espago vetorial sobre o corpo K =R C
ou H. TUma aplicagdo linear p : A — Endg(V) satisfazendo p(l4) = 1y e plab) =
pla)p(b), Ya,b € A, é chamada uma K-representacdo de A. O espago vetorial V é
chamado de espago de representacdo de A. <

Se Vi e Va carregam representacdes p; e po respectivamente, dizemos que tais repre-
sentages sfo equivalentes se existir um K-isomorfismo ¢ : V3 — V5 tal que o diagrama
abaixo comuta

x *11_(_}“} pi(a)z
¢ ¢4

8@) =Y po(a)slz) = ¢lor(a)z)

isto &, pa(a) = ¢opila) o ¢, Va € A. A idéia é obviamente a mesma por detras da
representacdo de grupos discutida na subsec.{2.1.3).

Uma representacio € dita irredutivel se nenhum subespaco ndo-trivial de V é invariante.
No caso em que V pode ser decomposto como soma direta de subespagos invariantes por
p, dizemos que g é redutivel. Nesse caso podemos induzir uma representacio sobre cada
um desses espacos.

Abaixo enunciamos dois teoremas que, de certa forma, completam essa sintética des-
crigio das representagdes das lgebras.

Teorema 3.13 » Todas as representacbes irredutiveis de uma dlgebra simples sdo
equivalentes. «

Teorema 3.14 » Representacoes irredutiveis de ume dlgebra semi-simples sao equi-
valentes se, ¢ somente se, seus niucleos coincidem. <«
3.9.3 A decomposicac algébrica de Wedderhurn

Nesta sec80 apenas enunciaremos algumas proposigdes e teoremas que serdo impor-
tantes na construcao de representacOes em capitulos futuros. A 4lgebra das matrizes
quadradas de ordem n sobre K = R, C ou H serd denotada por M(n, K).
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Considere &;; € M(n,K) a matriz com todas as entradas nulas exceto a entrada 47,
que tem valor 1, ou seja, (&;5)k = dixdji- O conjunto {&i;, com ¢, =1,...,n} é base de
M(n,K) e M(n,K) = K@ M(n, R).

Proposicao 3.4 » (1) Eylyy = duje, ()2, &:i=1. «

Proposicio 3.5 » Se A= 3 A &r, entdo Ajy =3 EAEjr. 4

Proposicdo 3.6 » M(n,K) ¢ dlgebra sirnples. «
Denotando M(n, K} por A, escrevemos A = ;; A;j, enquanto espagos vetoriais, onde

A= {285 | A€ K}

sdo isomorfos como espacos vetoriais. Também A;?j = 8i5.A:4, J& que £;&;; = 6;;€55, 0 que
faz com que A4;; 56 ndo seja trivial para i = j.

Proposicao 3.7 » As dlgebras de divisdo Ai;; sdo isomorfas entre si. 4

Proposicio 3.8 » (i} Para 1 <i < n, os Ay geram todos os Ay;, pois Ajj = E5AE;;.
(i) Ayss5 = EiAiz = Ay
(iif) Agdi; = SirAjk. <
Proposicao 3.9 » Dados f; idempotentes primitivos ortogonais tais que fi + fo +
oo+ fo =1, ao definirmos Ay = fiAf;, os Ay satisfazem (iii) da proposicdo acima. «
Como cada idempotente f; é primitivo, segue que f; é o Unico idempotente em fiAf;.
Com isso,

iz = fi, Vi (3.57)

Se a Algebra real é simples. entdo 4 = D ® M, onde D e M sdo subdlgebras de A,
onde D € isomorfa a B C ou B e M uma dlgebra de matrizes. Portanto toda dlgebra
simples é da forma A ~ M(n,K), com R C ou H Podemos ver {BT87] que D comuta
com A e A = DM; enunciamos a

Teorema 3.15 (Decomposicao de Wedderburn): » A aplicagdo ¢ : A — DM,
definida por $(A) = 3 . Ay ® & € dsomorfismo de dlgebras. Conseqientemente A =
DgM. «

Como as tnicas dlgebras de divisdo sobre R sfo R, C ou H, temos finalmente a

Proposicao 3.10 » Se A € digebra simples sobre R, entdo A ~ K@ M(n,R). Assim,

| A~ M(n,K, K=RC ou H% < (3.58)

g

O caso de dlgebras simples sobre C segue imediatamente. Se By denota B com os escalares
restritos a R, entdo B = C® Br. Logo a proposigdo anterior nos dd B=CQK® M(n,R),
com K =R C ou H. Mas

CeR~C, C®C~CeC e CHxC®M(2R). (3.59)

Sendo B simples por hipétese, 0 segundo caso acima nio pode ocorrer. De acordo com o
isomorfismo M(2,R) ® M{n,R) =~ M{2n, R}, temos a seguinte:

Proposicao 3.11 » Se A € dlgebra simples sobre C, entdo A~ C® M{n,R). Assim,
Az M(n,C). «
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3.9.4 A Algebra de Clifford C¢,,

Seja e um vetor unitério tal que g{e,e) = —1, um elemento arbitrdrio de Cfy; pode
Ser escrito Como
Cly1 3¢ =a+ be, (3.60)
com €? = —1.
Esta dlgebra é isomorfa & dlgebra C, ou seja, o conjunto dos pares (a,b), a,b € R com
multiplicacdo dada por
{a,b)(c,d} = (ac — bd,ad + bc).

O isomorfismo p : Cfy; — C € dado por

(1) = (1,0),  ple)=(0,1) =i.

5 Cg(]:]_ ~C (3.61)

3.9.5 A &lgebra de Clifford C{,,

Seja e wm vetor unitdrio tal que g{e,e) = 1, um elemento arbitrério de C4, o pode ser
escrito como

Portanto,

CéhodY =a-+be, (3.62)
com €? = 1. Tome a base de C/; ; como sendo {1,e}. Sejam P, = 3(1+e) e P, = L{1-e)
dois idempotentes. Vemos que PP = PP, = (. Obviamente {P, P} € uma nova base.

Assim P, e P geram separadamente subdlgebras ortogonais unidimensionais, onde cada
uma € isomorfa ac corpo R. Portanto

Chox=RkRaR (3.63)

3.9.6 A algebra de Clifford C{g,
Considere ¢ espago quadratico B*? ¢ uma base ortonormal {e;, e} tal que
gler,e1) = g(es, e2) = —1, glei, ez} = gles, ;) = 0.

Um elemento arbitrario de C4;p 9 € da forma

Clos2Y =a+be; +cex+deey, abedelR {3.64)
&
(e1)’ = (e2)® = =1, erep+epey = 0. (3.65)
Portanto
(ejeg)® = ~1 (3.66)
Contruimos mmn isomorfismo p: Cly e — H, defimundo
p(l) = 15 P(ei) = 7:3 P(ez) = .7 p(ele2) = k? (367)

onde 1,7 e & sdo unidades quaterniémnicas e satisfazem as seguintes igualdades:

P=P=iP==1, ij=-ji=k  jk=-kj=i e ki=-ik=34  (3.68)

Cfg,g o~ H (3.69}

Portanto
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3.9.7 O isomorfismo Clyy ~ C¥f;

Vimos anteriormente que C€z4 =~ C£; ). Desse modo consideraremos apenas ¢ espago
quadratico B2?. Considere uma base ortonormal {e;, ez} tal que

g(er,e;) = gleg, ez) = 1, gle, es) = gles, ;) = 0.

Um elemento arbitrério de Cfyg € da forma

Chozv=a+ bey 4 ceq + dejes, a,b,c,de R (3.70)
e
{e1)) =(e2)® =1, eje3+eze; = 0. (38.71)
Portanto
(e1e2) = —~1. (3.72)

Seja M(2,R) a algebra das matrizes reais 2 x 2. O conjunto de matrizes

() (o 2) (Vo) (S0)

sao geradores de M(2, R}. Definimos p: Cfo g ~ M(2,R) como a aplicacio linear

o= (g 9) sed=(g5 %) sea=(] §) seea=(2 5)-

Dessa maneira o € um isomorfisio algébrico, de modo que

Clog~ Chyy = M(2R) | (3.73)

1
i

3.9.8 Classificacao das algebras de Clifford.

Estabelecidos os isomorfismos aciina, podemos, comn a ajuda dos teoremas ja vistos,
classificar todas as ACs. Tal procedimento pode ser visto na literatura padrio [Sn97] e
apenas exibiremos os isomorfismos mais importantes.

M(m,R) & M(n,R) ~ M{mn,R), Clpp ~ M{(2p,R), (3.74)
EQH~ M(4,R), Clsp~COHE, (3.75)

Clys =~ H® M(2,R) ~ M(2,H) = Clyy, (3.76)

Clos =~ M(16,R), (3.77)

A eq.(3.77} implica, juntamente com a eq.(3.46) (o teorema da periodicidade) que

Clygis = Cly o ® M(16, ) (3.78)

A tabela abaixo mostra a classificacio de todas as ACs a partir dos isomorfismos
estudados e do teorema da periodicidade:
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p—gmod 8 | 0 1 5 g 3

Clp g M (2§n/2§, B M (2{11/2] ] R)@i M (z{nﬁ} R | M@2™T.Q)
p—gmod 8 4 3 3 =

Clpg M(z[ﬂﬂ}?m M(?Iﬂﬂ]_l.,R)@z M@= HYy L M2 ) |

onde [r/2] denota a parte inteira de n/2 e M(2("/%, R)®* denota a soma direta M(2"%, R)®
M@ R).

Com relagao ao caso complexo, a classificacdo pode ser obtida através do recurso de
complexificagio. Denotamos C ® CZp 4 = Clc(n), onde n = p+ ¢. Entéo,

Clc(2k) = M(2F,C), (3.79)
Clo(2k + 1) = M(2F,C) & M(2F, Q). (3.80)

Portanto, todas as dlgebras de Clifford podem ser construidas a partir das dlgebras

Clo, Clyi, Clz e Coh,

3.10 Os grupos associados as algebras de Clifford
3.10.1 Transformacgoes ortogonais e o teorema de Cartan-Dieudonné
Transformacgdes ortogonais
Seja g uma forma bilinear simétrica no espago vetorial V. Uma aplicacdo linear T :
V -+ V & dita uma isometria ou wma trensformacdo ortogonal se
g(T (v}, T{u)) = g{v,u), Yv,ueV, {3.81)

Tais isometrias tém a propriedade de que (det T)? = 1; guando det T = 1 elas sdo
denominadas rotagdes, enquanto que, se (det 7') = —1, sdo chamadas de reflezdes. O
conjunto das isometrias formam o grupo ortogonal QO(p, g) para V = RP?. O sub-grupo de
O{p, q) formado pelas rotagdes é chamado grupe ortogonal especial SO(p, g)-

As componentes do grupo ortogonal

Dado um grupo G, um subconjunto conexo que ndo estd contido em nexhum outro
subconjunto conexo malor é chamado componente coneza do grupo G.

Os grupos ortogonais O(p, ¢) com p # 0 ou g # 0 possuem 4 componentes. De fato, seja
uma base ortonormal {e,...,ep,€p11,...,€p:4} de BP? de modo que em termos dessa
base a métrica g pode ser representada pela matriz

G = ( }3’ _(iq ) (3.82)

onde 1, e 1, denotam as matrizes identidades de ordem p e g respectivamente. Represen-

tando T através da matriz
A, By,
T = co, Dy ) (3.83)

a condicio TTGT = G implica em

T T — T T - T _ T



3. Algebras de Clifford 46

Nao é dificil ver que as matrizes A, e D, satisfazem det A, # 0 e det Dy 5 0. Podemos
entao dividir as transformagoes ortogonais T € O(p, ¢) em quatro classes:

() O7 (p, ¢) : det A, > 0,det D, > 0,

(i) O (p,q) : det A, > 0,det D, < 0,
(iii) O (p, g} : det A4, < 0,det D, < 0,
(iw) O* (p,q) : det A, < 0,det D, > 0. (3.85)
Nio é dificil vermos que
504 (p,q) = SO'(p. ¢} = S0L(p,q) = 0. (p.q) N O"(p,q). (3.86)
Simetrias ortogonais e reflexdes

Considere a decomposigio de V' em dois subespagos ortogonais V = U @ UL, onde U
¢ um subespaco nao-isotrdpico de V, ou seja, g{v,v) # 0 Vv € U. Definimos a simetria
ortogonal Sy com relagiio a U como

Sy(vy+vi)==v+vL, VvelU u el {3.87)
Claramente Sy = —idy + ¢dy; ., onde id denota o operador identidade. Assim,
I
1 det Sy == (_1)dim v i (3.88)

Escolhemos um vetor u € V tal que g(u, u) 3 0 e consideramos U o subespaco gerado
por u. Podemos escrever um vetor v € V na forma v = v; +v_ onde g(v_,u) = 0. Basta
tomar

glv,u)
vV, =V~ u. 3.89
- g(u, u} (3.89)
Dessa maneira vemos que
_glv,u)

Y= g ™ (320

Substituindo a decomposi¢do acima para cdlculo de S, (v) obtemos:
Su(v) =v— 288 (3.91)

g(u, uj

Pela eq.(3.88), vemos que S, é uma reflexdio, que ocorre no hiperplano ortogonal ao vetor
u.

Quaisquer dois vetores ndo-nulos u e v (g(v, v} = g{u, u} # 0) de mesmo comprimento
podem ser relacionados através de no mdximo duas reflexdes. Esse resultado € visto como
um caso particular do

Teorema 3.16 (Cartan-Dieudonné (versdo fraca)) » Qualguer transformacdo
ortogonal T em um espaco vetorial V de dimensdo finita pode ser expressa como o produto
de simetrias (reflezées) com relagdo a hiperplanos néo-isotrépicos®. « [Ca66]

84 %versao forte”do teorema de Cartan-Dieudonné diz que “se dim V = n, entdo T' pode ser eapresso
como o produto de ne mdrimo n simetrias, ou sefa, O, g) = {5, 5v; ... Sy, Vs €V, Qlv;)#0, k <
n}'”
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Da definicdo da algebra de Clifford C¢, ; sabemos que vu + uv = 2g(v,u). Portanto
u? = g(u,u) e podemos interpretar a quantidade u/g(u, u) como

-1 u u

== e = e .82
gu,u)  u¥’ (3.92)

onde u”lu =uu! = 1. A eq.(3.91) pode ser reescrita como
Sulv)=v - (—"r—u-i_—uv)u=v-~(\n;twkuv)l_z“1 =v—-v-uvu (3.93)

g(u,u)
ou seja,

Su(v) = —uvu~! = Givu! (3.94)

/
\ u
S, ™

Figura 3.1: reflexdo do vetor v no subespaco gerado pelo vetor u.

3.10.2 O grupo de Clifford-Lipschitz

Dentre os varios grupos que podemos definir dentro de uma dlgebra de Clifford Cép g,

definimos primeiramente o grupo dos elementos inversiveis (ou regulares) CL; .

= {a€Cly 0 (3.95)

Qutro grupo de interesse € o chamado grupo de Clifford-Lipschitz

’ Ppeg={aelly,| ave ™t €V, Vv = BP9} (3.96)

3.10.3 Representacao adjunta

Definimos a representacdo adjunta ou representacdo vetor o : 'y g — Aut(Cly ) defini-
da’ por

ale)(z) = aza™t (3.97}

Sejam v, u € V = R tais que
vu + av = 2g{v,u}. (3.98)
Entao vemos que

2g(o(a)v, ola)u) = ola)vo(e)u + olajus(a)v = avua™ + auva™' = 2g(u,v). (3.99)

" A notagac Aut significa o conjunto dos antomorfismos, que sio isomorfismos do grupo nele mesmo.
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J& que o{a) satisfaz
g{o{a)v,o(alu) = g(v,u), (3.100)

entdo o{a) € O(p,g), onde O(p, g) denota o grupo das transformacdes ortogonais de RBP4,
Além disso, ¢ é um homomorfismo de grupos, ja que

o{ab}{(v) = abv(eb)™! = abvb a7t = o(a)o(b)(v). (3.101)

J4 vimos (eq.(3.18)) que o determinante de uma transformaclo linear T pode ser
definido implicitamente através de T{e;) A --- AT (e,) = (det T) e; A --- Ae,, onde
{€1,...,en} é uma base de V = RP9. Portanto

olaf{er) A--- Aola){e,) = (det o(a)) e A--- Aey,. (3.102)
Por outro lado para vetores v e u temos:

ola}(v) Aol(a)(u) = (ava ) A(aua™!) = }i(ava‘laua_i —aua”lava™)

1
= §a(vu —uvja™! = a(vAula! = ofa)(v Au). (3.103)
de modo que para a eq.{3.102) segue-se que
aler A--- Aepla™t = (det o(a))(e; A--- Aey). (3.104)

Para calcularmos o lado esquerdo da equacio acima vamos omitir & prova da

Proposicao 3.12 » Dados T, € A,(V), B9 € AY(V), entdo

L Tp[EY = (~1)4PrUET, < (3.105)

i

Para simplificar, tomamos @ = a, € Ap{V'), uma vez que o resultado para um multi-
vetor arbitrario segue por linearidade. J4 que e; A--- A e, é um pseudoescalar a relagéo

apler A---Aey) =a§;j(e1 A---Aeg). (3.106}

Usando a proposicio (3.12) concluimos que

abl{er A--- Aeg) = (=1} (e; A+ Aeg)la) (3.107)
ou seja,
apler A---Aey) = (=1P"F (e A--- Aeg)a,. (3.108)

Portanto se n ¢ ippar ternos
a(e; A---Nep) = (€1 A--- Aey)a, (3.109)
que por sua vez na eq.(3.102) resulta em
ey A---Aey) = (det ola)}{es A- - Aep), (3.110)

ou seja,
{det ola)) = 1. (3.111)



3. Algebras de Clifford 49

Por outro lado, se n for par, entdo n + 1 é impar, e da eq.(3.108), podemos concluir que
apler A--- ANeg) = (—1)P(e; A--- Aegla, (3.112)
Portanto para n par temos
det o{a) =1, para a¢€ CE;‘,q,

det o{a) = ~1, se a€CL,,.

Com isso,
o(Tpqe) =0(p,q). n=2k{keN) (3.113)
3.10.4 Representagao adjunta contorcida
Considere a representagio @ do grupo de Clifford definida por
o(a){v) =ava~! (3.114)

e denominada representagio adjunta contorcida®. Definimos o grupo de Clifford-Lipschitz
contorcido I’y , como

Tpg={a€CL, | Gval €V, Vv = BP9} (3.115)

E ficil vermos que fp,q ¢ o conjunto dos elementos de I'y ; que tém paridade definida.
Os resultados obtidos para o podem facilmente ser adaptados para . Notemos que o
andlogo da eq.(3.103) para & é

glap)(vi) A~ AT (ap)(vi) = (mi)p(k_i)ﬁ(ap)(vl A AVE).
= (=1 a{az){vi A~ Avg). (3.116)
Usando-se agora a eq.(3.108) segue-se que
Flap)(e) A ABlap)(en) = (~1)Papler Ao Aen)ay!
(~1)"P (=1 e A~ Aeg, (3.117)

de modo que
Flap)(e1) A AG(ap)(en) = (~1)7(e1 A-+- Aeg). (3.118)

Com isso, da eq.(3.102}) podemos concluir que
det T(a,) = (—1). (3.119)

Notamos que det G{a,) ndo depende de n como ocorre com det o{a,). Como det G{a,) =
+1, temos

5(Tpq) = Olp,q). (3.120)

¥ aTuisted edjoint representation”.
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Porém ao definirmos
T, =TpaNCE, (3.121)

entdo

3(T;,) =S0(p.) | (3.122)

A aplicagfo ¢ é un homomorfismo e ela é também sobrejetora. Na secio anterior mostramos
que uma reflexfio no hiperplano ortogonal a um vetor u ¢ dada por Sy{v) = Givu~t. Por-
tanto

1 5(u) = 5, (3.123)

Evidentemente u € I'y ;. Agora, segundo o teorema de Cartan-Dieudonné, qualquer trans-
formagédo ortogonal T € O{p,q) pode ser expressa como ¢ produto de um nimero finito
de reflextes do tipo Sy = &(u). Portanto existe um nimero finito de vetores {uy,..., ux}
tal que qualquer transformacio ortogonal pode ser escrita na forma

oluy)...0(ug) =o(uy ... ug), (3.124)

e obviamente u; ...u; € Iy, 0 que mostra que 7 é sobrejetora.
Isso serve para termos uma outra caracterizagdo equivalente do grupo de Clifford-
Lipschitz, como o grupo consistindo do produto de todos os vetores ndo-nulos de CZ,

Tpg={a€Cl,la=vi...vi, vi € R, g(v;,v;) # 0} (3.125)

A decomposicio @ = vy ... v 130 é Unica. Além disso,

k é impar <= reflexdo
k é par <= rotacdo

Podemos ainda mostrar que ker 0 = R", onde R* =R - {0}.

3.11 Os grupos Pin e Spin

Para descrever as transformages ortogonais ndo precisamos de todo o I'p 4, mas de
um subgrupo desse.
A norma de um multivetor é escrita como

N{a) = la]* = (Ga)y, @ € Clpy,. {3.126)
Uma outra defini¢do possivel para uma norma em C£, 4 €
N®(a) = (@a)o. (3.127)
Essas duas normas se relacionam por
N®(ap) = {—1)* N(ap)- (3.128)

Verifica-se que N e N° sdo homomorfismos N, N° : Iy, — R* = R — {0}. Com essas
normas podemos normalizar os elementos de I, ; obtendo subgrupos cujos micleos sao
menores.
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3.11.1 O grupo Pin
O grupo Pin(p,q) ¢ definido como
Pin(p,q) = {a € Tp, | N{a) = =1} 5 (3.129)
Dessa definicdo temos que
7 : Pin(p, q) ~ O{p, q), (3.130)
com
Com 0 uso da norma N° podemos ainda definir o grupo Pin®(p, g) como
Pin®(p,q) = {a € T, | N°(a) = +1} (3.132)
Da eq.(3.128) vemos que N°(a) = N{a) se a € C£} . Como conseqiiéncia,
Pin(p, q) E’?CE;’Q = Pin®{p,q) N CE,;q. {3.133)
3.11.2 O grupo Spin
O grupo Spin(p, g) é definido como
Spin(p,q) = {a € T}, | N(a) = £1} (3.134)
Dessa definigho temos que
@ : Spin{p, ¢} — SO(p,q) {3.135)
com
ker Blgpnepg = {£1} = Za. (3.136)
E imediato que
Spin(p, g} = Pin(p,q) NCL;, (3.137)
e da eq.{(3.133) segue que
Spin(p, g) = Spin°{p, ¢). (3.138)
3.11.3 Os grupos Pin e Spin reduzidos
Podemos ainda definir os subgrupos Pin.. (p, ¢} e Pin (p,¢) como
| i~
i Pin,{p.q) = {a € Tpq | N{a) = 1} (3.139)
e
Pini{p,q) = {a € Tpg | N°(a) = 1} {3.140)
além de um outro subgrupe Spin, {p, ¢} como
Spiny(pg) = {a € Ty | N(a) = 1} (3.141)
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Seja v € RPY. Da eq.(3.123) sabemos que &(v) = S, € uma reflexic no hiperplano
ortogonal a v. Por outro lado N(v} = v? = g{v,v) e se N(v) = 1 entdo g{v,v) = L
Portanto os elementos de Piny (p, g) sfo tais que &(a) consiste no produto de reflexdes em
hiperplanos ortogonais a vetores do tipo g(v,v) = 1. Se T(a) é a matriz representando
essa transformacado ortogonal, isso significa que det Dy ndo pode mudar de sinal nessa
transformacao. Assim

7(Pin.{p,q)) = O+(p,q) (3.142)

Por outro lado, N°(v} = —v? = —g(v, v}, de modo que N(v) = 1 implica que g(v, v) =
—1. Portanto os elementos de Pin, (p, ¢) sio tais que &(a) consiste no produto de reflexdes
em hiperplanos ortogonais a vetores do tipo g(v,v) = —1. Nesse caso para a matriz T{a)
é o det A, que nao muda de sinal. Conseqilientemente,

a(Spin, (p.q)) = S04 (p. q). (3.143)

O nicleo das aplicagbes (3.142, 3.143) é Z. Nesse caso dizemos que, por exemplo, o
grupo Spin_ (p,q) € o recobrimento duplo de SO, (p, g). Podemos escrever que

Pin,(p.q)/Z2 = Os(p,q) |
Spin. (p,9)/Z> = SO (p,q)

Como conseqiiéncia imediata do assunto discutido nessa sego temos o

(3.144)

Teorema 3.17 » Seja Clpg a AC de B ¢ Cf;q sua subdlgebra par. Fntdo sen =
p+g <5 temos

| — .
Spin, (p.q) = {RECL;, | RR=FRR=1} <

3.12 A &algebra de Lie dos grupos associados

Grupos de Lie podem ser vistos como variedades munidas de uma estrutura de grupo,
onde as operacdes do grupo sdo diferencidveis. Nio entraremos em detalhes sobre os con-
ceitos ligados aos grupos de Lie [Ri93][La97][Sa00]. pois o que nos interessa neste capitulo
é estudar as algebras de Clifford e todos os conceitos relativos a esse formalismo. Entre-
tanto, como as algebras de Lie aparecem dentro das dlgebras de Clifford, wma pequena
discussio se faz oportuna.

Os grupos definidos nas se¢Oes antecedentes sao grupos de Lie, e a dlgebra de Lie desses
grupos pode ser identificada com um subespago de C4p 4 e 0 colchete de Lie € dado pelo
cornutador

[a.b] = ab — ba, (3.145}

para a, b elernentos desse subespaco em questgo.
Considerando CZ} ; o grupo dos elementos inversiveis (eq.(3.95)), definimos a funcao

exp:Clpy — Clp,
o an
a expaxg — (3.146)
n!

n=0

O espago vetorial V = Cf,, com produto definido pela eq.(3.145) pode ser identificado
com a algebra de Lie de Cfj .
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Como exemplo vamos considerar o grupo de Clifford-Lipschitz I'p ;. Esse grupo é um
subgrupo de Lie do grupo de Lie Cf; ; e sua dlgebra de Lie é um subespaco vetorial de
Cé, 4. Suponha que X seja um elemento da dlgebra de Lie de I'p ;. Entdo exp(tX) é um
elemento de IT'p 4, ou seja,

f(t) = Ad exp(tX)(v) = exp{tX) v exp{—tX) € RP?, Vv e RFY, (3.147)
Definindo
(ad(X)N(vi=[X,v]=Xv ~-vX. (3.148)

e usando o conhecido resultado da teoria de grupos [Cr90}.
Ad{exp(tX)) = exp(ad(t X)), (3.149)
temos que f{t) € RPY se, e somente se,
ad(X)(v) =[X,v]=Xv —vX e R {3.150)

Prova-se [Va99] que X, um elemento da Aigebra de Lie de I'yq, pode ser escrito como um
elemento

X € Cen(Cly,) @ Ao (RP9). (3.151)

Desse modo, exp{tX )€ [, . )
Ein relac8o ao grupo Spin..{p, ¢), s¢ R € Spin{p, g}, entdo R = R, e, para R = exp(tX},
X deve ser da forma X = a+ B, ondea € R e B € Ax(R?). Além disso, a condigio
RR = 1implicaquel = exp(tX)exp(tX) = exp(2ta}, ou seja, ¢ = 0. Com isso, concluimos
que
Spin. (p,q) 3 R=-exp(tB), B € A(RP9). (3.152)

A 3lgebra de Lie do grupo Spin_ (p, g) consiste no espago vetorial dos bivetores munido
do produto, que € o corutador.
Se B e C sao bivetores, entdo

BC =< BC >p+ < BC >9 + < BC >4, (3.153)
ejéqueém—Beész, L
BC =CB =CB. (3.154)
Aplicando a reversdo na eq.(3.153),
CB =< BC >y — < BC >3+ < BC >4, {3.155)

subtraimos essa Ultima equagdo da eq.(3.153) e obtemos
BC~CB=[B,C]=2<BC>;. {3.156)

O comutador de bivetores é um bivetor e a dlgebra (Ax(RP?), [, ]} é a dlgebra de Lie do
grupo Spin;(p,q)
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Exemplo: a dlgebra de Lie de Spin(3,0)

Considere as quantidades

1 1 1
Ly = 5623,_ Ly = 5831, Ly = ‘;2—812. (3.157}
FEsses bivetores satisfazem
Iy = [LQ:LSJ} Ly = [L3:Ll]7 L3 = [LhLz}: (3‘158)

ou seja, a dlgebra de Lie de Spin(3,0} é isomorfa & 4lgebra de Lie do grupo SU(2). Provamos
o isomorfismo entre esses dois grupos no cap.{4).

A &lgebra de Lie de Spin_ (1,3)
Counsidere uma base ortonormal {vo,71,72; 73} para a algebra do espago-tempo C¢; 3.

Existem seis geradores para essa algebra, j& que o nimero de geradores é o prdprio niimero
dos bivetores de C¥; 3. Definimos os geradores {J;, L;} da dlgebra de Lie como:

1
Ji = 570,
1 ..
L = SeTy, (3.159)

onde €% é o simbolo de permutacdo de Levi-Civita, definido por

- 1, se glo) =1,
eF = —1, se ¢(o) = -1, (3.160)
0. cc

e ¢(c) é o operador sinal da permutacdo, j4 definido na subsec.(3.1.1).
Com essas definicbes provamos as relages de comutagio [Br64] entre os geradores:

[Li,Lj] = "EijkLk,
[Jz'a ']:,1] = —eijkLk:
Ji,L;] = ~€7J,. (3.161)

3.13 As trés definicoes de spinors

Na sec¢do (2.2) vimos que o grupo SU(2), associado s transformaces do vetor-spin,
é recobrimento duplo do grupo ortogonal especial SO(3), ou seja, SU(2)/Z2 = SO(3). O
espaco de representacio do SU{(2) é o C*. Tais elementos de ? sdo ditos spinors, e dentro
da nossa subsegiiente classificacdo, os préprios spinors cldssicos (também conhecidos como
spinors de Pauli), para esse caso.

Provaremos na subsecio (4.1.5} que o grupo SU{2) é isomorfo ao grupo Spin{3), de
onde concluimos que C? é o espago de representagio do grupo Spin{3). Os grupos Spin
estdo naturalmente definidos dentro de uma AC, como vimos na secao anterior, e, no
caso do grupo Spin(3), dentro de Cé39. Dizemos ainda que Spin(3) é a representagdo de
spin 1/2 do grupo de rotacBes espaciais {(em R?) e o grupo SO(3) é a representagio de
spin 1 dessas rotagBes, com Spin(3) ~ SU(2) e Spin(3)/Zs ~ S(O(3). Nao somente nos
restringindo a Cf3 g, iremos definir o spinor cldssico como entidades que carregam uma
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representacao irredutivel do grupo Spin, que € recobrimento duplo do grupo ortogonal
especial e, portanto, a representagio de spin 1/2 do grupo de rotagbes em um espago
munido de uma métrica.

Também serd usada uma outra definicdo para o spinor, a elgébrice, onde um spinor
¢ um elemento de um ideal minimal lateral de uma dlgebra de Clifford. A representagio
da algebra de Clifford obtida dessa maneira serd chamada de representacdo spinorial De
fato, ainda nesse exemplo envolvendo Cf3 g ~ M(2,C), esse ideal é isomorfo a C?, de onde
sugere-se essa outra definicdo.

Além das definigles denominadas clssica e aigébrica, existe ainda a que chamaremos
operatorial. Discutiremos® cada uma delas separadamente, devido 3 sua importancia ao
desenvolvimento da teoria.

3.13.1 Spinors algébricos

Definicdo » Um elemento de um ideal lateral minimal de uma algebra de Clifford
CE(V, g) é dito um spinor algébrico se C£(V, g} for uma dlgebra simples e um semi-spinor
algébrico se C4(V, g} for semi-simples ¢ nao-simples. «

Identificamos os spinors algébricos segundo a classificagdo das ACs discutidas na segio
(3.10). Para uma AC simples temos Cf, ; @ M({N,K) e um ideal & esquerda minimal de
Clpq & isomorfo a KN . No caso em que consideramos uma AC semi-simples, temos Clpg =
M(N. K)®M(N,K) e wn ideal 4 esquerda minimal de 4, 4 € isomorfo a K" . Semi-spinors
algébricos sao classificados de acordo com esse isomorfisino, ou seja, como elementos de
KV . Nesse caso a soma de semi-spinors algébricos é chamada wm spinor algébrico!?. Para
uma AC semi-simples wm spinor algébrico ¢ classificado como um elemento de KN @KV,

De acordo com a classificagdo das AC, podemos classificar os spinors algébricos:

e p —q=0,2 mod 8. Neste caso temos Cf, ; ~ M(2%% R). Um spinor algébrico ¢
um elemento de um ideal & esquerda minimal isomorfo a R

e p—q=4,6mod 8 Temos Cf,, ~ M(2"/2~! H). O espago de spinors algébricos
¢ isomorfo a EZ™47".

e p—q=23,7mod 8. Neste caso temos Cf,; = M(2/72] C). Um spinor algébrico
¢ um elemento de um ideal & esquerda minimal isomorfo a C2™®. A condigiio p — ¢ =

3,7 mod 8 sé acontece se n = p -+ g for fmpar. Nesse caso 0 pseudoescalar I pertence ac
centro de (4, 4 € satisfaz I = —1, definindo assim uma C-estrutura.

e p— q = 5 mod 8 Quando esta condigio ocorre £f, 4 € semi-simples, onde 4, 4 =~
M(2/2-1 1y @ M{27/2-1 H), portanto temos semi-spinors algébricos. O espago dos
semni-spinors algébricos é isomorfo a AT g conseqgilentemente o espago dos spinors
algébricos é o HE™"™ @ B2 Para p — ¢ = 5 mod 8 o pseudoescalar I pertence ao
centro de Cép 4 ¢ é tal que I? == 1. Assim, podemos escrever Clp g = 1Clp o @ _Cly g, com
2Clp g = M(2MA-1H).

s p — g = 1 mod 8. Nesta condicio Cf, , é semi-simples e temos o isomorfismo Cfp 4 >~
M2 R) @ M(2%/% R). Portanto temos semi-spinors algébricos. O espago dos semi-
spinors algébricos é isomorfo a R Entdo o espago dos spinors algébricos € isomorfo
a B2V" @ B2™". Para p— ¢ = 1 mod 8, o pseudoescalar I pertence ao centro de Clpq

®Optamos por enfatizar as ACs reais, pols o case complexo ¢ trivialmente obtido a partir delas.
10Neste case, o ideal nio é minimal.
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e é tal que I? = 1. Neste caso, também é possivel escrever Clp, = 1C&p o ® _Cép,, com
2Cly g = M2P/2 R).

3.13.2 Spinors classicos

Defini¢do » Seja FP¢ um espago quadrético, Cfpq a AC desse espago e Spin (p,¢)
o grupo spin associado a Cf, .. Um elemento do espago de representagdo irredutivel de
Spin_ (p, g} é dito um spinor classico’. «

Novamente de acordo com a classificagio das ACs, podemos classificar 0s spinors
classicos:

e p—q=17mod8. Neste caso temos Cly, = Clpg 1 = Clp g, com p' — ¢ =
p—g+1=0,2 mod 8, ou seja Cfp, = M{2P~V/2 R). Um spinor cléssico é um elemento

. 172
isomorfo a ERQER } .

ep—qgq=2,6mod8. Temos p) —¢ = p—¢g+1 = 3,7 mod 8 de modo que
Cly, =~ M(27/2-1 ). Unmn spinor classico é um elemento de ¢?™/¥-' | O pseudoescalar
I define wma estrutura complexa no espago dos spinors classicos e temos duas represen-
tagdes irredutiveis ndo-equivalentes: uma com J =i € C e a outra com f = —¢. Os spinors
classicos que correspondem a essas duas estruturas sio conjugados.

ep-q=35mod8 Aquip —¢ = 4,6 mod 8 e assim temos a relagio Cf} =
M(2lv~1/Z-1 F). Unm spinor cldssico é um elemento E2™ /%"

* p — q =4 mod 8. Quando essa condigdo ocorre, p’' — ¢’ = 5 mod 8. A sub-dlgebra
par é semi-simples e portanto estabelecemos o isomorfismo Céy, > M(2(*-V/2-1 ) @
M2=D/2-1 T Temos duas representagdes ndo-equivalentes de Spin, (p,g). Um
spinor cldssico é wm elemento de s Agsim, podemos escrever CB; ¢ = +C£;: ¢ @
_cef . ’

* p — g = 0 mod 8. Nesta condigso, p —¢ = 1 mod 8. A sub-dlgebra par C£; é semi-
simples, onde Cfp ; ~ M(2*~1/2 R)@M(2(*~1/2) R), portanto temos duas representagdes
nfo-equivalentes de Spin, (p,g}. O espacgo RV ¢ espaco dos semi-spinors cldssicos.
Comeo no caso anterior, é possivel escrever C£}, = (C& & .CL7 .

Observagio: a definicio de spinor algébrico em R¥P~! é equivalente 4 definicio de
um spinor classico em RPY, j4 que, com base na eq.{3.56}, a saber

Lt =~ Cly . (3.162)

uma representacao irredutivel de CE;?; g € obtida a partir de uma representacao irredutivel

de Cfgp—1. Dai concluimos que um spinor cldssico em RPY é um spinor algébrico em
Rq'p -1 R

3.13.3 Spinors operatoriais

Dada uma dlgebra Zy-graduada como C4, 4, podemos usar sua sub-dlgebra par CZ;,
como um espago de representacdo de Cfp,. Definimos uma representagio p : Clyq —
End(C4 g): que serd denominada representagdo graduada irredutivel (RGI).

" Essa denominagiio ndo é padrio. Estames utilizando-z para enfatizar que se trata da definigio usual
encontrada sobretudo em livros de fisica.
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Escrevemos um multivetor @ € Cf,, como a = a4 +a_, onde

G = —;—(a +a). | (3.163)
Considere agora p = py + p— de modo que
pla) = pi(as) +p-(a-).
Para a_ € Cf,, temos a_¢ € CL;, para ¢ € Cf;, ou seja,
pilos)(9) =asd, Véect, (3.164)
Tome agora um elemento Impar ¢ e defina
p-(a-)(9)=a.¢s, Vé€ CEJ.‘,EQ. {3.165}
Se escolhermos ¢ de modo que
d=1, ceCf, (3.166)
p = py + p— € uma representagdo de Cfy 4. De fato,

P(Gb) = p(ﬂ.{.b.a,. + CL,;.»bm + O‘fmi).g_ + a_b*)
= piloaby) +p-(a4d ) +po-{a_by) +pi{a-b_).

Por outro lado, temos as relagdes

p+(asb:)() = arbid = pi(at)ps(b1)(9),
p+(arb-)(9) = arb ¢ = p.{ay)p-(b-)(4),
p-(a_by)(¢) = a bids = p.{ai)p-(b-)(¢),
p-(a-b_)(¢) =a_ b_¢c* =a_b_¢=p_{a_)p_(b_)}(8),

e, portanto

plab) = pla)p(b) (3.167)

A definiciio da RGI depende da existéncia de um elemento impar tal que ¢? = 1. Nos
casos Chy, ~ C e Cipo ~ L esse elemento ndo existe. Para saber se p € redutivel, siga o
seguinte raciocinio: suponha que exista um elemento w; € CE;“, g tal que

(@) =1, ws=qsw. (3.168)
Assim podemos escrever C€, = (47 © _CL;, onde
1
£Clp g = Clp s (12 @), (3.169)
de modo que, para ¢4 € +C4; , temos
$rw) = k. (3.170)

Cada um dos espagos in;ﬁ“,q é invariante pela acio de p, como pode ser visto direta-
mente a partir da eq.(3.168). Além disso esses subespagos sao subdlgebras de C£7 .
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Se existir um outro elemento par w; tal que (w9)? = 1, Waw; = w w2 € WaS = Wy,
entdo os subespacos ,tCEI"j;q nao carregam uma representacio irredutivel. Definimos, pois,
outros quatro subespacos

.1 1

cada um mmvariante pela agdo de p. Podemos entdo continuar com essa construcio se
tivermos wm outro elemento par ws tal que (@3)? = 1, waw1 = w1 @3, W3wW2 = W3 €
wss = szwoz. Comstruimos, agora, oito subespagos invariantes.

Quando ndo existirern mais elementos pares satisfazendo essas condigbes, temos entdo
uma representacdo irredutivel. O espago que carrega tal representacfo serd denominado
dlgebra spinorial, que é uma sub-dlgebra da sub-algebra par e em alguus casos ela mesma
pode ser a prépria sub-dlgebra par.

Definicdo » Um elemento do espaco de representacio graduada irredutivel de Cf, g €
denominado um spinor operatorial. «

Na verdade existern ainda outras subdlgebras de Clifford que podem ser utilizadas
como espago de representagdo. O estudo dessas subdlgebras e a completa classificagdo dos
espacos operatoriais definidos em termos de subdlgebras tem sido objeto de estudo atual
[Mo00].
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Ich will wissen, wie Gotlt die Welt geschafft hat.
Fir diese oder jene Erscheinung interessiere ich nicht.
Ich will Seine Gedanken wissen, das Ubergeblicbene ist ein Detail.!

Albert Einstein

4.1 A é&lgebra de Pauli C/;

Considere o espaco euclideano R? e uma basge ortonormal {e1,e2,e3}. A dlgebra de
Clifford Cl3 g, também chamada dlgebra de Pauli é gerada por {1,e;,ep, e3}, tal que

glei, ;) = b = %(eiej +eje;), (1,7 =1,2,3). (4.1)
Um elemento genérico de Cf3 g pode ser escrito como:
Y =a+ ate; +a’eq +a’es+ at%ern + atlez + aPen +pes, {a, at, aij,p} e R {4.2)
E possivel também escrever

¥ = Yy + Y1 + P + Y3, (4.3)

onde ¥, =< ¥ >, (© = 0,1,2,3) e < >, é o operador que projeta um multivetor
arbitrario na sua parte p-vetorial, conforme descrito na secéo (3.2). Em se tratando de
Clzp, o8 3 (anti)automorfismos aplicados sobre um multivetor ¥ € Cf3 arbitrdrio, sao
esCritos como:

P = 1o — 1 + o — Vs, (4.4)
$ =1+ 91 — P2 — Vs, (4.5)
¥ =1 — Y1 — P2 + V3. (4.6}

Além disso definimos a norma de 4 € Cl3 o como ja feito na secio (3.12), a saber,
N(y) =<9 >o. (4.7)
Através da involug@o graduada escrevemos Cf3p = Cfg”’@ & Cl3 4, com

Clyo = {9 € Clsg | ¥ = 2y} (4.8)

Yefy desejo saber como Deus criou o mnundo. Nido me inferessa esse ou aquele fendmeno. Bu quero
conhecer Seus pensamnentos, o resto € mero defalhe.”
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C#3, é a subalgebra par de Cf3,0 e seus elementos® sio da forma
CE;;O 3 s =a+ale;. (4.9)
Dados dois vetores u,v € R®, escrevemos, pela definicio da 4lgebra de Clifford,
uv +vu = 2g(u,v) = 2u-v. (4.10)
Entdo, o produte geométrico de 2 vetores € escrito como

uv=u-v+uAv, {4.11)

onde uAv = L{uv~vu).

4.1.1 O produto vetorial

Considere o produto exterior
uAv = (uiei A ’bjej) = (v1ug ~ urvele1eg + {vaus — vaus)eqes + (vsu; — viuzleres. (4.12)

Vemos que as componentes do produto acima s80 as mesmas do produte vetorial usual,
mas o elemento acima é um bivetor, um elemento de A3(R?), que nio muda de sinal
perante uma inversio espacial’. Queremos caracterizar o produto vetorial u X v entre
dois vetores de B® como um wetor de R? e, como tal, deve mudar de sinal perante uma
inversao espacial. N&o podemos dizer que o produto exterior é o produto vetorial. No
entanto, para relacionarmos esses dois produtos, usamos o operador dual de Hodge, que
foi definido na subseco (3.3.1), a saber,

* 1 = 7 (4.13)

onde o pseudoesecalar

I; J=ejepe; (4.14)
|

satisfaz 32 = —1. Dessa maneira,
*#€1€3 = €3, H*€283 = €1, *e3E€; = e3.
Portanto
*{uAv) = (vpug — vzug)e; + (vau; — viugles + (viug — uivo)es. {4.15)

Sob uma inversio espacial o vetor *(uA v} muda de sinal e, com essa motivacao, definimos
o produto vetorial

uxv=#uAv)=—(uAv)I (4.16)

Logo, segundo a defini¢do acima, u X v é wmn vetor, ao contrério do produto vetorial cujo
resultado é um pseudovetor. Quantidades fisicas que nfo trocam de sinal perante uma
inverséo espacial devem ser, portanto, descritas por bivetores.

2Tais elementos, se satisfizerem a relaco N{p4) = w4y = 1 sdo chamados de rotores, e, por definicio,
pertencem a0 grupo Spin.(3}.
3Definimos uma reversio espacial como uma inversio de sentido dos vetores e; da base.
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4.1.2 Representacao de C4;,: as matrizes de Pauli

J4 sabemos que existe um isomorfismo p : C3g9 —+ M(2,C) e queremos obter nma
representa¢do matricial para os muitivetores de Cf3 o. Seguimos as regras para tal obtengao
[BT87][Va99]:

i) Escolher um conjunto de N idempotentes primitivos ortogonais f4 (4 = 1,...,N)
de Clp 4 tais que ) 4 fa = 1 e dentre esses um idempotente particular.

ii} Escolher elementos {£41} e {£14} tais que fi = &14€4: e fp€ar = 6anfar e
&E1afs = daBE14-

i} Definir wma base para M({N,K), onde K = R,C ou H, através de £4p = £41€1B-
A representacio matricial dos geradores 7; = vy(e;) de Cf, 4 é dada por

(w)aB =Y _ Ecavi€pe. (4.17)
c
Para o caso de Cfz, escolhemos dois idempotentes primitivos?

fi=ites), fo=g(l-es) (4.18)

As condigc"}es fggll = 511 fg =0e flgll = gllfg i 511 s80 satisfeitas para 511 da forma
(a + b3){1 + e3). Além disso £1,£;) = &11, de modo que uma solugéo é dada por a = 1/2
e b == 0, Portanto

1
811 = -é-(l -+ 83}- (4.19)

As condigées flgzl = 821f2 =0e fggm = gglfl = 5531 830 satisfeitas para 821 = (a’e1 +
begi(1 + es). Ja as condigbes fofip = E1pf1 = 0 e fi€1p = &12f2 = &2 sdo satisfeitas
para £12 = (a"e; + b'ex}{1 — e3). A condicio e;2€z = &) implica que a'd” = a"V e
a'a” + b = 1/4. Uma solugdo é dada por ¥ =% =0 e a’ =d” = 1/2. Assim temos

1 1
Eip = 815(1 —e3), &= 61*2*(1 +e3). (420

Da relacao Ez2 = £21&12, encontramos que
1 ,
Eqp = —2—(1 —es). (4.21)
Tnvertendo as equagbes acima, obtemos

1=2£&y + &y, e3=~&;—E&n,
e; = £+ &y, erez =&y — Eo.

Além disso,
€g == €281€1€3€e3 =~ e1ere3e,83 = 36183 = i8163 = ‘iggl s 2-512. (422)

Portanto a representacdo matricial p : e; — p(e;) = o; dos vetores e; é dada por:

o= (0 1) s (2 5): der-em (b 5)

[423)

A escolha mais arbitrdria seria fi = 3(1 + u), com v® = 1, mas como u pode ser obtido a partir de
uma rotagio de e, a escolha €, de fato, geral.
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que sdo as mairizes de Fauli. Segundo essa representagéo, um rmitivetor ¢ € Clzp é
levado emn uma matriz ¥ = p{y). Se ¢ é dado pela eq.(4.2} entdo ¥ é dado por

¥ ( {(a+a3}+i(a3‘2+p) (a* +a®®) +i(a®® - a?) ) _ ( z1 23 )

T\ (@~ a¥) +i(e® +a?)  (a—ad)+ilp—al?) J {4.24)

Em termos dos {anti)automorfismos de Cf34, obtemos a correspondéncia

‘i’z(zi 23)7 ‘i’m( 24* "“iz): ﬁ}m( = ""“33) (4‘25)
23 24 "“2'3 Zl -y Z1

Além disso wm elemento de C43, é representado por

S A S
p({p*?‘) - ®+ = ( wo w; ) ; Wi,wW2 € C. (4-26)

4.1.3 O operador V em Cls,

Considere o espaco euclideano tridimensional B°, onde para cada ponto x € E° temos
1E13ix ~ R3. Ao invés de tratarmos as coordenadas de wmn multivetor constantes, podemos
definir wn campo multivetorial A = A(x), com x € E®, cuja forma geral é

A =a(x) +al(x)e; +a®(x)ez + a3 (x)es + al®(x)ers + a¥(x)ers + a® (x)ess + p(x)eyas.

(4.27)

Definimos o operador nabla V : Cé3 3 — C{3¢ que age sobre um campo multivetorial
A{x) através da equagdo

VA(x)=¢; WE?—A(X) + € —(?——A(x) + eg—-a—A(x). (4.28)

3,’51 BSCQ 32.‘3
Analisamos primeiramente o caso particular de um campo escalar AY(R¥) 3 ¢:E° - R
Neste caso,

9¢(x) Op(x) , . 9¢(x)
Vv = = grad s 4.29
$(x) =€ ) + €2 Bz + €3 5z grad $(x), (4.29)
que é o préprio gradiente de ¢(x).

Tomamos agora outro caso particular, o de um campo vetorial Ag{R3} 3 Q : B —uy B3,
que tem a forma

0(x) = Ql{x)e; + PP(x)es + ¥ (x)es. (4.30)
Portanto,
Vi (x) = e %(Ql{x)el + 2%(x)ez + 3 (x)es) + 82%(91(3{)81 + Q% (x)es + P (x)es)
-+—e3£_;(£23l (x}e; + D2(x)ey + 3(x)e3)
= V- -Qx)+ VAQ(x), {4.31}
onde

_ x| 00%x) | 90%(x)

V- ix) 3z, G2s 5zs

(4.32)
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é o divergente do campo vetorial £(x) € A;(R®). Além disso, a parte que envolve o
produto exterior, a saber,

TADK) = (Bﬂz(x) B Bﬂl(x}) ereq + (Bﬂi(x} B 893(::)) eser

Az, Ozs Ozs dz,
(B )
pode ser relacionada ao rotacional® como
V x 0(x) = +{(V A §2(x)) = curl £2(x}), (4.34)
que é identificado como sendo o rotacional de (x).
Utilizando o isomorfismo Cf3 g >~ M(2,C), temos a correspondéncia
8 8 .8
Ve ( g Iy T m ) : (4.35)
3z 18z Bz3
4.1.4 Quatérnions
O anel dos quatérnions H é constituide por elementos da forma
g=q+ai+gpitat=qg+q (4.36)
onde g, € R e {i,}, £} s80 as unidades quaternidnicas e satisfazem
P2=9?=¥=-1, di=-ji=t ji=-B=1i  EH=-it=j. (4.37)

Chamamos gg = Relg) a parte real de g e Q = qii+qoj+g3t = Pu{q) sua parfe gquaterniénica
pura.
Ja vimos que
Cfg:a D@L =a-+ ame]_g + a}"3e13 s 0236237 (4.38)

e que

H = Clyp = CLJ, (4.39)

Introduzindo a notacgao
i=ese3, j=eze;, k=epey, (4.40)

construfmos explicitamente o isomorfismo ¢ : H — C£F,, dado por
=1L ¢G)=j <®B=k (4.41)

Os bivetores {i,], k} satisfazem s mesmas regras que as unidades quaternidnicas {i,j, £}.
Podemos ainda escrever ¥ € {f3 5 da forma

¢ = (a+ JIp) + (a'? — Ja®)esn + (a® — Ja')egs + (—a™® — Ja?)es;, (4.42)

o que nos permite verificar de modo explicito que

CoHo~ 62330 {4.43)

e que, portanto, C®H ~ M(2,C}, que é uma relagio cldssica entre as dlgebras de diviséo
sobre R

534 que v x u = %{v A u}, como j& visto no inicio desta segio.
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4.1.5 Rotagoes espaciais

Considere um vetor v € R® e o vetor v/ obtido de v a partir de uma rotagao arbitréria.
O produto geométrico entre os dols vetores se escreve como

Vivev.vevVAv=v v+ IV xv). (4.44)

Podemos definir Angulos entre vetores usando os produtos escalar ¢ vetorial de vetores, a
saber,

viev = |V|lv|cosé,
vV xv = |[v xviW=[v|v|sinf &, (4.45)

onde W € o vetor unitdrio normal ao plano determinado pelos vetores v e v'. Utilizando
as trés equagdes acima temos

viv = [V/|[v](cos 8 + IWwsind) = exp (IW6). (4.46)
Multiplicando a equagdo acima & direita por v obtemos
v = exp (IWh)v, (4.47)

que pode ser reescrita como

v = exp(IW8/2) v exp(—IW8/2). {4.48)

Portanto uma rotagio de um vetor v € R® no plano cujo vetor normal é W (e direcio w)
por um angulo 6 é dada pela eq.(4.48) acima.

Ja que J é o psendoescalar de Cf3 ¢ ¢ W é um vetor, entéio o produto Jw é um bivetor.
Com isso definimos a rotagdo de wm multivetor por um angulo ¢ no plano cuja normal é
W COomo

| ¢ = exp(390/2) ¥ exp(~IWb/2) (4.49)

Escrevemos R = exp(B), onde B € A3({R3?). Com essa motivacio definimos o grupo

Spin(3) = {R € C¢3, | BR =1} (4.50)

Vemos que as rotagdes realizadas por K e — R tém a mesma imagem. o que faz com que
o grupo Spin(3) seja o recobrimento duplo de SO(3). A partir do isomorfismo Cl3¢ =~
M(2,C), podemos ver que Spin(3)= SU(2), onde

SU(2) = {s € M(2,C) | sls = I,det s =1} (4.51)

De fato, usando as relagées (4.26), vermos que a condicgo RR=1paraRe Cf;g se traduz
em termos de M(2,C) por

RE=1 « (wi “uﬁ)( i ’”’5)m(1 0), (4.52)
wy Wi —Wy W 01

lefz-{- ]’Iﬂz|2 = det ( Wi w3 ) w= 1 (4.53)

Wy w{

ou seja,
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4.1.6 Spinors de Pauli

Um spinor de Pauli, segundo o ponto de vista que denominamos cldssico no cap.(3), é
um elemento de C2, que carrega a representagio de SU(2), da forma

s t+ig

onde ¢;,07; € R, (7 = 1,2). Definimos o spinor de Pauli, do ponto de vista algébrico,
como um elemento do ideal & esquerda CZ3 f4, considerando o idempotente |1 >= f4 =

%(1 + e3). O conjunto {e;,e; f+} € wmna base para o ideal Cl35f.., j& que um elemento
arbitrario de Cf3 pode ser escrito como

¥fs = [(a+a®) + 3(a"? + ") fs + [(&' +a'®) + 3(a® + a®)]e £ (4.55)

Ao identificarmos®

u>mf+=<é g)z@) [2>me1f+m(g é):(?) (4.56)

podemos escrever o spinor algébrico de Pauli como
Cligfs 34¢fs = (a+ig)l >+ +ig)l2>

= Y]l > +1p|2 > (%), (4.57)
P

com g1 = a*? +a'B, oo = a2+ a®, ¢ = a+a® e = a' +a'% o que nos reconduz

4 definicio classica dos spinors de Pauli. Essa dltima notagio é utilizada em livros de

mecinica guintica.

4.2 A éalgebra do espaco-tempo C/; 3

Considere uma base ortonormal {vp,71,72,73} do espago-tempo R'3, o qual pode ser
identificado com o espago-tempo de Minkowski M. A importincia do estudo da &lgebra
C¥, 3 se baseia na vastidao de suas aplicagles em teorias fisicas relativisticas.

Expressamos a ortonormalidade dos elementos da base como

1
Yo~ = 5(')}%'7:/ + Y% Ve) = s {4.58)

onde 175 = —1, Moo = 1 e Ny = O para p # v, (1,v = 0,1,2,3). Um elemento arbitrério
de Cf; 3 é escrito como

Clh3sT = ct+clyp+c'm+ e+ s+ o + Paos + Pryos + ¢Pyis + Py
+cP 23 + 2012 + P Pprs + Prgas + By + M Pro1as. (4.59)
O 4-vetor o103 é denotado por s e satisfaz (75)2 = —1, além de anticomutar com os

vetores (vyys = —7¥57.). Pela tabela de classificacio das dlgebras de Clifford (subsegio
(3.9.8)) sabemos que Cf; 3 ~ M(2,H). A fim de obtermos uma representagio de Cf; 3 em
termos de matrizes com entradas quaternitnicas, faremos uso do idempotente primitivo
f= :,15{1 + ). O ideal minimal & esquerda da dlgebra C¢; 3 é escrito como I1 3 =Cl15f.

8Os vetores |1 >,|2 > sio os proprios autoestados de spin {{+ >, |— >} vistos na subsegio (2.2.1).

& BRiIiCAime .
§ HERE TR A mee medan £
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Um elemento de I 3 é da forma

I3 3 3= (a' +ayas + aya + a'yi2)f + (6 + a®yos + aTys1 + aPyio)wsf,  (4.60)

ande
al = ¢+, o a? =B 4 B
03 = —cl3 — 013, ot =2 4 2 wsl)
a5 = —cl28 4 (0178, a6 = ¢l — 91, .
o = -, P
Ao denotarmos
o=73, Jo=71, ki=702 (4.62)

podemos ver que {i,,j..k,} satisfazem as propriedades das unidades quaternidnicas e
CONSegUIMos escrever

Cliaf = 1133 E=(a' + a1, + %), + a'k.)f + (a® + %L, + 07§ + ¥k, )vsf.  (4.63)

Dizemos que o conjunto {1,vs}f forma uma base para o ideal I; 3. Pelas regras em
{BT87}, podemos escrever

Yo = Fruf + Fruvsf — Frsvuf = Fysvurss- (4.64)

Obtemos, pols, a representacao matricial dos vetores ortonormais y,:

/10 (o (0 AR
70_(0‘"1)’ ’Yl“’"“‘(l 0): 72_(] 0)7 73_(? 0) (4'65)

Dessa maneira,
({160 {00

Com essas representacoes, é possivel escrever T € Cf; 3 como

{c +CO) e (623 + c023)i {_0123 - 60123) + ((:1 4 cOl).-‘_I_
+(=c® = P3Y + (cF? + P2 (4 %) + (3 + P3)E
¥ — - ( a9 )
(mcm + P123) 4 (! )i (c— ) + (B — IB)i+ 43 4

(e — ) + (3 — cP)E (=¢34 c018)j 4 (12 — O12)p

(4.66)
Em termos da reversdo, a representagido matricial de Y fica
T= ( ‘7; "‘;73 ) (4.67)
~gz G4

onde § simboliza a conjugacdo quaternidnica’.

"Dado B = g = go -+ ¢ a conjugagio quaternifnica inverte o sinal da parte pura do quatérzion g, e &
dada por § = go — q. Podemos ainda notar pelo isomorfismo da eq.(4.39) que § é & propria conjugacio em
Clso.
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Casos particulares dos grupos Pin e Spin, definidos no cap.(3), na AC do espago-tempo
C#; 3 sdo dados por:

\ Pin,(1,3) = {R€Clis | RR=1} (4.68)

‘Spin_ (1,3) = {Re CLiy | RE=1) (4.69)

Como caso particular do isomorfismo Clpq = Clr .y, parap = 3 e g = 0, temos a
correspondéncia:

883,9 = C£I3
CIiT!R k-vetores R!IT|C
o+ 0 0 + 1+ +
- =1+ 1 2 -+ | -
— |+ |- 2 2 T
+-T-] 3 4 T4+

onde C denota a conjugacdo, I a involucdo graduada e R a reversio.
Na tabela acima estd implicito o isomorfismo CE;’:E., ~ Cl39, dado pela aplicacdo p :
Cf{tg) — Clag

p(vi) = e =Y (4.70)

Dado um vetor X = z#vy, de R!# | pelo isomorfismo acima vemos que

XYy = x“'yn'm =zl + Ii’}'z")/o = g0 + :riei ERD RS, (4.71)
Com isso € imediato mostrar que ex; = ~x; € ey = Yorj- Dizemos que um vetor de RlS
é isomorfo a um paravetor [Ma89][Po95] de R3, que é definido como sendo umn elemento
do espaco vetorial R @ 5.
Com base na tabela acima podemnos ver que a norma s% para s € Cﬁ“f;s € equivalente &
norma o& para o € Clzg, onde ¢ = p(s), de modo que podemos definir o grupo

Spin (1,3) = {s € Cyg [ 55 =1} (4.72)

Note que em (4.69) temos a reversdo, enquanto em (4.72) temos a conjugacio.

4.3 A Aalgebra de Dirac C®@C¥¢; 3

A 3lgebra de Clifford usual encontrada nos textos de mecinica quintica relativistica
ndo € a 4lgebra de Clifford do espago-tempo Cf; 3 = M(2,H), mas a sua complexificagéo
C®Cl 3 ~ M{4,C), achamada dlgebra de Dirac. Nesta segio obteremos a representacdo
de Weyle a representacio padrio da dlgebra de Dirac. Denotaremos C®{eg, e;, 2,3} uma
base para C ® C{y 3 e reservaremos, a partir desta se¢do, a notagdo {yo,71.7v2,¥3} (Vu =
v{ey)) para a representacdo matricial dos vetores {eg,e;, ez, e3}, diferindo da notagio
da secdo anterior. Considere a base ortonormal {ep, €1,ep,e3} de RY3. Pela tabela de
classificagio das ACs (subsegdo (3.9.8)), vemos que C ® C/4; 3{R) = Cf; 3{C) ~ M(4,C).
Assim devemos obter quatro idempotentes primitivos P, P, P e Py tais que 1 = P, +
P, + P3 + P4. De acordo com a proposi¢ao (3.3}, basta obter dois elementos ey, ey, de
C4, 3(C) que comutem entre si e que, multiplicados por eles mesmos dao a unidade.
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4.3.1 Representacao padrao

Para esta representagdo tomamos ey, = €p € €y, = iejez. Assim

1 1 .
Pl = ;.,_)(1 <+ 60)“2—(1 -+ Zeleg),

1 1
P = — — —
2 2(1 +60)2(1 ieren),

1 i
Py = —2~(1 - 60)5(3. + tereq),

1 1
Fi=5(1~e); (1 ~iere). (4.73)

Esses quatro idempotentes primitivos sdo similares. De fato,
eisPilers)™ = Py, esgPy(e30) " = P, ewPilen) ! = Py. (4.74)

Assim e3P C Png;}g(C)P;, esP) C chE;,g(C)Pl eeph; C P@Cfl,;g(C)Ph e colocamos

& = PBi,

&y = —eph,

& = esolfl,

541 = elgPl . (4.75)

Com a restrigdo de que &); C PiCl, 3(C)FP; e £1;€;1 = Py, podemos estabelecer que:

En = Py

12 = ek,

&1z = esbs,

s = ephs (4.76)

Os demnais &;; estao tabelados abaixo:

| &

i P e3Py ezP3; ek
e13 P B ewfs  —ezby
s esod;  ewP Py e135
L e ez —eizh Fy

Das identidades (4.73) podemos obter explicitamente as representacdes matriciais de
ey, que serdo denotadas por v, = v{e,)-
(i) eg=P + P~ Py~ P, =81 + &9 ~ £33 — £44. Entao,

10 0 ©
01 0 0 I 0
Hel=mn=1 4 4 _1 ¢ :<0 _I). (4.77)
00 0 -1

(ii) e1g = e P + e1oPoe + e Ps + e1p Py = Eq1 + Esp + Ea3 + £14. Portanto
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0 0 0 1
6 010
Mew)=r0=1| 5 | 4 ¢ (4.78)
1 00 0
e
6 0 0 1 1 0 0 0 6 0 0 -1
- _ 10010 601 0 0 100 -1 0
’Y{ei) =T = Y0 T 010 0 00 -1 0 = 0 1 0 0
1 000 00 0 -1 10 6 0
n 0 —J1
(0o, u
(iii) esg = e3P + e30 P + e3P + e3Py = 31 — 42 + E13 — E24. Portanto
0 6 1 0
_ 10 0 0 -1
v(eso) = 130 = 10 0 0 (4.80)
0 -1 0 0
€
-1 0 00 0O 01 0 0 0 -1 0
_ _ 0 -1 0 0 0O 60 -1 )] [0 O 6 1
0 6 0 1 0 10 0 0 -1 0 0
_ 0 —o3
= ( o5 0 ) . (4.81)

{(iv) P+ P3 — Py — Py = ie1ep = eg = teg{eat PL + eo1 Ps — eg1 P — e Pa) = iep(E1s +
Ezg — E3 — £41). Segue-se dai que

10 0 0 0 0 0 1 0 06 0 1
401 0 0 0 0 -1 0 00 - 0| [0 -0

"= o0 -1 0 0100=0w200“(02 0)'

00 0 -1 -1 0 0 0 1 0 0 0
(4.82)

A representacao padrao das matrizes de Dirac é dada entZo por
7(80)="79:(g __{_)I), ’Y(fik)=’Yk=(£k gk) (4.83)

t

4.3.2 Representacao de Weyl

Para esta representacao tomamos ey, = e5 == €g123 € €1, = i€1€2.

1 1
P} = 5(1 + 85)5(1 + ie;ez),
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1 1 )
Pg = ‘2—(1 -+ 65)5(1 - 36182),
=Ll —elisi
5= 3 €s)5 iejea),

1 1
Py = 5(1 - 85)5(1 — igjeg). (4.84)
Também no caso da representagio de Weyl esses quatro idempotentes primitivos séo
similares. De fato,

eoPiej' =P, etPiel' =P,  enPilen)” = P (4.85)

Mais geralmente podemos dizer que todos os idempotentes primitivos sdo similares em uma
4lgebra simpies. Assim eg Py C cheijs (C)Pl el C P4C€173 (C)PE, e C _P2C,£173((C}_P1
¢ estabelecernos que

En = B

Ean = enhr,

&31 = eohFy,

Eq = elP. (4.86)

Com a restri¢do de que &5 C P1C{ 3(C)P; e £1;€;: = Py, podemos estabelecer que

&y = P,

12 = ey

13 = e,

14 = —e Py (4.87)

As outras entradas matriciais &;; estio tabeladas abaixo:

!
J P eqPr eF; —elFy
ep Py Py —e1 P eg Py
] eP; eP; P; —eq Py
eaP eP2 ephs Fy

Obtemos abaixo explicitamente as representagbes matriciais de ey, que serdo denotadas

por v, = v{eu}-
(1} ep = e + epPo + egP3 4+ egPy = E31 + E4p + E13 + £24. Logo

G

é =(?é). (4.88)
0

(ii) er=e P +e1P+ e P+ e Py = &4 + E3p ~ Loz — £14. Portanto

v(ea) =y =

[ ene R von R s

o B S e B e
fus B e B e B S



4. Algumas dlgebras de Clifford immportantes 71

6 6 ¢ -1
- _ 00 -1 0 _ 0 —&
e=n=101 % o |=(a 3) (4.89)
10 0 0
(iii) tes = P+ Pa— Py~ Py = es = —i(P1+ Po — Py — Pg) = —i(Ey1 + Eop — E33 ~ Ega).
Dai,
-t 0 0 0
o —i0o0 ]| (-i 0
0 o0 0 4

(iV) ?:8182 = .Pl -+ P3 - P2 - P4 — €9 = 'l:{e]_P; +81P3 - 81P2 - 61?4) = i(€i4 - 532 b
Eoa + £41). Segue-se dai que

0 0 o
o0 <0 [0 -
=10 —i 0 0 ‘(ag 0)' (4.91)
i 0 0 0

Da igualdade es = eg123, vemos que e3 = —egi1e5. Matricialmente podemos mostrar que

0 0 -10
oo o 1] [0 -0
Mea)=1 1 g o o _(03 0 )
0 -1 0 0

A representacio de Weyl das matrizes de Dirac € dada por

v(eo) =0 = ( ? é ) o er) = = ( 0 -~ ) {4.92)

4.4 A algebra Clyy

Considere agora a dlgebra de Clifford Cfa4. Seja {e4} (A=0,1,...,5) uma base
para o espago R** com el = ¢ = 1 e e = € = ¢} = ¢ = ~1. Considere também
o espaco B*!' com uma base ortonormal {E4} (A = 0, 1, ..., 4), onde E} = ~1le
E?=E} = E? = E? = 1. Como caso particular das defini¢des de grupos Pin e Spin no
cap.{3), apresentamos os grupos:

Pin.(2,4) = {Q € Cla4 | QQ = 1} (4.93)

Spin (2,4) = {Q € (43, | QQ = 1} (4.94)

Além disso, definimos:

$pin_ (2,4) = {D € Cfy, | DD =1} (4.95)
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O grupo 8pin.{2,4) & definido a partir do teorema (3.12). No presente caso ondep =2 e
g=4
Clfy = Clsy = C®Clyys. (4.96)

4.5 O isomorfismo C{;; > C®Cl13

Queremos descrever as transformacgdes conformes no espaco-tempo utilizando para
isso a algebra de Dirac C ® Cf; 3. Para isso explicitamos trés isomorfismos importantes
entre C441 e C® C¢; 3 nas trés subsecdes que se seguem. Estudaremos esta dlgebra mais
detalhadamente, pois definiremos os twistors como spinors algébricos em R*! ou, de modo
equivalente, spinors cldssicos em R%*%, que sdo elementos do espago de representacdo do
grupo Spin, (2,4) que é definido, pela eq.(4.95), em C{) ~ C ® ¥, 3, ou seja, na algebra
de Dirac.

4.5.1 A identificacao v, = E E,

Em se tratando do isomorfisme €€y =~ C®Cli3, com vy, = F By (v =1,2,3,4) e
¢ = Fgio34, podemos mostrar que

Eo = —imes, Ey= —iy, E»=1iyn3, F3= iy, £4= —ty0123. (4.97)

Um elemento arbitrdrio de Cfy | pode ser escrito como:

Z=H+ HAEA -+ HABEAB + HABCEABC + HABCDEABCD + H91234E01234, {4.98)
que pode ser reescrito na forma
Z=B+ B'u’}’p, + B'Lw’}‘,uz—- + B“vc'mtza + 3012370123:

onde

B=H-+ ,',:_Z':[(JIZM7 B{} ”—“:‘—H[M . iHlQZﬁ} Bl = {4 . Z'H023}
BZ — H24 +z’Hﬂl3, BS — H34 - iHGlz, BlZ = — 2 - 2-_[{&2)347
Bl3=—Hl3——iH924, B23=__H23+Z'H(314 BOlz—HM—iHZM,
BO2 = 02 + iH134, 303 — —-HO3 - E.Hl%, BNZ . __ pp0i24 _ iHS,
BULS — Jyo134 + iH?, BB — - FF0234 _ 2'le B — 1234 2‘}'{07
39123 — Hﬂi??; - 2H4

Com essas identificagtes podemos relacionar os (anti-)automorfismos de C£4; com os de
C€1,3, a saber,

Clay ~C ®Cly g, (4.99)
Cliy ~ C®ClLs, (4.100)
C&;}; ~C"® Cé3, (4.101)

Ly, = EyCly By~ C@Clhg, (4.102)
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Cloy = EsCly By ~ C o Tls. (4.103)

Usando a representacdo padrdo para as matrizes 7, obtemos

£11 ®iz 213 214

o(Z)=Z=| P % B Au ( $1 P2 ) _
%31 232 233 234 ¢35 P4 )
241 X4z 243 44

onde

Z11 = (H +H04 +H034 - HS) +?:(H81234 _ H123 +H12 +H0124),
( HIS __H0134 +H014 - Hl) +i(mH024 'i"H?“?'HzS _{_1:_,1'0234:)7
(H03 H34 +H4 -+ HO) +i(H124 o+ H012 + H0123 - H1234),
(H{Bl Hl4 H134 H013) + i{H234 +H023 _ HOZ + H?é)_
= (H' + B34 4 gO14 _ g1y 4 5(g02 _ f2 +523+30234);

322 — (.H +HD4 H034 -+ HS) +,j(H01234 _ H123 - HZ? - H8124),

(Hﬁl Hl4 +H134 +H013) + 2‘(1:3’234 +H023 +HG? = H24),

( HOS +H34 +H4 ~+~H@}+z( 3124 B—DlQ _;_H0123 MH1234),

(HCB H34 +H4 HG) +2(H124 H012+H0123+H123‘4),

— (HO + H'4 — HI34 4 gU3) 4 (4 gos _ go | g,

( — g + Hl}34 + H3) +i(H01234 4+ H123 + H12 MHGI24)’

234 ( HIS +H0134 +H014 -{-—Hl) +i(wH024 — H2 +H23 —_ ng‘%),

L= {HOI +H14 +H134 ___HOiS) + ?:(H234 _ H023 +H02 + H24)

_ (_HOS - H34 +H4 - HO) + i(MH124 +H012 +H0§23 +H§234)7
43 = (H13 _ H{3134 +~H014 ~{~H1) + ?:(HOM +H2 +H23 - H9234)§
(

Zaq = u __HM - HBM “H3) +?:(ng34 +H123 - H12+H0124).

Com essas expressoes, relacionamos abaixo as operagOes matricials aos (anti)automorfismos
de Cly4,:

1.Conjugacéao:

oZ)=%= Zgi Zi1a '—i;tl "'?4 ( ‘?54 —G?; ) ?
* * ¢3 ¢}‘
TE32 THn Rz
onde T denota conjugacdo hermiteana.
A relacio ZZ = 1 em Cfy; se traduz em M(4,C) por ZZ = 1, ou seja:

(0—1) ol ol (0 1)(¢1 ¢2):(1o)
10 ¢, oy S\ -1 0/ 65 ¢4 0 1
6l ¢l (0 1 ¢ ¢2)__(0 1
=>(¢£ ¢} ”18)(% ¢s ) —10)’

o que significa que Z € Sp(2,C) [AM67]. Dessa relagio, que podemos escrever na forma
7' JZ = J, segue-se que {det Z)?> = 1, pois det J = 1, e daf

det Z = £1. (4.104)
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Entretanto essas duas possﬂ?ili(iades ndo podem ser realizadas no caso simplético como o
podem no caso ortogonal. E bem sabido [Po95] que, se Z € Sp(n,K), entdo det Z = 1.
Logo, a eq.{4.104) ndo admite a solugdo det Z = —1 e vale somente a relagio

det Z =1 (4.105)
2. Reversio:
244 R34 224 —Z14
5| —ms oz —ms z(adj(m) adj(¢2)
Zqp TR 22 T2 adj{¢3) adi(¢;) }°
—Z41 231 221 211

onde adi(¢) = (det ¢) ¢71, Ve € M(2,C).
3.Involucio graduada:

2 —y —Zy  Za
| ~F2 ZI Zzz; —2i3 =( cof(¢1)* *Cﬂf(@)*)
—Zyy %y T4y —g3 ~cof(¢3)*  ecof(da)* )’
Z3p A3 A3 2
onde
cof a by _ d -e¢
c d} \-b a ’
4.2" = EsZEy;:
Za2 ™~&312 242 —Z32
ge . | TAm A1 —Ea oz z(adj(ﬁf’l) aci{j(qﬁg)).
234  —Z4 Zag 234 adj(¢2) adj($4)
%23 X113 —Z43 233

5. ZA — E4ZE@ WE4Z~'E4 == :E;‘.

%33 Z3¢ Z3g1 232
gh | s wa oz 2 | ( P4 P3 )
213 214 Z11 212 $2 1 )
233 %24 21 A2
Fizemos os cdlculos acima para a representacdo padrio. Para a representagio de Weyl,

embora os coeficientes z,, da matriz Z sejam diferentes, todas as relaces descritas pelas
itens {1)-(5) acima sfo também satisfeitas. O mesmo ocorre para todas as outras possiveis
representacoes.

4.5.2 A identificagao v, = iE,

Com esta outra identificacdo escrevemos explicitamente, com i = Epjoz4. & corres-
pondéncia entre a base {E 4} de Cfy; e os elementos da dlgebra de Dirac:

Ey = —iy, E1=~iv, Ep= i1, E3=—ivs, Es= —iypas. (4.106)



4. Algumas dlgebras de Clifford importantes 75

Novamente um elemento arbitrario de 4y pode ser escrito como:

Z=H+ HEs+H*PEyp + H*®CE pc + HAP P Eppop + H' P4 By 034, (4.107)
que pode ser reescrito na forma
Z =B+ Bby, + BFy,, + B*%y 4 B0,

onde

B=H+5H01234, _B()zm_f_:{l?i?%i___2'1:1"01 Bl =—H0234—’iH1,
B2 . HO0134 in, B3 — _gizd _ iH3., B2 - _gl? -i—iHG‘%.,
BlS ﬂ __1:113 _ i_};j’{m‘i7 B?S — _H23 + iHOM BOI — ___HOI - iH234,
BOQ = — F0? + iH}‘34, B . 03 iH124, BO2 . _p3d + iHDlE,
B3 — H2 +iH013, 3923 S < L ‘iH023, B123 . . pp04 + iH123,
BOZZS = g3 _ iHS.

Com essas identificagles concluimos que

Clyy = C ®Clyg, (4.108)
Cli) ~C®Clis, (4.109)
Cly; ~C ®Clis, (4.110)
Cly, = EsCly By ~C & Chis, (4.111)
ey, = EsClyyEy =~ C®Clis (4.112)

No presente caso notamos a diferenca advinda do uso de outro isomorfismo diferente
daquele utilizado na subsegdo anterior. As relagGes acima diferem daquelas pela troca da
involugdo graduada pela reversao em Cf; 3 e vice-versa. Usando novamente a representagao

padrdo para as matrizes v, obtemos a representacdo matricial de Z € Cf;; seguindo o
isornorfismo desta se¢ao.

211 R12 %13 R4

oZ)=Z= Z21 kg2 B3 Ry - ( @1 ¢2 ) )
Z3 %32 233 234 3 @1 )
Z41 242 243 R44
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onde

211 = (H — H24 4 f034 4 fo12y (01234 _ go | pri2 + H3,
219 = (—H13 +HQ4 +H014 %HO23)+?:(WHU24 +H613+H23 +Hi4)
213 = (HOS _H0124 +H4 _ H123) +5(H124 +HS +H9123 ——H{M),
214 = (Hel +H’0234 — H§.34 +Hz) +z‘(H234 +H§ — Hﬁg +H0134)’

2oy = (HES =g +H014+H‘023) +i(H024 — 08 4 g2 winlél)

zog = (H — H234  g034 _ go12) | jgOI23t _ p0 _ pi2 _ prady

203 = (Hﬂl +H0234 +H134 MHQ) ~§*i(H234 +Hl +Hﬂ2 -—H0134},

Zo4 = (__HUS __H{]124 +H4 +H123) +i(“Hl24 — H3 +H0123 +H04}’

71 = (HO — HO24 4 74 4 F138) 4 (FI24 _ fS 4 FOI28 4 [0y (4.113)
z30 = (HOI — JFU234 | fr13d _HQ) + 5(3234 — Y - g2 };[0134}7

233 = (H‘i‘ Hl234 + H034 — H‘ﬂl2) +Z'(H91234 +HU+ H12 — H34)’

234 = (__H13 - H24 +H014 WH€}23} -+ i(____HOM _ H013 +H23 -—HM).

Zq1 = (H()l — Fr0234 +H134 +Hz) _§_5(H23=§ - H +H{}2 +H0134),

240 = (_HDS + g4 +H4 +5123) -i-i(*HI% +H3 +H€Jl23 -F—HM),

243 = (Hlfi + H2 4 H4 _ HDZS) "‘}'i(HUM +HD§3 + H3 L Hltl)’

Zaq = (H‘?‘ H§234 . HG-’M _,}MHOIQ) +Z‘(H61234 “i—HG . HI? + H34).

7

H

Com essas expressoes podemos expressar em termos de operagdes matriciais as operagdes
em termos de Cly ;:

1.Conjugagio:

ES3 * * *
211 Z1 TR TRy ; ;
* * * *
(Z)=Z= Ay my —#p —p | _{ 6 ¢
g =L= 4 ko * * = 1 i .
Zj3 —R3 %33 Zg3 ~¢s Py
L3 £ 3 * *
—Z14 T4 B3 244

A relagio ZZ = 1 em C¥s; se traduz em M(4,C) por ZZ = 1, ou seja,
(1 0) ¢l 4 (1 0)(@ {152)_(10)
0 -1 /0 ¢h ¢l JNO =1 /\ g5 ¢4/ \0 1
L[4 ¢ (1 0)(¢1 ¢2):(1 0)
g o) JNO =1 )\ é5 ¢ 0 -1}’

o que significa que Z € U(2,2}. Portanto provamos o resultado $pin, (2,4} C U(2,2).
Entretanto, vimos pela eq.(4.105) que det Z = 1. Como uma transformacio unitdria
nio altera o determinante, entdo det Z = 1 e portanto Z € SU(2,2), ou seja, $piny(2,4)C
SU{(2,2). Outra maneira de se ver que $pin_ (2.4) ¢ SU(2,2) é que, da relacio $pin.(2,4) C
U(2.2), temos duas possibilidades: ou $pin (2,4} C SU(2,2}, ou 8pin, (2,4} C U(2,2) (com
o determinante de sua representagio p : $pin_(2,4) — End (R?#*) unitdrio e negativo).
Como $pin;(2.4) é a componente conexa com a identidade do grupo $pin(2,4), entdo
$pin. (2.4)C SU(2,2).

Vimos pela eq.(3.152} que a dlgebra de Lie do grupo Spin. (2,4} é gerada pelos bivetores.
Pela eq.(3.7) a dimensio do espago dos bivetores de C4, 4 é n{n — 1)/2, onden=p+ g€
a dimenséo do espago quadratico RP9. Portanto o grupo $pin (2.4} tem dimensio igual
a 15. Sabemos também que a dimensio do grupo classico SU(2,2) é 15 , pois a dimensdo
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de SU(n.n) é (2n)? — 1. Da igualdade $pin.(2,4)C SU(2,2) e da propriedade que ambos
os grupos tém a mesma dimensdo, estabelecemos o resultado

$pin, (2,4) =~ SU(2,2)

(4.114)

Podemos entdo expressar, pelo resultado acima, o grupo SU(2,2) dentro da dlgebra de

Clifford, como

SU(2,2) = {Z € Cly, | ZZ =1}

(4.115)

onde Z € a representacéo matricial dos elementos do grupo $pin_ (2,4) ~ SU(2,2).

2.Reversao:

Z44 T34 224

7 —Z43 233 A3
Z42 E3m 22

—Z41 R I

14

Z13
—Z12
Z11

onde adj{) = (det )y, Yy € M(2,C).

3.Involugdo graduada:

£ * *
R TRy TRy
x & *
7 —&ip 213 214
—z* z* *
42 41 244
*® * *
%32 TRl R34
onde
a
cof
c
4.7% = By ZFy:
Zp2 TXl2 242
A —Z21  Z11 24
Z24 ™Z41 R4
—Zp3 213 —Z43

5. 78 = FuZE, = E2E; = Z°

Z° =

£33 =34
243 244
213 214
223 A2

233
—~23
~243

233

—Z32

231 _ ( adi(¢1) adi(ds) )
—234 adj(¢2) adi(gs) /-~
233
231 232

z41 Za2 | ( ds @3 )
211 212 - 2 ¢1 '
zZn 22

adj{¢s) adj(¢1)

- ( cof ($1)

~cof{¢3)"  cof(gs)*

4.5.3 Uma identificagao 1itil para a defini¢ao dos twistors

Ey = 179,

El = Y10s

Eq = vy,

B3 = s,

Um elemento arbitrario de C4; 4 pode ser escrito como:

_ ( adj(de) adj($2) )

—cof{¢a)*

Ey = 5% = —7i23-

(4.116)
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Z=H+H'Es+H*BE 5 + H5CE pe + HAPCP B pop + H" Eyoa,,  (4.117)

Z pode ser reescrito na forma

Z =B+ By, + B* vy + B 0 + BB yp103,

B = H + iH"%
B% = H'¥ 1 iH%,
313 - _HIS _ ?:.HOM
1
BY2 — _f? .. 084
BOIS e H24 +Z'H013y
Bﬂ§23 = Hri23 +'£Hﬂ4.

BY — i34 iHﬂ, Bl — 234 +iH01,
B = i + iHDg, B2 = _fgi2_ z'fz'ﬁmfi1
323 - ___H23 -+ iHGM BBl — Hl + iHﬂM.
BY = 3 4 jH0124, BO2 . _ 34 +iﬁ°l2,
3023 _ __HM + iHO%, Bl - gt - Z'Hng,

Esse isomorfismo é de interesse singular na descricdo do twistor, pois é apropriado para
passarmos de uma formulacdo a outra, como veremos com detalhes no cap.(7).
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I have not failed. I have found ten thousands ways that did not work.

Benjamim Franklin

Neste capitulo iremos introduzir o conceito de paramultivetores [Bal0], em particular
o0$ paravetores, que sio a soma de escalares e vetores. O objetivo do estudo dos paravetores
¢é reduzir a dimensio da &lgebra para formular a teoria em questdo. A principal vantagem
de uma formulacdo “minimalista”é que ndo introduzimos redundincias através do uso
de elementos algébricos que nfo sfo estritamente imprescindiveis a formulacio de teorias
como a mecinica quéntica relativistica e o eletromagnetismo. Um paravetor € definido
como sendo um elemento de R ¢ RPY C (4, onde p + ¢ = n é a dimenséo do espago.
Estudaremos o caso em que n == 3, onde Cf3 g € a dlgebra de Pauli. Mostraremos como um
elemento arbitrario ¢ de Cf3 g pode ser escrito como um paravetor complexo e usaremos
esse elemento para estudarimos alguns aspectos da fisica no espago-tempo.

As transformacdes de Lorentz, que descrevemn matematicamente as mudangas de ref-
erencials na teoria da relatividade especial (ou mais precisamente as transformaces entre
os eventos descritos por vetores do espago-tempo de Minkowski {(M)), s@o descritas por
transformagoes-spin dos paravetores, pelo isomorfismo SL(2,C)~ $pin.,. (1,3).

5.1 A C-estrutura de Cl;

Escolha uma base ortonormal para Cés g como sendo {1.ei, ez, e3,€;2,€13,€3,€123}.
O pseudoescalar e;g3 == € ege3 = J satisfaz 3% == —1, além de pertencer ao centro de Cézp.
Portantc Cf35 € isomorfa a uma dlgebra com metade do nimero de elementos sobre €
onde J faz o papel da unidade imagindria.

Portanto, com essa C-estrutura, todo bivetor em Céz ¢ pode ser escrito como um vetor
imaginario, por exemplo,

e ey = e eqeze; = Jez = e3]. (5.1)

Esse é o proprio operador dual de Hodge e uma C-base para Cl3g é dada por C®
{1, eze3, e3e;, er€z}, onde utilizamos o isomorfismo

Pl C‘es,g - C£;3
e; = ple) =%, {5.2)
j4 descrito em detalhes no cap.(4). Também vimos que
€ij = ~Yij, €kl = Vo Vjki- (5.3)

Parabivetores e paratrivetores também sio introduzidos em Cf3 e definidos respec-
tivamernte como elementos de A1 {R%) @ Ap(R3) e A({R3) @ A3(R?) e, com as igualdades
{5.3), podemos ver que bivetores de C£; 3 correspondem a parabivetores de Cf3p.
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Um elemento ¥ € Cl3p é a soma de um escalar pg e um vetor p, ambos em geral ser
complexos.

Y =py+P. (5.4)

onde pp = Re(pg) +Im{py) e p = Re(p) + Im{p). Além disso, Re(pg) =< ¢ >q, Im(p) =<
¥ >3, Re(p) =< ¢ >1 e Im{py) =< 9 >2. Dizemos que 9 é um C-paravetor.

Alguns paravetores utilizados em teorias fisicas s@o, por exemplo, o paravetor veloci-
dade v == v+ u (v = 1/v1 — u?}, o paravetor momentum relativisticop=E +p (F é a
energia da particula), o paravetor densidade de corrente j = p+j (p é a densidade de carga
elétrica e j é a densidade de corrente} e o paravetor potencial eletromagnético A = ¢+ A
(¢ é o potencial elétrico € A € o potencial eletromagnético}. Um exemplo importante de
parabivetor é o campo eletromagnético F = E + JB, onde E € o campo elétricoe B é o
campo magneético.

5.2 Automorfismos paravetoriais

Conjugacao: reverte o sinal da parte vetorial de ¢

Y=po+p = ¥ =py—p. (5.5)

No caso paravetorial a conjugacio é chamada de reversdo espacial. Qualquer elemento de
Cf3, pode ser escrito como

Y= +9) + (b= F) =<P >0+ <> (5.

onde < 4 >g e < ¥ >; s8o respectivamente as partes escalar e vetorial de ¥, que podem
ser vistas como extensdes dos produtos escalar e vetorial

<9 >0= (66 +¥9),

1 _
<9 >1= 5 (V¢ - F9). (5.7)
Dai segue que um multivetor ¥ € Cé3 ¢ é escalar se e somente se i = 9.

C-conjugagao: é a reversio em Cl3o. Se ¢ € Cl3p é escrito na base paravetorial
{eg = 1,e1, ez, e3} a C-conjugacdo é obtida tomando-se o C-conjugado de cada coeficiente

¥ =1re, = P =¥ e, (1=01,23). (5.8)

A C-conjugagdo é usada para decompor multivetores em partes real (Re) e imaginaria
(Im}:

Y=1@+9)+ 3 -9)= Rep) + Im(y) (59)

A composicao da C-conjugacio com a conjugagdo resulta na
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Involugdo graduada: decompde wmn multivetor em partes par e impar:

}- -, ]_ -
’J/’:‘2‘(¢+¢)+§(¢“¢)5<¢>++<¢>— (5.10)
A norma de um paravetor € dado pela forma quadratica

Y = (po + p)(po — P) = p§ — P°. (5.11)

Ora, a métrica de Minkowski 7, define a norma de um vetor da mesma maneira, 0 que
nos leva a concluir de maneira natural que vetores de M na relatividade especial podem
ser representados por paravetores reais de C#3 . Tal métrica é dada por:

1, seu=v=20,

Nur =< €,8, >g= -1, se Jbo== e 1,2,3, (512}
0, sepr.
onde
{eu} = {eo = 1,e1,ez,e3}. (5.13)

No referencial do observador, a componente temporal de um vetor em M é representada
por um escalar e as componentes espaciais por um vetor do espago euclideano R®. Mas
nem todos os escalares de Cf3 5 s&o componentes temporais de vetores em M, podendo ser
também invariantes de Lorentz'. Um evento z no espago-tempo pode ser, entio, descrito
COmo

r=z%+ 2%;. (6.14)
5.3 Transformacoes de Lorentz

As transformactes de Lorentz {TLs) relacionam diferentes sistemas inerciais e podem
ser interpretadas no sentido afivas, descrevendo rotagdes dos vetores em M ou passivas,
que descrevem rotagoes dos sistemas inerciais. O grupo de Lorentz é responsivel pelas
rotacoes de vetores em M. Tal grupo possui 6 pardmetros e descreve rotagdo espacial e
boosts {rotagdes hiperbdlicas).

J4 vimos (eq.(3.144}} que $pin_ (1,3)/Z, » SO, (1, 3), ou seja,

v' = Ry +— v/ = RoR = (-R)o(=R), (5.15)

onde R € SO, (1,3), R € $pin, (1, 3}, v € RY® e v & a representagiio matricial do vetor v. O
grupo $pin.(1,3) j4 foi definido anteriormente pela eq.(4.72) e provaremos na subsec.(6.1.2)
que $pin, (1,3} = SL{2,C).

Fisicamente somente a velocidade relativa ¢ a orientagdo do sistema observado em
relagdo ao observador sdo significativas.

Transformagdes de Lorentz no inodelo paravetorial {Ba95a] tomam a forma de trans-
formacdes spinoriais que agem nos vetores da base da seguinte maneira:

e, —u, = Le, L, L€ 8$pin.(l,3)~SL(2,C). (5.16)

'Por exemplo, o produto mc da massa m de uma particula pela velocidade da luz ¢ é a componente
temporal do momentum No espago-tempo e simultaneamente a norma p.p* = m’c?, que ¢ invariante por
transformagdes de Lorentz. Além disso, p*p,. = pf ¢ levado (vide préxima se¢io) em LppL = ppLL = pp,
ou seja, permanece invariante perante transformagbes de Lorentz. J4 as componentes, por exemplo p”, séo
levadas em Lp* L e portanto ndo sio invariantes de Lorentz.
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onde L di o movimento e a orientacio do sistema do objeto com relacdo ao observador.
A base paravetorial {u,} representa um sistema inercial com velocidade prépria®

ug = LL (5.17)

em relacdo ao observador. Um vetor v € M pode ser expandido em termos de ambas as
bases:

v =vhe, =v"u,. (5.18)
Em termos de componentes, escrevemos , = Le,, de onde se conclui, juntamente
com a condicio LL = 1 que £4,L} = &. As matrizes £ formam o grupo SO.(1,3) das
rotagdes em M, cujo recobrimento duplo é o grupo SL(2,C).
De um modo geral, um paravetor p € R & BP? se transforma como

p+p = LpL. (5.19)
Toda TL proprie® é unimodular, ou seja, LL = 1. Dessa maneira, L = L™ e a
transformacio inversa da eq.(5.15) é dada por
v=ILv'L. (5.20)
Escrevemnos
L = exp(W), (5.21)

onde W = w — 38, w,# € A;(R?). Em uma transformacdo ativa, se w = 0, L descreve
uma rotacio espacial no plano determinado pelo bivetor J8 por um angulo ¥. Por outro
lado, se 8 = 0, ent@o L é um boost do objeto com fator de rapidez w. Em outras palavras,
se L é real (L = ﬁ} L representa um boost B, onde

B = exp(w/2) = cosh{w/2) + Wsinh({w/2). (5.22)

~

Se L é par (L = L), representa uma rotagao:
R = exp(—i0/2) = cos8/2 — ifisin§/2. (5.23)

Considere a base paravetorial’ {e,} = {ey = I,e:, e, €3} em repouso em relagio a
wm observador & e que se move com velocidade v = ve3 com respeito ao observador &'
Tal sisterna inercial é visto por &’ como u, = Le#fl. Se a transformnagido I tem a forma
L = B = exp{e3W/2}) e L comuta com eg, e3 enquanto anticomuta com e;, ey. Portanto,

w = BeoB = (1 +ves)ey = Y{e + ves),

u = ey,
Uz = eq,
uz = Be3B = y(l+vesles = y{ez + vey). (5.24)

Toda transformagdo L pode ser escrita como o produto BR de wn boost B = (Lfl)}/ 2e
uma rotagio A= BL.

2A velocidede propria é definida como sendo a derivada da posicio {parametrizada pelo comprimento
de arco) em relagfo ao comprimento de arco, que é relacionado ao chamado fempo préprie da particula.

*Uma transformacio de Lorentz se diz prdpria se ela relaciona sistemas inerciais que possuem a mesma
orientagao.

“Tal base constitui um sistema inercial.
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Pela linearidade das TLs, podemos decompor um vetor v € M em partes que comutam
(vp + v} e anticomutam (v, = v — v} com a dire¢io W do boost B ou do eixo 6 da
rotagdo R. A parte espacial v|; € paralela a w ou 8. Assim,

BpB = B*(py + vy) + v, {5.25)
RpR = (pg+v;) + R, (5.26)

onde, por exemplo, X
R*v. =v, cosf+6 x v sinf. (5.27)

representa urmn sistema inercial com velocidade prépria ug = LI com relacio ao observador.
Com relacdo aos parabivetores, eles podem ser formados pelo produto de dois parave-
tores como

. 1, _
< p§ >i1go= —2~(pq - gf), (5.28)

Além disso, o quadrado de qualquer parabivetor é um escalar. De fato,
— 2__1; 5 -—2___5 = 2 e e = 2 s 59
(< pd >102)° = ;P2 —ap)" = 4(pq+qp) ppgd = (< pg >¢)” — ppgg- (5.29)

Cabe notar ainda que um parabivetor V € Ay(R!"?) sofre uma transformaggo de Lorentz
da seguinte maneira:

V=V =LVL (5.30)
Com efeito, pela eq.(5.19}, a transformacio de um parabivetor é dada por
_ 1, . 1, o e e
< Pq>1e2= 5(pd—gqp) = S(IpL{Lgl) - LqL(LpL)
1 s o 1, _ =
= 5(Ipdl — Lgpl) = L5 (pq — ap)L
= L < pgd >0 L. (5.31)
Expressao explicita para o boost

J4 vimos que o paravetor momentum relativistico p é dado pela expressio p = E + p.
Pela eq.(5.17), a velocidade prépria u da particula é obtida a partir de um boost L:

u=LeyL = LL. (5.32)
Com isso o paravetor momentumn pode Ser expresso como
p=FE+p=mu=mLL. (5.33)

Vimos pela eq.(5.21) que wm boost pode ser expresso como a exponencial de um vetor, e
como tal, podemos expressé-lo como

L=a+b, acRebecRaR. (5.34)

Dali segue-se gue )
mLL = a® +b% + 2ab = E +p, (5.35)
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de onde, igualando-se as partes escalar e vetorial, obtemos:

E = m(e® +b?),

P = 2mab. {5.36)

) Exm Vamp
Do siste acima conclui que g = ~—— e b = —me——m., D t mal
o sistema acima concluimos g o e T escartamnos o sina

negativo, pois podemos mostrar que no referencial em repouso essa escolha néo reconduz
ao limite usual para particula parada. Portanto

E
[—_—=+m+Pp (5.37)

V2m(E +m)
Podemos levar um referencial em repouso a um outro referencial mediante o boest descrito
acima.

5.3.1 Exemplo: velocidade prépria

Dada uma particula, ao considerarmos seu sistema inercial, sua velocidade prdpria é
dada por® ure, = 1. Em outro sistema inercial, a velocidade u = Lumpf, = LL. Se
L ¢ escrita como o produto de um boost e uma rotagdo espacial, L = BR, entdo u é
independente da rotacio:

u=LL =B (5.38)

de onde segue que B = u!/2.

Pela eq.(5.38) e pela condigdo de unimodularidade de L, o produto ull = Upeplirep = 1
¢ invariante por TLs, e u é um paravetor unimodular «™* = 4. J3 que a velocidade prépria
u de um objeto & o vetor tangente u = dz/d7 da linha de universe z{7), sua parte escalar
~ da a taxa relativa entre os reldgios do observador e da particula:

dt

<u>g=7= e (5.39)

e sua parte vetorial esté relacionada & velocidade coordenada v = dx/dt por

dx
<u>=u= =V {5.40)

Combinando as duas tltirpas equagtes podemos ver que
w=y(l+v)=ui=~*1-v*) =1 {(5.41}

b 1
= T= T (5.42}

Para mostrarmos que d7 € o intervalo de tempo no referencial da particula, escrevemos

dr =< fQudr >g=< @dz > . (5.43}

*Para um sistema inercial com origem na particula, a mesma estars em repouso.
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5.4 A teoria de Dirac no medelo paravetorial de C/3g

Na algebra do espago-tempo C4; 3, podemos reformular a equagio de Dirac®

V(10 — eAy ) = (18 — ed) = myp, 1 € C {5.44)

a fim de que somente precisaremos usar a algebra de Pauli Cf3p.
Primeiramente escrevemos um elemento ¥ € C£z3 OO

Clis 50 = c+ o + o + Pyos + ¢Pyig + Pyig + Pyan + P Pyg10s. (5.45)

Utilizando a representacio padrao obtemos

[ c- iel2 OB B 03 4 0128 _ 01 4 ;.02

—el3 _ s C + ict? el L §02 03 ;0123

p(¥) = _03 0128 _ 01 s 02 12 JRER
\ — Ol 02 (03 ;0123 13 ;.23 c 4 ic'?

[ 6 —d5 b5 ¢

_ $2 ¢] Y1 —¢3

Tl o e - (5:46)
\ ¢s ~¢% 2 o

Dizemos que o spinor de Dirac ¢ é um elemento do ideal 4 esquerda (C ® Cf13)f,
onde’” f = 1(1+ v)(1 +ivi2). Escrevemos

b= a2 (1+ims) € (COCl, (547

onde & = @%(1 + ) € C€13(1 + v} é duas vezes a parte real de ¢. Portanto, usando a
representacao matricial obtemos

¢ 0 0 0 & Y1
~ g2 0 0 0 | g2 | _| Y2 ‘
(CoChzf3¢y~C® 5 0 0 0 ~C® s | = | o e Ct (5.48)
¢ 0 0 0, P4 (2

donde vemos a correspondéncia direta entre 4 e o spinor de Dirac usual. Além disso,
4 Re(:®} = ¥v2v;. Podemos ainda decompor o spinor @ € C4; 3{1 + o) em partes par ¢
impar

1 1 1 .
=)+ P = (Po+ @1)“2-(1 +yg) = 5(‘1’0 + ®170) + 5(‘1’1 + ®ov0), (5.49)
89er4 considerado a constante de Planck #i = 1 e a velocidade da luz ¢ = 1.
"Escolhemos, por convengdo, expressar f = ;{1 + v0){1 + #712) usando a representagdo de Dirac.

Poderiamos igualmente ter escolhido f = {1+ ivs){1 + 712}, utilizando a representagao de Weyl. Essa
opgio se deve ao fato de que ambos os idempotentes com suas respectivas representacces dio origem, ao
multiplicarem pela direita um elemento de M{4, C), a uma matriz isomorfa a um vetor coluna.
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de onde concluimos que @9 = @179 e €3 = Py = ¥. Tomando a parte real em C QL 3
da eq.(5.44) obtemos

6@’)’2‘71 — AP = méﬁ., (550)

que por sua vez se decompde em parfe par e impar, respectivamente:

3®pya1 — APy = mdy,
5@1’721-6:’-1@; == m@(]. (551}

Portanto escrevemos a equacdo de Dirac-Hestenes, usando ®; = $gyg ou &g = $4y como

00y —edAV =mUy, Ve C£§3 (5.52)

A vantagem de utilizarmos essa equagfo é que ndo ha mais distingdo entre operadores ¢
spinors; todos os elementos da equagdo sdo multivetores de C£§“3.
Para facilitar a notagdo escrevemos de outra forma

U = c+clyo+ Fyoe + Syos + blyes + b2sn + Pyie + 00103, (¢,6,¢4, ¥ € R)
= &+ g — b*Tep + 197, (5.53)

onde J = eips = ~yp193- Dessa maneira, dado o potencial vetorial eletromagnético 4 =
Ay, podemos notar que yA = A% + Afyy = A — A¥e;. Escrevendo A = A¥e;, temos
que

A=A4"—A. (5.54)

Multiplicando agora a eq.(5.52) por -+ & esquerda,
Yo0T¥1 ~ endAY = myo ¥y, (5.55)
e utilizando a notacio acima, escrevemos

(6° — 8% ) UTes — e(A” — A)U = my Ty, ¥ € ClsgClfsy (5.56)

Mas 750 é 0 operador de paridade, o qual denotaremos por ¥F = 4y, = lif: onde
subentende-se que a involugdo graduada age sobre elementos de Cf3 . Desse modo,

W = ¥ — Py + 536y, — 677, (5.57)
Denotando 8 = 8; e ¢ = A", a eq.(5.56) é reescrita como
(6, — 8e)UJes — e{¢ ~ A)¥ =mb¥, T elizg, (5.58)

que ainda pode ser escrita como

| DY =80+ VY = [e(A — )T~ m@] Jes, U € Clag. (5.59)

A equacdo acima é a equagdo de Dirac para o eléfron escrita em termos da
dlgebra de Pauli {C430}. Isso ndo entra em contradigio com a impossibilidade de se
utilizar matrizes 2 x 2 para a descrigao do elétron relativisticamente, pois na teoria nao-
relativistica a funcdo de onda é representada por um vetor bidimensional complexo, com 4
parainetros reals, e as matrizes somente agem pela esquerda. Na formulacao apresentada
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nesta ge¢do, ¥ € representado por uma matriz 2 x 2 complexa, com 8 parimetros reais, no
qual a agdo das matrizes é feita tanto pela direita quanto pela esquerda.

O elemento ¥ € Cf3 ¢ pode ser interpretado como uma composigao de trés operagoes:
dilatacdo, dualidade e transformacio de Lorentz (na verdade R nfo € uma TL, mas gera
uma TL). De fato, para ¥ € Cf39, TV é da forma a + ib= peif. p >0, e com isso temos
que

U= ./pe??R, (5.60)

onde RR = 1. Conseqiientemente, B € $pin (1,3) e R gera uma transformacdo de
Lorentz.

A solugdc de ondas planas da equagio de Dirac na dlgebra de Pauli
A equacgio de Dirac no formalismo das algebras de Clifford (eq.(5.59)}, na auséncia de
carnpos externos € escrita como

U + VT = —mPTe;, ¥ eClyy, (5.61)

J4 que a eq.(5.61) € invariante perante transformacdes de Lorentz, podemos facilitar sua
resolugdo, resolvendo-a para um referencial parado e depois aplicando ¢ boost L. Na
dlgebra de Pauli C43 4, 2 agéo do operador momentum p sobre a fungio de onda ¥ € (i3
¢ dada por

p¥ = V¥Jes. (5.62)

O autovalor do operador p é o vetor p € B e, no referencial parado, p = 0. A eq.(5.61)
fica portanto )
Bt‘l’ = —m@ﬁeg (5.53)

Considere a solugdo da equagdoe acima da forma
¥ = Uy exp(—TJesw). {5.64)

Substituindo essa solugao na eq.(5.63) obtemos

Vow = mig. (5.65)
Segue-se dai que, no caso de multivetores com graduagao par, temos a relagao ¥y = $y
e nessas condicdes w = m. Para multivetores com graduacdo impar, temos ¥y = —~Uy e
conseqilentemente w = —m.

Primeiramente analisamos multivetores pares de Cf3p, que podem ser escalares ou
bivetores. Para %, == escalar, temos a solugao:

U = exp(—Jesmi). (5.66)

Para ¥, = bivetor, temos trés possibilidades: ¥y = ejey, ¥y = ejez; e ¥y = ese;
(chegamos ao caso geral por linearidade). Temos a igualdade e1ep = Jez = exp(Jezn/2),
o que mostra que a escolha ejep sé acrescenta um fator de fase & fungdo de onda. A
escolha ¥y = eges pode ser obtida a partir da igualdade —{ejez)(eje3)} = ege3, e essa
escolha sé acrescenta um fator de fase & préxima escotha, ¥y = ejes. Portanto a segunda
solugao da eq.(5.63) € dada por

T = e e; exp{—Jezmt). (5.67)
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As duas solucdes acima apresentadas sdo solugdes de freqiiéncia positiva, ou seja, solugdes
que descrevem particulas, a primeira com spin pra cima e a segunda com spin pra baixo.
Para obtermos as outras duas solugbes analisamos multivetores impares de Cf3p, que
podem ser vetores ou pseudoescalares (trivetores). Para ¥y = pseudoescalar, temos a
solucdo

¥ = J exp(Jegmt). {5.68)

Para obtermos a dltima solugio analisamnos o caso onde ¥y = vetor. Neste caso podemos
obter a solugdo multiplicando a eq.(5.68) por ejes, ese; ou e;es, ji que o caso geral é
obtido por linearidade. Pelos mesmos motivos citados no pardgrafo que segue a eq.(5.66),
todas as escolhas com excegio de e;e; sdo redundantes, no sentido que a escolha de uma
delas somente acrescenta um fator de fase 4 funcio de onda ¥. Com a escolha e;es, temos
a igualdade e e3J == e. Portanto a ltima solugio da eq.(5.63) é dada por

T = ey exp(Jegmt). (5.69)

Uma solugao geral da eq.(5.63) é dada pela combinacdo linear das quatro solugdes
obtidas. abaixo listadas:

T = exp(—Jesmit)
T+ = eje; exp(—Jesmt)
T = J exp(Jesmt)
T8 = g exp(Jesmi)

(5.70)

Vale notar ainda que a solugao geral ¥ é dada a menos de um fator de fase ¥ —
Texp{aJes). A solucdo geral ¢ dada pela combinacio linear das solugbes acima com
coeficientes complexos da forma (c+ dJe3} (com ¢ e d reais) multiplicando as fungdes pela
direita. A combinacio linear & esquerda ndo é permitida, ji que o operador V nao comuta
com tal possibilidade. Para uma particula com momentum p obtemos solugdes aplicando
o boost L = L(p), j& obtido na subsubsec.(5.3), eq.(5.37)

¥+ = L(p) exp[-Je3(Et — p - x)]
¥(+4) = L(p) e, e3 exp|-Te3(Et - p - x)]

=1 = L(p) T exp[Jes(Et — p - x)] (571)
&Y = L(p) ey exp[Jes(Et — p - x)]
5.5 Eletromagnetismo no modelo paravetorial
5.5.1 As equagoes de Maxwell em Cl;
Utilizamos o operador D definido na segio anterior
a
5= e V. 5.72
5+ (6.72)
(O parabivetor F e o paravetor J por sdo definidos:
F=E+IJB=E++B, (5.73)

jmp—‘}u

onde E e B sio, respectivamente, os campos elétrico e magnético, e p e J 830 as densidades
de carga e corrente elétricas, respectivamente.
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Definido dessa maneira. o campo eletromagnético F € A, (R®) ® Ay(R®) é um para-
bivetor de Cf3 9, cujas partes real (E) e imagindria (B) sio diferentes para observadores
distintos. Em particular o campo eletromagnético F no referencial & é transformade em

F = F = LFL = (w)?Fu)/® = F, + upF, (5.74)

no referencial 8’ em relagdo ao qual o § se movimenta com velocidade prépria ug. A
componente F, = (F - @ig)llp é a parte do campo paralela & direcido espacial de ug e
F, = F —F, é a parte perpendicular. A grandeza F? = (E? — B?) + 2JE - B ¢ invariante
perante transformagoes de Lorentz pelo teorema (5.1).

Afirmamos que as equagbes de Maxwell podem ser escritas como

A

DF =J (5.75)

Com efeito,
DF = (%+V){E+3B)=%%%-(V-E—E—VAE)+3%—?+3(V-B+VAB)
JE iB
= v-E+(E—VxB)+B(E+VXE)+J(V-B)
= p-J (5.76)

Comparando as partes p-vetoriais, (u = 0, 1,2, 3), obtemos as equagbes de Maxwell

E B
V-E=np, Vme%zJ, V.-B=0, VxE—i—%zzG (5.77)

As equacgdes de Maxwell no vicue

A eq.{5.75), quando J = 0 pode ser escrita como DF = 0. Em termos do paravetor
potencial eletromagnético, dado pela eq.(5.54) (A = A% —~ A), arelagio F = DA nos dd a
equacdo de onda para A:

DDA = (82 - VHA=0, (5.78)

onde a condiciio de Lorentz < DA >p= 0 é imposta. Suponha que o paravetor A dependa
da posigao através do produto escalar

< kx >p= Kzt < ee, >p= k’\x“m# =kt =wt—-k-x, {6.79)

onde k = w+k € ¢ paravetor de onda. O paravetor potencial A assume o mesmo valor em
todos os pontos da hipersuperficie < kr >¢=a, ¢ € R. Em um dado tempo t, o potencial
A é o mesmo em toda a superficie espacial k- x = a.

Durante um intervalo de tempo dt, toda superficie constante move uma distincia dz
perpendicular & superficie e paralela a k por uma quantidade que satisfaz wdt = k - dx.
Dai dx = k~*wdt. A velocidade dx/dt = k~*w é chamada velocidade de fase da onda.

Escrevemos o campo F como

F = DA kx >¢) = (D < kz >0} A (< kx >¢) = kA (< kz >q), (5.80)
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onde A’ indica a derivada de 4 em relagio ao argumento escalar. De maneira semethante
obtemos ) B . .
DDA(< kx >q) = kkA"(< kz >¢). {5.81)
A eq.{5.78) nos diz que a equagio acima desaparece. Entdo, a menos que A" == 0 em todo
o espago, entdo .
kb =w® -k =0. (5.82)
Qualquer funcao 4 de < kz >¢, onde k é qualquer vetor nulo constante € solugdo da
eq.(5.78). Mais geralmente, j4 que a eq.(5.78) ¢ linear, qualquer superposicio de solugdes
com diferentes valores de k& = w(1 + k) € solugdo.
5.5.2 A forca de Lorentz

Na dlgebra de Pauli, a forca de Lorentz sobre um elétron com velocidade prépria v
pode ser expressa como

P = Re(eFv) 1 (5.83)

onde e é a carga do elétron e p é o paravetor momentum relativistico p = mv. A equagdo
de movimento (5.83) é mais simples de resolver na forma spinorial, que surge quando o
paravetor momentum p € expresso em termos de rotores R(r) € 8pin (1,3} =~ SL(2,C)

que dependem do tempo proprio®:
p=mRE (5.84}

O elemento R(7) é 0 spinor que (participa) da forma spinorial da transformacao de Lorentz
e é chamado autospinor [Ba97] do elétron. A motivacio disso é que R pode ser interpretado
como um spinor de Dirac unitario, pois na eq.(5.60),se 8 =0e p=1, entdo ¥ = R.

() momentum escrito na forma (5.84) estd relacionado 4 velocidade prépria do elétron,
via eq.(5.17) por

v = RegR = RR = p/m. (5.85)

Da condigio unimodular RR = 1, necesséaria para que R € $pin, (1,3), o autospinor
R satisfaz 4 equacao

- 1

onde o parabivetor = 2RR d4 a taxa de rotacio do elétron no espago-tempo. Podemos
ver que {2 é de fato um parabivetor, partindo da condigdo RR = 1:

. d - . = i "
RR=1 = ERR:RR+RR= §(Q+Q)=O (5.87)
o que implica que 2 = —(2. Com isso, as partes escalar e pseudoescalar de 2 desaparecemn,

e {1 é wmn parabivetor.
Tomando a derivada de p em relagdo a r e substituindo na eq.(5.86), obtemos:

p = mRR+ mRR =m Re(QRR) (5.88)
= Re{Qp).

®Daqui em diante omitiremos o tempo proprio como argumento do spinor R, mas tendo sempre em
mente que R = R{r).
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Para o caso particular que €2 é um vetor imagindrio puro () = —id), a equagio acima
descreve uma rotacido pura a uma taxa angular w = df/dt. De fato,
p = Re(Qp)= Re(—idp) = Re(~id Ap)
= g Xp, (5.89)

que ¢ a forma usual vista em mecénica classica [Go81].

A eq.(5.88) acima tem a mesma forma que a eq.{5.83) e, comparando as duas equagdes,
vemos que a taxa de rotagdo do elétron sob a agio do campo F €

¢
==

Q (5.90)

Isso também indica que a eq.(5.83) que expressa a forga de Lorentz pode ser escrita na
sua forma spinorial

R=-—FR (5.91)

T 2m

5.5.3 Solugoes da expressio spinorial para a forga de Lorentz

As grandezas 72,0? € A, (R®)@ Az(R?) sio invariantes por transformagdes de Lorentz,
pela eq.(5.29). Pela expressiio F2 = (E? — B?) + 2JE - B, vemos que a invaridncia de F?
implica simultaneamente na invaridncia de (E?—B?) e E-B de modo independente. Além
disso, se Re(2?) > 0, a rotacio descrita por §2 é emm um plano tipo-tempo e, se Re(0?) < 0,
entdo a rotagdo descrita por € € em um plano tipo-espago.

Qcaso F=E

Considerando o campo eletromagnético F independente da posicao, a eq.(5.83) é in-
tegrada:

R{r) =exp (%ﬂ—f’r} R(0). {(5.92)

No caso em que B = 0 (F = E)}, e um elétron solto a partir do repouso (R{Q} = 1}
experimenta um campo constante em seu referencial:

Frep = RFR=F, (5.93)

j4 que R = exp{eF7/2m) comuta com F. A velocidade prépria u do elétron no referencial
de um observador é

u = RR = exp(ar), (5.94)

onde a = (e/m)F. e, integrando a equagao acima, obtemos a posicdo r{7) do elétron. Ao
tomarmos a condicio inicial (0) = a™?, entdo

r{r} = a~'exp(ar). (5.95)

Com essa solucio, temos
—rFmrl - =a"?, (5.96)

onde a = |aj. A equacfo é de uma hipérbole, e podemos parametrizar
(r,t) = {cosh,sinh 7). (3.97)

O movimento do elétron é dito hiperbilico.
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O caso F =B
No caso em que F =B for constante, a transformagio de Lorentz regida por R € uma
rotagio espacial, e velocidade do elétron roda com uma velocidade angular & = —eB/m:

u(r) = el"%/2 4 (0) el-17/2), {5.98)

J4 que a norma do vetor ndo muda perante uma rotagio espacial, a velocidade e portanto
a energia do elétron imerso ne campo magnético s&o constantes. O movimento do elétron
descreve uma hélice e é chamado movimento cyclotron, com a componente v da velocidade
v paralela a B constante e a componente v perpendicular roda em wm circulo:

v(t) = 7B () 2N v (0) + WMy (0), (5.99)

onde vy =41+ u? = 1/v/1— v2.

A velocidade angular & (e portanto o periodo T = 2R /w) é independente da velocidade
e consegiientemente particulas com maiores energias seguem wmna Orbita de raio maior. A
trajetéria r(t) é calculada, integrando-se a eq.{5.98):

r(t) = ¢ + v (0)t + e/ 7y, (5.100)

——

onde rg = —yd~! X vg. T + vi(0}t é o centro da 6rbita e r. é a posigio centro da hélice.
No caso em que FP=0,a eq.(5.92) pode ser escrita como
e

R(r) = (1 + o

}“»r) R(0). (5.101)
No caso em que a direcdo do campo F é constante, podemos escrever
Firy = Fof(r), (5.102)

onde f : R -~ R é suficientemente bem-comportada. A eq.(5.91) pode ser integrada,
resultando em
R{7) = exp(Foy/2) Ry, (5.103)

onde y = (e/m) [y f{r')dr'.
QOutros exemplos mais elaborados podem ser encontrados em [BY99]
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Sometimes, when I ponder about the great consequences
that results from the small things ...
I'm tempted to think ... that there’s no small things.

Bruce Barton

O objetivo deste capitulo é formular o modelo paravetorial sob 0 ponto de vista dos
spinors algébricos, de modo a descrever todo o formalismo cldssico dos spinors somente
utilizando a algebra de Clifford C43 5. Também veremos como os spinors e seus respectivos
espacos simpléticos decorrem da dlgebra Cf;3 g do espago. Toda a teoria de Penrose serd
formulada a partir de spinors algébricos de Cf3 9, que sdo elementos de ideais & esquerda
minimais de Cfs,{) [chﬂ].

6.1 Formulacgao algébrica

De agora em diante faremos uso da seguinte notacao:

¥ = involugio graduada,

i = reversao,
P = CONJUgacao.

A diferenca em relacdo a notacio usada até o momento estd na conjugacdo. Isso é para

efeitos de comparagio com a teoria clissica descrita no cap.(2), j4 que 14 denotamos
como conjugacdo complexa.

6.1.1 Spinors de Weyl com o uso de Ci3q

Definimos os idempotentes f. = %(1 + ez). Tais idempotentes satisfazem f.f_ =
f_fr=0¢e fZ= f.. Utilizando a representacio matricial vemos que

e (58) 1= (50 am(20) rm(33)

Podemos construir o isomerfismoe C35f4 =~ CE;O f+. Matricialmente este isomorfismo
é simples de se ver, ji que

Cliof+ 3 ¢ufe = (w; ;?)f-k

e

_ wy 0 [ wr ws 1 0

= ('{Ug G)“('wg W4)(0 0)6663,0f+. (62)
Com isso podemos escrever K = i fi, cam ¢ = s + b'%eps + be13 + 6% € CL5.
Segue-se a defini¢do do
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» Spinor contravariante apontuado (SCTA)

K=vf4 (6.3)

K=ife = (s+b%e1s){fs)+ 6" +68es)(e1fs)
= k'(f4) +E(erfe); (6.4)

onde k! = s+b'%e)93 e k? = b'3 4 b%3e 33. Optamos por escrever os spinors de tal maneira
que suas componentes comutam com a base {f.,e; f,} do espago dos spinors algébricos.
Portanto todas as componentes serdo escritas como um elemento do centro! de Cézy, a
saber o + beias.

A partir de X, construiremos os outros trés tipos de spinors, primejramente o

e Spinor covariente apontuado (SCA)
K* = e K (6.5)

K*=eilkifr + kae1fi) = el(f_k' + f-(~e)k?) = (—K°) f1 + (K" )(fve1).  (6.6)

de onde se conclui que

Como K* € fiCl3p, podemos escrever K* = k;(f+) + k2(f.€;). Dessa maneira, temos a
relacdo

k= -k
by = k!
Note que essas relagles s3o as mesmas gue obtivemos anteriormente com o tratamento

classico (egs.(2.43, 2.72}) Dados K* € f1Cl3p e Clapfy D n=n'fi +n’e1fy, definimos a
métrica spinorial associada ao idempotente f:

(6.7)

Gy, « f+Clo x Clsofy —  f+Clgofy = Cfy
(K:,??) s }C*T] = (—-fg2f% + klf—(-el)(?'}lfm;_ + ?72e§f+)1 (68)

o que resulta em

Gr(Km) = K = (~k2n + i) (/) (6.9)

Essa definigdo coincide com a definigiio cldssica, eq.(2.33), onde o produto escalar tem com-
ponentes mistas e antissimétricas, ja que f.. faz o papel de unidade da algebra f. Cl30f. =~
C.

Também a partir de K, definimaes o

YO centro de Cé3,0 é definido como Cen(Clap) = {¢ € Clsp | da = ap, Va € Clzo} = Cls B Chp,
a soma direta de pseudoescalares e escalares, caracteristica de toda dlgebra de Clifford Clp g, com p + ¢
fmpar, segundo o lema do cap.(3}.
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e Spinor conirguariante pontuade (SCTP)

K =ek (6.10)

de onde

K = e (K'fs + kfelm" = e (fo k' + frek?) = kl(e1 fi) + K2 f_
kL(f-e1) +K2(f.)- (6.11)

Mas K € f_Cé30, de modo que escrevemos K = 751’{ foe) + B (f-)} e chegamos &
relacao
-1t ~
ko ow= kL
ot - 6.12
2 _ o (6.12)

il

Além disso®, kA = (o +beins) = (a+ besg;} = a — beigs, 0 que sugere a notagio®

kA = kA {(6.13)
Finalmente, construimos o

» Spinor covariante pontuado (SCP)

X' = (eiX) (6.14)
de onde podemos mostrar que
K = (@) =-Ke=-F (fe)+F (f)e1 = —(~erfi k" + f1F Jes
= B -F e
= (-F)erfo) + (B ) (5. (6.15)

Como K € Clsgf_, podemos escrever K = (ky){e1f-) + (kz)(f-). Portanto chegamos
4 relagao

o= -k

o (6.16)
Fo =

Essas equagdes sBo as mesmas obtidas classicamente (eq.(2.78)). Dados K ¢ f-Cé3p e
Clhpf- 37" = Br ey f. + 7' f., definimos a métrica spinorial associada ao idempotente

fo:

Gf__ : f_ce;i’{) » cgsgof,_ — f._cgg}gf.. il Cf._
Kom) = K7 =& fe+F f)(~TPeif. +7 ), (6.17)

2
A=12
*Denotando £, 0 espago dos escalares e Cf, o espago dos pseudoescalares, temos o isomorfismo C4. &
Cé, ~ C, j4 que (e¥s; = ~1). A notagio k* = kA entdo é evidente, pois ao denotarmos e;z3 por J, que

faz o papel da unidade imaginaria de C, a operagdo de reversao em (4, & Cé, é equivalente 3 operagio de
C-conjugagao.
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o que resulta em

1

T T ;
G =K =(k ~iFk )f- | (6.18)

As expressdes para 0s quatro tipos de spinores de Weyl, como elementos de ur ideal lateral
de Cf3 9 sao listadas abaixo:

» Spinor contravariante apontuado (SCTA):

K= (L) + Reaf4) € Chapfo (6.19)

e Spinor covariante apontuado (SCA):

K* = e1K = k1 (f+) + ka(fse1) € £+Clag | (6.20)

e Spinor contravariante pontuado (SCTP):

K=ek=F (f_e) + F (/) € f-Clag (6.21)

s Spinor covariante pontuado {(SCP):

X = —(Bes = (e1K) = Fulerf-) + Fx(f-) € Claof- (6.22)

Com as operagdes assim definidas, o seguinte diagrama ilustra como passamos de um
ideal ao outro em Cf34:

i K LIS K 2 K=K
| + + 1
contmvamante covarianie contravariante covariante
apontuado apontuado pontuado pontuado
Claofs f+Cl30 f-Clzp Clzof-

Temos, pois, a seguinte correspondéncia entre o formalisme desenvolvido neste capitulo
e o de Penrose:

E G* e Clsofs,  Ga+— [4Clso, G +— [ Clip.  Gu «— Chof-
(6.23)
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6.1.2 Transformacoes spinoriais

Considere agora um elemento arbitrdrio R € Céso:

R=s+ve; + bijeij + pe19s = & 4 Feip + yez + deog, (6.24)

onde @ = s + pernz, B =052 —vejgs, v = b +ve193, e § =57 — vlegs. Sob a acio

de R, um SCTA K se comporta como
BK = R($f+) = k' (Rf+) + K (Re. f4),
onde denotamos:

Rfy = (o+Beizs)fs + (v + deas)(erfy),
Re f, = {(a—Peis)f+ +(—y+dews)(eif)- (6.25)

Urna representagio matricial p: Cf3 5 — M(2,C) de R é dada por

o+ fi —y—0di
p{R) = ( vt & - i ) i (6.26)
Segue-se dai que
det p(R) = o* + B* + +* + 0%, (6.27)

Sob os {anti)automorfismos de C£3 g, respectivamente a involugio graduada, a reversio e
a conjugacio, o multivetor B € Cf3 ¢ se transforma como:

R = @+ Ben+7e; + degs,
R = a-fe; —7ei3 — de,
R = a- Bey—ye3—dex. (6.28)
Temos portanto a relagao
RR=0%+p3*+~" +§ = det p(R) (6.29)

Dessa maneira, dado R € ({39, ao exigirmos que B € $pin, (1,3} {0 que significa que
RR =1}, podemos ver da relagdo acima que det p(R) = 1 e R € SL(2,C). Acabamos de
estabelecer o isomorfismo

$pin, (1,3) ~ SL(2,C) (6.30)

Da condicdo RE = 1 segue-se que B = R~'. Temos, portanto, as seguintes leis de
transformacao satisfeitas pelos spinors de Weyl conforme nosso formalismo:

3  RK,

— e1(RK)=elKR=K*R},

— (BK) = e kR = F(®) = KR, (6.31)
}.____.}

(RK) = RK”,

2y &l 2y
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0 que nos permite representar

K s RK
Kro— KR (6.32)
K — K&a)!

[ I’-C—ﬁ= oy RTCM*

Desse modo provamos que as transformagbes dos SCTA, SCA, SCTP e SCP obedecem
4s mesmas Tegras que a versao classica apresentada na segio (2.3). De fato, segundo a
representacao (4.25), vemos que

o(B) = [p(R)))] ™, (6.33)

de onde segue as expressdes (2.80). Levando em conta a representa¢io matricial dos quatro
tipos de spinores, temos a correspondéncia:

1 - 0 0
k k mk2" kl' (6 34)
2 g1 I ’
- ~K k = 0 Eu
L — 0 By )

Portanto para escrevermos 08 quatro tipos de spinors de Weyl (e posteriormente o
spinor de Dirac} basta considerarmos o ideal C{30f4 e, usando o produto de Clifford a
direita e 4 esquerda pelo elemento e;, obtemos os outros ideais {f1Cl39, Cl3of—, f_Cls9),
cujos elernentos sdo os outros trés tipos de spinors de Weyl.

6.1.3 Spinors de Dirac

Vimos no cap.(2} que um spinor de Dirac 1 é um elemento do espago G* @G, segundo
o formalismo de Penrose. O spinor de Dirac tem oito dimensoes {quatro C-componentes),
o mesmo nimero de dimensoes que um multivetor arbitrario da algebra Cf34. Isso nos
sugere que o spinor de Dirac € um multivetor de C€3g. Em nosso formalismo, o spinor de
Dirac 9 é um elemento do espago C35f+ & Cl3of- = Clz . De fato,

Clro29 = Ylfs+f)=9vfs +vefie:
= ]C—f-f.eb (635)

onde
K=yfs e L=1pleifs) (6.36)
A equacgio de Dirac em termos dos spinors de Weyl

Podermos reconduzir a equagéo de Dirac {5.59) escrita na dlgebra de Pauli ({34 a duas
equacoes de Weyl, escritas em termos dos spinors de Weyl. Posteriormente escrevemos
essas como expressoes em termos dos spinors de Pauli. Para simplificar, consideramos a
eq.(5.59) sem campos externos, que pode ser escrita como

(8 + V)¢Jes =myh, 1 € Clzg. (6.37)
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Alémn disso fazemos a decomposicio ¥ = ¥ f. + ¥ f_, onde fi = %{1 + e3). Escrevemos

£ = ¢f, €Clapfs
= f. €Cizof- (6.38)

jé que f: = f_. A correspondéncia com a nota¢do utilizada na subsegio anterior é dada
por £ = K e 7 = Le;. Segue-se dai que

(8 + V(€ + M) Jes = m(€ +17), (6.39)

e conseqilentermnente )
(8r + V)T — (0 + VAT = m& + mn, {6.40)
onde usamos ez =€ e fiez3 = —7, pois £ € ClygfL e 7 € Clapf-.
Separando os termos que estao em Cizgf. e em Clzof.. obtemos duas equagdes:
{6, +V3iE3 = mny, {6.41)
—(B:+ V)T = mé. (6.42)

Tomando a involugdo graduada na Gltima equacio, obtemos o andlogo da equagio de Dirac
em termos de spinors de Weyl [Gr97):

(Or + V)E3 = mny

(6.43)
(8~ Vind = mg

A titulo de comparagao, vamos escrever também a decomposi¢io da equagao de Dirac
em termos dos spinors de Pauli. J4 vimos no cap.(4) que podemos escrever um multivetor
P & ng’g Comao

Clo2vy = a+ aiei -+ aijeij + peiag
a4+ alzelg -+ a23e23 + 013813 + ((33 -+ alem -+ a2e23 + peis)es
= ¢+xes & x€CL, (6.44)

e substituir na eq.(6.37):

(8 + V(¢ + xe3)Tes = m(¢ — xes), (6.45)

a qual podemos separar em partes par € impar:

|
; 81;{&383 + Vxﬂ = mgﬁ

(6.46)
GixJes + V¢l = —my |

que ¢ a expressdo da equacgdo de Dirac em termos de spinors de Pauli.
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6.1.4 Velocidade, paravetor spin e parabivetor spin

Ao tomarmos um elemento 9 € 8pin (1,3} ~ SL{2,C), ¥ pode ser visto como uma
transformacio de Lorentz, e K e £ sfo obtidos via essa classe de transformactes dos vetores

{f+.e1fs}

Definimos o8 paravetores

w= () = 5(KK + £D), (6.47)

5= 5 (esd). (6.48)

Dada a semelhanca com a definicdo (5.38) do cap.(5), identificamos u (a menos de um
fator 1/2) com a velocidade prépria e s com o paravetor-spin. Além disso temos a relagio

PP = ~Ke1L + Le, K. (6.49)
Definimos ainda o parabivetor-spin X como
X = geny = wesy, (6.50)
que esta relacionado ao paravetor-spin por
s = tXu. (6.51)

6.1.5 Vetores do espago-tempo de Minkowski M construidos como par-
avetores da dlgebra de Pauli a partir de spinors de Weyl em (/34

Definimos um paravetor genérico R@ R® 3 v = Ke; K = Kee:X = KK. Sob as
relagdes (6.3),(6.10), obtemos

. EE BE
KK = ( T ) (6.52)

Dados Cl3of+ 3 K =k'fi +k%e fL e K= E (fe) +F f-), temos explicitamente
que

KE = KeK = k'F fu+E'E frei+k%E fey + k2 f_ (6.53)

o que nos reconduz imediatamente, mediante a representacdo (6.1), & eq.(6.52). Temos,
coin isso, a seguinte correspondéncia:

| A A

z f+ & 070 frey & oM, foeq +—s it fo e idi4 (6.54)

Tals idempotentes da adlgebra do espago Cf34. construidos a partir dos vetores? e; e
ez, se identificamn pelas relagbes acima com tétrade nula definida na secgo (2.1) e dada
pela eq.(2.46). Dessa maneira, construimos a tétrade nula do espago-tempo de Minkowski
utilizando os spinors, s6 que desta vez com ¢ uso da dlgebra de Clifford do espaco.

‘Esses vetores tém como representacdo particular as matrizes de Pauli.
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Afirmamos que um paravetor a € R@® R® € Cf34 pode ser escrito como

a=2Ke K = 2KK (6.55)

De fato, dado um spinor operatorial ¢ € C£3,,

a=20K = 2f.fid =2 ) = $(1+e3)d
= P+ desd (6.56)
= {10 -+ azei, (3 B 1., 2, 3)

O paravetor a assim definido aponta para o futuro, ja que
R 3 ¢y = o’ = (a+bejp+ceiz+dess){a—bes—cers—dess) = a’+b°+c?+d* > 0. (6.57)

Além disso, j& que (a8)? = (¢0)% = (a®)? , o paravetor a é nulo (a® = (a%)? — (¢!} = 0).
A Gltima igualdade da eq.{6.56) vem do resultado [Va97} que podemos escrever um
vetor de R®

x = ie; = pesd, (6.58)
que resulta do vetor de referéncia eg a partir de wma rotagdo e uma dilatacggo. Identificamos
a expressdo acima, multiplicada pelo fator £/2, com a densidade de spin.

Queremos obter a métrica do espago-tempo a partir dos spinors, como feito no cap.(2).
De acordo com a €q.(6.53), escrevernos dois paravetores ¢ e b como

0= EE f + BE fres + K2F fey + K2F F = g + die;,

! J r } . 6-59
b=rirl fo 4+ 772 foe; + 727 foey + P fo = by + ble;, (6.59)
e suas respectivas conjugacdes
a=kE [ —KE eif —KF eifs + K f. =0 -de; (6.60)
b= T‘IWT"}"f_ — T1F2relfm — r2F1'e;f+ -+ Tzfsz_;. = bg — biei.
Obtemos dai a relaciao de Clifford para os paravetores:
sb+bi = (KE 27 + k% 2+ KK e 4 B2E )
= 2(c®° — o*b;) = 29(q, b). (6.61)

Com isso a formulacao dos paravetores a partir dos spinors de Weyl em Cé39 é con-
dizente com o formalismo cldssico.

A partir de paravetores tipo-luz obtidos a partir dos geradores {f., f.,e1f+,e; f-} dos
quatro ideals laterais de Cls g, é possivel reobter a tétrade ortonormal {eg = 1,e;,e3,e3}
do espago dos paravetores. Para isso definimos uma base de paravetores tipo-luz {n*}:

= f+f; = f+

T = f-f-=1-

™ = efifi=efs

= fieifs =ef. (6.62)
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A tétrade ortonormal é obtida a partir da base de paravetores {#x#}:

ey = 7’?0+771,
e = W —x°,
o — 23 —n2 (6.63)
e3 = 70—zl
j3 que
ey == f++f~1
e = e fi+ef.,
e = -Je f.—efi), (6.64)
ez = fi—f.

J4 obtivemos a tétrade do espago de Minkowski (M ~ R*3) ¢ a tétrade do espaco dos pa-
ravetores (RER?), juntamente com a métrica desse espago. Para completamente obtermos
o formalismo de Penrose sob o ponto de vista das dlgebras de Clifford, falta os conceitos
de pdlo e de bandeira, os quais desenvolvemos a seguir.

Pela eq.{6.56), podemos ver imediatamente que o paravetor a gerado pelo SCTA X é
mulo. De fato,

a = 4KK (KK ) = sKK(RE) = 0. (6.65)

Portanto o paravetor & = 2KK é o pélo associado a uma geratriz do cone de luz. Em
termos da eq.{6.36)

- =
]C]S: =uUt§= "/’f~%~"£7 (6.66)
LL=u—-s=Yf.¢
Além disso podernos mostrar que
}Cﬁ + [.:]6 = 1,/;811/;,
}Cﬁ - ﬁr% = 1}'@311;{;. (6'67)
Definimos os vetores ¢ e 9 como
= KL+ LK =vet,
2 = —-3KL-LK =eyy. (6.68)

Os paravetores ¢ e D s80 ortogonais a u e 5. O parabivetor formado por ¢ € o pdlo KK =u+s
é a bandeira:

c(uts) =plerf- ). (6.69)
6.1.6 A Aalgebra de Clifford Cfy; ~Ho H

Considere o espago euclideano R® e uma base ortonormal {e;,e2,es}. A dlgebra de
Clifford C4p 3, € gerada pela base {1, e, ez, e3}, tal que

1 .
glei o) = =65 = S(eiey + 5o}, (1.7 = 1,2,3). (6.70)
Em particular ¢ = —1.
Utilizando o mesmo raciocinio feito em Cf3 5, primeiramente reduzimos as dimensdes
redundantes do formalismo, provando a
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Proposigao b Clysfy = CLy,f., onde j1 = 3(1 £7). «

Prova: O ideal & esquerda Cép3f. € isomorfo a H, enquanto dlgebras. Além disso, es-
crevendo um elemento arbitrario de (53 como

Cfe,s 34 = a® e akzk -+ 51823 + 52231 -+ bse;g } 602123
= a¥ + aFex ~ bFeperns + blerns, (6.71)

vemos que

Afy = [(@®+8°) + (@ - F)alis
= [(a®+8°) + (a® — B )eperasfs (6.72)
Portanto, dado Afy € Cfpsfs, escrevendo A’ = (a% + 89) + (aF — b¥)epern3, vemos que

A’ € Cly5 e que Afy = A'f;. Isso mostra que Closfs C Clgsfs. A outra inclusdo segue
imediatamente.

|
Considere um elemento par Q € C’E{‘i 3
Cﬁg’ﬁ 3¢ = a-+bep +ceys+ degs
= (a+ bea) + e13(c — dera)
= kb4 3kt (6.73)

Qutra possibilidade de escrevermos os spinors de Weyl é considerar a algebra Cfp 3 > HOH,
onde podemos expressar um spinor K = Qf € Cfg3f, como

s Spinor contrevariante apontuadoe {SCTA)

K= (B + ek (6.74)

Também definimos o

s Spinor contravariante pontuado (SCTP)

K = (j4+k' — f1k2e13) (6.75)

Multiplicardo o conjugado de K & esquerda por e;3, obtemos
esK = e13(fu k! + fohZenn) = faklers + F4k%, (6.76)
que multiplicado por outro spinor 7 € Cép 3/,
e13Kn = K'nleisfe — k'fs + K20y + KrPests, (6.77)

podemos obter a métrica spinorial em Cfy 3:

G =2 < {ei3K)n >o= (E*n* - k'7?)f- (6.78)
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Considere agora a aplicagdo o : CE(‘;', 3 = Cﬂgj 4 definida pela express&o
o (Q) = exQess, (6.79)

onde @ = Q. A aplicacio o leva um médulo A direita em um médulo & esquerda. De fato,

t‘J'(fiI1 + 213392) = o(a+ beyy + ce13 + deas)
es2(a + beio + ce13 + deaz)ess
= (a-+bea)+ (¢~ dez)ers
K 4 ke (6.80)

I

Para um spinor Cfp3 3 X = Qf.;., temos

o(d) = o(@f+) = es(QF+)ens = eg2(f1 Qeos)
frez2Qeas = fro(Q)
= fi (k" + k%e13)- (6.81)

Dessa maneira,

o(K)ers = f1 (k' ers — &) = f1 (—k* + klers) = K. (6.82)

Dai definimos de outra maneira a métrica spinorial:

i Gy, ¢) =< o(¥)e1zd >c= 3[o(¥)e13¢ + e2io(9)e1sdera) (6.83)

Entretanto a dlgebra Cfg 3 ndo ¢ t80 natural para a descrigdo de uma métrica do espago-
tempo de Minkowski quanto C£3 9. De fato, ela é adequada para o espago-tempo euclideano
RY, visto que, para u € R?,

ui=ul +i2, ueR, TR (6.84)

Além disse Cfy 3 ~ Ho H é uma dlgebra semi-simples, e o anel H nio é comutativo, sendo
preciso discernir o produto pela esquerda e pela direita em H. Além disso provamos que
existe uma aplicacdo ¢ que passa de um mdédulo a outro.
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Ich kann es num einmal nicht lassen, in diesem Drama von Mathematik und Physik - die
sich im Dunkeln befruchtten aber von Angesicht von Angesicht so gerne einander
verkennen und verleugnen - die Rolle des (wie ich gentgsam erfuhr, oft unerwiinschten)
Boten zu spielen.}

Hermann Weyl

(...) die Unbergrenzheit des Raumes ist eine groflere empirische
Gewiflheit als irgend eine qufere Erfahrung.
Hieraus folgt aber die Unendlichkeit keinesweg.?

Bernhard Riemann, die Habilitationsvortrag, 1854.

O objetivo principal deste capitulo € descrever as transformagdes conformes no es-
pago-tempo de Minkowski (M) a partir da agdo de elementos do grupo $pin. (2,4) sobre
paravetores do espaco R & RY! e caracterizar os twistors como uma classe especial de
spinors algébricos em B! (elementos de um ideal minimal & esquerda de C ® C¢;3), ou
de modo equivalente spinors cldssicos em B?* (elementos do espago de representacdo ir-
redutivel do grupc® $pin.(2.4)). Com isso descrevemos as transformagdes conformes e os
twistors inteiramente através da algebra de Dirac e apresentamos sua versdo multivetorial.
Finalmente discutimos algurmas generalizacoes do conceito de twistor como 0s mexors e 08
SCrews.

7.1 Transformacoes de Mdobius no plano

Vimos no cap.(2) que rotagdes na esfera de Riemann podem ser associadas a rotagoes no
plano de Argand-Gauss, que é isomorfo a R?, e portanto a dlgebra dos nitmeros complexos
Céy1 ~ C é apropriada para se descrever rotagdes em R?.

No cap.(3) demonstramos o teorema da periodicidade das ACs, que diz que €11 511 =
Cl;,1 ® Clyq- Utilizando tal teorema, vemos que as transformagdes de Lorentz no espago-
tempo, geradas a partir da agdo de elementos do grupo $pin(1,3) (que sdo elementos
particulares da algebra de Pauli (3 ), estdo associadas diretamente as transformagoes de
Mébius no planeg, ja que

Clzp = Clog@Clyy = Cl11 @Cly . (7.1}

' ¥y, ndo posso deizar de assumir, no drama enire o matemndtica e o fisica - gue de noite se fertilizam,
e quendo estdo face ¢ face se degladiom e se atacam - o papel [embore muites vezes maol-sucedido) de
mediador.”

244 faita de limites do espage € uma sebedoria empirica metor do gue guelguer outra ezperiéncic
ezterior. Mas néo se pode dizer, de maneire nenhuma, que dat decorre o infinitude.”

30 grupo $piny{2,4) é o recobrimento quédruplo do grupo conforme SConf, (3,3), que € o grupo das
transformagdes conformes ortderonas do espago-tempo.
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As transformagées conformes no plano sdo descritas com o auxilio da dlgebra C¢; ;.
Com base no #ltimo isomorfismo dado pela eq.(7.1), podemos representar umn paravetor
a de Cf3 g por um elemento de M(2,C):

R@Raaam(z '}), (7.2)

z

com z € C.

Considere agora um elemento do grupo $pin, (1,3) = {¢ € Clsq | ¢¢ = 1}. De acordo
com o teorema 3.11 (periodicidade generalizado), que diz que a reversdo de uma matriz
que representa um elemento de Cf3 g € acompanhada da conjugacio de cada uma das suas
entradas (que sao mimeros complexos), podemos representar:

a c d
(+4)-(32) )
A rotagio de um paravetor ¢ € R @ RB® pode ser efetuada mediante a transformacio

a+ a = naij para 7 € $pin_ (1,3). Em termos das representagbes matriciais, a rotagio é
representada por

T oYl

GAGHED-GOEN0

Tomando g = 1 e A = 2Z, vemos que o paravetor ¢ é mapeado em
a c z 2% d 7 2
Gai9)EH)--(17) &

onde 2’ = E e R 53 w = bz +dJ>.

O mapa descrito pela equagdo da matriz (7.5) é a propria a¢do da matriz spinorial
A € SL(2,C), ja descrita pela eq.(2.14). Vemos que esse formalismo das transformacdes de
Mébius no plano, construido a partir do teorema da periodicidade generalizado, reconduz
ao formalismo cldssico descrito no cap.(2) e pode ser generalizado para a descricdo das
transformacgoes conformes no espago-tempo de Minkowski.

[ I ]
M

(7.4)

Qo

7.2 A compactificagdo conforme

Dado o espago quadrético BP9, considere o mapa injetivo {Cr90]

3 Rp:q — ]Rp+ L+l

z = x(z)=(z,z-2,1) = (z,A 1) (7.6)

A imagem de FP? é um subconjunto da quédrica Q em RPTH9T! que é descrita pela
equacio
-z Ap =0, (7.7)

o chamado absolute de Klein. O mapa » induz um mapa injetivo da quadrica ¢ no espago
projetivo L{RPFLIH1), onde T(RPT1971) & o conjunto de todas as retas que passam pela
origem de RPT14%1. A quadrica @ é compacta e é definida como sendo a compactificacdo
conforme BP9 do espago quadrédtico RPY.
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A quédrica @ =~ RP¥ ¢ homeomorfa ao hipertoro (SP x §9)/Zq [BF98]. No caso parti-
cular, onde p = 0 e ¢ = n, a quddrica é homeomorfa 3 esfera 5%, que € a compactificacdo
de R* mediante o acréscimo do ponto no infinito.

Existe também um mapa injetivo

s:RegR —» RaoRrY
v o s(y) = (;’ Z") (7.8)
Enunciamos o

Teorema 7.1 » (i) 0 mapa 3 : BP9 — R+ ooy (2 0. 2, 1), € uma isometria.
(i) o mapa m : Q@ — BP9 {z. A\ p) — z/u definido onde A # 0 é
conforme.
(iil) se U : RPTL+L s BPFLETL ¢ yum mapa ortogonal, entdo o mapa
Q=rmolUosx:BPHY — ®BPI £ conforme. «

Para a demonstragio do teorema (7.1) vide [Po95]. Os mapas do tipo 2 levam esferas
conformes em esferas conformes?. Pela afirmacio (i) do teorema 7.1 vemos que U & —U/
induzem a mesma transformacdo conforme em RBF?. O grupo conforme é definido como:

Conf(p,q) ~ O(p+ 1,¢ + 1}/2Z, (1.9

Ja vimos na sec.(3.11) que O{p + 1,4 + 1) tem quatro componentes. Entdo o grupo
Coni(p, ¢) possui quatro ou duas componentes, dependendo de onde o elemento —idgp+1,q+1
estiver. Se tal elemento estiver na componente conexa com a identidade (que é o caso em
que p e ¢ sdc impares) p+1 e g+ 1 s&0 pares e o grupo Conf(p, ¢} tem quatro componentes.
Caso contrario ele sé possue duas componentes. Para demonstragio dessas afirmacées, vide
[Cr90].

Em se tratando das transformacdes conformes no espago-tempo RS =~ M, o grupo
Conf(1,3) possui 4 componentes. A componente de Conf(l,3) conexa com a identidade,
denotada por Conf, (1,3) é conhecida como grupo de Mébius de R'3. Além disso a com-
ponente conexa com a identidade que preserva a estrutura temporal do cone de luz futuro
¢ denotada por SConf, {1.3).

As transformacdes de Mobius sdo composicdes de rotagdes, translacdes, dilatagdes e
transversdes {Ma89].

Teorema 7.2 {(Liouville) » Todas as transformagdes de Mobius séo conformes. <

7.3 Os paravetores de C/;; na algebra de Pauli

Considere ¢ conjunto {4}, (A =0,1,...,5) dos geradores de R%? que satisfazem as
relages:
B=ci=1, cel=e=ej=ci=~1, ¢e;5.65=0 (A#£B). (7.10)

*fisferas conformes podem ser guase-esferas ou hiperplanos, onde uma quase-esfera é uma subvariedade
de R¥? definida pela equagio ez -z +b 2+ c=0,0nde o, c € Re b € RF9. Uma quase-esfera é uma
esfera, no casoc em que a forma quadrdtica z - x em RP9 é positiva definida e ¢ 3 0 e um plaro, no caso
em que g = 0.
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Considere também o espago R*?, com wma base {E4} (A =0, 1, ..., 4), onde
Ei=-1, E!=Ei=E!=E!=1, Es -Ep=0 (A#B). (7.11)

Podemos obter os {E4} a partir dos {e s}, definindo o isomorfismo

£:Clyy — A(REY)
Eq = §(Ba) = caes. (7.12)

Os {E 4} definidos acima satisfazem as relagdes (7.11).

Dado um vetor @ = ae; € R%*, obtemos um paravetor de Cfy ), que pertence ao
espaco R @ R, da seguinte maneira:

RORY 3b=oaes =By + o’ (7.13)

Definimos ainda o bivetor Q = F 1 Ey € Ax(RH1).

Temos o intuito de descrever os paravetores de Cfy; com base na dlgebra de Pauli.
Pelo teorema da periodicidade para as 4lgebras de Clifford, temos o isomorfismo Cfy; =
Cf;; ® Cl3 e portanto podemos expressar um elemento de C4s; como uma matriz 2 x 2
com entradas em Cézg.

Definimos o isomorfismo

Ei =4 ﬁ(Ez) = B E By = e. (?.14)

Vemos facilmente que €2 = 1 ¢ que E; = e;E4Fy. Podemos ainda escrever

E4 = E+ + E_,
B —E. B (7.15)
onde definimos Bz = 3(Ey + Ep). Dai,
b=c®+ (@’ +aE, + (c* - ")E. 4+ ale; 0. (7.16)
A partir das relagdes EZ = 1 e EZ = —1, podemos representar Ey e Ej por:
{01 {0 -1
B=(0 1), m=(0 ) -
Como conseqiiéncia disso também escrevemos
G 0 ¢ 1 1 0
E, = = = .
+ (1 0)’ E (0 0)’ < (9 —1)* (7.18)

l o’ +ofe; ol -al
b= ( e S ) (7.19)
| |

O vetor & € R** estd no absoluto de Klein, ou seja, o = 0. Além disso temos a
correspondéncia

o’ =0+ bb=0, (7.20)
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j4 que aa = ala = asie = agseza = bb.
Definimos \ .
A=~
! 21
n= ot + af. (7.21)
Utilizando a representacio matricial de bb, o elemento {bb);; da matriz é dado por

(%B)lg =TI - /\,u = 0, (722)

onde z = (o + o'e;) é paravetor de Clzo (zx € R R®). Ao escolhermos p = 1, fixamos
conseqitentemnente A = =¥ € R Essa escolha corresponde & passagem para 0 espago proje-
tivo como descrito na sec.(7.2). Portanto wm paravetor b € R&R%! pode ser representado

como:
- (32)-(:%)

(@® + ofe;) (o — oley) = (of — o) (o +a?)
= (@) — (dlei)(e’ej) = (') — ()%, (7.29)

Da eq.(7.22} obtemos

de onde concluimos que

(0%)2 + (a%)2 = (a1)? — (@) = (%) = (@*)? = 0 (7.25)

que é a prépria equagdo que descreve o absoluto de Klein (eq.(7.7}).

7.4 Transformacoes de Mdobius no espago-tempo R} ~ M

. a ¢ .
A matriz g = ( b d ) pertence ao grupo $pin. (2,4) se, e somente se, suas entradas

a,b,c.d € Cl3p obedecem as seguintes condigoes:

(1)  aa, bb, i, dd € R,
(i5) ab, ed eRORE,
(iii)  auE+cba, cd+diceR, Yo eRaR?,
(iv) ovd+beROR, WweRaR,
(v) @t =ca, bd = db,
) ad—ch=1. (7.26)

(vi

As condicdes (2}, {i2), {#24), (iv) s@o equivalentes & condicio de que d{g}{b) = gbg € R &
R4, vb € RORYL, onded : $pin, (2,4) — S04(2,4) é a representacio adjunta contorcida.

De fato,
bi = a ¢ T A d
%9 = \ b d u z b

. a$§+>\a§+uc€+c§§ azi+daa+pcc+bza \ _ [ w X (7.27)
. bzd + Adb + pdd + dib bze-+ Aba +udb+dia ;)\ 4 W '

[T ]
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onde essa tltima igualdade (considerando w € R&R3 e X, 4’ € R) vem da exigéncia de que
g € 8pin_ (2,4}, ou seja, gb§ € R®R**. Para que isso acontega, as condicdes (1), (i1), (44}
e (iv) devem ser satisfeitas.

As condigdes (v), (vi} expressam o fato que gj = 1, j4 que, para g &€ $pin_ (2,4), temos

que L
. ad—chb ac—ca y _(1 0
gg=1 « (b&'--d’é da-—ba)“(o 1)' (7.28)
7.4.1 TransformagoOes conformes

Vimos na sec.{7.3} que podemos representar um paravetor de C£;) como

R@}Rmabm(x f_f)m(x ’\) (7.29)
1z gz

onde € R @ R® ¢ paravetor de Cf3 0.

Congidere agora um elemento do grupo 8pin, (2,4) = {g € Cf1, | 9§ = 1}. Podemos
representd-lo por um elemento g € Cfy; ~ Cf; ; & Cé3p, ou seja, g pode ser representado
pelas matrizes 2 x 2 com entradas em C#3 g, da forma

g= ( y ) a,b,c,d € Cls. (7.30)

A rotacio de um paravetor b € R@R*! pode ser efetuada mediante a representacio ad-
junta contorcida, & : $pin, (2,4) — SO.(2,4), definida no cap.(3) por &(g)}(b) = gbg~! =
gb§ para g € $pin (2,4). Em termos das representacdes matriciais, a agdo do grupo
$pin..{2,4) é representada por:

e —

COCEDGD)-(aENED
Fixando-se ;. = 1, o paravetor b é mapeado em
(32)(??)(?2%%? if) (7.32)
onde
g’ = (az +c)(bz + d)", (7.33)
R 3 A = (bz + d)(bz + d). (7.34)

A transformacio (7.33) é conforme [He91].
Nesse sentido, as transformagdes conformes no espago-tempo sio rotagbes em R4,
resultantes da agdo do grupo $pin, (2,4) através da representacio adjunta contorcida.
Devido ac isomorfisma

C&;}l ~C® Cfg’g pit M(4 (C), (7.35)

podemos representar elementos do grupo $pin .. {2.4) como elementos particulares da dlgebra
de Dirac C® C{; 3. No que se segue, denotamos 2 € R & B3 um paravetor. Expressamos
as transformagdes conformes a partir da agio de elementos do grupo $pin..(2,4) nas cor-
respondentes matrizes listadas abaixo:
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e Translagio: c+>z+h, hec ROR3

1 &
( o 1 ) (7.36)
e Dilatagao: z+— pz, pe R
0
(7 ) (737
* Rotagéo: z =+ gzg™ !, g€ $pin_ (1, 3)
0
( g ; ) (7.38)
e Inversao: z++ —Z
6 -1
L (7.39)
e Transversio: z — z+z{hz +1)~! = z +2Zh heRoR?
. 1+ 2z -h+zzhh’
1 0
( L ) (7.40)

A transversdo € a composicio de uma inversio seguida de uma translacdo e novamente
de uma inversdo e, a partir dela, vemos a utilidade de se trabalbar com a compactificagdo
conforme RIS de R1¥. De fato, o ponto z = —h/hh é levado no infinito pela transversio,

o que faz com que R%* tenha que ser compacto, para uma descricio satisfatéria da teoria
das transformacdes conformes.

O grupo SConf. (1,3} é coberto quadruplamente pelo grupe SU(2.2), onde a identidade
do grupo conforme idgcoqe, (1,3) corresponde as seguintes matrizes em SU(2,2)~ $pin (2.4):

1o O -1 0 ig 0 —iz 0
(O 12)’ ( 0 -—12)1 (0 iz)" ( 0 —-ig)' (7-41)

O elemento 1z simboliza a matriz identidade 2 X 2; o elemento ¢, representa a matriz
diagonal com entradas imagindrias puras i.

Dessa maneira, os elementos do grupo $pin. (2,4} d3o origem as transformactes de
Mébius ortécronas. No caso do espaco-tempo, existem os isomorfismos [Po95]){Cr90]:

Conf(1,3) = O(2,4)/Zs =~ Pin(2,4)/{*1, £i}, (7.42)

¢, consequentemente,

SConf (1,3) >~ 50.(2,4)/Z2 ~ 8pin (2, 4) /{£1, i} {7.43)
A seqiiéncia de homomorfismos

$pin, (2,4) 275 80, (2,4) =3 SConf, (1,3) (7.44)
é construida explicitamente em [K174]{La97].

Em geral o grupo conforme Conf(1,3) age sobre M ~ R?, que por sua vez é imerso no
cone de luz de R%*. Esse cone de luz é a propria quédrica @, definida na sec.(7.1), quando
p = 2e g =4. O aumento de duas dimnensoes no espaco faz com que o grupo conforme, que
age de modo ndo-linear em R?, aja linearmente em B> pela agio do grupo $pin.(2,4).

Vale ressaltar que essa agio ¢ feita a partir de elementos da algebra de Dirac, devido
ao isomorfismo dado pela eq.(7.35).
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7.5 A algebra de Lie do grupo conforme

Vimos na sec.(3.12) que a algebra de Lie do grupo Spin.. (p,q) é gerada pelos bivetores.
No caso do espago R?* a &lgebra de Lie do grupo $pin, (2,4) é gerada pelo espaco de bive-
tores que possul quinze dimensdes. Podemos ent&o associar esses bivetores aos geradores
do grupo conforme do espago-tempo de Minkowski Conf(1,3), j4 que o grupo conforme
possul quinze pardmetros. Vimos na subsubsec.{4.5.2) e na subsec.{7.3) que

Ey = ~ivg, Ey=—iv, Ey=-—iyy, Ez=—iv3, Es=—~ivios, (7.45)

e que
E4 = caes, (7.46)
onde {e4} (A = 0,...,5) é base de RB?*, {Ea} (4 = 0,...,4) é base de R* e {v,}

(#=0,1,2,3) é base de R3. Definimos entdo os geradores do grupo conforme Conf(1,3)
como bivetores do espago Ap(R%#4):

kA
P, = 5(5#55-%5#54),
H
K, = “-2*(5;,,85—&‘“64),
1
D = “§5455=
My, = EEVE,u,- (7.47)

2

Das relacoes (7.45) e (7.46), os geradores de Conf(1,3) sdo expressos a partir dos vetores
{~.} de C¥; 3 da seguinte maneira:

1 .

P = 50u+ivms),
1 .

K, = "E('Yu"37u75):
1

D = “2“2"?’5,
1

My, = “2‘('714/\7;&)'

(7.48)

Podemos verificar que os geradores acima, definidos satisfazern as seguintes relagoes:

[Pu: P] = 0, [Ku K] =0, [Myw, D] =0,
[M.W: Bl = ”(Q#APU - gv)\Py):
My, K] = “(gﬁAKv — guaKy),
[ L p] = GuaMye T Gua Myup — Guo Mup ~ gupMps
[ l’] = Q(QIWD - Myv):
[Pm D] Pus
[Ku. D] = —K. (7.48)

Vale observar que as relagdes de comutagdo permanecem invariantes perantes as substi-
tuicoes Py, ++ —~ Ky, Ky =+ ~F, e D~ ~D.

I
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7.6 Twistors sob o ponto de vista multivetorial

A construcio do twistor de acordo com J. Keller [Ke97] se utiliza dos projetores®
Py = 5(L £ ivs5) (X = R, L) e do elemento Ty = 1 + ¥s5x, onde x = z¥+,. Segundo a
formulagio de Keller [Ke97|, temos a

Definicio » O twistor de referéncia 75, associado com o vetor posicio x € R'® e um
spinor covariante pontuado de Weyl {que ¢ escrito como a projego de orientagio negativa
de um spinor de Dirac w e CY) [l = Ppw = (g) é dado por

x = IxPrw = {1 + wx)Prw = {1 +y5x)I1 | < {7.50)

Para vermos a coeréncia dessa defini¢do com o formalismo original de Penrose, uti-
lizamos a representacdo matricial de Weyl para os multivetores usados na definicdo do
twistor de referéncia:

wewemn-((19)+(3 2) (2 D)) v

onde as entradas de cada uma das matrizes aciina devem ser vistas como matrizes 2 x 2,

L 22 2t 4ia?
£ = zt 2 .0 3

—iz® -z (7.52)

é a representacio do vetor x € M em termos de matrizes, j4 vista no cap.(2}, e ¢ é a
reversido espacial (conjugacao quaternidnica} da representagdo £ do vetor x € M. Portanto

Ty = ('ff) (7.53)

que é a propria definicdo de Penrose dos twistors. O sinal é diferente, devido 4 utilizagao
da representagdo de Weyl

v =n={] ). er=n=( 0 o) (7.54)

construida na subsec.(4.3.2). Keller utiliza a representagio de Weyl com os vetores do
espago com sinal trocado

T o 0 oy
ve=n=(7 g ) He=w= 2 =) (7.55)
Se utilizarmos essa representacio vemos, de fato, que

i -

e = ( 5) (7.56)
£
Definimos o spinor adjunio de Dirac

& = wivy = (@1, @2, @3, @4). (7.57)

O twistor transposto é dado por

iz = @Pg(1 + %) = I[{1 + 15%). (7.58)

Proposigio 7.1 » O produte escalar fixnx, representa o valor esperado do dual do
vetor-posicdo ysx com respeito ao spinor I1. <

SEm alusdo is orientagdes dos spinors de Dirac, falamos que Pr = 3{1+ivs) é um projetor de orientacdo
positivaou e Pp =Py = %(1 — ivys) é um projetor de orienfagGo negative.
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Prova: De fato,

fixfie = LT+ 2ysxIl + x*T011
= 20IvsxII, (7.59)

ja que TIIT = @3 (1 — éy5) (1 + iys)w = 0.

Definimos também ¢ produto tensorial
Il = (1 + %) = (1 + x)g, (7.60)

onde g = IIII é a projecdo positiva do vetor nulo Q@ = w@, o que d4 a interpretacio do
twistor como sendo composto por um vetor nulo ¢ e uma bandeira ysxg. O multivetor
correspondente a um twistor é dado por

T = xll = g + ysxg = (1 ~ ix)q. (7.61)

Obtemos agora os produtos internos entre twistors. A relac@o de incidéncia, que de-
termina um ponto no espaco-tempo M a partir da intersecgdo de dois twistors, é dada,
como no formalismo de Penrose, por

JEY = mueny = Tys(x — x)I1 = 0, (7.62)

onde 7, € a conjugacdo de Clifford do mmltivetor nx. O produto J¥¥ é invariante ao
multiplicarmos 7x por um fator complexo. Assim, de oito graus de liberdade passamos a
seis e o vinculo dado pela eq.(7.62) reduz o espago dos twistors nulos a cinco dimensdes,
o que reconduz de fato ao formalismo cldssico dos twistors, segundo Penrose.

Keller define ainda outro produto interno, que corresponde ao mesmo twistor, mas em
dois pontos distintos em M:

s = mxthe = Hys{x — x"}I = 0. (7.63)

O produto acima sé serd nulo quando x = x’. A congruéncia de Robinson € definida
fixando-se x e variando-se x'.

Os twistors pedern ser completamente descritos pela estrutura multivetorial da dlgebra
de Dirac C® Cf; 3, que é isomorfa a Cf4 ;. Faremos a definicdo dos twistors, sob o ponto
de vista das definicoes classica e algébrica dos spinors.

Vimos no cap.{3) que um spinor classico é um elemento do espago de representacéo
irredutivel do grupo Spin (p,g). Visto que esse grupo ¢ definido como o conjunto dos ele-
mentos pares ¢ do grupo de Clifford-Lipschitz tais que ¢¢ = 1, a representacio irredutivel
vemn automaticamente da representagdo irredutivel da subélgebra par CZf g

Veremos no que se segue que os twistors podem ser vistos como uma classe especial®
de spinors algébricos em R*' (elementos de um ideal & esquerda da 4lgebra de Clifford
Cfs ;) ou como spinors classicos em R%* (elementos do espago de representacdo do grupo
$pin. (2, 4)).

5Tal classe tem uma dependéncia com a posigie, j4 que devemos reconduzir 0 novo formalismo dos
twistors ao formalismo classico de Penrose.
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Definigao » Um twistor em M € um elemento do ideal & esquerda (C®C#; 3} f com uma
dependéncia intrinseca na posicdo (f ¢ um idempotente primitivo de C® Cf; 3 =~ Cly 1)
<

Essa dependéncia intriseca serd explicitada logo abaixo. Com essa definiclo, os twistors
sao spinors de Dirac com uma dependéncia na posigio.

No cap.{5). quando escrevemos a equagio de Dirac utilizando a dlgebra de Pauli Cf3 g,
vimos que o spinor de Dirac ¢ € um elemento do ideal (C® Cf13)f = Cﬁzs o Clzg. Ja
que os idempotentes f. = (1 + e3) sdo primitivos e geram ideais minimais & esquerda de
C{3 4, podemos escrever

Y e (COChH3)f =Clyp=Clspfr ©Clof- (7.64)

A vantagem de definirmos o twistor como um tipo particular de spinor algébrico em
’%4! ¢ que reobtemos a teoria dos twistors de Penrose, com wma notacio destituida de
indices, a partir do formalismo spinorial via dlgebras de Clifford, que é um formalismo
adeqiliado para se expressar e interpretar relagOes geométricas. Além disso, provamos
abaixo que tal formulacdo é equivalente 4 formulagio do twistor segundo Keller.

Considerando, como feito na subsegio (4.5.3}, uma base {E4} de Cfy; e uma base
C @ {70.71.72: 73} de C® Cfy 3, pelo isomorfismo Cly; =~ C ® C4) 3 dado por

Ey=1iw, Ey =m0, FE2=rm, Ez=m0 FEi="77%=—723, (7.65})
vemos que, de fato, Eg =—-1le F; = E, = E3 = E4 = 1. Escrevemos um paravetor de
C&;,l COInoO

RoRYM 22=2"424FE, =2+ o°Ey + 2 By + 2%Ey + 2°E3 + % E,. (7.66)

Definimos um elemento x = zE; do espaco AY(RY1) @ ALRY) & A*(R*') como

x=zEy=2FEy+ " EyEy + 2 By By + 02 Eo By + 22 EsEy + . (7.67)
Vemos que . .
Xg(1 +iy5) = Txi(i +iy5) = TxPe. (7.68)
J4 que o twistor é definido segundo Keller por
e = LxPrw, (7.69)

onde w € (C @ C¥; 3)f € um spinor de Dirac, definimos o twistor um spinor algébrico em
R4

Twistor = xP Uf € (C®Cli3)f (7.70)

onde f é um idempotente primitivo de CQC¥4; 3 e U é um multivetor arbitrario da dlgebra
de Dirac. Portanto U f é um spinor de Dirac e P U f = (g) =Te;(1+ip)CoChL3)é
wm spinor de Weyl covariante pontuado {SCP). Podemos escrever o twistor como

I = 2E4Il = (2°Ey + o* By Ey + 2' By Eq + 22 EoEy + 2 E3Eq + oML (7.71)

Noiamos que
E4IL = 3ypll = —ypys 1] = —dryp Il (7.72)
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Dai,

XTI = (2PE;+ o EyEy+ o' E1 By + 22 By Es + 22 Es By + o)1
= gPEIl + 2P B By Il + o Bo Byl + o1
= gYEJD) + 2" E (B0 + P B (BLIT) + o'
2% (~ivoIl) + z* (v v0) (—ineTl) + o (i) (—ino D) + I
—iz0yIl — izFy IT + oI + oI
—ixI + 11 = (1 — ix)II
(1 +wx)IL
(7.73)
Portanto a equivaléncia dessa defini¢do com o modelo do twistor (segundo Keller) é prova-
da.

A relacio de incidéncia dada pela eq.(7.62) é traduzida no nosso formalismo apenas
tomando-se o conjugado do twistor e multiplicando pelo préprio twistor, como na eq.{7.62):

Jyy =B UzEU = ~UEzzE,U =0, (7.74)

j que o paravetor z € R& R*! estd no absoluto de Klein e conseqgiientemente zz = 0.
7.6.1 Representacao do grupo de Poincaré na élgebra de Dirac

O grupo de Poincaré € caracterizado por translagdes na dire¢do de um vetor d arbitrério
de B'# e rotacdes, essas tltimas descritas por transformactes de Lorentz.

Dado um vetor x € Rb?, o grupo de Poincaré definido a partir do produto semidireto’
entre o grupo de Lorentz e o grupo das translaces do espago-tempo, e é dado por

(La,d2}(L1,di)x = LyLixLiLy+ LodiLs +ds
= (Lply,Lad; +d2)x
= (Lg,dg)x. (7-78)

A partir dos operadores de projecio definidos na subsec.(7.6),

1 . 1 .
Pr=5(1+oy), Pr=5(1-x) (7.79)

"Sejam G, H dois grupos. Suponha que G age sobre ¥, isto é, existe uma aplicagio f: G x H — H tal
que
f(la,h) =h,

7.75
F(9102.7) = (a1, Flgz, b)), (7.73)
para todo h € H. Observe que, denotando f(g, h) simplesmente por g O k, temos:
lo Oh=h, (7.76)

(g192) Oh=1 0 {g20 k),

para todo k€ H.
Definimos o produto semidireto entre H e & como uma maultiplicacio em H x G (o produto cartesiano
usual} dada por
{(h1,g:){R2, 92} = (hi{g: © h2), g1g2). (7.77)
Essa definigdo embora seja para grupos pode ser generalizada para dlgebras de Lie, bastando para isso que
se insira hipdteses de diferenciabilidade.
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vernos que tais operadores de projecao satisfazem
Prd; = d;P,. {7.80)
As representagdes do grupo de Poincaré sao dadas por
Pf= (14+Ped))L;, PF=(1+Prd;)L; (7.81)
De fato, usando as relagdes (7.80), vemos que

P§ = PEP{ = (1+Pcds)Lo(l +Bedi)Ly
= (1+Pg(ds + Lod; L2)) Lo Ly
= (14 Pcd3){Ls). (7.82)
Podemos verificar 0 caso em que o projetor é dado por Pr de maneira semelhante. Além

disso, para completar a caracterizagio do grupo de Poincaré como grupo chiral da dlgebra
do espago-terupo M, basta ver a propriedade da translacdo inversa:

{1 4+Pd)(1 —Ppd) = 1. (7.83)
Essa caracterizagdo do grupo de Poincaré é 1til no que diz respeito & definigiio dos

screws, a ser abordada na préxima subsecio, como uma generalizagdo dos twistors.

7.6.2 Screws e mexors

A idéia original de Penrose [Pe66] é descrever eventos fisicos, que naturalmente estdo
relacionados a outros eventos por vetores nulos (tipo-luz), utilizando construgles que se
baseavam na geometria dos twistors. Uma relagdo importante na teoria é um raio de luz
que serve como “suporte” para outro raio de luz.
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0

Figura 7.1: a idéia original dos twistors: vetores tipo luz que servem como suporte para
outro vetor tipo-luz.

Na subsec.(7.6) vimos que o multivetor correspondente a um twistor é dado por

e = Mxll = (1 + ¥5X)g, (7.84)

onde ¢ é um vetor nulo. Nesse caso, x denota a posigdo de suporte [BH85], aonde o vetor
nulo ¢ € ligado.

Podemos considerar diversos casos para o braco eonjugado, que é um vetor x que
suporta outro vetor ¢:
(i) x e ¢ nulos;
(6} x arbitrério e ¢ nulo {que ji consideramos);
(#41) x e g arbitrérios.

o

Figura 7.2: Articulacdo homocinética: suporte de um vetor por outro vetor arbitrério.

Generalizamos a eq.(7.84), definindo o multivetor associado ao twistor generalizado
{(TG):

My = (1 +75xP)PLY, (7.85)
onde Y é um vetor de C ® Cf13. Poderiamos definir 0 TG de maneira equivalente,
utilizando-se 0 projetor positivo Pr.

Os fatores (1 + y5xP,) sdo representagtes do grupo de translagho, ja que a relaco

(14 %xPc)(1 4+ wxPr) = {1 + v{x+ x")P,) (7.86)

¢ de simples verificacdo.
0Os TG comutam com as rotagbes, pois dado R € $pin_{1,3), temos

R(1 + vsxP )P YR™!

fl

(1 + v RxR P )P RYR™!
= (1 +vxPc)PcYo, (7.87)
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onde x, e Y, 820 0s vetores obtidos a partir da rotacdo dos vetores x e Y, respectivamente.

O vetor x € um vetor posicdo j& que é afetado por translagoes, enquanto ¥ € um
vetor frame free, que fica invariante perante translagbes e deve portanto ser associado com
direcOes, mas nao com posicdes.

Screws

Os screws sa0 definidos a partir da expressio

!&JZ(LH@dY (7.88)

e 830, com 1880, representacodes fidis do grupo de Poincaré. Suponhamos que Y seja depen-
dente da posi¢ao x (Y = Y (x)), através de um gerador do grupo de rotagdes R(x) (linear
em X)

Y(x) = Rx)HR 1 (x), YeeC. (7.89)

Considerando a forma explicita

exp (W) = exp (v vu), {7.90)
podemos descrever uma rotagido uniforme, que dependa linearmente de um pardmetro
ax € R:

wh = axwt +wh”, (7.91)
onde wt* e wh” sdo constantes.
Dessa maneira o screw uniforme corresponde a rotagdes no plano v, proporcionais
b Yuv: P

ao deslocamento do vetor X = ayxg, x¢ € B, de acordo corn o pardmetro ax. Ora, isso
descreve wma trajetdria em forma de hélice.

Mexors

Podemos ainda generalizar o conceito dos screws, definindo os mezors:
M=(1+:iZ2)P.Y, (7.92}

onde Y é um vetor complexo do espaco-tempo e Z é um multivetor da dlgebra de Dirac.
Os mexors sao objetos geométricos que descrevem um elétron com spin e suas interagdes
[Ke97b]. Tais interpretagOes estdo fora do escopo da presente dissertacao.
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O intuito deste trabalho foi reformular a teoria dos spinors e twistors de Penrose e
as transformacgdes conformes do espago-tempo utilizando as algebras de Clifford. Com o
novo formalismo apresentado, é possivel eliminar uma dimensdo do espago quadritico a
partir do qual construimos a dlgebra de Clifford. Com isso fomos capazes de descrever
os twistors e as transformacdes conformes a partir da &lgebra de Dirac C ® C4; 3. Para
tanto, tivemos que primeiramente estabelecer o formalismo cldssico dos spinors e twistors,
segundo Penrose. Utilizando tal formalismo, podemos descrever entidades associadas a
certas particulas, como helicidade, momentum e momento angular, a partir dos twistors.

Paralelamente & compreensdo do formalismo cldssico de Penrose, apresentamos as
dlgebras de Clifford de maneira extensiva, introduzindo primeiramente o produto ten-
sorial, a dlgebra exterior e seus {anti)automorfismos e a dlgebra de Grassmann. Definimos
a dlgebra de Clifford, de trés maneiras distintas: a defini¢do usual, a defini¢do como uma
classe de equivaléncia da dlgebra exterior e a definicio a partir dos operadaores de criagio
e aniguilagdo. Demonstramos o teorema da periodicidade, do gual se pode concluir que
todas as dlgebras de Clifford podem ser expressas a partir das algebras Cf€;.C#p1.Clp2
e C41 ;. Estudamos os grupos cldssicos ortogonais e seus recobrimentos duplos, os grupos
Pin e Spin, além de construirmos as algebras de Lie dos grupos Spin.(3) e Spin. (1,3}).
Também construimos explicitamente a representacao da algebra de Pauli, obtendo as ma-
trizes de Pauli e também as representacdes padréo e chiral da algebra de Dirac, a partir
de simples regras envolvendo a teoria dos idempotentes. A representacio de Weyl (chiral)
se mostra particularmente essencial no que diz respeito 4 recondugdo do nosso modelo ao
modelo classico de Penrose. '

Com o intuito de formular teorias a partir da dlgebra de Clifford gerada por um es-
pago quadratico de menor dimensdo, formulamos ¢ conceito paravetorial, que nos permite
expressar vetores de um espago BP9 como paravetores, que sdo elementos de um espaco
da forma R @ R%?~!, Par ilustrar a versdo “minimalista”de teorias, formulamos o eletro-
maguetismo e a teoria de Dirac utilizando somente a dlgebra de Pauli. A vantagem dessa
descricio € unificar operadores, vetores e tensores na forma de elementos da dlgebra de
Pauli.

Estabelecemos o formalisino dos spinors utilizando 4dlgebras de Clifford, descrevendo
0s quatro tipos de spinors de Weyl como elementos de quatro ideais distintos, 4 direita e &
esquerda, da 4lgebra de Pauli. A partir dessa nova formulacic reconstruimos as entidades
geométricas (pdlo, bandeira) descritas por Penrose em sua teoria. Demounstramos que o
pdlo pode ser escrito como a soma da velocidade pfopria com o paravetor-spin e a bandeira
como & composicdo do pole com uma familia de paravetores.

Provamos que o grupo de isometria do produto interno no espago dos twistors, a saber o
SU(2,2), pode ser escrito exclusivamente dentro das dlgebras de Clifford, através do isomor-
fismo SU(2,2)~ $pin_ (2,4). As transformacdes conformes (translagdo, inversdo, rotagdo,
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transversao e dilatagfo) sio expressas através da aco do grupo $pin.(2,4) sobre parave-
tores de B*'. Enquanto a teoria original das transformacdes conformes no espaco-tempo
¢ formulada em um espago de seis dimensdes (R%?*), com o uso do modelo paravetorial
conseguirnos descrever todas as transformagées conformes utilizando a digebra de Clifford
Cés,1, que é isomorfa & dlgebra de Dirac C ® C4; 3. Portanto eliminamos a dimensao re-
dundante outrora necessiria & descricao das transformagfes conformes. Descrevemos a
algebra de Lie do grupo conforme com base na algebra de Dirac.

Definimos 0 twistor no contexto das dlgebras de Clifford, como elemento particular da
classe de spinors algébricos (com dependéncia intrinseca na posicio) de R*!, ou seja, o
twistor é definido como elemento particular de wm ideal 4 esquerda da algebra de Dirac
C®Cly 3. De modo equivalente, o twistor € um spinor classico de ®24, Com isso desmisti-
ficamos o conceito de twistor, mostrando que tal entidade se trata de uma classe particular
de spinors. Os twistors e as transformagoes conformes sio formulados exclusivamente a
partir da dlgebra de Dirac. Reconduzimos o novo formalismo aos formalismos atuais, de
Keller [Ke97b] e de Penrose {Pe84|[Pe86]. Algumas vantagens desse novo formalisino s&o
notérias. A primeira delas é que podemos construir uma teoria destituida de indices ab-
stratos, o que elimina a complexidade de notacéo e até mesmo de compreensio da teoria
classica de Penrose. Além disso, através do teorema de periodicidade das adlgebras de
Clifford, esse formalismo pode ser possivelmente generalizado, com o intuito de se de-
screver os twistors e as transformagdes conformes em espagos quadréticos arbitrarios de
dimensao finita. Finalmente generalizamos ¢ conceito de twistors, definindo novas enti-
dades: os screws. Com base na interpretagio geométrica dos twistors {segundo Penrose),
onde podemos construir vetores nulos que suportam outros vetores nulos, podemos nao
somente nos restringir ao caso de vetores nulos. Esse formalismo possui diversas aplicagdes
em robdtica e engenharia. Os screws possuem a propriedade de descrever bragos conju-
gados (articulagbes homocinéticas), com dois graus de liberdade, os quais também podem
ser associados a movimentos helicoidais. Podemos compor diversos screws, e idealizarmos
modelos para a descrigdo de estruturas mais complexas, como a mao bidnica e outras. O
desenvolvimento computacional relacionado a essas possiveis aplicactes ndo fol implernen-
tado por fugir do escopo deste trabalho. Qutra generalizagdo possivel dos twistors sdo os
mexors, que descrevem um elétron com spin e suas interacfes. As possiveis interpretagdes
dos mexors e um estudo mais aprofundado dessas entidades esta fora do escopo da presente
dissertacao. Uma possivel extensio a este trabalho € o estudo dos twistors em espagos de
curvatura arbitraria e a quantizacio obtida nos espagos dos twistors. A aplicagao desta
1ltima em uma possivel teoria de gravitacio quintica € wmn promissor assunto de pesquisa
atual.
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antomorfismos paravetoriais, 8G
periodicidade,
teorema da, 39, 44, 105, 106
Poincaré
representacao chiral do grupo de, 116,
117
pdlo, 18, 102
norte, 6, 7
produto
exterior, 27
semidireto, 116
tensorial, 12, 27
vetorial, 60
projecao estereografica, 6
pseudoescalar, 28

quaternions, 43, 63, 66

Radon-Hurwitz, niimeros de, 32
reflexdo, 46
representagao, 135, 41
adjunta, 47
adjunta contorcida, 47
de Dirac, 67, 68, 69
espaco de, 15
equivalente, 16
graduada irredutivel, 56, 57, 58
irredutivel, 41
nac-equivalente, 16
redutivel, 41
de Weyl, 67, 70, 71, 72
robdtica, 3, 121
rotagao, 64, 107, 111

screws, 118, 119
spin, 10

autoestados de, 10
spinor, 18
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2-spinor, 15
algébrico, 55, 115
auto-, 90
clissico, 54, 56
contravariante,
de Dirac, 17, 85, 98
adjunto 113,
generalizado, 15
operatorial, 56
de Pauli, 65
projetivo, 10
transposto, 113
valéncia do, 15
de Weyl, 15, 16, 93
pontuado, 16, 94, 96, 103
apontuado, 18, 94, 96, 103
covariante,
pontuado, 17, 95, 96
apontuado, 17, 85, 96
spinorial,
transformacio, 8, 37
operagao, 11

translagdo, 107, 111
tétrade nula, 13
transversdo, 107, 111

twistor, 20, 115
espago projetivo, 25
espago-dual, 22
espago projetivo, 25
incidente, 20
equacdo do, 20
equacgio conjugaa do, 23
produto interno, 22, 114

grupo de isometria do, 22

de referéncia, 113

velocidade prépria 84
vetor

nulo, 5

-spin, 5, 12

Wedderburn,
decomposigio algébrica de, 41, 42



