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Resumo 

Nesta dissertação o formalismo dos spinors e twistors de Penrose são formulados em termos 
das álgebras de Clifford. Para tal utilizamos o modelo paravetorial do espaço-tempo, onde 
um vetor do espaço-tempo é escrito em termos da soma de escalares e vetores da álgebra 
de Clifford do espaço euclideano tridimensional. Com isso construímos um formalismo 
que utiliza a menor estrutura algébrica capaz de descrever teorias físicas relativísticas, 
como as teorias eletromagnética e de Dirac. Os spinors são definidos algebricamente como 
elementos de um ideal lateral minimal da álgebra de Clifford. Utilizamos o teorema de 
periodicidade (1,1) das álgebras de Clifford para descrever de maneira linear, em termos da 
complexificação da álgebra de Clifford do espaço-tempo, as transformações conformes desse 
espaço-tempo. Os twistors aparecem como uma classe particular de spinors algébricos. 
Consideramos ainda algumas possíveis generalizações. 
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Abstract 

In this dissertation the Penrose theory of spinors and twistors is fonnulated from the 
point of view of the Clifford algebras. We use the paravector model of spacetime, where 
a spacetime vector is written as a sum of scalars and vectors of the Clifford algebra 
associated with the three-dimensional euclidean space. From this we construct a formalism 
that uses the least algebraic structure that describes relativistic physical theories, such as 
the electromagnetic and the Dirac ones. Spinors are defined algebraically as elements of a 
minimallateral ideal of a Clifford algebra. We use the modulo (1,1) periodicity theorem of 
Clifford algebras to describe the conformai transformations as linear transformations, using 
the method of complexification of the spacetime Clifford algebra. Twistors are defined as 
a particular class of algebraic spinors. We consider some possible generalizations. 
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Introdução 1 

Se as pessoas soubessem o quão duro eu tive que trabalhar para obter minha obra, 
ela definitivamente não pareceria tão grandiosa assim. 

Michelângelo 

Ando devagar porque já tive pressa, levo este sorriso porque já chorei demais. Hoje me 
sinto mais forte, mais feliz (quem sabe?) 

Só levo a certeza de que muito pouco sei, nada sei ... 
Sinto que seguir a vida seja simplesmente compreender a marcha, ir tocando em frente. 

Como um velho boiadeiro levando a boiada 
Vou tocando a vida pela longa estrada, eu vou. Estrada eu sou ... 

Renato Teixeira 

As álgebras de Clifford têm sua origem em 1878 [Cl78], resultado da unificação dos 
sistemas propostos por Hamilton [Ha53] e Grassmann [Ga44]. W. Clifford introduziu a 
estrutura quaterniônica (e seus produtos) dentro do formalismo da álgebra de Grassmann 
e obteve, dessa maneira, um sistema adaptado à descrição da geometria ortogonal de um 
espaço arbitrário de dimensão finita. 

O formalismo das álgebras de Clifford tem importantes aplicações em física teórica, 
como na mecânica quântica relativística [He66][He97][Da98][Kr91], relatividade especial 
e geral [DL93], eletrodinâmica [Ba99], mecânica clássica [He90][Pa93], teorias de gauge 
[Ke91][CF93](Bo93], teoria quântica de campos [KV89](CF89] e cristalografia [AL96], além 
de outras. O formalismo da segunda quantização em teoria quântica de campos é formu­
lado diretamente a partir das álgebras de Clifford 1• 

O objetivo dessa dissertação de mestrado é estudar as álgebras de Clifford e apresentar 
algumas de suas aplicações, dentre elas formular a teoria dos spinors e twistors de Penrose 
[Pe84] sob esse novo ponto de vista. 

A teoria dos spinors foi desenvolvida de modo praticamente independente por físicos 
e matemáticos. De um lado, E. Cartan em 1913 escreveu um tratado sobre a teoria dos 
spinors [Ca66] após tê-los descoberto originalmente como entidades que carregam a re­
presentação dos grupos de rotações em um espaço de dimensão finita arbitrária, a partir 
de sua investigação sobre as representações lineares de grupos simples. Do outro lado 
os spinors foram introduzidos na física teórica com o intuito de se descrever a função 
de onda de sistemas quânticos com spin. Primeiramente, W. Pauli, em 1926, descreveu 
a função de onda de um elétron com spin por um spinor de duas componentes em sua 
teoria não-relativística. Mais tarde, em 1928, P. A. M. Dirac utilizou um spinor de qua­
tro componentes para a descrição de sua teoria relativística. Com a crescente gama de 

1 Estamos nos referindo à álgebra de Clifford como sinônimo de uma álgebra de Clifford ortogonal, visto 
que existem as álgebras de Clifford simpléticas (que descrevem campos bosônicos) [Cr90]. 
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aplicações dos spinors em teorias físicas, a teoria dos spinors foi formalizada por Infeld e 
van der Waerden, entre 1929 e 1933, mas seu formalismo não é simples de se aprender, 
mesmo atualmente. Os spinors são entidades fundamentais na física para se descrever 
a matéria, já que os léptons e os quarks são férmions de spin 1/2. Do ponto de vista 
algébrico, os spinors são elementos de um ideal minimallateral de uma álgebra de Clifford 
[Cw89][ER89], definição essa devida a C. Chevalley [Ch54]. 

A teoria dos twistors tem bastante interesse matemático [Lw84]. Originalmente tal 
teoria é baseada na generalização do conceito de spinors, a partir da construção de um 
espaço (espaço dos twistors), de onde a estrutura do espaço-tempo emerge de maneira 
secundária. Dessa maneira os twistors são considerados [Pe84] como entidades mais pri­
mitivas que os pontos do espaço-tempo e são usados diretamente na construção de alguns 
conceitos físicos, tais como momentum, momento angular, helicidade e campos associa­
dos a partículas sem massa [Be93] [Be96]. Dada a dificuldade atual de se construir uma 
teoria de gravidade quãntica com base na estrutura contínua do espaço-tempo, algumas 
alternativas se baseiam na discretização de sua estrutura [Co94]. Uma das motivações da 
formulação da teoria dos twistors é estudar a teoria das redes de spin (spin networks) sob 
outro aspecto, de modo a promover a discretização da estrutura do espaço-tempo [Pe87]. 
E é no espaço dos twistors que há indícios de que a quantização da gravidade surja de 
maneira mais natural. Ainda nesse sentido, a formulação de uma teoria de gravidade 
quãntica com base na geometria não-comutativa [Wi86b] e no formalismo dos twistors é 
prevista estar concluída já na próxima década [8m00]. O espaço dos twistors também é 
usado para descrever os instantons [NZ83]. Na tentativa de uma formulação da gravidade 
quãntica e de outras teorias, o formalismo dos twistors via álgebras de Clifford tem tido 
uma abordagem crescente [BH85][A082][A885][Cw91] nas duas últimas décadas. Outra 
aplicação possível da teoria dos twistors de Penrose é a supersimetria [Ho95] [W c98]. Junta­
mente com as álgebras de Clifford, o formalismo dos twistors tem-se mostrado apropriado 
para a descrição de teorias supersimétricas [LD92][Bk9la][Bk9lb][Cs86][Wi86a]. Como ca­
so particular, o formalismo clássico de Penrose descreve uma partícula de spin 3/2, que, de 
acordo com a teoria superssimétrica é a superparceira do gráviton e é denominada gravi­
tino. O formalismo dos twistors é atualmente usado no estudo da dinâmica relativística 
de partículas elementares [BeOO] e no estudo de estados confinados [KA96]. 

Não temos o intuito direto de formular quaisquer das teorias físicas que podem ser 
formuladas a partir dos spinors e twistors. Nosso objetivo é descrever o spinor e o twistor 
como objetos matemáticos, do ponto de vista das álgebras de Clifford. Dentro desse 
formalismo, o twistor é descrito como um spinor algébrico (um elemento de um ideal à 
esquerda minimal de uma álgebra de Clifford), utilizando-se a representação do grupo 
conforme através da estrutura de periodicidade das álgebras de Clifford. De modo equiva­
lente, o twistor descrito dessa maneira é um elemento do espaço de representação do grupo 
$pin+(2,4), que é recobrimento duplo do grupo2 80+(2,4). 

O grupo 80+(2,4), que descreve rotações próprias ortócronas em JR2•4 , é o grupo de 
invariância dos invariantes bilineares [Lo96] da teoria de Dirac do elétron e é também o 
recobrimento duplo do grupo3 8Conf+(1,3), que é o maior grupo que preserva as equações 
de Maxwell, isto é, deixa invariante o cone de luz do espaço-tempo. O grupo 80+(2,4) tem 

2 0 recobrimento duplo do grupo S0+(2,4) é o grupo Spin+(2,4). O uso da notação $pin+(2,4) se deve 
ao uso dos paravetores (elementos do espaço lR EB 1R4

·
1

) na descrição de vetores do espaço quadrático 1R2
•
4

, 

como ficará claro oportunamente. 
3Esse grupo é a componente conexa com a identidade que preserva a estrutura temporal do cone de 

luz do grupo conforme Conf(1,3) do espaço-tempo. O estudo das representações projetivas do grupo das 
transformações conformes está ligado diretamente à teoria de supercordas. 
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como subgrupos o grupo de de 5itter restrito 50+(4,1), o grupo de anti-de 5itter restrito 
50+(2,3) e o grupo de Poincaré 50+(1, 3) x T\ que é descrito como o grupo próprio de 
Lorentz 50+(1,3) acompanhado das translações espaço-temporais. 

O twistor é também escrito [Ke97b] como a soma de um vetor nulo (tipo-luz) com o 
dual de um vetor x do espaço-tempo multiplicado pelo mesmo vetor nulo. Visto dessa 
maneira, o twistor descreve a estrutura de um vetor x que serve como "suporte" para um 
vetor tipo-luz [BH85][Pe66J[Pe86]. Podemos generalizar o conceito do twistor, definindo 
novas entidades: os screws e os mexors. Os screws descrevem, de maneira semelhante, um 
vetor que "suporta" outro vetor, mas sem a restrição de que um dos dois vetores tenha que 
ser nulo. Obtemos tal generalização no cap.(7), sugerindo uma possível interpretação útil, 
importante para a descrição de movimentos em robótica, de entidades que simulam braços 
conjugados (articulações homocinéticas). Essa nova interpretação, embora tenha um certo 
desenvolvimento teórico, ainda não está sendo explorada do ponto de vista computacional. 
Os mecanismos relacionados ao suporte de um vetor por outro vetor estão sendo bastante 
estudados [Gu97J[Ku99] por estarem relacionados ao estudo de movimentos ligados ao 
olho humano [He94a] e neurogeometria [Pl80][TC90J[He94b]. Já os mexors são entidades 
geométricas que descrevem um elétron com spin e suas interações. 

Orgarúzamos a dissertação da seguinte forma. No cap.(2) introduzimos a teoria clássica 
dos spinors e twistors segundo Penrose. Estabelecemos a relação entre as coordenadas 
(projetivas) de um spinor de duas componentes e a esfera de Riemann, através da pro­
jeção estereográfica. Descrevemos as transformações de Lorentz e sua relação com o grupo 
51(2,1C), que é o grupo das transformações lineares 2x 2 complexas com determinante 
unitário. Provamos que uma rotação espacial pode ser feita a partir da ação de ma­
trizes spinoriais que são funções dos parâmetros de Cayley-Klein, utilizados em mecânica 
clássica [Go81]. Descrevemos vetores no espaço-tempo a partir de produtos de spinors de 
Weyl e descrevemos as entidades geométricas [Pe99] (pólo, bandeira, semiplano nulo) e 
as grandezas físicas (momentum, momento angular, helicidade, etc.) da teoria clássica de 
Penrose a partir dos 2-spinors. Descrevemos os twistors, as congruências de Robinson e 
as relações de incidência. Essas últimas são fundamentais no que se refere à descrição dos 
pontos no espaço-tempo como um conceito secundário, a partir da intersecção entre dois 
twistors. 

No cap.(3) introduzimos a álgebra tensorial e subseqüentemente a álgebra exterior, seus 
(anti)automorfismos e a álgebra de Grassmann. As álgebras de Clifford são introduzidas 
de três maneiras distintas e são obtidas suas representações matriciais e sua classificação, 
com base no teorema da periodicidade. Introduzimos os grupos clássicos ortogonais, seus 
respectivos recobrimentos duplos (grupos Pin e 5pin) e, com relação a esses últimos, damos 
exemplos particulares de suas álgebras de Lie. Damos as três definições de spinors, a saber, 
clássica, algébrica e opemtoríal, e discutimos a relação entre elas. 

No cap.( 4) tratamos de alguns casos particulares de álgebras de Clifford, tais como a 
álgebra de Pauli, a álgebra do espaço-tempo, a álgebra de Dirac IC 0 Ci\3 e CRz,4· Intro­
duzimos em ce3,0 o produto vetorial, os quatérnions, o operador nabla, e mostramos como 
esse último generaliza, dentro de ce3,o, as operações divergente, gradiente e rotacional. 
Construímos explicitamente as representações da álgebra de Pauli em termos das matrizes 
de Pauli e as representações padrão e de Weyl (chiral) da álgebra de Dirac. Além disso 
escrevemos explicitamente os spinors de Pauli como elementos de um ideal à esquerda 
de CR3,0 e vemos a correspondência entre essa formulação e o spinor de Pauli dentro da 
mecânica quântica. 
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No cap.(5) introduzimos os paravetores e construímos o modelo paravetorial do es­
paço-tempo. Formulamos as transformações de Lorentz e o eletromagnetismo utilizando 
somente a álgebra de Pauli Cl3,0· Escrevemos as equações de Ma.xwell de forma compacta, 
em uma única equação, utilizando o operador de Dirac (também chamado, no contexto 
paravetorial de operador de Dirac-Cauchy-Fueter [Gu97]) e construímos uma solução das 
mesmas no vácuo. Expressamos a força de Lorentz utilizando spinors e resolvemos tal 
equação do ponto de vista spinorial. São analisados alguns casos particulares da equação 
que expressa a força de Lorentz: para o caso em que o campo elétrico é nulo e o campo 
magnético é constante, o elétron descreve uma trajetória helicoidal (movimento cyclotron); 
para o caso em que o campo magnético é nulo e o campo elétrico é constante, o elétron de­
screve um movimento lúperbólico. Com respeito à teoria de Dirac, escrevemos a equação 
de Dirac-Hestenes utilizando elementos de CC3,o para descrever a função de onda, que 
usualmente é descrita como um elemento do ideal (C0Cf1,3)/ (f é um idempotente prim­
itivo da álgebra de Dirac IC 0 CC1,3 ), ou, de modo equivalente, como um vetor coluna do 
espaço i[4. Devemos enfatizar que usamos o isomorfismo Ce3,0 ::= M(2, C), que relaciona 
elementos da álgebra de Pauli às matrizes 2 x 2 complexas. Isso não entra em contradição 
com a impossibilidade de se utilizar matrizes 2 x 2 para a descrição do elétron relativis­
ticamente, pois na teoria não-relativística a função de onda é representada por um vetor 
complexo bidimensional, com 4 parâmetros reais, e as matrizes somente agem pela es­
querda. Na formulação apresentada no cap.(5), a função de onda é representada por uma 
matriz 2 x 2 complexa, com 8 parâmetros reais, no qual a ação das matrizes é feita tanto 
pela direita quanto pela esquerda. Resolvemos a equação de Dirac na ausência de campos 
externos, chegando às quatro soluções de ondas planas. 

No cap.(6) formulamos a teoria dos spinors de Weyl, incluindo as métricas spinoriais, 
a partir da álgebra de Pauli Cl3,o, e também descrevemos o spinor de Dirac e as enti­
dades geométricas e físicas da teoria de Penrose a partir desse formalismo. Procuramos 
enfatizar e comparar esse formalismo com o formalismo clássico, apresentado no cap.(2). 
Escrevemos a equação de Dirac na forma de duas equações que contêm spinors de Weyl, 
e posteriormente escrevêmo-las utilizando spinors de Pauli. Exemplificamos a construção 
dos spinors de Weyl na álgebra Clo,3 ::= IHIE!llHI, que é a soma de dois anéis quaterniõnicos e 
vemos que essa álgebra de assinatura oposta não é tão natural quanto a álgebra de Pauli 
CC3,0 para a descrição de vetores em IEt1•3 , embora o seja para a descrição de vetores em 
Ift4. 

Finalmente no cap.(7) formulamos as transformações conformes a partir da ação do 
grupo $pin+(2,4). Definimos o twistor no contexto das álgebras de Clifford, como um tipo 
particular (que tem uma dependência intrínseca na posição) da classe de spinors algébricos 
em Ift4• 1 , ou seja, o twistor é definido como elemento particular de um ideal à esquerda 
de C 0 Cf1,3. De modo equivalente, o twistor é um spinor clássico em ~· 4 , ou seja, um 
elemento do espaço de representação do grupo $pin+(2,4). Com isso, os twistors e as 
transformações conformes são formulados exclusivamente a partir da álgebra de Dirac. 
Com essa nova definição dos twistors, reconduzimos o novo formalismo aos formalismos 
de Keller [Ke97b] e de Penrose [Pe99]. Estudamos a representação chiral do grupo de 
Poincaré dentro da álgebra de Dirac. Generalizamos o conceito de twistors, definindo 
novas entidades: os screws e os mexors. Damos ainda uma interpretação dos screws e 
descrevemos uma possível aplicação. As interpretações relativas aos screws e aos mexors 
estão fora do escopo desta dissertação. 
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It has not yet become obvious to me that there 's no real problem. 
I cannot define the real problem, 

therefore I suspect there's no real problem,but I'm not sure there's no real problem. 

Richard P. Feynman 

Não tem dó no peito, não tem jeito 
Não tem ninguém que mereça, não tem coração que esqueça 

Não tem pé não tem cabeça, não dá pé, não é direito 
Não foi nada 

Eu não fiz nada disso 
e você fez um bicho de sete cabeças. 

Zé Ramalho e Geraldo Azevedo, Bicho de sete cabeças, 1979. 

Nesta seção introduzimos a descrição dos vetores a partir de spinors no espaço-tempo 
de Minkowski (M). Obtemos uma relação entre as coordenadas de um vetor que descreve 
eventos em M e as coordenadas da projeção estereográfica de uma seção do cone de luz 
no plano de Argand-Gauss. Tais coordenadas são componentes de um vetor-spin. Vemos 
que tais vetores se transformam pela ação do grupo SL(2, IC) e expressamos um vetor 
arbitrário de M a partir de spinors. Vemos também a relação entre o grupo SL(2,1C) e 
as transformações de Lorentz, e como a geometria do espaço está relacionada à mecânica 
quãntica. Descrevemos os quatro tipos de spinors de Weyl e formulamos os conceitos 
geométricos (pólo, bandeira, semiplano nulo, etc.) da teoria de Penrose. Finalmente 
descrevemos a teoria dos twistors no espaço-tempo de Minkowski. 

2.1 A geometria dos spinors 
Um vetor U E M pode ser escrito como 

(2.1) 

onde (T, X, Y, Z) são as coordenadas do vetor U e { eo, e1, e2, e3 } formam uma base ortonor­
mal paraM "=' JR1•3 . Vetores nulos são definidos como aqueles cujas coordenadas satisfazem 
y2 - X 2 - Y 2 - Z 2 = O. As direções nulas são as semi-retas em M geradas por vetores 
nulos, que passam pela origem O de um referencial arbitrário em M 

O espaço cujos elementos são as direções nulas que apontam para o futuro (passa­
do) serão denotados1 s+ (S-). Esses espaços podem ser representados em coordenadas 

1 Esse espaço abstrato é caracterizado como sendo uma esfera de lliemann. 
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(T,X, Y, Z) pelas intersecções JE+ (JE-) do cone de luz do futuro (passado) com os hiper­
planos T = 1 (T = -1). No espaço euclideano, JE± é uma esfera com equação 

(2.2) 

onde reservamos a notação (x, y, z) para coordenadas em JE± [Pe84]. 
Mais geralmente, a direção de qualquer vetor nulo U EM com origem em O, a menos 

que tal vetor nulo se encontre no plano definido pela equação T = O, pode ser representada 
por dois pontos, que é resultante da intersecção de U (que está sobre a casca do cone de 
luz) e os hiperplanos definidos pelas equações T = ±1. A direção de U que aponta 
para o futuro é representada pelo ponto (X/IITII, Y/IITII, Z/IITII)· O interior de JE+ (JE-) 
representa o conjunto das direções tipo-tempo que apontam para o futuro (passado). O 
exterior dessas esferas representam direções tipo-espaço. 

Considerando JE+, ao fazermos uma projeção estereográfica de tal esfera sobre o plano 
de Argand-Gauss, obtemos uma representação dos números complexos mais o ponto no 
infinito, que corresponde ao pólo norte de JE+. 

Podemos substituir as coordenadas x, y, z em JE+ por um número complexo {3. Por 
semelhança de triângulos, 

Eixoz 

/ Polo norte (0,1) 

(0,0) Plano de Argand-Gauss 

Figura 2.1: projeção estereográfica a partir do pólo norte no plano de Argand-Gauss. 

temos a relação 
{J =X+ Íy. 

1-z 
- 2+ 2 

Apenas invertendo a relação anterior via {3{3 = Cl-zl', obtemos 

fJ-73 
y = i(f3f3 + 1), 

{3{3- 1 
z= 

{3{3 + 1 

(2.3) 

(2.4) 

Podemos verificar a natureza conforme da projeção estereográfica diretamente, observando 
que o intervalo infinitesimal d<J2 sobre a esfera se relaciona ao intervalo dfJdfJ no plano de 
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Argand-Gauss por 

que segue diretamente da eq.{2.4). 

Observação: Uma aplicação h: X-+ Y é dita conforme se a diferencial dh(x) de h é 
da forma p(x)t, onde p(x) E lR e t: X-+ Y é um mapa ortogonal. Mais ainda, h preserva 
ângulos, isto é, 

dh(x)(u) · dh(x)(v) = (p(x)) 2u ·v, 'lu, v E X. (2.5) 

A correspondência entre os pontos de JE+ e o plano de Argand-Gauss é injetiva ao 
adicionarmos o ponto f3 = oo ao plano complexo e o fizermos corresponder ao pólo norte, 
que tem coordenadas (1,0,0,1). Mas se quisermos evitar o uso de tal ponto, torna-se 
conveniente associar aos pontos de JE+ não um número complexo (3, mas um par deles2 

(E, 1)), onde 
f3 = E/1). (2.6) 

Os pares (E, 1J) e (ÀE, À1J), À E IC, representam o mesmo ponto em JE+ e por isso tais 
coordenadas são chamadas projetivas. Essa denominação se baseia na definição de que, 
sendo lK um corpo e denotando lK" lK x lK x ... x JK:, o conjunto lP'n-1 (JK:) de espaços 
unidimensionais de lK" 

lP'n-1 (JK:) = {JK:x I X E lK.", X# O} 

é chamado espaço projetivo de dimensão n - 1 sobre lK. 

{2.7) 

Observação: Os elementos do espaço lP'n-1 (JK:) são chamados pontos do espaço projeti­
vo. Além disso, lP'n-1(JK:) pode ser definido como uma classe de equivalência [{x1, ... , Xn)] E 
lK"- {O} com respeito à relação de equivalência 

Dessa maneira linhas no espaço lK" são representadas como pontos no espaço lP'n-1 (JK:). 

O "ponto" f3 = E/?J = oo corresponde ao ponto de coordenadas (~) = (~). As equações 
{2.4) podem ser reescritas como 

X= Efi+?J~. 
EE + ?Jfi 

Efi- 1J~ 
y = i{EE + ?Jfi)' 

z = E~ -?Jfi 
EE + 1J1J 

(2.9) 

O ponto P = {l,x,y,z) é um ponto arbitrário da secção transversal do cone de luz e 
representa uma direção nula que aponta para o futuro. Essa direção é representada por 
qualquer outro ponto da linha OP. Em particular, tome o ponto R sobre ()P multiplicando 
P pelo fator (El +?Jfil / V'i. Tal escolha é feita para eliminar os denominadores das eqs.(2.9). 
Portanto R tem coordenadas 

I X = Jz W'i + ?JE), 

z =~(E~ -?Jfil, 

y = i~(Efi -?JE), I 
T =~{a+ ?Jfi). 1 

{2.10) 

Ao contrário de P, o ponto R não é independente da mudança de escala real de {E, ?J), 
a saber, (E,?J)-+ (rÇ,r1J),r E lR, embora seja independente da mudança de fase (Ç,1J)-+ 
{eiBE, eie1J),O E R 

2Com a condição de que ambos não sejam simultaneamente nulos. 
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Considere a seguinte transformação linear complexa: 

Ç >-7 ~ = aÇ + JJ'l, 
'7 >-7 fj = IE + 01}, 

8 

(2.11) 

onde a, p,, 1, o E IC são tais que ao - JJI # O. Tal transformação pode ser escrita como 

(2.12) 

e é dita uma tronsformação de Mobíus. Tal aplicação leva IC- {-oh} em IC- {ah}. 
Além disso, se f(-oh) = oo e f(oo) = ah então f é uma aplicação injetiva do plano 
complexo compactificado pelo ponto no infinito (IC U { oo} ). 

Podemos ter uma visão mais intuitiva sobre as transformações de Mõbius: imaginemos 
um observador situado em um ponto do espaço-tempo olhando para as estrelas. Supon­
hamos que ele trace a posição angular das estrelas sobre uma esfera. Se um segundo 
observador passasse pelo mesmo ponto no mesmo tempo, mas com uma velocidade relati­
va não-nula com relação ao primeiro observador, então, com os efeitos da aberração [Mi73], 
ele colocaria as estrelas em diferentes posições na esfera. Porém as diversas posições dos 
pontos sobre a esfera estão relacionados pelas transformações de Mobíus (eq.(2.12)). Tais 
transformações formam o grupo que preserva a estrutura complexa da esfera de Riemann. 

Assim o espaço dos raios de luz que passam por um ponto do espaço-tempo é, de 
modo natural, uma esfera de Riemann. O grupo restrito de Lorentz c+ é um grupo de 
simetria fundamental da física do espaço-tempo e relaciona observadores com velocidades 
diferentes. o grupo c+ é, por outro lado, o grupo de automorfismos da <C-variedade mais 
simples de uma dimensão, que é a esfera de Riemann. 

Normalizamos a relação (2.11) através da condição unimodular: 

As eqs.(2.ll) sujeitas à condição unimodular são chamadas tronsformações spinorzats, 
onde (3 = Ç/'7 está relacionado aos vetores (nulos) de Minkowski através das eqs.(2.10). 
Essas equações implicam que 

f3=X+íY = T-z. 
T-Z X -iY 

(2.13) 

Definimos a matriz spinorial A E SL ( 2, IC) como 

A = ( a /J ) det A = 1. 
I o ' (2.14) 

A última condição corresponde à condição de normalização. Em termos de A as eqs.(2.11) 
tomam a forma 

Note que duas matrizes spinoriais {A, -A} dão origem à mesma transformação de (3 = 
Ç/1}, embora definam duas transformações spinoriais distintas. 
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A eq.(2.10) pode ser reescrita como 

1 ( T + Z X + iY ) ( ~~ 
y'2 X-iY T-Z = '7~ 

9 

(2.15) 

Dessa maneira vemos os efeitos da transformação spinorial, a menos de um fator 1/ ;12, 
como: 

( 
T+Z X+iY) >-+ (f+~ ~+i_f') =A( T+Z X+iY )Ai (216) 
X-iY T-Z X-iY T-Z X-iY T-Z . 

onde Ai denota o hermiteano (C-conjugado transposto) de A. Tal transformação sobre o 
ponto U = (T, X, Y, Z) é real e preserva a estrutura do cone de luz T 2 - X 2 - Y2 - Z 2 =O, 
o que é facilmente visto devido à propriedade de produto de determinantes. Dessa maneira 
a relação acima define uma transformação de Lorentz restrita. 

Proposição 2.1.,. Toda transformação spinorial (TS) corresponde a uma única trans­
formação de Lorentz (TL) restrita, e cada TL corresponde a precisamente duas TSs, uma 
sendo o negativo da outra. <111 

Com isso notamos que o grupo SL(2,1C) é o recobrimento duplo de 80+(1, 3), mais con­
hecido como grupo de Lorentz restrito c+. 

Proposição 2.2 .,. Toda TS unitária (AtA = 1) corresponde a uma única rotação pró­
prié de iE+, e toda rotação própria de iE+ corresponde a exatamente duas TSs unitárias, 
uma sendo o negativo da outra . ..,. 

Essa última proposição se baseia no grupo 

SU(2) ={A E GL(2,1C) I AAi = 1 e det A= 1}, (2.17) 

que é o recobrimento duplo do grupo das rotações S0(3) em JE+. De fato, a coordenada 
temporal T é invariante perante uma transformação spinorial unitária, já que o traço de 
uma matriz é sempre invariante sob transformações unitárias. Utilizando a parametrização 
das rotações via àngulos de Euler [Go81], qualquer transformação de E+ pode ser viabi­
lizada por meio de uma rotação de um àngulo 'if! em torno do eixo z, seguida por uma 
rotação de um àngulo e em torno do eixo original y e finalmente por uma rotação de um 
ângulo <P em torno do eixo z. Mostraremos que essas rotações elementares podem ser 
representadas por TSs unitárias. Segue-se daí que qualquer rotação própria de JE+ pode 
ser representada dessa maneira, já que o produto de matrizes unitárias resulta em uma 
matriz unitária. 

A rotação de E+ em torno do eixo z por um àngulo 'if! surge naturalmente através da 
rotação do plano complexo de Argand-Gauss, pela origem, por um ângulo 'if!. Isso é obtido 
pela transformação & = ei..P {3, ou representando por TSs, escrevemos: 

(~) ( 

ei..P/2 
=± o (2.18) 

Agora dizemos que uma rotação de E+ por um àngulo e em torno do eixo y é repre­
sentado por 

3 Qualquer operação no espaço-tempo de Minkowski é dita própria se preserva orientação do espaço­
tempo. 
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( 
~ ) = ± ( c?s e /2 - sin e /2 ) ( ~ ) . 
71 smej2 cosej2 71 

(2.19) 

Facilmente se verifica que essa TS transforma o vetor de coordenadas (1, O, O, 1) no vetor 
(1,sine, O, cose). Por um argumento semelhante, podemos ver que a TS 

( ~ ) = ± ( c~s x/2 i sin x/2 ) ( ~ ) 
71 ~ sm x/2 cos x/2 71 

(2.20) 

corresponde a uma rotação de um ângulo x em torno do eixo x. Com isso acabamos de 
demonstrar a proposição (2.2) e podemos exibir a matriz spinorial que corresponde a uma 
rotação pelos ângulos de Euler e, tjJ, .,P: 

, ( cos ~ei(<I>+,P)/ 2 - sin ~ei(<P-'i')/ 2 ) 
;J(e, <p, .,P) = ± sin ~e-i(<P-'i'l/ 2 cos ~e-i(<l>+'i')/ 2 (2.21) 

Os elementos da matriz acima são os parâmetros de Cayley-Klein que aparecem em algu­
mas formulações da mecânica clássica [Go81 ]. 

O grupo SL(2,C) tem também uma representação projetiva, onde tal grupo age sobre a 

linha complexa projetiva consistindo de pontos (~)C, onde C denota o grupo multiplicativo 
de IC (IC- {O}) [FS90]. Em analogia com a geometria projetiva clássica, chamamos o par 

(~) as coordenadas homogêneas do spínor projetivo (~) (:. 
No caso em que 71 # O, temos 

(2.22) 

onde f3 já foi definido na eq.(2.3) e reescrito como f3 = ~/71, como já descrito pela eq.(2.6). 
A eq.(2.22) define uma relação de equivalência (~) ~ (~) entre os vetores-spin (f) e (~). 

Na mecânica quântica, a função de onda I .,P > de uma partícula de spin 1/2 é a 
superposição linear 

(2.23) 

de dois vetores que formam a base {I + >, I - >} dos autoestados de spin. Com a 
correspondência 

I+> (~). 1- >= (n. (2.24) 

vemos que 

(2.25) 

Nesse sentido, os números complexos Ç e 71 podem ser vistos, respectivamente, como as 
amplitudes de probabilidade de se encontrar a partícula descrita pelo estado quântico i ..P > 
nos estados I + > e I - >. Vemos que I .,P > pode ser representado pelo ponto (f) ~ (~) 
sobre a esfera de Riemann, e esse ponto corresponde à intersecção do eixo positivo do spin 
com a esfera, tomada a partir do centro. 
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2.1.1 A geometria das operações spinoriais 

Para apresentarmos uma formulação como a de Penrose [Pe84], necessitamos primeira­
mente introduzir o conceito de índice abstrato. Segundo a notação que segue desse formalis­
mo, kA não denota as componentes do vetor k, mas um elemento de um espaço vetorial (ou 
módulo) VA. Mais precisamente, qualquer elemento k E V, onde V é um módulo, está as­
sociado a uma coleção infinita de cópias distintas kA. k8 , kc, kD, ... , kA', kB' , kc,, kv,, ... , 
do próprio elemento k. O módulo V 3 k deverá também ter infinitas cópias V A, V B, vc, V D, 
... , V A,, V B,, v c,, V v,, .. . separadas. Esses módulos são canonicamente isomorfos entre 
eles e ao módulo V. 

Considerando o conjunto infinito de índices abstratos 

(2.26) 

os elementos dos vários conjuntos v A, V 8
, vc, v v, ... , VA 1 , V 81 , vc,, VD 1 , ••• são sim­

plesmente elementos de V x 2l, onde, por exemplo, v A = (V, A), ou seja, kA é um par 
(k, A), com k E V e A E 2l. Cada índice abstrato é portanto responsável por armazenar 
o elemento k no "compartimento" A. Conseqüentemente, segundo essa notação, podemos 
escrever o produto tensorial (veja próximo capítulo) de dois elementos kA e ry8 como kAryB 
e temos a relação 

kA'7B '7BkA. (2.27) 

A não-comutatividade do produto tensorial se manifesta nessa notação como 

(2.28) 

Definimos o espaço-spín IGA com três operações básicas: 

• multiplicação por escalar: C x IGA -+ <GA (À E C, kA E IGA H ).kA E IGA), 

• adição: IGA x IGA -+ IGA (kA, wA E IGA H kA + wA E IGA ), 

• produto escalar: IGA x IGA -+ C ( kA, wA E IGA H { kA, wA} E q. 

Naturalmente definimos o espaço-spin dualiGA de maneira análoga, IGA 3 1rA: IGA -+ 
C. Dessa maneira, 

(2.29) 

Com relação aos vetores nulos do espaço-tempo de Minkowski, Penrose propõe que a 
álgebra dos vetores nulos deve estar contida na álgebra dos spinors. Para tanto definimos 
o espaço-spin IGA' , que diremos ser o espaço sesquíduafl caracterizado pela C-conjugação 
seguida pela transposição, onde usaremos a notação 

(2.30) 
4 lsso significa dizer que existe um sesqui-isomorfismo entre espaços vetoriais (1: GA -+ GA' satisfazendo 

as relações 
g(kA + WA) = g(kA) + g(wA ), 
g(Àe) = Ãe(kA), ve, WA E <GA, À E c(,\ é o Cconjugado de,\). 

Ao invés da notação 12(kA), denotaremos essa operação por kA, por estar de acordo com a notação do 
formalismo de Penrose. 
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Vimos pelas eqs.(2.15) que o espaço M munido com um sistema de coordenadas 
(T, X, Y, Z) pode ser escrito a partir das componentes do vetor-spin k ( Ç = k0 , ry = k1), 

onde Ç e ry já foram definidas anteriormente. Com tais componentes, definimos as três 
operações básicas como 

A base-spin 

>..(ko,kl) = (>..ko,>..kl), 

(ko,kl) + (wo,wl) = (ko +wO,kl +wl), 

{ (ko' kl ), (wo, wl)} = kOwl - klwo. 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

Com o produto escalar (bilinear, antissimétrico) definido pela eq.(2.33) obtemos a 
representação de um vetor-spin em termos das suas componentes. Escolhemos um par de 
vetores-spin DA e L A que satisfaçam à normalização: 

(2.34) 

onde o par (DA, LA) é o par dual ao par (DA,LA). Pela antissimetria do produto escalar, 
notamos que DADA = 'A'A =O. Chamamos o par (DA,,A), com a condição dada pela 
eq.(2.34), de base-spin. As componentes de k nessa base-spin são dadas por 

de modo que 

Definimos também um elemento antissimét rico 

GAe 3 EAB : GA -+ Ge 

kA >-+ ke = kA€AB, 

responsável por levantar e abaixar índices abstratos, tal que 

Podemos escrever 

I €AB = DALB- LADB I 
De fato, para qualquer base-spin que satisfaz a eq.(2.34), temos 

kA = kODA + klLA = (DALB- LADB)(kODB + klLB) 

= ~ 8 ke. 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

Neste ponto vemos uma das utilidades da notação de índice abstrato, pois GAB denota 
o produto tensorial GA 0 Ge (veja próximo capítulo). Definimos ainda o tensor dual 
GAB 3 €AB : Ge -+ GA, que claramente satisfaz 

CB s:C 
€AB€ = 0 A' (2.41) 

de onde obtemos o mapa GA -+ Ge -+ Gc. De maneira semelhante, 

(2.42) 
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Temos ainda 

{~<, w} = ksw8 = kow0 + k1w1 = k0w1 - w0k 1 
-T { (2.43) 

Lema.,.. Dados dois spinores kA,WA E GA arbitrários tais que kAwA = l, podemos 

escrever 

Prova: 

EAB kAWB- WAkB = (koLA + klOA)(WoLB + W!OB) 

(klWO - kowl)OALB- (klWO - kowl)LAOB 

= OALB - LAOB, 

de onde fica provada a equivalência com a eq.(2.39). 

2.1.2 A métrica e os vetores do espaço-tempo via vetores-spin 

(2.44) 

(2.45) 

D 

Estamos interessados em descrever vetores de M sob o ponto de vista spinorial, via 
vetores-spin. Daqui em diante faremos uso dos índices latinos com o intuito de rotular 
elementos x" de um espaço vetorial real. Isso pode ser feito com o agrupamento de índices 
A e A'. Com isso estabelecemos a equivalência de notação {a,b, ... } = {AA',BB', ... }. 
Definimos a tétrode nula (l",n",m",m") 

e a métrica 

I 9ab = EABEA' B' I 
verificando que os vetores da tétrade nula são vetores nulos com respeito a 9ab: 

e do mesmo modo, 

Além disso podemos demonstrar que 

l"na = 1, 

Também temos a relação 

g/: = 9ac9dJ = nalb + lanb- mamb- mam". 

É conveniente definirmos uma outra tétrade ( t", x", y", z") como sendo 

ta= _l_(za + n") = _l_(oAoA' + LALA') 
v'2 v'2 ' 

Xa ~(m" + m") = ~(OALA' + LAoA'), 

y" = :j:;(m" + m") = )2(oALA'- LAoA'), 

z" = ~(I"- n") = ~(oAoA'- LALA'). 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

(2.49) 

(2.50) 

(2.51) 

(2.52) 
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Das relações {2.50), temos 

taXa taya = ta Za = XaYa = ya Za = ZaXa = O, 

tata 1, 

XaXa = YaYa = ZaZa = -1. {2.53) 

Com isso a métrica g; em (2.51) tem a seguinte expressão: 

{2.54) 

Essa última relação identifica a tétrade (ta, xa, y", za) com a tétrade de Minkowski. Com 
seu uso, escrevemos 

K" = KOta + K1xa + K2ya + K3za. {2.55) 

Considerando a base-spin { oA, "A}, escrevemos K" em termos dessa base 

(2.56) 

Comparando as duas últimas equações, obtemos: 

a - 1 ( Ko + K3 K1 + iK2 ) - ( ~O' ~1' ) 
K - y'2 K1 - iK2 Ko - K3 - K1ü' Kll' . (2.57) 

O vetor Ka pode então ser escrito como 

{2.58) 

onde o sinal define um vetor nulo que aponta para o futuro ( +) ou para o passado (- ). 
K" é obviamente real e nulo, pois KaKa = lkAkAI2 =O. Ao fazermos Ç k0 ,TJ = kl, 
encontramos: 

Koo' =a, ~1' =fi/, KlO' ='f/~, Kll' = TJ'fi. 

Portanto eq.{2.57) se reduz a 

1 ( T+Z 
J2 X-iY 

X+ iY ) = ( Ç~ ~ ) = ( Ç ) (~ -), 
T-Z TJ/'; 'f/'f/ 'f/ 'f/ 

{2.59) 

(2.60) 

onde pusemos T = K 0 , X = K\ Y = K 2 , Z = K 3. Essa última é a própria relação 
(2.15). Conciliamos dessa maneira os spinors aos vetores do espaço-tempo, escrevendo 
estes em termos daqueles. 

Torna-se útil definir campos spin-vetoriais. Essa generalização é análoga à genera­
lização necessária para passar do conceito de vetor em um ponto para o conceito de um 
campo vetorial. Todas as regras que definem um espaço vetorial continuam válidas, só que 
agora o corpo dos escalares é substituído pelos campos escalares. Esses não formam um 
anel de divisão, mas um anel comutativo com unidade. Portanto campos spin-vetoriais 
não formam um espaço vetorial, mas um módulo sobre o anel dos campos escalares. 
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Podemos ainda generalizar o conceito de vetores-spin para spinors generalizados, que 
são representados por um elemento 

çA···DP' ... R' E GA ... DP' ... R' 
L. .. NU' ... W' L ... NU' ... W 1

• 
(2.61) 

Dizemos que E,f:::JJ{;; :::ft, é um spinor de valência [ ~ ! ] , onde os conjuntos {L ... N}, 

{U' ... W'}, {A ... D} e {P' ... R'} têm respectivamente, p, q, r e s elementos. Como caso 
particular, o vetor-spin V A E IGA é de valência (6) e U A' E IGA' é de valência (~). 

Os símbolos de Infeld-van der Waerden 

Tais símbolos são usados para construirmos uma base para o espaço v• a partir de 
bases para IGA e GA'. Considere {f;D uma base de GA e u_t:} uma base de GA'' ou seja: 

(2.62) 

{j_t:} = {!ól'' ~~·}, A 1 A' A' A' 
onde f o• =o e / 1• = ~ . (2.63) 

Agora considere {e~} uma base de v•: 

(2.64) 

Os símbolos de Infeld-van der Waerden c;tA' são definidos por 

(2.65) 

Dessa maneira podemos escrever um vetor K• E v• em termos da base descrita acima. 

Ka = Kaea = Kac;AA'JAJA' 
a a A A'· 

Portanto Kac;:A' é a própria representação matricial (eq.(2.57)) 
isso identificar c;:A' com as matrizes de Pauli. 

2.1.3 Spinors de Weyl 

(2.66) 

de K•. Podemos com 

Uma vez desenvolvida a teoria dos vetores-spin5 , torna-se necessário estudar tais enti­
dades sob o ponto de vista da teoria de representação do grupo de Lorentz, ou melhor, do 
SL(2,1C), recobrimento duplo do grupo de Lorentz restrito r_+:::: 50+(1,3). 

Representações 

Dados dois grupos G e H, dizemos que uma representação é uma aplicação f: G-+ H 
que é um homomorfismo6 de grupos, e H é um grupo de matrizes, de ordem n. Se vn 
é um espaço vetorial n-dimensional, então dada uma base de vn, elementos de H são 
transformações lineares que agem sobre vn. o espaço vetorial vn é dito um espaço de 
representação de G e elementos de vn são ditos elementos que carregam a representação 
de G. 

5 A partir de agora denominaremo-los simplesmente 2-spinors. 
6 0 homomorfismo de grupos tem as seguintes propriedades: 

f(g)f(g') = f(gg'), 'ig,g' E G, 
f( ido)= idH. 
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Dizemos que duas representações if; : G -+ H e <p : G -+ H são equivalentes se 
existir um isomorfismo q, : vn -+ vn tal que <p(g) = q, o if;(g) o q,-1, Vg E G. 
Em se tratando do espaço-spin, as transformações lineares com determinante unitário 
formam o grupo SL(2, IC) 3 A. Existem duas representações de SL(2, IC) que não são 
equivalentes. Definimos p(A)(z) = Az e p(A)(z) = Alz. Essas duas representações 
seriam equivalentes se existisse um isomorfismo a: c'2-+ <C2 tal que p(A) = aop(A)oa- 1• 

Para isso seria preciso que existisse uma matriz complexa T de ordem 2 e inversível tal que 
p(A)T = Tp(A). Mas essa última equação não tem solução para A E SL(2, <C), embora 
a tenha para A E SU(2). Dessa maneira temos duas representações não-equivalentes de 
SL(2, <C) denotadas por Dfl/Z,o) e D(0,1/ 2). Os elementos do espaço que carrega essas 
representações são chamados spinors de Weyl. 

Spinors contravariantes apontuados (SCTA) 

Tais spinores são elementos de um espaço bidirnensional complexo, munido de uma 
métrica spinorial 

G:c'lxC2 -+c 
(Cxl >-+ G((,x)=(1Jx, (2.67) 

onde 

J = ( ~1 ~). (2.68) 

O spinor ( é representado pelo vetor coluna 

Esse tipo de spinor carrega a representação D(1/Z,o) do grupo SL(2, <C) e se transforma 
perante R E SL(2, IC) como 

( >-+ RÇ. 

Spinors covariantes apontuados (SCA) 

Tais spinores são elementos do espaço bidimensional complexo dual CÇ, definido por 

c; 3 ç, : c'2 -+ c 
x >-+ Ç,(x) = Ç,x = G(Cx) = ( 1Jx (2.70) 

=>- (, = çt J. (2.71) 

Portanto o spinor ç, é representado por 

i 

I ç, = ((1, (2) = ((2, -(1) I (2. 72) 

A fim de que a métrica spinorial fique invariante sob a ação da transformação R E 
SL(2, IC), é necessário que 

(2.73) 

Esses dois tipos de spinors representam elementos de GA e GA, respectivamente. 
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Spinors contravariantes pontuados (SCTP) 

Tais spinors são elementos do espaço bidimensional complexo ( é2) 3 ( , ( E C2 munido 
com a métrica spinorial 

G:é2 xé2 -+ C 

((, xl ..... a((, xl = (Jxt. (2.74) 

Os SCTP são representados por 

(2.75) 

Spinors covariantes pontuados (SCP) 

Tais spinores são elementos do espaço bidimensional complexo dual ~, definido por 

. 2 . . 2 
C, 3 X>: C -+ C 

ç ..... ((x,) = (x, = a((xl = (Jx,. (2. 76) 

(2.77) 

e um SCP é representado por 

x, = ( ~~: ) = ( :;1. ) 1 
(2.78) 

Claramente a lei de transformação dos spinors pontuados sob a ação de R E SL(2, q 
é 

. t 1 . (,,_..(R )- (,. (2.79) 

Esse tipo de spinor carrega a representação D(0,1/ 2l do grupo SL(2, q. 
Os spinors pontuados representam, respectivamente, elementos de GA' e GA'. Um 

quadro que resume os tipos de transformações de cada spinor de Weyl é apresentado 
abaixo: 

2.1.4 Spinors de Dirac 

Ç~-tRÇ 

ç, ,_.. Ç,R-1 
(~-t(Rt 

(, ,_.. (Rt)-1(, 

(2.80) 

A partir dos 2-spinors, definimos os 4-spinors de Dirac (também chamados bispinors 
ou simplesmente spinors de Dirac) como elementos de GA El) GA'. Os spinors de Dirac 
classicamente são vistos como vetores do espaço quadridimensional complexo C equipado 
com a métrica spinorial 

ç:CxC-+ c 
('1/li, 'l/J2l ,_.. Ç('lj;1, 'l/J2) = 'lj;j(Jd)'l/J2, (2.81) 
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onde o spinor 'z/; é definido como 

(2.82) 

Na base canônica de (C4 a matriz Jd é a representação de g 

JF ( ~ ~ ) , (2.83) 

onde J é a matriz simplética definida pela eq.(2.68). 
Os spinors de Dirac carregam a representação nCl/2•0) EB nCO,l/2) do grupo SL(2, C). 

Sob a condição 

que requer que a métrica spinorial 9 seja invariante perante a ação da representação de 
R, obtemos a importante relação: 

(2.85) 

2.1.5 Bandeiras Nulas 

Vimos como associar um vetor nulo que aponta para o futuro K" com o vetor-spin 
KA, que tem coordenadas (Ç, 7J). Pela eq.(2.59), (Ç, 11) servem também como coordenadas 
para K", e as transformações Ç >-+ Çei0 , 11 >-+ 7]ei0 deixam K" invariante. É proposta uma 
estrutura mais rica com o intuito de reduzir essa redundância a uma simples ambigüidade 
no sinal. Tal estrutura é composta pelo vetor nulo K", chamado pólo e por um semiplano 
nulo7 (fiagplane) e é chamada de bandeira (fiagpole). 

Podemos passar de um spinor kA, representado como um SCTA por duas componentes 
k 1 e k2 a um objeto geométrico, a bandeira. 

Vimos que podemos definir um vetor nulo que aponta para o futuro (ou pólo) pela 
eq.(2.58): 

(2.86) 

O vetor x" é dilatado por p2 ao multiplicarmos kA por À = peiB. Contudo o vetor x" não 
muda de direção e independe da escolha do ângulo e. Daí dizemos que o vetor nulo x" é 
unicamente determinado pelo spinor kA. Mas o spinor kA não é unicamente determinado 
pelo vetor x", que corresponde a uma família de spinors. Eles formam um espaço projetivo 
e diferem um do outro por um fator de fase ei0 . 

Definimos um bivetor real antissimétrico, denominado momento 

(2.87) 

7Um semiplano nulo é um semiplano tangente ao cone de luz, ou seja1 é um semiplano tangente ao cone 
cuja intersecção é o vetor Ka. 
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Para vermos que pab = -Fba (e conseqüentemente que pab tem seis componentes) basta 
trocar A com B e A' com B', e notar a troca de sinal no lado direito da eq. (2.87). O 
bivetor pab é real e determina um semiplano tangente ao cone de luz ao longo do vetor 
x" = kAJi;A'. 

Tomamos uma base-spin como sendo { kA, wA}, com kAwA = 1. Portanto podemos 
escrever EAB = kAwB- w8 kA, como já o fizemos no Lema da subsec.(2.1.2) (eq.(2.44)). 

É simples caracterizarmos a quantidade pab como sendo o momento, pois 

Fab _ pABA'B' = kAkB(J,;A' wB' _ wA'J,;B') + (kAwB _ wAkB)J,;A'J,;B' 

kAJi;A' (kBwB' _ wBJ,;B') + (kAwA' + WAJ,;A')kBJi;B' 

XAA'yBB' _ yAA'xBB' 

xayb _ yaxb. (2.88) 

O spinor de valência (~) pab representa um bivetor formado por dois vetores xa, ya E 
JR.l,3 := M Obviamente o pólo xa é o próprio vetor real nulo da bandeira, determinado 
unicamente pelo spinor oA. O seg\llldo vetor, 

(2.89) 

é também determinado por kA, mas não unicamente, já que o par ( kA, wA) não é o único 
possível na construção de EAB. Com efeito, qualquer spinor do tipo 

(2.90) 

satisfaz k AW~ = 1. Com essa liberdade o vetor y• se transforma em 

(2.91) 

Relacionamos cada valor real de (À+ 5.) a uma família de vetores yg, todos eles coplanares. 
Esta é a bandeira, segundo Penrose. 

Proposição 2.3 .,.. O vetor y• é ortogonal ao vetor nulo x• . ..,. 

De fato 

(2.92) 

Proposição 2.4 .,.. O vetor y• é tipo-espaço e unitário . ..,. 

De fato 

y•. y• 1 - AA' A-A' 
- YaYa = 2(kAWA' + WAkA' )(k w + w k ) 

1 A -A' 1 A - A' 
= 2(kAW )(wA•k ) + 

2
(wAk )(kA'W ) 

1 1 
2(1)(-1) + 2(-1)(1) = -1. (2.93) 
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Ao multiplicarmos o spinor kA por ei8 , o vetor y" roda em torno do pólo por um ângulo 
de 2B: 

Y~ot = y;.~:t' = e2iOkAwA' + e-2i8wAkA' 

- cos2e(0wA' +wAkA')+sin2B(ikAwA' -iwAkA') 

= ya cos 2B + za sin2B (2.94) 

Proposição 2.5 .,.. O vetor za = i(kAc:;:.A'- wAkA') é tipo-espaço, unitário, ortogonal 
ao vetor x", ortogonal a ya e, juntamente com este último, forma uma base que constitui 
a ''ponta do pólo". [Mi73] ~ 

2.2 Twistors 
Um twistor é definido como sendo um par (wA,1rA') constituído por spinors de Weyl, 

que satisfazem à relação 
wA = iXAA'1TA', (2.95) 

onde X AA' é a representação das coordenadas de um ponto U = (T, X, Y, Z), dada pela 
eq.(2.15), ou seja, 

xAA' = _!___ ( T+Z 
y'2 X -iY 

Portanto a eq. (2.95) pode ser reescrita como 

X+iY) 
T-Z . 

( wl) i ( T+ Z 
w2 = y'2 X -iY 

X + iY ) ( 1r1• ) 
T- Z 1r2, 

(2.96) 

(2.97) 

Dizemos que o twistor (wA, 1rA') é incidente no ponto Use satisfizer a relação (2.95). O 
twistor pode ser introduzido a partir da chamada equação do twistor: 

Considere a expressão 
MA M(B C) 
v A' v 8 ,w , 

(2.98) 

(2.99) 

onde wc é solução da equação do twistor. Tal equação é antissimétrica em relação aos 
índices BC. Dado que M tem curvatura zero, as derivadas parciais em relação a difer­
entes coordenadas comutam, e a eq.(2.98) também é antissimétrica em AC. Portanto tal 
expressão é totalmente antissimétrica em ABC e assim deve ser nula. Então, V"~,wc é 
constante, e, já que essa expressão é antissimétrica em BC, ela deverá ser um múltiplo 
constante de c8c, digamos -Í1rB•éBc, para algum spinor constante 1rB'· A adição do fator 
i será útil no decorrer deste capítulo. Portanto, 

M C ·C 
v BA'W = -ZéB 1TA'· (2.100) 

Ao integrarmos a equação acima obtemos wc = xBA'(-icfl1rA•) + constante. Dessa 
maneira obtemos 

(2.101) 
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A 
onde w e 1T A' são campos spinoriais constantes cujos valores coincidem com os de wA e 1r A' 

na origem O. As soluções wA da eq.(2.98) são determinadas completamente pelas quatro 
C-componentes de wA e 1r A' em um referencial-spin { oA, 'A} em O. Essas soluções são 
elementos de um C-espaço vetorial quadridimensional 'li"' chamado espaço-twistor. Tais 
elementos são chamados (~)-twistors e serão denotados por 

(2.102) 

já que o campo spinorial wA é determinado por w A e ,r A' e só depende da posição xa = 
X AA'. Tal correspondência não é invariante por transformações de Poincaré, já que ela 
depende da escolha de uma origem O. Podemos escrever 'l!'" «;A [O] $GA' [0]. O twistor 
za é dito incidente no ponto U EM se as componentes deZ" satisfazem a eq.(2.97). 

O twistor representa as quatro componentes do momentum pa e as seis componentes do 
momento angular Mab de uma partícula sem massa. Tais entidades são definidas abaixo, 
em termos dos spinors de Weyl: 

PAA' = r,A7rA' (pO > O), 
= MAA'BB' = iw(Ar,B)EA'B' _ iEABw(A'1rB'). 

(2.103) 

(2.104) 

Da primeira das duas expressões acima vemos que o momentum pa é nulo e aponta para 
o futuro. 

Consideramos um sistema clássico com momentum pa e momento angular Mab em 
relação a algum referencial. Ao denotarmos por Q um ponto no espaço-tempo, xa rep­
resenta as coordenadas do vetor-posição do ponto Q em relação a uma origem O de um 
outro referencial arbitrário. O momento angular relativo ao ponto Q será, então 

(2.105) 

Já o momentum pa não se altera perante mudança de referencial: 

pa(Q) = pa. (2.106) 

Vemos então que as eqs.(2.101) são motivadas diretamente pelas expressões acima, já que, 
ao definirmos 

wA(Q) WA- iXAA'7rA•, 

7rA•(Q) - 7rA•, 

(2.107) 

(2.108) 

o momentum e o momento angular se comportam como descritos pelas eqs.(2.105, 2.106). 
De fato, 

(2.109) 

Então 

= 
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Mab + ~xAA' lTA';rBEA' B' + ~xBB' 7rB'1i'AEA'B' + ~EAB xAA' 1i'A7rB' + ~EAB xBB' ;r8 2 2 2 2 
Mab -X AA' lTB' ;rB +X BB' ;rAlTA' 

Mab _ xapb + xbpa. 

Daqui em diante usaremos a notação 

(2.111) 

onde, de acordo com essa convenção, escrevemos 

(2.112) 

Naturalmente associado a 'li"' está o seu espaço-twistor dual Ta e o produto interno no 
espaço dos twistors é definido como: 

j h(Z", W") = Z0W2 + Z1W3 + Z2WO + z3ZI = WaZ" [ 

onde definimos W" de modo que 

(2.113) 

(2.114) 

O grupo de isometria do produto acima é o SU(2,2), onde esse último grupo é definido 
por: 

SU(2,2) = {U E SL(4,C) [ utAu =A}, 

que obviamente tem assinatura ( + + - -). 
De fato, podemos escrever 

A= diag(1, 1, -1, -1), 

010)(W
0

) O O 1 Wl 000 wz' 
1 O O W3 

e os autovalores da matriz acima, { ±1} têm ambos multiplicidade algébrica dois. 
Desse modo, 

(2.115) 

(2.116) 

(2.117) 

Note que ZaZ" = O, para todo twistor Z" incidente em um ponto do espaço-tempo, ou 
seja, que satisfaz a relação (2.95). De fato, 

- O - 1 - 2- 3- A A' AA' · AA' 
ZaZ" = Z Zo+Z Z1 +Z Zz+Z Z3 = 1i'AW +w 7rA' = 1i'A(iX 7rA')-~X 1i'A7rA' = 0 

(2.118) 
Escrevendo W" = (flA, >.A'), exigimos que tal produto seja invariante para todo ponto 

deM: 

(2.119) 

(2.1 
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Substituindo a eq.(2.101) nessa última, podemos ver que 

o 

ÀA ÀA, 

A' oA' AA' o 
M - M +iX ÀA. (2.120) 

Daí podemos verificar que o campo MA' satisfaz a equação conjugada do twistor 

I ...,(A' B') -o I 
I v A M - I (2.121) 

Definimos a helícidade de um twistor Z" pela expressão 

l ,- 1 A- -A' 
s = 2z Za = 2(w 1TA + 1TA•W ). (2.122) 

(De maneira equivalente podemos definir s = ~ W"W ,). A helicidade é real e dizemos 
que Z" (ou W 0 ) é nulo se s = O, de orientação positiva (helicidade dextrógira) se s > O 
ou de orientação negativa (helicidade levógira) se s < O. Portanto 11"' é dividido em três 
classes de equivalência 'ifÜ, '][+ e 'li'- correspondendo respectivamente às três possibilidades 
de valores da helicidade. O mesmo vale para 'Ji'0 . 

2.2.1 Aspectos geométricos da álgebra dos twistors e congruências de 
Robinson 

Nesta seção explicitamos o significado geométrico de um twistor, considerando um 
twistor @ nulo, ou seja, 

(2.123) 

Analisamos um twistor particular Z" = (wA, 1TA• ), com 1TA• f O. Queremos determi­
nar o lugar geométrico Z dos pontos de M nos quais wA = O. Nesse lugar geométrico, 
denominado raio, o vetor posição xa = xAA' deve satisfazer, pela eq.(2.101), 

. AA' o oA 
tX 1TA•= w (2.124) 

Devemos assumir que os spinors wA e 7rA não sejam proporcionais entre si em O. Uma 
solução da equação acima é dada por 

oB1 l o A o A' 
xa =(i w 1TB•)- w w (2.125) 

O vetor xa é real, pela eq.(2.125). As demais soluções da eq.(2.125) acima devem ser tais 
que suas diferenças aniquilem 1r A'. Já que xa é real, os termos das demais soluções deverão 
ser múltiplos reais de 1rA1rA' = pa. Portanto a solução geral da eq.(2.124) tem a forma 

o B' 1 o A o A' A A' 
xa =(i w 1TB• )- w w +h1f 1r , h E R (2.126) 

O campo vetorial de xa determina uma linha nula Z na direção da bandeira definida 
pelo spinor ;rA. Tal linha passa pelo ponto Q, dado por h = O em (2.126) cujo deslocamento 

A 
em relação a O é ao longo da bandeira w . Daí Q se encontra na superfície do cone de 
luz com vértice em O. 

No caso em que 1TA• = O não existe um lugar geométrico finito Z, de acordo com a 
oA oA 

eq.(2.124). Se w f O (no caso em que w =O, então Z = 0), Zé o gerador do cone de luz 
no infinito [Pe86]. 
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Se za não for nulo, podemos descrever seu lugar geométrico. Considere um raio X 
que passa por O na direção de wA (O). O raio X pode ser representado pelo twistor 

(2.127) 

Com isso, a direção da bandeira associada a wA é caracterizada pela condição X"'Z, = 
O. Como a origem é arbitrária, então em qualquer ponto a direção da bandeira associada 
a wA é a direção do raio X através do ponto descrito pelo twistor X" sujeito às condições 

X"'Z, =O, (2.128) 

Assim as bandeiras do campo spinorial w apontam ao longo dos raios dados pela eq.(2.128), 
que descreve a chamada congruência de Robinson (Pe66]. 

Escolhemos um twistor particular za = (wA, 1r A') com Z"Z, = 2s dado por 

Z" = (O,s,O, 1), sE llt (2.129) 

A eq.(2.101) para o campo spinorial w é dada por 

(
w

0
) (O) i ( t + z x + iy ) ( o ) 

wl = s - V2 x - iy t - z 1 ' 
(2.130) 

Esse é um caso bem particular de uma congruência de Robinson. 
Considere dois vetores x" = X AA' e w" = W AA' associados, respectivamente aos 

twistors Z"' = ( wA, 1r A') e W" = (!'A, ÀA'). Os raios X e W se encontram em um ponto P 
tal que os vetores x" e w" se interceptam. Nesse ponto, obviamente xAA' = wAA'. Além 
disso, os raios X e W são os lugares geométricos tais que 

WA = iXAA' 1fA', 

!'A= iXAA' ÀA'· 

Tomando o conjugado transposto da primeira das equações acima, 

wA' = -iXAA' iTA, 

iXAA'ÀA' = I'A· 

Multiplicando as equações acima obtemos 

-A', - A -A', +- A 0 w "A' = -1fAI' =;. w AA' 1fAI' = . 

(2.131) 

(2.132) 

(2.133) 

Mas esse resultado se traduz por X"'Z, = Z"X, = O, em se tratando de vetores que 
satisfazem a eq.(2.13l). Portanto uma condição necessária e suficiente para que dois 
vetores se interceptem é que seus twistors associados satisfaçam as relações: 

(2.134) 

Tal condição é chamada incidência de vetores. 
Daí segue-se que um ponto P do espaço-tempo de Minkowski M é caracterizado pela 

intersecção de dois twistors. 
Tal como visto até agora, o espaço dos twistors está relacionado com o espaço-tempo 

por uma correspondência que representa os raios de luz no espaço-tempo como pontos no 
espaço de twistors, inicialmente o espaço dos raios de luz. 



2. A teoria de Penrose: de spinors a twistors 25 

Podemos pensar em um ponto arbitrário do espaço-tempo como sendo a origem de 
um cone de luz, e tal ponto é representado por todos os raios de luz que o atravessam e 
formam a "hipercasca cônica". Twistors nulos descrevem de modo apropriado os raios de 
luz em M e um ponto no espaço-tempo se torna uma esfera de Riemann no espaço dos 
twistors. 

O espaço de twistors 'li"' tem oito dimensões reais [Pe66]. Ao considerarmos os raios de 
luz como linhas de universo de fótons, também leva-se em conta a energia do fóton e sua 
helicidade, que pode ser dextrógira ou levógira. Isso é mais complicado que simples raios 
de luz, mas a vantagem é que obtemos um espaço projetivo complexo de três dimensões 
(seis dimensões reais), <Cil'3 , que é o espaço projetivo dos twistors (JP'lf). 

O espaço projetivo lP''lf é definido [Jo76] como o conjunto das classes de equivalência dos 

elementos de 'lf0 sob a ação do grupo multiplicativo C (anteriormente definido no cap.(2)) 

(2.135) 

O espaço lP'T tem um subespaço lP''ifÜ de cinco dimensões, que o divide na parte n+ de 
helicidade dextrógira e outra de helicidade levógira n-, já vistas no parágrafo que segue 
à eq.(2.122). 

A correspondência entre o espaço-tempo (M) e os espaço dos twistors é dada pela 
seguinte tabela 

Espaço-tempo M I Espaço dos twistors nulos lP'ifO i 
Ponto Esfera de Riemann 

Raio de luz (linhas nulas) Pontos 

A esfera de Riemann descrita na tabela acima é rigorosamente <Cil'1 , a variedade de 
linhas complexas que passam pela origem em lP'1fÜ, que no entanto é difeomorfa [Ri93] à 
esfera de Riemann. 
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To those who do not know mathematics it is difficult to get across a real feeling as to the 
beauty, the deepest beauty, of nature. I really think that two cultures separate people who 

have and people who have not had this experience of understanding mathematics well 
enough to appreciate nature once. (. .. ) 

If you want to learn about nature, to appreciate nature, 
it is necessary to understand the language that she speaks in. 

Richard P. Feymnann, em The Character of Physical Law, 1965. 

3.1 Algumas definições úteis 
Considere um espaço vetorial V de dimensão finita n sobre um corpo1 IF. Escolha 

arbitrariamente uma base B = {e1,e2, ... ,en-ben} para V. Dessa maneira, podemos 
escrever um elemento genérico v E V como v = viei, onde está implícita a convenção da 
somatória de Einstein. 

A todo espaço vetorial V está naturalmente associado o espaço dual de V, denotado 
por V*. Esse espaço é o conjunto dos funcionais lineares a : V -+ lF (também denominados 
covetores). Podemos ver que o espaço V* é de fato um espaço vetorial, ao definirmos a 
soma de covetores através de (a+ j3)(v) = a( v) + j3(v) e a multiplícação por escalar 
através de (aa)(v) = a(a(v)), a E IF. 

Defina os covetores ei (i = 1, ... , n) como 

. . { 1 
e'(ej) = oj = o: quando i= j, 

quando i I j. 

Segue-se que os covetores {e i} formam uma base para V*. As coordenadas de um 
covetor arbitrário a nessa base são dadas pelo valor de a na base { ei} de V. De fato, 
dado v= viei, a(v) = a(viei) = via(ei) = viai. A base B* = {el,e2, ... ,en-l,en} é 
chamada de base dual de B. É simples notar que dim V* = dim V. Esse fato sugere 
um isomorfismo entre os espaços V e V*. Definimos uma aplicação linear, denominada 
correlação T : V -+ V*, que por sua vez define de modo natural um funcional bilinear 
g : V x V -+ lR como 

g(v, u) = T(v)(u), u, v E V. 

A correlação T : V -+ V* não é um isomorfismo canônico entre V e V*, já que essa 
aplicação depende da escolha de bases em V e V*. A correlação T é dita não-degenerada se 

1 Usaremos o recurso de complexificação de espaços vetoriais, e quando o espaço V for sobre C, deno­
taremos Vc =C 0 V, sendo V um espaço vetorial sobre R 



3. Álgebras de Clifford 27 

ker T = {O}. Pelo Teorema do núcleo e da imagem2 , se ker T = {O}, então T é isomorfismo 
entre V e V*. 

3.1.1 Produto tensorial 

Dados os covetores oh E V* e os vetores v I'; E V, definimos um tensor do tipo (~) 

como 

ot' 0 a"" 0 · · · 0 a"• : V x V x · · · x V -+ ll!. 

(a"' 0 a"' 0 · · · 0 a"• )(v"', v"" ... , v ~'•) -+ a"1 (v ,,)a"' (v,,) ... av• (v l'k). (3.1) 

O espaço definido pelo produto tensorial de covetores é também um espaço vetorial, 
denotado por Tq(V) = (V) 0 ', onde (V) 0 ' denota o produto de p-termos, do tipo V 0 V 0 
···®V. 

Também definimos um tensor do tipo (~) como 

Vv1 0 Vv2 0 · · · 0 Vvk :V* X V* X··· X V* -+ Jl!. 

(vv1 0Vv2 0 ··· ®vv.J(a"',a"', ... ,a~'•) -+ a~' 1 (Vv 1 )a~'
2 (vv 2 ) ••• a~'•(vv.J· (3.2) 

É claro que podemos considerar um caso mais geral, generalizando para um produto 
tensorial de um número arbitrário de covetores e vetores, onde o espaço em questão é o 
TÇ(V) = (V*) 0

P 0 V 0 '. Um elemento arbitrário TE TÇ(V) pode ser escrito na forma 

T = T:;~;:::;JPeJLI 0 e"' 0 · · · 0 e"" 0 ev1 0 ev, 0 · · · 0 ev,, 

d T v,vz ... v, T( 1'1 1'2 l'p ) on e p, 1p,2 •.. f.Lp = e , e , ... , e , ev1 , ev2 , •.• , evq • 

Dada uma permutação a, definimos o operador ALT, denominado alternador, da 
seguinte maneira: 

1 
ALT(Xt 0 X2 0 · · · 0 Xp) = 1 L e:(a)Xu(l) 0 Xu(2) 0 · · · 0 Xu(p-l) 0 Xu(p)• (3.3) 

p. uESp 

onde Sp é o grupo simétrico formado pelo conjunto de todas as permutações e e:( a) vale 
+ 1 ( -1) se a permutação a for par (ímpar). O alternador definido dessa maneira é um 
operador de projeção (ALTl = ALT). Um k-covetor é um elemento wk tal que wk = 
ALT(wk)· 

3.2 Álgebra exterior 

Dados a 1, a2, ... , ak E V* e v 1, v2, ... , vk E V, definimos o produto exterior a 1 11 a2 11 
... 11 ak : V x V x · · · x V -+ ll!. como 

a 1 (vi) a 1(v2) a 1 (vk) 

1 2 k ( 1 (a !la 11···1\a) V[,v2,····vk) = 1 
p. 

a 2 (vi) a 2(v2) a 2(vk) 

ak(vl) ak(v2) ak(vk) 
2Esse teorema enuncia o seguinte: sejam V e W espaços vetoriais de dimensão finita e considere uma 

aplicação linear f: V-; W, então rankf +kerf = dimV. Também prova-se que f é injetiva.,; kerf = {0}. 
Como corolário do teorema, f é injetiva {:::} é sobrejetiva, portanto é um isomorfismo entre V e W. 
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O conjunto dos funcionais k-lineares alternados formam um espaço vetorial Ak(V) e 
seus elementos serão ditos k-covetores. Denotaremos também A 0(V) = IR e A 1 (V) = V'. 

Definimos produtos de p-covetores simples como 

( "'1 1\ a2 1\ ... 1\ am) 1\ ((31 1\ (32 1\ ... 1\ f3l) = "'1 1\ a2 1\ ... 1\ am 1\ (31 1\ (32 1\ ... 1\ (3l. (3.4) 

Note que, se ak E Ak(V) e (3m E Am(V), então 

(3.5) 

Uma base para o espaço Ak(V) é da forma {e'"' 1\ e'"' 1\ ··· 1\ e~"•} e o número de 
elementos distintos consiste na combinação de n elementos tomados k a k, que é dada por 
(~). Dado a E Ak(V), tal elemento pode ser escrito como 

a= 
J.tl <J.t2 <···<llk 

A dimensão de Ak(V) é dada por 

(3.6) 

dim Ak(V) = (~) = (n _n~)!k! = (n: k) = dim An-k(V). (3.7) 

Pela definição de produto exterior podemos ver que o produto exterior de m covetores se 
anula sempre que m > n. 

Isso mostra que o único espaço Ak(V) se k > n é o espaço trivial. Em particular, 
dim An(V) = (~) = 1 e os elementos de A n(V) são denominados pseudoescalares, enquanto 
que os k-covetores também recebem o nome de k-formas, quando o espaço vetorial em 
questão for o espaço tangente a uma variedade. 

Ao efetuarmos a multiplicação exterior entre l-formas, obtemos 2-formas, 3-formas, 
... , k-formas (1 :<:; k :<:; n), e assim sucessivamente, dependendo do número de vezes que 
efetuamos o produto exterior (o mesmo vale para os vetores). Cada k-forma pertence a 
um espaço vetorial Ak(V). Além disso a álgebra (Ak(V), /\) não é fechada em relação ao 
produto exterior. Utilizando a eq.(3.4), ao considerarmos Wk E Ak(V) e Wm E Am(V), 
vemos que Wk 1\ Wm E A m+k(V). Para contornarmos essa situação não desejada, definimos 

'I A* (V) = A 0 (V) ED A 1 (V) E!) A 2(V) E!) • • • E!) A n(V) = E!)k=OAk (V) I (3.8) 

Em muitos casos estamos interessados em trabalhar com formas diferenciais em var­
iedades. Considere uma variedade M e { xi} coordenadas locais definidas em um aberto 
U Ç M. Dada uma base {e;} de vetores unitários do espaço tangente V e a correspondente 
base dual { ei}, ei = dxi e e; 8 ~, temos dxi( 8 ~;) = ~~; = ó}. Podemos escrever uma 
multiforma diferencial 1li E A' (V) como 

1li = a + a;dxi + a;jdXi 1\ dxÍ + aijkdxi 1\ dxÍ 1\ dxk + · · · + p dx 1 1\ dx2 1\ · · · 1\ dxn. (3.9) 

É possível definir de maneira similar [Rz93] a álgebra A(V), onde consideramos vetores ao 
invés de covetores. 

Definição .,.. O par (A '(V),/\) é denominado álgebra exterior do espaço vetorial V'. 
De maneira análoga pode ser definida a álgebra exterior A(V), onde passamos a considerar 
o produto exterior de vetores. .. 

Finalmente, dim A'(V) = I:~=O (%) = 2n. 
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3.2.1 Operações dentro da álgebra exterior 

Nesta seção tratamos da álgebra A*(V) dos multicovetores, mas o desenvolvimento é 
análogo para o caso da álgebra A(V) dos multi vetores e definimos as operações dentro da 
álgebra exterior a seguir: 

• Projeção: 
< >k: A*(V)-+ Ak(V) 

de modo que (\Ji)k é a parte k-covetorial do multicovetor \li. 

• Reversão: 
(o1/\o2/\···/\ok)- = OkÀOk-1/\···/\o2/\o1 = (-1)k(k-l)/2o 1 /\o2/\···/\ok. 

• lnvolução graduada: 
Dado um multi vetor \[!, a ação da involução graduada no multivetor \[! é denotada por 

~ = #(Wk) = ( -1)kwk· Este automorfismo é usado para definirmos uma Zz-graduação 
em A'(V). Os :1':2-subespaços homogêneos consistem na soma de todos os :l-subespaços 
de grau par e ímpar, onde o grau do subespaço se refere ao autovalor ±1 do operador #, 
já que os :l-subespaços homogêneos são autoespaços do operador #. 

• Conjugação: 
Esta operação é definida como sendo a composição da reversão com a involução gra­

duada, e é denotada por \i'!=#(~) = #W. 

• Contração: 
No começo deste capítulo vimos a aplicação linear o : V -+ R Com a introdução 

da álgebra exterior, o funcional linear o é visto como uma aplicação de A 1 (V) = V' em 
A o (V) = R Podemos generalizar esse conceito, introduzindo uma operação denominada 
contração à esquerda pelo vetor v, que age sobre w E Ak(V) e resulta em um elemento de 
Ak-1(V), da seguínte maneira: 

(vjw)(v1, v2, · · ·, Vk-1) = k w(v, v1, · · ·, Vk-1)· (3.10) 

No caso em que k = 1, a definição se reduz a v Jo =o( v). Para a E ]R, temos v Ja =O. 
A definição dada acima não é útil do ponto de vista computacional. Vamos considerar a 
contração de o 1\ /3 por um vetor v: 

v J(o 1\ /3){u) =(o 1\ /3)(v, u) = (o(v)/3- /3(v)o)(u) =((v Jo)/3- (vJ/3)o)(u). 

A generalização dessa equação para multicovetores \[! e <l'> arbitrários é dada pela regra de 
Leibniz graduada: 

1 v J ( w 1\ <I> l = (v J w J 1\ <I> + ( # w l 1\ (v J <I> l I (3.11) 
! 

A definição de contração à direita é feita de maneira semelhante: 

(wl v){v1, v2, ... , vk-d kw(v1, ... , Vk-1, v) (3.12) 

e a regra de Leibniz graduada para a contração à direita é expressa como 

i(([! 1\<l'>)Lv = \[! 1\ (<l'>Lv) + (wLv) 1\ (#<l'>) I (3.13) 



A contração à esquerda se relaciona com a contração à direita por: 

(3.14) 

onde w E A* (V) é um multicovetor genérico. 
Podemos não somente nos restringir à contração por vetores, mas por k-vetores (ou de 

modo mais geral, por multivetores, estendendo-se o caso dos k-vetores por linearidade). 
Dado um k-vetor v 1 1\ v2 1\ · · · 1\ vk, definimos 

e 
(3.15) 

Essa definição é natural de maneira que o operador L seja o dual do operador /\. Segue-se 
que a contração de um q-vetor por um p-vetor se anula para p > q. A mesma generalização 
pode ser feita para multicovetores. 

3.3 A álgebra de Grassmann 
Primeiramente é preciso definir a extensão do funcional bilinear simétrico não-degenera­

do (ou métrica) g : V x V -+ ~ o que é equivalente a estender a correlação 7 : V -+ V*. 
Definimos a extensão dessa correlação corno uma aplicação 7 : Ak (V) -+ A k (V) dada por 

(3.16) 

A partir disso, definimos a extensão de g dada por Gk : Ak(V) x Ak(V) -+ lR para o caso 
de k-vetores simples corno 

(3.17) 

Dados wk E Ak(V) e <l?m E Am(V), definimos a métrica G em A(V) impondo que ela 
seja diagonal nos subespaços homogêneos Ai(V)(1 ::; i ::; n), ou seja, G(wk, <l?m) =O, se 
k of m. Escrevemos, dados w e <li E A(V), 

n 

G(w,<J?) = I:Gp(<lip, wp)-
p;o 

Definição .,. A álgebra exterior (A(V), /\) munida com a extensão G para todo A(V) 
é a álgebra de Grassmann do espaço vetorial V, que denotaremos por G(V). "' 

Observação: podemos fazer todo o desenvolvimento acima para covetores, fazendo 
as extensões de g-1 : V* x V* -+ lR e 7-1 : V* -+V. Nesse caso, g- 1 : V* -+V* -+ lR não 
é a inversa da forma bilinear g. 

3.3.1 Isomorfismo de Hodge 

Vimos na seção (3.1) que os espaços vetoriais Ak(V) e A n-k(V) têm a mesma dimensão. 
Não existe, entretanto, nenhum isomorfismo canõnico entre esses espaços. O isomorfismo 
de H odge está definido dentro do contexto da álgebra de Grassrnann, pois precisamos 
necessariamente de uma correlação em V. 



3. Álgebras de Clifford 31 

Seja o pseudoescalar 1) definido por 1) = ldet rl 1i2e1 1\ · · · 1\ en, onde det r é dado 
implicitamente por 

r( e1 1\ e2 1\ · · · 1\ en) = r( e!) 1\ r( e2) 1\ · · · 1\ r( en) = ( det r )e1 1\ e2 1\ · · · 1\ en. (3.18) 

Tal isomorfismo dado pelo operador dual de Hodge *: Ak(V) -+ An-k(V) é definido 
por 

*1 = 1), 

*"' = r-l(;fr)Jry, 

onde 'lj; é urn multicovetor arbitrário. Uma outra definição para o isomorfismo de Hodge 
é dada por 

I CY.I\*f3 = a-1(a,f3)ry, Va,{J E A*(V) I 

Podemos mostrar que tal definição equivale à definição anterior. 

3.4 Ideais algébricos e idempotentes 

3.4.1 Ideais 

(3.19) 

Seja A uma álgebra. Um subespaço vetorial h c A é chamado um ideal à esquerda 
de A se AIL C h. Analogamente, a um conjunto IR C A denominamos ideal à direita 
de A se IRA C IR· Um conjunto I c A é um ideal bilateral (ou simplesmente ideal) de 
A se AIA c A. Obviamente ideais são subálgebras. Um elemento não-nulo a E A é dito 
nilpotente se ak = O para algum k E N. Dizemos que uma álgebra ou ideal é nilpotente 
quando todos seus elementos são nilpotentes. Segue, portanto, que todo ideal nilpotente de 
A está contido em um único ideal nilpotente maximal, chamado de radical. Uma álgebra 
é semi-simples se seu radical for nulo. 

Uma álgebra é dita simples se seus únicos ideais são os triviais, desde que A não seja 
unidimensional e nilpotente. Enunciamos uma série de teoremas, cuja demonstração está 
em [BT87] a fim de encaminharmos o teorema da decomposição de Wedderburn. 

Teorema 3.1 ~ Uma álgebra é semi-simples se, e somente se, é simples ou soma 
direta de álgebras simples. ~ 

Teorema 3.2 ~ Uma álgebra A associativa sobre IR é simples se, e somente se, A::::< 
D 0 M, onde D = IR, C ou !H! e M é uma álgebra de matrizes sobre R ~ 

As únicas álgebras reais de divisão associativas são IR, C ou !H! [Re90]. 

3.4.2 Idempotentes 

Em uma álgebra A, um elemento f é dito um idempotente se / 2 = f e f # O. Em 
urna álgebra de divisão A o único idempotente é a unidade, pois se f # O e / 2 = f, 
multiplicando ambos os lados por /-1 obtemos f = lA· Se não existirem idempotentes h 
e h tais que h h = O e f = h +h, dizemos que f é um idempotente primitivo. 

Proposição 3.1 ~ Todo idempotente não primitivo pode ser escrito como soma de 
idempotentes primitivos ortogonais. ~ 

Proposição 3.2 ~ O idempotente f é primitivo se, e somente se, f é o único idem­

potente em f A/. ~ 
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O estudo dos idempotentes nas álgebras de Clifford são de suma importância, já que 
os spinors algébricos são os ideais rninirnais laterais de CRp,q• construídos a partir de idem­
potentes primitivos. 

Proposição 3.3 11- Sejam uma base ortonormal de CRp,q e ri os números de Radon­
Hurwitz dados pela tabela abaixo 

11 ~j 11 ~ I ~ I ! I ! I t I ; I ~I ; 11 

com a relação de recorrência rj+8 = rj + 4. Existem k = q- rq-p elementos e11 , ••• , e h 
tais que e? = 1 e todos esses elementos comutam entre si. Então os elementos da forma 

J 

(3.20) 

são idempotentes primitivos ortogonais entre si cuja soma é igual a 1. lvfais ainda, todo 
idempotente primitivo em CR.p,q é da forma acima . ..,. 

3.5 A álgebra exterior como quociente da álgebra tensorial 
Seja agora I um ideal de T(V), a álgebra dos tensores covariantes, consistindo das 

sornas de termos da forma a 0 x 0 x 0 b, onde x E V e a, b E T(V). Definimos a álgebra 
exterior A(V) por 

I A(V) = T(V)/I I (3.21) 

Elementos em A(V) são classes de equivalência de elementos em T(V), onde a relação 
de equivalência é definida por a ~ b, se a = b+ c, para algum c E I. A estrutura de espaço 
vetorial de A (V) é definida por 

[a]+ .\[b] =[a+ .\b], a, b E T(V), À E iF, 

e a multiplicação, que é denotada por 11 é dada por 

[a]ll [b] =[a 0 b]. 

Se x,y E V, então 

1 
x0y = "2 [(x0y- y0x) +(x+y)0 (x+y) -x0x- y0 y] 

1 
x 11 y+ 2{(x+y) 0 (x+y)- x0x- y0y}. (3.22) 

O termo entre chaves está em I. Portanto x0y ~ xlly ou [x0y] = [xlly] e [x]ll[y] = [xlly]. 
Pela definição do ideal I, ele é justamente o núcleo do alternador ALI e portanto 

[a] = [A.CT a]. A generalização desse resultado para multivetores pode ser obtido por 
indução finita [BT87]: 

Teorema 3.3 11- x 0 w ~ x 11 w, para x E V e w E A* (V) . ..,. 
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3.6 Álgebras de Cli:fford (I) 
Seja V um espaço vetorial sobre IR murudo de um funcional bilinear simétrico não­

degenerado g. Sejam A uma álgebra associativa com urudade lA e 1 : V -+ A uma 
aplicação linear. 

Definição .,. O par (A, 1) é uma álgebra de Clifford (AC) para o espaço quadrático 
(V,g) quando A é gerada como uma álgebra por {!(v) i v E V} e {alA I a E IR} e 1 
satisfaz, para todo u, v E V, 

1/(vh(u) + 1(u)J(v) = 2g(u, v)lA 1..,. (3.23) 

Considere uma base ortonormal B = {e1, · · · ,en} de V. Dentro da AC (A,!) para (V,g), 
ternos 

e 
(l(ei))2 = g(ei, e;) lA. 

Podemos ver que, sendo A gerada por {!(v) I v E V} e {alA I a E IR}, então ela é 
gerada pelos produtos 

A= span{!(el)~''!(ez)1'2 .. -l(en)~'n I f."i =O, 1}, 

ondedenotamos1(e1)0 •. -l(en)0 =lA· Onúmerodeelementosdaformal(et)~''!(e 2 )~' 2 ••• 

!(en)~'" com !li= O, 1 é zn. Assim a máxima dimensão de uma AC é zn. 

Definição .,. Uma álgebra de Clifford (A,!) para o espaço quadrático (V,g) é dita 
uma álgebra de Clifford universal se, para cada álgebra de Clifford (B, p) para (V, g ), 
existir um homomorfismo <P: A-+ B, tal que p = q, o 1 e </>(lA) = ls. Denotaremos uma 
AC uruversal para (V,g) por Cl(V,g) . ..,. 

Uma definição equivalente à definição acima é 

Definição' .,. Uma álgebra de Clifford para o espaço quadrático W,q é uruversal se ela 
é gerada como álgebra pelos geradores de W,q, mas não por um subespaço de W,q. <11 

Teorema 3.4 .,. A álgebra de Clifford (A, 1) para o espaço quadrático (V, g) é universal 
quando dim A = zn, onde n = dim V. <11 

Prova: Consideremos uma base ortonormal B = {e1, · · · ,en} de V. Para a AC (A,!), 
temos l(eih(ej) + !(eJh(ei) =O para (i f j) e (l(ei))2 = g(ei,edlA. Nesse ca­
so o conjunto {!(el)~''!(ez)~'' .. -l(en)"n i !li = O, 1} não apenas gera A como é uma 
base de A, com a hipótese de que dim A = zn. Seja agora (B, p) uma AC arbitrária. 
Temos então p(ei)p(ej) + p(ej)p(ei) =O, (i f j) e (p(ei)JZ = g(ei,ei)1A e o conjunto 
{p( e1 )"' p( e2 )"' •.. p( en)"n I f."i = O, 1} gera B. Defimmos uma aplicação linear <P : A -+ B 
tal que 

</>(!( el)"'l(ez)~'' .. -I( en)"n) = p( e!)"' p( ez)~'' ... p( en)"n. 

Vemos então que <P defimdo dessa maneira é um homomorfismo de álgebras, satisfazen­
do </>(ei)</>(ej) +cf;(ej)</>(e;) = 2g(ei,ej)ls. Pela defimção, a AC (A,/) é portanto uma AC 
ulliversal CR(V, g). 

o 



3. Algebras de Clifford 34 

Lema ~ Defina o centro de CR.p,q, a álgebra de Clifford associada ao espaço W'•q como 

I Oen(CCp,q) ={a E CR.p,q i ax = xa, Vx E c.ep,q} I (3.24) 

Se n = dim W'•q for par, então Oen(CR.p,q) = Ao(W'•q) e se n for ímpar então Oen(Clp,q) = 
Ao(JR?·9) EB An(W'•9) . ..,. 

Note que aqui usamos a notação Ao(JW'·9) e An(W'·q) referentes respectivamente ao espaço 
dos escalares e pseudoescalares. Em se tratando de uma AO universal, existe um isomor­
fismo que não é canônico, enquanto espaços vetoriais, entre A(W'•q) e Clp,q· Entretanto, 
uma vez definido uma base ortonormal faz sentido falar em k-vetores que pertencem ao 
espaço Ak(W'•q). Veremos isso com mais detalhes mais adiante, nas eqs.(3.29-3.35). 

Para determinar se um sistema ortonormal gera uma AO universal, temos o [Sn97] 

Teorema 3.5 (Mareei Riesz) ~ Uma base ortonormal B = {e1,e2, ... , en} gera uma 
álgebra de dimensão 2n a menos que o pseudoescalar e 1 e2 ... en seja um múltiplo escalar 
da identidade. (Para as A Cs reais o caso excepcional ocorre quando 'fJ = e12 ... n = ±I. 
Para as ACs complexas, o caso excepcional ocorre quando '7 =±I ou ±ii) . ..,. 

Como exemplo desse teorema, seja W o subespaço vetorial de A(JR5•0 ) dado por W 
lR EB ~· 0 EB A 2 (~· 0 ). Defina um produto <> em W através de 

a<> b = (ab(l + e12345) loe1e2- (3.25) 

É possível mostrar que e1 <> ez <> e3 <> e4 <> es = 1. 
A classe das possíveis AOs não universais é restringida pelo seguinte 

Teorema 3.6 ~ Se a álgebra de Clifford gerada por uma base ortonormal B = 
{ e 1, • • ·, en} não é universal, então n é ímpar. Além disso, se a álgebra de Clifford for 
real e não for universal, então p- q - 1 é um múltiplo inteiro de 4 . ..,. 

3.7 Álgebras de Clifford (II) 
Assumimos que o espaço vetorial V tenha uma métrica g. Seja J o ideal de T(V) que 

consiste na soma dos termos da forma a® {x®x-g(x, x)}®b tais que a, b E T(V),x E V. 
Então a AO associada a V é denotada por C0 {V, g) e definida por 

(3.26) 

O produto será denotado por V, satisfazendo [a] V [b] = [a 0 b]. Se x, y E V, então 

1 
x®y = 2{(x+y)®(x+y)-g(x+y,x+y)-x®x+g(x,x)-y®y+g(y,y)} 

+ x 11 y + g(x, y). (3.27) 

O termo dentro das chaves está em J e portanto 

I x®y~xlly+g(x,y) I (3.28) 

Mais geralmente, para w uma p-forma e x E V, prova-se [BT87] que 
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Teorema 3.7.,.. x 0 w ~ x 1\w + x~ Jw, onde xí = r(x) (r: V-+ V* é a correlação em 
V) . ..,. 

O produto V é introduzido no espaço das formas exteriores que transformam tal espaço 
em uma álgebra CC(V,g), onde CC(V,g) = C0 (V,g). Se w 1 e w2 são multiformas exteriores, 
definimos 

[wi] V [w2] = [w1 V w2], 

já que [wi] V [w2] = [w1 0 w2]. Assim falamos que 

xw = xVw = x/\w+xêlw. 
o ' 

(3.29) 

onde, de agora em diante, o produto V é indicado por justaposição. A álgebra quociente 
C0 (V, g) = T(V) / J é uma AC. De fato, verificamos que 

vVu+u V v= 2g(v,u). 

De uma maneira semelhante podemos demonstrar que 

wx = w 1\ x + wlxí. (3.30) 

Ora, sabemos que, se w E AP(V), então w 1\ x = ( -1)Px 1\ w e que wlx' = -( -1)Px: Jw. 
Segue-se disso que 

wx = (-1JPx 1\ w- (-l)Px: Jw. 
Comparando agora as eqs. (3.30) e (3.31), obtemos 

1 
x 1\ w = 2(xw + ( -1)Pwx), 

x: Jw = ~(xw- ( -1)Pwx). 

Para um multivetor arbitrário \[! E A *(V) essas expressões se tornam 

I x 1\ w = ~(xw + (#W)x) I 

e 

I x:Jw = ~(xw- (#w)x) j 

(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 

Essas duas expressões relacionam a álgebra de Grassmann à álgebra de Clifford. De fato, 
se {e;} é uma base ortogonal, 

(3.36) 

3.8 Álgebras de Clifford (111) 
Vamos agora exibir uma outra construção das ACs via operadores de criação e aniquilação3 

[Oz86]. 
3Esta denominação foi herdada do formalismo de segunda quantização por motivos que ficarão óbvios 

no decorrer desta seção, especificamente relativos às eqs.(3.39), (3.40) e (3.42). 
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Considere um vetor v E V e um multivetor 1> E A (V). Seja o espaço dos endomorfis­
mos4 de A(V) em A(V), denotado por End(A(V)). Definimos o operador de criação E: 
V-+ End(A(V)) como 

(3.37) 

É claro que E( v) : A(V) -+ A(V). 
Definimos o operador de aniquilação I: V-+ End(A(V)) como 

I I( a)(\!')= ajw I (3.38) 

Podemos ver que os operadores E anticomutam, pois 

(E(u)E(v) + E(v)E(u)){cp) = u A v A cp +vAu A cp =O. {3.39) 

Isso é válido para todo u, v E V, 1> E A{V). 
Podemos construir de maneira semelhante as relações de comutação entre os operadores 

de aniquilação, a saber 

(I{a)I(,6) + I{,6)I{a)){i!') {aj,6J + !'IJaj){il') ={{a A !'I)J +(!'i A a)J){i!') 

= {a A ,6 +!'i A a)J i!'= O. {3.40) 

Ainda podemos chegar a uma relação de comutação entre os operadores de criação e 
aniquilação utilizando a regra de Leibniz graduada para a contração à esquerda: 

I(a)E{v)w aj(v A i!')= {ajv)i!'- v A (ajw) 

= a{v)w- E(v)I{a)W. (3.41) 

Já que isso é válido para um multivetor w arbitrário, chegamos à seguinte relação: 

I I{a)E(v) + E(v)I(a) = a(v) I {3.42) 

Seja o espaço vetorial V munido de uma correlação simétrica U : V -+ V*. Dados 
os operadores E : V -+ End{A(V)) e I o~ : V -+ End(A(V)), definimos o operador 
"':V-+ End(A(V)) como 

I E I ,I if= +OH! (3.43) 

Com essas definições enunciamos o 

Teorema 3.8 "' A aplicação "' é uma aplicação de Clifford, ou seja, 

I "!(v)"'(u) + "'{u)"'(v) = 2g(v, u) 
1
1 .,. (3.44) 

Prova: Usando as relações de comutação (3.39) e (3.40) 

"'(v)"'(u) = [E( v)+ I(v')][[E(u) + I{u')] 

= E(v)E{u) + E(v)I(u;) + I(v')E(u) + I(v')I(u:). 
~--------------~~ 4 Um endomorfismo é um homomorfismo de um espaço nele mesmo. 
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Portanto 

'Y(vh(u) + 'Y(uh(v) = [E(v)E(u) + E(u)E(v)] + [E(v)I(u") + I(u')E(v)] 

+[I(v')E(u) + E(u)I(v')] + [I(v')I(u') + I(u')I(v')] 

v'(u) + u'(v) = 2g(u, v). 

3.9 Classificação e representação das álgebras de Clifford 

3.9.1 Teoremas sobre a estrutura das álgebras de Clifford 
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D 

Seja V um espaço vetorial de dimensão n. A sua cornplexificação V:c é o espaço dos 
elementos da forma v + iu, onde v, u E V e i é a unidade imaginária. O espaço V :c é 
um espaço vetorial com sorna e multiplicação por um escalar complexo (a + ib) definidas 
respectivamente por 

(v,+ iu,) + (vz + iuz) =(v,+ vz) + i(u, + Uz) 

(a+ ib)(v + iu) = (av- bu) + i(bv + au) 

A dimensão de V:c é dirn:c V :c = n sobre C e dirn!R V :c = 2n sobre R A partir daí vemos que 

V:c =C0V. 

Já a extensão g:c de g é definida corno 

Teorema 3.9 "' Sejam (V, g) um espaço quadrático sobre IR e CC (V, g) a sua A C real. 
Considere a AC complexa Cf(V:c,gc) para o espaço quadrático complexificado (Vc;,g:c). 
Então 

CC(V:c, g:c) c:: Cf:c(V, g) i 

onde Cfc(V,g) = C0Cf(V,g) denota a cornplexificação de CC(V.g). ~ 

Prova: A cornplexificação Cf:c(V,g) = C0Cf(V,g) é uma álgebra com produto dado por 

(a0"1/l)(a'0"1/l') = aa1 0,P,P1
, Va,a' E C, V,P,,P' E CC(V,g). 

Urna vez que dirnJR Cf(V,g) = 2dimV, a dimensão da álgebra Cf:c(V,g) sobre IR dada por 
dirnll Cf:c(V,g) = 2 · dirnx Cf(V,g) = 2 · 2dimV_ Se 1 denota a aplicação de Clifford 
1 : V --+ Cf(V, g), definimos a aplicação r : V :c --+ Cf:c(V, g) corno a aplicação linear em C 

Portanto para a 0 v E IC 0 V = V:c ternos 

r(a0v) =a0v, 

onde fica subentendido que v = 1( v). Essa aplicação r é uma aplicação de Clifford; com 
efeito, 

(r(l0 v)) 2 = (1 0 v)(10 v)= l 0 g(v, v). 
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Por outro lado, se C.e(v; g) é a AC para {Vc, gç), ela é universal e portanto existe um 
homomorfismo 

if;: C€(Vc,gc)-+ Cfc(V,g). 

A dimensão de Cf(V:::;,gc) é dim:c C€(Vc,gc) = 2dimV ou dimil!. Cf(V:c,gc) = 2 · 2dimV. 

Como dim Cê(Vc,g:c) = dim Cfc(V,g), temos que if; é um isomorfismo. 

o 
Esse teorema mostra que, para uma completa descrição das ACs, basta estudarmos a 

estrutura das ACs reais. A estrutura das ACs complexas é obtida via complexificação. 
Seja agora uma métrica g em JRn de assinatura (p, q), com p + q = n, de modo que se 

B = { e1, · · · , en} é uma base ortonormal, temos, para v = vi e;, 

(3.45) 

Denotaremos esse espaço quadrático por JRP•q e a correspondente AC por Cfp,q, com p+q = 
n, 

c.ep,q = c.e(JRp,q). 

Teorema 3.10 .,. Seja Cêp,q a álgebra de Clifford do espaço quadrático :IR". Temos 
então os isomorfismos 

onde p > O ou q > O . ..,. 

ceq+2,p == c.e2,o 0 c.ep,q, 

ceq,p+2 == c.eo,2 0 c.ep,q. 

(3.46) 

(3.47) 

(3.48) 

Prova: Seja V um espaço bidimensional onde está definida a forma bilinear simétrica gv 
tal que, em termos de uma base ortonormal {f1, f2}, temos, para u = u1e1 + u2e2 E V 

À! = ±1, À2 = ±1, 

onde escolhemos os valores de À1 e À2 conforme o caso considerado: V = JR2·0 , JR1•1 ou 
JR0•2. Com isso, podemos definir uma aplicação linear r : ]Rp,q $ v -7 c.e(v; 9V) 0 c.ep,q 
através de: 

r( v + u) = f1f2 0 v+ u 0 1, 

onde subentendemos que f1 = p(fr), f2 = p(f2 ), u = p(u) e v= 1(v), onde p e 1 são as 
aplicações de Clifford p : V -+ C€(V, gv) e 1 : !Rp,q -+ CRp,q· Vamos mostrar que r também 
é uma aplicação de Clifford. 

(r(v + u))2 (f1f2 0 v+ u 01){f1f2 0 v+ u 0 1) 

= (f1f2) 2 0 (v)2 + (uf1f2 + f1f2u) 0 v+ (u)2 01. 

Podemos calcular o termo uf1 f2 + f1 f2 u lembrando que { f1 ,f2} é ortogonal, de modo que 
f1 f2 = f1 1\ f2 = -f2f1. Nesse caso 
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uma vez que u E V é da forma u = af1 + bf2. Usando este resultado e que 

(flf2)2 = -(f!)2(f2)2 -À!À2, 

encontramos para (r( v+ u) )2 que 

(r( v+ u))2 - -.\1.\2 0 g(v, v)+ gv{u, u) 01 
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- [.\!(u1)2 + À2(u2)2- À!À2[(v1)2 + ... + (vP)2- (vP+1)2- ... - (vn)2]]101. 

A aplicação r é portanto uma aplicação de Clifford r : JRP•q Ei) V -+ CR(W, gw ), onde W 
é um espaço ( n + 2)-dimensional equipado com um funcional bilinear simétrico gw dado 
por 

Portanto: 
(i) se V= lE?•0 temos W = ]R'1+2

,P; 

(i i) se v = JR1•1 temos w = w+l,q+!; 

( iii) se V = JR0•2 temos W = JRP,q+2 • 

Os isomorfismos seguem agora da universalidade da álgebra de Clifford. 

D 

Observação: O isomorfismo dado pela eq.(3.46), chamado teorema da periodicidade 

I CRp+l,q+! :::: 01,1 0 CRp,q I (3.49) 

é de importãncia fundamental para o que vamos estudar, já que pretendemos caracterizar 
os twistors em termos da representação do grupo conforme dentro das ACs. 

Havíamos definido anteriormente as três operações básicas5 das ACs. Redefinímos a 
notação de tais antiautomorfismos, sugerindo uma nova notação: para a reversão, <:>1 

e para a conjugação, a_1, de modo que podemos unificar as 2 operações na notação 
a" (E= ±1). Com essa nova notação, enunciamos [Ma89] a generalização: 

Teorema 3.11 (Periodicidade generalizado) 1> O Teorema da periodicidade (3.46) 
se generaliza em seus antiautomorfismos como 

Prova: Os conjuntos {e;}, {fj} são geradores das álgebras Cf.p,q e Cf.1,1, respectivamente. 
Tome D = {e; 0 f1f2, 1 0 fj} um conjunto de geradores para Op+!,q+! :::: Cf.p,q 0 Cl1,1· 
Considere agora a aplicação (a_, 0 a,)( e; 0 f1f2) = a_,( e;) 0 a,(f1f2) = E( e; 0 f1f2). 
Também (a_, 0 a,)(l 0 fj) = a_,(1) 0 a,(fj) = E(l 0 fj)· Portanto os geradores são 
multiplicados por E, o que prova o teorema. 

5Reversão 1 involução graduada e conjugação. 
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o 
Tal teorema será muito útil na descrição das transformações conformes utilizando-se 

apenas a álgebra de Dirac C0Cll,3, que pode ser representada matricialmente por matrizes 
2 X 2 com entradas em ce3,0· No que se segue, as operações que agem sobre os elementos da 
AC em uma álgebra de dimensão maior podem ser conduzidas a operações sobre álgebras 
de dimensão menor. 

Apenas combinando os isomorfismos acima, podemos obter outros. Por exemplo, u­
sando a eq.(3.46), obtemos 

Clp,p ::= ®PCl1,1· (3.50) 

Podemos também através deste observar que 

Clp,q ::= Clp,p 0 CRo,q-p (q > p), Clp,q ::= Clq,q 0 Clo,p-q (p > q). (3.51) 

Segue-se ainda que 

Clo,4 ::= CRo,z 0 Clz,o, Clz,z ""Clo,z 0 Clo,z ""ct1,1 0 ct1,1 
(3.52) 

Desses isomorfismos segue-se ainda que 

CRo,4 0 CRp,q ::= Clp,q+4, (3.53) 

Construiremos explicitamente agora o isomorfismo 

(3.54) 

Os elementos de CRz,o são da forma 

onde (er) 2 = 1 e (ezJZ = 1. Por outro lado, os elementos de Clu são da forma 

Ct\,1 3 bo + b1f1 + bzfz + b12f1fz, 

onde (f1) 2 = 1 e (f2) 2 = -1. Não é difícil vermos que a aplicação linear q,: CC2,0 -+ Cl1,1 

definida por 

é um isomorfismo algébrico. 
Combinando esse último isomorfismo aos outros isomorfismos vistos anteriormente, 

mostramos que 

(3.55) 

Teorema 3.12.,. Seja CRp,q a AC associada ao espaço quadrático W'•q e ce;,q = {cjJ E 
CR(V, g) I cjJ = #c/J} a sua sub-álgebra par. Então 

I co"' ~co ~ cn ~co+ I~ I ~;.,q - 'q,p-1 - ~p,q-l - <q,p , .... (3.56) 

Prova: Seja {eifk},(i = l, ... ,p;k = 1, ... ,q) uma base ortonormal de V de modo 
que CRp,q é gerada por 1 e {e;fk}, tal que (er)2 = 1 e (fk)2 = -1, eiej + ejei =O (i f= 
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j), fkf1+f1fk = O (k #I) e eifk+fkei O (i,j = 1. .. ,p; k, l = 1, ... , q). O espaço A2 (JW•q) 
consiste nos elementos da forma {eiej(i # j), fkfl(k # l),eifk}· Portanto temos mais 
elementos que geram Clt,9 do que é realmente necessário. Por exemplo, todos os 2-vetores 
do tipo { fkfl (k # l)} podem ser escritos em termos dos 2-vetores do tipo { eifk} uma vez que 
(eifk)(eifl) = -(ei) 2fkfl -fkfl (k # l). Escolhendo um vetor arbitrariamente, digamos, 
e1, vemos que o conjunto {e1em,e1fk} (m = 2, ... ,p; k = l, ... ,q) gera todo A2 (W•q) 
e portanto gera a sub-álgebra par. Escrevemos esses geradores na forma ç. = e1 ea+l 

para a = 1, ... ,p - 1 e (b = e1fb para s = 1, ... , q. Não é difícil vermos que (Ç.)2 = 
-(el)2 (ea+d2 = -1, ((b)2 = (-elj2(fb)2 1 equeÇaÇb+ÇbÇa =0 (a #c), (b(d+(d(b =0 
(b # d) e que l;a(b + (bÇa =O. As quantidades {Ç., (b} (b = 1, ... ,q; a 1, ... ,p- 1) 
são portanto geradores de uma AC associada a um espaço quadrático JRq,p- 1 , ou seja, 
cet,q co= Clq,p-1· Os demais isomorfismos do teorema seguem do uso do isomorfismo dado 
pelas eqs.(3.46, 3.47). 

o 

3.9.2 Representações 

Definição .,. Seja A uma álgebra real e V um espaço vetorial sobre o corpo JK: = R, C 
ou ifl Uma aplicação linear p : A -+ Endoc(V) satisfazendo p(1A) = lv e p(ab) = 
p(a)p(b), V a, b E A, é chamada uma JK:-representação de A. O espaço vetorial V é 
chamado de espaço de representação de A. ..,. 

Se V1 e V2 carregam representações p1 e P2 respectivamente, dizemos que tais repre­
sentações são equivalentes se existir um JK:-isomorfismo q, : V1 -+ V2 tal que o diagrama 
abaixo comuta 

X 

q;.j_ 

1/;(x) pz(a)lj;(x) = lj;(p!(a)x) 

isto é, p2(a) = q, o P1 (a) o q,-1, V a E A. A idéia é obviamente a mesma por detrás da 
representação de grupos discutida na subsec. (2.1.3). 

Uma representação é dita irredutível se nenhum subespaço não-trivial de V é invariante. 
No caso em que V pode ser decomposto como soma direta de subespaços invariantes por 
p, dizemos que p é redutível. Nesse caso podemos induzir uma representação sobre cada 
um desses espaços. 

Abaixo enunciamos dois teoremas que, de certa forma, completam essa sintética des­
crição das representações das álgebras. 

Teorema 3.13 .,. Todas as representações irredutíveis de uma álgebra simples são 
equivalentes. <11 

Teorema 3.14 .,. Representações irredutíveis de uma álgebra semi-simples são equi­
valentes se, e somente se, seus núcleos coincidem. <11 

3.9.3 A decomposição algébrica de Wedderburn 

Nesta seção apenas enunciaremos algumas proposições e teoremas que serão impor­
tantes na construção de representações em capítulos futuros. A álgebra das matrizes 
quadradas de ordem n sobre JK: = lR, C ou I>l[ será denotada por M(n, JK:). 
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Considere Eij E M ( n, JK) a matriz com todas as entradas nulas exceto a entrada ij, 
que tem valor 1, ou seja, (E;jhl = Ô;kÔjl. O conjunto {Eij, com i,j = 1, ... ,n} é base de 
M(n,JK) eM(n,K) =lK®M(n,IR). 

(ii) 2:;1 E;; = 1. <11 

Proposição 3.5 .,.. Se A = I:rs ArsGrso então A;j = I:r Er;AEjr· <11 

Proposição 3.6 .,.. M(n, JK) é álgebra simples. <11 

Denotando M(n, JK) por A, escrevemos A= EElij A;j, enquanto espaços vetoriais, onde 

A;j = {.XE;j I À E JK} 

são isomorfos como espaços vetoriais. Também Afj Ó;jA;j, já que E;jGij = ÔijGij. o que 
faz com que A;j só não seja trivial para i = j. 

Proposição 3. 7 .,.. As álgebras de divisão Aii são isomorfas entre si. <11 

Proposição 3.8 .,.. (i) Para 1 s; i S:: n, os A;; geram todos os A;j, pois A;j = EiiAEjj· 
(ii)A;jEjj = E;;A;j = A;j· 
(iii)AklAií = ôuAjk· <11 

Proposição 3.9 .,.. Dados f; idempotentes primitivos ortogonais tais que h + fz + 
... + fn = 1, ao definirmos Aij = f;A/j, os A;j satisfazem (iii) da proposição acima. <11 

Como cada idempotente f; é primitivo, segue que f; é o único idempotente em f;A/j. 
Com isso, 

Eii = /;, \fi. (3.57) 

Se a álgebra real é simples, então A= D 0 M, onde De M são subálgebras de A, 
onde D é isomorfa a lR, C ou !ri e M uma álgebra de matrizes. Portanto toda álgebra 
simples é da forma A :::e M(n,JK), com lR, C ou H Podemos ver [BT87] que D comuta 
com A e A = DM; enunciamos a 

Teorema 3.15 (Decomposição de Wedderburn): .,.. A aplicação 1>: A--+ 'D®M, 
definida por <f>( A) = Lij A;j 0 E;j é isomorfismo de álgebras. Conseqüentemente A = 
'D®M. <11 

Como as únicas álgebras de divisão sobre IR são lR, C ou lHI, temos finalmente a 

Proposição 3.10.,.. Se A é álgebra simples sobre lR, então A :::e OC®M(n,IR). Assim, 

I A :::e M(n, JK), 
I 

OC = lR, C ou H I <11 (3.58) 

O caso de álgebras simples sobre C segue imediatamente. Se BJR denota B com os escalares 
restritos a lR, então B =C® BJR. Logo a proposição anterior nos dá B = C01K0M(n, IR), 
com OC = lR, C ou H. Mas 

(3.59) 

Sendo B simples por hipótese, o segundo caso acima não pode ocorrer. De acordo com o 
isomorfismo M(2,IR) ®M(n,IR) :::e M(2n,IR), temos a seguinte: 

Proposição 3.11.,.. Se A é álgebra simples sobre C, então A :::e C®M(n,IR). Assim, 

Ac:eM(n,C). <11 
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3.9.4 A álgebra de Clifford CC0 ,1 

Seja e um vetor unitário tal que g(e, e) = -1, um elemento arbitrário de CR0,1 pode 
ser escrito como 

CRo,l 3 'if; =a+ be, (3.60) 

com e2 = -1. 
Esta álgebra é isomorfa à álgebra C, ou seja, o conjunto dos pares (a, b), a, b E JR com 

multiplicação dada por 
(a,b)(c,d) = (ac- bd,ad +bc). 

O isomorfismo p : O'o,1 -+ IC é dado por 

p(1) = (1,0), p(e) = (0, 1) = í. 
Portanto, 

\ CRo,1 ::e C \ 

3.9.5 A álgebra de Clifford Cf\_0 

(3.61) 

Seja e um vetor unitário tal que g(e, e) = 1, um elemento arbitrário de CR1,0 pode ser 
escrito como 

CR1,0 3 'if; =a+ be, (3.62) 

com e2 = l. Tome a base de CR1,0 como sendo {1,e}. Sejam P1 = ~(1+e) e P2 = ~(1-e) 
dois idempotentes. Vemos que P1P2 = P2P1 =O. Obviamente {P1, P2} é uma nova base. 
Assim P1 e P2 geram separadamente subálgebras ortogonais unidimensionais, onde cada 
urna é isomorfa ao corpo R Portanto 

j ce1,o ::e JR EB JR \ 

3.9.6 A álgebra de Clifford CC0,2 

Considere o espaço quadrático JR0•2 e uma base ortonormal { e1, e2} tal que 

Um elemento arbitrário de Cfo,2 é da forma 

Cfo,2 3 'if; = a + be1 + ce2 + de1 e2, a, b, c, d E R 

e 

Portanto 
(e1e2)2 = -1 

Contruímos um isomorfismo p : Cfo,2 -+ lHI, definindo 

p(l) = 1, p(el) =i, p(e2l = j, p(e1e2) = k, 

onde i, j e k são unidades quaterniônicas e satisfazem às seguintes igualdades: 

(3.63) 

(3.64) 

(3.65) 

(3.66) 

(3.67) 

i2 =i= k2 = -1, íj = -jí = k, jk -kj =i e kí = -ík j. (3.68) 

Portanto 

I Cfo,2 ::e lHI \ (3.69) 
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3.9. 7 o isomorfismo ce2,0 ""cel,l 
Vimos anteriormente que C.l'2,o ::e Cl'1,1. Desse modo consideraremos apenas o espaço 

quadrático IR2•0 . Considere uma base ortonormal { e1 , e2} tal que 

Um elemento arbitrário de Cl'2,0 é da forma 

(3.70) 

e 
(3.71) 

Portanto 
(e1e2) 2 = -1. (3.72) 

Seja M (2, IR) a álgebra das matrizes reais 2 x 2. O conjunto de matrizes 

são geradores de M(2,JR). Definimos p: Cl'2,o -t M(2,IR) como a aplicação linear 

Dessa maneira p é um isomorfismo algébrico, de modo que 

\ ce2,o ""c.e1,1 ""M(2, JR) f (3. 73) 

3.9.8 Classificação das álgebras de Clifford. 

Estabelecidos os isomorfismos acima, podemos, com a ajuda dos teoremas já vistos, 
classificar todas as ACs. Tal procedimento pode ser visto na literatura padrão [Sn97) e 
apenas exibiremos os isomorfismos mais importantes. 

M(m,JR) ®M(n,JR) ::e M(mn,JR), Cep,p ::= M(2p,JR), 

IHl® lHI ::= M(4, JR), CC3,o ::= IC ®lHI, 

Cl'o,4 ::= lHI ® M(2, JR) ::= M(2, lHI) ::e CC4,o, 

Cl'o,s ::e M(l6, JR), 

A eq.(3.77) implica, juntamente com a eq.(3.46) (o teorema da periodicidade) que 

I Cl'p,q+8 "" Cl'p,q ® M ( 16, IR) I 

(3.74) 

(3. 75) 

(3.76) 

(3.77) 

(3.78) 

A tabela abaixo mostra a classificação de todas as ACs a partir dos isomorfismos 
estudados e do teorema da periodicidade: 
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I p -q mod 8 o 1 2 i 3 

CRp,q M(2!n/2l,JR) M(21n/2] ,JR)El" I M (21n/2] ,JR) j M(21n/2l,C) 
' 

· p-q mod 8 4 i 5 6 i 7 11 

CRp,q M(21n/2l,JHI) M(21n/2] l,JR)El" M(21n/2] 1, lHI) j M (2ln/2], C) jj 

onde [n/2] denota a parte inteira de n/2 e M(2ln/2i, JR)El
2 

denota a soma direta M(21n/2l, lR)EB 
M(2ln/2l,JR). 

Com relação ao caso complexo, a classificação pode ser obtida através do recurso de 
complexificação. Denotamos C® CRp,q = CRc(n), onde n = p + q. Então, 

CRc(2k) = M(2k,q, 

CRc(2k + 1) = M(2k,q E9M(2k,C). 

Portanto, todas as álgebras de Clifford podem ser construídas a partir das álgebras 

CRo,1. Cfo 2 e CC11 Í , , ' 
I 

3.10 Os grupos associados às álgebras de Clifford 

(3.79) 

(3.80) 

3.10.1 Transformações ortogonais e o teorema de Cartan-Dieudonné 

Transformações ortogonais 

Seja g uma forma bilinear simétrica no espaço vetorial V. Uma aplicação linear T : 
V -+ V é dita uma isometria ou uma transformação ortogonal se 

g(T(v), T(u)) = g(v, u), lifv, u E V, (3.81) 

Tais isometrias têm a propriedade de que (det T) 2 = 1; quando det T = 1 elas são 
denominadas rotações, enquanto que, se ( det T) = -1, são chamadas de reflexões. O 
conjunto das isometrias formam o grupo ortogonal O(p, q) para V = JRP•q. O sub-grupo de 
O(p, q) formado pelas rotações é chamado grupo ortogonal especial SO(p, q). 

As componentes do grupo ortogonal 

Dado um grupo G, um subconjunto conexo que não está contido em nenhum outro 
subconjunto conexo maior é chamado componente conexa do grupo G. 

Os grupos ortogonais O(p, q) com p #O ou q #O possuem 4 componentes. De fato, seja 
uma base ortonormal {e1, .•. , ep,ep+l, ... , ep+q} de JRP•º de modo que em termos dessa 
base a métrica g pode ser representada pela matriz 

(3.82) 

onde 1p e 1q denotam as matrizes identidades de ordem p e q respectivamente. Represen­
tando T através da matriz 

(3.83) 

a condição TT GT = G implica em 

(3.84) 
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Não é difícil ver que as matrizes Ap e Dq satisfazem det Ap # O e det Dq # O. Podemos 
então dividir as traru;formações ortogonais T E O(p, q) em quatro classes: 

(i) ül(p, q): det Ap >O, det Dq >O, 

(ii) O!(p,q): det Ap > O,det Dq <O, 

(iii) Ot(p, q): det Ap <O, det Dq <O, 

(iv) O~(p,q): det Ap < O,det Dq >O. 

Não é difícil vermos que 

Simetrias ortogonais e reflexões 

(3.85) 

(3.86) 

Considere a decomposição de V em dois subespaços ortogonais V = U Ell U .l, onde U 
é um subespaço não-isotrópico de V, ou seja, g(v, v) #O "'v E U. Definimos a simetria 
ortogonal Su com relação a U como 

(3.87) 

Claramente Su = -idu + idu .1., onde id denota o operador identidade. Assim, 

I det Su = (-l)dimU I (3.88) 

Escolhemos um vetor u E V tal que g(u, u) #O e coru;ideramos U o subespaço gerado 
por u. Podemos escrever um vetor v E V na forma v= vli +v .l onde g(v .L. u) =O. Basta 
tomar 

Dessa maneira vemos que 

g(v, u) 
v.l=v- g(u,u)u. 

g(v, u) 
Vp = ( ) U. ,, g u,u 

Substituindo a decomposição acima para cálculo de Su(v) obtemos: 

Su(v) =v- 2g(v, u) u. 
g(u, u) 

(3.89) 

(3.90) 

(3.91) 

Pela eq.(3.88), vemos que Su é uma reflexão, que ocorre no hiperplano ortogonal ao vetor 
u. 

Quaisquer dois vetores não-nulos u e v (g(v, v)= g(u, u) #O) de mesmo comprimento 
podem ser relacionados através de no máximo duas reflexões. Esse resultado é visto como 
um caso particular do 

Teorema 3.16 (Cartan-Dieudonné (versão fraca)) .,. Qualquer transformação 
ortogonal T em um espaço vetorial V de dimensão finita pode ser expressa como o produto 
de simetrias (reflexões) com relação a hiperplanos não-isotrópicos6 • ~ [Ca66] 

6 A 1'versâo forte"do teorema de Cartan-Dieudonné diz que "se dim V= n, então T pode ser expresso 
como o produto de no máximo n simetrias, ou seja, O{p, q) = {Sv1 Sv2 ... Sv~<, Vj E V, Q(vj) :f:. O, k :5 
n}." 
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Da definição da álgebra de C!ifford Cep,q sabemos que vu + uv = 2g(v, u). Portanto 
u2 = g(u, u) e podemos interpretar a quantidade u/ g(u, u) como 

-1 u u u = --,---,-
g(u,u) u 2 ' 

(3.92) 

onde u-1u = uu-1 = 1. A eq.(3.91) pode ser reescrita como 

Su(v) =v-
(vu+uv) 

( ) 
u =v- (vu + uv)u-1 =v- v- uvu-1, 

g u,u 
(3.93) 

ou seja, 

i Su(v) = -uvu-1 = uvu-1 (3.94) 

v 

u 

Figura 3.1: reflexão do vetor v no subespaço gerado pelo vetor u. 

3.10.2 O grupo de Clifford-Lipschitz 

Dentre os vários grupos que podemos definir dentro de uma álgebra de Clifford Cep,q, 
definimos primeiramente o grupo dos elementos inversíveis (ou regulares) ce;,q, 

I ce;,q ={a E cep,q 1 3a-1
} I 

Outro grupo de interesse é o chamado grupo de Clifford-Lipschitz: 

I rp,q ={a E ce;,q I ava-l E v, Vv = JRP·q} I 

3.10.3 Representação adjunta 

(3.95) 

(3.96) 

Definimos a representação adjunta ou representação vetor O': rp,q-+ Aut(Cep,q) defini­
da7 por 

I O'(a)(x) = axa-1 I (3.97) 

Sejam v, u E V = JRP•q tais que 

vu + uv = 2g(v, u). (3.98) 

Então vemos que 

2g(O'(a)v, O'(a)u) = O'(a)vO'(a)u + O'(a)uo-(a)v = avua-1 + auva- 1 = 2g(u, v). (3.99) 
7 A notação Aut significa o conjunto dos automorfismos, que são isomorfismos do grupo nele mesmo. 
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Já que o-( a) satisfaz 
g(o-(a)v, o-(a)u) = g(v, u), (3.100) 

então o-(a) E O(p,q), onde O(p,q) denota o grupo das transformações ortogonais de JRP•q. 
Além disso, o- é um homomorfismo de grupos, já que 

o-(ab)(v) = abv(ab)-1 = abvb-la-1 = o-(a)o-(b)(v). (3.101) 

Já vimos (eq.(3.18)) que o determinante de uma transformação linear T pode ser 
definido implicitamente através de T(el) 11 · · · 11 T(en) = (det T) e 1 11 · · · 11 en, onde 
{e1, ... , en} é uma base de V= W•q. Portanto 

(3.102) 

Por outro lado para vetores v e u temos: 

o-(a)(v) 11 o-(a)(u) 
1 

= (ava-1) 11 (aua-1) = 2(ava-1aua-1 -aua-1ava-1) 

1 

2a(vu- uv)a-1 =a( v 11 u)a-1 = o-(a)(v 11 u). (3.103) 

de modo que para a eq.(3.102) segue-se que 

a(e1/\ ···li en)a-1 = (det o-(a))(e1/\ · · · 11 en)· 

Para calcularmos o lado esquerdo da equação acima vamos omitir a prova da 

Proposição 3.12 .,.. Dados Yp E Ap(V), 3q E M(V), então 

(3.104) 

(3.105) 

Para simplificar, tomamos a= ap E Ap(V), uma vez que o resultado para um multi­
vetor arbitrário segue por linearidade. Já que e1 11 · · · 11 en é um pseudoescalar a relação 

ap(e1/\···llen) =a~J(elll···llen). 

Usando a proposição (3.12) concluúnos que 

a~J (e1/\ ···li en) = ( -l)P(n+l)(el 11 ···li en)La~ 

ou seja, 
ap( e1 11 · · · 11 en) = ( -1 )p(n+l) ( e1 11 · · · 11 en)ap· 

Portanto se n é ímpar temos 

que por sua vez na eq.(3.102) resulta em 

(e1 11· ··fi en) = (det o-(a))(e1fl· ··li en), 

ou seja, 
(det o-(a)) = 1. 

(3.106) 

(3.107) 

(3.108) 

(3.109) 

(3.110) 

(3.lll) 
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Por outro lado, se n for par, então n + 1 é ímpar, e da eq.(3.108), podemos concluir que 

Portanto para n par temos 

det a( a) = 1, para a E Clt,q, 

det a( a)= -1, se a E Cl;,q· 

Com isso, 

a(rp,q) = O(p, q), n 2k (k E N) 

. a(rp,q) = SO(p, q), n = 2k + 1 

3.10.4 Representação adjunta contorcida 

Considere a representação â do grupo de Clifford definida por 

I â(a)(v) = âva- 1 I 

(3.112) 

(3.113) 

(3.114) 

e denomina~a representação adjunta contorcida8 Definimos o grupo de Clifford-Lipschitz 
contorcido r p,q como 

I~ I I rp,q ={a E c.e;,q I âva-l E v, Vv = IRp,q} (3.115) 

É fácil vermos que f p,q é o conjunto dos elementos de r p,q que têm paridade definida. 
Os resultados obtidos para a podem facilmente ser adaptados para â. Notemos que o 

análogo da eq.(3.103) para â é 

â(ap)(vJ) 1\ .. · 1\ â(ap)(vk) = (-1)P(k-l)&(ap)(v! 1\ .. · 1\ vk)· 

= ( -l)Pka(ap)(v1 1\ · · · 1\ vk)­

Usando-se agora a eq.(3.108) segue-se que 

â(ap)(eJ) 1\ .. · 1\ â(ap)(en) = ( -l)nPap(el 1\ .. · 1\ en)a; 1 

= (-l)np(-l)p(n+l)e!Á"·Áen, 

de modo que 
â( ap)( eJ) 1\ .. · 1\ â( ap)( en) = ( -l)P( e1 1\ .. · 1\ en). 

Com isso, da eq.(3.102) podemos concluir que 

det â(ap) = (-l)P. 

(3.116) 

(3.117) 

(3.118) 

(3.119) 

Notamos que det â(ap) não depende de n como ocorre com det a(ap)· Como det â(ap) = 
±1, temos 

&(r p,q) = O(p, q). (3.120) 
~----------------------

"Twisted adjoint representationn_ 



3. Álgebras de Clitford 50 

Porém ao definirmos 
(3.121) 

então 

\ â(r;t,q) = SO(p, q) \ (3.122) 

A aplicação â é um homomorfismo e ela é também sobrejetora. Na seção anterior mostramos 
que uma reflexão no hiperplano ortogonal a um vetor ué dada por Su(v) = uvu-1. Por­
tanto 

(3.123) 

Evidentemente u E r p,q· Agora, segundo o teorema de Cartan-Dieudonné, qualquer trans­
formação ortogonal T E O(p, q) pode ser expressa como o produto de um número finito 
de reflexões do tipo Su = â(u). Portanto existe um número finito de vetores {u1, ... , Uk} 

tal que qualquer transformação ortogonal pode ser escrita na forma 

(3.124) 

e obviamente u 1 .•. uk E rp,q• o que mostra que â é sobrejetora. 
Isso serve para termos uma outra caracterização equivalente do grupo de Cli:fford­

Lipschitz, como o grupo consistindo do produto de todos os vetores não-nulos de Clp,q: 

'Í'p,q ={a E a;,q I a= Vt ... Vk, V; E W'·q. g(vi, v;) i= O} 
' 

A decomposição a = v 1 ... vk não é única. Além disso, 

k é ímpar = 
'képar = 

reflexão 
rotação 

Podemos ainda mostrar que ker O'= IR*, onde IR* =IR- {0}. 

3.11 Os grupos Pin e Spin 

(3.125) 

Para descrever as transformações ortogonais não precisamos de todo o r p,q• mas de 
um subgrupo desse. 

A norma de um multivetor é escrita como 

N(a) = lal 2 = (ãa)o, a E Clp,q· (3.126) 

Uma outra definição possível para uma norma em Clp,q é 

(3.127) 

Essas duas normas se relacionam por 

(3.128) 

Verifica-se que N e N° são homomorfismos N,N° : Í'p,q -t IR* =IR- {0}. Com essas 
normas podemos normalizar os elementos de f p,q obtendo subgrupos cujos núcleos são 
menores. 
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3.11.1 O grupo Pin 

O grupo Pin(p, q) é definido como 

\ Pin(p,q) ={a E Í'p,q I N(a) = ±1} J 

Dessa definição temos que 
& : Pin(p, q) -+ O(p, q), 

com 
ker &IPin(p,q) = { ±1} = Z2. 

Com o uso da norma No podemos ainda definir o grupo Pin ° (p, q) como 

I Pin°(p,q) ={a E Í'p,q I W(a) = ±1} I 

Da eq.(3.128) vemos que N°(a) = N(a) se a E cet,q· Como conseqüência, 

Pin(p,q) ncet,q = Pin°(p,q) ncc;;,q. 

3.11.2 O grupo Spin 

O grupo Spin(p, q) é definido como 

I Spin(p,q) ={a E rt,q I N(a) = ±1} I 

Dessa definição temos que 
& : Spin(p, q) -+ SO(p, q) 

com 
ker &lspin(p,q) = { ±1} = z2. 

É imediato que 
Spin(p, q) = Pin(p, q) n cet,ª 

e da eq.(3.133) segue que 
Spin(p,q) Spin'(p,q). 

3.11.3 Os grupos Pin e Spin reduzidos 

Podemos ainda definir os subgrupos Pin+(p,q) e Pin+(p,q) como 

I Pin+(p,q) ={a E fp,q I N(a) = 1} I 

e 

I Pin+(p,q) ={a E fp,q I N'(a) = 1} I 
' ' 

além de um outro subgrupo Spin+(p,q) como 

I Spin+(p,q) ={a E ft,q I N(a) = 1} I 
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(3.129) 

(3.130) 

(3.131) 

(3.132) 

(3.133) 

(3.134) 

(3.135) 

(3.136) 

(3.137) 

(3.138) 

(3.139) 

(3.140) 

(3.141) 
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Seja v E iffiP•ª. Da eq.(3.123) sabemos que ô'(v) = Sv é uma reflexão no hiperplano 
ortogonal a v. Por outro lado N(v) = v 2 = g(v, v) e se N(v) = 1 então g(v, v) = 1. 
Portanto os elementos de Pi14 (p, q) são tais que ô'( a) consiste no produto de reflexões em 
hiperplanos ortogonais a vetores do tipo g(v, v) = 1. Se T(a) é a matriz representando 
essa transformação ortogonal, isso significa que det Dq não pode mudar de sinal nessa 
transformação. Assim 

ô'(PiJ:4(p, q)) = O+(p, q). (3.142) 

Por outro lado, N°(v) = -v2 = -g(v, v), de modo que N(v) = 1 implicaqueg(v, v) = 
-1. Portanto os elementos de Pin+(p, q) são tais que ô'(a) consiste no produto de reflexões 
em hiperplanos ortogonais a vetores do tipo g(v, v) = -1. Nesse caso para a matriz T(a) 
é o det Ap que não muda de sinal. Conseqüentemente, 

(3.143) 

O núcleo das aplicações (3.142, 3.143) é 2:2• Nesse caso dizemos que, por exemplo, o 
grupo Spin+(p, q) é o recobrimento duplo de SO+(p, q). Podemos escrever que 

I PiJ:4(p, q)/2:2 = O+(p, q) I 
í SpiJ:4(p,q)/Z2 = SO+(p,q) I 

Como conseqüência imediata do assunto discutido nessa seção temos o 

(3.144) 

Teorema 3.17 .,.. Seja CR.p,q a A C de lffiP•ª e Ctt,q sua subálgebra par. Então se n = 
p+ q:;:: 5 temos 

j Spin+(p,q) ={R E ce:,ª 1 RR = RR = 1} j ~ 

3.12 A álgebra de Lie dos grupos associados 
Grupos de Lie podem ser vistos como variedades munidas de uma estrutura de grupo, 

onde as operações do grupo são diferenciáveis. Não entraremos em detalhes sobre os con­
ceitos ligados aos grupos de Lie [Ri93][La97][Sa00], pois o que nos interessa neste capítulo 
é estudar as álgebras de Clifford e todos os conceitos relativos a esse formalismo. Entre­
tanto, como as álgebras de Lie aparecem dentro das álgebras de Clifford, uma pequena 
discussão se faz oportuna. 

Os grupos definidos nas seções antecedentes são grupos de Lie, e a álgebra de Lie desses 
grupos pode ser identificada com um subespaço de CR.p,q e o colchete de Lie é dado pelo 
comutador 

[a,b] = ab- ba, (3.145) 

para a, b elementos desse subespaço em questão. 
Considerando ce;,q o grupo dos elementos inversíveis (eq.(3.95)), definimos a função 

exp : cep,q -+ ce;,q 

a >-+ 
oo n 

exp a="'':.__ 
L..J n! 
n;:;;;;O 

(3.146) 

o espaço vetorial v cep,q com produto definido pela eq.(3.145) pode ser identificado 
com a álgebra de Lie de ce;,q· 
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Como exemplo vamos considerar o grupo de Clifford-Lipschitz r p,q· Esse grupo é um 
subgrupo de Lie do grupo de Lie ce;,q e sua álgebra de Lie é um subespaço vetorial de 
Cfp,q· Suponha que X seja um elemento da álgebra de Lie de rp,q· Então exp(tX) é um 
elemento de r p,q. ou seja, 

f(t) = Adexp(tX)(v) = exp(tX) vexp(-tX) E W•ª, 'Vv E W•ª. 

Definindo 
(ad(X))(v) =[X, v]= Xv-v X. 

e usando o conhecido resultado da teoria de grupos [Cr90]. 

Ad(exp(tX)) = exp(ad(tX)), 

temos que f ( t) E W·ª se, e somente se, 

ad(X)(v) =[X, v]= Xv-v X E W•ª. 

(3.147) 

(3.148) 

(3.149) 

(3.150) 

Prova-se [Va99] que X, um elemento da álgebra de Lie de r p,q, pode ser escrito como um 
elemento 

(3.151) 

Desse modo, exp(tX)E rp,q· 

Em relação ao grupo Spin+(P, q), se R E Spin(p, q), então R R, e, para R= exp(tX), 
X deve ser da forma X = a+ B, onde a E lR e B E A2 (W'•º). Além disso, a condição 
RR = 1 implica que 1 = exp(tX)exp(tX) = exp(2ta), ou seja, a= O. Com isso, concluímos 
que 

(3.152) 

A álgebra de Lie do grupo Spin+(P, q) consiste no espaço vetorial dos bivetores munido 
do produto, que é o comutador. 

Se B e C são bivetores, então 

BC=< BC >o + < BC >2 + < BC >4, (3.153) 

e já que E= -B e Ô= -C, - --BC=CB=CB. (3.154) 

Aplicando a reversão na eq.(3.153), 

CB =< BC >o - < BC >2 + < BC >4, (3.155) 

subtraímos essa última equação da eq.(3.153) e obtemos 

BC- CB = [E, C] = 2 <BC >2 . (3.156) 

O comutador de bivetores é um bivetor e a álgebra ( A2 (W•º), [ , ]) é a álgebra de Li e do 
grupo Spin+(p, q) 
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Exemplo: a álgebra de Lie de Spin(3,0) 

Considere as quantidades 

Esses bivetores satisfazem 
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(3.157) 

(3.158) 

ou seja, a álgebra de Lie de Spin(3,0) é isomorfa à álgebra de Lie do grupo 8U(2). Provamos 
o isomorfismo entre esses dois grupos no cap.(4). 

A álgebra de Lie de Spin+(1,3) 

Considere uma base ortonormal {ro,')'1 ,/2,'Y3} para a álgebra do espaço-tempo CR1,3 . 

Existem seis geradores para essa álgebra, já que o número de geradores é o próprio número 
dos bivetores de CR1,3. Defirúmos os geradores {Ji,Li} da álgebra de Lie como: 

J; 
1 
2/;o, 

L; 
1 ""k 

- 2f'J Jjk. 

onde Eijk é o símbolo de permutação de Levi-Civita, defirúdo por 

{ 

1, 
Eijk = -1, 

O, 

se õ(o") = 1, } 
se c(a) = -1, 
c.c. 

e õ(a) é o operador sinal da permutação, já defirúdo na subsec.(3.1.1). 

(3.159) 

(3.160) 

Com essas definições provamos as relações de comutação [Br64] entre os geradores: 

[L;, Li] = -Eijk Lk> 

[J;, Jj] = -Eijk Lk, 

[J;, Lj] - -Eijk Jk· (3.161) 

3.13 As três definições de spinors 
Na seção (2.2) vimos que o grupo 8U(2), associado às transformações do vetor-spin, 

é recobrimento duplo do grupo ortogonal especial 80(3), ou seja, 8U(2)/Z2 = 80(3). O 
espaço de representação do 8U(2) é o C2 • Tais elementos de c'2 são ditos spinors, e dentro 
da nossa subseqüente classificação, os próprios spinors clássicos (também conhecidos como 
spinors de Pauli), para esse caso. 

Provaremos na subseção (4.1.5) que o grupo 8U(2) é isomorfo ao grupo 8pin(3), de 
onde concluímos que c'2 é o espaço de representação do grupo 8pin(3). Os grupos 8pin 
estão naturalmente definidos dentro de uma AC, como vimos na seção anterior, e, no 
caso do grupo 8pin(3), dentro de CR3 ,0 . Dizemos ainda que 8pin(3) é a representação de 
spin 1/2 do grupo de rotações espaciais (em R3 ) e o grupo S0(3) é a representação de 
spin 1 dessas rotações, com 8pin(3) ""' 8U(2) e 8pin(3)/Z2 ""' 80(3). Não somente nos 
restringindo a CR3,o, iremos definir o spinor clássico como entidades que carregam uma 
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representação irredutível do grupo Spin, que é recobrimento duplo do grupo ortogonal 
especial e, portanto, a representação de spin 1/2 do grupo de rotações em um espaço 
munido de uma métrica. 

Também será usada uma outra definição para o spinor, a algébrica, onde um spinor 
é um elemento de um ideal mínima] lateral de uma álgebra de Clifford. A representação 
da álgebra de Clifford obtida dessa maneira será chamada de representação spínorial. De 
fato, ainda nesse exemplo envolvendo Cf3,0 ::e M(2, C), esse ideal é isomorfo a V, de onde 
sugere-se essa outra definição. 

Além das definições denominadas clássica e algébrica, existe ainda a que chamaremos 
operatorial. Discutiremos9 cada uma delas separadamente, devido à sua importância ao 
desenvolvimento da teoria. 

3.13.1 Spinors algébricos 

Definição 11> Um elemento de um ideal lateral mínima! de uma álgebra de Clifford 
Cf(V, g) é dito um spinor algébrico se Cf(V, g) for uma álgebra simples e um semi-spinor 
algébrico se Cf(V, g) for semi-simples e não-simples. <11 

Identificamos os spinors algébricos segundo a classificação das ACs discutidas na seção 
(3.10). Para uma AC simples temos Cfp,q ::e M(N,JK.) e um ideal à esquerda mínima! de 
Clp,q é isomorfo a iKN. No caso em que consideramos uma AC semi-simples, temos Cfp,q ::e 
M(N, iK)eM(N, iK) e um ideal à esquerda mínima! de Cfp,q é isomorfo a iKN. Semi-spinors 
algébricos são classificados de acordo com esse isomorfismo, ou seja, como elementos de 
iKN. Nesse caso a soma de semi-spinors algébricos é chamada um spinor algébrico10. Para 
uma AC semi-simples um spinor algébrico é classificado como um elemento de ocN e ocN' 

De acordo com a classificação das AC, podemos classificar os spinors algébricos: 

• p- q = O, 2 mod 8. Neste caso temos Cfp,q ::e M(21n/2l ,JR). Um spinor algébrico é 

um elemento de um ideal à esquerda mínima! isomorfo a JR21
n

121 
• 

• p- q = 4, 6 mod 8. Temos Cfp,q :e M(21n/2]-l, lHI). O espaço de spinors algébricos 

é isomorfo a IHP1
n

121 1
• 

• p- q = 3, 7 mod 8. Neste caso temos Cfp,q ::e M(21n/2l,q, Um spinor algébrico 

é um elemento de um ideal à esquerda mínima] isomorfo a i[J[n/
21 

• A condição p - q = 

3, 7 mod 8 só acontece se n = p + q for ímpar. Nesse caso o pseudoescalar I pertence ao 
centro de Clp,q e satisfaz I 2 = -1, definindo assim uma !C-estrutura. 

• p - q = 5 mod 8. Quando esta condição ocorre Cfp,q é semi-simples, onde Clp,q ::e 

M(zln/21-l,lHI) e M(zln/21-l,lHI), portanto temos semi-spinors algébricos. O espaço dos 

semi-spinors algébricos é isomorfo a IHP1
n

121
-

1 
e conseqüentemente o espaço dos spinors 

algébricos é o IHP1
n

121
-

1 e JC:P1
n

121
-

1
. Para p- q = 5 mod 8 o pseudoescalar I pertence ao 

centro de Cfp,q e é tal que I 2 = L Assim, podemos escrever Cfp,q = +Clp,q e _Cfp,q• com 
±Cip,q :;e M(2ln/2]-1, JC1). 

• p - q = 1 mod 8. Nesta condição Cfp,q é semi-simples e temos o isomorfismo Clp,q ::e 

M(21n/2l,JR) e M(21n/2l,JR). Portanto temos semi-spinors algébricos. O espaço dos semi­
spinors algébricos é isomorfo a JR21

n
121 

• Então o espaço dos spinors algébricos é isomorfo 
a JRzln/ 21 e JR21n121 

. Para p - q = 1 mod 8, o pseudoescalar I pertence ao centro de Cfp,q 
9 0ptamos por enfatizar as ACs reais, pois o caso complexo é trivialmente obtido a partir delas. 

10Neste caso1 o ideal não é m.inimal. 
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e é tal que f2 = 1. Neste caso, também é possível escrever CCp,q = +CCp,q E& _Cfp,q• com 
±Cfp,q "'M(2!n/21, JR). 

3.13.2 Spinors clássicos 

Definição .,. Seja JRp,q um espaço quadrático, CCp,q a AC desse espaço e Spi~(p,q) 
o grupo spin associado a Clp,q· Um elemento do espaço de representação irredutível de 
Spin+ (p, q) é dito um spinor clássico11 . ..,. 

Novamente de acordo com a classificação das ACs, podemos classificar os spinors 
clássicos: 

• p- q = 1, 7 mod 8. Neste caso temos ce;,q o:= Clp,q-l = Clp',q'• com p'- q' = 
p- q + 1 =O, 2 mod 8, ou seja CCp,q o:= M(2!n-l/Z], JR). Um spinor clássico é um elemento 
isomorfo a JR21n-I/

2l. 

• p - q 2, 6 mod 8. Temos p' - q' = p - q + 1 = 3, 7 mod 8, de modo que 

cc;,q "' M(2in/Zl-J, IC). Um spinor clássico é um elemento de CZ1n121
-

1
• O pseudoescalar 

I define uma estrutura complexa no espaço dos spinors clássicos e temos duas represen­
tações irredutíveis não-equivalentes: uma com I= i E C e a outra com I = -i. Os spinors 
clássicos que correspondem a essas duas estruturas são conjugados. 

• p - q = 3, 5 mod 8. Aqui p' - q' = 4, 6 mod 8 e assim temos a relação cc;,q "' 
M(2f(n-l)/2l-l,JHI). Um spinor clássico é um elemento JHl2 11n- 11121

-
1

• 

• p - q = 4 mod 8. Quando essa condição ocorre, p' - q' = 5 mod 8. A sub-álgebra 
par é semi-simples e portanto estabelecemos o isomorfismo CCp,q "' M(2[(n- 1)/Z]-1, IHI) E& 
M(2f(n-l)/21-1 ,JHI). Temos duas representações não-equivalentes de Spin+(p,q). Um 

. 1. . . l d nn?iln-ll/21-r A . d co+ cn+ "' spmor c ass1co e um e ementa e me . ss1m, po emos escrever ~p,q = + <p,q "' 
_cc;,q. 

• p - q = O mod 8. Nesta condição, p'- r/ = 1 mod 8. A sub-álgebra par cc;,q é semi­
simples, onde CCp,q o:= M(2!n-!/ZJ, lR)EllM(2!n-l/Z], JR), portanto temos duas representações 

não-equivalentes de Spin+(p, q). O espaço JR21
n-r;

21 é o espaço dos semi-spinors clássicos. 
Como no caso anterior, é possível escrever Cft,q = +cct,q Ell _cct,q· 

Observação: a definição de spinor algébrico em ~,p-l é equivalente à definição de 
um spinor clássico em lffiP•q, já que, com base na eq.(3.56), a saber 

(3.162) 

uma representação irredutível de ce;,q é obtida a partir de uma representação irredutível 
de Cfq,p- 1• Daí concluímos que um spinor clássico em lffiP•q é um spinor algébrico em 
Rq,p-1. 

3.13.3 Spinors operatoriais 

Dada uma álgebra Zz-graduada como CCp,q, podemos usar sua sub-álgebra par ce;,q 
como um espaço de representação de Cf.p,q· Definimos uma representação p : Cfp,q -+ 
End(CC;,q), que será denominada representação graduada irredutível (RGI). 

11 Essa denominação não é padrão. Estamos utilizando-a para enfatizar que se trata da definição usual 
encontrada sobretudo em li nos de física. 
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Escrevemos um multivetor a E Clp,q como a= a++ a_, onde 

Considere agora p = P+ + P- de modo que 

Para a_ E CR;p,q temos a_ rj; E CRP,q para rj; E CRt,q, ou seja, 

Tome agora um elemento ímpar ç e defina 

Se escolhermos ç de modo que 

ç2 = 1, ç E ce;,q, 

p = P+ + P- é uma representação de CCp,q· De fato, 

p(ab) = p(a+b+ + a+b- + a_b+ + a_b_) 
= P+(a+b+) + p_(a+b-) + p_(a_b+) + P+(a_b_). 

Por outro lado, temos as relações 

e, portanto 

P+(a+b+)(q'>) = a+b+q\ = P+(a+)P+(b+)(q\), 
P+(a+b-)(q'>) = a+b_q)ç = P+(a+)P-(b_)(q\), 
p_(a_b+)(rf;) = a_b+q\ç = P+(a+)p_(b_)(q'>), 
p_(a_b_)(q'>) = a_b_rj;ç2 = a_b_rj; = p_(a_)p_(b_)(q'>), 

I p(ab) = p(a)p(b) I 
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(3.163) 

(3.164) 

(3.165) 

(3.166) 

(3.167) 

A definição da RGI depende da existência de um elemento ímpar tal que ç2 = 1. Nos 
casos C€0,1 ::e C e Clo,2 ::e H, esse elemento não existe. Para saber se p é redutível, siga o 
seguinte raciocínio: suponha que exista um elemento w 1 E ce;,q tal que 

(3.168) 

Assim podemos escrever ce;,q = +ce;,q EEl _ce;,q, onde 

+ + 1 ±cep,q = cep,q2(1 ± w1), (3.169) 

de modo que, para 4>± E ±ce;,q, temos 

(3.170) 

Cada um dos espaços ±ce;,q é invariante pela ação de p, como pode ser visto direta­
mente a partir da eq.(3.168). Além disso esses subespaços são subálgebras de ce;,q. 
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Se existir um outro elemento par w 2 tal que (w2)2 = 1, w2w1 = w 1w2 e w2ç = çwz, 
então os subespaços ±Cet,q não carregam uma representação irredutível. Definimos, pois, 
outros quatro subespaços 

(3.171) 

cada um invariante pela ação de p. Podemos então continuar com essa construção se 
tivermos um outro elemento par 1:<13 tal que (w3)2 = 1, w3w1 = w1w3, W3W2 = wzw3 e 
w 3ç = çw3. Construímos, agora, oito subespaços invariantes. 

Quando não existirem mais elementos pares satisfazendo essas condições, temos então 
urna representação irredutível. O espaço que carrega tal representação será denominado 
álgebra spinorial, que é uma sub-álgebra da sub-álgebra par e em alguns casos ela mesma 
pode ser a própria sub-álgebra par. 

Definição .- Um elemento do espaço de representação graduada irredutível de Clp,q é 
denominado um spinor operatorial. ~ 

Na verdade existem ainda outras subálgebras de Clifford que podem ser utilizadas 
como espaço de representação. O estudo dessas subálgebras e a completa classificação dos 
espaços operatoriais definidos em termos de subálgebras tem sido objeto de estudo atual 
(MoOOJ. 
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Ich will wissen, wie Gott die Welt geschajjt hat. 
Für diese oder jene Erscheinung interessiere ich nicht. 

Ich will Seine Gedanken wissen, das Übergebliebene ist ein Detai/. 1 

Albert Einstein 

4.1 A álgebra de Pauli CC3,o 
Considere o espaço euclideano JR3 e urna base ortonormal {e1,e2 ,e3 }. A álgebra de 

Clifford CC3 ,o, também chamada álgebra de Pauli é gerada por {1,e1,e2 ,e3}, tal que 

(4.1) 

Um elemento genérico de CC3,o pode ser escrito corno: 

É possível também escrever 

(4.3) 

onde 1/1" =< 1/1 >" (f.l = O, 1, 2, 3) e < >" é o operador que projeta um rnultivetor 
arbitrário na sua parte 11-vetorial, conforme descrito na seção (3.2). Em se tratando de 
CR3,0 , os 3 (anti)autornorfisrnos aplicados sobre um rnultivetor 1/J E Cl3,0 arbitrário, são 
escritos corno: 

,({; = 1/Jo -1/11 + 1/Jz -1/13, 

1/1 = 1/Jo + 1/11 -1/12 -1/13, 

1fi = 1/Jo - 1/11 - 1/12 + 1/13. 
Além disso definimos a norma de 1/1 E CR3,0 corno já feito na seção (3.12), a saber, 

N(1j;) =< 1j;;j; >o. 

Através da involução graduada escrevemos Cls,o = Clj,0 Ell C(j,0 , com 

cct,0 = { 1/1 E Cls,o i ,({; = ±1/J}. 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 
~------~--~--~~ 

1 "Eu desejo saber como Deus criou o mundo. Não me interessa esse ou aquele fenômeno. Eu quero 
conhecer Seus pensamentos, o resto é mero detalhe." 
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cet,o é a subálgebra par de c.e3,0 e seus elementos2 são da forma 

+ .. c.e3,0 3 'P+ =a+ a'1 eij· 

Dados dois vetores u, v E ~, escrevemos, pela definição da álgebra de Clifford, 

uv+vu= 2g(u,v) = 2u·v. 

Entãc, o produto geométrico de 2 vetores é escrito como 

onde u 11 v= ~(uv- vu). 

4.1.1 O produto vetorial 

Considere o produto exterior 

uv=u·v+ullv, 
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( 4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

Vemos que as componentes do produto acima sãc as mesmas do produto vetorial usual, 
mas o elemento acima é um bivetor, um elemento de A2 (JR3 ), que nãc muda de sinal 
perante uma inversão espaciaf3. Queremos caracterizar o produto vetorial u x v entre 
dois vetores de ~ como um vetor de JR3 e, como tal, deve mudar de sinal perante uma 
inversão espacial. Não podemos dizer que o produto exterior é o produto vetorial. No 
entanto, para relacionarmos esses dois produtos, usamos o operador dual de Hodge, que 
foi definido na subseção (3.3.1), a saber, 

(4.13) 

onde o pseudoescalar 

( 4.14) 

satisfaz J 2 = -1. Dessa maneira, 

Portanto 

( 4.15) 

Sob uma inversão espacial o vetor *( u 11 v) muda de sinal e, com essa motivação, definimos 
o produto vetorial 

I u x v =*(UIIv) = -(ullv)J I (4.16) 

Logo, segundo a definiçãc acima, u x v é um vetor, ao contrário do produto vetorial cujo 
resultado é um pseudovetor. Quantidades físicas que nãc trocam de sinal perante uma 
inversãc espacial devem ser, portanto, descritas por bivetores. 

2Tais elementos) se satisfizerem a relação N(I..P+) = 'P+Cf;+ = 1 são chamados de rotoresl € 1 por definição, 
pertencem ao grupo Spin+(3). 

3 Definimos uma reversão espacial como uma inversão de sentido dos vetores ei da base. 



4. Algumas álgebras de Clifford importantes 61 

4.1.2 Representação de Ci\0 : as matrizes de Pauli 

Já sabemos que existe um isomorfismo p : CC3,0 -+ M(2, q e queremos obter uma 
representação matricial para os multivetores de CC3,o. Seguimos as regras para tal obtenção 
[BT87][Va99]: 

i) Escolher um conjunto de N idempotentes primitivos ortogonais JA (A = 1, ... , N) 
de CCp,q tais que l:A f A = 1 e dentre esses um idempotente particular. 

ii) Escolher elementos {t:A1} e {t:1A} tais que h = t:1At:A1 e fBt:A1 = OABt:A1 e 
é:1AfB = 0AB[1A· 

iii) Definir uma base para M(N, JK), onde JK =]R, C ou lHI, através de é:AB = t:A1t:1B. 
A representação matricial dos geradores li 1( e;) de CCp,q é dada por 

bdAB =L é:cA/it:Bc· (4.17) 
c 

Para o caso de CC3,o, escolhemos dois idempotentes primitivos4 

(4.18) 

As condições ht:u = é:uh =O e ht:u = é:uh é:u são satisfeitas para é:u da forma 
(a+ bJ)(1 + e3). Além disso é:ué:u = t:11 , de modo que uma solução é dada por a= 1/2 
e b = O. Portanto 

( 4.19) 

As condições hé:21 = é:z1h =O e !2&21 = é:21h = &21 são satisfeitas para &21 (a'e1 + 
b'e2)(1 + e3). Já as condições !2&12 = é:12h = O e hé:12 = é:12h = &12 são satisfeitas 
para t:12 = (a"e1 + b"e2)(1 - e3). A condição e12é:21 = é:u implica que a'b" = a"b' e 
a' a"+ b'b" = 1/4. Uma solução é dada por b' = b" =O e a'= a"= 1/2. Assim temos 

1 1 
é:12=e1 2(1-e3), é:z1=e1 2(1+e3). (4.20) 

Da relação &22 = &21&12, encontramos que 

1 
&22 = 2(1- e3). 

Invertendo as equações acima, obtemos 

Além disso, 

1 = é:u + &22, e3 = é:u - &22, 
e1 = &12 +&21. e1e3 = &21- &12· 

(4.21) 

( 4.22) 

Portanto a representação matricial p : e; H p( e;) = a; dos vetores e; é dada por: 

( o -i) p( ez) = O"z = i 0 , o ) 
-1 

(4.23) 
4 A escolha mais arbitrária seria f±= ~(1 + u)) com u 2 = 1, mas como u pode ser obtido a partir de 

uma rotação de e3, a escolha é, de fato, geraL 
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que são as matrizes de Pauli. Segundo essa representação, um multivetor '1/J E CC3,0 é 
levado em urna matriz 1Ji = p('lj;). Se 1/J é dado pela eq.(4.2) então 1Ji é dado por 

1Ji= ( (a+a3)+i(al2+p) (al+al3)+i(a23_a2)) = ( ZJ Z3) 
(a1 - a13) + i(a23 + a2 ) (a- a3) + i(p- a12) zz Z4 · 

(4.24) 

Em termos dos ( anti)automorfismos de CC3,o, obtemos a correspondência 

\ W = ( zi z;i ) >ÍI = ( z4 - z;i ) . 

I 
z* z* ' -z* z* · 3 4 3 1 

(4.25) 

Além disso um elemento de CCi 0 é representado por , 

P('P+) = q;+ = ( :~ -w2) 
w* 1 

I 
(4.26) 

4.1.3 o operador \7 em ce3,0 
Considere o espaço euclideano tridimensional JE3, onde para cada ponto x E JE:3 temos 

JE:3 i x o:o: iR3 • Ao invés de tratarmos as coordenadas de um multivetor constantes, podemos 
definir um campo multivetorial A= A(x), com x E JE3, cuja forma geral é 

A= a(x) + a 1(x)e1 + a2(x)ez + é(x)e3 + a12(x)e12 + a13(x)e13 + a23 (x)e23 + p(x)eJ23· 
(4.27) 

Definimos o operador nabla 'i7 : CC3,o --+ CC3,o que age sobre um campo multivetorial 
A(x) através da equação 

8 8 8 
'i7 A(x) = e1-

8 
A(x) + ez-

8 
A(x) + e3-

8 
A(x). 

XJ Xz X3 
(4.28) 

Analisamos primeiramente o caso particular de um campo escalar A 0 (iR3 ) 3 <f; : JE:3 -+ R 
Neste caso, 

( 4.29) 

que é o próprio gradiente de <f;(x). 
Tomamos agora outro caso particular, o de um campo vetorial A0 (JR3 ) 3 O : JE:3 --+ JR3, 

que tem a forma 
(4.30) 

Portanto, 

'ii'O(x) = 
8 8 

e1-
8 

(ü1(x)e1 + ü 2(x)ez + ü 3(x)e3) + ez-
8 

(ü1(x)e1 + ü 2(x)e2 + ü3(x)e3) 
X! X2 

+e38
8 

(ü1(x)el + ü 2(x)ez + ü 3(x)e3) 
X3 

'i7 · O(x) + 'i7 11 O(x), ( 4.31) 

onde 

(4.32) 
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é o divergente do campo vetorial O(x) E At(lfl.3). Além disso, a parte que envolve o 
produto exterior, a saber, 

\7 1\ O(x) 

\7 x O(x) = *(\7 1\ O(x)) = curl O(x), 

que é identificado como sendo o rotacional de O(x). 
Utilizando o isomorfismo CR3,o :::: M(2, C), temos a correspondência 

8 . 8 ) &xt - 2 âx2 
8 . 

- âx3 

4.1.4 Quatérnions 

O anel dos quatérnions lHI é constituído por elementos da forma 

q = qo + q1 i + q2j + q3t = qo + q, 

onde ql' E lEI. e {i, j, t} são as unidades quaterniônicas e satisfazem 

i2 = j2 = t2 = -1, ij = -ji = t, jt = -tj = i, ti = -it = j. 

( 4.33) 

(4.34) 

( 4.35) 

( 4.36) 

( 4.37) 

Chamamos qo = Re(q) a parte real de q e q = q1i+q2j+q3t = Pu(q) sua parte quaterniônica 
puro. 

Já vimos que 

e que 

Introduzindo a notação 
i= e2e3, j = e3er, k = e1e2, 

construímos explicitamente o isomorfismo ( : lHI -+ cct,o, dado por 

((i) i, Ç(j) = j, ((t) = k. 

( 4.38) 

( 4.39) 

( 4.40) 

(4.41) 

Os bivetores {i,j, k} satisfazem às mesmas regras que as unidades quaterniônicas {i,j, t}. 
Podemos ainda escrever 'lj; E CR3,o da forma 

'lj; = (a+Jp) + (a12 -Ja3)e12 + (a23 - Ja1)e23 +(-a13 -Ja2)e31, (4.42) 

o que nos permite verificar de modo explícito que 

jc 0 JHI :::: cc3,o 1 ( 4.43) 

e que, portanto, IC®lHI:::: M(2, C), que é uma relação clássica entre as álgebras de divisão 
sobre R 

5 Já que v x u =*(vAu), como já visto no início desta seção. 
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4.1.5 Rotações espaciais 

Considere um vetor v E l!t3 e o vetor v' obtido de v a partir de uma rotação arbitrária. 
O produto geométrico entre os dois vetores se escreve como 

v' v= v'· v+ v' A v= v'· v+ J(v' x v). (4.44) 

Podemos definir ângulos entre vetores usando os produtos escalar e vetorial de vetores, a 
saber, 

v'. v - lv'JI.vl cose, 

v' x v = jv' x vjw = jv'jjvj sinO w, (4.45) 

onde w é o vetor unitário normal ao plano determinado pelos vetores v e v'. Utilizando 
as três equações acima temos 

v'v = lv'lívl(cosO + JwsinO) = exp (JwO). (4.46) 

Multiplicando a equação acima à direita por v obtemos 

v'= exp (JwO)v, (4.47) 

que pode ser reescrita como 

v'= exp(Jw0/2) v exp(-Jw0/2). ( 4.48) 

Portanto uma rotação de um vetor v E JR3 no plano cujo vetor normal é w (e direção w) 
por um ângulo e é dada pela eq. ( 4.48) acima. 

Já que J é o pseudoescalar de ce3,0 e w é um vetor, então o produto Jw é um bivetor. 
Com isso definimos a rotação de um multivetor por um ângulo e no plano cuja normal é 
wcomo 

/ ..p' = exp(Jw0/2) '1f; exp( -'Jw0/2) [ 

Escrevemos R= exp(B), onde B E A2(JF1.3). Com essa motivação definimos o grupo 

I Spin(3) ={R E cct,0 11m= 1} I 

( 4.49) 

(4.50) 

Vemos que as rotações realizadas por R e -R têm a mesma imagem, o que faz com que 
o grupo Spin(3) seja o recobrimento duplo de 80(3). A partir do isomorfismo Cf3 ,o ::= 
M(2, IC), podemos ver que Spin(3):= SU(2), onde 

1 SU(2) ={sE M(2,C) I sts = I,det s = 1} j (4.51) 

De fato, usando as relações ( 4.26), vemos que a condição RR = 1 para R E cet,o se traduz 
em termos de M(2, IC) por 

RR=1 +-+ (4.52) 

ou seja, 

( 4.53) 



4. Algumas álgebras de Clifford importantes 65 

4.1.6 Spinors de Pauli 

Um spinor de Pauli, segundo o ponto de vista que denominamos clássico no cap.(3), é 
um elemento de IC2, que carrega a representação de SU(2), da forma 

(4.54) 

onde ç.J, !l:r E R, (.1 = 1, 2). Definimos o spinor de Pauli, do ponto de vista algébrico, 
como um elemento do ideal à esquerda Cf3,0f +• considerando o idempotente 11 >= f+ = 
~(1 + e3). O conjunto {e1,elf+} é uma base para o ideal Cf3,of+, já que um elemento 
arbitrário de Cf3,o pode ser escrito como 

( 4.55) 

Ao identificarmos6 

(4.56) 

podemos escrever o spinor algébrico de Pauli como 

ce3,0f+ 3 'lj;f+ (ç1 + iQJ)jl > +(ç2 + iQ2)12 > 

- 'if;111>H212>c:= (~~). (4.57) 

com Q1 = a 12 + a 123, Q2 = a2 + a23 , ç1 =a+ a3 e ç2 = a1 + a13, o que nos reconduz 
à definição clássica dos spinors de Pauli. Essa última notação é utilizada em livros de 
mecânica quãntica. 

4.2 A álgebra do espaço-tempo CC1,3 

Considere uma base ortonormal {70, 71, 72, 73} do espaço-tempo IR1•3, o qual pode ser 
identificado com o espaço-tempo de Minkowski M. A importância do estudo da álgebra 
Cl1,3 se baseia na vastidão de suas aplicações em teorias físicas relativísticas. 

Expressamos a ortonormalidade dos elementos da base como 

onde 'T/ii = -1, 'f/oo = 1 e 'f/p,v =O para p, #v, (p,,v =O, 1,2,3). Um elemento arbitrário 
de C.€1,3 é escrito como 

C.€1,3 3 Y = C+ C0/'o + C
1
r1 + C2r2 + ér3 + c01 /'01 + c02/'02 + c03r03 + C

12r12 + c13r13 
23 012 013 023 123 0123 

+c 1'23 +c 1012 +c 1'013 +c 1'023 +c 1'123 +c 1'0123· (4.59) 

O 4-vetor 1'0123 é denotado por 75 e satisfaz (/'s) 2 = -1, além de anticomutar com os 
vetores (/'p,'Ys = -r5'Yp,)· Pela tabela de classificação das álgebras de Clifford (subseção 
(3.9.8)) sabemos que C.€1,3 c:= M(2,BI). A fim de obtermos uma representação de Cl1,3 em 
termos de matrizes com entradas quaterniõnicas, faremos uso do idempotente primitivo 
f= ~(1 +'Yo). O ideal minimal à esquerda da álgebra Cêt,3 é escrito como lt,3 = Cf1,3f. 

6 0s vetores 11 >, 12 >são os próprios autoestados de spin {i+>, j- >}vistos na subseção (2.2.1). 
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Um elemento de !1,3 é da forma 

onde 

Ao denotarmos 

a1 =c+c0 , 

a3 = -c13 _ c013, 
a5 = -c123 + c0123, 
a1 = c2 _ co2, 

a2 = 23 + c023, 
a4 = cl2 + dJ12, 
é= cl- CO!' 
aB=c3-c03. 

I Ío = 1'23, jo = 1'31' ko = 1'121 
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(4.60) 

(4.61) 

(4.62) 

podemos ver que {io,jo, ko} satisfazem as propriedades das unidades quaterniônicas e 
conseguimos escrever 

Dizemos que o conjunto {1, 'Ys} f forma uma base para o ideal ! 1,3. Pelas regras em 
[BT87], podemos escrever 

Obtemos, pois, a representação matricial dos vetores ortonormais 'Y'"' 

í'O = ( ~ ~1 ) ' ( o i ) 'Yl = i o , ( o j ) ')'2= j o ' ')'3=(~ ~) 

Dessa maneira, 

f= ( ~ n. 'Ysf = ( ~ n. 
Com essas representações, é possível escrever Y E Cl1,3 como 

Y= 

(c+co) + (c23 +c023)i 
+( -cl3 _ c013)j + (c12 + co12)~ 

( -Cl23 + C0123) + (cl _CO! )i 
+(2 _ C02)j + (c3 _ C03)~ 

( -cl23 _ c0123) + (cl +cO! )i+ 
(c2 + co2)j +(é+ co3)~ 

(c_ co)+ (c23 _ c023)i+ 
( -cl3 + c013)j + (c12 _ co12)e 

Em termos da reversão, a representação matricial de Y fica 

y = ( !~2 ~~3)' 
onde q simboliza a conjugação quaterniônica7 . 

(4.64) 

(4.65) 

(4.66) 

(4.67) 

7Dado JBI 3 q = qo + q a conjugação quaterniônica inverte o sinal da parte pura do quatérnion q, e é 
dada por ij = qo - q. Podemos ainda notax pelo isomorfismo da eq. ( 4.39) que q é a própria conjugação em 
Cés,O· 
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Casos particulares dos grupos Pin e Spin, definidos no cap.(3), na AC do espaço-tempo 
c e 1,3 são dados por: 

e 

I Pin+(1,3) ={R E C€1,3 I RR = 1} I 

I Spin+(1, 3) ={R E cet,3 1 RR = 1} I 

( 4.68) 

( 4.69) 

Como caso particular do isomorfismo Cêp,q == Cêi,P+ 1, para p = 3 e q = O, temos a 
correspondência: 

ce3,o == Ct[3 I 
c I ,R k-vetores RI I c 

I + I + '+ o o + +,+ 
- i - + 1 2 - + -
- + - 2 2 - + -j 
+ -,- i 3 4 + + +I 

onde C denota a conjugação, I a involução graduada e R a reversão. 
Na tabela acima está implícito o isomorfismo Cêi,3 "' CR3,0 , dado pela aplicação p : 

cet,3 --+ ce3,o 

\ p(·n) =e;= ri/o I ( 4. 70) 

Dado um vetor x = x'"r'" de R1•3 , pelo isomorfismo acima vemos que 

(4.71) 

Com isso é imediato mostrar que ekj = -"Ykj e ekjl rOkjl· Dizemos que um vetor de R1•3 

é isomorfo a um paravetor [Ma89J[Po95] de W, que é definido como sendo um elemento 
do espaço vetorial R e JR3 . 

Coro base na tabela acima podemos ver que a norma ss para s E C ti 3 é equivalente à 
norma t:Jff para 1J E Cê3,o, onde 1J = p(s), de modo que podemos definir~ grupo 

I 
1 $pin+(l, 3) ={sE CR3,o I ss = 1} 1 (4.72) 

Note que em ( 4.69) temos a reversão, enquanto em ( 4. 72) temos a conjugação. 

4.3 A álgebra de Dirac C ® C€1,3 

A álgebra de Clifford usual encontrada nos textos de mecânica quãntica relativística 
não é a álgebra de Clifford do espaço-tempo CR1,3 "'M(2, iBI), roas a sua coroplexificação 
IC0 Cl1,3 "'M( 4, IC), a chamada álgebra de Dirac. Nesta seção obteremos a representação 
de Weyl e a representação padrão da álgebra de Dirac. Denotaremos IC0{ e0 , e1, e2 , e3 } uma 
base para IC0Cl1,3 e reservaremos, a partir desta seção, a notação {ro,/1,,2 ,/s} (r'"= 
/(e'")) para a representação matricial dos vetores {eo,e1,e2,e3}, diferindo da notação 
da seção anterior. Considere a base ortonormal { e0, q, e2 , es} de JR1•a Pela tabela de 
classificação das ACs (subseção (3.9.8)), vemos que IC 0 CR1,3 (JR) = Cl1,3 (1C) "' M( 4, IC). 
Assim devemos obter quatro idempotentes primitivos P1,P2 ,P3 e P4 tais que 1 = P 1 + 
P2 + P3 + P4. De acordo coro a proposição (3.3), basta obter dois elementos er1 , e1z de 
Cê1,s(IC) que comutem entre si e que, multiplicados por eles mesmos dão a unidade. 
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4.3.1 Representação padrão 

Para esta representação tomamos eh = e0 e er, = ie1e2. Assim 

1 1 . 
P1 = 2(1 + eo)

2
(1 + zete2), 

P2 = }(1 + eo)}(1- iete2), 

1 1 . 
P3 = 2(1- eo)

2
(1 + zete2), 

1 1 
P4 = 2(1- eo)2(1- iete2). (4.73) 

Esses quatro idempotentes primitivos são similares. De fato, 

(4.74) 

Eu Pt, 

E21 -e13P1, 

Eat = eaoPt, 

E41 = ewP1. (4.75) 

Com a restrição de que E1j C P1Cé'1,a(C)Pj e E1jEj1 = P~o podemos estabelecer que: 

Eu = 

E12 -

E13 -
E14 = 

Os demais E;j estão tabelados abaixo: 

p1 

etaPt 

I 
eaoP1 

. ewP1 

-e1aP2 
p2 

ewP2 
eoaP2 

Pt, 

e1aP2, 

e3oPa, 

e1oP4. 

eaoPa 
ewPa 

Pa 
-etaPa 

ewP4 
-eaoP4 
e1aP4 

p4 

(4.76) 

Das identidades ( 4. 73) podemos obter explicitamente as representações matriciais de 
ep., que serão denotadas por /p. = l(ep.). 

(i) eo = P1 + Pz - P3 - P4 = Eu + E22 - E33 - E44· Então, 

l(eo) =lo= 
( 

1 o 
o 1 
o o 
o o 

o o ) 
~1 ~ = ( ~ ~I). 
o -1 

(4.77) 
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e 

o o 
o 1 
1 o 
o o 
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( 4. 78) 

'Y(el) = í'l - 1'101'0 = ( ~ ~ ~ ~ ) ( ~ ~ ~ 1 ~ ) = ( ~ ~ ~ 1 ~
1 

) 

1 o o o o o o -1 1 o o o 

= ( O -a1 ) . 
O"! o (4.79) 

(iii) e3o = esoP1 + e3oP2 + e3oP3 + e3oP4 = t:31 - t:42 + t:13- [z4· Portanto 

(00 1 

i') o o o 
(4.80) 'Y(e3o) = 1'30 = 1 0 o 

o -1 o 
e 

(I 
o o 

D ( ~, 
o 1 

i}(l 
o -1 

n -1 o o o o o 
1'3 = -'Yoí'o3 = o 1 o o o o 

o o 1 o -1 o 

( :3 
-0"3 ) o . ( 4.81) 

(iv) P1 + P3- Pz- P4 = ie1e2 = e2 = ieo(e01P1 + eo1P3- eo1P2- e01P4) = ieo(t:l4 + 
t:32 - t:23 - [41). Segue-se daí que 

('00 J,)(j, 
o o 

n (! 
o o 

!)~u, . o 1 o o -1 o _, 
-0"2 ) 

-rz=' O O -1 1 o _, o o . 
o o o o o o o 

(4.82) 
A representação padrão das matrizes de Dirac é dada então por 

4.3.2 Representação de Weyl 

Para esta representação tomamos e h = es = eo123 e er, = ie1e2. 
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Pz = ~(1 + es)~(1- ie1ez), 

P3 = ~(1 - es) ~(1 + ie1 ez), 

P4 = ~(1- es)~(1- ie1ez). 
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(4.84) 

Também no caso da representação de Weyl esses quatro idempotentes primitivos são 
similares. De fato, 

(4.85) 

Mais geralmente podemos dizer que todos os idempotentes primitivos são similares em uma 
álgebra simples. Assim eoP1 c P3Cl1,3{1C)P1, e1P1 c P4Ce1,3(1C)P1, e01P1 c PzCl1,3(1C)P1 
e estabelecemos que 

Eu = P!, 

E21 = eo1P1, 

E31 = eoP1, 

E41 = e1P1. ( 4.86) 

Eu P1, 

E12 = eo1Pz, 

El3 - eoP3, 

E14 -e1P4. (4.87) 

As outras entradas matriciais E;j estão tabeladas abaixo: 

' p eo1P2 eoP3 -e1P4 
I eo1~1 Pz -e1P3 eoP4 
I eoP1 e1P2 p3 -eo1P4 
· e1P1 eoPz e10P3 p4 

Obtemos abaixo explicitamente as representações matriciais de e,, que serão denotadas 

por'"= I( e,). 
(i) eo = eoP1 + eoPz + eoP3 + eoP4 = E31 + E42 + E13 + Ez4· Logo 

(

0010) 0001 OI 
l(eo) = 10 = 1 O O O = ( I O ) · 

o 1 o o 
(4.88) 
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( 

~ ~ ~1 
"Yl = o 1 o 

1 o o 

~1 ) = ( o -O") ) . 
o O") o 
o 

(4.89) 

(iii) ies = P1 + P2- P3- P4 :;. es = -i(P! + P2- P3- P4) = -i(êu + f22- ê33- ê44). 
Daí, 

( 

~i ~i ~ ~ ) ( -i2 O ) 
'f'(es) = '/'& = O O i O = O i

2 
· 

o o o i 

( 4.90) 

(iv) ie1e2 = P1 + P3- P2- P4 = e2 = i(e1P1 + e1P3- e1P2- e1P4) = i(ft4- f32-
f23 + ê4I). Segue-se daí que 

(

o o o i) 
= o o -i o = ( o -0"2 ) 

'~' 2 o -i o o 0"2 o . 
i o o o 

(4.91) 

Da igualdade es = eo123, vemos que e3 = -eo12e5. Matricialmente podemos mostrar que 

')'(e3) = ( ~ ~ 
o -1 

~
1 

~ ) = ( o -0"3 ) 
00 0"30. 

o o 
A representação de Weyl das matrizes de Dirac é dada por 

( 4.92) 

4.4 A álgebra Cf2,4 

Considere agora a álgebra de Clifford Ci2,4· Seja {c A} (A = O, 1, ... , 5) uma base 
para o espaço IR2•4, com EÕ = Eg 1 e EI = E§ = Eã = E~ -1. Considere também 
o espaço JRI•1, com uma base ortonormal {EA} (A = O, 1, ... , 4), onde Eõ = -1 e 
E? E~ = E§ = E~ = 1. Como caso particular das definições de grupos Pin e Spin no 
cap.(3), apresentamos os grupos: 

(4.93) 

e 
! Spin+(2,4) = {Q E CCi,4 1 QQ = 1} j ( 4.94) 

Além disso, definimos: 

I $pin+(2,4) ={DE cc4,l I DD = 1} I ( 4.95) 
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O grupo $pin+(2,4) é definido a partir do teorema (3.12). No presente caso onde p = 2 e 
q=4, 

cet,4 ""cc1,1 ~c 0 cc1,3· 

4.5 O isomorfismo CC4,1 ~ C 0 CC1,3 

(4.96) 

Queremos descrever as transformações conformes no espaço-tempo utilizando para 
isso a álgebra de Dirac IC 0 CC1,3. Para isso explicitamos três isomorfismos importantes 
entre CC4,1 e IC 0 CC1,3 nas três subseções que se seguem. Estudaremos esta álgebra mais 
detalhadamente, pois definiremos os twistors como spinors algébricos em JR4•1 ou, de modo 
equivalente, spinors clássicos em JR2•4 , que são elementos do espaço de representação do 
grupo $pin+(2, 4) que é definido, pela eq.(4.95), em CC4,1 ~C 0 CCt,3• ou seja, na álgebra 
de Dirac. 

4.5.1 A identificação /v = EvE4 

Em se tratando do isomorfismo CC4,1 ~ IC 0 Cl'1,3, com 'Yv = EvE4 (v = 1, 2, 3, 4) e 
i= Eo1234, podemos mostrar que 

Um elemento arbitrário de CC4,1 pode ser escrito como: 

Z H H AE HABE HABCE HABCDE H01234E = + A+ AB + ABC + ABCD + 01234, 

que pode ser reescrito na forma 

onde 

Z B + B l' ' BI'V + Bf'VO' B0123 = 'YI'.,.. 'YI'v 'Yf'V<T + 'Y0123• 

B = H + íHot234, 
B2 = H24 + íHot3, 
st3 = -H13 _ iHo24 

' Bo2 = -Ho2 +íHt34, 

Bo = Ho4 _ iHt23, 
B3 = H34 _ iH012, 
B23 = -H23 + iHot4 
Bo3 = -Ho3 _ iH124, 

st = Ht4 _ iND23, 
B12 = -H12 + iNÜ34, 
sot = -NÜt _ iH234, 
so12 = -Hot24 _ iH3 

' sot3 = _ Hot34 + iH2, 
sot23 = Ho123 _ iH4. 

so23 = -Ho234 _ iHl, st23 = -Ht234 _ iHo, 

(4.97) 

(4.98) 

Com essas identificações podemos relacionar os (anti-)automorfismos de Cl'4,1 com os de 
Cl't,3, a saber, 

( 4.99) 

(4.100) 

C€41 ~C' 0CCts, 
' ' 

(4.101) 

(4.102) 
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6 -ce4,1 = E4CC4,1E4 ""c 0 ce1,3· 

Usando a representação padrão para as matrizes IJ-< obtemos 

onde 

I!(Z) := z = Z21 Z22 
( 

Zn Z12 

Z31 Z32 
Z41 Z42 

zu =(H+ Ho4 + Ho34 _ H3) + i(H01234 _ H123 + H12 + H0124), 
z12 = ( -H13 _ H0134 + H014 _ H1) +i( -~24 + H2 + H23 + H0234), 
Z13 = (H03- H34 + H4 + HO) + i(H124 + ~12 + H0123- H1234), 
z14 = (H01 _ H14 + H134 _ H013) + i(&34 + H023 _ Ho2 + H24), 
z21 = (H13 + H0134 + H014 _ H1) + i(~24 _ H2 + H23 + H0234), 
z22 =(H+ Ho4 _ H034 + H3) + i(H01234 _ H123 _ H12 _ H0124), 
z14 = (Ho1 _ H14 + H134 + H013) + i(H234 + H023 + Hoz _ H24), 
Z24 = (-H03 +H34 +H4 +HO) +i(-Hl24 -~12 +~123 -H1234), 
z31 = (H03 + H34 + H4 _ Ho) + i(H124 _ H012 + H0123 + Hl234), 
z32 = (Ho1 + H14 _ H134 + H013) + i(H234 _ H023 _ Ho2 _ H24), 
z33 =(H_ Ho4 + H034 + H3) + i(H01234 + H123 + H12 _ H0124), 
z34 = ( -H13 + H0134 + H014 + H1) +i( -H024 _ H2 + H23 _ H0234), 
z41 = (H01 + H14 + H134 _ H013) + i(H234 _ Ho23 + Ho2 + H24), 
z42 = (-Ho3 -H34 +H4 -Ho) +i(-H124+H012 +Ho123 +H1234), 
z43 = (H13 _ H0134 + H014 + H1) + i(H024 + H2 + H23 _ H0234), 
z44 =(H_ H04 _ Ho34 _ H3) + i(H01234 + H123 _ H12 + H0124). 
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( 4.103) 

Com essas expressões, relacionamos abaixo as operações matriciais aos ( anti)automorfismos 
de CC4,1: 

1. Conjugação: 

2 4s 
z44 
-z.h 
-z.h 

onde t denota conjugação hermiteana. 
A relação ZZ = 1 em CC4,1 se traduz em M(4, q por ZZ = 1, ou seja: 

( 
t , ) 

( o -1 ) </;1 <P1 ( o 1 ) ( </;1 </;2 ) - ( 1 o ) 
1 o <f;~ <f;~ -1 o </;3 <P4 - o 1 

* ( :i :!) ( ~1 ~ ) ( :: :~ ) = ( ~1 ~ ) ' 

o que significa que Z E Sp(2, q [AM67]. Dessa relação, que podemos escrever na forma 
ziJz = J, segue-se que (det Z)2 = 1, pois det J = 1, e dai 

det Z = ±1. ( 4.104) 
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Entretanto essas duas possibilidades não podem ser realizadas no caso simplético como o 
podem no caso ortogonal. É bem sabido [Po95] que, se Z E Sp(n, JK), então det Z = 1. 
Logo, a eq.(4.104) não admite a solução det Z = -1 e vale somente a relação 

2.Reversão: 

( '" -z34 Z24 

Z= -Z43 Z33 -zzs 
Z42 -zsz zzz 

-Z41 Z31 -Z21 

onde adj(t/>) = (dett/>) q,-1,'1</> E M(2,C). 

3.1nvolução graduada: 

z22 -z21 -z24 

Ze( -'!' zir 2Í4 
-z42 z4r z44 
z32 -z3r -z34 

onde 

z• e ( 

zzz -z12 Z4z 
-zz1 Zll -Z4! 

zz4 -z41 Z44 
-zzs Z13 -z43 
~ 

5. z" = E4ZE4 = E4ZE4 = Zo: 

( 

Z33 Z34 
zD. = Z43 Z44 

Z13 Z14 
Zz3 Z24 

) 
= ( adj(t/>4) 

adj( t/>s) 

d 
-b 

-~) Z31 _ adj(t/>1) 
-z34 - ( adj(t/>z) 
Z33 

adj( t/>z) 
adj( t/>1) 

-cof(t/>z)* ) 
cof(t/>4)* ' 

adj( t/>s) )· adj( t/>4) 

(4.105) 

Fizemos os cálculos acima para a representação padrão. Para a representação de Weyl, 
embora os coeficientes z~"v da matriz Z sejam diferentes, todas as relações descritas pelas 
itens (1)-(5) acima são também satisfeitas. O mesmo ocorre para todas as outras possíveis 
representações. 

4.5.2 A identificação 1~" = iE~" 

Com esta outra identificação escrevemos explicitamente, com i = E 01zs4, a corres­
pondência entre a base {E A} de Ce4,1 e os elementos da álgebra de Dirac: 

( 4.106) 
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Novamente um elemento arbitrário de CC4.r pode ser escrito como: 

que pode ser reescrito na forma 

onde 

B =H+ iH01234, 
B2 = H0!34 + iH2, 
Bl3 = -Hl3 _ iH024, 
Bo2 = _ eo2 + iH134, 
Bo1a = H24 + íHo13. . . 
Bol23 = eo123 _ iH4. 

Bo = -Hl234 _ iHo 
' B3 = -H0124 _ iH3, 

B23 = -H23 + iH014 
Bo3 = -Ho3 _ iH124, 

Bo23 = -H!4 +iH023, 

Com essas identificações concluímos que 

-c.e4,1 ""c· ® c.e1,a, 

B! = -H0234 _ iHl, 
Bl2 -Hl2 + iH034, 
BOl = - HOl - iH234' 
B012 = -H34 + iHo12, 
Bl23 = -eo4 + iH123, 
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(4.108) 

(4.109) 

(4.110) 

(4.111) 

(4.112) 

No presente caso notamos a diferença advinda do uso de outro isomorfismo diferente 
daquele utilizado na subseção anterior. As relações acima diferem daquelas pela troca da 
involução graduada pela reversão em C€1,3 e vice-versa. Usando novamente a representação 
padrão para as matrizes lJ1.• obtemos a representação matricial de Z E C€4,1 seguindo o 
isomorfismo desta seção. 

( 

Zl! 

e(Z) =' Z = z21 
Z3! 
Z4! 
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onde 

zu =(H_ H1234 + H034 + Ho12) + i(Ho1231 _ Ho + H12 + H34), 
z12 = ( -H13 + H24 + Ho11 + H023) +i( -H024 + H013 + H23 + H14), 
z13 = (~3 _ H0121 + H4 _ H123) + i(H124 + H3 + Ho123 _ H04), 
Zl4 (Ho1 + H0234 _ H134 + H2) + i(H234 + H1 _ ~2 + H0134), 
z21 (H13 _ H24 + H014 + H023) + i(H024 _ ~13 + H23 + H14), 
zn =(H_ H1234 _ H034 _ H012) + i(H01234 _ Ho _ H12 _ H34), 
Z23 (~1 + H0234 + H134- H2) + i(H234 + H1 + H02- HD134), 
Z24 = ( -H03- H0124 + H4 + H123) +i( -H124- H3 + ~123 + ~4), 
Z31 = (H03- H0124 + H4 + H123) + i(H124- H3 + H0123 + HD4), 
z32 = (Ho1 _ H0234 _ H134 _ H2) + i(H234 _ H1 _ Ho2 _ H0134), 
z33 = (H+ H1234 + ~34 _ HD12) + i(H01234 + Ho + H12 _ H34), 
z34 = ( -H13 _ H24 + H014 _ Ho23) +i( -H024 _ ~13 + H23 _ H14), 
z41 = (HDt _ H0234 + H134 + H2) + i(H234 _ H1 + Ho2 + H0134), 
z42 = ( -Ho3 + HOt24 + H4 + Ht23) +i( -Ht24 + H3 + H0123 + Ho4), 
Z43 = (Hl3 + H24 + ~14- HD23) + i(H024 + H013 + H23- H14), 
z44 =(H+ H1234 _ HD34 + HD12J + í(H01234 + Ho _ H12 + H34). 
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(4.113) 

Com essas expressões podemos expressar em termos de operações matriciais as operações 
em termos de ce4,l: 

L Conjugação: 

z21 
z22 

-z23 
-z24 

A relação ZZ = 1 em Cl4,1 se traduz em M(4, <C) por ZZ = 1, ou seja, 

o que significa que Z E U(2, 2). Portanto provamos o resultado $pin+(2,4) c U(2,2). 
Entretanto, vimos pela eq.(4.105) que det Z = 1. Como uma transformação unitária 
não altera o determinante, então det Z = 1 e portanto Z E SU(2,2), ou seja, $pin+(2,4)c 
SU(2,2). Outra maneira de se ver que $pin+(2,4) C SU(2,2) é que, da relação $pin+(2,4) c 
U(2,2), temos duas possibilidades: ou $pin+(2,4) c SU(2,2), ou $pin+(2,4) C U(2,2) (com 
o determinante de sua representação p: $pi~(2,4) -+ End (JR2•4 ) unitário e negativo). 
Como $pin+(2,4) é a componente conexa com a identidade do grupo $pin(2,4), então 
$pin+(2,4)c SU(2,2). 

Vimos pela eq.(3.152) que a álgebra de Lie do grupo $pin+(2,4) é gerada pelos bivetores. 
Pela eq.(3.7) a dimensão do espaço dos bivetores de Clp,q é n(n- 1)/2, onde n = p + q é 
a dimensão do espaço quadrático JRP•q. Portanto o grupo $pin+(2,4) tem dimensão igual 
a 15. Sabemos também que a dimensão do grupo clássico SU(2,2) é 15 , pois a dimensão 
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de SU(n,n) é (2n) 2 - 1. Da igualdade $pin+(2,4)c SU(2,2) e da propriedade que ambos 
os grupos têm a mesma dimensão, estabelecemos o resultado 

I $pin+(2,4):::: SU(2, 2) I ( 4.114) 

Podemos então expressar, pelo resultado acima, o grupo SU(2,2) dentro da álgebra de 
Clifford, como 

I SU(2,2) = {Z E Ci4,1 I zz = 1} I (4.115) 

onde Zé a representação matricial dos elementos do grupo $pin+(2,4):::: SU(2,2). 

2.Reversão: 

( 

Z44 -Z34 Z24 -Zl4 ) z = -z43 Z33 -Z23 Z13 ( adj(</>4) 
Z42 -z32 Z22 -Z12 = adj(</>s) 

-z41 Z31 -z21 Zll 

onde adj(<f;) = (det <f;),P-1
, 'i</; E M(2,C). 

3.lnvolução graduada: 

onde 

Z'" ( 

-z21 

ZÍ1 
z.h 

-zâl 

-z24 

zi4 
z44 

-zj4 

z2s ) -zis _ cof(</>1)* -:.h - ( -cof(</>s)* 
Z33 

b) = ( d -c). 
d -b a 

Z22 -z12 Z42 -"') -z21 zu -Z41 z31 adj(</>l) 
Z24 -z41 Z44 -Zs4 = ( adj(</>2) 

-Z23 Z13 -z43 Z33 
~ 

5. zL>. = E4ZE4 = E4ZE4 = z•: 

( 

Z33 Z34 
z L>, = Z43 Z44 

Z13 Zl4 
Z23 Z24 

adj(</>2) ) 
adj(</>1) ' 

adj(</>s) )· adj(4>4) 

4.5.3 Uma identificação útil para a definição dos twistors 

Um elemento arbitrário de Ci1,4 pode ser escrito como: 

(4.116) 
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Z pode ser reescrito na forma 

Z B + B p. + Bp.v Bp.vu B0123 = /p. /p.v + /p.vu + /0123, 

B =H+ iH01234, 
sz = H134 + ;soz, 
Bl3 = -H1a _ iH024, 
so2 = -H2 _ isül34, 
sota = Hz4 + iH013' 
sOt23 = Hl23 + iH04. 

Bo = Ht234 _ iHo 
' sa = -H124 + íHoa, 

sza = -H2a + íH014 
soa= -Ha + íH0124, 

soza = -H14 + íH023, 

Bl = H234 + íHOl, 
s12 = -Ht2 + íH034, 
sot = Hl + íS014, 
so12 = -H34 + iHOl2, 
Bl23 = -H4 _ íH0123, 

Esse isomorfismo é de interesse singular na descrição do twistor, pois é apropriado para 
passarmos de uma formulação a outra, como veremos com detalhes no cap.(7). 
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I have not faíled. I have found ten thousands ways that díd not work. 

Benjamim Franklin 

Neste capítulo iremos introduzir o conceito de paramultivetores [BaOO], em particular 
os paravetores, que são a soma de escalares e vetores. O objetivo do estudo dos paravetores 
é reduzir a dimensão da álgebra para formular a teoria em questão. A principal vantagem 
de uma formulação "minimalista"é que não introduzimos redundâncias através do uso 
de elementos algébricos que não são estritamente imprescindíveis à formulação de teorias 
como a mecânica quântica relativística e o eletromagnetismo. Um paravetor é definido 
como sendo um elemento de 1R E!l JRP•ª c CCp,q, onde p + q = n é a dimensão do espaço. 
Estudaremos o caso em que n = 3, onde CC3,0 é a álgebra de Pauli. Mostraremos como um 
elemento arbitrário ,P de CC3,0 pode ser escrito como um paravetor complexo e usaremos 
esse elemento para estudarmos alguns aspectos da física no espaço-tempo. 

As transformações de Lorentz, que descrevem matematicamente as mudanças de ref­
erenciais na teoria da relatividade especial (ou mais precisamente as transformações entre 
os eventos descritos por vetores do espaço-tempo de Minkowski (M) ), sâo descritas por 
transformações-spin dos paravetores, pelo isomorfismo SL(2,C)::e $pin+(1,3). 

5.1 A C-estrutura de CC3,o 
Escolha uma base ortonormal para CC3,o como sendo {l,el,e2,e3,e12,e13,e23,e123}· 

O pseudoescalar e 123 = e1e2e3 = J satisfaz J 2 = -1, além de pertencer ao centro de c.e3,0· 
Portanto CC3,o é isomorfa a uma álgebra com metade do número de elementos sobre IC 
onde J faz o papel da unidade imaginária. 

Portanto, com essa Cestrutura, todo bivetor em CC3 ,0 pode ser escrito como um vetor 
imaginário, por exemplo, 

e1e2 = e1e2e3e3 = Je3 = e3J. (5.1) 

Esse é o próprio operador dual de Hodge e uma Cbase para CC3,o é dada por IC 0 
{ 1, e 2e3, e3e1. e1 e2}, onde utilizamos o isomorfismo 

P : c.e3,o -+ c.et,3 
e; >-+ p( e;) = rifo, 

já descrito em detalhes no cap.(4). Também vimos que 

e;j = -[;j, ejkl !Orjkl· 

(5.2) 

(5.3) 

Parabivetores e paratrívetores também são introduzidos em CC3,o e definidos respec­
tivamente como elementos de A1(1R3) E!l A2(1R3) e A2 (1R3) E!l A3(JR3) e, com as igualdades 
(5.3), podemos ver que bivetores de c.e1,3 correspondem a parabivetores de c.e3,0· 
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Um elemento 'lj; E CRs,o é a soma de um escalar p0 e um vetor p, ambos em geral ser 
complexos. 

(5.4) 

onde p0 = Re(po) +Im(po) e p = Re(p) +Im(p). Além disso, Re(p0 ) =< 'lj; >o, Im(p) =< 
'lj; > 3, Re(p) =< 'lj; >t e Im(po) =< 'lj; >2. Dizemos que 'lj; é um C-paravetor. 

Alguns paravetores utilizados em teorias físicas são, por exemplo, o paravetor veloci­
dade u = "Y + u ('y = 1/v'1- u 2), o paravetor momentum relativístico p =E+ p (E é a 
energia da partícula), o para vetor densidade de corrente j = p+ j (pé a densidade de carga 
elétrica e j é a densidade de corrente) e o para vetor potencial eletromagnético A = !/; + A 
( !/; é o potencial elétrico e A é o potencial eletromagnético). Um exemplo importante de 
parabivetor é o campo eletromagnético :F = E + :JB, onde E é o campo elétrico e B é o 
campo magnético. 

5.2 Automorfismos paravetoriais 
Conjugação: reverte o sinal da parte vetorial de 'lj;: 

'lj; = Po + P -+ 'f = Po - p. (5.5) 

No caso para vetorial a conjugação é chamada de reversão espacial. Qualquer elemento de 
CR3,0 pode ser escrito como 

1 - 1 -
'lj;= 2('if;+'if;)+ 2('1j;-'lj;) =< 'if;>o + < 'lj; >t (5.6) 

onde < 'lj; >o e < 'lj; > 1 são respectivamente as partes escalar e vetorial de 'lj;, que podem 
ser vistas como extensões dos produtos escalar e vetorial 

1 -
< 'lj;!j; >o= 2( 'lj;!j; + 'lj;!j;), 

1 -< 'lj;tj; >t = 2('1j;!j;- 'lj;!j;). (5.7) 

Daí segue que um multivetor 'lj; E CR3,0 é escalar se e somente se 'lj; = {;. 

C-conjugação: é a reversão em CR3,0· Se 'lj; E CR3,o é escrito na base paravetorial 
{ e0 = 1, e 1, e2, e3} a C-conjugação é obtida tomando-se o C-conjugado de cada coeficiente 

'lj; = 'lj;"e, -+ ~ = 'if;"*e,, (!1 =O, 1, 2, 3). (5.8) 

A C-conjugação é usada para decompor multivetores em partes real (Re) e imaginária 
(Im): 

1 - 1 -
'lj; = z(..P + 'lj;) + 2(..p- 'lj;) =- Re('lj;) + Im('lj;). (5.9) 

A composição da C-conjugação com a conjugação resulta na 
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lnvolução graduada: decompõe um multivetor em partes par e ímpar: 

1 ~ 1 ~ 

'1/J = 2(7/J + '1/J) + 2(7/J- '1/J) =< '1/J >+ + < '1/J >- (5.10) 

A norma de um paravetor é dado pela forma quadrática 

- 2 2 
'1/J'I/J = (po + P)(po- P) = Po- P · (5.11) 

Ora, a métrica de Minkowski 7J~tv define a norma de um vetor da mesma maneira, o que 
nos leva a concluir de maneira natural que vetores de M na relatividade especial podem 
ser representados por paravetores reais de Ci\o. Tal métrica é dada por: 

onde 

{ 

1, 

'f/w =< el'ev >o= -1, 
o, 

se /.L = v = O, } 
se /.L = v = 1, 2, 3, 
se /.L#- v. 

(5.12) 

(5.13) 

No referencial do observador, a componente temporal de um vetor em M é representada 
por um escalar e as componentes espaciais por um vetor do espaço euclideano JR3 . Mas 
nem todos os escalares de CC3,o são componentes temporais de vetores em M, podendo ser 
também invariantes de Lorentz1

. Um evento x no espaço-tempo pode ser, então, descrito 
como 

(5.14) 

5.3 Transformações de Lorentz 
As transformações de Lorentz (TLs) relacionam diferentes sistemas inerciais e podem 

ser interpretadas no sentido ativas, descrevendo rotações dos vetores em M ou passivas, 
que descrevem rotações dos sistemas inerciais. O grupo de Lorentz é responsável pelas 
rotações de vetores em M Tal grupo possui 6 parâmetros e descreve rotação espacial e 
boosts (rotações hiperbólicas). 

Já vimos (eq.(3.144)) que $pin+(1,3)/Z2 ::e S0+(1,3), ou seja, 

v'= Rv +---+ tJ' = RtJR = ( -R)tJ( -R), (5.15) 

onde R E SO+(l, 3), R E $pin+ (1, 3), v E JR1•3 e tJ é a representação matricial do vetor v. O 
grupo $ pin+( 1 ,3) já foi definido anteriormente pela eq. ( 4. 72) e provaremos na sub sec. ( 6 .1.2) 
que $pin+(1, 3) ::e SL(2, IC). 

Fisicamente somente a velocidade relativa e a orientação do sistema observado em 
relação ao observador são significativas. 

Ttansformações de Lorentz no modelo paravetorial [Ba95a] tomam a forma de trans­
formações spinoriais que agem nos vetores da base da seguinte maneira: 

el'-+ u~' = Le!'l, L E $pin+(1, 3) ::e SL(2, IC). (5.16) 
~----------------------

1Por exemplo, o produto me da massa m de uma partícula pela velocidade da luz c é a componente 
temporal do momentum no espaço-tempo e simultaneamente a norma p~pM = m 2c2

, que é invariante por 
transformações de Lorentz. Além disso, YP~-~. = pjj é levado (vide próxima seção) em LppL = pPLL = pP, 
ou seja, permanece invariante perante transformações de Lorentz. Já a.s componentes, por exemplo p~-<, são 
levadas em Lzr i e portanto não são invariantes de Lorentz. 
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onde L dá o movimento e a orientação do sistema do objeto com relação ao observador. 
A base paravetorial {ui-'} representa um sistema inercial com velocidade própria2 

(5.17) 

em relação ao observador. Um vetor v E M pode ser expandido em termos de ambas as 
bases: 

J.< IV v= v e~-t =v U 11 • (5.18) 

Em termos de componentes, escrevemos Uv = C.!; e", de onde se conclui, juntamente 
com a condição LL = 1 que C."vC.{ = ó\. As matrizes C.(; formam o grupo SO+(l, 3) das 
rotações em M, cujo recobrimento duplo é o grupo SL(2, IC). 

De um modo geral, um paravetor p E R $ JRP•q se transforma como 

p >-+ p1 = LpL (5.19) 

Toda TL própría3 é unimodular, ou seja, LL = 1. Dessa maneira, L = L-1 e a 
transformação inversa da eq.(5.15) é dada por 

v= Lv'L (5.20) 

Escrevemos 
L =exp(W), (5.21) 

onde W = w- JB, w,B E A1 (JR3). Em uma transformação ativa, se w =O, L descreve 
uma rotação espacial no plano determinado pelo bivetor JB por um ângulo{}. Por outro 
lado, se e = O, então L é um boost do objeto com fator de rapidez w. Em outras palavras, 
se L é real (L= L) L representa um boost B, onde 

B = exp(w/2) = cosh(w/2) + wsinh(w/2). (5.22) 

Se L é par (L= L), representa uma rotação: 

R= exp( -iB/2) = cosB/2- iÔsinB/2. (5.23) 

Considere a base paravetorial4 {e"}= {eo = 1,er,e2,e3} em repouso em relação a 
um observador Se que se move com velocidade v= ve3 com respeito ao observador S'. 
Tal sistema inercial é visto por S' como u" = Lei"L. Se a transformação L tem a forma 
L= B exp(e3wj2) e L comuta com e 0 , e 3 enquanto anticomuta com e 1, e2. Portanto, 

u1 = e1, 

u2 e2, 

u3 = Be3B = 1(1 + ve3)e3 = 1(e3 + veo). (5.24) 

Toda transformação L pode ser escrita como o produto BR de um boost B = (LL) 112 e 
uma rotação R= BL. 

2 A velocidade própria é definida como sendo a derivada da posição (parametrizada pelo comprimento 
de arco) em relação ao comprimento de arco, que é relacionado a.o chamado tempo próprio da partícula. 

3Uma transformação de Lorentz se diz própria se ela relaciona sistemas inerciais que possuem a mesma 
orientação. 

4Ta1 base constitui um sistema inercial. 
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Pela linearidade das TLs, podemos decompor um vetor v E M em partes que comutam 
(vo + v11l e anticomutam (v J. = v- v11l com a direção w do boost B ou do eixo ê da 
rotação R. A parte espacial v 11 é paralela a w ou ê. Assim, 

BpB = B 2 (po +vil)+ v J., 

- 2 RpR = (Po + vli) + R v J., 

onde, por exemplo, 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 

representa um sistema inercial com velocidade própria u0 LL com relação ao observador. 
Com relação aos parabivetores, eles podem ser formados pelo produto de dois parave-

tores como 
1 

< pq >1e2= 2(pq- qp), (5.28) 

Além disso, o quadrado de qualquer parabivetor é um escalar. De fato, 

1 1 
( < pq >1e2l2 = 4(pq- qp)2 = 4(pij + qp)2

- ppqij = ( < pq >o)2 - ppqij. (5.29) 

Cabe notar ainda que um parabivetor V E A2 (JR1•3 ) sofre uma transformação de Lorentz 
da seguinte maneira: 

V-+ V' =LVL. (5.30) 

Com efeito, pela eq.(5.19), a transformação de um parabivetor é dada por 

1 --- ---
2(LpL(LqL)- LqL(LpL) 

l - - 1 -
>-+ 

2
(LpijL- LqpL) = L"2(pij- qp)L 

>-+ L < pq >1e2 L. (5.31) 

Expressão explícita para o boost 

Já vimos que o paravetor momentum relativístico p é dado pela expressão p = E+ p. 
Pela eq.(5.17), a velocidade própria u da partícula é obtida a partir de um boost L: 

- -
u= LeoL =LL. (5.32) 

Com isso o paravetor momentum pode ser expresso como 

p=E+p = mu= mLL (5.33) 

Vimos pela eq.(5.21) que um boost pode ser expresso como a exponencial de um vetor, e 
como tal, podemos expressá-lo como 

(5.34) 

Daí segue-se que 
mLL = a2 + b2 + 2ab = E+ p, (5.35) 



de onde, igualando-se as partes escalar e vetorial, obtemos: 

E - m(a2 + b2
), 

p - 2mab. 
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(5.36) 

Do sistema acima concluímos que a = E± m e b = .;2m p Descartamos o sinal 
2m -/E±m 

negativo, pois podemos mostrar que no referencial em repouso essa escolha não reconduz 
ao limite usual para partícula parada. Portanto 

L= E+m+p 
.j2m(E+m) 

(5.37) 

Podemos levar um referencial em repouso a um outro referencial mediante o boost descrito 
acima. 

5.3.1 Exemplo: velocidade própria 

Dada uma partícula, ao considerarmos seu sistema inercial, sua velocidade própria é 
dada por5 Urep = L Em outro sistema inercial, a velocidade u = Lure,l = LL. Se 
L é escrita como o produto de um boost e uma rotação espacial, L = BR, então u é 
independente da rotação: 

(5.38) 

de onde segue que B = u 112
• 

Pela eq.(5.38) e pela condição de unimodularidade de L, o produto uü = UrepÜrep = 1 
é invariante por TLs, eu é um paravetor unimodular u-1 = ü. Já que a velocidade própria 
u de um objeto é o vetor tangente u = dxjdr da linha de universo x(r), sua parte escalar 
"' dá a taxa relativa entre os relógios do observador e da partícula: 

dt 
< u >o="'= dr' 

e sua parte vetorial está relacionada à velocidade coordenada v = dxj dt por 

Combinando as duas últimas equações podemos ver que 

u = 7(1 +v)==? uü = 72(1- v2
) = 1 

==*I"(= b I 

(5.39) 

(5.40) 

(5.41) 

(5.42) 

Para mostrarmos que dr é o intervalo de tempo no referencial da partícula, escrevemos 

dr =< üudr >o=< üdx >o . (5.43) 

5Paxa um sistema inercial com origem na partícula, a mesma estará em repouso. 
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5.4 A teoria de Dirac no modelo paravetorial de CC3 o , 

Na álgebra do espaço-tempo Cf1,3, podemos reformular a equação de Dirac6 

I l'"(iôl'- eAp,)'lj; = (iã- eA) = m'lj;, ,p E C (5.44) 

a fim de que somente precisaremos usar a álgebra de Pauli D'3 O· , 
Primeiramente escrevemos um elemento ili E Cti,3 como 

Utilizando a representação padrão obtemos 

( <-0' 
cl3- ü?S -co3 + iOl23 -cO!+ ico2 

) p(iJi) 
-cl3 _ ic23 c+ ic12 -CO!- ic02 c03 + ;0123 
-co3 + ;0123 -c01 + ic02 c- icl2 cl3 _ ;c23 
-co1 _ ico2 C03 + ;0123 -c13 _ ;c23 c+ ic12 

C' 
-ifi!2 <P3 

•: ) <P2 <Pi <P4 -<P3 (5.46) 
<P3 <P4 <Pl -<P2 
<P4 -<P3 <P2 <Pi 

Dizemos que o spinor de Dirac 'lj; é um elemento do ideal à esquerda (C 0 Cf1,3)j, 
onde7 f= ~(1 + lo)(l + i112). Escrevemos 

1/J = <I>~(l + Í112) E (C 0 Ct1,3)j, (5.47) 

onde <I>= <I>~(l +lo) E CR1,3(l +lo) é duas vezes a parte real de 'lj;. Portanto, usando a 
representação matricial obtemos 

(5.48) 

donde vemos a correspondência direta entre '1/J e o spinor de Dirac usual. Além disso, 
4 Re(i<I>) = ili1211· Podemos ainda decompor o spinor <I> E Ct1,3(1 +lo) em partes par e 
ímpar 

(5.49) 

6 Será considerado a constante de Planck 1í = 1 e a velocidade da luz c = L 
7 Escolhemos, por convenção, expressar f = t(l ~ ro)(l + i[12) usando a representação de Dira.c, 

Poderíamos igualmente ter escolhido f = ±Cl + Í')'5){l + Í/12), utilízando a representação de Weyl. Essa 
opção se deve ao fato de que ambos os idempotentes com suas respectivas representações dão origem, ao 
multiplicarem pela direita um elemento de M{4, C), a uma matriz isomorfa a um vetor coluna. 
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de onde concluímos que \li o = \!>no e \!>1 = \!>o lo = \li. Tomando a parte real em C 0 Cf\ 3 
' da eq.(5.44) obtemos 

õ\!>121'1 - eA\Ii = m\li, 

que por sua vez se decompõe em parte par e ímpar, respectivamente: 

õ\lio1'21 - eA\Iio = m\!>1, 

õ\!>,1'21 - eA\!>1 = m\lio. 

(5.50) 

(5.51) 

Portanto escrevemos a equação de Dírac-Hestenes, usando \!>1 = \lio"Yo ou \!>0 = \!>no como 

(5.52) 

A vantagem de utilizarmos essa equação é que não há mais distinção entre operadores e 
spinors; todos os elementos da equação são multi vetores de cet,3. 

Para facilitar a notação escrevemos de outra fonna 

'li c+ c11o1 + c21o2 + éí'o3 + b11'23 + b2
131 + b3112 + b0í'm23, (c, b, c", b" E IR) 

- c0 + Ckí'ko - bkJek + b0J, (5.53) 

onde J = e123 = 1o123 . Dessa maneira, dado o potencial vetorial eletromagnético A = 
A"'~'' podemos notar que 1oA = A 0 + Akí'ok = A 0 - Akek. Escrevendo A= Akek, temos 
que 

A=A0 -A. (5.54) 

Multiplicando agora a eq.(5.52) por "Yo à esquerda, 

(5.55) 

e utilizando a notação acima, escrevemos 

(5.56) 

Mas lo W")'o é o operador de paridade, o qual denotaremos por wP lo \!i1o >ÍI, onde 
subentende-se que a involução graduada age sobre elementos de Cf!3,0 . Desse modo, 

(5.57) 

Denotando EfJ = élt e <f;= A0 , a eq.(5.56) é reescrita como 

(ât- &kek)\!i'Je3- e( <f;- A)\!i = m>ÍI, 1Ji E Cf3,o, (5.58) 

que ainda pode ser escrita como 

w E ce3 o· i 
' ' 

(5.59) 

A equação acima é a equação de Dirac para o elétron escrita em termos da 
álgebra de Pauli (Cl3,0). Isso não entra em contradição com a impossibilidade de se 
utilizar matrizes 2 x 2 para a descrição do elétron relativisticamente, pois na teoria não­
relativística a função de onda é representada por um vetor bidimensional complexo, com 4 
parâmetros reais, e as matrizes somente agem pela esquerda. Na formulação apresentada 
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nesta seção, 1jJ é representado por uma matriz 2 x 2 complexa, com 8 parâmetros reais, no 
qual a ação das matrizes é feita tanto pela direita quanto pela esquerda. 

O elemento \li E CC3,o pode ser interpretado como uma composição de três operações: 
dilatação, dualidade e transformação de Lorentz (na verdade R não é uma TL, mas gera 
uma TL). De fato, para \li E CC3,o, \1!1]/ é da forma a + íb = peifi, p > O, e com isso temos 
que 

onde RR = 1. 
Lorentz. 

\li y75 eW2 R, (5.60) 

Conseqüentemente, R E $pin+(l,3) e R gera uma transformação de 

A solução de ondas planas da equação de Dirac na álgebra de Pauli 

A equação de Dirac no formalismo das álgebras de Clifford (eq.(5.59)), na ausência de 
campos externos é escrita como 

(5.61) 

Já que a eq.(5.61) é invariante perante transformações de Lorentz, podemos facilitar sua 
resolução, resolvendo-a para um referencial parado e depois aplicando o boost L. Na 
álgebra de Pauli CC3,o, a ação do operador momentum p sobre a função de onda \li E CC3,o 
é dada por 

p\li = V'\liJ'e3. (5.62) 

O autovalor do operador pé o vetor p E JR3 e, no referencial parado, p =O. A eq.(5.61) 
fica portanto 

Considere a solução da equação acima da forma 

1Ji =\li o exp( -Je3w). (5.64) 

Substituindo essa solução na eq.(5.63) obtemos 

(5.65) 

Segue-se daí que, no caso de multivetores com graduação par, temos a relação \1! 0 = W0 

e nessas condições w = m. Para multivetores com graduação ímpar, temos \1!0 - W0 e 
conseqüentemente w = -m. 

Primeiramente analisamos multivetores pares de CC3,o, que podem ser escalares ou 
bivetores. Para 1Ji o escalar, temos a solução: 

1Ji = exp( -Je3mt). (5.66) 

Para 1Jio = bivetor, temos três possibilidades: \lio = e1e2, 1Jio = e1e3 e 1Jio e2e3 
(chegamos ao caso geral por linearidade). Temos a igualdade e1e2 = Je3 = exp(Jesr./2), 
o que mostra que a escolha e 1 e2 só acrescenta um fator de fase à função de onda. A 
escolha 1Ji0 = e2e3 pode ser obtida a partir da igualdade -(e1e2)(e1e3) = e2e3, e essa 
escolha só acrescenta um fator de fase à próxima escolha, \1!0 = e 1e3. Portanto a segunda 
solução da eq.(5.63) é dada por 

(5.67) 



As duas soluções acima apresentadas são soluções de freqüência positiva, ou seja, soluções 
que descrevem partículas, a primeira com spin pra cima e a segunda com spin pra baixo. 
Para obtermos as outras duas soluções analisamos multivetores ímpares de Cl3,o, que 
podem ser vetores ou pseudoescalares (trivetores). Para \lio = pseudoescalar, temos a 
solução 

\li = J exp(Je3mt). (5.68) 

Para obtermos a última solução analisamos o caso onde \li0 = vetor. Neste caso podemos 
obter a solução multiplicando a eq.(5.68) por e1e2, e2e3 ou e1e3 , já que o caso geral é 
obtido por linearidade. Pelos mesmos motivos citados no parágrafo que segue a eq.(5.66), 
todas as escolhas com exceção de e1 e3 são redundantes, no sentido que a escolha de uma 
delas somente acrescenta um fator de fase à função de onda \li. Com a escolha e 1 e3 , temos 
a igualdade e1 e3J = e2. Portanto a última solução da eq.(5.63) é dada por 

\li= e2 exp(Je3mt). (5.69) 

Uma solução geral da eq.(5.63) é dada pela combinação linear das quatro soluções 
obtidas, abaixo listadas: 

w,+t = exp( -Je3mt) 
1Ji(H) = e1e3 exp( -Je3mt) 
1Ji( -t) = J exp(Je3mt) 
1Ji( -~) = e2 exp(Je3mt) 

(5.70) 

Vale notar ainda que a solução geral \li é dada a menos de um fator de fase 1Ji t-+ 

1Jiexp(aJe3). A solução geral é dada pela combinação linear das soluções acima com 
coeficientes complexos da forma (c+ dJe3) (com c e d reais) multiplicando as funções pela 
direita. A combinação linear à esquerda não é permitida, já que o operador V' não comuta 
com tal possibilidade. Para uma partícula com momentum p obtemos soluções aplicando 
o boost L= L(p), já obtido na subsubsec.(5.3), eq.(5.37) 

>]i(+t) = L(p) exp[-Je3(Et- p · x)J 
1Ji(+J.J = L(p) e 1e3 exp[-Je3(Et- p · x)] 
wHl = L(p) J exp[Je3(Et- p · x)] 
wHl = L(p) e2 exp[Je3(Et- p · x)] 

5.5 Eletromagnetismo no modelo paravetorial 

5.5.1 As equações de Maxwell em Cl3 0 , 
Utilizamos o operador D definido na seção anterior 

8 
D = 8t +V'. 

O parabivetor F e o paravetor J por são definidos: 

F=E+JB =E+*B, 
J=p-J, 

(5.71) 

(5. 72) 

(5. 73) 

onde E e B são, respectivamente, os campos elétrico e magnético, e p e J são as densidades 
de carga e corrente elétricas, respectivamente. 
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Definido dessa maneira, o campo eletromagnético F E A 1 (JR3 ) 9 A2 (JR3 ) é um para­
bivetor de Cla,o, cujas partes real (E) e imaginária (B) são diferentes para observadores 
distintos. Em particular o campo eletromagnético F no referencial S é transformado em 

(5.74) 

no referencial S' em relação ao qual o S se movimenta com velocidade própria u0 . A 
componente F,, = (F · Üo )ü0 é a parte do campo paralela à direção espacial de Uo e 
F J. =F- F" é a parte perpendicular. A grandeza P = (E2

- B 2 ) + 2JE · B é invariante 
perante transformações de Lorentz pelo teorema ( 5.1). 

Afirmamos que as equações de Maxwell podem ser escritas como 

(5.75) 

Com efeito, 

DF = (
8 ) 8E 8B ot +V (E+ JB) = 8t +(V· E+ V!\ E)+ Jet + J(V. B +V!\ B) 

= V· E+ (:-V x B) + J c:+ V x E) + J(V · B) 

= p-J. (5. 76) 

Comparando as partes !'-vetoriais, (I' = O, 1, 2, 3), obtemos as equações de Ma.xwell 

I V·E=p, 
8E 

VxB--=J 
8t ' 

As equações de Maxwell no vácuo 

V·B=O, (5.77) 

A eq.(5.75), quando .:J =O pode ser escrita como DF= O. Em termos do paravetor 
potencial eletromagnético, dado pela eq.(5.54) (A= A0 - A), a relação F= DA nos dá a 
equação de onda para A: 

- ~2 2 DDA= (ot- V )A= O, (5.78) 

onde a condição de Lorentz <DA >o= O é imposta. Suponha que o paravetor A dependa 
da posição através do produto escalar 

(5. 79) 

onde k = w + k é o paravetor de onda. O para vetor potencial A assume o mesmo valor em 
todos os pontos da lúpersuperfície < kx >o= a, a E R Em um dado tempo t, o potencial 
A é o mesmo em toda a superfície espacial k · x = a. 

Durante um intervalo de tempo dt, toda superfície constante move uma distância dx 
perpendicular à superfície e paralela a k por uma quantidade que satisfaz wdt = k · dx. 
Daí dx = k-1wdt. A velocidade dx/dt = k-1w é chamada velocidade de fase da onda. 

Escrevemos o campo F como 

F= DÃ( < kx >o)= (D < kx >o)Ã'(< kx >o)= k.Ã'( < kx >o). (5.80) 
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onde A' indica a derivada de A em relação ao argumento escalar. De maneira semelhante 
obtemos 

DDA(< kx >o)= kliA"(< kx >o). (5.81) 

A eq.(5.78) nos diz que a equação acima desaparece. Então, a menos que A"= O em todo 
o espaço, então 

(5.82) 

Qualquer função A de < kx >o, onde k é qualquer vetor nulo constante é solução da 
eq.(5.78). Mais geralmente, já que a eq.(5.78) é linear, qualquer superposição de soluções 
com diferentes valores de k = w( 1 + k) é solução. 

5.5.2 A força de Lorentz 

Na álgebra de Pauli, a força de Lorentz sobre um elétron com velocidade própria v 
pode ser expressa como 

I p = Re(e.Fv) I (5.83) 

onde e é a carga do elétron e p é o paravetor momentum relativístico p = mv. A equação 
de movimento (5.83) é mais simples de resolver na forma spinorial, que surge quando o 
paravetor momentum pé expresso em termos de rotores R(T) E $pin+(1,3) ::::: SL(2,1C) 
que dependem do tempo próprio8: 

(5.84) 

O elemento R( T) é o spinor que (participa) da forma spinorial da transformação de Lorentz 
e é chamado autospinor [Ba97] do elétron. A motivação disso é que R pode ser interpretado 
como um spinor de Dirac unitário, pois na eq.(5.60), se /3 =O e p = 1, então \li =R. 

O momentum escrito na forma (5.84) está relacionado à velocidade própria do elétron, 
via eq.(5.17) por 

v= ReoR = RR =pjm. (5.85) 

Da condição unimodular RR 1, necessária para que R E $pin+(1,3), o autospinor 
R satisfaz à equação 

. 1 
R = 2íiR, (5.86) 

onde o parabivetor íl = 2RR dá a taxa de rotação do elétron no espaço-tempo. Podemos 
ver que n é de fato um parabivetor, partindo da condição RR = 1: 

d - ·- ~ 1 -
-d RR = RR+RR= -(íl+íl) =O 

T 2 
(5.87) 

o que implica que !1 = -ri. Com isso, as partes escalar e pseudoescalar de í1 desaparecem, 
e íl é um parabivetor. 

Tomando a derivada de p em relação a T e substituindo na eq.(5.86), obtemos: 

p mRR + mRR = m Re(íiRR) 
= Re(ílp). 

(5.88) 

8Daqui em diant-e omitiremos o tempo próprio como argumento do spinor R, mas tendo sempre em 
mente que R= R(r). 
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Para o caso particular que n é um vetor imaginário puro (Q = -iw), a equação acima 
descreve UIDa rotação pura a uma taxa angular w = d8/dt. De fato, 

p Re(flp) = Re( -iwp) = Re( -iw Ap) 

= W xp, (5.89) 

que é a forma usual vista em mecânica clássica [Go81]. 
A eq.(5.88) acima tem a mesma forma que a eq.(5.83) e, comparando as duas equações, 

vemos que a taxa de rotação do elétron sob a ação do campo F é 

(5.90) 

Isso também indica que a eq.(5.83) que expressa a força de Lorentz pode ser escrita na 
sua forma spinorial 

I R= -i;;; FR I (5.91) 

5.5.3 Soluções da expressão spinorial para a força de Lorentz 

As grandezas F 2, Q2 E A 1 (JR3 ) E& A2 (JR3 ) são invariantes por transformações de Lorentz, 
pela eq.(5.29). Pela expressão F 2 = (E2 - B 2 ) + 2JE · B, vemos que a invariância de r 
implica simultaneamente na invariância de (E2 - B 2 ) e E· B de modo independente. Além 
disso, se Re(fl2

) >O, a rotação descrita por Q é em um plano tipo-tempo e, se Re(fl2
) <O, 

então a rotação descrita por n é em um plano tipo-espaço. 

OcasoF=E 

Considerando o campo eletromagnético F independente da posição, a eq.(5.83) é in­
tegrada: 

R(T) = exp ( 2 ~ FT) R( O). 

No caso em que B = O (F = E), e um elétron solto a partir do repouso 
experimenta um campo constante em seu referencial: 

Frq; = RFR =F, 

(5.92) 

(R(O) 1) 

(5.93) 

já que R = exp( eFT /2m) comuta com F. A velocidade própria u do elétron no referencial 
de um observador é 

u = RR = exp(aT), (5.94) 

onde a = (e/ m )F, e, integrando a equação acima, obtemos a posição r( T) do elétron. Ao 
tomarmos a condição inicial r( O) = a-1, então 

(5.95) 

Com essa solução, temos 
(5.96) 

onde a = i ai. A equação é de uma hipérbole, e podemos parametrizar 

(r,t) = (coshT,sinhT). (5.97) 

O movimento do elétron é dito hiperbólico. 
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O caso :;:: = iB 

No caso em que F= iB for constante, a transformação de Lorentz regida por R é uma 
rotação espacial, e velocidade do elétron roda com uma velocidade angular w = -eB f m: 

u(T) = e(-iwr/2) u(O) e(-iwr/2)_ (5.98) 

Já que a norma do vetor não muda perante uma rotação espacial, a velocidade e portanto 
a energia do elétron imerso no campo magnético são constantes. O movimento do elétron 
descreve uma hélice e é chamado movimento cyclotron, com a componente v

11 
da velocidade 

v paralela a B constante e a componente v .L perpendicular roda em um círculo: 

v(t) = eHwt/2-r) u(O) eCiwtf2-r) = vii(O) + eC-iWth)v .L(O), (5.99) 

onde I= vl + u2 = 1/Vl- v2. 
A velocidade angular w (e portanto o período T = 2Rj w) é independente da velocidade 

e conseqüentemente partículas com maiores energias seguem uma órbita de raio maior. A 
trajetória r(t) é calculada, integrando-se a eq.(5.98): 

(5.100) 

onde ro = -~w- 1 x vo, r c+ vii(O)t é o centro da órbita e r c é a posição centro da hélice. 
No caso em que F 2 =O, a eq.(5.92) pode ser escrita como 

R(T)= (1+ 2:FT)R(O). (5.101) 

No caso em que a direção do campo :;:: é constante, podemos escrever 

F(T) = Fof(T), (5.102) 

onde f : lR -+ lR é suficientemente bem-comportada. A eq.(5.91) pode ser integrada, 
resultando em 

R(T) = exp(FoY/2)Ro, (5.103) 

onde y = (e/m) J; j(T')dr'-
Outros exemplos mais elaborados podem ser encontrados em [BY99] 
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Sometimes, when I ponder about the great consequences 
that results from the small things ... 

I'm tempted to think ... that there 's no small things. 

Bruce Barton 

O objetivo deste capítulo é formular o modelo paravetorial sob o ponto de vista dos 
spinors algébricos, de modo a descrever todo o formalismo clássico dos spinors somente 
utilizando a álgebra de Clifford Cl3,0 . Também veremos como os spinors e seus respectivos 
espaços simpléticos decorrem da álgebra CC3,0 do espaço. Toda a teoria de Penrose será 
formulada a partir de spinors algébricos de ce3,0. que são elementos de ideais à esquerda 
minimais de C.es,o (FC90]. 

6.1 Formulação algébrica 
De agora em diante faremos uso da seguinte notação: 

{ 

~ =? involução graduada, 
'lj; =? reversão, 
'f =? conjugação. 

A diferença em relação à notação usada até o momento está na conjugação. Isso é para 
efeitos de comparação com a teoria clássica descrita no cap.(2), já que lá denotamos 1f; 
como conjugação complexa. 

6.1.1 Spinors de Weyl com o uso de CC3,0 

Definimos os idempotentes f± = ~(1 ± e3). Tais idempotentes satisfazem f+ f_ = 
f-f+= O e ff =f±. Utilizando a representação matricial vemos que 

f+=U ~).f-=(~ n, e1~+=(~ n. ed-=(~ ~)· (6.1) 

Podemos construir o isomorfismo Cl3,of+ c:: Ctt,0 f+. Matricialmente este isomorfismo 
é simples de se ver, já que 

-w2) 
w* f+ 

1 

0 ) C:: ( W1 
0 W2 

ws ) ( 1 O) w
4 0 0 E cc3,of+· (6.2) 

Com isso podemos escrever JC = 'lj;f+, com 'lj; = s + b12e 12 + b13
e13 + b23

e23 E Ctt,0 . 

Segue-se a definição do 
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• Spinor contravariante apontuado (SCTA) 

K = 1/Jf+ = (s + b12e123)(f+) + (b13 + b23e 123)(e1f+) 

k1(f+) +e(ed+). 
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(6.3) 

(6.4) 

onde k1 = s + b12e123 e k2 = b13 + b23e 123· Optamos por escrever os spinors de tal maneira 
que suas componentes comutam com a base {f +• ed +} do espaço dos spinors algébricos. 
Portanto todas as componentes serão escritas como um elemento do centro1 de CR3,o, a 
saber a+ bel23· 

A partir de K, construiremos os outros três tipos de spinors, primeiramente o 

• Spinor covariante apontuado (SCA) 

(6.5) 

de onde se conclui que 

Como K* E f+CR3,o, podemos escrever K* = kl(f+) + k2(f+e1). Dessa maneira, temos a 
relação 

(6.7) 

Note que essas relações são as mesmas que obtivemos anteriormente com o tratamento 
clássico (eqs.(2.43, 2.72)) Dados K* E f+CR3,0 e CR3,of+ 3 '7 = 1)1 f++ rled +• definimos a 
métrica spinorial associada ao idempotente f+: 

G1+ : f+Ce3,o x ce3,oi+ ~ f+Ce3,oi+ ""C.f+ 

(K,1)) >-+ K*ry=(-k2f++k1f+el)(1J1f++'72ed+), (6.8) 

o que resulta em 

(6.9) 

Essa definição coincide com a definição clássica, eq.(2.33), onde o produto escalar tem com­
ponentes mistas e antissimétricas, já que f+ faz o papel de unidade da álgebra f+CR3,of + :::: 
IC. 

Também a partir de K, definimos o 
10 centro de ce,,o é definido como Cen(Cf,,o) = {<I> E Cf,,o I ,Pa = a,P, \la E Cfo,o} = Cf, Ell Cfp, 

a soma direta de pseudoescala.res e escalares, característica de toda álgebra de Clifford CR.p,q, com p + q 
ímpar, segundo o lema do cap.(3). 
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• Spinor contravariante pontuado (SCTP) 

(6.10) 

de onde 

K e1 (k1 f++ k2e1f+f = e1(f+k1 + f+e1k2) = k1(erf +l + k2 f-
- kl(J_el) + fz(f_). (6.11) 

Mas K E f _cc3,o, de modo que escrevemos K = i/ (f _e1) + X:z' (f_) e chegamos à 
relação 

7/ = k1, 

T?' = k2 

Além disso2
, kÂ =(a+ be123f =(a+ be32r) a- be123, o que sugere a notação3 

Finalmente, construímos o 

• Spinor covariante pontuado (SCP) 

de onde podemos mostrar que 

K."' = (e1K) = -(K)e1 = -T/(f_e1)+7?'(f_)e1 = -(-e1f+l/ +f+7:/)e1 
-1' -'2! 
k f_-k f+el 

•Fl/ -1' (-k )(erf_) + (k )(!_). 

(6.12) 

(6.13) 

(6.14) 

(6.15) 

Corno JC"' E CC3,of-. podemos escrever JC"' = (kl')(erf_) + (kz·)Cf-). 
à relação 

Portanto chegamos 

1- -2' i 

1 k1· = -k 
i- -1' 
I k 2• = k 

(6.16) 

Essas equações são as mesmas obtidas classicamente (eq.(2.78)). Dados K E f_CC3.0 e 
CC3,of- 3 ry* = rP'erf+ +r/f-, definimos a métrica spinorial associada ao idernpot~nte 
f_: 

G f- : f _Cf!3,o x Ci!3,of- -+ f _Cf.3,of- ::::: Cf-

(K,fj*) -+ Kri = (k
1
'f_el +k2'f-)(-r?elf- +r/f_), (6.17) 

~-----------------
2A = 1,2. 
3Denotando C és o espaço dos escalares e Clp o espaço dos pseudoescalares, temos o isomorfismo Cls EB 

Cép:::::::: C, já que (ef23 = -1). A notação kÃ = kA então é evidente, pois ao denotarmos e123 por J, que 
faz o papel da. unidade imaginária de C, a operação de reversão em C és EB Cép é equivalente à operação de 
Cconjugação. 
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o que resulta em 

(6.18) 

As expressões para os quatro tipos de spinores de Weyl, como elementos de um ideal lateral 
de ce3,0 são listadas abaixo: 

• Spinor contravariante apontuado (SCTA): 

(6.19) 

• Spinor covariante apontuado (SCA): 

(6.20) 

• Spinor contravariante pontuado (SCTP): 

(6.21) 

• Spinor covariante pontuado (SCP): 

(6.22) 

Com as operações assim definidas, o seguinte diagrama ilustra como passamos de um 
ideal ao outro em ce3,0' 

K * K* K * lê' =R. --+ --+ --+ 

I contra!ariante 
t t t I 

covariante contravariante covariante 
a pontuado apontuado pontuado pontuado 

Cla,of+ f+Ce3,o J_Cl3,o ce3,of-

Temos, pois, a seguinte correspondência entre o formalismo desenvolvido neste capítulo 
e o de Pemose: 

(6.23) 
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6.1.2 Transformações spinoriais 

Considere agora um elemento arbitrário R E C~3,o: 

R= s +vi e;+ biieij + pe123 =a+ f3e12 + ')'813 + 8ez3, (6.24) 

onde a= s + pe123, (3 = b12 - v3e123, 'Y = b13 + v2e123, e 8 = b23 - v1el23· Sob a ação 
de R, um SCTA !( se comporta como 

onde denotamos: 

R f+ (a+ f3elz3)f+ +(r+ 8elz3)(e,f+), 

Red+ - (a- (3e123)!+ + (-'Y + 8elz3)(ed+)- (6.25) 

Uma representação matricial p: C€3,0 -+ M(2, IC) de R é dada por 

(R) = ( a+ (3i -'Y- 8i ) . 
P 'Y + 8z a - (3z 

(6.26) 

Segue-se daí que 
(6.27) 

Sob os (anti)automorfismos de Ct3,o, respectivamente a involução graduada, a reversão e 
a conjugação, o multivetor R E Cl3,o se transforma como: 

Temos portanto a relação 

R a+ f3e,z + '?e13 + 6ez3, 

R a- 7Je,z - '?e13 - 6ez3, 

R - a - (3e12 - ')'813 - 8e23. 

RR = a 2 + (32 + ')'2 + 82 = det p(R) 

(6.28) 

(6.29) 

Dessa maneira, dado R E Ct3,0, ao exigirmos que R E $pin+ (1, 3) (o que significa que 
RR = 1), podemos ver da relação acima que det p(R) = 1 e R E S1(2, IC). Acabamos de 
estabelecer o isomorfismo 

1 $pin+ (1, 3) ::e S1(2, IC) 1 (6.30) 

Da condição RR = 1 segue-se que R= R-1. Temos, portanto, as seguintes leis de 
transformação satisfeitas pelos spinors de Weyl conforme nosso formalismo: 

!( ......... RK, 
!(* ......... e, (RI() = e 1KR = !(* R- 1, 

!( ......... e1(Rié) = e 1KR = K(R) = J((R)- 1, 
(6.31) 

lê* ......... (fiK) = Rlê*, 
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o que nos permite representar 

K f---7 RK ' 

K;* f---7 te·~-1 I 
K f---7 ~~~)-1 I 

IK' f---7 

(6.32) 

Desse modo provamos que as transformações dos SCTA, SCA, SCTP e SCP obedecem 
às mesmas regras que a versão clássica apresentada na seção (2.3). De fato, segundo a 
representação (4.25), vemos que 

(6.33) 

de onde segue as expressões (2.80). Levando em conta a representação matricial dos quatro 
tipos de spinores, temos a correspondência: 

(6.34) 

K* 

Portanto para escrevermos os quatro tipos de spinors de Weyl (e posteriormente o 
spinor de Dirac) basta considerarmos o ideal CC3,0f+ e, usando o produto de Clifford à 
direita e à esquerda pelo elemento e1, obtemos os outros ideais {f+CC3,o, CC3,of _, f _CC3,o), 
cujos elementos são os outros três tipos de spinors de Weyl. 

6.1.3 Spinors de Dirac 

Vimos no cap.(2) que um spinor de Dirac 1/J é um elemento do espaço I(;.A E9GA', segundo 
o formalismo de Penrose. O spinor de Dirac tem oito dimensões (quatro Ccomponentes), 
o mesmo número de dimensões que um multivetor arbitrário da álgebra CC3,0 • Isso nos 
sugere que o spinor de Dirac é um multivetor de CC3,0 . Em nosso formalismo, o spinor de 
Dirac 1/J é um elemento do espaço CC3,of+ E9 CC3,of- ::e CC3,o· De fato, 

onde 

cc3,o ::>1/J - 1/JU+ +f-)= 1/Jf+ + 1/Je1f+e1 

K + .Ce1, 

K = 1/Jf+ e .C= 1/J(erf+l· 

A equação de Dirac em termos dos spinors de Weyl 

(6.35) 

(6.36) 

Podemos reconduzir a equação de Dirac (5.59) escrita na álgebra de Pauli CC3,o a duas 
equações de Weyl, escritas em termos dos spinors de Weyl. Posteriormente escrevemos 
essas como expressões em termos dos spinors de Pauli. Para simplificar, consideramos a 
eq.(5.59) sem campos externos, que pode ser escrita como 

(6.37) 
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Além disso fazemos a decomposição 'ljJ = 'ljJ f+ + 'ljJ f_, onde f± = ~ ( 1 ± e3). Escrevemos 

Ç = ,Pf+ E CR3,of+ 

i] 'l/Jf- E CR3,of- (6.38) 

já que f:. = f_. A correspondência com a notação utilizada na subseção anterior é dada 
por Ç = /C e i] = L:e1. Segue-se daí que 

(Dt + V')(Ç + f])Je3 = m(( + ')), (6.39) 

e conseqüentemente 
( Ôt + V')ÇJ - ( Ôt + V')f)J m€ + m'), (6.40) 

onde usamos Çe3 = Ç e "Í)e3 = -i), pois Ç E Ci3,of+ e i] E Cf3,of-. 
Separando os termos que estão em Cf3,of+ e em CR3,of- obtemos duas equações: 

( Ôt + V')ÇJ m'), 

-(ôt + V')i)J = m( 
(6.41) 

(6.42) 

Tomando a involução graduada na última equação, obtemos o análogo da equação de Dirac 
em termos de spinors de Weyl [Gr97): 

I (ôt + V')ÇJ = m')l 
I (ôt- V')')J = mÇ 

(6.43) 

A título de comparação, vamos escrever também a decomposição da equação de Dirac 
em termos dos spinors de Pauli. Já vimos no cap.( 4) que podemos escrever um multivetor 
'ljJ E Cf3,0 como 

ce3,0 3 'ljJ = a+ ai e; + aij 8ij + pel23 

a+ a 12e12 + a23e23 + a 13e13 +(é+ a1e13 + a2e23 + pe12)e3 

</> + xe3, </>,X E Cfi,0• ( 6.44) 

e substituir na eq.(6.37): 

a qual podemos separar em partes par e ímpar: 

I ôtfJe3 + V' xJ = mf I_ 

8txJe3 + V'fJ = -mx 1 

que é a expressão da equação de Dirac em termos de spinors de Pauli. 

(6.45) 

(6.46) 
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6.1.4 Velocidade, paravetor spin e parabivetor spin 

Ao tomarmos um elemento '1/J E $pin+(1,3) :e SL(2,1C), '1/J pode ser visto como uma 
transformação de Lorentz, e K e .C são obtidos via essa classe de transformações dos vetores 
{f+,elf+}· 

Definimos os paravetores 

1 - 1 - -
u = "2('1/J'lj;) = "2(KK + .C.C), (6.47) 

1 -
s = 2('1/Je3'1j;). (6.48) 

Dada a semelhança com a definição (5.38) do cap.(5), identificamos u (a menos de um 
fator 1/2) com a velocidade própria e s com o paravetor-spin. Além disso temos a relação 

(6.49) 

Definimos ainda o parabívetor-spin X como 

(6.50) 

que está relacionado ao paravetor-spin por 

s = iXu. (6.51) 

6.1.5 Vetores do espaço-tempo de Minkowski M construídos como par­
avetores da álgebra de Pauli a partir de spinors de Weyl em C!\0 

Definimos um paravetor genérico IR e JR3 3 v = Ke1K = Ke 1edé = KK. 
relações (6.3),(6.10), obtemos 

Sob as 

(6.52) 

- -1' -21 
Dados Ct3,of+ 3 K = k1 f++ k 2eJ!+ e K = k (J_eJ) + k (!_), temos explicitamente 

que 

(6.53) 

o que nos reconduz imediatamente, mediante a representação (6.1), à eq.(6.52). Temos, 
com isso, a seguinte correspondência: 

f ·A A' _e1 +-+ ~ o , f ·A·A' 
-+-+~~ (6.54) 

Tais idempotentes da álgebra do espaço CR3,o, construídos a partir dos vetores4 e 1 e 
e3 , se identificam pelas relações acima com tétrade nula definida na seção (2.1) e dada 
pela eq.(2.46). Dessa maneira, construímos a tétrade nula do espaço-tempo de Minkowski 
utilizando os spinors, só que desta vez com o uso da álgebra de Clifford do espaço. 

4 Esses vetores têm como representaçao particular as matrizes de Pauli. 
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Afirmamos que um paravetor a E R E!) R3 E CR3,0 pode ser escrito como 

De fato, dado um spinor operatorial ,P E C.et,0 , 

a= 2Kié - 2,Pf+f+.J; = 2,Pf+.(i; = ,P(l + e3).(i; 
,p.J; + ,Pe3.(i; 

= a0 +ai e;, (i = l, 2, 3). 

O paravetor a assim definido aponta para o futuro, já que 
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(6.55) 

(6.56) 

R 3 ,p.J; = a0 = (a+be12+ce13+de23)(a-be12-ce13-de23) = a2+b2+c2+d2 >O. (6.57) 

Além disso, já que (ai)2 = (4;1{;) 2 = (a0)2 , o paravetor n é nulo (a2 = (a0)2 - (ai)2 = 0). 
A última igualdade da eq.(6.56) vem do resultado [Va97] que podemos escrever um 

vetor de R3 

(6.58) 

que resulta do vetor de referência e3 a partir de uma rotação e uma dilatação. Identificamos 
a expressão acima, multiplicada pelo fator fi/2, com a densidade de spin. 

Queremos obter a métrica do espaço-tempo a partir dos spinors, como feito no cap.(2). 
De acordo com a eq.(6.53), escrevemos dois paravetores a e b como 

e suas respectivas conjugações 

..- - - --1' -2' -1' -2' . a=k1k f_-k 1k ed--k2k ed++k2k f+=ao-a'e;, - - - -b = r 1r 1' f- - r 1r2' ed _ - r 2r 1' ed + + r2r2' f+ = bo - bie;. 

Obtemos daí a relação de Clifford para os paravetores: 

ab + bâ = (k17/ r 2r2' + k 1i:?' r 2r 1' + k27/ r 1r2' + eJ?' r 1r1') 

2(a0b0 - aib;) = 2g(a, b ). 

(6.59) 

(6.60) 

(6.61) 

Com isso a formulação dos paravetores a partir dos spinors de Weyl em CR3,0 é con­
dizente com o formalismo clássico. 

A partir de paravetores tipo-luz obtidos a partir dos geradores {f+, f_, e1f +• elf_} dos 
quatro ideais laterais de CR3,0, é possível reobter a tétrade ortonormal {e0 = l,ehe2,e3} 
do espaço dos paravetores. Para isso definimos uma base de paravetores tipo-luz { 1r~' }: 

11'0 f+f+ =f+, 
11'1 f-f-=f_, 
11'2 ed+i+ = ed+ 
11'3 f+ed+ = elf_ (6.62) 
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A tétrade ortonormal é obtida a partir da base de paravetores { 1rtt }: 

e o = 11"0 + 'Jíl' 

el = i2 - 11"3, 
e2 - 1!"3 - 1!"2 ~ 

(6.63) 

e3 = 11"0 - 11"1 
' 

já que 
eo - f++ f-, 
el - ed++eif_, 
e2 -'J(eif_- eif+), 

(6.64) 

e3 - f+- f-· 
Já obtivemos a tétrade do espaço de Minkowski (M ::: IR9) e a tétrade do espaço dos pa­
ra vetores (JRe JR3), juntamente com a métrica desse espaço. Para completamente obtermos 
o formalismo de Penrose sob o ponto de vista das álgebras de Clifford, falta os conceitos 
de pólo e de bandeira, os quais desenvolvemos a seguir. 

Pela eq.(6.56), podemos ver imediatamente que o paravetor a gerado pelo SCTA K é 
nulo. De fato, 

a!l = 4KJC ( KIC) = 4KK(JCK) =O. (6.65) 

Portanto o paravetor a = 2KJC é o pólo associado a uma geratriz do cone de luz. Em 
termos da eq.(6.36) 

Além disso podemos mostrar que 

KJC = u +s = 1/Jf+;f, 
Ü=u-s='I/Jf_;f 

Kf. + .CJC = 'lj;e1 {;, 
Kf. - .CJC = 'lj;e31 {;. 

Definimos os vetores c e ll como 

c = Kf. + .CJC = 'lj;e1{;, 

ll = - 'J Kf. - .CJC = 'lj;e31 {;. 

(6.66) 

(6.67) 

(6.68) 

Os paravetores c e ll são ortogonais a u e s. O parabivetor formado por c e o pólo KJC = u+s 
é a bandeira: 

c(u +s) = 'lj;(eif_).p_. 

6.1.6 A álgebra de Clifford C.C0,3 ::: H EEl H 

(6.69) 

Considere o espaço euclideano JR3 e uma base ortonormal { e1, e2, e3}. A álgebra de 
Clifford Cfo,3 , é gerada pela base {1, e1, e2, e3}, tal que 

g(e;,ej) = -D;j = ~(e;ej + eje;), (i,j = 1,2,3). (6.70) 

Em particular e2 = -1. 
Utilizando o mesmo raciocínio feito em CC3,0 , primeiramente reduzimos as dimensões 

redundantes do formalismo, provando a 
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Proposição .,. Cfo,3f+ = Cfd,3f+, onde f± ~(1 ± :J) .... 
Prova: O ideal à esquerda Cfo,3f+ é isomorfo a lHI, enquanto álgebras. Além disso, es­
crevendo UIIl elemento arbitrário de Cfo,3 como 

vemos que 

CCo,3 3 A = a0 + akek + b1e23 + b2e31 + b3e12 + b0e123 

[(a0 + b0 ) + (ak- bk)eklf+ 

[(a0 + b0
) + (ak- bk)ekel23]f+ 

(6.71) 

(6.72) 

Portanto, dado Af+ E Cfo.3f+, escrevendo A' = (a0 + b0) + (ak - ~)ekel23, vemos que 
A' E CC6,3 e que Af+ = A'f+- Isso mostra que Cfo,3f+ c cet,3f+· A outra inclusão segue 
imediatamente. 

o 

Considere um elemento par Q E Cet 3 
' 

cet3 3 Q a+ bel2 + cel3 + dez3 
' 

- (a+ be12) + e13(c- del2) 

k1 + e13k2. (6.73) 

Outra possibilidade de escrevermos os spinors de Weyl é considerar a álgebra Cfo,3 o:e lHIEBlHI, 
onde podemos expressar um spinor K = Qf+ E Cfo.sf+ como 

• Spinor contravariante apontuado (SCTA) 

(6.74) 

Também definimos o 

• Spinor contravariante pontuado (SCTP) 

(6.75) 

Multiplicando o conjugado de K à esquerda por e13, obtemos 

(6.76) 

que multiplicado por outro spinor rJ E CC0,3f+ 

(6.77) 

podemos obter a métrica spinorial em Cfo,3: 

(6.78) 
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Considere agora a aplicação t7 : cct,3 -+ CC6,3 definida pela expressão 

(6.79) 

onde Q = Q. A aplicação t7 leva um módulo à direita em um módulo à esquerda. De fato, 

t7(k1 + e13e) - t7(a + be12 + ce13 + de23) 

= e32(a + be12 + ce13 + de23)e23 

- (a+ be12l +(c- de12)e13 

- k1 + k2
ti3· 

Para um spinor CCo,3 3 /C= Qf+• temos 

Dessa maneira, 

t7('1j;) = t7(Qf+) = e32(Qf+)e23 = e32(f+Qe23) 

f+e32Qe23 = f+t7(Q) 
f+(k 1 + k2e13). 

Daí definimos de outra maneira a métrica spinorial: 

(6.80) 

(6.81) 

(6.82) 

(6.83) 

Entretanto a álgebra Cf0,3 não é tão natural para a descrição de uma métrica do espaço­
tempo de Minkowski quanto Cf3,o- De fato, ela é adequada para o espaço-tempo euclideano 
JR4 , visto que, para u E JR4

, 

(6.84) 

Além disso Cfo,3 "' iHIEBIHI é uma álgebra semi-simples, e o anel!HI não é comutativo, sendo 
preciso discernir o produto pela esquerda e pela direita em lHL Além disso provamos que 
existe uma aplicação t7 que passa de um módulo a outro. 
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Ich kann es num einmal nicht lassen, in diesem Drama von Mathematik und Physik - die 
sich im Dunkeln befruchtten aber von A ngesícht von A ngesicht so gerne eínander 

verkennen und verleugnen - di e Rolle des ( wie ich genügsam erfuhr, o fi unerwünschten) 
Boten zu spielen. 1 

Hermann Weyl 

( ... ) di e Unbergrenzheit des Raumes ist eine grofJere empírische 
GewífJheít als irgend eine iiufJere Erfahrung. 

Hieraus folgt aber die Unendlichkeit keinesweg.2 

Bernhard Riemann, die Habilitationsvortrag, 1854. 

O objetivo principal deste capítulo é descrever as transformações conformes no es­
paço-tempo de Minkowski (M) a partir da ação de elementos do grupo $pin+(2,4) sobre 
paravetores do espaço lR EB JR4•1 e caracterizar os twistors como uma classe especial de 
spinors algébricos em ~· 1 (elementos de um ideal mínima! à esquerda de IC 0 c e 1,3 ), ou 
de modo equivalente spinors clássicos em JR2 •4 (elementos do espaço de representação ir­
redutível do grupo3 $pin+(2,4)). Com isso descrevemos as transformações conformes e os 
twistors inteiramente através da álgebra de Dirac e apresentamos sua versão multivetorial. 
Finalmente discutimos algumas generalizações do conceito de twistor como os mexors e os 
screws. 

7.1 Transformações de Mobius no plano 
Vimos no cap.(2) que rotações na esfera de Riemann podem ser associadas a rotações no 

plano de Argand-Gauss, que é isomorfo a JR2 , e portanto a álgebra dos números complexos 
Ct0,1 ::: IC é apropriada para se descrever rotações em JR2 . 

No cap.(3) demonstramos o teorema da periodicidade das ACs, que diz que Clp+l,q+l ::: 
C.e1,1 0 Cfp,q· Utilizando tal teorema, vemos que as transformações de Lorentz no espaço­
tempo, geradas a partir da ação de elementos do grupo $pin+(1,3) (que são elementos 
particulares da álgebra de Pauli Ci3,o), estão associadas diretamente às transformações de 
Mõbius no plano, já que 

ce3 o ::: CC2 o 0 Cio 1 ::: C i 1 1 0 Cio 1· (7.1) 
-.,.--c::-.....,----:-:---:----'--,-- , , , , 

1 ''Eu não posso deixar de assumir, no drama entre a matemática e a física - que de noite se fertilizam, 
e quando estão face a face se degladiam e se atacam - o papel (embora muitas vezes mal-sucedido) de 
mediador." 

2 ''A falta de limites do espaço é uma sabedoria empírica maior do que qualquer outra experiência 
exterior. Mas não se pode dizer, de maneira nenhuma, que daí decorre a infinitude. 11 

3 0 grupo $pin+(2,4) é o recobrimento quádruplo do grupo conforme SConf+(1,3), que é o grupo das 
transformações conformes ortócronas do espaço-tempo. 
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As transformações conformes no plano são descritas com o auxílio da álgebra CC1,1. 

Com base no último isomorfismo dado pela eq.(7.1), podemos representar um paravetor 
n de CC3,o por um elemento de M(2, C): 

(7.2) 

com z E <C. 
Considere agora um elemento do grupo $pin+(l, 3) = {.P E CC3,0 I.P/f; = 1}. De acordo 

com o teorema 3.11 (periodicidade generalizado), que diz que a reversão de uma matriz 
que representa um elemento de ce3,o é acompanhada da conjugação de cada uma das suas 
entradas (que são números complexos), podemos representar: 

(~ ~)=(t !) (7.3) 

A rotação de um paravetor a E líl. e JR'l pode ser efetuada mediante a transformação 
n H a' = ryaij para 'fJ E $pin+ (1, 3). Em termos das representações matriciais, a rotação é 
representada por 

Tomando 11 = 1 e.\= zz, vemos que o paravetor n é mapeado em 

( a c ) ( z zz ) ( ~ c ) = ( z' 
bd 1z bii wl (7.5) 

Onde z'- az+c e lR 3 w- 'bz + dl 2 
- bz+d -I 1 • 

O mapa descrito pela equação da matriz (7.5) é a própria ação da matriz spinorial 
A E SL(2, C), já descrita pela eq.(2.14). Vemos que esse formalismo das transformações de 
Mõbius no plano, construido a partir do teorema da periodicidade generalizado, reconduz 
ao formalismo clássico descrito no cap. (2) e pode ser generalizado para a descrição das 
transformações conformes no espaço-tempo de Minkowski. 

7.2 A compactificação conforme 
Dado o espaço quadrático W•ª, considere o mapa injetivo [Cr90] 

x, W·ª -+ w+l,q+l 

x H x(x) = (x,x·x,l) = (x,.\,Jl) (7.6) 

A imagem de W•ª é um subconjunto da quádrica Q em Jíi.P+l,q+l, que é descrita pela 
equação 

X · X - ÀJl = Ü, (7.7) 

o chamado absoluto de Klein. O mapa x induz um mapa injetivo da quádrica Q no espaço 
projetivo I:(Jíi.P+l,q+! ), onde ~(Jíi.P+l,q+l) é o conjunto de todas as retas que passam pela 
origem de w+t,q+l. A quádrica Q é compacta e é definida como sendo a compactificação 
conforme lRM do espaço quadrático líl.p,q. 
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A quádrica Q '""lR_P;q é homeomorfa ao hipertoro (SP x Sq)/Z2 [BF98]. No caso parti­
cular, onde p =o e q = n, a quádrica é homeomorfa à esfera sn, que é a compactificação 
de Il<.n mediante o acréscimo do ponto no infinito. 

Existe também um mapa injetivo 

-+ IR EB IR4
•
1 

v >-+ s(v) = ( ~ ~v ) (7.8) 

Enunciamos o 

Teorema 7.1 ~ (i) o mapa x: JRP•q -+ JRP+l,q+l; x >-+ (x, x · x, 1), é uma isometria. 
(ii) o mapa 1r : Q -+ JRP•q; (x, À, J.L) >-+ x/ J.L definido onde À # O é 

conforme. 
(üi) se U : JRP+l,q+l -+ JRP+l,q+l é um mapa ortogonal, então o mapa 

Çl = 1f o U O X : JRP•q -+ JRP•q é conforme. <OI 

Para a demonstração do teorema (7.1) vide [Po95]. Os mapas do tipo n levam esferas 
conformes em esferas conformes4 Pela afirmação ( iii) do teorema 7.1 vemos que U e -U 
induzem a mesma transformação conforme em W•q. O grupo conforme é definido como: 

I Conf(p,q)::: O(p+ l,q + l)/Z2j (7.9) 

Já vimos na sec.(3.11) que O(p + 1, q + 1) tem quatro componentes. Então o grupo 
Conf(p, q) possui quatro ou duas componentes, dependendo de onde o elemento -idl!.P+l,q+l 

estiver. Se tal elemento estiver na componente conexa com a identidade (que é o caso em 
quepe q são ímpares) p+ l e q+ l são pares e o grupo Conf(p, q) tem quatro componentes. 
Caso contrário ele só possue duas componentes. Para demonstração dessas afirmações, vide 
[Cr90]. 

Em se tratando das transformações conformes no espaço-tempo IR1•3 ::: M, o grupo 
Conf(l,3) possui 4 componentes. A componente de Conf(l, 3) conexa com a identidade, 
denotada por Conf+ ( 1, 3) é conhecida como grupo de Mobius de IR1•3 • Além disso a com­
ponente conexa com a identidade que preserva a estrutura temporal do cone de luz futuro 
é denotada por SConf+(l,3). 

As transformações de Mõbius são composições de rotações, translações, dilatações e 
transversões [Ma89]. 

Teorema 7.2 (Liouville) ~ Todas as tronsformações de Mobius são conformes. <111 

7.3 Os paravetores de Cf!4,1 na álgebra de Pauli 

Considere o conjunto { € A}, (A = O, 1, ... , 5) dos geradores de IR2•4 que satisfazem as 
relações: 

<2- <2- l c.o- C.5- ' 
2 2 2 2 1 

El = é2 = E:3 = é4 = - ' (7.10) 
--~--------------------

4Esferas conformes podem ser quase~esferas ou hiperplanos, onde uma quase-esfera é uma subvariedade 
de IRp,q definida pela equação a x · x + b · x + c = O, onde a, c E JR e b E JRP,q. Uma quase-esfera é uma 
esfera, no caso em que a forma quadrática x · x em JRP·q é positiva definida e a :F O e um plano, no caso 
em que a= O. 
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Considere também o espaço IR4
•1 , com uma base {EA} (A = O, 1, ... , 4), onde 

Es = -1, E 2-E2-E2-E2-1 1_2_3_4_, 

Podemos obter os {EA} a partir dos {c .4}, definindo o isomorfismo 

ç : ce4,l ..... A2 (IR2
•
4

) 

EA >-+ Ç(EA) = éAEs. 

Os {EA} definidos acima satisfazem as relações (7.11). 
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(7.11) 

(7.12) 

Dado um vetor a = aAê A E R2
•4, obtemos um paravetor de CC4,1, que pertence ao 

espaço R Eb R4•1 , da seguinte maneira: 

(7.13) 

Definimos ainda o bivetor Q = E4E0 E A2 (IR4•1 ). 

Temos o intuito de descrever os paravetores de CC4,1 com base na álgebra de Pauli. 
Pelo teorema da periodicidade para as álgebras de Clifford, temos o isomorfismo CC4,1 :::= 
CC1,1 @ Cf3,0 e portanto podemos expressar um elemento de CC4,1 COmO uma matriz 2 X 2 
com entradas em cc3,0· 

Definimos o isomorfismo 

Vemos facilmente que er = 1 e que Ei = eiE4Eo. Podemos ainda escrever 

E4 =E+ +E_, 
Eo =E+- E_, 

onde definimos E±= ~(E4 ± Eo). Daí, 

b = a5 + (a0 + a 4 )E+ + (a4
- a0 )E_ + aieiQ. 

A partir das relações E~= 1 e Es = -1, podemos representar E4 e E 0 por: 

Eo = ( ~ -1) o . 

Como conseqüência disso também escrevemos 

e 

(7.14) 

(7.15) 

(7.16) 

(7.17) 

(7.18) 

(7.19) 

O vetor a E IR2 •4 está no absoluto de Klein, ou seja, a2 O. Além disso temos a 
correspondência 

(7.20) 
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já que e>e> = ale> 
Definimos 

À= a4 _ao, 

11 = cé + a 0. 

Utilizando a representação matricial de bb, o elemento (bb)n da matriz é dado por 

(bb)11 =XX- ÀJ1 = 0, 
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(7.21) 

(7.22) 

onde x = (a5 + e>iei) é paravetor de Ci3,0 (x E lR E!l JR'l). Ao escolhermos 11 = 1, fixamos 
conseqüentemente À = xx E R Essa escolha corresponde à passagem para o espaço proje­
tivo como descrito na sec.(7.2). Portanto um paravetor b E RE!lR4•1 pode ser representado 
como: 

Da eq.(7.22) obtemos 

(as+ e>ie;)(a5 _ aie;) = (a4 _ ao)(a4 +ao) 

=;. (a5)2 _ (aie;)(cxÍej) = (a4)2 _ (ao)2, 

de onde concluúnos que 

que é a própria equação que descreve o absoluto de Klein (eq.(7.7)). 

(7.23) 

(7.24) 

(7.25) 

7.4 Transformações de Mõbius no espaço-tempo ~ 1 , 3 :::: M 

A matriz g = ( ~ ~ ) pertence ao grupo $pin+(2, 4) se, e somente se, suas entradas 

a, b, c, d E Cl3,o obedecem às seguintes condições: 

(i) aã, bb, cc, dd E R, 

(i i) ab, cd E R E!l Jlt', 
(iii) 

(i v) 

(v) 
(vi) 

ave + cvã, cvd + dvc E R, '</v E R E!l R3 , 

avd + cvb E R E!lllt3 , '</v E R E!l R', 
aê = cã, bd = db, 
ad-cb= 1. (7.26) 

As condições (i),(ii),(iii),(iv) são equivalentes à condição de que â'(g)(b) = gbg E RE!l 
R4,1, '</b E lRE!lR4•1 , onde Ô': $pin+(2, 4) --t 80+(2, 4) é a representação adjunta contorcida. 
De fato, 

gbg ( ~ n ( : ; ) ( t n 
( 
ax~ +>.a~+ J1C~ +eX~ axc + >.aã + J1C~ + bxã ) = ( w w>/_ ) (7.27) 
bxd + >.db + 11dd + dXb bxc + >.bã + 11db + dxã 11' 
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onde essa última igualdade (considerando w E lítEBifll3 e )..', p,' E lít) vem da exigência de que 
g E $pin+(2, 4), ou seja, gb§ E ifllEBlít4•1 . Para que isso aconteça, as condições (i), (i i), (iii) 
e (iv) devem ser satisfeitas. 

As condições (v), (vi) expressam o fato que gg 1, já que, para g E $pin+ (2, 4), temos 
que 

gg = 1 ( a?- c§ 
bd- db 

ac-cã) (1 o) 
dã-bC = o 1 . (7.28) 

7.4.1 Transformações conformes 

Vimos na sec. (7.3) que podemos representar um para vetor de Cl4,1 como 

(7.29) 

onde x E 1ft El) ifll3 é paravetor de C.t3,0· 
Considere agora um elemento do grupo $pin+(2,4) = {g E c.e4,1 I gg = 1}. Podemos 

representá-lo por um elemento g E Cf4,1 :::: Cf1,1 ® Cf3,o, ou seja, g pode ser representado 
pelas matrizes 2 X 2 com entradas em Cf3,0, da forma 

g= ( ~ ~ ), a,b,c,dECf3,D· (7.30) 

A rotação de um paravetor b E lítEBR4•1 pode ser efetuada mediante a representação ad­
junta contorcida, â: $pin+(2,4)-+ 80+(2,4), definida no cap.(3) por ô-(g)(b) = gbg-1 = 
gbg para g E $pin+ (2, 4). Em termos das representações matriciais, a ação do grupo 
$pin+ ( 2, 4) é representada por: 

~ 

( ~ ~ ) ( : ~ ) ( ~ ~ ) = ( ~ ~ ) ( : ~ ) ( t ~ ) (7.31) 

Fixando-se p, = 1, o paravetor b é mapeado em 

onde 
x' = (ax + c)(bx + d)- 1

, 

1ft 3 L;. = (bx + d)(bx + d). 

A transformação (7.33) é conforme [He91J. 

(7.32) 

(7.33) 

(7.34) 

Nesse sentido, as transformações conformes no espaço-tempo são rotações em lft2•4 , 

resultantes da ação do grupo $pin+ (2,4) através da representação adjunta contorcida. 
Devido ao isomorfismo 

c.e4,1 ::::c® ce1,3:::: M(4, q, (7.35) 

podemos representar elementos do grupo $pin+(2,4) como elementos particulares da álgebra 
de Dirac C® C.e1,3. No que se segue, denotamos x E R El) ifll3 um paravetor. Expressamos 
as transformações conformes a partir da ação de elementos do grupo $pin+(2,4) nas cor­
respondentes matrizes listadas abaixo: 
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• Translação: x >-+ x + h, h E lR EB JR3 

(7.36) 

• Dilatação: x >--+ px, p E lR 

( 11/~) (7.37) 

• Rotação: x >--+ gxg-1, g E $pin+(1,3) 

(7.38) 

• Inversão: x >--+ - x 

( ~ ~1) (7.39) 

_ x + xxh 
• Transversao: x >--+ x + x(hx + 1)-1 = , h E lR EB JR3 

1 + 2x · h + xxhh 

(~ n (7.40) 

A transversão é a composição de uma inversão seguida de uma translação e novamente 
de uma inversão e, a partir dela, vemos a utilidade de se trabalhar com a compactificação 
corúorme JRWi de JR1•3 . De fato, o ponto x = -hjhh é levado no infinito pela transversão, 
o que faz com que JR2•4 tenha que ser compacto, para uma descrição satisfatória da teoria 
das transformações conformes. 

O grupo SCorú+(1,3) é coberto quadruplamente pelo grupo SU(2,2), onde a identidade 
do grupo conforme idsconf+(l,3) corresponde às seguintes matrizes em SU(2,2)c:: $pin+(2,4): 

( 
i2 o ) ' ( -i2 o ) . 
o '2 o _,2 (7.41) 

O elemento 12 simboliza a matriz identidade 2 x 2; o elemento i2 representa a matriz 
diagonal com entradas imaginárias puras i. 

Dessa maneira, os elementos do grupo $pin+(2,4) dão origem às transformações de 
Mi:ibius ortócronas. No caso do espaço-tempo, existem os isomorfismos [Po95][Cr90J: 

Corú(1,3) c:: 0(2,4)/22 c:: Pin(2,4)/{±l,±i}, (7.42) 

e, conseqüentemente, 

SConf+(1,3) c:: S0+(2,4)/Z2 c:: $pin+(2,4)/{±1,±i}. (7.43) 

A seqüência de homomorfismos 

$pin+(2, 4) ~ 80+(2, 4) ~ SConf+(1, 3) (7.44) 

é construída explicitamente em [K17 4][La97]. 
Em geral o grupo conforme Corú(1,3) age sobreM c:: JR1

•3, que por sua vez é imerso no 
cone de luz de JR2•4 . Esse cone de luz é a própria quádrica Q, definida na sec.(7.1), quando 
p = 2 e q = 4. O aumento de duas dimensões no espaço faz com que o grupo corúorme, que 
age de modo não-linear em JR1•3, aja linearmente em JR2•4 pela ação do grupo $pin+(2,4). 

Vale ressaltar que essa ação é feita a partir de elementos da álgebra de Dirac, devido 
ao isomorfismo dado pela eq.(7.35). 
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7.5 A álgebra de Lie do grupo conforme 
Vimos na sec.(3.12) que a álgebra de Lie do grupo Spin+(p,q) é gerada pelos bivetores. 

No caso do espaço :IR'?•4 a álgebra de Lie do grupo $pin+(2,4) é gerada pelo espaço de bive­
tores que possui quinze dimensões. Podemos então associar esses bivetores aos geradores 
do grupo conforme do espaço-tempo de Mink.owski Conf(1,3), já que o grupo conforme 
possui quinze parâmetros. Vimos na subsubsec.(4.5.2) e na subsec.(7.3) que 

(7 .45) 

e que 
EA = EAEs, (7.46) 

onde {q} (Ã = 0, ... ,5) é base de JR2 ,4, {EA} (A= 0, ... ,4) é base de JR4•1 e h~t} 
(J.L =O, 1, 2, 3) é base de JR1•3 . Definimos então os geradores do grupo conforme Conf(1,3) 
como bivetores do espaço A2 (JR2 •4 ): 

pl' 
~ 

= 2(él'é5 + cl'é4), 

Kl' 
~ 

-
2

(cl'és- E"E4), 

D 
1 

= -2E4E5, 

i 
M!W = 2Evéw (7.47) 

Das relações (7.45) e (7.46), os geradores de Conf(1,3) são expressos a partir dos vetores 
{ri'} de cel,3 da seguinte maneira: 

pl' 

Kl' 

D 

1 . 
2(11' + ~1'1'1'5), 

- ~(!',.- Í/',.!'s), 

1. 
-~'"'s 2 ' , 
1 
2 h v 11 !',.). 

(7.48) 

Podemos verificar que os geradores acima definidos satisfazem às seguintes relações: 

[P,.,Pv] = o, [K~t,Kv] =O, [M,.v,D] =O, 

[M,.v,P,x] -(g,.,~Pv - 9vÀPI'), 

[M,.v, K,x] = -(g,.,xKv - 9v-IKI'), 

[MI'v' Mup] = 91'pMvu + 9vuMI'P - 9!'uMvp - 9vpMI'O"• 

[P,., Kv] = 2(gl'vD- M,.v), 

[P,., DJ - P,., 

[K~', D] - -Kw (7.49) 

Vale observar que as relações de comutação permanecem invariantes perantes as substi­
tuições Pl' >-7 -K~", Kp, >-7 -P~" e D >-7 -D. 
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7.6 Twistors sob o ponto de vista multi vetorial 
A construção do twistor de acordo com J. Keller [Ke97] se utiliza dos projetores5 

lt'x = H1 ± ir's) (X = R, C) e do elemento Tx = 1 + ;sx, onde x = x'";w Segundo a 
formulação de Ke!ler [Ke97], ternos a 

Definição ~ O twistor de referência 1Jx, associado com o vetor posição x E JR1
•
3 e urn 

spinor covariante pontuado de Weyl (que é escrito como a projeção de orientação negativa 
de urn spinor de Dirac w E ![:4) TI = lP' .cw (~) é dado por 

(7.50) 

Para vermos a coerência dessa definição com o formalismo original de Penrose, uti­
lizamos a representação matricial de Weyl para os rnultivetores usados na definição do 
twistor de referência: 

(7.51) 

onde as entradas de cada urna das matrizes acima devem ser vistas corno matrizes 2 x 2, 

x = ( xo + x3 xl + ix2 ) 
xl _ ix2 xo _ x3 (7.52) 

é a representação do vetor x E .M em termos de matrizes, já vista no cap.(2), e XC é a 
reversão espacial (conjugação quaterniônica) da representação x do vetor x E M Portanto 

(7.53) 

que é a própria definição de Penrose dos twistors. 
da representação de Weyl 

O sinal é diferente, devido à utilização 

;(eo) =/o= ( ~ ~ ) , Ih) /k (7.54) 

construída na subsec.(4.3.2). Keller utiliza a representação de Weyl com os vetores do 
espaço com sinal trocado 

/(eo) =lo= ( ~ ~ ) , (7.55) 

Se utilizarmos essa representação vemos, de fato, que 

I _ (ixt;) I 
'lx- I I Ç . 

(7.56) 

Definimos o spinor adjunto de Dirac 

w = wt;o = (w1,w2,w3,w4). (7.57) 

O twistor transposto é dado por 

iíx = wlP'n(1 + lsx) = TI(1 + /sX). (7.58) 

Proposição 7.1 ~ O produto escalar iíx1Jx, representa o valor esperado do dual do 
vetor-posição ;sx com respeito ao spinor TI . ...,. 

5Em alusão às orientações dos spinors de Dirac, falamos que IPn = ~(l+irs) é um projetor de orientação 
positiva ou e lP.c;: IP'R_ = ~(1- h's) é um projetor de orientação negativa. 
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Prova: De fato, 

i)x'l]x - fiii + 2fi 1sxii + x2fiii 

2lllsXII, 

Definimos também o produto tensoriaJ 

'l]xfi = (1 + 1sx)IIfi = (1 + í'sx)q, 
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(7.59) 

o 

(7.60) 

onde q = IIfi é a projeção positiva do vetor nulo Q = ww, o que dá a interpretação do 
twistor como sendo composto por um vetor nulo q e uma bandeira 15xq. O multi vetor 
correspondente a um twistor é dado por 

'!}~ = 'lJxfi = q + 1sxq = (1 - ix)q. (7.61) 

Obtemos agora os produtos internos entre twistors. A relação de incidência, que de­
termina um ponto no espaço-tempo M a partir da intersecção de dois twistors, é dada, 
como no formalismo de Penrose, por 

.r::= 'l]x'lJx = fi/s(x- x)II =O, (7.62) 

onde 'l}x é a conjugação de Clifford do multivetor 'lJx· O produto ~': é invariante ao 
multiplicarmos '7x por um fator complexo. Assim, de oito graus de liberdade passamos a 
seis e o vínculo dado pela eq.(7.62) reduz o espaço dos twistors nulos a cinco dimensões, 
o que reconduz de fato ao formalismo clássico dos twistors, segundo Penrose. 

Keller define ainda outro produto interno, que corresponde ao mesmo twistor, mas em 
dois pontos distintos em M: 

J';';, = 1)x'lJx' = fi1s(x- x')II =O. (7.63) 

O produto acima só será nulo quando x = x'. A congruência de Robinson é definida 
fixando-se x e variando-se x'. 

Os twistors podem ser completamente descritos pela estrutura multivetorial da álgebra 
de Dirac <C 0 Cf1,3, que é isomorfa a Cf4,1· Faremos a definição dos twistors, sob o ponto 
de vista das definições clássica e algébrica dos spinors. 

Vimos no cap.(3) que um spinor clássico é um elemento do espaço de representação 
irredutível do grupo Spin+(p, q). Visto que esse grupo é definido como o conjunto dos ele­
mentos pares tf; do grupo de Clifford-Lipschitz tais que t/JJ> = 1, a representação irredutível 
vem automaticamente da representação irredutível da subálgebra par Clf;.q· 

Veremos no que se segue que os twistors podem ser vistos como uma classe especial6 

de spinors algébricos em JR4
•1 (elementos de um ideal à esquerda da álgebra de Clifford 

Cf4,1) ou como spinors clássicos em JR2•4 (elementos do espaço de representação do grupo 
$pin+(2, 4)). 

6Tal classe tem uma dependência com a posição, já que devemos reconduzir o novo formalismo dos 
twistors ao formalismo clássico de Penrose. 
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Definição 11> Um twistor em M é um elemento do ideal à esquerda (C®CRl,a)f com uma 
dependência intrínseca na posição (f é um idempotente primitivo de C® CR1,a c::: CR4,1 ) . 

... 
Essa dependência intríseca será explicitada logo abaixo. Com essa definição, os twistors 
são spinors de Dirac com uma dependência na posição. 

No cap.(5), quando escrevemos a equação de Dirac utilizando a álgebra de Pauli CRa,o, 
vimos que o spinor de Dirac ,P é um elemento do ideal (C® Cl1,a)f c::: CRt3 c::: CRa,o· Já 
que os idempotentes f± = ~ ( 1 + ea) são priroitivos e geram ideais minimais à esquerda de 
CR3,o, podemos escrever 

(7.64) 

A vantagem de definirmos o twistor como um tipo particular de spinor algébrico em 
JR4•1 é que reobtemos a teoria dos twistors de Penrose, com urna notação destituída de 
índices, a partir do formalismo spinorial via álgebras de Clifford, que é um formalismo 
adeqüado para se expressar e interpretar relações geométricas. Além disso, provamos 
abaixo que tal formulação é equivalente à formulação do twistor segundo Keller. 

Considerando, como feito na subseção (4.5.3), urna base {EA} de CR4,1 e uma base 
C® bo,''Yl· 12. la} de C® CR1,3, pelo isomorfismo CR4,1 c::: C® CR1,3 dado por 

(7.65) 

vemos que, de fato, E5 = -1 e E1 = Ih = Ea = E4 = L Escrevemos um paravetor de 
CR4,1 como 

(7.66) 

(7.67) 

Vemos que 

X~(l + Í"Y5) = Tx~(l + Í"Y5) = Txn>L. (7.68) 

Já que o twistor é definido segundo Keller por 

T)x = T:.JI>Lw, (7.69) 

onde w E (C® CR1,3)f é um spinor de Dirac, definimos o twistor um spinor algébrico em 
IR4,1: 

I Twistor = xn>LU f E (C® CR1,3)f I (7.70) 

onde f é um idempotente primitivo de C®CR1,3 e Ué um multivetor arbitrário da álgebra 
de Dirac. Portanto Uf é um spinor de Dirac e JI>LUf = (~) = II E ~(1 +h5 )(C ®CR1,a) é 
um spinor de Weyl covariante pontuado (SCP). Podemos escrever o twistor como 

(7.71) 

Notamos que 
(7.72) 
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Daí, 

xTI (x0 E4 + a0 EoE4 + x1 E1E4 + i2 E2E4 + x3 E3E4 + cé )TI 

- x0 E4TI + xk EkE4TI + a0 EoE4TI + a 4TI 

- x0(E4TI) + xk Ek(E4TI) + a0 Eo(E4TI) + a 4TI 

x0 ( -i-yoTI) + xk( rk'YD) ( -iroTI) + a0(iro)( -i-yoTI) + a 4TI 

= -ix0roTI- ixkrkTI + a 0TI + a 4TI 

-ixTI +TI = (1 - ix)TI 

- (1 + 'Ysx)TI. 
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(7. 73) 

Portanto a equivalência dessa definição com o modelo do twistor (segundo Keller) é prova­
da. 

A relação de incidência dada pela eq.(7.62) é traduzida no nosso formalismo apenas 
tomando-se o conjugado do twistor e multiplicando pelo próprio twistor, como na eq.(7.62): 

(7.74) 

já que o paravetor x E lR $lR4' 1 está no absoluto de Klein e conseqüentemente xx = O. 

7.6.1 Representação do grupo de Poincaré na álgebra de Dirac 

O grupo de Poincaré é caracterizado por translações na direção de um vetor d arbitrário 
de JR1 ,3 e rotações, essas últimas descritas por transformações de Lorentz. 

Dado um vetor x E JR1,3 , o grupo de Poincaré definido a partir do produto semidireto7 

entre o grupo de Lorentz e o grupo das translações do espaço-tempo, e é dado por 

(L2,d2)(L1,di)x - L2L1xL1L2+L2d1L2+d2 

- (L2L1,L2d1 +d2)x 

= (L3,d3)x. 

A partir dos operadores de projeção definidos na subsec.(7.6), 

IP'n = ~(1 + irs), IP'.c = ~(1- irs), 

(7. 78) 

(7.79) 
~--~~~--~~~~ 7 Sejam G, H dois grupos. Suponha que G age sobre H 1 isto é, existe uma aplicação f: G x H--+ H tal 
que 

f(lc,h) =h, 
f(g,g,,h) = f(g,,J(gz,h)), 

(7.75) 

para todo h E H. Observe que, denotando f(g, h) simplesmente por g 8 h, temos: 

lc 0h =h, 
(g,gz) 0 h= 91 0 (gz 0 h), 

(7.76) 

para todo h E H. 
Definimos o produto semidíreto entre H e G como uma multiplicação em H x G (o produto cartesiano 

usual) dada por 
(7. 77) 

Essa definição embora seja para grupos pode ser generalizada para álgebras de Lie, bastando para isso que 
se insira hipóteses de diferenciabilidade. 
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vemos que tais operadores de projeção satisfazem 

(7.80) 

As representações do grupo de Poincaré são dadas por 

JP'f = (1 + lP'cd;)L;, JP'f" = (1 + lP'Rd;)L;. (7.81) 

De fato, usando as relações (7.80), vemos que 

JP'f JP'fJP'f = (1 + lP'cd2)L2(1 + Jil'cd,)L1 

= (1 + Jil'.c(d2 + L2d1L2))LzL1 

(1 + Jil'.cd3)(L3). (7.82) 

Podemos verificar o caso em que o projetor é dado por lP'R de maneira semelhante. Além 
disso, para completar a caracterização do grupo de Poincaré como grupo chiral da álgebra 
do espaço-tempo M, basta ver a propriedade da translação inversa: 

(1 + !Fcd)(1 -!Fcd) =L (7.83) 

Essa caracterização do grupo de Poincaré é útil no que diz respeito à definição dos 
screws, a ser abordada na próxima subseção, como uma generalização dos twistors. 

7.6.2 Screws e mexors 

A idéia original de Penrose [Pe66] é descrever eventos físicos, que naturalmente estão 
relacionados a outros eventos por vetores nulos (tipo-luz), utilizando construções que se 
baseavam na geometria dos twistors. Uma relação importante na teoria é um raio de luz 
que serve como "suporte" para outro raio de luz. 
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A 

o 

Figura 7.1: a idéia original dos twistors: vetores tipo luz que servem como suporte para 
outro vetor tipo-luz. 

Na subsec.(7.6) vimos que o multivetor correspondente a um twistor é dado por 

(7.84) 

onde q é um vetor nulo. Nesse caso, x denota a posição de suporte [BH85], aonde o vetor 
nulo q é ligado. 

Podemos considerar diversos casos para o braço conjugado, que é um vetor x que 
suporta outro vetor q: 
(i) x e q nulos; 
(ii) x arbitrário e q nulo (que já consideramos); 
( iii) x e q arbitrários. 

X 

o 

q 

Figura 7.2: Articulação homocinética: suporte de um vetor por outro vetor arbitrário. 

Generalizamos a eq.(7.84), definindo o multívetor associado ao twistor generalizado 
(TG): 

rJ~.y = (1 + 'Y5XlP' .c )li' .cY, (7.85) 

onde Y é um vetor de C ® c.e1,3· Poderíamos definir o TG de maneira equivalente, 
utilizando-se o projetor positivo lP'.c. 

Os fatores (1 + 15xlP' .c) são representações do grupo de translação, já que a relação 

é de simples verificação. 
Os TG comutam com as rotações, pois dado R E $pin+(1,3), temos 

R(1 + /5xll'.c)lP'.cYR- 1 = (1 + !5RxR- 1ll'.c)lP'.cRY R- 1 

= (1 + /5XrlP'.c)lP'.cYr. 

(7 .86) 

(7.87) 
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onde Xr e Yr são os vetores obtidos a partir da rotação dos vetores x e Y, respectivamente. 
O vetor x é urn vetor posição já que é afetado por translações, enquanto Y é urn 

vetor frame free, que fica invariante perante translações e deve portanto ser associado com 
direções, mas não com posições. 

Screws 

Os screws são definidos a partir da expressão 

I Sx,y = (1 + xll'L)Y I (7.88} 

e são, com isso, representações fiéis do grupo de Poincaré. Suponhamos que Y seja depen­
dente da posição x (Y = Y(x)), através de um gerador do grupo de rotações R(x} (linear 
em x) 

Y(x) R(x)YoW1(x), Yo E C. (7.89} 

Considerando a forma explícita 

exp (W} = exp (w""r,v), (7.90} 

podemos descrever urna rotação uniforme, que dependa linearmente de urn parâmetro 
ax E lR: 

(7.91} 

onde wi" e w~" são constantes. 
Dessa maneira o screw uniforme corresponde a rotações no plano rp.v. proporcionais 

ao deslocamento do vetor x = axxo, xo E IR1•3 , de acordo com o parâmetro ax. Ora, isso 
descreve uma trajetória em forma de hélice. 

Mexors 

Podemos ainda generalizar o conceito dos screws, definindo os mexors: 

M = (1 + iZ)lP'.cY, (7.92} 

onde Y é urn vetor complexo do espaço-tempo e Z é urn multivetor da álgebra de Dirac. 
Os mexors são objetos geométricos que descrevem um elétron com spin e suas interações 

[Ke97b]. Tais interpretações estão fora do escopo da presente dissertação. 
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O intuito deste trabalho foi reformular a teoria dos spinors e twistors de Penrose e 
as transformações conformes do espaço-tempo utilizando as álgebras de Clifford. Com o 
novo formalismo apresentado, é possível eliminar uma dimensão do espaço quadrático a 
partir do qual construímos a álgebra de Clifford. Com isso fomos capazes de descrever 
os twistors e as transformações conformes a partir da álgebra de Dirac <C 0 C.e1,3. Para 
tanto, tivemos que primeiramente estabelecer o formalismo clássico dos spinors e twistors, 
segundo Penrose. Utilizando tal formalismo, podemos descrever entidades associadas a 
certas partículas, como helicidade, momentum e momento angular, a partir dos twistors. 

Paralelamente à compreensão do formalismo clássico de Penrose, apresentamos as 
álgebras de Clifford de maneira extensiva, introduzindo primeiramente o produto ten­
sorial, a álgebra exterior e seus (anti)automorfismos e a álgebra de Grassmann. Definimos 
a álgebra de Clifford, de três maneiras distintas: a definição usual, a definição como uma 
classe de equivalência da álgebra exterior e a definição a partir dos operadores de criação 
e aniquilação. Demonstramos o teorema da periodicidade, do qual se pode concluir que 
todas as álgebras de Clifford podem ser expressas a partir das álgebras c .e 1,0 , Ci0,1, CC0,2 

e Ci1,1. Estudamos os grupos clássicos ortogonais e seus recobrimentos duplos, os grupos 
Pin e Spin, além de construirmos as álgebras de Lie dos grupos Spin+(3) e Spin+(1,3). 
Também construímos explicitamente a representação da álgebra de Pauli, obtendo as ma­
trizes de Pauli e também as representações padrão e chiral da álgebra de Dirac, a partir 
de simples regras envolvendo a teoria dos idempotentes. A representação de Weyl (chiral) 
se mostra particularmente essencial no que diz respeito à recondução do nosso modelo ao 
modelo clássico de Penrose. 

Com o intuito de formular teorias a partir da álgebra de Clifford gerada por um es­
paço quadrático de menor dimensão, formulamos o conceito paravetorial, que nos permite 
expressar vetores de um espaço JRP,q como paravetores, que são elementos de um espaço 
da forma lR E!l JR'I·P-l . Par ilustrar a versão "minimalista" de teorias, formulamos o eletro­
magnetismo e a teoria de Dirac utilizando somente a álgebra de Pauli. A vantagem dessa 
descrição é unificar operadores, vetores e tensores na forma de elementos da álgebra de 
Pauli. 

Estabelecemos o formalismo dos spinors utilizando álgebras de Clifford, descrevendo 
os quatro tipos de spinors de Weyl como elementos de quatro ideais distintos, à direita e à 
esquerda, da álgebra de Pauli. A partir dessa nova formulação reconstruímos as entidades 
geométricas (pólo, bandeira) descritas por Penrose em sua teoria. Demonstramos que o 
pólo pode ser escrito como a soma da velocidade pfopria com o paravetor-spin e a bandeira 
como a composição do pólo com uma família de paravetores. 

Provamos que o grupo de isometria do produto interno no espaço dos twistors, a saber o 
SU(2,2), pode ser escrito exclusivamente dentro das álgebras de Clifford, através do isomor­
fismo SU(2,2):::: $pin+(2, 4). As transformações conformes (translação, inversão, rotação, 
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transversão e dilatação) são expressas através da ação do grupo $pin+(2,4) sobre parave­
tores de JR4,l. Enquanto a teoria original das transformações conformes no espaço-tempo 
é formulada em um espaço de seis dimensões (JR2•4 ), com o uso do modelo paravetorial 
conseguimos descrever todas as transformações conformes utilizando a álgebra de Clifford 
CR4,1 , que é isomorfa à álgebra de Dírac C 0 Cel,3· Portanto eliminamos a dimensão re­
dundante outrora necessária à descrição das transformações conformes. Descrevemos a 
álgebra de Lie do grupo conforme com base na álgebra de Dirac. 

Definimos o twistor no contexto das álgebras de Clifford, como elemento particular da 
classe de spinors algébricos (com dependência intrínseca na posição) de ]R'i,l, ou seja, o 
twistor é definido como elemento particular de um ideal à esquerda da álgebra de Dirac 
IC0CR1 ,3 . De modo equivalente, o twistor é um spinor clássico de JR2•4 . Com isso desmisti­
ficamos o conceito de twistor, mostrando que tal entidade se trata de uma classe particular 
de spinors. Os twistors e as transformações conformes são formulados exclusivamente a 
partir da álgebra de Dirac. Reconduzimos o novo formalismo aos formalismos atuais, de 
Keller [Ke97b] e de Penrose [Pe84][Pe86]. Algumas vantagens desse novo formalismo são 
notórias. A primeira delas é que podemos construir uma teoria destituída de índices ab­
stratos, o que elimina a complexidade de notação e até mesmo de compreensão da teoria 
clássica de Penrose. Além disso, através do teorema de periodicidade das álgebras de 
Clifford, esse formalismo pode ser possivelmente generalizado, com o intuito de se de­
screver os twistors e as transformações conformes em espaços quadráticos arbitrários de 
dimensão finita. Finalmente generalizamos o conceito de twistors, definindo novas enti­
dades: os screws. Com base na interpretação geométrica dos twistors (segundo Penrose), 
onde podemos construir vetores nulos que suportam outros vetores nulos, podemos não 
somente nos restringir ao caso de vetores nulos. Esse formalismo possui diversas aplicações 
em robótica e engenharia. Os screws possuem a propriedade de descrever braços conju­
gados (articulações homocinéticas), com dois graus de liberdade, os quais também podem 
ser associados a movimentos helicoidais. Podemos compor diversos screws, e idealizarmos 
modelos para a descrição de estruturas mais complexas, como a mão biônica e outras. O 
desenvolvimento computacional relacionado a essas possíveis aplicações não foi implemen­
tado por fugir do escopo deste trabalho. Outra generalização possível dos twistors são os 
mexors, que descrevem um elétron com spin e suas interações. As possíveis interpretações 
dos mexors e um estudo mais aprofundado dessas entidades está fora do escopo da presente 
dissertação. Uma possível extensão a este trabalho é o estudo dos twistors em espaços de 
curvatura arbitrária e a quantização obtida nos espaços dos twistors. A aplicação desta 
última em uma possível teoria de gravitação quântica é um promissor assunto de pesquisa 
atual. 
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