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Resumo

O principal assunto desta dissertacgao é a teoria e pratica em métodos iterativos
incrementais relaxados para reconstrugao estatistica de imagens em Tomografia
por Emissao de Pésitrons — PET. Especial atencao é dedicada ao estudo tedrico
dos algoritmos, com a apresentacao de resultados novos sobre convergéncia com
o parametro de relaxagao variando dentre as subiteragoes e sobre a regularidade
da sequéncia gerada por tais algoritmos no caso especifico da funcao de log-
verossimilhanca que surge em PET. Além disso, uma comparacao experimental
entre a qualidade da imagem obtida com métodos relaxados e nao relaxados é

efetuada.



Abstract

The main subject of this dissertation is the theory and practice in iterative
incremental relaxed methods for statistical image reconstruction in Positron
Emission Tomograpy — PET. Special atention is drawn to the theoretical study
of the algorithms, with the presentation of new results concerning convergence
with a relaxation parameter wich is allowed to vary within the subiterations
and about the regularity of the sequence generated by such algorithms in the
specific case of the log-likelihood function that arises in PET. Furthermore, an
experimental comparsion is made to test the quality of the image obtained with

relaxed methods against those generated by non-relaxed ones.



Introducao

Tomografia

O objetivo da tomografia é obter a imagem de uma secgao transversal, ou talvez
uma imagem tridimensional, do interior de um objeto de estudo de maneira nao
invasiva. Como os objetos de estudo podem diferir muito em sua natureza,
as caracteristicas que se desejam revelar nestas imagens variam grandemente,
assim como as técnicas usadas para obté-las.

Desnecessario dizer, um vasto campo de aplicagao de técnicas de tomografia é
a medicina. Neste contexto, as imagens devem revelar caracteristicas tteis para
o diagnédstico ou avaliagdo do estado clinico do paciente (o objeto de estudo).
Detalhes anatomicos podem ser fundamentais em certos casos, enquanto que em

outros o metabolismo e/ou o equilibrio bioquimico podem ser mais importantes.

Tomografia por Transmissao

Historicamente, a primeira técnica tomografica utilizada para obter imagens
médicas foi a baseada em raios X. Como a atenuagao desta radiagao varia con-
forme a densidade do meio percorrido, a obtengao de dados sobre a anatomia
interna é possivel posicionando uma fonte de raios X de um lado do paciente e
um aparelho receptor do outro lado. Variando o angulo deste aparato, podemos
medir a atenuagao da radiagdo como se fossem projegoes (integrais de linha ao
longo de retas) e, desta forma, utilizar versoes discretas da férmula de inversao
da transformada de Radon para obter as imagens desejadas com um esforgo

computacional reduzido.

10
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Detectores —

Figura 1: Tomada de dados em tomografia por transmissao.

A Figura 1 exibe uma representagio esquematica da aquisicdo de dados em
tomografia por raios X. Pode ser visto o conjunto de emissores e detectores du-
rante um momento da leitura. Também é mostrado um grafico das atenuagoes
medidas, que serao utilizadas como projegoes na reconstrugao da imagem. Ape-
sar da representacao ser bidimensional, a extensao para trés dimensoes é facil-
mente obtida “empilhando” varios detectores e emissores como os mostrados.

Pode-se também iluminar o objeto com um emissor pontual que emita ra-
diacdo em formato de leque, este tipo de geometria é conhecido como feize
divergente, em contraposicao ao feixe paralelo exibido na figura.

A mesma técnica de coleta de dados pode ser aplicada para qualquer sinal
transmitido através do objeto de estudo. Quando utilizamos estes dados para

obtencao de imagens tomograficas temos a tomografia por transmissao.
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Tomografia por Emissao

Se o interesse for por um processo fisioldgico, podemos utilizar elementos
quimicos radioativos chamados de marcadores para rastrear metabdlitos es-
pecificos! que conhecidamente facam parte do processo particular em estudo.
Assim, se for possivel medir de forma apropriada, no exterior do corpo do paci-
ente, a radiacao emitida, seremos capazes de obter uma imagem da intensidade
de determinado processo fisioldgico ou da concentragao de uma substancia es-
pecifica no interior do organismo do paciente. Este é o principo da tomografia
por emissao.

Dentre estas técnicas, destacam-se PET (Positron Emission Tomography —
Tomografia por Emissao de Pésitrons) e SPECT (Single Photon Emission To-
mography — Tomografia por Emissao de Féton Unico). No primeiro caso, o
isétopo utilizado como marcador decai emitindo um positron. Tal particula
percorre uma curta trajetéria, até que se aniquila ao se chocar com um elétron
emitindo dois fétons em trajetdérias opostas. Estes fétons emitidos sao coleta-
dos em um cilindro formado por detectores em torno do paciente e as detecgoes
simultaneas sao contadas separadamente para cada par de detectores. Isto for-
nece dados sobre as intensidades de emissao ao longo de vérias diregoes (aquelas
que unem os pares de detectores), de forma que a obtencdo de uma imagem é
possivel a partir destas contagens. Em SPECT, a substancia radioativa emite
um tUnico féton. A detecgdo pura e simples deste féton ndo é suficiente e o
uso de um colimador é necessario para que os dados possam ser usados para
tomografia. Nesta dissertacao, serdo abordados algoritmos para a obtencao de
imagens em tomografia por emissdao. Estes métodos podem ser utilizados de
forma semelhante para PET ou SPECT, apesar de que apenas o caso de PET
é discutido explicitamente.

Na Figura 2, pode ser visto um desenho esquemaético simplificado de uma
leitura PET de curta duracao. Os X indicam os locais onde pédsitrons foram

emitidos e as linhas pontilhadas representam as trajetorias dos fétons emitidos

1Como um exemplo pode-se utilizar '®F para obter FDG (Flior-DeoxiGlicose) que é bio-
quimicamente semelhante & glicose e toma parte em diversos processos metabdlicos.
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Detectores —

Figura 2: Exemplo de leitura PET.

apos as interagoes dos pésitrons com elétrons vizinhos. Apesar de ndao ser mos-
trado, cada pdsitron percorre um curto espago antes de se aniquilar com um
elétron e causar a emissao dos fétons.

Cada detector é representado, na figura, pelo espaco entre dois tragos adja-
centes no anel em torno do objeto de estudo. Estes detectores sao capazes de
acusar o contato do féton com sua superficie. Se dois fétons foram emitidos
simultaneamente, suas detecgoes devem ocorrer dentro de um intervalo muito
pequeno, o que permite emparelhar as detecgdes causadas por uma aniquilagao
positron-elétron. Os dados resultantes da leitura sdo os nimeros de detecgoes
(quase) simultaneas para cada par de detectores.

Em PET, nao temos controle sobre a emissao, que ocorre dentro do objeto

de estudo. Entretanto, a observagao mostra que a radiagao é emitida uniforme-
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mente em todas as diregoes e que a taxa de emissao de pésitrons é proporcional
a quantidade de marcador. Isto implica em que as contagens de fétons podem
funcionar como projecdes da imagem desejada? sobre as linhas que ligam os
detectores de cada par. Desta maneira, pode-se utilizar inversao discreta da
transformada de Radon para obter imagens em PET.

Por outro lado, a emissao de radiagao é, na realidade, um fenémeno aleatério.
O comportamento descrito no paragrafo anterior deve valer quando um alto
nimero de coincidéncias é contado, o que nem sempre é verdade. Além da
natureza probabilistica da emissdo de pésitrons, hé outras fontes de ruido em
PET que podem ser modeladas de forma simples como processos estatisticos,
mas apresentam dificuldades quando procura-se incorpora-las a transformada
de Radon. Os melhores exemplos sao a distancia percorrida pelo pdsitron antes
de interagir com um elétron e o fato de que os fétons nao sao emitidos em
direcoes exatamente opostas apds a aniquilacao pésitron-elétron. Além destes
exemplos, alguns tomégrafos medem o tempo entre as duas detecgoes em cada
par de detectores e esta informagdo pode ser incorporada a reconstrucao da

imagem facilmente no modelo estatistico (veja [VSK85] para detalhes).

Modelagem Estatistica em Tomografia por
Emissao de Pésitrons

O problema da baixa relacdo sinal/ruido exige uma abordagem que leve em
conta a natureza aleatéria dos fendmenos envolvidos numa leitura PET. Assim,
considerando que a emissao de pésitrons é um fendmeno de Poisson, se a imagem
(tridimensional e dinamica) f : R3 x R, ~ R, desejada é proporcional a
distribuicao espacial da intensidade de emissao, entao o nimero de pdsitrons

emitidos durante a leitura na regidio R € R3 ¢é uma varidvel de Poisson de

/T /R F(x, t)dxdt (1)
0

2No caso, a imagem almejada é um mapa da concentracio de marcador na secgio trans-
versal de interesse.

parametro:
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Apesar do tépico de imagens dinamicas ser bastante pequisado, néo é o intuito
desta dissertacgao se aprofundar no assunto e, daqui por diante, as imagens serao
consideradas estaticas, portanto constantes no tempo. Desta forma, definindo

f(x) :=Tf(x,t), a integral acima se torna:

/R F(x)dx. (2)

Seja a;(x) a probabilidade de que um pdsitron emitido no ponto x gere
fétons que serao detectados simultaneamente no par ¢ de detectores e V; :=
{x € R3|a;(x) > 0}. O ntimero de detecgdes simultaneas no par i de detectores

é, com esta notagao, uma V.A. Poisson de parametro:

/ 0:(x) f(x)dx. 3)
Vi

Como os dados sao finitos, apenas um ntmero finito de parametros pode
ser estimado. Este argumento, aliado a limitagoes computacionais, exige uma
discretizacao da imagem. Uma forma geral de proceder é escolher um conjunto
de fungoes {f1,..., fn} € procurar uma estimativa da imagem no espago gerado
por esta base.

Dentre estas, uma escolha razodvel é a imagem que maximiza a probabilidade

de se obter os dados, ou seja, a solugao do seguinte problema:

maxP(b|f)

F(x) > 0; (4)
F) = yifi(x).
j=1

Onde b € R™ é um vetor contendo os dados do tomdégrafo. Isto é, cada compo-
nente b; de b contém o numero de coincidéncias contadas no par i de detectores.

Utilizando a restricao de discretizagao:

/m a;(x) f(x)dx = /\4 a;(x) ; y;ifi(x)dx = ]z:; Yj /V7 a;(x) f;(x)dx. (5)
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Definindo a;; := fVi a;(x) fj(x)dx, A = (a;5) ey = (y;):

m _bi
P(b|f) = P(bly) = Hefmy)i%. o

Aplicando logaritmos e eliminando termos constantes, resta o problema de oti-

mizacgao:

maxL(y) := Z{bi log(Ay): — (Ay):}
sa. (7)

> uiti(x) > 0.
j=1

Apesar da fun¢do L(x) do problema acima ser concava, ele ainda nao é
tratavel devido a forma da restricao de nao-negatividade. Uma solucao é dis-
cretizar em uma grade regular de vozels cibicos [VSK85]. Isto permite substituir
(7) por:

m

maxL(y) = Z{bi log(Ay)i — (Ay)i}

s.a. :

Y ZO j:l,...,n.
Algoritmos para o Modelo Estatistico

Qualquer método iterativo utilizado para resolver (8) envolve, grosso modo, o
equivalente ao célculo de VL(y) a cada iteracao. Nos problemas reais, o niimero
de incégnitas pode facilmente passar de 2,6 x 105 (por exemplo uma imagem de
128 x 128 x 16 voxels) e, com um nimero de equagoes semelhante, alta velocidade
de convergéncia é necessaria.

O algoritmo EM (Expectation Maximization) pode ser obtido com simples
manipulagao das condigdbes KKT (Karush Kuhn Tucker) para o problema (8).
Demonstragoes de convergéncia sdo conhecidas héd algum tempo. Uma referéncia
itil no assunto é o artigo de Vardi, Shepp e Kaufman [VSK85], onde também

podem ser encontrados uma bibliografia interessante e um panorama histérico



INTRODUGAO 17

do algoritmo. Apesar de possuir o desenvolvimento tedrico concluido hé algum
tempo, a aplicagao pratica do algoritmo EM sempre foi restrita devido & sua
lenta convergéncia e, consequentemente, ao seu esforco computacional elevado.

Gracas a qualidade superior, & modelagem flexivel, ao fato de assegurar au-
tomaticamente a nao negatividade da imagem, entre outras razoes, as imagens
estatisticas continuaram atraentes e estimularam a procura de métodos mais
rapidos para resolver (8). Dentre as técnicas utilizadas com maior sucesso, ainda
que com implementagao muito simples, estao as baseadas em uma atualizacao
incremental da solucao. Em todos estes métodos, as iteragoes sao compostas de
diversas subiteragoes, nas quais apenas um subconjunto dos dados é conside-
rado de cada vez. Espera-se que, em cada uma destas subiteracoes, a melhora
na solugao seja equivalente a uma iteragao completa de um algoritmo nao in-
cremental, porém com o esfor¢co computacional reduzido proporcionalmente ao
tamanho do subconjunto considerado. Esta abordagem tem diversas caracte-
risticas que sdo convenientes ao caso de tomografia por emissdo e merece um

estudo mais aprofundado.

Objetivos

A intencao desta monografia é apresentar e discutir métodos incrementais cuja
a convergéncia é garantida pela diminuicao controlada do tamanho de passo
(também conhecido como parametro de relaxacdo) de tal forma que o erro na
aproximagao do gradiente ao fim de uma iteragdo completa torne-se menor com
o passar das iteragoes.

H4 dois principais objetivos na presente dissertacao. O primeiro é fornecer
demonstragoes de convergéncia para tais algoritmos. Recentemente, Ahn e Fes-
sler [AhF03] apresentaram resultados interessantes para o caso mais geral em
que um termo a priori pode ser incorporado a fungao objetivo. Seus métodos
envolvem, porém, uma alteracdo da funcao de verossimilhanca a fim de garantir
a limitagao e continuidade de Lipschitz do gradiente na regiao factivel. As de-

mostracoes que serao aqui apresentadas excluem a necessidade desta alteragao
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(que tem o custo de uma iteragdo), ao menos para o caso fundamental sem
regu-larizagéo (8), e permitem que o tamanho de passo possa variar de acordo
com as subiteracoes do método. O segundo objetivo é estudar como a forma de
diminuicao do tamanho de passo pode influenciar a convergéncia do algoritmo
e a qualidade da imagem reconstruida quando comparadas a resultados obtidos
com métodos sem relaxagao.

Incidentalmente, é dada uma visao intuitiva do algoritmo de Retroprojecao
Filtrada com a intengdao de estimular o interesse pela maior flexibilidade da

modelagem estatistica em relagao ao modelo das projecoes.



Capitulo 1

Tomografia por Emissao de
Pésitrons

O presente capitulo destina-se a dar uma descrigao mais minuciosa dos efeitos
presentes em uma leitura PET sem se deter em aspectos quantitativos. O en-
tendimento destes fenomenos abre espago para modelagens mais sofisticadas,
que tendem a diminuir a influéncia do ruido na imagem reconstruida porque
levam em conta vérias das possiveis fontes da flutuacao nos dados, indo além
da simples consideracao do fato de que a emissdo de positrons é um fendémeno

de Poisson.

1.1 Emissao e Desintegracao de Poésitrons

A emissao dos positrons pelo is6topo radioativo é um fenémeno intrinsecamente
aleatério regido por uma distribuicao de Poisson, ou seja, o nimero de pésitrons
emitidos por unidade de volume em um dado espago de tempo é uma variavel
aleatéria de Poisson com parametro proporcional a concentragao média do mar-
cador naquele volume e espago de tempo. Nas situagoes em que uma leitura
PET é executada, esta concentragao varia com o tempo. Entretanto, em grande
parte dos casos, o interesse clinico estard em elementos estaticos do paciente e a
variacao da concentragao do marcador ao longo do tempo nao serd fundamental

na identificagao destes elementos, pois ela ocorrerd devido ao decaimento do

19
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marcador, que ocorre de forma proporcional & concentragdo do mesmo, fazendo
com que a leitura seja equivalente a uma tomografia de uma imagem estatica
cujo valor é proporcional a concentragao inicial da imagem. Mais precisamente,

teremos f(x,t) = e * f(x,0), onde A é uma constante caracteristica do marca-

dor. Logo
T T
1— e—)\T
// f(x,t)dxdt://e_”\tf(x,O)dxdt:/ — f(x,0)dx.  (1.1)
R R R A
0 0
Assim, definindo f(x) := %f(x,O)7 podemos ver que, nesses casos, uma

imagem pode ser obtida utilizando o problema (8) apresentado na introdugao.

Uma vez que um pésitron é emitido, ele percorre um pequeno caminho até
que se aniquila em um encontro com um elétron, gerando dois fétons com energia
de 511keV que viajam em diregoes quase opostas. O fato da aniquilacdo nao
ocorrer no local exato da emissao do pdsitron pode ser levado em consideragao
nas fungoes a;(x) que representam a probabilidade de um pdsitron emitido no
ponto x ser detectado no par i de detectores. Da mesma forma, pode-se modelar
o fato da emissao dos fétons gerados pela aniquilacao nao ocorrer em diregoes
exatamente opostas. Seguindo os passos apresentados na introdugao, podemos
ver que estes ajustes apenas seriam notados nos coeficientes da matriz A na
fungéo objetivo do problema (8).

Veja a Figura 1.1 para uma ilustracao destes fenomenos. O desenho mostra
o ponto onde o pésitron foi emitido (simbolizado por X), o ponto onde ocorreu a
aniquilagao (ponto comum entre os circulos com + e — dentro), a trajetéria dos
fétons caso a emissao fosse exatamente em dire¢oes opostas (linha tracejada) e

a emissao que realmente ocorreu (linha sélida).

1.2 Atenuacao

Outro fendmeno a ser considerado é a atenuacao de fétons. Isto é, a possibilidade
de um dos fétons emitidos ser absorvido pelo objeto de estudo antes de alcancar
o anel detector fazendo com que apenas um dos fétons do par seja detectado

e, consequentemente, inutilizando a detecgdo. A fim de levar em consideracao
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Figura 1.1: Emissao e desintegracao de pdsitron.

este fenomeno, a solucao usual é efetuar uma tomografia prévia por transmissao
utilizando uma fonte de radiacdo com energia semelhante & dos fétons emitidos
na aniquila¢ao pésitron-elétron (511keV). O resultado desta tomografia permite
que os dados sejam corrigidos para levar em conta a atenuagdo ou que se possa
alterar a matriz A considerando o mapa de atenuagao, ou seja, a imagem obtida

pela tomografia por transmissao.

1.3 Espalhamento

Pode ocorrer que um dentre os fétons emitidos desvie sua trajetoria por espa-
lhamento. Uma vez que a energia dos fétons emitidos é bem conhecida, a perda

de energia correspondente ao desvio da trajetdria permite eliminar a detecgao
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Figura 1.2: Exemplo do fenémeno de espalhamento.

de fétons espalhados. Este efeito acabaria sendo levado em conta na tomografia
prévia por transmissao e incluido como parte da atenuagdo. Modelos mais
sofisticados podem ser pensados para considerar o fato de que ha uma janela
em torno de 511keV onde uma detecgdo é considerada valida. A Figura 1.2
mostra uma representagao esquematica do desvio que pode ser causado e como

o mesmo pode gerar uma leitura erronea na detecgao simultanea.

1.4 Outros Efeitos

Sem pretensdes de fornecer uma lista completa dos fenémenos presentes em uma
tomografia por emissao de positrons, foram identificados, nas secoes anteriores

deste capitulo, os efeitos que sdo dominantes em uma leitura PET. Existem
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ainda outros fenomenos secundarios que podem se tornar importantes, como
a possibilidade de mais de uma aniquilagdo ocorrer num espago muito curto
de tempo, tornando impossivel determinar quais detecgoes de fétons devem ser
emparelhadas, ou mesmo uma eventual movimentacao do paciente durante a
leitura, a qual poderia, em casos extremos, inutilizar o exame. Uma vez que
nao estd entre os objetivos desta dissertacao dissecar a fisica da Tomografia
por Emissao de Pésitrons, nem outros efeitos sao fundamentais na obtencgao
da imagem, nao ha razao para prosseguir com consideracoes acerca de detalhes

menos importantes, tendo sido as idéias basicas expostas com clareza.



Capitulo 2

Meétodos Analiticos

A intengao deste capitulo nao é fornecer uma fundamentagao tedrica rigida, mas
apenas apresentar uma intuicao sobre as idéias por tras dos métodos analiticos
que sdo comumente utilizados na reconstrucao de imagens em tomografia com-
putadorizada. Para a teoria omitida, as referéncias centrais sao os livros de Kak
e Slaney [KaS88] e de F. Natterer [Nat01], especialmente o segundo para a vali-
dacao rigorosa dos resultados esbocados aqui. Os algoritmos de real interesse
(métodos incrementais para recuperagao estatistica de imagens em tomografia
por emissdo) na presente dissertagdo serao discutidos com clareza de detalhes
em capitulos posteriores.

Vale a pena mencionar que as proje¢oes de uma imagem, conforme a definigao
que sera dada logo abaixo, equivalem, no caso bidimensional, & transformada de
Radon. Em dimensoes maiores, a ultima considera integrais sobre hiperplanos
ao invés de integrais de linha. Extensoes dos resultados apresentados abaixo
para o caso da transformada de Radon sao possiveis, o leitor interessado deve

procurar as referéncias acima.

2.1 Teorema da Projecao

Podemos definir uma imagem (em tons de cinza) n-dimensional como uma
funcao f : R™ — R. O resultado por trds dos métodos analiticos para obtengao

de imagens em tomografia relaciona a transformada de Fourier das projegoes

24
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com a da imagem. Como somente amostras das projecoes sao conhecidas pode-
mos conhecer apenas componentes abaixo de um limite de frequéncia no espago
de Fourier. Isto torna necessaria a hipotese de que a imagem seja banda-limitada,
ao menos aproximadamente, para que possamos reconstrui-la com algum grau
de precisao. Uma discussao relacionando a amostragem das projegoes com a
resolugao esperada para a imagem obtida estd fora do escopo da presente dis-
sertagao e pode ser encontrada em [Nat01].

Uma projecao é a integral de linha ao longo de uma reta. De forma precisa,
seja f : R™ — R a nossa imagem n-dimensional. Cada projecéo é calculada como
PIf() = [z f(x+td)dt, onde x,d € R" e ||d||z = 1. Por esta expressao
pode—se ver que as projegoes nao se alteram por translagoes de x na direcao de
d, de forma que geralmente restrige-se X ao conjunto d+ := {x|x -d = 0}. Isto
permite que P[f(-)] seja escrita (para d fixo) como uma funcio de R"~1 — R.
Seja B+ € R™*("=1) uma matriz cujas colunas formam uma base ortonormal

para d*. Assim, paras € R? 1
PIF()](d,s) := / f(Bts 4 td)dt. (2.1)
R

A transformada de Fourier de uma funcdo f : R™ +— C é definida, para

w € R”, como:

FUOUW) = [ flt)e ™ dt. (2.2)

R’n
Define-se também a transformada inversa de Fourier de f : R™ — C, para

t e R™:
1

B o TV W . (2.3)

FONE) =

Assumimos, por hipétese, que as transformadas de Fourier da imagem e das

projecoes existam e que a relacao de inversao abaixo vale:

FHFOION®) = FFHFOIO](6) = f(8). (2.4)

O teorema fundamental para reconstrucao de imagens pela suas projecoes,

conhecido como teorema da fatia de Fourier ou teorema da projecdo, pode ser
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obtido de maneira muito simples. Avaliemos F[P[f(-)](d,-)](v) usando a de-
finicao (2.1), para d, ||d||2 =1 fixo:

TRON] ) = [ DOl e s

:/ /f(Blersd)dse*iv'sds.
Rn—1 R

Agora, suponhamos que w € d*, isto significa que w = Btv para algum v €

(2.5)

R™ 1, mais precisamente v = B+"w. Notando que (BLTW) S =W- (Bls—l—sd):

F[PFO), )] (BLTW) = / / f(Bts + sd)e_iw'(BLSJrSd)dsds
P (2.6)
= | f(Bt)e ™ Btqg,

R7Z
Onde B=(d | BY)et= ( : ) Como BTB = I, det(B) = +1. Isto
implica que sob a transformagao de varidveis x = Bt teremos:

FIPLFON, )] (B w) = Tl (w). (2.7)

H&a uma contrapartida ébvia desta féormula:

FIPLFONA, )] (v) = FFONBV). (2.8)

O resultado acima demonstra que um hiperplano perpendicular a uma dada
dire¢ao da transformada de Fourier da imagem pode ser obtido pela transfor-
mada n— 1 dimensional das projecoes da imagem naquela diregao. Isto permite,
em principio, que a imagem seja reconstruida com o auxilio de (2.4) se projegoes

suficientes forem conhecidas.

2.2 Retroprojecao Filtrada

Se F[f(-)](w) for escrito em coordenadas cilindricas e a férmula de inversao da
)T

transformada de Fourier aplicada, teremos w = (wcosf wsenf ws - wn) €
a integral se torna:
1 s oo oo .
10 = / / / FO) (W)™ X wldwdws - - dwadd.  (2.9)
0 —o0 — 00
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0
Denotando v =  (wuws - we )’ By = (523«9[ ) e xXp =
n—2
(110050+1250n0 T3 e xn)resulta:
1 f iV-X
169 = g [ [ SUONBH e ufavan, (2.10)
0

—sen
Aplicando a igualdade (2.8) temos, paral dy = ( CO;‘Q );

1
(2m)"

f(x) = //}Rn_1 F[PIF))(dg, )] (v)|w|e™ ™ dvd. (2.11)
0

Agora, defina Q(x) = |z1|. A forma final da férmula de inversao fica:

1= [ 57 [0 ] 000 | Gaee. (212

Supondo que 6 tenha sido amostrado a intervalos regulares, A0 =

f(x) =~ % : g1 {5[?[f(.)](dm9, .)](.)Q(.)] (xpng)AD
k=0
1 m—1 (213)
= 5 2 0 [FI O duann )] 00| (500),
k=0

Esta férmula, que envolve uma operagao de filtragem (a multiplica¢do no espago
de Fourier), seguida de uma retroprojecao (a soma sob todos os angulos) dos
dados, é a base para o algoritmo de FBP (do inglés para Retroprojecao Filtrada,
Filtered Backprojection). Na prética, as transformadas de Fourier s@o efetuadas
via FFT e interpolagao pode ser necessaria para efetuar a retroprojecao.
Deve-se notar que a férmula acima pode ser obtida por outras transformacgoes
de variaveis, levando a resultados semelhantes. A melhor forma de girar a
diregao das projegoes durante a retroprojecao vai depender da geometria do
tomoégrafo. Numa leitura PET normal, o detector consiste de um cilindro em
torno da regido de interesse. A escolha 6bvia é, portanto, girar em torno do
eixo do cilindro detector. Uma discretizagao deste eixo seria equivalente a uma
sequéncia de operagoes bidimensionais ao longo de fatias transversais, tornando

este o caso especial de maior interesse.

INeste caso, 0 representa o vetor coluna de zeros com n — 2 componentes.
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Figura 2.1: Amostras das projecoes vistas no espaco de Fourier.

Observando a figura 2.1 pode-se ter uma visdo mais intuitiva de cada um
dos passos envolvidos em (2.13). Cada uma das linhas tracejadas é obtida pela
transformada de Fourier de uma das projegoes, conforme (2.8). Notando que,
conforme a frequéncia aumenta, a densidade dos pontos no espaco de Fourier
diminui, justifica-se o passo da filtragem em que é dado o devido peso as compo-
nentes de cada projegao no espago de Fourier. De fato, a filtragem seguida da re-
troprojecao equivalem, aproximadamente, a inversao de Fourier da funcao radial
por partes obtida completando as fatias kA0 < 0 < (k+1)A0, k=0,...,m—1

com valores constantes iguais ao das transformadas das projegdes amostradas

F[PIF)](dras, )] (V).



METODOS ANALITICOS 29

2.3 Outros Filtros

Desconsiderando efeitos de espalhamento, atenuacao e a largura nao nula dos
detectores, se a contagem de fétons de uma leitura PET for alta o suficiente,
de acordo com a lei dos grandes numeros, os dados podem funcionar como
projecoes da distribuicdo do marcador na regido de interesse e, desta forma, as
idéias acima poderiam ser utilizadas para a obtengao da imagem desejada.

A experiéncia mostra, entretanto, que a flutuagdo estatistica em PET é
grande demais para ser desconsiderada e a utilizacdo do filtro |w| pode ampli-
ficar demais as componentes de alta frequéncia do ruido e, por isso, melhores
resultados podem ser obtidos multiplicando este filtro, no espago de Fourier, por
algo que tire a énfase das frequéncias mais altas.

Vejamos uma ilustragao desta idéia com um exemplo numérico simples, uti-
lizando o algoritmo de FBP descrito acima. Primeiro na versao original e depois
multiplicando o filtro |w| por uma funcao sinc ?(filtro de Shepp-Logan). Na Fi-
gura 2.2 podemos ver, na imagem, o efeito benéfico da desenfatizacao das altas
frequéncias, que torna a imagem mais suave. A filtragem pode, porém, suavizar
demais, tornando as bordas menos definidas.

A imagem utilizada foi o conhecido espectro de Shepp-Logan?®, visto na Fi-
gura 4.1 (definigdes detalhadas serdo dadas no capitulo 4). Os dados foram
adquiridos com 120 vistas igualmente espagadas e o nimero de coincidéncias
contadas foi 715,863. Cada projegao foi calculada e depois ruido de Poisson foi
aplicado. A largura ndo nula do detector foi ignorada, assim como todos outros
efeitos presentes numa leitura PET.

A Figura 2.3 ilustra o efeito do ruido na transformada de uma projecao. De
cima para baixo temos: a transformada de Fourier (em valor absoluto) de uma
das projecoes; o mesmo para o caso com ruido, evidenciando as componentes

de alta frequéncia introduzidas; por fim, o efeito do filtro sinc.

2A fungdo sinc é definida como sinc(z) = %, se  # 0 e sinc(0) = 1.
3A palavra “espectro” parece ser a mais apropriada traducdo do termo inglés “phantom”
geralmente utilizado em processamento de imagens. O vocdbulo “fantasma” guardaria maior

equivaléncia com “ghost”, ambos associados mais fortemente ao sobrenatural.
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|ow|sinc(w/(0,8m))

Figura 2.2: Comparagao entre filtros em FBP.
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Figura 2.3: Efeito do ruido na transformada de uma projegao.



Capitulo 3

Reconstrucao Estatistica de
Imagens em Tomografia por
Emissao de Poésitrons

No capitulo anterior, foram apresentados métodos analiticos para a reconstrugao
de imagens por projecoes que podem ser utilizados em PET. As hip6teses para
a utilizacao destes métodos sao, entretanto, muito simplificadoras. Melhores
resultados podem ser obtidos com a modelagem estatistica apresentada na in-
troducao, ja que muitos dos efeitos presentes na leitura podem ser incorporados
ao problema de forma natural. A modelagem mais sofisticada apresenta, porém,
a contrapartida de ser um problema impossivel de ser resolvido analiticamente,

tornando necessario o uso de métodos iterativos para aproximarmos a solugao.

A abordagem estatistica leva a um programa nao linear convexo. Como ar-
gumentado na introducgao, praticamente qualquer método padrao proposto para
a sua solugao envolve o célculo do gradiente da fungao objetivo em cada iteracao.
Devido as dimensoes do problema, o custo computacional desta operagao é bas-
tante elevado, tornando necessaria uma alta velocidade de convergéncia. Neste
capitulo serao apresentados métodos para a solucao deste problema, comegando
com o algoritmo EM e prosseguindo com alguma de suas versoes incrementais.
Aspectos praticos de escolha de parametros serdao abordados no capitulo 4, dei-

xando os estudos tedricos de convergéncia para o capitulo 5.
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3.1 Expectation Maximization Classico

As condigoes KKT para (8) sao:

y; >0 i=1...,n; (3.1a)
‘u;ky; =0 j=1...,m (3.1b)
w; >0 j=1,...,n; (3.1c)
m
bi * -

=1

Multiplicando cada uma das equagdes (3.1d) por y; e utilizando (3.1b) temos:

. Y5 SN aggb )
Y, = ™ " ]:1,...7”/. (3.2)
T Yitay o (Ayr)

Partindo de qualquer ponto inicial y(® e R” ., o algoritmo EM (Expectation
Maximization) é definido como a iteragdo de ponto fixo implicita na condicdo

necessaria para otimalidade acima:

( y(k) T agb
E+1) § i50i .
g Doity i ; (Ay®)); Y
E facil ver que estas iteragoes mantém a positividade da solucao inicial.
Outra caracteristica interessante pode ser obtida somando s jy(.kH) na definicao
do algoritmo, onde s; = >0 | a;;:
n m
k+1
Zsjyj(» T = Zbi vy®) e R™. (3.4)
j=1 i=1

Isto mostra que qualquer que seja a solugao inicial, a iteracao seguinte terd
uma contagem de fétons compativel com os dados. Outro ponto de interesse
no algoritmo EM é que nao apenas ele converge globalmente para uma solugao
de méxima verossimilhanga, como converge monotonicamente. A implicacao
pratica é que podemos partir de qualquer estimativa e melhorar a verossimi-
lhanga com uma iteragdo do algoritmo. Para demonstragao destes resultados
veja [VSKS85] e as referéncias contidas no artigo.

Apesar de todas as caracteristicas atraentes, o algoritmo EM apresenta uma

razao de convergéncia proibitiva, podendo levar vérias centenas de iteragoes
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para atingir convergéncia numérica. Um outro ponto negativo é que a imagem
de maxima verossimilhanga pode apresentar um aspecto “granuloso”, efeito de
uma excessiva adequagao da solugao aos dados. Se, partindo de uma solugao
inicial homogénea, as iteracoes do algoritmo forem interrompidas precocemente
pode-se evitar (ou ao menos controlar) a amplificagao excessiva do ruido. Mesmo
nestes casos, ainda € necessério iterar algumas dezenas de vezes para a obtengao

da imagem.

A Figura 3.1 mostra uma comparacao simples entre FBP e EM efetuada
aplicando os dois algoritmos ao mesmo conjunto de dados. Podemos ver que,
apesar de ambas reconstrugoes serem altamente afetadas pelo ruido, a solugéo
de méaxima verossimilhanca nao apresenta os elementos “radiais” apresentados
pela imagem analitica. Apesar da imagem de FBP exibir um melhor contraste,
a imagem de méaxima verossimilhanga pode ser facilmente corrigida aplicando
uma estratégia de truncamento. Em contrapartida, na Figura 2.2, vemos que
um filtro apropriado em FBP pode gerar um resultado mais suave do que o
obtido pelo algoritmo EM. O numero de iteragoes utilizados para o algoritmo
EM foi da ordem de grandeza do que é recomendado em [VSK85], valor obtido

experimentalmente.

Na Figura 3.2 as imagens obtidas por FBP com o filtro sinc e a de maxima
verossimilhanga sao exibidas apds normalizadas: as componentes abaixo de zero
sao zeradas e os valores acima de um limite superior ¥,,q; sao truncados e
exibidos como se valessem ¥,q.'. Nota-se que, por inspecao visual, é dificil

determinar qual é melhor reconstrucao.

Vale lembrar que os testes nao simularam varias das fontes de ruido que
podem ser modeladas no método estatistico e sao ignoradas por FBP. Além

disso, o algoritmo EM nao requer a escolha de nenhum pardmetro, enquanto

tivemos que escolher, por inspegao, o fator ﬁ usado no algoritmo de FBP.

Resultados como estes estimularam a busca de alternativas para a solucao de

(8) sem o peso computacional imposto pelo algoritmo EM.

1Foi utilizado ymaz igual a 95% do maior valor obtido na imagem de FBP.
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FBP — || EM — Iteracdo 40

Figura 3.1: Comparacao FBPxEM.

FBP — |ow|sinc(®w/(0,87)) EM — Iteracao 40

Figura 3.2: Comparacao FBP xEM, imagens normalizadas.



RECONSTRUGAO ESTATISTICA DE IMAGENS EM PET 35

3.2 Gradientes Incrementais

Seja o problema

N
minc(y) = p_aly)
2 5
sa.: yeX
Onde ¢(y) : R” — R séo funges convexas e X é um subconjunto néo vazio,

fechado e convexo de R™. O método dos gradientes incrementais é definido

como:
yF0) = y(k)
y D — py <y(k,lfl) — Ve (y(k,za))) (3.6)
y D) — (kN
Onde Px(y) := argmingex [|[x — y||. Se os gradientes V¢; sdo limitados em

conv{y(kvl)} e o conjunto das solucoes dtimas é nao vazio e limitado, as seguintes
condigoOes para o tamanho passo sao suficientes para a convergéncia do algoritmo

para uma solugao étima:
oo o0
A >0, Y Ap=o00, Y A <oo (3.7)
k=0 k=0

Veja o artigo de Nedi¢ e Bertsekas [NeB01] para a demonstragio deste resultado.

A aplicagao deste método ao caso de tomografia por emissao esbarra na
possivel nao limitagao do gradiente. Nao é dificil ver que podemos substituir
a func@o objetivo por uma aproximacao linear ou quadritica nas vizinhancas
de descontinuidades, de forma a contornar este problema sem alterar a solugao
de méxima verossimilhanga. O algoritmo OS-SPS (Ordered Subsets - Separable
Paraboloidal Surrogates) [AhF03] precisa de uma modificacao deste tipo e inclui
uma pré-multiplicacdo do gradiente por uma matriz constante diagonal definida
positiva.

A grande vantagem dos gradientes incrementais é vista quando os gradientes
Ve (y) se assemelham, em direcdo, a Ve(y). Neste caso, cada subiteragao é
praticamente equivalente a uma iteracao do método nao incremental, com o

custo computacional reduzido proporcionalmente ao nimero de subiteragoes.
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3.3 Ordered Subsets - Expectation Maximiza-
tion

O primeiro algoritmo que pode ser reconhecido como uma aplicagao de métodos
incrementais para reconstrucdo de imagens em tomografia é ART (Algebraic
Reconstruction Technique), veja o trabalho de Herman e Meyer [HeM93]. ART
nao procura resolver o problema de maxima verossimilhanga, mas sim um pro-
blema de quadrados minimos ponderado.

Para resolver (8), entretanto, o primeiro algoritmo incremental? ampla-
mente reconhecido foi OS-EM (Ordered Subsets - Expectation Maximization)
de Hudson e Larkin [HuL94]. A idéia é aplicar, sucessivamente, iteracoes EM
a subconjuntos dos dados. Precisamos escolher N subconjuntos N; de indices

tais que:
N
UN={L...om}eNinN; =0, i#j. (3.8)
=1

A definicao de OS-EM é, entao:

y(k70) (k)

=Yy
(k,1—1)
(ki) _ 2o bis; I=1,...,N (3.9)
J ZiENz a7] e, (Ay(k),lfl))i ) ) 3
gD — 3 (N
Estas subiteragoes podem ser escritas como:
y(k,z) _ y(k,l—l) + D, (y(k,l—l))VLl (y(kJ—l)). (3.10)

Onde D,(y) := diag {ﬁ]z“”} e Li(y) == X jen, {bilog(Ay)i — (Ay)i}. Esta
expressao nos remete a (3.6), mas alguns detalhes saltam a vista: o algoritmo
dispensa a operagao Pr, porque é multiplicativo e, portanto, garante a positi-
vidade de cada iteracao; nao ha uma estratégia de diminuigao do tamanho de
passo, o que impede a convergéncia no caso em que o sistema Ay = b é inconsis-

tente. Nestes casos, o algoritmo alcanga um ciclo limite dentre as subiteragoes.

Finalmente, o algoritmo deixa em aberto o niimero e a escolha dos subconjuntos.

2Na comunidade de tomografia, algoritmos incrementais sio conhecidos como algoritmos
de “subconjuntos ordenados”. Em inglés, ordered subsets ou, sucintamente, OS.
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EM — Iteragao 10 OS—EM — 10 subconjuntos — Iteragao 1

Figura 3.3: Comparacio EMxOS-EM (10 subconjuntos).

EM — Iteragao 20 OS—EM — 10 subconjuntos — Iteracao 2

Figura 3.4: Comparacao EMxOS-EM (10 subconjuntos).
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EM — Iteragao 30 OS—EM — 10 subconjuntos — Iteragao 3

Figura 3.5: Comparacio EMxOS-EM (10 subconjuntos).

EM — Iteracao 40 OS—EM — 10 subconjuntos — Iteragao 4

Figura 3.6: Comparacao EMxOS-EM (10 subconjuntos).
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Mesmo sem ser globalmente convergente, OS-EM apresenta uma aceleragao
notavel nas primeiras iteragoes e foi adotado em alguns tomografos comerciais
de PET. As figuras 3.3 até 3.6 exibem uma comparacdo entre as iteragoes do
algoritmo EM e as de OS-EM com dez subconjuntos. Como podemos ver, a
equivaléncia entre uma iteragao completa do algoritmo EM e uma subiteragao
OS-EM é muito proxima, ao menos nestas primeiras iteragoes.

Os dados utilizados foram os mesmos dos exemplos anteriores. Cada

subconjunto foi formado por todas as projecoes de 12 angulos, igualmente

espagados. Os angulos amostrados foram 0°;1,5°;...;178,5° o primeiro sub-
conjunto compunha-se das projecoes nos angulos 0°2;15%...;165°, o segundo
1,59;16,5%;...;166,5°, e assim sucessivamente.

3.4 Row Action Maximum Likelihood Algo-
rithm

O algoritmo OS-EM, apresentado na secao anterior, nao converge, em geral,
porque é um algoritmo incremental com tamanho de passo fixo. Pode-se tornar
OS-EM convergente diminuindo gradualmente o nimero de subconjuntos, caso
em que o algoritmo se reduz ao EM classico nas tltimas iteragoes. Outra opgao
é adotar uma estratégia de diminuigdo do tamanho de passo. A aplicacdo deste
tipo de estratégia em OS-EM ndo garante a convergéncia para a solugdo de
méxima verossimilhanga porque as fungées D;(y) ndo sdo iguais para todas as
subiteracoes [AhF03], [BrP96]. A solucdo é utilizar a mesma fungao em todas
as subiteragoes. O algoritmo resultante ¢ RAMLA (Row Action Maximum

Likelihood Algorithm), proposto por Browne e De Pierro [BrP96):
yF0) = y ()
y D =y &0 L N D(y BN VL (y*®Y), 1=1,..., N (3.11)

yUtD) — ().

Onde D(y) = diag{%}, p; > 0. Para efeitos tedricos de convergéncia, a
J
escolha dos fatores p; ¢ indiferente ¢ nem é um objetivo desta dissertagao

discutir os efeitos praticos de tal escolha. Duas sugestoes interessantes sao
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pj = max { D ien, aij} e p; = %, ja que se A, for mantido constante

igual a 1 e N = 1 (um dnico subconjunto contendo todos os dados), RAMLA
se reduz ao EM cléssico.

Além do ntmero e da composicdo dos subconjuntos, RAMLA exige a es-
colha dos pardmetros A;. Se L(y) é estritamente concava, as condigdes (3.7)
para o tamanho de passo garantem a convergéncia da sequéncia y*) gerada
pelo algoritmo® para a solucdo de méxima verossimilhanca. Estas condicoes
sao, entretanto, assintdticas e nao determinam completamente o conjunto de
parametros, permitindo que os primeiros sejam determinados por meio de “trei-
namento” (veja a secdo IIT de [BrP96]) e apenas depois, estratégias de dimi-
nuicao do tamanho de passo sejam adotadas. Na literatura, por exemplo em
[AhF03] e [TaK03], os tamanhos de passo adotados sdo?, normalmente, O(+).
As condigoes (3.7) permitem, entretanto, que regras com comportamento as-
sintotico igual a O k?lﬁ ,0 € (0, %] sejam adotadas. De Pierro relatou (via
comuniagao oral) resultados melhores (em termos de maximizagdo da veros-
similhanga) com regras O(ﬁ) Apesar destas regras nao se encaixarem nas

demonstragoes de convergéncia a seguir, com a adocao de § suficientemente

pequeno podemos aproximar o comportamento delas.

3.5 Dynamic RAMLA

Se o tamanho de passo puder variar dentre as subiteracoes de RAMLA, teremos:

y 50 = (k)

yED = y®=D A D(y BN YL (yBEY),) =1, N (3.12)

(k+1) (k,N)

y =Y
Esta flexibilidade pode permitir escolhas para o tamanho de passo que favoregam
a qualidade da imagem. Uma forma interessante de variar estes parametros,

proposta em [TaK03], procura fazer com que a propagagdo do erro estatistico

3E necesséria uma condigao do tipo A < A, para algum A > 0 que garanta a positividade
das iteragoes. Detalhes sobre a existéncia de tal A\, sobre condigoes para a convexidade estrita
de L(y) e sobre as demonstragoes de convergéncia serdo dados no capitulo 5.

4Neste paragrafo, por uma questio de concisdo, O(f(k)) significa também o( f(k))
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de cada projegao seja equilibrada ao fim de cada iteragdo. Com o tamanho de
passo constante durante uma iteracao completa, as chances de que o ruido das
projecoes processadas nas ultimas subiteracoes tenha uma influéncia maior na
imagem sao grandes.

Num primeiro momento, imaginemos que os subconjuntos que vamos utili-
zar sejam compostos de uma projecao apenas cada um. Por uma questao de
simplicidade, consideraremos que o dado b; é acessado na i-ésima iteragao. E
claro que esta segunda hipdtese nao representa perda alguma de generalidade,
ja que podemos denotar por b; qualquer uma das contagens obtidas e reordenar
de forma adequada as linhas de A. A argumentagcao contida em [TaK03] comega

reescrevendo (3.12):

(k,1—1) b
gy =y ai; ( (kll—1> B 1)
pj (Ay ) (3.13)
k,l—1 ’
O 3/]( )a (b= (Ay®m),
— p; U\ (Ay®RED), )
Denotemos por y a imagem real desejada. A igualdade acima pode ser aproxi-
mada por:
OO (kl 1) by — (Ay(k’ll))z)
+ Ak Yi, ( . (3.14)
Y lp Y (Ay)

Se y®!=1) & igual & imagem real e b; for escrita como (Ay); + ¢, sendo € o

desvio estatistico, teremos, por (3.13):

(kD) _ . _ Amyjaie 315
yj y] pg(Ay)l ( )

Agora, utilizando (3.14) e supondo que b; = (Ay);, i # I:

k41 ALY QL€ Akl+1Y501415
y( +1) GAGE | Aki+1Y; +]<A(y7y(k,l)))

J T opi(Ay)n o pi(Ay)in I+1
Aty Q€ Aki+1Y; 1415 /\kzy]alj
= 3.16
pi(Ay)  pi(Ay)is Z I Ay)e (3.16)
_ Amyje { ._>\kl+1al+1jgll+1}
pi(Ay) U (Ay)i4+1

Onde gmn = >_7_, W Entéo, seja €* a componente do erro na projecio
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(Ay(k,lJrl))l:
e = (Ay®HD), — (Ay), = (A(y(k,l+1) _ y))z
N zn: a Ak1y;€ {GZ' A1 }
2,y \"M T Ay (3.17)
Ari€ { >\kl+1§l21+1}
= n—
(Ay) (Ay)i+1
Assim, podemos escrever
€ Ju Ji+11+1 Ju+1gu+1
— & A {1—>\kl 1 = } 3.18
€ (Ay) T AY)i1 Gubirii (3.18)
Assumindo que® gy ~ (Ay);, Girus1 ~ (Ay)i1 e g—; ~ ¢, ¢ constante entao
encontramos
6*
- Art(1 = Arig1gu+17)- (3.19)
Onde g; = 21 Uy Repetindo este raciocinio sucessivas vezes

Vit ay?”
(k)

. L ~ (1), _
podemos definir uma aproximacao €,"’ para a razao ((Ay Ji—(Ay)

Ay B0 —(Ay), > que€ 8¢

ria uma medida da eficiéncia com que o ruido se propaga a partir da [-ésima
projecao:

m

El(k) = A\ H {1 — )\kigli2}- (3.20)
i=l+1

. ) . k) .

O interesse agora é escolher valores de Ay tais que El( ) seja constante em
cada iteragao. Os valores apropriados poderiam ser determinados por algum
método iterativo. Porém, se substituirmos ¢;;2 por uma constante denotada por

% (por exemplo a média entre os 9112), utilizando Ay = teremos:

(k) Bo 1
£ ~ —
! Bo +1+~k Z_le_J[rl

Bo
Bo+l+~k
{1 — /601}

Bo + i+ vk Bo

__ B ﬁ {50+(i—1)+7"7} (3.21)
Bo+l+ak 20 Bo+i+k

_ Bo Potl+k _ Bo
Bo+1+~kBo+m+~k  Bo+m+~k

Que nao depende de [, como desejado.

5De acordo com [TaK03], estas hipéteses sio aproximadamente verdadeiras quando a ima-
gem ¢é um disco uniforme, as linhas da matriz A estao normalizadas e p; = max;—1,....m a;;-
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Agora vamos a fatos simples acerca desta sequéncia que fazem com que ela se

adeque as hipdtese das demonstracoes de convergéncia do capitulo 5. Primeiro,

é 6bvio que limy_, o f\—’;; =1,l=1,...,m e que a razao /\;\il é limitada. Além

disso:

Bo B Bo

Go+1+~k Go+1+~k

p (ﬁ()+l+’7k—(ﬂo+l+’yk))<ﬁ0(l—1)
N Go+ 140 (Bo+1+7k) ) = 22

|Ak1 — Awi| =

(3.22)

Isto permite mostrar que [Ag1 — M| = O(M2), I = 1,...,m, o que vai ao
encontro das condicoes utilizadas no capitulo 5 para garantir a convergéncia
do algoritmo. Se utilizarmos valores apropriados para p; (por exemplo p; =
l:I{l,.a.},(N { ZieNl aij }) podemos garantir a positividade das iteragoes e assegurar
que DRAMA converge se L(y) for estritamente concava. Isto demonstra a
conjectura aventada por Tanaka e Kudo em [TaK03] sobre a convergéncia do
método. Para detalhes sobre a adaptacao deste raciocinio para subconjuntos

compostos por mais de uma projegao, o leitor pode procurar o referido artigo.



Capitulo 4

Simulacoes Numeéricas

Neste capitulo, procura-se dar uma amostra dos resultados esperados com o uso
de alguns dos algoritmos expostos no capitulo anterior. Nenhum experimento
com DRAMA ¢é realizado, o leitor deve se reportar a [TaK03] para resultados
obtidos com o método. O objetivo principal, que guia a organizagao dos testes,
é compreender que tipo de sequéncia de parametros de relaxagao pode ser utili-
zada em RAMLA a fim de torné-lo competitivo (seja com relagao & convergéncia
ou a qualidade da imagem) com OS-EM. O interesse é, portanto, comparar o de-
sempenho dos algoritmos e de forma alguma procura-se fornecer uma validagao
dos algoritmos; uma vez que ambos vém sendo empregados largamente isto é

desnecessario.

4.1 Simulando a Leitura de Tomografia por
Emissao de Pésitrons

Nesta dissertacao, um espectro é uma imagem discretizada utilizada para gerar
os dados que simulardo a tomografia'. Em todos os experimentos realizados,
a leitura foi simulada com uma projecao do espectro seguida pela aplicagao de
ruido de Poisson. A projecao é calculada como Ax onde cada coeficiente a;; é
igual ao comprimento da interseccao entre a linha ¢ ligando o centro de cada

um dos detectores do par ¢ e o pixel j. Nao foram simulados efeitos como o

IN3o h4 risco de confusdo com o termo homénimo, utilizado com o significado da repre-
sentacdo da imagem no espago de Foutier.

44
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espalhamento e a atenuacdo dos fétons ou a distancia percorrida pelo féton
antes de se aniquilar com um elétron. A Figura 4.1 exibe a discretizagao do
espectro de Shepp-Logan, cuja definicao pode ser encontrada no capitulo 3 de
[KaS88]. Nas figuras 4.2 e 4.3 temos, respectivamente, as proje¢oes da imagem
e o resultado apds a simulacao do ruido de Poisson. A contagem aproximada de
fétons desejada pode ser obtida por uma normalizagao apropriada da imagem

antes do ruido ser gerado.

4.2 Avaliando as Reconstrucoes

E necesséria a adogao de um critério preciso para a avaliagao da qualidade da
imagem. Uma das formas mais simples de quantificar a qualidade da recons-
trugao é a distancia euclidiana entre a imagem reconstruida e o espectro utili-
zado. Uma vez que diferentes imagens podem ter intensidades totais diferentes
é preciso que um fator de escala que leve isto em consideragao seja introduzido.

A precisao pontual é definida como:

(4.1)

Onde z é o espectro utlizado, y é a imagem obtida pelo método sendo avaliado

eZi= 10 %
4.3 Composicao e Ordenacao dos Subconjuntos

Os parametros livres dos algoritmos apresentados no capitulo anterior sao o
numero de subconjuntos, a composicao destes subconjuntos, a ordem em que
eles serao processados e a sequéncia de parametros de relaxagao. Em experi-
mentos preliminares com OS-EM, foram testadas, para diversos graus de incre-
mentalidade, quatro diferentes formas de escolher e ordenar os subconjuntos. A
forma dos subconjuntos utilizados, a maneira como eles foram ordenados e os
resultados dos testes sao o assunto desta segao.

Quanto aos subconjuntos propriamente ditos, os testes utilizaram duas

possiveis escolhas. Em ambas, todos os subconjuntos continham um
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Figura 4.1: Espectro de Shepp-Logan.
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0 20 40 60 80 100 120

140 160

Figura 4.2: Transformada sem Ruido.

0 20 40 60 80 100 120

Figura 4.3: Transformada com Ruido — "

m
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140 160

, bi = 715.863.
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ndmero igual de vistas®?. No primeiro caso, os subconjuntos, que fo-
ram chamados de “subconjuntos sequenciais”, compunham-se das vis-
tas {®(I—1)+1,%(—1)+2,...,%l}, onde | é o nimero do subcon-
junto. A segunda forma de compor os subconjuntos, chamada de
“subconjuntos equilibrados”, tinha cada subconjunto formado pelas vistas
{l,I+ N, l+2N,.. I+ N(® - 1)}.

Com relagao a ordem de processamento dos subconjuntos, as duas opgoes
utilizadas foram a “sequéncial natural” N1, No, ... , Ny e a “sequéncia perpendi-
cular”, descrita no trabalho classico de Herman e Meyer [HeM93]. Combinadas
com as duas formas de escolher os subconjuntos, estas ordenagoes nos dao qua-
tro possibilidades para testarmos o comportamento de OS-EM. A fim de dar
uma noc¢ao mais pictéria do significado destas escolhas, as figuras 4.4 até 4.7
mostram a duas primeiras subiteragées de OS-EM para cada uma das possiveis
combinagoes de ordenagao/composigao dos subconjuntos. Foram utilizados 24
subconjuntos, cada um composto de 5 vistas. A imagem utilizada para iniciar o
algoritmo era uniforme, o que permite depreender, nestas primeiras subiteragoes,

uma boa noc¢ao da formagao dos subconjuntos.

E importante comparar o desempenho do algoritmo utilizando cada uma des-
tas possibilidades. As figuras de 4.8 até 4.10 mostram a evolucdo da qualidade
da imagem obtida com as diferentes escolhas para os parametros em diversos
graus de incrementalidade. Podemos notar que quanto maior o nimero de sub-
conjuntos, mais critica é a importancia da ordenagdao e que os subconjuntos
sequenciais sofrem uma influéncia grande do modo como sao ordenados. Para
ambas composigoes dos subconjuntos, a sequéncia perpendicular sai em vanta-
gem. Além disso, as melhores imagens foram obtidas utilizando os subconjuntos
sequenciais, indicando que esta escolha seria a mais apropriada, quando combi-

nada com a sequéncia perpendicular.

2Uma vista é a colecio de todas as projecdes paralelas entre si e cada uma delas pode,
portanto, ser determinada pelo dngulo entre uma das projegées que a compdem e um eixo de
referéncia. Em PET, o angulo entre vistas consecutivas é constante, de forma que, se temos ¢
vistas e considerarmos que o eixo de referéncia pertence & primeira vista, a [-ésima vista seria
aquela com angulo de 1_711800 em relagao a tal eixo.
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Subiteragao 1 Subiteracao 2

Figura 4.4: OS-EM — Subconjuntos Sequenciais — Sequéncia Natural.

Subiteracao 1 Subiteracao 2

Figura 4.5: OS-EM — Subconjuntos Sequenciais — Sequéncia Perpendicular.
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Subiteragao 1 Subiteracao 2

- - =

il .

Figura 4.6: OS-EM — Subconjuntos Equilibrados — Sequéncia Natural.

Subiteracao 1 Subiteracao 2
-

1 1

Figura 4.7: OS-EM — Subconjuntos Equilibrados — Sequéncia Perpendicular.
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Precisao Pontual

Precisao Pontual
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Subconjuntos Sequenciais — Sequéncia Perpendicular
— — — Subconjuntos Balanceados — Sequéncia Natural
— - — - Subconjuntos Sequenciais — Sequéncia Natural

Subconjuntos Balanceados — Sequéncia Perpendicular

2 3 4 5 6 7 8
lteracéao

Figura 4.8: OS-EM — 6 Subconjuntos.

—0.6

—0.7+

Subconjuntos Sequenciais — Sequéncia Perpendicular
— — — Subconjuntos Balanceados — Sequéncia Natural

Subconjuntos Balanceados — Sequéncia Perpendicular

— - — - Subconjuntos Sequenciais — Sequéncia Natural
1 1 1 1 1 1 1

2 3 4 5 6 7 8
lteracédo

Figura 4.9: OS-EM — 12 Subconjuntos.
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-0.3

Precisao Pontual

Subconjuntos Balanceados — Sequéncia Perpendicular -
Subconjuntos Sequenciais — Sequéncia Perpendicular
— — — Subconjuntos Balanceados — Sequéncia Natural
— - — - Subconjuntos Sequenciais — Sequéncia Natural
1 1 1 1 1 1 1 1
10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
lteragao

Figura 4.10: OS-EM — 24 Subconjuntos.

4.4 Parametros de Relaxacao

Uma regra simples para os parametros de relaxacao que atende as condicoes as-
sintOticas para convergéncia utilizadas nas demonstracgoes do proximo capitulo
é N\ = ﬁiu onde a é uma constante positiva. Aplicamos esta regra com
a=1eX =1aRAMLA com p; = # e a sequéncia perpendicular de
subconjuntos sequenciais. Nos experimentos com RAMLA, nao basta informar
que usamos uma solugao inicial positiva uniforme, porque RAMLA n&o possui a
propriedade de auto-ajustar a imagem a contagem de fétons que OS-EM possui.
A fim de nao prejudicar o desempenho do algoritmo, a solucdo inicial utilizada
foil a imagem homogenea cuja transformada de Radon tem uma contagem com-
pativel com as dos dados. Outro problema que pode surgir é o aparecimento
de nimeros nao positivos nas primeiras iteragoes. Nestes casos, basta retornar
as componentes nao positivas a um valor positivo pequeno. A proposicao 1 do

préximo capitulo garante que para k grande o suficiente este expediente deixara



SIMULAGOES NUMERICAS 53

de ser necessario e as demonstracgoes de convergéncia se aplicam.

Como podemos ver pelo resultado exibido na Figura 4.11, utilizando esta
regra, RAMLA perde em velocidade para OS-EM quando o nimero de subcon-
juntos é pequeno, porém, no caso N=24, temos uma clara vantagem a favor de
RAMLA. Assim, fica claro que um melhor compromisso pode ser encontrado
entre o grau de incrementalidade do algoritmo e a velocidade de diminuigao do
tamanho de passo. Se quisermos a(N) uma funcao linear tal que a(1) = 0 (EM
Cléassico) e a(24) = 1 (situagdo a partir da qual RAMLA levou vantagem) tere-

N—1

mos a(N) = “5z=. A idéia é que, ao invés de utilizarmos A\ = ﬁ"“, utilizemos

_ Ao . . .
A = a(M)kFT» due No nosso caso se torna:

Ao

PR — (4.2)
Nk +1

Os resultados com esta férmula estao exibidos nas figuras 4.12 até 4.14.
Entre um e outro teste, alguns parametros da simulagdo dos dados (contagem
de fétons e nimero de vistas) foram alterados. Como tivemos um desempenho

excessivamente lento quando poucos subconjuntos foram utilizados, pareceu na-
Ao

= .

]

figuras 4.15 até 4.17. Deve-se frisar que mesmo que alguns parametros tenham

tural testar a alternativa A = Os resultados podem ser vistos nas
sido modificados, a imagem continuou com a dimensao de 128 por 128 pixels
constante durante os testes. Os resultados obtidos podem néao se repetir no
caso de imagens de tamanho muito diferente deste testado. A idéia bésica de

utilizar uma férmula do tipo Ay = pode, entretanto, ser mantida se o

Ao
N-—1
gkt
parametro d for corretamente dimensionado.

4.5 Interpretagao dos Resultados

Como as figuras de 4.12 até 4.17 mostram, nao é dificil encontrar uma sequéncia
de parametros de relaxacao que faca RAMLA atingir valores superiores para
a precisdo pontual do que os obtidos por OS-EM na maioria das iteragdes e
esta escolha é razoavelmente robusta com relagao a variagao de parametros da

simulacao tais como nivel de ruido e geometria do tomdgrafo. Este resultado
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Figura 4.11: OS-EMxRAMLA — >~ b; = 715,813 — 120 vistas.

1=

é interessante por que mostra que a adogao de critérios de parada tem mais
chance de obter boas imagens com RAMLA do que com OS-EM. Além disso,
estas sequéncias utilizadas encaixam-se com perfeicao aos resultados do proximo

capitulo que garantem a convergéncia de RAMLA.
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Figura 4.12: OS-EMxRAMLA — «(N)
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6 Subconjuntos
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N S b = 715,813 — 120
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Figura 4.13: OS-EMxRAMLA — «(N)
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N S b = 764,713 — 384
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Figura 4.15: OS-EMxRAMLA — «(N)
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Capitulo 5

Demonstracoes

Neste capitulo, os detalhes sobre a demonstragao de convergéncia para RAMLA
(que permite que o tamanho de passo seja varidvel dentre as subiteragoes e inclui

DRAMA) sao explicitados. As hip6teses utilizadas sdo as seguintes:
o yO eRY, , AR, p; >0;

e A fungdo L(y) é estritamente concava. Note que no caso de PET teremos

V2L(y) = —ATW(y)A, onde W (y) = diag{ } Desta forma, vemos

b;
) (Ay):®
que xTV2L(y)x = — HW(y)%AxH . Isto implica que L(y) é estritamente
2

concava (para m > n) se e somente se posto(W (y)2 A) = n.

e 0 < A\ < A, onde A foi escolhido de acordo com a proposicao 1 a seguir

e, denotando A\ = Ag1:

E A = o0, E )\kQ < 00, ‘)\k — )\kl| = O()\kQ); (51&)
k=0 k=0
Akl Ak
im — =1, < M. 5.1b
k—oo A Ak+1 (5.1b)

5.1 Regularidade

Nesta secao, sao fornecidos alguns resultados acerca da regularidade da
sequéncia gerada pelo algoritmo (3.12) quando aplicado a fungao objetivo

L(y) = Y it {bilog(Ax); — (Ax);}. O leitor deverd notar que as hipGteses

61



DEMONSTRAGOES 62

(5.1a) nao sao utilizadas — esta é a razdo pela qual a primeira das condigdes em
(5.1b) é considerada independente daquelas em (5.1a), mesmo sendo implicada
por elas —, porém a estrutura algébrica da funcao objetivo é sistematicamente
explorada. A hipétese A € R ¢ utilizada, sem aviso, em quase todas as
demonstracoes desta segao.

Primeiro, precisamos nos preocupar com a factibilidade da sequéncia y(*)

gerada por (3.12). A seguinte proposigao é 1til:

Proposicio 1 Eziste A > 0 tal que se 0 < Ay < X e y©@ ¢ R?, entdo
g >0, V4, k, L.

Demonstracdo: Suponha, por inducéo, que y5t—1 e R% -

(kD) (ki-1) Akt - b; _
yio =y <1+ o > a ((Ay(kvl—l))i 1))

i€N;

_ (5.2)
>yt (1 - & > aii) :
DPj iEN,
Onde )\, := max;{ A }. Isto significa que para obtermos y;k’l) > 0 é suficiente
que:
Akw <1, Vi kl (5.3)
j

Assim, se \p; < A, a desigualdade acima é satisfeita se:
A< min =29 (5.4)
Jil ZiENl Qi
De acordo com a hipétese p; > 0 para todo j, sempre poderemos obter um valor

de X positivo que respeite a desigualdade acima. Uma vez que y(©) e R%,, a

demonstracao esta completa.[]

Proposicao 2 Se, para dados C' eI, n > 0 € um limitante inferior da sequéncia
(Ay ), gerada por (3.12) com X\ escolhido de acordo com a proposicio 1,
0<X g <Xey® e R% |, entdo (Ay DY, 1 =1,...,N, k=1,... também é

limitada inferiormente por um niumero positivo.
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Demonstragao: De fato, de acordo com as hipéteses, se fizermos:

) Qi
A0 =1 - )\72163\“ 2y =miny". (5.5)
Dj gl

Entao, pela maneira como A foi construido, temos v > 0. Além disso, aplicando

(5.2) temos y*1+1) > yy (D TIsto leva ao conjunto de desigualdades:

y(kvc+i) 2 fyiy(k’c), 7= 17 e ,N - 07

yFHLD) > W N=Chig(kO) 51 1. .
Seja = yN~1. Entao:
yBCH) >y O =1 N = C;
yFFLD >y O =1 O 1. o
O que implica:
(AyFCF) > Ay * N > up >0, i=1,...,N-C; (5.8)

(Ay(k-‘rl,i))l > M(Ay(kvc))l > un > 07 1= 17. . .,C —1.

Isso finaliza a demonstracao porque as desigualdades acima valem para todo

k.OJ

Proposigéo 3 Com X conforme encontrado na proposicdo 1, 0 < Ap; < A,

Ak+1 < M, limg_, o0 Akz =1ey® e R™ ., a sequéncia gerada por (3.12) € tal
que (Ay(k’l ) € lzmztada inferiormente por um valor maior que zero sempre que

b[>0.

Demonstracao: Suponha que by > 0 e seja N¢g o subconjunto que contenha

I. Podemos descrever a iteracao (3.12) como:

N
yF:O) = k1.0 L (k=1,1-1) bi
=7 S P Y (e 1) |

Pi 2ot PEN;

c
1 (k,1—1) b;
o 2l 3 oy 1) | 09

J =1 iEN;
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De onde teremos:

N
(k) (k 1,0) Ak—1 Ak—11 yEL=1) -
y] b el D v D

1=C+1 =
c

Akl (ki-1) Akc O br

3 Y ’ Z aij + ~— Y; Qi \ Aotk o=, 1 . (5.10)
— Ak iex, Ak (Ay( N1

Como limy .o 4 M = 1, podemos escolher P tal que k£ > P — 1 implica )‘)\—’L’ > %

3 Agora seja v como definido em (5.5), entdo yFD > Hyki=1) =

1)>Oe,

Akl 3
€ Ak < 2°
k,i—1) <Y

. Assim, com

¥ (=, -

se denotarmos B = max; j Yy, Gij:

(k o) (k=1,C) , Mk (kC 1) (kC 1) by
2Y; +p]{ —Ky +2 ar ((Ay(kc 0y, —1)}.

(5.11)

Onde K = %MB Zf;}l % Neste ponto, restringimos a nossa atengao para

o conjunto de indices J; = {jla;; > 0}. Seja ¢; tal que ay; (2—5 - ) > 2K,

Vj € Jr. Agora analisamos os possiveis casos:
1. Caso (Ay*C=1); > ¢; entdo (Ay* ) > ~ep;

2. A ftnica situacdo restante é (Ay*C~V); < ¢;. Entretanto, isto im-

(k,C) (k—1,0)

plica y; , V5 € Jr devido a (5.11) e a maneira como

> Y
er foi construido. Isto claramente significa (Ay*©)); > (Ay*k=1.C)),.
Este limitante pode ser, entao, utilizado para a aplicagao recursiva desta

anilise: se nao encontrarmos limite inferior caindo no caso 1 teremos

(Ay®FON) > (Ay PO > 4C(Ay ).

A argumentacdo contida nos itens acima mostra que se denotarmos p <
minkzl’m’P{'}/€[7’YC(Ay(k))]}, entdo (Ay®)); > p, Vk. Uma vez que e; > 0 e
(Ay®)); > 0 para k = 1,..., P, entdo tal u pode ser escolhido maior que zero

e, assim, utilizando a proposicao 2 o resultado estd demonstrado.l]

Corolario 1 Sob as hipdteses da proposi¢cdo 3, 30 > 0 tal que se 'y € Fs, onde

Fs = {y| mingesomwiyny [y — x[| < 0}, entdo as derivadas de qualquer ordem
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de Li(y), i=1,...,N ezistem e sdo limitadas em Fs (como consequéncia todas

sao Lipschitz no conjunto Fy).

Demonstragao: Suponha que y € conv{y(kvl)}. Isto significa que ou y €
conv{y®*D} ou y é o limite de uma sequéncia de pontos de conv{y*)}. Na
primeira hipétese, sabemos pela proposicao 3, que se by > 0 entao existe &5 > 0

tal que:

(Ay)r = a(Ay®D); + (1 — ) (Ay=D); > &

Isto também implica que se y for um ponto de acumulacio de conv{y®*} e
by > 0, entdo (Ay); > &;. Logo, se by > 0 e y € conv{y®)} entao (Ay); > &;.
Agora, seja Bs(y) := {x|||x — y|| < 0} e faga § < % entdo x € Bs(y) =
ly = x|l < g%~ Por outro lado, |(Ax); — (Ay)s| < [A(x—y)Il < [ A]llly —x] <

%. Logo, x € Bs(y) = (Ax); > %’ Isto finaliza a demonstragdo porque

as derivadas de Li(y) sdo da forma 3, .50 Bi(—1)n+1 (Afli)'”’ para algum
B; > 0 (exceto pelas de primeira ordem, que tem adi¢ao de um termo constante,

o que é indiferente).C]

Nota: Este corolario tem, como consequéncia ébvia, a continuidade de Lipschitz

de D(y)VL,(y) em Fj.

Proposicdo 4 A sequéncia y*), gerada por (3.12), sob as hipdteses da pro-

posi¢ao 3 € limitada.

Demonstragao: E suficiente mostrar a limitacao para cada uma das sequéncias
yL(]k"l). Primeiro, notamos que, como consequéncia da primeira igualdade em
(5.2) e da proposicao 3 acima, II" > 0 tal que y(Jk’l) < Fyz(]k’lfl) Vk,l. Seja

agora M > 0 tal que avl;iM < 1 Vi]a;y > 0. Observando novamente a primeira

igualdade em (5.2) vemos que se yh(,k’lfl) > M entao yf,k’l) < yf,k’lfl)

. Unindo os
dois raciocinios podemos concluir que um limitante superior para a sequéncia

ysk’l) é max {FM, yso)}.D
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5.2 Convergéncia

Esta secao utiliza algumas condicées de regularidade sobre a sequéncia y (%)
para fornecer demonstracoes de convergéncia para (3.12) sem especificar a

fungao L(y), exceto pela sua convexidade estrita.

Proposicao 5 Se {y(*)} c R% , ¢ uma sequéncia limitada gerada por (3.12),
Li(y), VLi(y), D(y)VLi(y),i=1,...,N e V2L(y) sdo limitados e Lipschitz
em uma vizinhan¢a F em torno de conv{y*D} e valem as condi¢oes (5.1a),

entdo L(y®)) converge.

Demonstragao: Comegamos avaliando a magnitude da seguinte diferenca:

q
e®) =3 "Ny D(y "N VL (y* ) = e D(yP)VL(y®).  (5.12)
=1

N
<) = AT L) = 3 duD ()L ) |

=1

< Ak

i\’: {D(y(k))VLl (y(k)) _ D(y(k,l—l))VLl (y(k,l—l))} H

N

> D(y®I) VL (y® ) (A = M)
=1

N N
SNM Y [y =y D My 3 A = .
=1 =1

+

(5.13)

Onde M; é a constante de Lipschitz e Ms é um limitante superior para
|D(y*D)VL(y*D)||. Agora note que |Ay — Ax| = O(\?) = R—’: -1 =
O(Ag) = limg_ ’f\—’jf = 1. Assim, se k for grande tal que ’f\—‘kl < % temos

Apl < %)\k e assim:

Hy(k) o y(k:,lfl) H —

-1
Z y(k,cfl) o y(k,c)
c=1

-1
<3y =y
=t (5.14)
= 4 4
<My ) Ape < (= DMody < S NMp)y.
c=1
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Unindo isto com (5.13), podemos sintetizar:

N
€] < M{Akuzuk —Am}. (5.15)

=1

Iterando na férmula (3.12), teremos:

N
y(k+l) — y(k) + Z /\le(y(k"l_l))VLl (y(k,l—l))
=1

=y® + X D(y")VL(y®) + P

(5.16)

Com isto, como y*t1) e y() pertencem a F, poderemos utilizar a férmula de

Taylor de segunda ordem (veja, por exemplo, o teorema 9.4 em [Apo69)):

Liy®™ ) = L(y®) + VL(y®)T (y* 1) — yk))

1
S —yEOTVPLy® 4y =y O T =y ™). (5.17)

T3

Onde ¢ € [0,1]. Como y®*) 4 ¢(y* D —y(¥)) € F| temos, gracas & hipdtese que

assegura a limitagdo de V2L(y) em F:
Ly ") = Liy™)| < [VLEy"™)T (y* D —y W) |+ Kly D —y @2, (5.18)

Note que (5.14) implica que Hy(kH) — y(k)H < Vg para algum V > 0 grande

o suficiente. Logo, teremos, com a ajuda de (5.16):

{L(y(kﬂ)) _ L(y(k))| < ‘VL(y(k))T(y(k‘H) _y(k))’ +KV2>\k2
— |VL(y™) T (D (y®)VL(y®) + e®)| + KV2),2
< MVEL(y®) ' D(y®)VL(y®)

q
+ U{)\kQ +Z |/\k — Akl|}~

=1
(5.19)
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A tltima desigualdade foi obtida com o auxilio de (5.15) e a hipdtese de que

VL(y(k)) é limitado. Continuemos com o calculo:

~

-1

[L(y* D) = L(y™)] =

{L(y(k+j+1)) _ L(y(kJrj))}

~
|

=l
o

’L(y(k+j+1)) _ L(y(kﬂ))‘

(]

IN
~ S
[l
=)

)\k+jVL(y(k"‘j))TD(y(k“‘j))VL(y(k"‘j))

<
Il
o

-1 -1 N
+ U{ Z)‘zﬂ' + ZZ | Akts — >\k+jz|}-

=0 §=0 i=1
(5.20)

O leitor pode notar que, em vista das hip6teses (5.1a), se pudéssemos mostrar
que Zﬁo AVL (y(k))TD(y(k))VL (y(k)) < 00, nao seria dificil ver que L(y(k))
seria uma sequéncia de Cauchy e, portanto, convergente. Supondo que isto nao
seja verdade e utilizando um raciocinio semelhante ao usado acima, obtemos

uma contradicao:

I—-1
L(y(k+1)) — L(y(k)) _ {L(y(k+j+1)) . L(y(k+j))}
=0
I—-1
> )\k+jVL(y(k+j))TD(y(k+j))VL(y(k+j))
7=0

I—1 I-1 N
- U{ STNGEDD e — )\k+jl|}.
§=0 j=0 1=1

(5.21)

Assim, se 327, )\kVL(y(k))TD(y(’f))VL(y(k)) = oo terfamos L(y®) — oo,

tendo em vista (5.1a). Isto é uma contradicdo com a limitacao de L;(y).0

Proposicao 6 Sob as mesmas hipdteses da proposicao 5, existe um ponto de

acumulacio y") — y* tal que |D(y*)VL(y*)| = 0.

Demonstracdo: Suponhamos que no existe uma subsequéncia y (") tal

que limy_, o VL(y(hk))TD(y(h’C))VL(y(hk)) = 0. Logo, existe ¢ > 0 tal que
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VL(y(k))TD(y(k))VL(y(k)) > e¢. Lembrando das hipdteses sobre o tamanho
de passo, (5.21) implicaria que L(y®*)) — oo, contradizendo a proposicio 5.
Assim, temos uma subsequéncia y("*) — y*. onde VL (y*)TD(y*)VL (y*) =0.
Porém, VL(y*) " D(y*)VL(y") = 0= | D(y*) VL(y*)|=0.0

Teorema 1 Se L(y) € estritamente concava e valem as hipdteses da proposicdo

5, entdo y¥) — y*, onde y* € o inico mazimizador global de L(y).

Demonstragao: Note que podemos escrever (3.12) como

- A ,
yj(k’l) _ y;k,l 1) <1+ iijl (y(k,l 1))>

; (5.22)
=y Y (1 gL (ylet) 4 Mg (yw_l))) '
j Pj
Portanto
N
s =y O T] (1 + )\—'fijz (y®™) + O()\k2)>
=1 Pj (5.23)

N

_ (k) Ak (k,1—1) 2

=y 1+ E ViLi(y + O\ .
’ ( P = it ) v

Neste ponto, a idéia é mostrar que existe uma subsequéncia tal que y (%) — y*.
Caso exista, como, pela proposicao 5, L(y*)) converge, temos L(y*)) — L(y*).
Por outro lado, podemos ver que isto implica em y*) — y*, j4 que y* é o tnico
maximizador global de L(y) e L(y) é continua em F'.

De acordo com a proposicdo 6, existe uma subsequéncia y(*) — y**
onde D(y**)VL(y**) = 0. Suponhamos que y** nao é o otimizador procu-
rado. Neste caso, o conjunto J := {jly;* = 0,V;L(y™) > 0} seria nao
vazio. Para j € J, pela continuidade de VL(y) em F, sabemos que existe
uma vizinhanca Bs(y**) := {yl|lly — y**|| < ¢} em torno de y**, tal que
y € Bs;(y**) = V;L(y) > ¥, para algum ¥ > 0. Por outro lado, a limitacao
de D(y)VL(y) em F, mais A\y; — 0 (consequéncia de (5.1a)), implicam que
|y *D —y®) || — 0. Entao, pela continuidade de Lipschitz das derivadas VL;(y)
em F, Zf\; VL(y*'=Y) — VL(y®)) — 0 e, portanto, para k grande o sufici-

ente teremos 21111 Vle(y(hk*l_l)) > % Agora, utilizando (5.23), vemos que,
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para hy grande o suficiente e j € J, teremos:
hi+1 h
Y gy ) (5.24)

Suponha que h;, é grande o bastante, de forma que y(*) e Bs(y*). Seja
tr = max{q < hi|ly'? ¢ Bs(y**)} (faca tx = 0 se y(9 € Bs(y**) para todo
q < hi). Entao, y9 € Bs(y**), ¢q=tr +1,...,hy e, para j € J teremos:

h hi—
) > g s s g et (5.25)

Agora, veja que, se limy_,o t =t para algum ¢ finito, entao teremos 0 = y;* =

limy o0 y](-h’“) > y](-tﬂ) > 0. Esta contradigao implica que limyg_ .ot = 00

e daif, segue de (5.25), que limg_ y§tk+1) = 0. Uma vez que A\ — 0 e

D(yRNV L (y®*D) é limitada, temos limy_ o |y(k+1)

J
limy oo y(.t’“) =0, j € J. J& que a sequéncia y*!) é limitada, podemos ga-

— yj(k) = 0 e assim,

*

rantir que temos uma subsequéncia y*) — y*** convergente. Uma vez que
y) ¢ Bs(y**), sabemos que ||y*** —y**|| > §. Por outro lado, podemos no-
tar que y** cumpre as condigoes suficientes para ser um maximizador de L(y)
sujeito ay € R:={yly; >0,j=1,...,n,y; = 0,5 € J}. Uma vez que L(y®)

*ok ok

converge, teremos L(y***) = L(y**). Além disso, y*** € R e terfamos dois pon-
tos satisfazendo a condigdo para o méximo em R. Em resumo, como isto contra-
diz a hipétese de concavidade estrita, mostramos que temos uma subsequéncia
y (") que converge para o otimizador global. Uma vez que a sequéncia L(y(k))

converge, como L(y) é estritamente concava e continua em F e a sequéncia y (F)

é limitada, é facil mostrar que y*) — y*. O

Nota: Apesar da motivagao inicial do trabalho ter induzido ao uso da hipdtese

Ak — M| = O(\?) em (5.1a), as hipéteses menos restritivas > oo |Ar — M| <

A

— 0 (que € equivalente a 5t =1 em (5.1b)) podem ser utilizadas.

[Akt—Ak|
o0 e 7)%

Todas as demonstragoes seriam as mesmas, exceto esta tltima que precisaria de

alteragbes minimas.
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5.3 Conclusoes e Trabalho Futuro

Como pudemos ver pelo corolario 1, na se¢do 5.1, as hipdteses listadas no
comego deste capitulo sao suficientes para garantir, no caso da fungao de log-
verossimilhanga de PET, as condigoes de regularidade exigidas no teorema 1,
que garante a convergéncia do algoritmo (3.12). Estes resultados podem ser
aplicados na situagio encontrada em [TaK03] a qual, até agora, ndo possuia
uma demonstragao deste tipo. E interessante notar que os resultados condensa-
dos no corolario 1 nao existiam na literatura até o momento nem mesmo para
RAMLA em sua versdo original, tendo sido ou admitidos a priori (como em
[BrP96], implicitamente com a hipétese de que L(y*)) convergiria), ou obtidos
modificando a fungao objetivo de forma a evitar a descontinuidade na fronteira
do conjunto factivel (como em [AhF03]). Neste sentido, a contribuigao desta
dissertagao é dupla pois mostra como pode ser realizada a variagao no tamanho
de passo dentre as iteracoes de forma a garantir a convergéncia para a solugao
de méxima verossimilhanca e como manter o bom comportamento da sequéncia
gerada pelo algoritmo de forma nao restritiva.

Além dos resultados tedricos de convergéncia, os experimentos realizados
indicam que métodos relaxados podem oferecer imagens com uma qualidade
superior a obtida com métodos nao relaxados, mesmo quando utilizados com
um critério de parada, ja que degradam menos as reconstrugoes nas ultimas
iteracoes e, quando utilizados com uma estratégia razoavel de diminuicao do
tamanho de passo, nao desaceleram a convergéncia nas primeiras iteragoes.

Trabalho futuro pode consistir na utilizaggo de RAMLA ou DRAMA na
reconstrucao simultanea de emissao e atenuacao com dados de emissao, em
aplicagbes na reconstrucdo tridimensional das imagens (em contraponto ao
método de “Fourier Rebinning” ou & simples redugéo a fatias bidimensionais),
ou em outras aplicagoes promissoras em que alta velocidade de convergéncia do
algoritmo seja fundamental para viabilizar a reconstrucao. Testes com outras
formas de avaliar a imagem e com simulagoes mais realistas teriam importancia

para comparar o desempenho dos métodos relaxados contra os nao relaxados,
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ja que OS-EM foi adotado em tomdgrafos comerciais e, na presente dissertagao,
surgiram indicios fortes de que RAMLA pode superar este algoritmo. Além
disso, as idéias mostradas na segao anterior poderiam ser aplicadas de forma
semelhante em demonstragoes da convergéncia de métodos para o problema
regularizado cujo parametro de relaxacao varie dentre as subiteragoes, se as
linhas principais de [AhF03] forem seguidas no desenvolvimento do algoritmo

para assegurar as condigoes de regularidade necessarias.
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Apéndice A

Implementacao

A.1 Projecao Ay

A funcao a seguir calcula a projecao Ay. A matriz A é especificada pelo vetor
theta, que indica quais vistas teriam sido amostradas na tomografia. I é a
matriz com a imagem propriamente dita.

function [r,xpl=radon2(I,theta);
1lt=length(theta); m=max(size(I));
1x=ceil(sqrt(2)*m/2);
xp=-(1x+1): (1x+1); r=zeros(2*1x+3,1t);
x0=floor ((m+1)/2); y0=x0; wbar=waitbar(0,’Transformada de Radon’);
for sc=1:1t
for tc=1:2%1x+3
t=tan(theta(sc)*pi/180); s=sin(theta(sc)*pi/180); c=cos(theta(sc)*pi/180);
YKk ok K oK K oK K KK K KK oK K o KK kKK kKK kKK ok KK K K kKoK K o kK KKK oK
Yok kK *oHkk K KA KKK KKK KK KKK KK KKK KKK KKK oK
if abs(s)>eps % Evita divisao por zero
for j=1:m J Percorre todas as colunas
xj=j-x0-1;
i=y0-ceil(xp(tc)/s-xj/t)+1;
if (i<=m) & (i>0)
if ¢==0 x1=Inf; else xl=xp(tc)/c+t*(i-y0-(t<0)); end;
r(tc,sc)=r(tc,sc)+min(abs([1 j-x0-1-x1]1/s))*I(i,j);
end;
end;
end;
if abs(c)>eps % Evita divisao por zero
for i=1:m % Percorre todas as linhas
yi=y0-i+(£>0);
j=x0+floor(xp(tc)/c-yi*t)+1;
if (j<=m) & (j>0)
if s==0 yl=Inf; else yl=xp(tc)/s+(x0-j)/t; end;
r(tc,sc)=r(tc,sc)+min(abs([1 yO-i+(t>0)-y1l]1/c))*I(i,j);
end;
end;
end;
end; waitbar(sc/lt);
end; close(wbar);

7
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A.2 Retroprojecao Filtrada

Para utilizar estes comandos, chame a sua matriz com os dados de r e o vetor
com as vistas, theta. A imagem ficard na matriz img.

% Dados: r, theta.
m=size(r,2); lp=size(r,1); n=128;
p=zeros(1024,m); p(1:1p,:)=r;

%Filtragem
f=fft(p); w=pi*(0:512)/512;
w=[w’;w(end-1:-1:2)’];
for i=1:size(f,2);
%Note o filtro alterado
fp(:,i)=Ff(:,1i) .*w.*sinc(w/(0.8%pi));
end;
fp=real (ifft(fp)); fp((lp+1):end,:)=[];

%Retroprojegao

img=zeros(n); x=(1-n/2):(n/2); x=repmat(x,n,1);

y=rot90(x); ctheta=cos(theta*pi/180); stheta=sin(theta*pi/180);

for i=1:m;
t=x*ctheta(i)+y*stheta(i); a=floor(t); proj=fp(:,i);
img=img+(t-a).*proj(atceil (1p/2)+1)+(a+1-t) .*proj(a+tceil(1lp/2));

end;

img=img/ (2*m) ;

A.3 Ordered Subsets - Expectation Maximiza-
tion

niter: Numero de iteragoes a executar;

r: Matriz com os dados;

theta: Vetor com os dngulos (em graus) em que as projegoes foram tomadas.;
xp: Vetor indicando a que distancia do centro passa cada uma das projegoes
que forma uma vista;

N: Matriz em que cada linha é um vetor que indica quais as vistas que fazem
parte de cada subconjunto;

x: Solucdo inicial a ser utilizada na reconstrugao;

strl: Nome a ser utilizado nos arquivos que conterao os resultados de cada
iteracao.

function x=osem(niter, r, theta, xp, N, x, stril);
[1x,1t]=size(r); m=max(size(x)); [ns, nell=size(N);
x0=floor ((m+1)/2); y0=x0;
A=zeros(m,m,ns);
%Calculo de \Sigma_{i\in N_1}"ma_{ij} *okokokok
for k=1:ns
for sc=N(k,:)
for tc=1:1x
t=tan(theta(sc)*pi/180); s=sin(theta(sc)*pi/180); c=cos(theta(sc)*pi/180);
if abs(s)>eps % Evita divisao por zero
for j=1:m % Percorre todas as colunas
xj=j-x0-1;
i=y0-ceil(xp(tc)/s-xj/t)+1;
if (i<=m) & (i>0)
if ¢==0 x1=Inf; else xl=xp(tc)/c+t*(i-y0-(t<0)); end;
A(i,j,k)=A(i,j,k)+min(abs([1 j-x0-1-x11/s));
end;
end;
end;
if abs(c)>eps % Evita divisao por zero
for i=1:m % Percorre todas as linhas




IMPLEMENTAGAO

yi=y0-i+(t>0);
j=x0+floor (xp(tc)/c-yi*t)+1;
if (j<=m) & (j>0)
if s==0 yl=Inf; else yl=xp(tc)/s+(x0-j)/t; end;
A(i,j,k)=A(i,j,k)+min(abs([1 yO-i+(t>0)-yll/c));
end;
end;
end;
end;
end;
end;
%
%Iteracao 0S-EM
for v=1:niter;
%Subiteragao
for subiter=1:ns;
ip=zeros(size(r));
%Calculo de (AX) _dskkkskskokskokokkskkokskokok ko koK okok ook ko okok ook ko ko ok kK ok ko ok kK ok ok
for sc=N(subiter,:);
for tc=1:1x;
t=tan(theta(sc)*pi/180); s=sin(theta(sc)*pi/180);
c=cos(theta(sc)*pi/180);
if abs(s)>eps % Evita divisao por zero
for j=1:m J Percorre todas as colunas
xj=j-x0-1;
i=y0-ceil(xp(tc)/s-xj/t)+1;
if (i<=m) && (i>0)
if ¢==0 x1=Inf; else xl=xp(tc)/c+t*(i-y0-(t<0)); end;
ip(tc,sc)=ip(tc,sc)+min(abs([1 j-x0-1-x11/s))*x(i,]);
end;
end;
end;
if abs(c)>eps % Evita divisao por zero
for i=1:m % Percorre todas as linhas
yi=y0-i+(t>0);
j=x0+floor(xp(tc)/c-yi*xt)+1;
if (j<=m) && (3>0)
if s==0 yl=Inf; else yl=xp(tc)/s+(x0-j)/t; end;
ip(tc,sc)=ip(tc,sc)+min(abs([1 y0-i+(t>0)-y1l1l/c))*x(i,j);
end;
end;
end;
end;
end;
A
soma=zeros (m) ;
%Calculo de \sum_{i\in\mathcal N_1}\left\{(b_i/(Ax_i)-1)a_{ij}\right\}
for sc=N(subiter,:);
for tc=1:1x;
t=tan(theta(sc)*pi/180); s=sin(theta(sc)*pi/180);
c=cos(theta(sc)*pi/180);
if abs(s)>eps % Evita divisao por zero
for j=1:m J Percorre todas as colunas
xj=j-x0-1;
i=y0-ceil(xp(tc)/s-xj/t)+1;
if (i<=m) && (i>0)
if ¢==0 x1=Inf; else xl=xp(tc)/c+t*(i-y0-(t<0)); end;
if ip(tc,sc)™=0 | r(tc,sc) =0
soma(i,j)=soma(i,j)+(r(tc,sc)/ip(tc,sc))*...
min(abs([1 j-x0-1-x11/s)); end;

end;
end;
end;
if abs(c)>eps % Evita divisao por zero
for i=1:m % Percorre todas as linhas
yi=y0-i+(t>0);
j=x0+floor(xp(tc)/c-yi*t)+1;
if (j<=m) && (j>0)
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if s==0 yl=Inf; else yl=xp(tc)/s+(x0-j)/t; end;
if ip(tc,sc)™=0 | r(tc,sc)™=0
soma(i,j)=soma(i,j)+(r(tc,sc)/ip(tc,sc))*...
min(abs([1 y0-i+(t>0)-yl]l/c)); end;
end;
end;
end;
end;

end;

Yk kK ok K ok K oK K ok K K oK K oK K K oK K Rk K K o KK koK K K ok KK koK K ok KK kK ok KK kK ok K ok K

x=x./A(:,:,subiter) .*soma;

sl=num2str(v); s2=num2str(subiter);

fid=fopen([’c:\dados\’ strl ’-’ num2str(v) ’-’ num2str(subiter)],’wb’);

furite(fid,x, ’double’); fclose(fid);

end;
end;

A.4 Row Action Maximum Likelihood Algo-
rithm

Esta funcao possui os mesmos argumentos de entrada que a fungao osem e mais:
str2: String que indica que regra utilizar para o parametro de relaxagao;
10: Parametro de relaxacao inicial;

A: Pardmetro opcional, se fornecido evita o recdlculo dos valores Y .- a;;.

function [x,Al=ramla(niter, r, theta, xp, N, x, strl, str2, 10, A);
[1x,1t]=size(r); m=max(size(x));
[ns, nell=size(N);
x0=floor ((m+1)/2); y0=x0; ct=1;
%Calculo de \sum_{i=1}"ma_{ij} sskskskiokskokskokokskoroksokhonskoroksdkondokkokdkokonFokokokkkok Kok ok
if nargin==
for sc=1:1t
for tc=1:1x
t=tan(theta(sc)*pi/180); s=sin(theta(sc)*pi/180); c=cos(theta(sc)*pi/180);
if abs(s)>eps % Evita divisao por zero
for j=1:m % Percorre todas as colunas
xj=j-x0-1;
i=y0O-ceil(xp(tc)/s-xj/t)+1;
if (i<=m) & (i>0)
if ¢==0 x1=Inf; else xl=xp(tc)/c+t*(i-y0-(t<0)); end;
A(i,j)=A(i,j)+min(abs([1 j-x0-1-x11/s));
end;
end;
end;
if abs(c)>eps % Evita divisao por zero
for i=1:m % Percorre todas as linhas
yi=y0-i+(t>0);
j=x0+floor (xp(tc)/c-yi*t)+1;
if (j<=m) & (j>0)
if s==0 yl=Inf; else yl=xp(tc)/s+(x0-j)/t; end;
A(i,j)=A(i,j)+min(abs([1 yO-i+(t>0)-y1ll/c));
end;
end;
end;
end;
end;
end;
%Iteracao RAMLA
for v=1:niter;
eval([’lambda=’ str2 ’;’1);
%Subiteragao
for subiter=1:ns;
ip=zeros(size(r));
%Calculo de (AX) _iskskskskskokskokokokokoskokkokkokokokok ok kokkokokok ko ok ook ook ok ook ko ok ok ook ok ok ok ok
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for sc=N(subiter,:);
for tc=1:1x;
t=tan(theta(sc)*pi/180); s=sin(theta(sc)*pi/180);
c=cos (theta(sc)*pi/180);
if abs(s)>eps % Evita divisao por zero
for j=1:m % Percorre todas as colunas
xj=j-x0-1;
i=yO-ceil(xp(tc)/s-xj/t)+1;
if (i<=m) && (i>0)
if ¢==0 x1=Inf; else xl=xp(tc)/c+t*(i-y0-(t<0)); end;
ip(tc,sc)=ip(tc,sc)+min(abs([1 j-x0-1-x11/s))*x(i,j);
end;
end;
end;
if abs(c)>eps % Evita divisao por zero
for i=1:m % Percorre todas as linhas
yi=y0-i+(t>0);
j=x0+floor (xp(tc)/c-yi*xt)+1;
if (j<=m) && (j>0)
if s==0 yl=Inf; else yl=xp(tc)/s+(x0-j)/t; end;
ip(tc,sc)=ip(tc,sc)+min(abs([1 y0-i+(t>0)-yll/c))*x(i,j);
end;
end;
end;
end;
end;

Yk

soma=zeros (m) ;
%Calculo de \sum_{i\in\mathcal N_1}\left\{(b_i/(Ax_i)-1)a_{ij}\right\}
for sc=N(subiter,:);
for tc=1:1x;
t=tan(theta(sc)*pi/180); s=sin(theta(sc)*pi/180);
c=cos (theta(sc)*pi/180);
if abs(s)>eps % Evita divisao por zero
for j=1:m % Percorre todas as colunas
xj=j-x0-1;
i=y0-ceil(xp(tc)/s-xj/t)+1;
if (i<=m) && (i>0)
if ¢==0 x1=Inf; else xl=xp(tc)/c+t*(i-y0-(t<0)); end;
if ip(tc,sc)™=0 | r(tc,sc)~=0
soma(i,j)=soma(i,j)+(r(tc,sc)/ip(tc,sc)-1)*...
min(abs([1 j-x0-1-x1]/s)); end;
end;
end;
end;
if abs(c)>eps % Evita divisao por zero
for i=1:m % Percorre todas as linhas
yi=y0-i+(t>0);
j=x0+floor(xp(tc)/c-yi*t)+1;
if (j<=m) && (j>0)
if s==0 yl=Inf; else yl=xp(tc)/s+(x0-j)/t; end;
if ip(tc,sc)™=0 | r(tc,sc)”=0
soma(i,j)=soma(i,j)+(r(tc,sc)/ip(tc,sc)-1)*...
min(abs([1 y0-i+(t>0)-yll/c)); end;
end;
end;
end;
end;
end;

Yok k%

x=x+lambda*ns*x.*soma./A;
if min(min(x))<0 disp([’Iteragdo ’ num2str(v) ’ - Subiteragfo ’ num2str(subiter)]); end;
clear I; I=find(x<=0); x(I)=eps;
fid=fopen([’c:\dados\’ strl ’-’ num2str(v) ’-’ num2str(subiter)],’wb’);
furite(fid,x,’double’); fclose(fid);
end;
end;



