UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E
COMPUTACAO CIENTIFICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA

Reconstrucao de Funcoes a partir de Coeficientes de
Fourier ¢ de Momentos Ortogonais: Novos Métodos

Autor: YIN JIAHONG
Orientador: PROF. DR. ALVARO RoDOLFO DE PIERRO

Tese apresentada ao Instituto de
Mateméatica Estatistica e Com-
putacio Cientifica da Universidade
Estadual de Campinas, como parte
dos pré-requisitos para obtencao
do titulo de Doutoramento em
Matematica Aplicada.

UNICAMP - Campinas
Setembro - 1998

*Pesquisa financiada pela FAPESP, processo 96/00837-0.

LRisam® i

i
BRI TECA SERWTRAL §




Reconstrugao de Funcoes a partir de

Coeficientes de Fourier e Momentos
. (5rtogonais: &rovos l&%toc?os

Este exemplar corresponde a redagdo
final da tese devidamente corrigida e

defendida pelo Sr. Yin Jiahong e
aprovada pela Comissao Julgadora.

Campinas, 03 de Setembro de 1998.

Prof. Dr. &tvaro Rodolfo De Pierro
Qrientador

Tese apresentada ao Instituto de
Matematica, Estatistica e Computagao
Cientifica, UNICAMP, como requisito
parcial para a obtencio do Titulo de
DOUTOR em Matemdtica Aplicada.



Tese de Doutorado defendida e aprovada em 03 setembro de 1998

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

il

Prof (a). Dr (a). 5E-VARO RODOLFO DE PIERRO

v s hn,

Prof (a). Dr (a). NIR COHEN

/QMW .Zi, 2 ﬁgﬁ

Prof (4). Dr (a). LUCIO TUNES POS SANTOS

.

Prof (a). Dr (a). JWC&MINATO

JAwm, Cn I
Prof (a). Dr (a). MAX HENRIQUE MACHADO COSTA




Agradecimentos

Agradeco, sinceramente, ao Prof. Alvaro Rodolfo De Pierro ndo ape-
nas pela orientagdo cientifica, mas também pela ajuda amiga recebida no
dia-a-dia. Sinto-me muito honrado por ter sido orientado por ele. Durante
o periodo de Doutorado, ele sempre me encorajou a superar todas as difi-
culdades encontradas no decorrer do trabalho. Sem sua ajuda continua e
sincera, certamente nao haveria terminado este trabalho. Aos Professores
Musheng Wei e Nir Cohen pelas valiosas contribuictes dadas a esta tese
deixo meu mais caro agradecimento. Nao poderia deixar de agradecer aos
Professores Ana, Boldrini, Licio ¢ Sonia, com os quais fiz disciplinas, por
todas as coisas novas que aprendi e foram vitais na minha pesquisa. Aos
amigos Bia, Biloti, Clarice, Diomar, Ernesto, Luiz € Michel pela amizade
e ajuda nos momentos dificeis no Brasil. As secretirias da Matemaética
Aplicada Fatima e Luciana por toda ajuda recebida. A FAPESP, Capes e
Unicamp por terem possibilitado este curso de Pés-graduacao. Aos meus
pais, Yin Zhizhuan e Xu Shushan, minha esposa, Tang Guirong, minha
filha, Yin Feifei, pelo apoio e amor.



A todos os amigos

Onde hé édio, levar o amor.

Onde hé duvida, levar a fé.

Onde ha erro, levar a verdade.

Onde ha desespero, levar a esperanca.
Onde ha tristeza, levar a alegria.

Porque € de ti que recebemos ligdes para a toda a vidal

Sao Francisco de Assis

it



Resumo

Nosso principal objetivo neste trabalho é desenvolver métodos para re-
construir valores discretos de uma fungio f(z) com suporte compacto a
partir de um ndmero finito de seus coeficientes finitos de Fourier, evitando
o chamado fenémeno de Gibbs. Primeiramente, estabelecemos algumas
relagdes aproximadas entre a transformada de Fourier discreta e os co-
eficientes de Fourier da funcdo f(x). Em seguida, usando estas relagGes,
apresentamos alguns algoritmos para a reconstrugao de fungdes. Compara-
dos com os métodos de filtragem mais usados podemos reduzir fortemente
o fendmeno de Gibbs na funcio reconstruida. Como uma aplicagao direta
destas relagGes, apresentamos um algoritmo eficiente para calcular os co-
eficientes de Fourier de f(z). Obtemos as estimativas do erro aproximado
dos coeficientes de Fourier e a func¢do reconstruida. Discutimos também a
reconstrugdo de um sinal com ruido a partir dos momentos ortogonais e
chegamos a uma melhor estimativa do erro. Algumas simulacoes numéricas
ilustram as vantagens de nossos novos métodos.

il



Abstract

Our main goal in this dissertation is to develop methods for the re-
construction of the discrete values of a compactly supported function f(x)
from its finite Fourier coefficients, avoiding the so-called Gibbs phenomenon.
First, we establish some approximated relations between the discrete Fourier
transform and the Fourier coefficients of f(z). Then, using these relations,
we present several algorithms for reconstructing the function. Compared
with the traditional filtering methods, we can greatly reduce the Gibbs
phenomenon in the reconstructed function. As a direct application of these
relations, we present an efficient algorithm to calculate the Fourier coeffi-
cients of f(x). We obtain the error estimations of the approximated Fourier
coefficients and the reconstructed function. We also discuss the reconstruc-
tion of a noisy signal based on its orthogonal moments and get a better
error estimation. Several numerical simulations illustrate the advantages of
our new approach.
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Capitulo 1

Introducao

Nosso principal objetivo neste trabalho é introduzir novos e mais eficientes métodos para
reconstruir os valores discretos de uma fungio com suporte compacto f(z) a partir de finitos
coeficientes de Fourier. Para isto, estabelecemos primeiramente algumas relagtes aproxi-
madas entre a transformada de Fourier discreta e os coeficientes de Fourier da fungéo f{z).
Em seguida, usando estas relacoes, deduzimos algoritmos para a reconstrugao. Comparando
0s métodos de filtragem conhecidos com nossos métodos, conseguimos reduzir significati-
vamente a influéncia do fendmeno de Gibbs na funcéo reconstruida. Como uma aplicagio
direta destas relagbes, apresentamos um algoritmo eficiente para calcular os coeficientes de
Fourier de f(z). Para os métodos anteriores obtemos as estimativas do erro na aproximacio
dos coeficientes de Fourier e da funcio reconstruida. Trabalhamos também no problema da
reconstrugio de um sinal com ruido a partir dos momentos ortogonais e obtemos uma melhor
estimativa do erro cometido. Em todos os casos, verificamos as vantagens de nossos novos

métodos com simulagdes numéricas.

1.1 Reconstrucao de Uma Fungao com Suporte Com-
pacto a Partir dos Coeficientes de Fourier

E muito conhecido que uma fung¢io f(z) com suporte compacto em [0,1] pode se expressar

como uma série de Fourier por



f{z) = +Z°)° fie®™, 0 <z <1, (1)

k=-o0

onde os coeficientes de Fourier fi sio definidos como

1
fr= / fla)e ™ =dz, k=0,+1,+2,. .. (1.2)
0

Lembremos agora, os resultados sobre a convergéncia da série de Fourier. Daqui em diante,
uma fungdo definida em [0,1], que é estendida em R periodiamente, é chamada periédica se
f(0) e f(1) existem e sfo ignais. Se f(z) € continua, periédica e de variagdo limitada em
[0,1], entao, a série de Fourier em (1.1) é uniformemente convergente a f(z). Se f(z) é
de variagdo limitada em [0,1], ela converge a 1[f(zo™) + f(zo*)] em cada ponto para todo
T € [0,1] (f{07) = f(17)), onde f(zo™) e f(zo™) denotam respectivamente os limites da
fun¢do a esquerda e a direita do ponto z,.

Em muitas aplicagGes praticas, encontraremos o problema: dados N coeficientes de
Fourier fx de uma funcio desconhecida definida em [0,1] (assumimos que N é par), para
—N/2 < k < N/2 — 1; como podemos reconstruir exatamente os valores da fun¢io? Um
método direto é construir uma soma de Fourier classica como (1.1):

Nj2-1

@)= > fie™™, 0<z <1, (1.3)
k=—N/2

o que é diferente da discussio tedrica da série de Fourier truncada:

N/2

filzy= 3 he™™=, 0<z <, (1.4)
k=—N/2

mas (1.3) corresponde diretamente & forma como a aproximagdo € calculada na pratica. Este
é um bom caminho para reconstruir os valores da funcéo se f(z) ¢ suficientemente suave e
periédica. De fato, se f(z) é analitica e periddica, é conhecido que a série de Fourier converge

exponencialmente, isto é:



max [/(z) - fu(@)] < e, a>0.

Contudo, se f(x) é descontinua ou néo periédica, fy(z) ndo é uma boa aproximagao de
f(z). Neste caso, a série de Fourier (1.3} converge muito lentamente (convergéncia sublinear)
dentro do intervalo como fungio de N, com taxa O(N~!), e ndo converge uniformemente em
intervalos que contém as descontinuidades, sendo af onde as grandes oscilagoes ocorrem.

A incapacidade para recnperar valores de uma funcdo descontinua ou ndo periddica a
partir dos coeficientes de Fourier é o chamado fenémeno de Gibbs. Isso parece significar que
é inerentemente impossivel obter as informagGes locais exatas (os valores da fun¢do) & partir
do conhecimento de propriedades totais (os coeficientes de Fourier) de uma fungio suave
por partes. Isto é mais uma consegiiéncia do fato de as funcdes harmonicas terem o suporte
estendido a toda a reta.

A conclusao anterior tem conseqiiéncias importantes, do ponto de vista numérico: muitos
fenémenos fisicos sio representados por uma fun¢io suave por partes. Por exemplo, os prob-
lemas em engenharia aerondutica e do espago envolvem escoamento de fluidos que incluem
ondas de choque, isto é, hd descontinuidades no campo da pressdo. Na previsdo numérica do
tempo considera-se a face do globo que tem declives grandes em regides montanhosas {12].
No cdlculo numérico de equagdes diferenciais parciais pelo método de Fourier-Galerkin [28],
se ha descontinuidade numa solucgio exata da equagdo, entdo, a solugdo de Fourier-Galerkin
é caracterizada pelas fortes oscilagbes globais. Em conseqiiéncia, a convergéncia do erro
piora numa regido suave longe da descontinuidade. Para resolver equagbes n8o lineares, o
problema é mais complexo porque aquelas oscilagbes podem induzir instabilidade {20]. O
fen6meno de Gibbs parece limitar os métodos baseados na aproximacdo global para tais
problemas. Outro exemplo € a compressao de dados. K essencial ter uma boa representacio
de dados para decidir como compacta-los, isto é, qual é a informagao que deve ser mantida. E
importante saber se a representagio de dados de Fourier é adequada para sinais ndo suaves.

Muitas metodologias foram pesquisadas para resolver este problema. Dentre elas destacam-
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se os métodos de filtragem [30] e 0 método de Fourier-Gegenbauer (ou FG) [12], {13]. H4
dois tipos de métodos de filtragem: a aproximagio no espago de Fourier (modificando os
coeficientes da expansio) e a aproximagio no espago fisico. Ambos os métodos sdo bem-
sucedidos a respeito da precis&o, mas longe da descontinuidade apenas. O método de Fourier-
Gegenbauer é bem-sucedido na remogio completa do fendmeno de Gibbs, mas ainda existem
algumas dificuldades praticas para sua implementagdo. A quantidade de cédlculos em alguns
casos é tdo grande que nao podem ser efetuados pelos computadores atunais.

Problemas semelhantes também aparecem em cutro método de transformada de Fourier
(FT). Por exemplo, em reconstrugéo de imagens a partir de um conjunto de integrais sobre
uma reta de densidade do objeto, obtemos as amostras discretas da transformada de Fourier
pelo teorema do corte (ou teorema de projegdo) de Fourier [17]. Precisamos reconstruir os
valores de densidade discreta do objeto. E claro que podemos reconstruir exatamente nma
fung¢do com suporte compacto a partir de todos os valores da transformada de Fourier. Mas,
guando conhecemos apenas um conjunto discreto de valores da transformada de -Fourier, a
questdo € como recuperamos alguns valores discretos da funcao original? Por simplicidade,
discutimos o caso em que a funcio é de uma varidvel e com o suporte em [0,1]. Mas a
extensdo a dimensdes maiores é imediata. A transformada de Fourier e a transformada de

Fourier inversa sao respectivamente definidas por

Flw) = [ f(z)e gy = j fla)e 2 dy (1.5)
1@) = [ fwer™ds, ae. (1.6)

Como f(z) é uma fungdo com o suporte compacto em [0,1], f (w) ¢ suficientemente suave

(Teorema de Paley-Wiener, ver [3]). Notemos que, neste caso, o suporte de fw) é R.



Sejam

D=gp <z < <zya<zn=1 Azj=z,,—z;=A7Az= (1.7)

N

fj:f(nj),j=0,...,N—lcomn,-::cj+5, (18)

onde 0 € 4 < Az é uma constante.

Como podemos utilizar a transformada de Fourier discreta para aproximar a transfor-
mada de Fourier continna? Em [5], mostra-se que podemos desenvolver a transformada de
Fourier como um caso particular da transformada de Fourier continua, usando uma amostra
da funcio no dominio do tempo e da fregiiéncia. Se {f(k),k = —N/2,...,N/2—1} em (1.5)
sdo dados, entdo,

Nj2-1
le ] Z f(k)etzk'ﬂ':ﬂjg .? = 0! mEEY N - 1} (19)

k=—N/2
onde, notemos que f(k) = fi. Da férmula acima, observamos que este problema ¢ um caso
particular da aproximacdo da série finita de Fourier. Ent&o, aparece o fen6meno de Gibbs.
No que segue, através de aproximacgio da integral, consideramos este problema nova-
mente.
Para obter os valores aproximados de {f;, § =0,..., N — 1}, suponhamos que, se |w| é
suficientemente grande, i.e., existe uma constante positiva W tal que se |w| > W, o intervalo

correspondente na integral (1.6) pode ser ignorado. Entdo, temos

w
flo) ~ f Flw)e™dw, 0<z< 1. (1.10)
“w

Aproximando a integral (1.10) pela soma de Riemann, temos [8]

M-—1
fj A z f(wk)eizm'ikawk: .? = 0:' . -:-N - 1: (1'11)
k=0



onde

2w

~W=w<w < <wy 1 <wy=W,e Ay =wp —wp = Aw = TR
Pelo fato de que a integral (1.10) é aproximada pela soma de Riemann (1.11), podemos
obter uma boa aproximagio somente para Aw pequeno, logo, M tem que ser grande para a
constante fixa W. Entéo, precisamos uma amostra muito grande de f(w;). Por outro lado,
preferimos utilizar a transformada répida de Fourier para reduzir a quantidade de calculos

e isto significa que tomamos a fregiiéncia maxima W = ;- e escolhemos M = N. No

caso em que o suporte de f(z) é [0,1], Aw = % = 1, entdo, isto produz um erro grande
quando utilizamos a soma de Riemann em (1.11). Também, observamos que wy = k — N/2,
k=0,...,N—1,e f(w) = fr. Neste caso, (1.11) é mesmo como (1.3), entéio, este problema
é equivalente & aproximacdo com a série de Fourier finita ¢ o fendmeno de Gibbs ocorre.
Se tomamos Aw = O(Az) = O(5) e W = 33, a ordem dos célculos serd O(N?) e isso é
proibitivamente grande para IV grande, especialmente no caso de dimensdes maiores. E claro
que, se o suporte de uma fungio f(z) é [a,b] com a distdncia A = b — ¢ grande, o erro na
soma de Riemann em (1.11) pode ser pequeno, mas a aproximagdo (1.10) serd pior ainda,
pois W = 51— é pequeno. Alguns tipos de filtro (ou funcdo de janela) sdo utilizados para
reduzir o erro [30).

No nosso trabalho, consideramos o fenémeno de Gibbs para fungbes que aparecem co-
mumente na pritica. Portanto faremos as seguintes suposi¢des, ndo muito fortes, sobre a

funcao:

Suposicoes. A fungio f(z) satisfaz

1. f(z) é definida para z € R, f € L*(R); f{z) = 0 para z ¢ [0, 1] e sup,ep,4lf (2} £ C,

onde C > 0 é uma constante.

2. f(z) tem um nidmero finito de pontos de descontinuidade z,, - -, 2; conhecidos & priori.



3. Parax € Z = {21, -, 21}, f'(z) existe e supez|f'(z)| < C.

As Suposigoes 1-3 sdo perfeitamente aceitdveis para fungdes que aparecem nos problemas
préticos. Se o suporte de f(z) € no intervalo [a, 5] # [0, 1], podemos fazer a transformacio
{ = =2 e mudar o suporte para [0, 1]. Também, notemos que os pontos de descontinnidade,
quando nio sdo dados do problema, podem ser localizados a partir dos coeficientes de Fourier,
e entdo, podemos assumir que os pontos de descontinuidade sempre sio dados. No Teorema

3.3 do Capitulo 3, precisamos a seguinte suposicio;
4. Paraz & Z = {2,,-+, 2}, existe f"(z) e sup,¢z|f'(z)| < C.

Nossa abordagem para reduzir o fendmenc de Gibbs pertence ao conjunto de métodos
de filtragem. Mas, obtemos os novos filtros usando um ponto de vista completamente novo
e diferente dos métodos tradicionais, Deduzimos uma nova relacio entre a transformada de
Fourier discreta de valores discretos de f(z) e os seus coeficientes de Fourier. Usando esta
relacdo, obtemos um novo filtro e apresentamos um algoritmo eficiente para reconstruir uma
fung¢do original a partir dos coeficientes de Fourier (ou de amostras discretas da transformada
de Fourier). Assim, podemos utilizar a FFT e obtemos uma precisac muito maior que a

obtida com ¢s outros métodos na literatura.

1.2 Calculo dos Coeficientes de Fourier Complexos

Em muitos problemas préticos, temos que calcular os coeficientes de Fourier de uma
funcao real e ndo periddica f(x) (x€[a,b]}. Como nio se conhece uma férmula fechada para
calcular os coeficientes de Fourier temos que aproxima-los de algum modo. B por causa desta
aproximacio que muitos métodos numéricos que usam a série de Fourier perdem uma boa
parte da sna precisao.

Existem muitos métodos praticos para calcular os coeficientes de Fourier. A transformada



répida de Fourier (FFT) € extensamente utilizada, por causa do seu célculo simples e répido
[6]. Neste caso, a transformada de Fourier é usada como uma aproximacgic dos coeficientes
de Fourier. Mas, esta aproximacdo para a integral induz um erro fundamental. Por outro
lado, usando este método, podemos calcular apenas N coeficientes de Fourier a partir de N
amostras. M. A. Slonim et al., apresentaram um método descontinuo (DM) em {25}, onde os
coeficientes de Fourier séo calculados como uma fungio de valores dos saltos nos pontos de
descontinuidade (e derivadas para algumas funcdes). Este método é muito eficiente para uma
fun¢io escada, exponencial e senoidal por partes, que sempre aparecem em sistemas elétricos.
Mas ndo é bom para uma fun¢ao suave por partes. De fato, podemos ter a férmula exata para
calcular os coeficientes de Fourier destas fun¢des elementares. E. Neuman [23] apresentou o
algoritmo para calcular os coeficientes de Fourier usando fungdes Spline naturais. Aproximou
afuncdo f(x) pelas fungbes Splines de grau impar s{xz) com nds arbitririos e grau (2¢g—1),1 <
g, entdo, os coeficientes exatos de Fourier de s(xr) servem como aproximacao dos coeficientes
de Fourier de f(z). Ele apresentou uma estimativa do erro desta aproximagio no caso em
que a fungdo € suficientemente suave e os nds da fungdo Spline natural s(z) sio equidistantes.
Este método funciona bem para uma funcao suficientemente suave e os coeficientes de Fourier
fk podem ser calculados para qualquer inteiro k. Mas a quantidade do célculo é enorme. M.T.
Abuelma’atti [1] apresentou um algoritmo simples baseado apenas em operagdes matem4ticas
bédsicas. As amostras da func¢fo nfo precisam ser equidistantes e podemos calcular todos
os coeficientes. Este método consiste na interpolagio da fungdo entre as amostras por uma
funcdo linear por partes, calculando depois a inclinacio de cada segmento. Mas, este método
nao funciona bem para uma funcio descontinua. Por outro lado, é muito dificil estender estes
métodos para dimensdes maiores (exceto quando € possivel usar a FFT).

O método apresentado no Capitulo 4 é deduzido em um modo natural a partir de definicao
dos coeficientes de Fourier. Mostramos que este método consegue uma melhor exatidio que

outros existentes € com menos calculos.



1.3 Analise da Reconstrugao de um Sinal com Ruido
Baseada nos Momentos Ortogonais

Virios tipos de momentos tém sidos regulamente usados em reconhecimento de modelos,
analise de imagens, compressao de dados e redugio de ruido [24] [4] {27]. Existern momentos
geométricos, complexos, Fourier-Melin, radiais e ortogonais. As suas propriedades podem
ser encontradas na literatura. Mas, os problemas fundamentais sobre a robustez com relagio
ao ruido e & digitalizagdo raramente sdo discutidos. Quando reconstrufmos um sinal com
ruido como podemos recuperar ‘exatamente’ o sinal original a partir de um conjunto finito
de momentos? E claro que, quanto maior a ordem dos momentos, mator informacao sobre o
sinal eles fornecem, mas, também ¢ maior a degradagdo que sofrem por causa do ruido. Em
[24], discute-se a reconstrugdo de imagens a partir de dados discretos com ruido pelo método
dos momentos e apresenta-se a estimativa do erro minimo quadritico que consiste numa
relacdo entre a ordem de momentos, a suavidade de imagem, a taxa da amostragem e as
caracteristicas do ruido. Mas a estimativa do erro é muito grosseira, especialinente para um
pumero grande {de momentos) N. No Capitulo 6, melhoramos o resultado apresentado em
[24]. O principal resultado ¢ uma estimativa correta do erro ‘tight’, e mostramos que o erro
da reconstrugfo para um sinal sem ruido ou com ruido ndo tende a infinito se a discretizagao
do sinal é fixa.

Por simplicidade, no Capitulo 6, discutimos somente o problema de recuperagio de sinal
em uma dimensao, mas todos os resultados podem ser facilmente estendidos para dimensoes
maiores. Como em [24], somente escolhemos polindémios de Legendre para momentos or-
togonais. Usando os dados discretos do sinal com ruido, apresentamos trés algoritmos de
reconstrucdo e obtemos a estimativa do erro de reconstrucio correspondente. Esta estima-
tiva revela correta e claramente uma relagdo entre a ordem dos momentos, a suavidade de
sinal, a taxa da amostragem e as caracteristicas do ruide. Também mostramos algumas

simulagdes que sao consistentes com nossa andlise. Por outro lado, somente consideramos



um ruido aditivo.

Esta tese estd organizada como segue. No Capitulo 2 revisamos alguns métodos de fil-
tragem e outros trabalhos sobre o fendomeno de Gibbs. No Capitulo 3, deduzimos algumas
novas relagdes aproximadas entre os coeficientes de Fourier f; da fungdo f(z) (ou a trans-
formada de Fourier com freqiléncia k) e a transformada de Fourier discreta fx da amostras
discretas {f;, =0,1,--+, N—1}, se consideramos que f(-) é definida em seu suporte [0,1], e
a partir dela, deduzimos um novo filtro. No Capitulo 4, apresentamos um algoritno eficiente
para caleular os coeficientes de Fourier. No Capitulo 5, apresentamaos nossos algoritmos para
a reconstrucao de {f;,7 = 0,1, -, N—1} a partir dos coeficientes de Fourier (ou dos valores
da transformada de Fourier) {fi, kK = —N/2,-++,N/2 — 1}. Nos Capitulos 4 ¢ 5, alguns
experimentos numéricos 1lustram as vantagens dos novos métodos. No Capitulo 6 discuti-
mos a reconstrucdo de um sinal com ruido baseada nos momentos ortogonais, e deduzimos
uma melhor estimativa do erro. No Capitulo 7, conculimos nosso trdbalho com algnmas

observagoes.
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Capitulo 2
O Fenomeno de Gibbs

Neste capitulo, descrevemos os principais métodos existentes para superar ¢ fendmeno
de Gibbs e explicamos porque este fendmeno aparece na aproximacdo de uma fungdo por
uma série de Fourier finita. Apresentamos uma recapitula¢do sobre os métodos de filtragem
para reduzir este fenémeno, que estdo relacionados com nosso trabalho. Também, revisamos
alguns resultados sobre o método de Fourier-Gegenbauer que, teoricamente, supera comple-

tamente o fenémeno de Gibbs, porém com um custo computacional elevado.

'2.1 Sobre o0 Fenomeno de Gibbs

Primeiramente, vejamos um exemplo:

— 1; 1/4 <z < 3{4,
I = { 0, 0<z<1/4, 3/4<z <1, (2.1)
Os coeficientes de Fourier desta fungdo sao:
1/23 k = 0,
f(k) = 0’ k k # D: pﬁI: (22)
L:llﬁar-ia k # 0, impar.

Q gréfico da série de Fourier truncada desta fungio aparece na Fig. 2.1. H4 algumas os-

cilaghes se comparada com a funcdo original. Quando N aumenta, a amplitude das oscilaces

11



aumenta numa vizinhanga da descontinuidade apesar de tender pontualmente & um limite

finito (que ndo € o valor da fungdo original na descontinuidade). A convergéncia da série néo
é uniforme. Este é o fen6meno de Gibbs.

12
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Figura 2.1: Aproximagio da sérte de Fourier truncada da onda quadrada com diferentes
valoresde N: N=8 (-}, N=16{_)e N=32 (--.).

Este comportamento pode ser explicado facilmente em termos da representagio da inte-

gral singular da série de Fourier truncada. De (1.2) e (1.4}, temos

N/2 - .
fN (x) _ 2 fk eszrr:c

k=—-N{2
N;2f 1 - i 1 N/f2 ik

= ¥ [fy)eBvdye?te = 1 5 20 f(y)dy.
k=—N/20 0 k=—N/2

Entdo, a expressio integral de fy(z) € como segue

i

in(z) = [ Dnla— ) f W)y, (2:3)

0
onde Dy{(¢) é o micleo de Dirichlet
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Dy(€) =1+2 ): cos(2kn€)

{ inffirel ¢ g 7 (2.4)

) N+1, € Z.
O gréfico do micleo de Dirichlet no intervalo [—1/2,1/2] é mostrado na Fig. 2.2. O niicleo

de Dirichlet pode ser considerado como a projegio ortogonal da distribuigdo Delta no espago
dos polindmios trigonométricos de gran N/2, com o produto interno candnico em L2. Dy/(£)

¢ uma funcdo par que muda de sinal nos pontos {§; = j/(N + 1)} e satisfaz:

f Dn(£)d¢ =1, (2.5)
0

0 que pode ser obtido, fazendo f = 1 em (2.3). Além disso, quando N — oo, Dy tende
uniformemente a zero em cada intervalo fechado (excluindo os pontos singulares £ € Z, onde
Z é o conjunto dos inteiros). Isto implica que, para todo § > 0 e todo € > 0, existe um

inteiro N (6, ¢) > 0 tal que

IDn(€)| <€, se N>N(e,d) e §<E<1~4. (2.6)

Voltemos agora & onda quadrada mostrada na Fig. 2.1. Por simplicidade, mudaremos a

origem para o ponto de descontimiidade, isto é, consideraremos uma fungo periddica

)1, 0Lz <1/2,
bla) = { 0, 1/2<z< 1. (2.7)
A série de Fourier truncada de ¢ é
z @ 0 —-1/2
én@)= [ Dx@dy= [Dxwiy+ [ Dxwdy+ [ Du(w)y.
z-1/2 ¢ —1/2 r—1/2

Se z ndo estd proximo de 1/2, por (2.6), a iltima integral no lado direito é arbitrariamente
pequena, quando N é suficientemente grande. A segunda integral, por (2.5), € igual a 1/2,

entao,

13



Figura 2.2: Nicleo de Dirichlet para N =8 (--) e N =16 (__).

on(T) 1/2+fDn(y)dy, se N — oc.
(]

Esta férmula explica o fen6émeno de Gibbs para a onda quadrada. Se = > 0 esta suficiente-
mente longe de 0, entdo, O}BDN(y)dy o~ TDN(y)dy = 1/2 por (2.5) e (2.6), portanio ¢n(z)
estd proximo de 1. Mas, a fungio z — ;DN(y)dy iem os méximos_ e 05 minimos alternados
uos pontos onde Dy torna-se nula, §; —_—Gj /(N +1); isto explica o comportamento oscilatério.

O méximo absoluto ocorre em § = 1/(N + 1), onde, para N sunficientemente grande,

1/{N+1) 1 ﬁSiI]t
Dy(y)dy = — / dt = 0.58949...
0

0
Entdo, a seqiiéncia {¢n(£;)} tende a 1.08949... > 1 = ¢(0%), se N — oco. Equivalentemente

Hm  sup  ¢én(z) > (0%).

Nooo,z—0+

Igualmente, para = negativo, obtemos
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lim sup ¢n(z) < ¢(07).

N—aoo,z—0—

Esta é a caracterizacio matemadtica do fenomeno de Gibbs.
Se f(z) é uma fungdo de variaciio limitada em [0,1], e h4 uma descontinuidade tipo salto

em z = Zg, obtemos

T—Zp

fn(z) = Z{F(zg) + £(z0)] + [f{25) — (=) f Dy(y)dy, N -~ oc. (2.8)
0

D3] =

Isto mostra que a seqiiéncia {fn(z)} sofre o fendmeno de Gibbs em = = x5 com a mesma

estrutura do caso da onda gquadrada [7].

2.2 Filtros no Espaco de Fourier

A filtragem no espago de Fourier estd relacionada com nosso trabalho. Consideraremos
a projegido de Fourier-Galerkin (1.3) de uma funcio suave (ou analitica) por partes f{z),
0 < z < 1. A razio da convergéncia lenta (e ndo uniforme) de fx(z) para f(z) deve-se
a dois fatos: o decaimento lento dos coeficientes de Fourier f; e a natureza global da série
de Fourier, onde os coeficientes de Fourier sdo determinados no intervalo total (incluindo os
pontos de descontinuidade). Aumentando a taxa da decaimento dos coeficientes de Fourier,
sem perder a exatiddo, pode-se reduzir o fendmeno de Gibbs. Esta € a idéia do método
de filtragem no espaco de Fourier. Mas, é 6bvio que o decrescimento nas freqiiéncias altas
provocard perda de informacfio no caso de uma funcdo descontinua. Entdo, este método nao
funciona bem numa vizinhanga da descontinuidade. Descreveremos o método como segue.

Assumiremos que sd0 dados N coeficientes de Fourier de uma fun¢o suave (ou analitica)
por partes. Sem perda de generalidade, podemos considerar apenas um ponto de descon-
tinuidade = = £. Gostariamos de recuperar os valores de f(z),0 < z < 1, multiplicando os

coeficientes de Fourier pelo fator o(2k), tal que a soma modificada
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Nf2-1

fg{(z) Z fkg( s“Zka’:c (29)

k=—N/2
convirja mais rapidamente que a soma original {1.3).
Como na férmula (2.3), também, podemos rescrever (2.9) como uma convolugao no espaco

fisico:

1

fﬂﬂ=/¢ﬂw—wﬁw@= (2.10)

0
onde a fungio do nicleo Wy (£) é & representagio do filtro o(%) no espago fisico.

Nf2—1 9 k
Un(e)= Y, o(75)e™™, 0<€<1. (2.11)

k=—N/2 N
Para entender por que o método de filiragem é eficiente para reduzir o fendmeno de Gibbs,
introduziremos a definigio geral do filtro dada por Harve H. Vandeven [30], que caracteriza

o comportamento de o(n) como uma fun¢io do seu argumento.

-Definigdo 2.1 (Filtro no espago de Fourier de ordem p) Uma fungio real e suave o0 : R - R
é chamada um filiro de ordem p se

1. o0)=10Y0)=0; 1<I<p-1,

2.0(n) =0, 1<,

3.0eCr .

Desta defini¢do, concluimos que o filtro nfo modifica as freqiiéncias baixas, mas apenas

as altas. Notemos que, pelas condi¢des 2 e 3, temos que

eP(1)=0, 0<i<p~1.

Mas, somente omitir as freqiiéncias altas ndo é suficiente. E essencial que o{n) seja uma

funcdo snave de . Cortar as freqiiéncias altas sem modificar o resto (isto é, usando o(n) =1,
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para || < ng e o(n) = 0 para || > n) ndo melhora a convergéncia, pois somente fica a soma
original com os poucos termos. Por outro lado, se f(z) € uma fungdo periédica (f € CP~1),
entdo, multiplicando os seus coeficientes de Fourier pelo filtro que satisfaz a condigdo 1, ndo
muda a ordem da exatiddo. Isto, é as condi¢Oes 2 e 3 sdo fundamentais, se f(z) é apenas

suave por partes.

H4 muitos exemplos de filtros que tem sido usados durante anos. Mencionaremos alguns

no que segue.

1. Em 1900 Fejér sugeriu utilizar a soma média parcial em vez da soma original. Isto é

equivalente a um filtro de primeira ordem,

o1(m) =1—|nl. (2.12)
2. O filtro de Lanczos é formalrﬁente um filtro de primeira ordem,

o2(n) = &t%@ (2.13)

Mas, notemos que em 5 = 0, ele satisfaz as condigdes do filtro de segunda ordem. Em [16],
mostra-se que este filtro é obtido somente por médio dos valores da fungio.

3. O filtro de segunda ordem ¢ o filtro de Raised-Cosine,

os(m) = 51 +cos(n)]. (2.14)

4. O filtro de Raised-Cosine afiado é dado por

aa(n) = o3 (n)[35 — 84o3(n) + 7003 (n) — 2003(n)). (2.15)

Este é um filiro de quarta ordem.

5. Um filtro exponencial de ordem p (para p par) é dado por
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os(n) = e~ (2.16)

Notemos que, formalmente, o filtro exponencial ndo conforma-se como na defini¢do de filtro
pois a5(1) = e Na prética, podemos escolher o tal que e=* estd dentro do erro do
computador especifico. Este filtro é sempre usado por causa da sua simplicidade e dos bons

resultados numéricos.
6. H. Vandeven [30] sugeriu um filtro de ordem p como segue:

os(n) =1~ gp_—‘lgj f [t(1 ~ )P~"dt. (2.17)
0

Este é essencialmente o filiro induzido pelas wavelets de Daubechies [12].

Estes filtros podem ser caracterizados pelo micleo ¥x(£). De fato, a representacdo (2.10)
permite descrever as formas do método com filtro mais geral que (2.11). O nicleo ¥y(§)
ndo precisa possuir a forma particular de (2.11). A tnica condigao é que ¥n(£) seja um
polindmio aproximante da fungio Delta, isto é, um polinémio trigonométrico de grau N/2
tal que

1

[uneeg=1

0
e tal que para & > 0 e todo € > 0 existe um inteiro N(4,€) > 0 tal que

WWn(€) <e, se N>N(e) e §<E<1 -4 (2.18)

Sujeitos a estas suposicdes, podemos repetir os argumentos usados para induzir (2.8), e

obtemos a férmula assintotica:

fle) = 51 (d) + Fa)] + () — Fap) [ enlw)dy (219)
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nos pontos préximos dos pontos de descontinuidade de f(x). Entéo, o comportamento de

f%(x) depende da funcéo

on(2) = [ Un(y)dy

na vizinhaca da origem. Hd o fendmeno de Gibbs, se existe uma seqiiéncia {z, > 0}, com
zn — 0, quando N — oo, em que'1/2 < a € ¢n(zn)(para algum « independente de N),

neste caso
: o +
Jim fi(en) > f(a).

No que segue, escrevemos os nicleos de alguns filtros e descrevemos seus grificos na Fig.
2.3, comparados com o niicleo de Dirichlet. Notemos que ¥y (£) € uma fungéo periédica, e

descrevemos seu grafico no intervalo {-0.5,0.5).

1. O nicleo ¥}, gerado pela soma de Ceséro é chamado niicleo de Fejér. A sua expressio

analitica é dada por

/2
wL(¢) =1+ 2k21(1 — w7ayr) cos 2kn§

" sin{(N+1)me] o
- N;é+1 smsin(ﬂg] , §#3, J€Z
N/2+1, tE=j, jeZ

2. O niicleo ¥% correspondente ao filtro de Lanczos é dado por

oo o <2 sinfk(27€ + 20/ N)] + sink(27¢ ~ 27/ N)]
Yr@) =1+ kz::l 2k7 /N

3. O micleo ¥%(¢) associado com o filtro de Raised-Cosine é

(€)= %[DN (27€ — 27 /N) + 2Dn(27E) + Dy (20 + 27 /N)].
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4. O nicleo ¥ correspondente a o4 é descrito na Fig. 2.3 (d)

(a). Filtro de Fejer (b). Filtro de Lanczos

10 10
8 5
Bt
4
2
A
a =
S
-2 1
-4
05 1] 05 -0.5 0 05
{c). Filiro de Raised-cosine {d)
10 T 10
8f 8
B B
43 1 4 TR
. - hS
2r Kd '\ 3 2 4 ~
o N\ AN RN VANV,
SARVARRVARS VARV AR
2t R 2 ]
=4 " _4 .
~05 4] 05 05 o] 0.5

Figura 2.3: Comparagao do micleo de Dirichlet dos filtros para N=8. O nucleo de Dirichlet é
denotado pela curva sélida e os nicleos dos filtros pela curva tracejada. (d) mostra o nicleo
do filtro a¢ com p = 10.

Em seguida, revermos uma estimativa do erro, usando o método dos filtros. Para quaisquer

filtros de ordem p, H. Vandeven provon o segninte resultado [30]:

Teorema 2.1 Seja f(z) uma funcio por partes (f(z) € CP) com um ponto de descon-
tinuidade z. Seja 6(%}) um filtro de ordem p que satisfaz a Defini¢ao 2.1. E mais, seja = em

[0,1] e d(z) = min |z — 2+ k|. Entdo
k=-1,0,1
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|f(z) — f5(x)] € CN'Pd(z)' PK(f) + ONT || f®|| s (2.20)

onde
K() = £ d@ (06 - 196) [ 168 mlen
e

GI(’?) = 0(7}3}:” ! .

O teorema acima demonsira que o processo filtrado funciona bem longe da descon-
tinuidade, pois todos os termos no lado direito em (2.20) podem ser O(N'"?). Entdo, a
ordem p ¢é alcangada para uma fun¢go suave por partes. Para qualquer fungdo analitica por
partes, H. Vandeven [30] demonstrou que, se admitida a ordem p do filtro og(7), entdo, uma

exatiddo exponencial pode ser obtida nos pontos de descontinuidade.

Teorema 2.2 Seja f(z) uma fun¢io analitica por partes com um ponto de descontinuidade z.
Seja (%) um filtro gg( £) de ordem p = cN*/*, onde ¢ é uma coustante positiva independente

de N. Entdo, a seguinte estimativa é véilida:

sup |f(z) — R ()] < NO(CN- BN, (2.21)

z¢[0,1],d(z)>N-1+e

para nma constante positiva ¢ independente de N e uma constante positiva 3 independentes

de ambos de f e N.

Uma das vantagens do método de filtragem no espago de Fourier é que nao precisa
calculos adicionais. O célculo da soma parcial de Fourier ou da soma filtrada pode ser feito

comn N log(N) operages.
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Todos os filtros mencionados acima sio filtros bilaterais, isto é, a regifo nos dois lados
em torno da descontinuidade tem que ser excluida na estimativa do erro. Isto é esperado
pois utilizam nicleos simétricos ¥n(£) em (2.11) como o resultado de o(%) = 6(—%). Em
geral, é inaceitdvel para resolver uma equagdo diferencial parcial ndo-linear, pois aquelas
oscilactes talvez eventualmente poluem a regifio suave e/ou produzem instabilidade nao-
linear. Podemos utilizar outros tipos de filiros que sé satisfazem as condictes parciais na
Definicdo 2.1. Por exemplo, Wei Cai et al. [6] demonstraram a existéncia de um filtro

complexo o(3¥). Eles apresentaram um filtro unilateral,

2k 2k B ;
U?("‘ﬁ) = Us(ﬁ) Z O:n(‘“l)lﬂe Um, (2-22)
=1
onde
1
- — njeEfd
A= e’ m = N7,

tal que para qualquer funcdo analitica f(z) em [0,1], tal que f(0) # f(1), a soma de Fourier
filtrada {2.9) satisfaz
_Ns}-d.

max |f(z) - f§(z)] < NP(CN*%) 7, (2:23)

0<e<tr

onde

zr=1- N—l—gf?s?m
e C e f sio as constantes independentes de N. O filtro o7(%) ¢ baseado na seguinte idéia
simples: como a soma de Fourier filtrada bilateralmente f{® é uma boa aproximacio para
f{z) na regido A longe de descontinuidade, podemos utilizar a extrapolacido a partir dos
pontos dentro desta regido para outros pontos. Este filtro funciona bem assintoticamente,

mas um inteiro suficientemente grande N é necessario para gque m seja de tamanho razodvel.

Eles também apresentaram outros filtros unilaterais usando o método de quadrados minimos.
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Outros tipos de filtros sdo aqueles no espago fisico, que sio construidos para localizar as
informagbes que determinam os coeficientes de Fourier fy. Acham uma fungdo U(z,y) tal

que

[ ¥y~ 1)

Notemos que se ¥(z,y) = ¥(z —y), voltamos & férmula (2.10). D. Gottlieb e M. Tadmor [14]
apresentaram um filtro deste tipo. Mas, como o método de filtragem no espago de Fourier,

nao consegue uma boa precisdo proximo da descontinuidade.

2.3 O Método de Fourier-Gegenbauer

Descreveremos brevemente os trabalhos recentes sobre o fenémeno de Gibbs. Em [12],
[13], D. Gottlieb e C. W. Shu demonstraram que os primeiros (2N + 1) coeficientes de
Fourier #(k) de uma fungéo analitica mas n3o-periédica u(z) contém informacdes suficientes
para construir uma fun¢do interpolante com a exatidado espectral. Seu conceito bdsico é
re-expandir a soma de Fourier que converge lentamente na série de Gegenbauer que con-
verge bem mais répido (a convergéncia exponencial desta série do polinémio foi provada nos
termos limitados). Eles apresentaram um procedimento para eliminar o fenémeno de Gibbs
completamente, isto é, para obter uma exatiddo exponencial na norma do maximo em qual-
quer intervalo de analiticidade, usando as séries de Fourier e de Gegenbauer de nma funcéo
descontinua mas analitica por partes. Aplicaram este métodc em vérios exemplos. Descreve-
mos o principal resultado no que segue. Como o polindmio de Gegenbauer é definido em
[-1,1], nesta seglo, por conveniéncia, assumimos Que u(z) é uma func¢io analitica por partes

mas nao-periddica em [-1,1], e sua soma de Fourier truncada é

=
z
O
I
™
4]

keiﬂ'kx. (2'24)
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Definigiio 2.2 Os polindmios de Gegenbauer C(z) sio explicitamente dados por

(1 - 2P 50N z) = (- ln)_ﬂG(,\,n)%[(l—xz)"“-%},xe[-1,1], (2.25)

onde G(\,n) é definido por

T(A+ 1l(n+2X)
TN+ A+ 3)

G(A,n) =

Assumindo que os primeiros (2N + 1) coeficientes de Fourier #(k) sao dados, estamos
interessados em recuperar os primeiros m coeficientes na expansio de Gegenbauer de u(x)

(com exatidio exponencial na norma do maximo):

Z (HCMz (2.26)

“onde os coeficientes de Gegenbauer séo deﬁmdos por

1

() = hl;‘ - @G ey (2.27)

-1

(X +3)
T+ A

Desde que ndo conhecemos a funcgéo exata u(x), mas somente a sua série de Fourier truncada

B = m3CN1)
(2.24), podemos ter apenas uma aproximagio de 4*(l), denotada por g% ({), dada por

- _1;\./1‘ (1 — 22" 2uN(.7:)C£ (z)dz. (2.28)

Agora um fato notdvel: que os coeficientes aproximados de §3{l) podem ser expressados

explicitamente em termos dos coeficientes de Fourier 4(k) como segue:
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an() = 6a@(0) + TN L+ ) 3 Jua( ﬂk)(—)xu(k) (2.29)
0<kI<N

onde F'(X) e Jo(x) sdo as fungbes Gamma e de Bessel respectivamente. A correspondente

expansao de Gegenbauer, baseada nos coeficientes aproximados g (l), serd

2) =3 {CHa). (2:30)
=0

as equacoes (2.29) e (2.30) sdo conhecidos como a aproximagio de FG de f(z).

A diferenca entre a soma parcial de Gegenbauer com m termos da funco u(z)

- iaﬁ(z)cﬁ(z) (2.31)

e aquela da série de Fourier truncada uy(z) é chamada de erro truncado,

TE(:r,A,m,N) = |u ( ) - umN Z‘)I = |Z AA I) )]CI (SB)l (232)

1=0
Isto mede o erro na expansdo de Gegenbauer finita por causa do truncamento de Fourier.

O erro total da aproximagéo de FG,

E(z,A\,m,N) = |u(z) — u,’,‘,l,N(:c)l, (2.33)
pode ser separado em dois componentes como segue:

u(z) — up v ()] = |ulz) — up(7) + up(z) - um ~{(@)|

m(Z
< fuz) - (2)] + Ju (2) — v (@)1

O segundo termo € o erro de truncamento (2.32). O primeiro termo

RE(z,A,m,N}:[gﬁ" )CHMz) — Z (HCM=z (2.34)

por causa do truncamento da série de Gegenbauer, chamavse erro de regularizagio.
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Agora, descreveremos os resultados bésicos sobre a convergéncia do método de FG {12],
[28]. Estes resultados sdo vélidos para uma fungéo analitica u(z),z € [—1,1], tal que suas

derivadas satisfazem a estimativa:

d*u(z), k!
g g 1200

~onde 1 < p e C(p) sdo constantes, independentes de k.

(2.35)

1. Ambos os erros: o de truncamento e de regularizacio, definidos em (2.32) e (2.34),
alcangam seus méximos na fronteira x = +1.

2. Na fronteira £ = 1, 0 erro de truncamento satisfaz

(m+ A)(m + 2)\)1"()\)( 2 =
(m — 1)IT(2A) N’
3. Se A = ym e m = BN onde v, # sdo constantes positivas, entdo, o erro de truncamento

TE(1,A,mN)< A

decai exponencialmente com /N como segue:

i+,

TE(1, A N) < N =
(1 ) 112, )_AN2'~? ’ q { (2?1‘6’}‘)7

4. Na fronteira x = 1 o erro de regnlarizacdo satisfaz

1
RE(I,A,T!’L, N) < A(’\:p)mhqma 9= %r

onde A(J, p) é independente de m, o erro decai exponencialmente com m pois ¢ < 1.

5. Se A = ym, entdo

(1 + 2y)+2%
PRHRYY(1 4 )17

K fécil verificar que ¢ é uma funcdo crescente de y e ¢ < % < 1 para todo ¥ > (. Entdo, a

TE(1,A,m,N) < Aq™, q=

convergéncia espectral é mais rapida quando v é pequeno.
Os resultados acima demonstram a convergéncia espectral da aproximacao de FG no lim-

ite m — 00, N = 0o. Em [28] L. Vozovoi apontou que ¢ minimo nimero de termos necessério
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para obter um erro pequeno por causa do fato que ¢™™ (ou ¢~%) pode ser consideravelmente
grande, se os coeficientes C(p), e A nas estimativas acima sdo grandes. Na prética, o cdlculo
da série de Gegenbauer é limitada a m, A ~ 100 por causa da funges Gamma e de Bessel
em (2.29). E ainda, o cdlculo dos termos de ordem alta é sujeito ao erro da miquina. L.
Vozovoi et al. aplicaram o método de FG a EDP [29], e apresentaram algumas técnicas como
a substragio do polinémio para acelerar a convergéncia. Sobre o método de FG temos as
segnintes observagdes:

1. O fenémeno de Gibbs pode ser completamente evitado, do ponto de vista tedrico,
usando o método de FG. Os resultados de D. Gottlieb et al. so os melhores sobre como
remover o fendmeno de Gibbs.

2. A quantidade de célculos envolvidos no método de FG pode ser muito grande para
algumas fun¢des. Em alguns casos pode ser proibitivo por causa do nimero grande m e da
computagao da fungdo de Bessel.

3. Em dimensdes maiores o esforgo computacional pode ser enoﬁne.

4. Alguns métodos de FG modificados para acelerar a convergéncia sio eficientes para

EDP, mas de dificil aplicagio em outras dreas.

Nosso trabalho estd somente relacionado com o método de filtragem no espago de Fourier.
Nos capitulos seguintes apresentaremos alguns filtros préticos para uma fungdo em C* ou
C?. Para estas fungdes, ndo podemos escolher o filtro de ordem superior a 2. Comparado
com os outros filtros com a mesma ordem p, p < 2, nosso filtro é melhor em dois aspectos:

a exatiddo da reconstrugdo e os bons resultados numa vizinhanga das descontinnidades.
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Capitulo 3

Uma Nova Relacao entre os
Coeficientes de uma Série de Fourier
e a Transformada de Fourier
Discreta.

O objetivo de nosso trabalho neste capitulo ¢ deduzir uma relacdo aproximada entre
a transformada de Fourier discreta {fi} e os coeficientes de Fourier { fk} de uma fungdo
f(z), tal que possamos calcular {f;,j = 0,---,N — 1} eficiente e exatamente usando a
transformada rdpida de Fourier (FFT) (ver [5]). Baseados nesta relacdo, conseguimos obter
um novo filtro no espago de Fourier para reduzir o fenémeno de Gibbs. Em primeiro lugar,
realgaremos alguns resultados e motivagées das série de Fourier, a transformada de Fourier

e a transformada de Fourier discreta. Depois, estabeleceremos nossa nova relagao.

3.1 A Série de Fourier, a Transformada de Fourier e
a Transformada de Fourier Discreta

No Capitulo 1, j4 mencionamos alguns conceitos sobre a série de Fourier de uma fungio

f(z) com o suporte compacto contido no intervalo [0,1):
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f(:c)’: -'f fkei%:ras

k=—00
fk —_ G}f(x)e—i%ﬂzdx

e a transformada de Fourier continug, e a férmula inversa:

fi@) = J fw)etr=
flw) = ] e rda

E claro que a relagio entre os coeficientes de Fourier f, e a transformada de Fourier f(k)

com freqiiéncia k é como segue:

1
fo=fk) = [ fl@)e™mdz, k=0,%1,42,... (3.1)
0

Nos problemas praticos, somente tomamos a aproximagio da série de Fourier finita (1.3),
ou tornamaos os valores discretos da transformada de Fourier continua, Além disso, precisamos
obter apenas os valores discretos da fun¢do. Embora nés temos duas expressdes (1.1) e (1.6)
de uma fung¢io com o suporte compacto para diferentes problemas, podemos ter a mesma
férmula do cdlculo de (1.3) e (1.9) para z;, 7 = 0,..., N — 1 (quando o suporte da fungio
é [0,1]). Neste caso, portanto, a aproximacao da série de Fourier da funcgo é equivalente &
transformada de Fourier continua para o célculo, € em ambos casos ocorrerd o fenémeno de
Gibbs.

Recordemos a definigdo da transformada de Fourier discreta. Dada uma funcio f(z) €
L*(R), com o suporte em [0, 1] e um inteiro par N > 0, sejam {z;, j=0,---,N} e {f;, =
0,--+, N — 1} definidos em (1.7) e (1.8) respectivamente. Entdo, a transformada de Fourier

discreta de {f;, j=0,---,N —1} é

N-1 ,
f = ziv S fie k- Nj2<k<N2-1 (3.2)
=0
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e a transformada inversa é:

Nj2-1

fi= ¥ fe®k j=0,... N-1. (3.3)
k=-N/2

A transformada de Fourier discreta e a férmulé. inversa sio as projecoes exatas entre N
ntimeros complexos {f;,7 =0, ..., N=1} e N nimeros complexos {fs, k = —N/2,...,N/2—
1}. Podemos utilizar a transformada ripida de Fourier (FFT) e a transformada répida
inversa de Fourier(IFFT) para calculé-los respectivamente. Também, podemos escolher N
impar inteiro . Mas, escolheremos os valores da fun¢do f(z) nos pontos 2™ (algum inteiro
m}), para poder utilizar a FFT. Neste caso, os valores de {f;,7 = 0,...,N — 1} em (3.3)
seram complexos, e temos que omitir 3 parte imaginéria.

Qual ¢ a relacdo entre a transformada de Fourier discreta e a transformada de Fourier
contfnua? A referéncia [5] explica claramente que a transformada de Fourier discreta pode
ser deduzida da transformada de Fourier continua. Baseados nisto, podemos utilizar a
transformada de Fourier discreta para calcular aproximadamente a transformada de Fourier
continua. Qual é o erro desta aproximagio? Comparando (1.9) (ou (1.3)) com (3.3),

podemos facilmente obter (1.9) apenas substituindo fi por fi em (3.3). Em geral, nao

¢ possivel obter uma melhor aproximagio de {f;,7 = 0,...,N — 1} em (1.9), a menos
que fr = fi,k = —N/2,...,N/2 — 1. Quando nds temos alguma relagio mais exata
entre fi ¢ fi, podemos calcular bem {f;,j = 0,...,N — 1} a partir da aproximacio

[fe,k=—N/2,...,N/2 — 1)}, o que é nossa principal motivagio.

H4 uma relagéio exata entre fy e f; [7]:

- - ‘+‘W -
fi=f+ Y fiinm k=-N/2,.. . N/2-1. (3.4)

m=—oco,m#£0

+w ~ " -
e sabermnos que tem o erro 2. Jxinm s€ aproximamos fi por fi.
m=—co,m#0
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3.2 Uma Nova Relagao entre fk e fi

Nesta segdo, deduziremos uma nova relagio aproximada entre fk e fk. Usando esta
relacdo, seremos capazes de apresentar um novo filtro para reduzir o erro quando calculamos
{f;» 3 = 0,---,N — 1} pela FFT. Por outro lado, podemos também obter um algoritmo
aproximado para calcular eficientemente os coeficientes da expansao de Fourier. Antes de

tudo, apresentamos 0 principal resultado da segéo.

Teorema 3.1 Suponhamos que uma fungdo f(z) satisfaz as Suposicoes 1-3 (Capitulo 1),

{z;}5 e {f;}5 ! so definidos em (1.7) e (1.8) respectivamente, e 2 € {z;}} ,m=1,...,L
Entao, _
\fe — ak fkl < C(f)Az, para qualquer inteiro k (3.5)
onde
| 1, k=0,
ag = { Nge—:‘z;;f_q _ squ::erN) e-kFIN koL, (3.6)

e C(f) é uma constante ndo-negativa que depende de f somente.

Demonstracio: Primeiramente, fazemos a prova para o caso k # 0. Pelas parti¢des dos
nds {z;, 7 =0,1,---, N} definidos em (1.7) e os valores discretos {f;, 7 =0,1,---,N -1}

definidos em (1.8), temos (notemos que z; = &)

Tj41 - .
—i2k7x . p—i2kn [N _
—iZkﬂzd _¢€ Tj4y —i2k1rﬁre / 1
e T = — 2H=e T T
—12kn ' —12km
L3
e obtemos
Fig1 a
s gk —i2kwi
f e Ty — ~° N (3.7)

%
Observamos que a igualdade acima também é vdlida se k£ = 0. Assim, aproximando f(z)

pela constane por partes, obtemos
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N-1 %+l N_1 Tj+1

fk — Z / f(x)e—i%ﬁxdx o Zﬂ fj -/ e_i2k1rzd$+rk(AI),

onde ry(Az) é o termo do erro que serd especificado mais adiante. Entao,

. N—-1 —izkir-ﬁ- e—i?.k‘u’fN -1
fk— zg%fj "—_?:zT'I‘Tk(A.T).
Usando que
- 1 N-1 . i
fe=5 2 fieT®"%, _N/2<k< N/2-1,
j=0
temos
. -~ Nf{e @ka/N _ 1 .
fe=fi (e ) + ri{Az) = ar fi + re(A2). (3.8)

—i2km
Agora voltamos para estimar o termo r{Az). Supondo que a derivada de f(z) existe no

subintervalo (z;, z;4:), para qualquer z € (z;,2;,,) temos que

f(@) = f; + £ (€)(z — n;), para algum £ € (z;,T511)

Usando a Suposi¢ao 3, obtemos

Tj+1 Zj41

| [ 5@ - sle iz < [ supels @)llw - m)ids < 50(AzY,

&y ;i

onde C é definido na Suposi¢do 1. Escolhendo #; como x; + Az/2, o limitante acima serd

1C(Az)?. Da desigualdade acima e de (3.1}, (3.2), (3.6), (3.7) € (3.8), obtemos

- ~ N—-1 Tj+1
Ire(Az)| = |fx = axfel < X f |fl2) - fildz
L i=0 z; (3.9)
< N3C(Az)? = C(f)Ax,
No caso k = 0, entdo, o valor da integral em (3.7) é 1/N. Seguindo a demonstragio no caso
k # 0, podemos facilmente obter a mesma estimativa com aqg = 1. Assim, terminamos a

prova deste teorema.
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As seguintes observages sAo necessarias:

1. E claro que, se f (z) € aproximada usando fung¢bes constantes por partes, entdo,
coeficiente exato da sua expansao de Fourier, que é a; f}, serd uma aproximagao de fk. Tal
idéia é semelhante & aquela no método de Splines-[23]. Mas, nossa expressao mostra a relagio
entre f; e f; de maneira que podemos utilizar a FFT nas operagdes numéricas. Além disto,
a férmula é exata para uma familia de fun¢fes muito comuns.

2. Seja o(k) = -, logo, por (3.6), temos que

1, k=0,
o(k) = { kn/N ik /N k (3°10)
dte s K#O,
e podemos verificar que
1< lo(k)| < %

a partir da desigualdade bem conhecida

S_sn;ﬂsl para 0 <8<

3|
l\.'i.l-ﬁ

3. Quando calculamos os valores aproximados de {f;, j = 0,1,---, N — 1} pela FFT

inversa, podemos utilizar os valores aproximados de fi:

femolk)fy, k=-N/2,---,N/2—1. (3.11)

Notemos que g(k) é um filtro no espago de Fourter, compa.ra.remos este filtro com aqueles na
secao 2.2:
1}. O filiro de Fejér

01(%) —1— 2Jk|/N.

2). O filtro de Lanczos

%, |1, k=0,
0'2(?) = am2g2k?NfN!= k?éo
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3). O filtro de Raised-Cosine

Zk) 1 + cos(2kn /N)
N 2 )

Todos os filtros acima sfo reais. Uma razdo essencial para introduzir estes filtros é reduzir

0’3(

as oscilagdes numa vizinhanca da descontinuidade, e além disto, a meticulosidade é a segunda
consideragio. Na nossa simulagio numérica, achamos que os filtros sem o fator 2, o3(%) e
03( &), devem ser melhores. Também comparamos com o filtro seguinte.

4).

aﬁ(%) =1- (2;’ e f[t (1 —t)Pdt.

A magnitude do filtro o(k) (3.10) é a inversa do filtro de Lanczos, e ainda, tem nma
mudanga de fase e*"/N em o(k). Podemos reivindicar o fato de que nosso filtro é bem
melhor no sentido de que estabelecemos uma relagio mais exata entre fi e i via a férmula
(3.5). Além disso, conseguimos obter uma melhor aproximagio para uma fungéo f(z) que
tem pontos de descontinuidade ou f(1) # f(0).

4. Nos dois casos particulares, obtemos resultados surpreendentes (a reconstrucéo exata

de {f(n;) = f;}5'"), que mostramos nos seguintes corolarios.

Coroldrio 1. Suponhamos que f(z) é uma funcao escada com o suporte em [0,1]. Sejam
{2} e {f;}0'" definidos por (1.7) e (1.8) respectivamente, tal que todos os pontos interiores
no subintervalo (z;, T;41) ndo sao os pontos de descontinuidade, para j = 0,1,--- N —1. Se

fi = f(n;) = f(z; +d) com 0 < 6 < Az, entdo
axfo = fr, k=-N/2,-.-,N/2-1. (3.12)

Aplicando a FFT inversa de {o(k)f }N’;\,2 ﬂ] podemos reconstruir os valores {f;}0 " exata-

mente.
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Demonstragéo: Sob as condi¢des do coroldrio, temos C' = 0 na estimativa de ry(Az) na

férmula (3.9), logo, rx(Az) = 0. Entéo
fi=olk)fy k=-N/2,-.. Nj2-1,

completando a prova deste coroldrio.

Corolério 2. Suponhamos que f(x) é uma fung¢do com o suporte em [0,1], tal que f(z) =
oz + 0 para z € [0,1]. Sejam {z;}¥ e {f;}0~" definidos por (1.7) e (1.8) respectivamente.
Se f; = fn;) = f(z; + Az/2), entdo

fe =oxfx, k=-N/2,---,Nj2 -1, (3.13)

e aplicando a IFFT de {o(k) fk} N/2 , podemos reconstruir os valores {f;}) ! exatamente.

Demonstracgao: Sob as condigdes do coroldrio, integrando por partes, temos

3j+1

. —_ 0, k=0,
[f(2) ~ file™*dz = Byae™™IN, By = { (kn/N) _ sin(kn/N)
;EJ[ ! m;k;ﬁ s4k N= ]! k :/" 0.
para k = —N/2,..-,N/2 — 1. Notemos que Bj ¢ independente de j. Substituindo a

identidade acima dentro da férmula de 7,(Az) na prova do Teorema 3.1, obtemos, para
k=-N/2,--- N/2 -1,

as) = fo-afe= %, [ 1) - flereds
= Bra Z e—t2k7r3}N =0,

=0

0 que prova este corolario.

Observamos que os resultados acima também sao vdlidos no caso em que o suporte de

(z) é [a, b].
Assumindo as condi¢tes do Teorema 3.1, suponhamos que os pontos da descontinuidade

de f(z) coincidem com alguns nés z;. Mas, para uns problemas mais praticos, precisamos
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considerar o caso de que os pontos de descontinuidade est&o situados em qualquer lugar. Por
conveniéncia, vamos supor que f(z) possui apenas um ponto de descontinuidade no intervalo
(0,1), denotado por z, € z, < z < zp+ 1/N, 0 < p < N — 1. Agora, utilizaremos as novas
parti¢bes ndo-uniformes dos nds tal que a derivada de f(z) existe em cada subintervalo.

Sejam

D=2 <231 < <2p K<L Tpp2 < "<y < Ty =1, (3.14)

1
Azj =g —z=Av= o j#pp+], Ay =2-0p, Alppy =Zp2—2,  (315)

fi=ft), i=0,....,N—1 com n;=z;+0;j#p,p+1 (3.16)
fo= 3o+ 05), for1 = flz 4 0p11)
onde 0<0;=6< Az, j=0,...,N-1,j#p,p+1;0< 5, < Azy e 0 < 84y < Ay, 580

constantes,

Obtemos uma relagio aproximada entre f; e fi como segue.

Teorema 3.2 Suponhamos que uma fungio f(z) satisfaz as Suposi¢des 1-3, e f(z) possui
apenas um ponto de descontinuidade interior z. As particdes dos nés no intervalo [0,1] e

{f;}3 ! so as definidas em (3.14)-(3.16) respectivamente. Entdo

\fe — axfi — (fp — o)) < C(f)Ax, (3.17)

onde

- z $p+]_-, ] k = 0,

gk = { ,_;‘;k,r (e-tQkarz - e—:ﬂwka:p_i_l), k ?1_, 0, (318)
e C(f) é uma constante ndo-negativa que somente depende de f. {a;} € a mesma do Teorema

3.1.

Demonstragao: A prova € semelhante & aquela do Teorema 3.1. Primeiramente, consid-
eraremos 0 caso k # 0. Usando a regra dos retdngulos para a aproximagio da integral,

obtemos
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" Ti+1 . % . Tp+2 .
fi = Z?:Bb#p,p-{-l I flz)e®2dg 4+ [ f(g)eBrodp + [ flz)e*odg
z; z, z
N-1 T —$2krz S AL
= i g1 Fi xj e dz + fpr e dz+ fo1a [ € dz + ex(Az),
§ P z

onde ey(Az) é o termo do erro. A fim de utilizar os resultados do Teorema 3.1, rescrevemos

a igualdade acima como

N-1 Ti+1 ZTp+1 Tpti
fi=3 5 f e~i2kmzgy _ 5 f e~ gy 4 £ f e~ %724z 1 ey (A7),
=0 Ty z z

De acordo com o Teorema 3.1, temos

fo = axfi+ (fo — fpan)Bs + ex(A2). (3.19)

Analogamente, podemos facilmente obter a estimativa de e, (Ax)

z %

l![f(m) - fp]e—i%mdﬂ .S!Sllpf]f'(f)llﬂﬂ — Tpldz < %C(Z - :Ep)z < %C(A:}:)z
e
| / [f(z) — fp+l]e_£2kmdx| < f SUPglf;(f)Hx — Tp41|dZ < ';'C(mpw%’ - 3)2 < 2C(Az).

Logo, obtemos

lex(Axz})| =lfk;_?kfk;$fp_fp+l)§k| -
[ 1@~ filds + ] (@) - fyldz+ ] |f(z) - fymide  (3:20)

i=0j#p.p+l z;

< (N -1)3C(Ax)? + 2C(Az)? = O(f)Ax.

bA

No caso &k = 0, temos
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&
] dz =z — Tpyr = ﬁg. (321)
Zp+

Seguindo a prova no caso k # 0, podemos obter a mesma estimativa (3.20) com ay, = 1. E

completamos a prova do teorema.

J4 sabemos que o erro da aproximago serd menor se aproximamos f(z) pela fungao linear
por partes. Entdo, daremos uma relagio mais exata baseada nesse tipo de aproximacio.

Aqui, utilizaremos os valores da fun¢io nos nés z;,5 =0,..., N, isto é, seja d = 0 em (1.8):

fi=f(=z;), i=0,...,N (3.22)
e denotamos
fi = 1lm f(z), j=1,...,N (3.23)
z—}z;
e
fj:'-= lim f(.‘]:), jzoa"':N_l- (324)
gz}

Teorema 3.3 Suponhamos que uma funcdo f(z) satisfaz as Suposicoes 1,2 e 4, com {z;}[,
{£7}¥ e {f;}0" definidos por (1.7), (3.23) e (3.24) respectivamente, € zy, € {z;},m =
1,...,l. Entao

fs — a0 Y — a@ P < O(f)(A)?, (3.25)

onde {f, k= —N/2,...,N/2—1} e {fi7, k = —N/2,...,N/2—1} sdo as DF T de {f",j =
0,...,N—1}e{fi,7=1,...,N} respectivamente ¢

1/2 k=0
(1) __ ) ‘ \
l‘lk - { _ﬁ%‘; + %ﬂ_(e-—tﬂkﬂb\r _ 1), k # 0, (3-26)
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1/2 k=0
(2) ¥ ]
a - T —12kT 3-2;
* { £21:7re /N (:'2::) (6 /N 1)7 k # 0: ( )

e C(f) € uma constante ndo-negativa que somente depende de f.

Demonstracio: Em primeiro lugar, consideraremos a prova no caso k # 0. Usando as
partigies dos nds {zj, j = 0,1,---, N} definidas em (1.7} ¢ os valores discretos {f; }{ e
{£;'}4~" definidos em (3.23) e (3.24), obtemos

Tjti

usando que

- 1 .
—12knx — —i27%;
/ (z = 2jaa)e™ e = — g™ -
Ti
Zi41
- 1 .
—i2k7E — —i2nE;41
T — x;)e 0 = ———= L
( 3) i2kw N
Zi
Zit1
T — Tjr1 g
/ . 3+ e 12k1rzd:c —
5 1T i
Ti+1
-—i2k1rn:d$ —

T —
f P
m. _$A
5. Ut 3

i

1
(i2km)?

—i2!l':l.‘j( —i2kw N _ 1)

e

1

—i2nz;
@Rt e

—i2kn /N N 1)

a(l) o
__k_e—t2k1rj,
N

a(Q} _ )
k e—t2k1r§v— )

N

(3.28)

(3.29)

Notemos que as igualdades (3.28) e (3.29), também sfo vdlidas se k = 0. Em seguida,

utilizamos a regra dos trapézios para a aproximagio da integral em (3.1) e obtemos

- N-1%j+1 -
=X [ fz)e™%dr
j=0 =;
N=1l 41 pbe. o = (o—z;). _.
- 'zo [fjxi'i;.:l) + sztl-r(lz—:)]e_'zkudm + ri(Az),
=0 &j

onde r(Az) é o termo do erro.
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Usando o fato de que

1 N1 . .
= 5 & ffe ™k, —N2<k<N/2-1,
i=0

~(2) Z fJ+1 v—le‘ll’ﬁ _ N/2 S k S N/2 _ 1,

temos

fi = aVFD + 6@ FP 4 r(Az). (3.30)

Agora, estimaremos o termo rx{Az). Suponhamos que a derivada segunda de f{z) existe

no subintervalo (z;, z;41), logo, temos que

(“" %) lf"(f)(r—%)(-’c—zm) para algum ¢ € (2, Zj+1)

para qualquer z € (%5, z;41), ¢ pela Suposi¢do 4, obtemos

Titl

(g — 1. _
JEChe =ik T
< [ sl ©lle - z;)da < C(Ag),

z5
onde C é definida na Suposigio 1. A partir da desigualdade acima e usando (3.1}, (3.2) e
(3.26)-(3.30), obtemos

(A7) = |fi ~ “f“} o fi2)]

N-1

<z f 1f(z) - J_;jf,” et g (3.31)
< Nic(azp = C(f)(Acy?
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No caso k = 0, os valores das integrais (3.28) e (3.29) sdo ignais a 5 Segumdo a prova no
caso k # 0, podemos facilmente obter a mesma estimativa (3.25) comay’ = 1/2eay’ =1/2.

Entdo, completamos nossa prova.

Como no Teorema 3.1, suponhamos que os pontos da descontinuidade de f{z) coincidem
com alguns nés z; no Teorema 3.3. Se os pontos de descontinuidade situam em qualguer lugar
em [0,1], usando a mesma idéia do Teorema 3.2, utilizamos as novas parti¢oes nio-uniformes
dos nés de maneira que a segunda derivada de f(z) exista em cada subintervalo. Entéo,
podemos generalizar o Teorema 3.3 4 fung¢fo com os pontos da descontinnidade sitnados em
qualquer lugar.

Observamos que se f* (z) existe em cada (%aj, Zsj42),5 = 0,1, ..., N/2, podemos aprox-
imar f(z) pela funcio quadrética e conseguimos obter wma melhor aproximagio de f.

Para calcular os coeficientes de Fourier f; de f(x) usando valores discretos de f(z) nos
pontos escolhidos, j4 obtemos algumas expressdes aproximadas de f; pelos Teoremas 3.1-3.3
acima. Considerando as diferentes caracteristicas da fungéio, podemos calcular eficientemente

os coeficientes de Fourier de f(z) em [0,1] pela FFT.

Do Teorema 3.3, sabemos que precisamos { ;7,7 =0,...,N-1}e{f;,j=1,...,N} para
calcular os coeficientes de Fourier {fi}. E claro que ndo conseguimos reconstruir {fifi=
0,....,N—1}e{f;,j=1,...,N} pela relacao (3.25), se somente sdo dados {fk,—N/‘z <
k < N/2 - 1}. Entdo, precisamos mais coeficientes de Fourier fx. Nas aplicacdes, uma
fungao possui apenas poucos pontos de descontinuidade. Temos fi = f;, se f(z) € continua
em z;. Por necessidade da reconstrugio de fungoes, precisamos rescrever a relagio (3.25).
Por conveniéncia, suponhamos que uma func¢io possui apenas um ponto de descontinuidade

de f(z), denotado por z,,1 < p < N — 1. Entdo,
Fo=d B+ 62 (fo - )+ &7 (S = £7) + 0(A?), (3.32)

41



onde

c},” = am + e‘gﬁta(g) (3.33)
(2)
(2) _ _.e*’*%’-‘%, (3.34)
(3) an'gl—p! a£2}
cp = —6t T (335)

Temos (N +2) valores desconhecidos {fo, - .., fo-1, 5, if ) for2,. -, fw} da fungdo em (3.32)
(incluindo especialmente os limites esquerdo e direito no ponto de descontinuidade). Se esper-
amos recuperar N valores desconhecidos da fungdo em (3.32), podemos deduzir a seguinte
férmula. Sem perda de generalidade, continuamos supondo que hé apenas um ponto de
descontinuidade de f(z) em [0,1], denotado por 2, = z, + §,, onde, §, é uma constante,

0< 68, <% pe{0,1,...,N — 1} (Notemos que z, pode ndo ser um né).

Teorema 3.4 Suponhamos que uma funcdo f(z) satisfaz as Suposictes 1,2 e 4. {z;}} e

{£;}Y definidos em (1.7) e (3.22) respectivamente. H4 apenas um ponte de descontinuidade

de f(z) em [0,1], denotado por z, = z, + &5, onde, 6, é uma constante, 0 < &, < %

N?
p€{0,1,...,N —1}. Se §,=0, tomamos f, como f, . Entéo:
fe= P fet P+ P v+ df+ P o +C(HO ALY, (3.36)
onde
@_ ] T~ 2N= _ . k=0, 337
Ck { 21;7; (e—s%kzp - e—:?xkz,) _ %{ail)e—t?«k-ﬁ, k __/__ 0. ( ’ )
e
1
(5) - 17‘?4_1 —Zp ~ 3 k=0, 338
Cx { ﬁ(eﬂ—ihkzp.;.l — e-—i21rkzp) _ #af)e_iz"kﬁ, k __/__ 0. ( . )

( ) 6 0 complexo conjugado de c YeC (f) é uma constante nfo-negativa que depende de f.
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Aqui, somente expressamos a férmula aproximada de integral em (3.1) como segue:

N-=2 Ziq1

1 )
fo= [f@etmde= T p@e ot T f@etrdn 4§ p@)e s
ON 5 T i=04¥p z; TNt
_ = TorliE-rin) | fiwle-T)) —i%kna
a MOE,J#P&{ [‘;'_“’;-H T "3.7'+1—”J'JI ]8 T dr
ffp —t2k7rzdm+ j‘ fp+le l2k7rzd$+ f fN— l2k'.'rzd$.

TN—1

Logo, podemos facilmente obter (3.36). Omitiremos a prova detalhada. Analisando a
férmula (3.36), achamos que os coeficientes cf),cf'), c?’ e c{ ) sdio pequenos, comparados
com ¢\, Isto coincide com os resultados numéricos mais adiante. Podemos pensar o termo
cil) fx como uma parte principal, e o resto como uma parte corrigida. Uma relagio semel-
hante aparecia no Teorema 3.2, onde §; também é pequeno. Isto é proveitoso para nossa
reconstrugido no Capitulo 5, desde que implica que nosso método de reconstrugio iterativo

sera convergente.
Neste capitulo, principalmente estabelecemos algumas relagbes entre a transformada de

Fourier discreta {fi} e os coeficientes de Fourier {f;} de uma funcio f(z). Usando estes

resultados, podemos substituir {f;} por expresses de {fi} se for necessirio, ou vice-versa.
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Capitulo 4

Calculo dos Coeficientes de Fourier
Complexos

No Capitulo 3, estabelecemos algumas relacdes entre {fk, -N/2 < k < N/2-1} e
{ fi, =N /2 < k < N/2-1}. Usando estas relagdes, apresentamos neste capitulo um algoritmo
eficiente para calcular os coeficientes de Fourier complexos. Com o novo algoritmo podemos
usar a transformada rapida de Fourier e chegamos a uma melhor exatidao que com os outros
métodos encontrados na literatura. Mostramos alguns exemplos numéricos para ilustrar o

comportamento do novo algoritmo.

4.1 Algoritmos Eficientes para Calcular os Coeficientes
de Fourier Complexos

J4 tendo as relacBes aproximadas (3.5),(3.17) e (3.25) obtidas no capitulo anterior, pode-
mos facilmente calcular os coeficientes da expansio de Fourier de f(z) usando os valores
da fun¢éo no conjunto finito de pontos escolhidos. Apresentaremos agora trés algoritmos,
para aproximar f(z) satisfazendo as condiges dos Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3 respectivamente.

Quando f(z) satisfaz as condi¢des do Teorema 3.1, temos

Algoritmo 4.1 Dados {f;,7=0,...,N — 1},
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Passo 1. Calcular

{fi,k=~-N/2,...,N/2-1}

usando a FFT.
Passo 2. Calcular

Rfy :=axfi para k=-N/2,---,N/2-1,

onde a; satisfaz (3.6) e Rf; ¢ a aproximagio de f;.

Observamos que sdo necessarias apenas O(N log, N) operagdes para aplicar a FFT no
passo 1 e N multiplicagbes no passo 2. Entdo, a quantidade de cdlculos neste algoritmo nao
é grande. Além disso, (3.6) é ainda vélido para todo inteiro &, e podemos calcular todos os
coeficientes de Fourier R fi usando N valores da fun¢do. Aqui, fi serd uma funcio periddica
com periodo N. Resultados semelhantes, também, sdo vdlidos para os Algoritmos 4.2 e 4.3.
Por outro lado, quanto maior N, menor é o erro da aproximagdo. Quando f(z) satisfaz as

condigbes do Teorema 3.2, (3.17) é vélido e podemos utilizar o algoritmo como segue.

Algoritmo 4.2 Dadas as particdes dos nés no intervalo [0,1] e {f;}{/" definidos em (3.14)
- (3.16) respectivamente,

Passo 1. Calcular

{fo.,k=~N/2,...,Nf2 -1}

usando a FFT

Passo 2. calcular

Rfy = apfo + (fo = fot1) e

onde a; e § satisfazem (3.6) e (3.18) respectivamente.
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Em geral, temos que escolher uma partigio uniforme no intervalo [0,1] como (1.7). Mas,
0 Algoritmo 4.2 mostra que podemos escolher arbitrariamente a partigdo do intervalo [0,1].
Isto é uma vantagem para o caso de uma funcio descontinua.

- De mesmo jeito, de (3.25) do Teorema 3.3 deduzimos o Algoritmo 4.3.

Algoritmo 4.3 Dados {f;,5 =0,...,.N -1}, {f7,i=1,...,N},
Passo 1. Calcular '

{fiV k=-N/2,...,Nj2 -1}

(7P k=-N/2,...,N2 -1}

usando a FFT
Passo 2. Calcular

Rfy = a) ' +aPF? para k=-Nj2,---,N/2 -1,
onde ail) e af] satisfazem (3.26) e (3.27), Rfi é a aproximagio de fi.

Algumas observagbes importantes sao as seguintes:

1. Nossos algoritmos sdo tao rdpidos quanto o método da FFT, mas, obtemos uma melhor
aproximacdo. O método da FFT precisa N pontos equidistantes ignalmente espacados, mas,
o Algoritmo 4.2 mostra que isto ndo é necessirio, desde que os pontos de descontinuidade
pertencam a particdo. Por outro lado, podemos calcular apenas N coeficientes de Fourier
pelas N amostras usando a FF'T| mas, conseguimos calcular todos os coeficientes de Fourier
fi pelo nosso método, para qualquer inteiro k. Os exemplos mostram que o erro ser grande

quando |k| torna-se grande {N/2 < |k}).
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2. Se f(z) € C%0,1],1 < ¢, o método dos Splines é um bom algoritmo. Mas, nosso
algoritmo serd melhor para uma funcdo suave por partes. Por outro lado, sao necessérias
O(N?) para N coeficientes de Fourier usando o método dos Splines quando tomamos N nds
em [0,1]. Assim, a quantidade de cdlculos serd grande quando este método é estendido para
dimensdes maiores. No Algoritmo 4.3, também, utilizamos & interpolacio linear da funcio,
mas, a diferen(;_a com o método dos Splines é que ndo calculamos diretamente os coeficientes
de Fourier da base linear. Além disso, utilizamos os limites a esquerda e a direita nos pontos
de descontinuidade da fungao.

3. Usando a mesma idéia, podemos estender os algoritmos a dimensdes maiores.

4.2 Exemplos Numéricos

Nesta secdo, mostraremos os resultados de alguns experimentos numéricos para ilustrar o
comportamento dos algoritmos deste capitulo. Todos os célculos, nesta tese, foram realizados
usando o pacote MATLAB numa estacdo SunSparc no IMECC, Universidade Estatual de
Campinas, SP, Brasil. A precisdo da mdquina é v ~ 107'°. O suporte da func¢io é o intervalo
[0,1] neste e nos préximos capitulos, isto é, f(z) =0, z € [0, 1]_.

Aplicamos os algoritmos as trés fungdes com N = 128. Realizamos os cdlculos para o
exemplo 4.1 usando o Algoritmo 4.1, para o exemplo 4.2 usando os Algoritmos 4.1 ¢ 4.2, ¢
para o exemplo 4.3 usando os Algoritmos 4.1 e 4.3. Comparamos também, o erro entre Ry

e fx, € 0 erro entre fi e fx, k = —N/2,...,N/2 — 1, como segue:

& = logmink - fk| (4.1)

& = logiol fx ~ fil (4.2)
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o que é mostrado nas Figuras 4.1-4.3. Para todas as figuras, mostramos os erros como funcéo

de k.

Exemplo 4.1 Fungéo fi(z):
hiz)=z, z€[0,1] (4.3)

Notemos que fi(x) é linear em {0,1].

() ]
=15 T T - -3 T
=33
155 ]
234 . o
’ 1 - -
~18 21k - n
e . p .
S ."“';!"a\:“"_... 238 ". k
=165 - - . .
a7 B h 1
17 238 1
239 i H 1
H :
178 |3 §
B \/ i
18 L L —2.41 L . = !
=50 a 50 -850 L] -]

Figura 4.1: Exros: é = logio|Rfi; — f1,| em () e & = logio|fiy — fix| em (b)

Da Fig. 4.1 (a), observamos que o erro do nosso método é da ordem O(10~%) causado
apenas pelo erro da maquina. Isto ¢ devido ao fato de que f;(z) ¢ linear em [0,1], verificando
o Corolério 2 no Capitulo 3. Comparando a Fig. 4.1 (b) com (a)}, observamos que €, é maior

que €.
Exemplo 4.2. Funcao fo(z):

| =z, ze€[0,0.5+1/236],
fala) = { 0, z¢][0,0.5+1/256].

Em seguida, aproximamos os coeficientes da expansdo de Fourier da fo(z), usando os

Algoritmos 4.1 e 4.2.

(4.4)
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Se calculamos Rf; pelo Algoritmo 4.1, a Fig. 4.2 (a) e (b) mostra que o erro € é menor
que &. A Fig. 4.2 () e (¢} mostra que Rfy; calculado pelo Algoritmo 4.2 é mais exato que
aquele pelo Algoritmo 4.1. A Fig. 4.2 (d) mostra que podemos calcular todos os coeficientes
de Fourier lﬁa:ra qualquer k, mas, o erro é grande quanto k¥ torna-se grande.

Exemplo 4.3. Func¢io f3(z):

I z € [0,0.5), '
fs(@) = { cos(z), z ¢ [0,0.5). (45)
Aplicamos os Algoritmos 4.1 e 4.3 para aproximar os coeficientes da expansdo de Fourier

de f3(z).

Se calculamos os coeficientes da expansio de Fourier R fak pelo Algoritmo 4.1, a Fig. 4.3
(a) e (b) mostra que o erro & é menor que &. A Fig. 4.3 (a) e (c) mostra que Rfs, pelo
Algoritmo 4.3 é mais exato que aquele pelo Algoritmo 4.1, o que coincide com os resultados
do Teorema 3.3. A Fig 4.3 (d) mostra que consegnimos obter uma melhor aproximago
dos coeficientes de Fourier fi para k = N/2,...,N. Achamos que 0 erro serd grande se

calculamos f, para k = N/2,..., N, pelo Algoritmo 4.1. Isso é semelhante & Fig 4.2 (d).

Os exemplos acima ilustram a eficiéncia de nosso método para calcular os coeficientes
da expansdo de Fourter. Conseguimos uma precisio muito malor que outros métodos na
literatura, e mais, o esforco computacional é pequeno, pelo fato de estar usando a FFT

eficientemente.
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Figura 4.3: Erro &, = logio|Rfsy. — fax| (Rfs; calculado pelo Algoritmo 4.1) em (a). Erro
éx = logio|far — far| em (b). Erros & = logio|Rf3; — f3i| (Rfs, calculado pelo Algoritmo
43): {c) para —N/2< k< Nf2-1e(d)para0<Ek<N.
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Capitulo 5

A Recontrucao de {fj,5 = 0,1,---,N -1}
a Partir dos Coeficientes de Fourier
{fr, E==N/2,--- N/2 -1}

No Capitulo 3, estabelecemos algumas relagdes entre {fy,—~N/2 < k < N/2 -1} e
{fi,—N/2 < k < N/2 —1}. Usando estas relacdes, apresentaremos agora alguns algoritmos
para a reconstrucdo de fungbes. Como antes, nossos métodos permitem adotar a transfor-
mada ridpida de Fourier conseguindo baixo custo computacional € mais precisio que outros
algoritmos similares encontrados na literatura (particularmente nos pontos_. proximos dos

pontos de descontinuidade). Também estimaremos o erro da funcao reconstruida.

5.1 Algoritmos para a Reconstrucao de Funcgoes

J4 estabelecemos algumas relacdes aproximadas entre a transformada de Fourier discreta
e 0s coeficientes de uma fungdo f(z) no Capitulo 3, e obtivemos alguns algoritmos eficientes
para calcular os coeficientes de Fourier no capitulo anterior. Mas, nosso principal objetivo
é reconstruir o conjunto discreto {f;,j = 0,1...,N — 1} de uma fung¢8o f(z) a partir dos
coeficientes de Fourier {f;, k = —N/2,---,N/2 —1} (ou a transformada de Fourier de f(z)
com a freqiiéncia k). Apresentaremos diferentes algoritmos para os casos nos quais f(x)

satisfaz as condicdes dos Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3. Se f(z) satisfaz as condigbes do Teorema

52



3.1, entdo, temos

Algoritmo 5.1 Dados {fi, k= —N/2,...,N/2 -1},
Passo 1. Inicializar
fi :=o(k)fy para k=-N/2,---,N/2 1,
onde o (k) satisfaz (3.10).
Passo 2. Calcular

Nf2—1 . .
Rfj= Z fke'mmﬂ;r pa.raj:O,...,N—-l
k=—N/2

usando a IFFT, onde {Rf;,j = 0,...,N — 1} sdo os valores reconstruidos da funcio em
{nj:j =0="':N_1}'

Precisamos apenas N multiplicacdes no passo 1 € O(N log, N) para as operagdes da I[FFT
no passo 2, e entdo, a quantidade de célculos ndo é grande neste algoritmo. Se f(z) satisfaz

as condicbes do Teorema 3.2, entdo, aplicamos a férmula (3.17), e temos
a(k)fe m i+ (fp — fpr1)o(R)gr, k=—N/2,...,N/2—1
Denotando as transformadas de Fourier inversas de {a(k) fk}"_vf\?f_gl e {a(k)_f’,‘vk}"_V’;\?f;,1 cOmo

{h_,-}év le {9; o1 respectivamente, obtemos

hj=f3+(fp—fp+1)gj, j=0?,N—1 (51)

Para obter {f;}§"", basta resolver o sistema de equagdes (5.1). Como {g:} é pequeno, {g;}
também o serd. Claramente, o sistema de equagdes (5.1) tem solugfo. O algoritmo € descrito

€omo segue:

Algoritmo 5.2 Dados {fi, k= ~N/2,... N/2—1}e {4, k= —N/2,...,N/2 -1},
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Passo 1. Inicializar
By = a(k)fk para k=-N/2,---,Nf2—1,

gr :=olk)gr para k=-N/f2,--- N/2-1,

onde o (k) satisfaz (3.10).
Passo 2. Calcular

Np-1o
hi= Y he®™¥F para j=0,...,N-1,
k=—N/2
Ne-l
gi= Y. €™ ¥ para j=0,...,N -1,
k=—N{2
pela IFFT.
Passo 3. Achar a solugfo do sistema de equagtes (5.1) como segue
Passo 3.1 _
O O v P 52)
gpr1 B fp+ (1—gps)Bfpr1 = p+1

Passo 3.2

Rfj = hj — (Rfp ~ Rfps1)gjs §=0,...,N=1,j#p,p+1. (5.3)

Precisamos apenas 2N multiplicactes no passo 1, O(Nlog,N) operagtes para as duas
IFFTs no passo 2, e algumas poucas operacOes para achar a solugio do sistema de equagses
(5.2) e (5.3) no passo 3 (no passo 3.1, podemos achar diretamente as solugdes de Rfp e Rf, 1,
e em seguida, inserimos elas em (5.3)). Entdo, a quantidade do célculos neste algoritmo é
da mesma ordem do Algoritmo 5.1. Se hd muitos pontos de descontinuidade de f(z) que
possuem mesma caracteristica como 2, podemos desenvolver um algoritmo semelhante. Neste
caso, precisamos mais operagOes por causa da IFFT no passo 2 e calculamos a solugdo de
(5.2) e (5.3) por um método iterativo. Pela estrutura da matriz, o método iterativo converge

muito rapidamente.
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Usando a mesma idéia, podemos generalizar os Algoritmos 5.1 € 5.2 para dimensses
maiores. Mostraremos alguns exemplos em duas-dimensoes.

Para obter uma melhor reconstrugio, precisamos uma relagio mais exata entre fi ¢ fi
como (3.32) e (3.36). Se f(x) satisfaz as condigbes do Teorema 3.3, e supondo que h4 apenas
um ponto de descontinuidade de f(z), z,,1 < p £ N — 1, entdo, aplicamos a férmula (3.32),
e temos

1) f [ ) (3)
0% 5 = Bt 1) = 355 - 57 (5.4)
Denotando as transformadas de Fourier inversas de ;{1{7, E?T e E?y por {hg-e)}ff -1 {hg-l)}ff -1

€ {h?)}f)v*l, respectivamente, obtemos

f_h(o) l)f_f _h’(zf _)) -:05"'9N_1:-¢ :
{ fJ+-—h(0)_h(1)((}0_fI3) h(z)((;+ y ) ! 7P (5.5)

Agora, temos (N + 2) varidveis desconhecidas {f;,j =0,...,N,j#p, f,, f5}. Mas, apenas
N equagoes em (5.5), e ainda precisamos outras duas equagées. Sejam k = N/2, N/2 +1

em (5.4), temos

frge = cQfih + cHlfo = fr) + Sl = 1) (5.6)
e
fN;2+1 = Cg\lr;2+1f1(\f1,r’)2+1 5'3,)12+1 (fo — fN) + Cﬁ}zﬂ(f: - f;)- (5.7)
Como
fN;z = f ~N/j2,
;(\};2 F
e
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) FW

N/j2+1 —N/f2412
temos
~ Bt 2 —
Fonpe = S0 f e+ 0alfo — fx) + Nl — £7) (5.8)
e
2 1 =1 ) 3 _
fo2+1 = Cgv}zﬂfif)mﬂ + cgv}2+1(f0 - fN) + CE\'}2+1 (fp+ - fp ) (5-9)

Notando que as duas equagoes acima sdo complexas, pegaremos entiio a parte real da primeira
e a parte imaginiria da segunda. Finalmente, podemos achar as (N + 2) varidveis descon-

hecidas a partir das (N + 2) equagoes.

Algoritmo 5.3 Dados {fi,k = ~N/2,...,N/2 + 1}, {c",k = —N/2,...,N/2 — 1},
{2 k=—-N/2,...,.Nf2—1} e {¢& k= —N/2,...,N/2 -1},

Passo 1. Inicializar
W= k=N, N2

AP =% k=-N/2,...,N/2-1

RO =% k=_N/2,... N/2-1.
Passo 2. Calcular

Nf2-1 _ o
M= S Ale® ¥, j=0,...,N-1,
k=—N/2
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N/2-1 _
D= Y BPeh, j=0,.. ,N-1

k=—N{2
e
Np-1
h§3) _ Z hg)ea?k:rﬁ’ ji=0,...,N=1,
k=—N/2
pela IFFT.

Passo 3. Achar as solugdes {f;,5 = 0,...,N,j # p, f;, f;}} do sistema de equages (5.5),
(5.8) e (5.9) por um método iterativo.

Como na resolugio de (5.1}, podemos afirmar que o método iterativo terd convergéncia
rdpida e obterd uma solugdo em poucos passos.

Quando utilizamos o resultado do Teorema 3.4, podemos obter um sistema de equagdes
semelhantes ao sistema de equagdes (5.5), (5.8) e (5.9) e também utilizar um método iterativo
para achar a solugao .

Para todos os nossos algoritmos, podemos ntilizar a FFT, e portanto, o esforgo computa-

cional serd pequeno.

5.2 Estimativa do Erro da Funcao Reconstruida

Discutiremos a seguir o erro da reconstru¢do. Em primeiro lugar, descrevemos o grifico

da fungio do niicleo Ky (§)

N/2
Kn{€)= Y o(k)e™™, 0<¢e<1, (5.10)

k=—N/2
que é uma funcdo periédica com periodo 1. Ela nfo possui a mesma caracteristica de (2.18)
no Capitulo 2, isto é, para § > 0, ¢ todo ¢ > 0 existe um inteiro N{6,¢} > 0 tal que
|Kn(€)| <e,5e N> N(be) e § <E&<1—46. Mas, veremos que os valores da fungio Kn{€)
serao grandes somente em poucos subintervalos, e pequenos (ndo suficientemente pequenos)

nos outros subintervalos. A Fig. 5.1 mostra esta caracteristica de Kx{£).
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(a). N=8 (b} N=64
15 . 80 .
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200 400 v
150+ 1 3001
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Figura 5.1: Func@o do niicleo Ky (£) para diferentes valores de N (N = 8, 64,128 e 256).
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Da Fig. 5.1, podemos provar que existem algumas constantes M, ¢, e ¢, tais que

|Kn(z)] € et N, paraz €z, 2,,),l=0,...,.M—1lel=N-M,...,N~1,

|KN($)' < ey, parar € [lfg,l'H_l], | = M,_ “,N — M — 1. (511)

Baseados nesta propriedade, podemos chegar & seguinte estimativa do erro da funcéo

reconstruida.

Teorema 5.1 Suponha que uma fungio f(z) satisfaz as condigdes do Teorema 3.1. Entéo
\fi— Rf;| <C(f)dz, j=0,...,N-1 (5.12)

onde C(f) é uma constante ndo-negativa que depende somente de f.

Demonstragao: De (3.8) e (3.9), obtemos

N—1 Fitt
fe=o®)fe+ak) 3 f (&) (z — m)e **dz, (5.13)
=0 3,
para —N/2 < k < N/2 — 1. Inserindo (5.12) em (3.3}, temos que
N,fz Lo
fj — f e:kaN
k—-»Nfz
Nj2-1 N/2-1 N-1% ] .
= "% o+ "5 oW | (8w — needglen
k=—N/2 k=—N/2 =0 @

Pelo Algoritmo 5.1, o primeiro termo é R 7, e denotamos o segundo termo (do erro) como

€, entao

Ji=Rfj+e.
Apgora, estimaremos o termo e;, onde
Nfz—1 N—1 %41 , s
e = L ok)[X | F&)z—m)e Hrdg]ek
k=— Nf =0 =y
N—1Tiy N/2-1

f o
= E {f’(ﬁ;)(m-—m) v 2a(k)e“2’“’f(“"n)dm

= eg-l) + e§2).
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Denotamos

1 Ny T .
=Y [ £e)e—mKio)ds,
=0 z
onde
‘ Nf2 _ ‘ ; _
Ki(@)= Y olk)e 0 = Ky(-z+ ) = Ky(z - N (5.14)
k=—N/2 N N
e
N1 ®il .
==Y [ fl&)z-mo(/2)e N Rdg
=0 z

Como em (3.9), podemos obter a estimativa de eg?):

C
le§2)| < ';}‘A‘T’ para j.

Seguidamente, estimaremos eg-l). J4 sabemos que Ky (z) é uma fungio periddica com periodo
1. Entdo, todas as funcoes {Kj’;r(:c), j =0...,N — 1} possuem a mesma caracteristica
como K% (z) = Ky(z). Sem perda da generalidade, somente estimaremos e}’; as outras

estimativas sao semelhantes,

N1 Ti41

) =Y [ £ie)z - m)En(z)ds.

=0 T
E claro que
Tt+1

f |z — m|dz < 1/2(Ax)?,

I

para { = 0,...,N — 1. Pela Suposi¢do 3 no Capitulo 1, temos |f/(§)}| < C, e por (5.11),

temos que
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N-1
|em| < sup f'(£) 3 sup |KN(x)| |a:-—m|d:::
£€(0,1] ‘—0 z€[$h3=+1]

= FO(E + 5+ 8 ) s K@)l § 1o —mlds

N-M ze[z21

gC[2Mc1N(A:c)"’ (N 2M)62(AI)2]

Como Az = 1/N, temos que

leol < €871 + i) < C(f)Ax,

onde C(f) = C[2Mc, + ¢;] + C/2 ¢é independente de N.

Completamos assim nossa prova. Observamos que 0 < 2Mc¢; +c2 < 6se N = 128.

O Teorema 5.1 mostra o erro entre f; ¢ Rf;, j=0,..., N —1. Usando os ontros métodos
existentes de filtragem, eles chegam a uma melhor reconstrugio com filtros de ordem alta
somente nos ﬁontos que estdo longe da descontinuidade. Nés podemos alcang¢ar uma melhor
aproximacao dos valores da funcido em todos N pontos, incluindo os muitos préximos da,
descontinuidade. Analogamente, podemos conseguir estimativas semelhantes para outros

Algoritmos.

5.3 Exemplos Numéricos

Apresentaremos alguns exemplos para ilustrar a reconstrugio dos valores da fungio. De
acordo com as diferentes caracteristicas da funcio, efetuaremos o cilculo pelos Algoritmos
5.1, 5.2 e 5.3 respectivamente. Tomamos N como 64, 128 e 256 respectivamente. Usando
os diferentes filtros o(k) e o, (%), m = 1,2,3,6, compararemos o erro em cada ponto pelo
método da recomstrugio. Escolhemos p = 10 em og(Z). Além disso, calcularemos o erro

médio quadratico definido por:
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1 N-1
e= | ¥ 2 Ifi = Rfi* (5.15)

i=0
Em todos os exemplos, calcularemos { f; = f(z;+Az/2),7=0,..., N—1} quando utilizamos

os Algoritmos 5.1 5.2, e {f; = f(z;),7=0,..., N -1} quando utilizamos o Algoritmo 5.3.
Exemplo 5.1 Fungéo fi(x):
fl(z) =z, T€ [091] (516)
Notemos que no intervalo (0,1), fi(z) é analitica e f1(0) # fi1(1).

(a) (b)

0
-2
-4
-8 .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(d)
0
- . -2
-4} 1 |
_B i i . A _6 L
0 0.2 D4 e C.B 1 0 6.2 0.4 08 0.8 1
(e
s r :
-1
-2}
3t
-4

] 2 04 0.6 0.8 1

Figura 5.2: Erro log)o|Rfi(z) — fi(z)| em cada ponto com N = 256 e diferentes filtros:
{o(k)} em (a) e {om(5),m = 1,2,3,6} em (b)-(e).
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As Fig. 5.2 (a)-(e) mostram os grificos do erro em cada ponto usando os filtros {o(k)}
e {om(%),m =1,2,3,6} respectivamente com N = 256.

Da Fig. 5.2, observamos que o erro da fungo reconstruida é quase 0(1071%) causado
apenas pelo erro da méquina. Por causa de que fi(z) é linear em [0,1], isto é assim no
exemplo 4.1.

A Tabela 5.1 mostra o erro médio quadritico para os métodos de reconstrugdo usando

os diferentes filtros com N = 64, 128 e 256.

Tabela 5.1 Erro médio quadrético para f;(z)

N a(k) gy o2 O3 O

64

1.7408x10~"¢

2.0253x10~*

2.3987x10~*

4.8369%x10~

6.4480x10-*

128

2.0529x10-"°

1.4317x10~2

1.6957x10~*

3.4700x 10~

4.5760x1072

256

6.0281x107°

1.0123x10~2

1.1990%x10°*

2.4717x10~*

3.2416x1072

Exemplo 5.2. Fungio fi(z):

{1, zel=[0,1/4)U[1/2,5/8)U3/4,7/8),
falz) = { 0, ’ caso contrario.

(5.17)

Notemos que f4(z) é uma funcio com 6 pontos de descontinuidade.

Na Fig. 5.3, (a)-(e) sfo os grificos do erro em cada ponto usando os diferentes filtros
{o(k)} e {0m(%),m =1,2,3,6} respectivamente com N = 256.

Da Fig. 5.3, observamos gue nosso erro da funcdo reconstruida é quase 010~ %) causado
apenas pelo erro da maquina, o que verifica o Coroldrio 1 do Capitulo 3.

A Tabela 5.2 mostra ¢ erro médio quadritico para os métodos de reconstrucao usando

os diferentes filtros com N = 64, 128 e 256.

Tabela 5.2 Erro médio quadratico para fs(x)

N o(k) gy 2 O3 Og

64

1.1510x10°1°

4.9144x107?

5.8302x10~%

1.1888x 10!

1.5922x1071

128

1.7342x10° 15

3.4986x107“

4.1457%x 10~

8.5176x10~*

1.1250%10~*

206

2.4355%x 10"

2.4781x10~2

2.9355x102

6.0614x10~*

7.0548x10~2
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{a) {b)
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(d)

~1

-2

-3

0 0.2 04 06 0.8 ki

Figura 5.3: Erro logig|Rfs(z) — fi(z)| em cada ponto com N = 256 e diferentes filtros:
{a(k)} em (a) e {om(%),m =1,2,3,6} em (b)-(e).
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Exemplo 5.3. Funcdo fs(z):

fi(z) = 2,z € [0, 1]. (5.18)

Notemos que no intervalo (0,1}, fs(x) é analitica e f5(0) # f5(1).

(@) (b)

-3 0
-35
4 -2
45 |
-5
-55 -B
0 02 04 06 0B 1 0 02 04 06 08 1
(c) (d)
0 , , .
-2
~4
-6 -6
) 62 04 06 08 1 o 02 04 0B 08 1
(e} M
) -5.5948 - -
-5.5946
-5}
—5.5946
. B
-5 50948 ]
~15 . . “ : —5.5946 : - . .
D 02 04 0B D08 1 v b2 04 06 08 1

Figura 5.4: Erro log,o|Rfs(z) — f5(z)| em cada ponto com N = 256 e diferentes filtros: {ox}
em (a) e {0,.(%),m=1,2,3,6} em (b)-(e). (f) mostra o erro pelo Algoritmo 5.3.

Na Fig. 5.4, (a)-(e) sdo os gréficos do erro em cada ponto usando os filtros {o(k)} e
{om(Z),m =1,2,3,6} respectivamente com N = 256. (f) mostra o erro em cada ponto pelo
Algoritmo 5.3.

Da Fig. 5.4, observamos que ¢ nosso erro da fungdo reconstruida usando o filtro o(k)

nos pontos proximos de £ = 0 e 1 = 1 é bem menor que aquele erro usando quaisquer
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outros filtros. Entdo, podemos reduzir fortemente as oscilagbes do fenémeno de Gibbs na
funcdo reconstruida. Notemos que j4 omitimos os pontos 7 e ny_1 quando calculamos
o erro médio quadrético de fi(z), fi(z) e fs(z) pelo filtro os. Por outro lado, podemos
reconstruir (N + 1) valores da fungio se utilizamos o Algoritmo 5.3. Se N = 256, os valores
reconstruidos das fronteiras sfo Rfs(zo) = —2.5431 x 107% ¢ Rfs(zy) = 9.9999 x 10~
Os valores verdadeiros s&o 0 e 1 respectivamente. Quando utilizamos o filtro ¢, obtemos
apenas Rfs(zo + Az/2) = 4.9833 x 10! ¢ Rfs(zn_y + Az/2) = 4.9874 x 10~1. Seus valores
verdadeiros sdo 1.5259 X 107° e 9.9220 x 107! respectivamente.

A Tabela 5.3 mostra o erro médio quadrético para os métodos de reconstrugio usando

os diferentes filtros com N = 64, 128 e 256.

Tabela 5.3 Erro médio quadratico para f3(z)

N a(k) 03 o O3 O¢ Algoritmo 5.3
64 | 4.14x10~% 1 2.02x107% | 2.40x1072 | 4.84x107% | 1.76x10~% | 4.06x10~°
128 | 1.46x10~? [ 1.43x10~° | 1.69x10~2 | 3.47x107° | 1.24x10"%2 | 1.01x1073
256 | 5.19x107° | 1.0I1x1072 | 1.20x10°2 [ 2.47x10 ¢ | 8.83x10~% { 2.54x10°°

Também, fizemos a simulag@o para o filtro g com diferentes valores de p (p=2,4,7,10).
Achamos que o erro da fun¢io reconstruida é bem menor nos pontos relativamente afastados
dos pontos de descontinuidade (ou dos pontos da fronteira), quando tomamos p grande. Mas,
o erro da funcéo reconstruida é maior nos pontos proximos as descontinuidades, quando a
ordem p aumenta. A Tabela 5.4 mostra o erro da fung¢éo reconstruida nos 6 pontos préximos
dos pontos da fronteira. A Fig. 5.5 mostra os grificos do erro da fungao reconstruida pelos

filtros og com diferentes valores de p (p = 2,4,7,10).
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¢ 02 0.4 0B 0.8

—_

Figura 5.5: Erro logip|Rfs(z) — fs(z)| em cada ponto usando o5 com N = 256 e diferentes
valores de p: (a)-(d) sdo para p=2,4,7 e 10 respectivamente.
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Tabela 5.4 Erros da fungdo reconstruida nos 6 pontos

P n To T3 T4 Is Tg
2 19.37x107% | 2.09%x107° [ 3.71x107" | 3.00x10™* | 8.16x10~* | 8.71x10~°
4 [8.10x107% | 3.82x107% { 1.07x10~2 | 1.18x1073 | 9.04x10~% | 1.54x 104
7 17.44x1072 | 5.77x107% | 1.47x107% | 8.14x10~° | 2.20x10° | 2.31x 10"
10 | 7.15x1072 | 6.64x107% [ 1.52%107% | 1.55x107“ | 4.00x10~° | 2.09x 10~°
Exemplo 5.4. Fungio fs(z):
Z?, z € [0,0.5),

Fo(z) = { cos(z), x & [0,0.5). (5.19)

Neste caso, no intervalo (0,1), hd um ponto de descontinuidade de fs(x).

A Fig. 5.6, (a)-(e) mostra os graficos do erro em cada ponto usando os filtros {o(k}}
e {om(Z),m = 1,2,3,6} respectivamente com N = 256. (f) mostra o erro em cada ponto
para o Algoritmo 5.3.

Na Fig. 5.6, observamos que ¢ erro da reconstrugdo usando o filiro o(k) nos pontos
proximos de £ = 0, £ = 1 e £ = 1/2 é bem menor que usando quaisquer dos outros
filtros. Entdo, podemos reduzir fortemente as oscilacdes do fenémeno de Gibbs na funcdo
reconstruida. Notemos que omitimos os pontos {n; (ou z;),j = 0,N/2, N — 1} guando
calculamos o erro médio quadratico de f5(x) pelo filtro 6. Além disso, podemos reconstruir
(N + 2) valores da fung¢do quando utilizamos o Algoritmo 5.3. Os valores nas fronteiras e os
limites a esquerda e a direita no ponto de descontinuidade da funcdo sdo Rfs{zg) = —2.8830%
1076, Rfe{zn) = 5.4030 x 1071, Rfs(zy5) = 2.5000 x 107! e Rfg(zy,,) = B.7760 x 107},
e seus valores verdadeiros sio 0, cos(1} = 5.4030 x 1071, 0.25 e cos(1/2) =~ 8.7758 x 10—+
respectivamente. Se utilizamos o Algoritmo 5.1 pelo filtro o5, Rfe(zo + Az/2) = 2.7085 x
107!, Rfs(znyz + Az/2) = 5.6255 x 107!, e os valores verdadeiros sdo 4.9833 x 107" e

8.7570 x 10~ respectivamente. N&o conseguimos obter os valores de fo(zn), fo(zy o) ©
fﬁ(f}tyz) .
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Figura 5.6: Erro logio|Rfe(x) — fo{z)| em cada ponto com N = 256 e diferentes filtros: {ox}
em (a) e {0 (%), m = 1,2,83,6} em (b)-(e). (f) mostra o erro pelo Algoritmo 5.3.
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A Tabela 5.5 mostra ¢ erro médio quadrético para os métodos de reconstrugéo usando

os diferentes filtros com N = 64, 128 e 256.

Tabela 5.5 Erro médio quadritico para fe(x)

N a(k) oy a3 o3 O Algoritmo 5.3
64 13.53x107% | 1.67x10* | 1.98x1072 | 4.05x107? | 1.46x10~% | 3.08x10~°
128 | 1.25%107% | 1.18x107% | 1.40%1072 | 2.89x10~2 | 1.03x10% | 7.68x10~®
256 | 4.42x107° | 8.38%1073 | 9.29x10~ | 2.05x107% | 7.34x10~° | 1.91x10~%

Exemplo 5.5. Func¢io f7(z):

_ [0, z€[0,0.5+1/256],
f(@) _{ 1, ©¢0,0.5+1/256].

Dividimos o intervalo {0,1] em 128 subintervalos tipicos (N = 128) como (3.14)-(3.15)

(5.20)

{onde p = 64}, e apenas (N —2) subintervalos sdo equidistantes; ou seja, este exemplo satisfaz
as condicoes do Teorema 3.2.

A Fig. 5.7 mostra os graficos da fun¢o reconstruida. Na Fig. 5.8, (a)-(d) sao os graficos
do erro em cada ponto pelo Algoritmo 5.1 com quatro filtros {o(k)} e {om,m = 1,2,3}
respectivamente e (e) mostra o erro pelo Algoritmo 5.2 com filtro {o(k)}}. Da Fig. 5.8,
observamos que os erros da funcdc reconstruida sdo quase iguais pelo Algoritino 3.1 com
quatro filtros {c(k)} e {om,m = 1,2,3}, e seus erros médios quadrdticos sdo 4.9869 x
1072, 4.7283 x 1072, 4.7745 x 1072 e 5.8743 x 1072 respectivamente. Mas, o erro da funcgdo
reconstruida € quase O(107®) causado pelo erro da méquina usando o Algoritmo 5.2 com

os quatro filtros, seu erro médio quadrético é 1.1654 x 1075,

Exemplo 5.6. Fungio fa(r):

z2, z € [0,0.5 4+ 1/256),
Jolz) = { cos(z), z ¢ [[O, 0.5 4 15256}. (5.21)

Como no Exemplo 5.5, dividimos o intervalo [0,1] em 128 subintervalos tipicos (N = 128).
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Figura 5.7: Gréfico original de f7(z) em (a) e das reconstrugdes pelo Algoritmo 5.1 com
diferentes filtros: {o(k)} e {om,m = 1,2,3} em (b)-(e) respectivamente. (f} mostra a
reconstrucao pelo Algoritmo 5.2 com {o(k)}.
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Figura 5.8: Erro logio|Rf7{z) — f7(x)| em cada ponto com N = 128 pelo Algoritmo 5.1 com
diferentes filtros: {o(k)} e {om,m = 1,2,3} em (a)-(d) respectivamente. (e) mostra o erro
pelo Algoritmo 5.2 com {o(k)}.
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Figura 5.9: Gréfico original de fs{z) em (a) ¢ das reconstrugdes pelo Algoritmo 5.1 com
diferentes filtros: {o(k)} € {om,m = 1,2,3} em (b)-(¢) respectivamente. (f) mostra a
reconstrugdo pelo Algoritmo 5.2 com {o(k)}.
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Figura 5.10: Erro logys|Rfs(z) — fs(z)| em cada ponto com N = 128 pelo Algoritmo 5.1 com
diferentes filtros: {o(k)} e {om,m = 1,2,3} em (a)-(d). (e) mostra o erro pelo Algoritmo

5.2 com {o(k)}.

04

0.6

08

74

-1

-2

(b}

e,




A Fig. 5.9 mostra o grifico original da fun¢iio e a reconstrugdo. Na Fig. 5.10, (a)-
(d) sao os gréficos do erro em cada ponto usando Algoritmo 5.1 com quatro filtros {o(k)}
e {om,m = 1,2,3} respectivamente e (e) mostra o erro pelo Algoritmo 5.2 com o filtro
{o(k)}. Da Fig. 5.10 observamos que os erros da fun¢do reconstruida sfo quase iguais
para o Algoritmo 5.1 com os quatro filtros {o(k)} e {om,m = 1,2, 3}, e seus erros médios
quadraticos sdo 3.0958 x 102, 2.8930 x 1072, 2.9071 x 10~2 e 3.4523 x 102 respectivamente.
Mas, usando o Algoritmo 5.2 com nosso filtro, o erro da funcdo reconstruida no ponto préximo
de z = 0.5 +1/256 é bem menor que aquele erro usando o Algoritmo 5.1 com quatro filtros,
sendo seu erro quadratico é 2.0141 x 10~ Isto mostra que podemos reduzir fortemente as
oscilagoes do fendémeno de Gibbs.

Os exemplos numéricos acima mostram que o filtro (k) introduzido no Capitulo 3 é o
melhor para reconstruir uma fun¢do com o suporte compacto que possui pontos de descon-
tinuidade e/ou é ndo periédica no intervalo do suporte. E ébvio que temos que utilizar os
Algoritmos 5.1 e 5.2 respectivamente, de acordo com os pontos de descontinuidade tfpicos

de f{z). Se utilizamos o Algoritmo 5.3, obtemos um resultado melhor.

Em seguida, mostramos dois exemplos em duas dimensGes. Assumimos que o suporte
da funciio é [—0.5,0.5] x [—0.5,0.5], isto é, f(z,¥) = 0, se (z,y) & [-0.5,0.5) x [—0.5,0.5].
Podemos estender os Algoritmos 5.1 e 5.2 a duas-dimensoes. Fizemos o cdlculo pelo Algo-
ritmo 5.1 com N = 64 para o exemplo 5.7, e pelos Algoritmos 5.1 e 5.2 para o exemplo 5.8.
Além disso, comparamos o erro da fungio reconstruida em cada ponto pelos métodos com
os diferentes filtros o(ki, k), om(k1, k2),m = 1,2,3. Tomamos o(ky, k) como o(k;)o(ky), e
Oy (K1, ko) = om(kr)om(ke),m =1,2,3.
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Exemplo 5.7 Fungio fo(z,y):

—z+15 0025 —-s<y<Lz,

_ ) —y+15, 0<z2z<025,~-y<z<y,
W=y 2115 —0B<z<0z<y<—z .
y+15 025y 0,y<r<~y.

(5.22)

Como em dimenséo um, dividimos [--0.5,0.5] x [—0.5,0.5] em N? malhas. Notamos que
hé alguns pontos de descontinuidade da funcdo , mas f(z,y) é continua em cada malha. A
Fig. 5.11 mostra o grafico original de fy(z,y). A Fig. 5.12 mostra os graficos do erro em cada
ponto usando os filtros a(ky, k2) e {om(ki, k2),m = 1,2,3} respectivamente com N = 64.
Da Fig. 5.12, observamos que nosso erro na fungio reconstruida pelo fitro o(k;, k;) nos
pontos préximos da descontinuidade é bem melhor que os erros dos outros filtros. Também,
calculamos o erro quadrdtico. Se N=64, eles sdo 3.04 x 1074, 2.25 x 1072, 223 x 102 ¢
2.42 x 1072 respectivamente. Se N = 128, eles sfio 1.056 x 1074, 1.59 x 1072, 1.58 x 102 ¢

1.70 x 102, Entdo, podemos reduzir eficientemente as oscilagbes do fendmeno de Gibbs.

[T
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Figura 5.11: Gréfico original fo(z,y)
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@ (®)

x 10~

Figura 5.12: Erro |Rfs(z,y) — fo{z,%)| em cada ponto com N = 64 pelo Algoritmo 5.1 com
diferentes filtros: {o(ki, k2)} e {om(k1, ko), m = 1,2,3} em (a)-(d) respectivamente.
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Exemplo 5.8 Fungdo fio(z,y):

folz¥) = 0, ~0.25<z4+y<025-0.25<g-y<025
WY = 1, cas0 contrario

Notamos que esta funcao é constante por partes. Dividiremos [—0.5,0.5] x [~0.5, 0.5] em

(5.23)

N?% malhas, tal que seja constante em cada malha. Entdo, chegaremos a uma resconstrucio
exata.

A Fig. 5.13 mostra o grifico de fioz,y). A Fig. 5.14 mostra os gréficos do erro
em cada ponto usando os filtros ok, k) e {om(ki, k2), m = 1,2,3} pelo Algoritmo 5.1
respectivamente com N = 64. A Fig. 5.15 mostra o erro da funcio reconstruida em cada
ponto pelo Algoritmo 5.2 com &(ky, k;). Da Fig. 5.14, observamos que os erros da funcéao
reconstruida sdo quase os mesmos pelo Algoritmo 5.1 com os outros quatro filtros a(k;, k2) e
{om,m =1,2,3}. Se N = 64, os erros médios quadraticos sio 7.46 x 1072,6.55 x 1072, 6.53 x
102 e 8.04 x 10~2 respectivamente. Se N = 128, eles sd0 5.40 x 1072, 4.54 x 1072, 4.52x 102
e 5.63 x 1072 respectivamente. A Fig. 5.15 mostra que o erro da func¢do reconstruida é cerca
de O{107'%} causado pelo erro da méquina usando o Algoritmo 5.2 com filiro ok, k2), e seu

err¢ médio quadrdiico é 9.96 x 10718,

-05 g5

Figura 5.13: Gréfico original fio{z, y)
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{a} (o)

Figura 5.14: Erro [Rfio(x,y) — fio(z,¥)| em cada ponto com N = 64 pelo Algoritmo 5.1
com diferentes filtros: {o(ki, k2)} € {om(k1, k2),m = 1,2,3} em (a)-(d) respectivamente.
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Figura 5.15: Erro |Rfio(z,¥) — fio(z,¥)| em cada ponto com N = 64 pelo Algoritmo 5.2
com filtro {o(k1, k2)}.

Neste capitulo, apresentamos alguns algoritmos eficientes para a recontrucio de funcoes
a partir de uma amostra discreta da transformada de Fourier. Alguns exemplos numéricos
ilustram como, com a nossa metodologia, podemos adotar a transformada rapida de Fourier

e também alcangar melhores resultados que os encontrados na literatura.
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Capitulo 6

Analise da Reconstrucao de um Sinal
com Ruido Baseado nos Momentos
Ortogonais

Suponha que temos um conjunto de dados discretos de um sinal com ruido e que recon-
struimos o sinal original a partir dos seus momentos ortogonais, baseados nos polinémios de
Legendre. Neste capitulo, deduziremos uma nova estimativa do erro do sinal reconstruido,
que revela as conexdes enire 0 nimero de momentos, a suavidade do sinal e a taxa de
discretizagao. Apresentamos simulagdes numéricas consistentes com nossa andlise teérica.

A Sec¢io 6.1 & uma revisio das propriedades béisicas dos polindmios de Legendre e a Secio
6.2 apresenta os algoritmos de reconstrugac. Na Sec¢do 6.3 deduzimos a estimativa do erro do

sinal reconstruido e na Segéo 6.4 apresentamos exemplos numéricos para ilustrar o resultado.

6.1 Resultados Preliminares

Nesta segdo, introduzimos os polindémios de Legendre e mostramos suas propriedades

principais.

Definicdo 6.1 Em (11} o polinémio de Legendre de gran n, P,(z), ¢ definido pela solugdo

da seguinte equacio diferencial:
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%[(1 — z?) df:;‘im)] +n{n+1)P,(zr)=0, -1 <z <1 (6.1)

que satisfaz P, (1) = 1.

Entdo, Py(z) = 1, Pi(z) = z, Py(z) = 1(82? — 1), e assim sucessivamente. Os polinémios

de Legendre satisfazem a relagdo da ortogonalidade:

1
_ 2 . o l,1=17,
/P,-(z)f}-(:n)dx = -2-;'_—15,3 com &; = { 0.7, (6.2)

-1

As seguintes propriedades sdo vélidas (ver [11]):

(n+1)Pria(z) = (20 + 1)zPa(z) — 0P, (2),
Py(1) = (+1)1, P (1) = (1) bn(n + 1), (6.3
| Pu(z) 1€ 1,| Pi(z) |€ dn(n+1),Vz € [-1,1]

e
Pufcos8) = (_—)senl(n + %)e +Q+0mhns00<o<r (69
Definindo )
2i+1 .
p_‘f(z) = 32 .F:-,'(:L‘), .?:0:13'“ (65)

temos que {p;(x)}° € o sistema ortonormal de Legendre.

Neste capitulo, supomos que o sinal f(z) é definido no intervalo [-1,1) e f(z) € H?[-1,1].
Se f(x) é definido em [a, b] # [—1, 1], podemos aplicar uma mudanga de varidveis § = o=t
para mudar o dominio para [—1,1]. Aqui, o espago HP[—1,1] é definido como H?[-1,1] =
{fIF, £y F270 € C[-1,1], f® € Ly]-1,1]}. O produto interno de f(z) com g(z) é

definido por

(/(2),9(a)) = [ flx)g(a)ds (66)
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e a norma de f(x) é dada por

171 = [ f(zyds. (6.7)

E bem conhecido que {p;(z)}$° constitui uma base ortonormal do espago Lo[—1,1]. Por-
tanto, toda fun¢io f(z) € HP[-1,1] com p > 0, f(z) pode se expressar como combinagio

linear infinita de {p;(z)},

1) = Y aips(a), (65)
J=0

(converge na norma 2) onde ¢ momento a; ¢ dado por

2= [ F@)pse)ds. (6.9)

O algoritmo de reconstrugdo empregando um mimero finito de a;s é

N
fulo) =3 ami(a), (6:10)

que é a melhor aproximacgio na norma || f|| em span{po(z), (), ..., pn(x)}, isto é,

lg — fxll = lig— 11

min
gespan{po(z).p1(z},....pn (z)}

De (6.8), para f(-) € Ly[—1, 1], o erro quadrético do sinal reconstruido }l( In(z) — f(z))dz
tende a zero quando N — co. E claro que podemos fazer o erro arbitrariamente pequeno,
usando os momentos de ordem maior. Mas, a situagao serd diferente quando o sinal &
contaminado por ruido efou apenas poucas observagOes finitas estdo disponiveis. Neste
caso, mostramos que o erro diminui inicialmente (ndo necessariamente de modo mondétono)
e aumenta quando N — co. Mas, mostraremos que o erro € sempre limitado para qualquer

N, ¢ a melhor escolha do nimero de momentos depende da suavidade do sinal, da taxa de
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amostragem (discretizag@o) e do tamanho do rufdo. Isto difere essencialmente dos resultados

relatados em [24].

6.2 Algoritmos de Reconstrucgao

Seja h(z) uma medida de um sinal f(z) degradado com rufdo aleatério, ou seja, assumimos

que:

h(z) = f(z) + n{z) (6.11)

onde n(z) é um rufdo satisfazendo as seguintes condicdes:

E{n(z)) = 0 ¢ cov(n(z), n(z)) = { gf“”(z)’ 2;2 (6.12)

(E denota a esperanga e cov a covaridncia) com

0<w(x)<W, Vzel-1,1] (6.13)

Precisamos recuperar f{z) a partir de (m + 1) dados medidos {h{z;}}, ~1 =z¢ < z; <

... < Ty = 1. Denotamos

fi = f(zi), hi = h(zy), wi = w(x;), en; =n(z;), 1=0,1,...,m, (6.14)
A': Ai:.’L'H.l—Ig, i:(),l,...,m—l. (615)

Sem perda de generalidade, assumimos aqui que o intervalo [-1,1] estd dividido em m subin-

tervalos iguais. A andlise para subintervalos diferentes é semelhante. Sejam

FO) = fi, x € [, Tis1), (6.16)
gy T T, BT o o
f (E) T — x‘_+1 fl + $i+l - fl+15 T e [I|,$,+1], ( . )

parai=0,1,...,m—1;e
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F(2 —  fx—zmipi (z—2aiya) (z—22i)(z~22i43) .
f( )(I) - zm*z:.ﬂj(zz.jz;iin f2; (22i+1“"=:i)(32‘+:j‘:2"+£) f2'+1 (ﬁ 18)
+ r—x2q {z— :E:u-H) f € [ . P ] )
ose—sa)@ma—saqa)s 2t2 &€ (02, Trta)

para i = 0,1,...,m' — 1. Em (6.18), por simplicidade, assumimos que m = 2m'. f*)(z),
para k = 0,1,2, sdo as aproximacdes constante, linear e quadritica por partes de f(x)
respectivamente, interpolando nos pontos dados em [31). As fungdes h*)(z) e 7l*¥)(z) sdo

definidas analogamente. Em seguida, definimos

@) = £ apy(e) com & = | FO@)py(a)ds,
A8 (z) = i_‘r;o BPp;(z) com B = fh“‘)(a:)p (z)dz, (6.19)
i9(2) = 3 &p,(a) com & = | 1®(@)py(z)ds,

onde j=0,1,...,Nek=0,1,2.
Na préxima se¢do mediremos a diferenca entre a aproximagéo R¥)(z) e f(z) na norma

de Lg,

T(N,k,A) = [[E% (z) ~ f(2)]]- (6.20)

6.3 Erro do Sinal Reconstruido

Para deduzir a estimativa do erro, precisamos os seguintes lemas, que sao vilidos para
k = 0,1,2. Primeiramente, aplicando diretamente as defini¢des de f*)(z), h¥)(z) e A®)(z),

temos

Lema 6.1
WY (@) = IV (@) + 7 (2). (6.21)

Lema 6.2
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E(IRS - £I%) = 175 - £1I* + E(|a% |- (6.22)

Demonstragéo: Observamos que para cada k = 0,1,2, {a®)(z)} e {n% (z)} sio as com-
binagdes lineares (para fixo ) de {ng,ni,...,7nmnm}, que 5o varidveis aleatérias com as pro-

priedades (6.12), entdo, usando (6.12} e o Lema 6.1, temos

(AP (z))=0e Eh""( ) = 79 ().
Aplicando a esperanga a (6.20) temos

E(RS — £ = E(n$ + 79 - £1®)
w_Emn“”u%||ﬂ’”—f||2—1r2<n£§}, ® )]
= E(|"@)?) + |17 ~ Il

Na tltima igualdade, usamos o fato de que

B, 7P - 1) =0

para chegar no resnltado desejado.

Lema 6.3
1T — I < fw = Al + 217 = 71 (6.23)

Demonstragio. Aplicando a desigualdade triangular, temos que

I =11l = W0 = O + 7% — £l < |7 = O + 17 - 1)
<|fx - ‘”II +]|F® = ] < I fw = Fll+ 201 7% - 51}

onde j4 utilizamos que ||f¥ — F®|| < |Ifx — F®|, pois fi¥ ¢ a melhor aproximagio para
F®) em span{py(),- -, pn(z)}-
Usando a ortonormalidade de {p;(z), 7 = 0,1,...,N} e a férmula de Parseval, é féci!

obter o lema seguinte.

86



Lema 6.4

N
_{k _
a2 = S (EP)? < [|7®)2. (6.24)

7=0

Os dois lemas seguintes apresentam as estimativas para E(||a®||2) e E([Jal%[12).

Lema 6.5
2, k=0,
E||n™®|? < 8We?W com *) = % k=1, (6.25)
z, k=2
51

Demonstracdo: Da defini¢do de 7¥), fazendo alguns célculos e usando (6.12)-(6.15), temos

que

1 & -1
E|a®|? = E{SS | n2dz} =% c®wiA < 20°W,
i=0 =4 i=0

m—1%H _
E“ﬁ(l)”2 =E{ i;) :;,- [z §+1n‘_+ x;‘ﬂiﬂ}zdﬂ?}

m-—1
=Y 1o6%(w; + wip1)A < 30°W,

=0

T2

E[|a®|? = Z o [4—&% J (T — 22i11)*(z — 22i42)%dz

gy

Toi42
+w—21'+“* f (.’E $2,) (33 .’.Gzt+2)2d$ + %'— f (:L‘ - Izi)z(.’ﬂ - $2i+;)2d:c]

= d’A Z [ Woi + Rwyis1 + fFwaiss] < FoW.

O seguinte lema mostra a taxa do decréscimento para os coeficientes de n(*).

Lema 6.6 Para 7 =0,1,---,

1, k=0,
E@P) <a®o®WA, onde o™ =¢ 4 k=1, (6.26)
kil
15° '
E mais, para j suficientemente grande, existe uma constante C' tal que,
C
B@EM)? < 2. (6.27)
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Demonstragao: Basta provar o resultado para o caso k = 0. As provas para k = 1,2 sio
Tiql

-1
semelhantes. Da definigdo de ¢; e, temos ¢ 4 Z i f p;i(z)dz. Logo,

Tit1

By = zgw, f (z)dz)?. (6.28)

=0
Aplicando a designualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos

Tiga Ti4) Tit+1 T4

([ pi@aoy < ([ vam)( [ pi(eYda) =A [ py(a)ids,
e de (6.28), temos que
E@E) < WA fl pi(2)dz = WA,

Para j suficientemente grande, podemos utilizar a expressdio assintdtica de p;(z) em
(6.4)-(6.5) e, aplicando o teorema de Riemann para integrais com a mudanga de varidvel
apropriada, obtemos

Tyl arccos(z,-)

2+1 2sent . 1 C
[ sl == [ (G 3

) bsenl (5 + )0+ 101+ 0(3) < 2,

arccos(ai11)

onde C; é uma constante positiva. A desigualdade acima é uma conseqiiéncia do fato de que
a integral é limitada por % Pela estimativa acima e (6.28) obtemos, para j suficientemente

grande,

Tit1

'(0) E o w; / H(z)dz)? < 9

;27

e,

onde C' é outra constante positiva; completando assim a demonstragio.
Agora, estamos prontos para apresentar o principal resultado tedrico deste Capitulo.

Teorema 6.1 Seja f{z) € HP[-1,1],0 < w(z) < W,z € [-1,1] com p > k + 1. Entfo, para
N pequeno,
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BB - 117 < (S 4 D A P 4 stawa +1),  (629)

e para N — 400,

- 8 ,
B - 117) < (S8 4 pr, Ak 4 o2gom, (6:30)
onde 8®) e o®) sdo as constantes respectivamente definidas nos Lemas 6.5 e 6.6, C(f,p) > 0

é uma constante que somente depende de f € p, e D(f, k) > 0 uma constante que s6 depende

de fek.

Demonstracao: Aplicando diretamente os Lemas 6.2 e 6.3 temos

E(IRY = 12 = IF¥ = £IP+ B ) < (1fx — Al +20F® - FI? + E(I7Y112). (6.31)
Agora, basta provar que ||fx — f]| < -q‘,;f,,—”’]. Sejam

Fo(z) = f(z), Fant1(z) = (1~ 2°) £ Fon(2),

Fonia(z) = —F2n+1(:£) para 0 < n < 2(2], (6.32)

onde

51=3 para p par e 5] ="—7— para p impar.

De (6.32) deduzimos que Fi(-) € H?}[-1,1] e Fp,_1(£1) = 0. Usando (6.1), (6.5) e

[P] P [P] p— 1

(6.9), para j > N, e integrando por partes de novo, obtemos
4 =] f@pi(e)ds = gk [ (@) - ) ps()ds
~ g (PN - ) @l - ] Fie)dns(alds)
- - (R@R@IL + | A@nes)
= w5ty | Fio)py(0)s

Continuando este procedimento, temos que, para [ < (2],

a; = —**—ng; 1 .’L') pJ(I)d$

(=G + 1)) f Fy(z)p;(z)dz. (6.33)

((+1)
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Da férmula acima, para j suficientemente grande e usando o teorema de Riemann, temos
que af < %‘,%—";1 para alguma constante C(f, p). Agora, utilizamos a limitagic anterior para

estimar a limitagao do erro aproximando f por fy,

+oo C(f,p)
: - = < » .. ’
"fN f" i N+1 = fp) ‘\L N+l_?2p+1

onde jé utilizamos o fato de que para p > 0,

00
1 71 i
_/ x2p+1 2I’+1 < /$2P+1
N+1 = +l N .
f T 1 sy
Assim, > JFT = N5 Para alguma constante positiva C.

Em seguida, provaremos {|f® — fl} < D(f, k)A**1. Pelo fato de que, em cada subinter-
valo, f®¥)(z) é a k-ésima interpolacio de Lagrange de f(z) em [31], temos que

f(.‘L') - i[m(x) = (.’L‘ - xi)f’(y)i I,y € [-'L'i, $i+1))
flz) = f2) = (& — @) (& — 211) ["(9)/2, 7,9 € [z3, 7],
(@) = FO(z) = (z — 22:) (T — Doi1)(T ~ Toiga) f"(¥)/6, T,y € [Toi, Taita).

Das formulas acima, é facil obter a desigualdade
1F® — £l < D(f, k)AF.

A hmitagao para o segundo termo em (6.30) segue dos Lemas 6.4, 6.5 e 6.6.
Agora, apresentamos algumas observagtes que podem ser deduzidas das estimativas do

Teorema 6.1:

1. De (6.33) deduzimos que C{f,p) = O({|£,||). Se f(-) € C*°, podemos escolher p como
qualquer nimero positivo, mas, C(f,p) aumenta muito rapidamente quando p aumenta.
Entao, se NV é relativamente pequeno, ndo podemos escolher p tao grande, mas, se N é
suficientemente grande, podemos escolher qualquer p > 0. Além disso, se N é suficientemente

grande, ||fx — f|| = 0 exponencialmente.
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2. Do Teorema 6.1 deduzimos que o erro do sinal reconstruido depende dos parametros

A, N, o, pe k. Do Teorema 6.1, temos que, para N pequeno,

12S - fll=0 (% + D(f, )A*! + 01 /aOWA(N + 1)) , (6.34)

e para N — +o0,

9 - 1= 0 (ZL2 4 pis, At +.oy/5ow ). 639

Para obter a melhor reconstrugo, um compromisso é necessario entre os valores de todos os
parametros.

3. Se o sinal f(z) é suave por partes e h4 finitos pontos de descontinnidade, entdo, p = 0.
Isso significa que, com ou sem ruido aleatdrio, sempre ocorre o fenémeno de Gibbs. Neste
caso, o erro || fv — f|| domina o erro do sinal reconstruido, e assim, os algoritmos na se¢fo 6.2
fracassam na obten¢do de um bom resultado. Este efeito é demonstrado nos experimentos

numeéricos descritos na proxima secio.

6.4 Exemplos Numéricos

Nesta segdo, apresentamos alguns experimentos numéricos para ilustrar os resultados

tedricos da segdo anterior. Escolhemos m = 256 ¢ entdo A = Tﬁ

Para ¢ primeiro conjunto de experimentos, a fungdo dada é

f(z) = 2—_1— + sin(277) para z € [-1,1], (6.36)

entdo f(-) € C°°[-1,1].

A Figura 6.1 mostra a relagdo entre N e ||fx — f|| para a reconstrugfio sem ruido. Clara-
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Figura 6.1: Erro {|fw — f| como funcdo do nimero de momentos N.

mente, quando N aumenta, ||fy — f|| decresce com uma taxa exponencial. Temos

( ~ 107!, para0< N <6,
~ 1072, para7< N <8,
~ 1078, para9 < N <10,

H
~ 107, parall < N €12,
lfv — fll =< ~107% para 13 < N < 14, (6.37)
' ~ 1077, para 15 < N <18,

~ 1078, paral7 < N <18,
< 10719 para 19 < N,
. < U, para 26 < N.

A Figura 6.2 mostra o comportamento do erro || _ﬂ(\’,"‘) —fl| em funcdode N (N = 0,...,25),

para diferentes valores k (k = 0,1,2). Considerando

0(107%), para k = 0,
AM = ¢ 0(107Y) ~ 0(107%), parak=1,
O(107%) ~ O(1077), para k=2.

junto com (6.37) e a Figura 6.1, observamos que se N > 19, entdo ||fx — f|l < [|F® - f|,

e deduzimos
0(107%), parak=0,

I7® - fll={ O(10%), parak=1. (6.38)
0(1077), parak=2.
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Figura 6.2: Erro |f5 — f|| em funcdio de N para diferentes valores de k: k=0 (—), k=1
(m) e k=2 ().

Agora, tomando {n;} como um conjunto das varidveis aleatérias com w; = W =1 para
j§=0,---,256 com vérias o, que sio independentes e normalmente distribuidas, calculamos
IE — 7| para alguns valores de N e k = 0,1,2.

As Figuras 6.3 (a)-(e) mostram a relagdo entre 0 = 107°,107%,107%,107%,0.5, N =
0,1,...,25, ¢ | — f|| para k =0, 1,2, respectivamente.

Se ¢ = 107°, o erro minimo ¢ IR ~ £ = 3.20 x 1075, em N = 15 e k = 2, Quando
15 < N <25, para k=0, 1, 2, o erro quase ndo muda.

Se 6 = 1073, o erro minimo é A% — f|| = 352x 107 em N = 13, para k = 1, 2.
Quando 13 < N <20, para k =1, 2, ||Eg?) — f|j também quase nio muda.

Se ¢ = 1072, o erro minimo ¢ |AY — fl| = 3.01 x 1073 em N = 11, para k = 1, 2.
Quando 11 < N <15, para k=1, 2, A% — f|| ¢ da mesma ordem.

Se ¢ = 107!, 0 menor erro é alcancado para N = 9, para k = 1, 2, com ||ES$) - fll =
231 x 1072 Quando 9 < N <12, para k=1, 2, ||!_15:f) ~ f|| é da mesma ordem.

Se ¢ = 0.5, vemos que precisamos escother N =7, para k = 0, 1, 2 para atingir o menor

erro, com ||h¥ — f|| = 7.87 x lﬂfl.
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Figura 6.3: Erro uﬁ&’?) ~ f|l em fungdo de N para diferentes valores de &: k = 0 (—-),
k=1 (--) ek=2({-) e diferentes valores g: (a) - () para ¢ = 1075,1073,10-2,107%,0.5
respectivamente.
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As Figuras 6.3 (a)-(e) mostram as reconstrugdes do sinal f(z) suficientemente suave; o
menor erro [|RY’ — f|| depende de todos os parametros N, k e 0. Para k =0, 1, 2, quando
o decresce, o melhor N (com o menor erro R — fll) aumenta. Como previamos, k = 2
fornece sermnpre a melhor reconstrucio, especialmente para o pequeno. Portanto, & = 2 deve
ser a escolha para os cdlculos.

O segundo sinal f(z) testado foi

=11 mmachi @59

Neste caso, f(z) nfo é continua no ponto x = 0; ento, o fenémeno de Gibbs aparece como
no capitulo anterior. A Figura 6.4 mostra os grificos de f(z) e ](\f) (z) com N =8,20,30. A
Figura 6.5 mostra f(z) e ﬁs\?)(m) com N =8,20,30, k = 2, e o ruido dado por N(0,0.1).
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Figura 6.4: Sinal reconstruido i) como fungfio de z para diferentes valores de N: N =8

1] kH

(xx), N =20 (-.~.),e N =30 (- - ). Sinal original ¢ representado por “—".

As Figuras 6.4 e 6.5 mostram o efeito do fendmeno de Gibbs. Como o erro ||fx — fl|
domina o erro da reconstrugdo, o algoritmo apresentado na Secdo 6.2 fracassa na obtencio

dos resultados exatos neste caso, o que indica a necessidade de algum tipo de filtro.

Neste capitulo, apresentamos trés algoritmos diferentes (k = 0,1,2) para recuperar um
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Figura 6.5: Reconstrugdo BE&’ do sizal com ruido (¢ = 0.1) em fungéo de z para diferentes
valores de N: N = 8 (xx), N =20 (--.), e N = 30 (- - ). Sinal original é por “—".

sinal com ruido a partir de momentos ortogonais de Legendre. Analisamos o erro quadratico
do sinal reconstruido pelo método dos momentos, e provamos que este erro depende da
suavidade do sinal, da taxa de amostragem, da ordem da interpolagdo, do nivel de ruido, e do
niimero de momentos usados. Nossa estimativa, dada pelo Teorema 6.1, apresenta uma nova
relacdo enire todos esses pardmetros. Como indicamos na Introducéo, uma conseqiiéncia
importante desta estimativa é que o erro do sinal reconstruido ndoc tende a infinito quando
o niimere de momentos aumenta. Alguns experimentos ilustram este resultado. A exatidio
deste resultado para dimensdes maiores é direta. De mesma forma, podemos utilizar outro

tipo de polinémios ortogonais em [27].

96



Capitulo 7

Conclusoes

Neste ultimo capitulo da dissertacdo resumimos brevemente os resultados obtidos, a sua
importancia e originalidade e descrevemos algumas direcbes que podem ser a continnagdo
natural de nosso trabalho e que sio conseqiiéncia das indmeras perguntas surgidas ao longo
desta pesquisa.

Para reconstruir os valores discretos de uma func¢do com suporte compacto f(z) a partir
de um niimero finito dos seus coeficientes de Fourier, no Capitulo 3, deduzimos algumas
relagbes aproximadas entre a transformada de Fourier discreta e os coeficientes de Fourier
da funcao. Ne Capitulo 5, usando estas relagoes, apresentamos alguns algoritmos para a
reconstrugdo de func¢bes. No Capitulo 4, como uma aplicagio direta daquelas relagdes, apre-
sentamos um algoritmo para calcular os coeficientes de Fourier de f(z). Obtemos estimativas
do erro aproximado dos coeficientes de Fourier (Teoremas 3.1-3.3) e a fung¢éo reconstruida
(Teorema 5.1). Também, discutimos a reconstrucio do sinal com ruido a partir dos mo-
mentos ortogonais e obtivernos a uma estimativa do erro muito methor (Teorema 6.1) que
as ja existentes, 0 que pode permitir uma melhor escolha do nimero de coeficientes e da
discretizacio nas aplicagdes.

E um problema essencial superar o fendémeno de Gibbs que aparece na aproximagao de
f(z) da série de Fourier finita. Os métodos tradicionais sdo: o método de filtragem (tanto

no dominio das freqiiéncias como no tempo) e o método de Fourier-Gegenbauer. Teorica-
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mente, o fendémeno de Gibbs pode ser completamente evitado, usando o método de FG. Os
resultados de D. Gottlieb et al. em [12] sdo os methores sobre como remover o fenémeno de
Gibbs. Mas a quantidade de célculos envolvidos no método de FG pode ser muito grande
para algumas funcoes. Em alguns casos pode ser proibitivo para os comﬁuta.dores atuais
(especialmente para dimensbes maiores). Os métodos de filiragem s&o um caminho mais
simples e pratico. No nosso trabalho, os novos filtros introduzidos tem propriedades em
alguns aspectos melhores que os existentes e podem abrir uma nova perspectiva no desen-
volvimento de filtros alternativos ainda melhores para eliminar o fenémenc de Gibbs com
um custo computacional aceitdvel.

Os métodos de filtragem comuns baseam-se na seguinte idéia: aumentando a taxa da
decaimento dos coeficientes de Fourier, sem perder a exatidio, reduz o fendmeno de Gibbs.
Claramente, o decrescimento nas freqliéncias altas provocard perda de informagio no caso de
uma fungéo descontinua. Porém esses métodos com o filtros de ordem p grande funcionam
bem longe da descontinuidade; o erro da reconstrugio ¢ muito graﬁde numa vizinhanga da
descontinuidade (ver o Teorema 2.1). Por outro lado, usar filtros de ordem maior depende
da suavidade da func¢fo reconstruida. E ainda mais, verificamos que o erro da funcao recon-
struida aumenta nos pontos préximos as descontinnidades, quando a ordem p aumenta (ver
a Fig. 5.5).

No nosso trabalho, obtemos os filtros partindo de um novo ponto de vista, diferente
daquele dos métodos tradicionais. Dednzimos wma nova relagdo entre a transformada de
Fourier discreta de valores discretos de f(z) e os seus coeficientes de Fourier (ver o Teo-
rema 3.1 e suas extensdes nos Teoremas 3.2 € 3.3). Pelo Teorema 3.1, obtemos um novo
filtro. Usando estas relagGes, apresentamos os algoritmos para a reconstrugdo de fungdes.
O Teorema 5.1 mostra o erro da func¢fio reconstruida. Comparado com o Teorema 5.1 ¢
2.1, verificamos que, usando o filtro da mesma ordem p, p < 2, nosso filiro é melhor em
dois aspectos: a exatiddo da reconstrug¢éo e os bons resultados numa vizinhanca das descon-

tinuidades (ver Exemplo 5.2, 5.4 e etc). Podemos reduzir fortemente o fenémeno de Gibbs
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na fungdo reconstruida pelo nosso método.

E natural apresentar um algoritmo eficiente para calcular os coeficientes de Fourier pe-
los Teoremas 3.1-3.2. Comparados com ocutros métodos, nossos algoritmos sdo téo répidos
quanto o método da F¥FT, mas obtemos uma melhor aproximacdo. As amostras da funcéo
ndo precisam ser equidistantes desde que os pontos de descontinuidade pertengam & parti¢io
(ver o Algoritmo 4.2). E conseguimos calcular todos os coeficientes de Fourier fi pelo
nosso método, para qualquer inteiro k. Se f(z) € C90,1],1 < ¢, 0 método dos Splines é
um bom algoritmo. Mas, nosso algoritmo serd melhor para uma fungio suave por partes.
Para um fungao descontinua, utilizamos os limites a esquerda e a direita nos pontos de de-
scontinnidade. Por outro lado, precisamos O{N?) operagdes para N coeficientes de Fourier
usando o método dos Splines quando tomamos N nés em {0,1]. Igualmente, a quantidade de
célculos serd grande quando generalizamos este método para dimensdes maiores. Também,
fizemos simulaghes para duas dimensdes. Dada uma funcao de duas varidveis, conseguimos
obter seus N? (N = 256) coeficientes de Fourier rapidamente (ndo mostrada neste trabalho).
Este resultado néo ¢ vidvel com outros algoritmos (combinacido de velocidade e precisio)

Sobre a reconstrugio de um sinal com ruido a partir dos momentos, apresentamos trés
algoritmos e suas estimativas do erro do sinal recontruido. No Teorema 6.1 deduzimos que
o erro do sinal reconstruido revela correta e claramente uma relacdo entre a ordem dos
momentos, a snavidade de sinal, a taxa da amostra e a caracteristica do ruido. Além disso,
mostra que o erro da reconstrucao para um sinal sem ou com ruido nio tende a infinito se
a discretizagdo do sinal é fixa. Se o sinal f(z) é suave por partes e h4 finitos pontos de
descontinuidade, sem ou com rufdo aleatdrio, sempre ocorre o fendmeno de Gibbs. Neste
caso, o erro ||fx — f|| domina o erro do sinal reconstruido, e assim, os algoritmos na secio
6.2 fracassam na obtencdo de um bom resultado.

Apresentamos na tese uma amostra representativa das muitas simulagtes numéricas efe-
tuadas que evidenciam as vantagens de nossos novos métodos.

Ao longo de nosso trabalho de pesquisa apareceram idéias e perguntas que podem ser uma
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continuacdo dos resultados aqui apresentados. Seguem alguns exemplos que consideramos

interessantes.

1. O Teorema 3.2 pode or%ginar uma metodologia para detectar descontinuidades. A sim-
ulagdo (ndo apresentada na tese) mostra que a eficiéncia do filtro depende da distancia
das descontinuidades & fronteira do intervalo de discretizacgo, entio, detectar as pon-
tos de descontinuidade se torna essencial para aumentar a resolucgéo. ) possivel entao

desenvolver um algoritmo iterativo para detectar as descontinuidades de nma fungéo.

2. Se f(z) é uma fungdo analitica por partes, podemos estimar o erro da reconstrucio de

fungGes novamente. Melhoraria a reconstru¢io numa vizinhanca de descontinuidade.

3. Extensdo dos resultados neste trabalho para o caso bidimensional, o que apresenta al-
gumas complicagdes proprias pelo fato de ter que lidar com curvas de descontinuidades,

€ nic apenas com pontos.

4. Considerar a possibilidade de combinar a FFT com wavelets para obter melhores re-

sultados.

5. Aplicagao dos novos algoritmos para resolver problemas reais em reconstrucio de im-

agens € em processamento de sinais.

6. Aplicagao dos novos algoritmos para resolver equagdes diferenciais parciais por métedos

espectrals.
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