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Resumo

Estudamos as condigoes de otimalidade provenientes dos algoritmos de penalidade ex-
terna, penalidade interna, penalidade interna-externa e restauracao inexata, e mostramos
relagoes com a CPLD, uma nova condicao de qualificagao estritamente mais fraca que a
condi¢ao de Mangasarian-Fromovitz e a condicao de posto constante de Janin. Estende-
mos o resultado do classico Lema de Carathéodory, onde mostramos um limitante para o
tamanho dos novos multiplicadores. Apresentamos novas condigdes de otimalidade rela-
cionadas a condigdo AGP (Approximate Gradient Projection). Quando h4a um conjunto
extra de restri¢oes lineares, definimos uma condicao do tipo AGP e provamos relagoes com
a CPLD e as equagoes KKT. Resultados similares sao obtidos quando hé um conjunto
extra de restricoes convexas. Mostramos também algumas generalizagoes e relagoes com

um algoritmo de restauracao inexata.

Palavras chave: programacgao nao-linear; condigoes de otimalidade; condigoes de

qualificacao.
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Abstract

We study optimality conditions generated by the external penalty, internal penalty,
internal-external penalty and inexact restoration algorithms, and we show relations with
the CPLD, a new constraint qualification strictly weaker than the Mangasarian-Fromovitz
condition and the constant rank condition of Janin. We extend the result of the classi-
cal Carathéodory’s Lemma, where we show a bound for the size of the new multipliers.
We present new optimality conditions related to the Approximate Gradient Projection
condition (AGP). When there is an extra set of linear constraints, we define an AGP
type condition and prove relations with CPLD and KKT conditions. Similar results are
obtained when there is an extra set of convex constraints. We provide some further gen-

eralizations and relations to an inexact restoration algorithm.

Key words: nonlinear programming; optimality conditions; constraint qualifications.
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Introducao

Neste trabalho nos propomos a analisar as chamadas condi¢oes sequenciais de otima-
lidade, isto ¢, condig¢oes de otimalidades que estao intimamente relacionadas com algorit-

mos.

A condicao de otimalidade oriunda do algoritmo de penalidade externa foi analisada
em [59, 42|, onde os autores mostram que esta condigao implica KKT quando o problema
satisfaz a condi¢ao de qualificacado CPLD [51, 7|, uma condigao estritamente mais fraca

que Mangasarian-Fromovitz [40| e Posto Constante [34].

Nos mesmos moldes, estudamos a condicao de otimalidade oriunda do algoritmo de
penalidade interna, aplicado a problemas apenas com desigualdades, e mostramos que esta
condi¢ao implica KKT quando o problema satisfaz Mangasarian-Fromovitz. Mostramos
que este resultado nao pode ser enfraquecido, pois o algoritmo de penalidade interna so
pode ser aplicado quando os pontos viaveis sao arbitrariamente aproximados por pontos
interiores com respeito as restrigoes, e esta condi¢ao, juntamente com CPLD é equiva-
lente a Mangasarian-Fromovitz. Estudamos também um algoritmo misto de penalidade
interna-externa para o problema com restri¢coes de igualdade e desigualdade, e mostramos
que, sob a CPLD, a condicao de otimalidade obtida implica KKT, desde que os pontos

viaveis possam ser arbitrariamente aproximados por pontos interiores viaveis.

Outro resultado obtido nesta tese se refere ao Lema de Carathéodory, a ferramenta fun-
damental para trabalharmos com a CPLD, onde mostramos um limitante para o tamanho
dos novos multiplicadores. Este resultado se mostrou muito ttil na anélise do algoritmo

de penalidade interna e em outras demonstracoes.



Estudamos o algoritmo de restauracao inexata [43, 41, 44, 25, 24, 17| e a condicao de
otimalidade oriunda deste algoritmo [45], denominada AGP. Em [45], os autores mostram
que AGP implica KKT sob a condi¢ao de Mangasarian-Fromovitz, e em [24] este resultado
é fortalecido utilizando a CPLD. Quando o problema contém um conjunto adicional de
restri¢oes convexas ou lineares, definimos respectivamente as condig¢oes de otimalidade C-
AGP e L-AGP, e mostramos que L-AGP implica AGP, herdando portanto a propriedade
de AGP que sob CPLD implica KKT. Mostramos que o mesmo nao acontece com C-AGP,
apesar disto, esta é uma condicao de otimalidade forte, pois sob Mangasarian-Fromovitz
implica KKT.

Introduzimos uma generalizagao das condigoes AGP, L-AGP e C-AGP, o que nos
fornece uma nova classe de direcoes tteis para a utilizacao na fase de otimalidade do

algoritmo de restauracao inexata proposto por Fischer e Friedlander [17].

Esta tese esta organizada da seguinte maneira: no Capitulo 1, apresentamos as defini¢oes
bésicas e as condigoes de qualificagao classicas. Mostramos também defini¢oes equiva-
lentes e propriedades, além do novo resultado sobre o Lema de Carathéodory. No Capitulo
2 mostramos os resultados referentes aos algoritmos de penalidade externa, penalidade
interna e o algoritmo misto de penalidade interna-externa. No Capitulo 3 apresentamos
as condigoes de otimalidade do tipo AGP e generalizagoes. No Capitulo 4 mostramos

alguns algoritmos estudados, e resultados obtidos com condigoes de qualificacao fracas.

Os resultados referentes ao Lema de Carathéodory estendido e a impossibilidade de
enfraquecer o resultado de convergéncia do método de penalidade interna estao submeti-
dos no artigo New bounds on the multipliers given by Carathéodory’s theorem and a result
on the internal penalty method'. As condicoes de otimalidade apresentadas no Capitulo 2
foram unificadas, dando origem ao artigo On sequential optimality conditions for smooth
constrained optimization?, aceito para publicacao na revista Optimization, onde também
incluimos as condigoes C-AGP e L-AGP. O artigo referente a C-AGP-generalizada e o

algoritmo de restauracao inexata esta em preparacao.

!disponivel em http://www.optimization-online.org/DB_HTML/2009/06/2332.html
2disponivel em http://www.optimization-online.org/DB_HTML/2009/06/2326.html



Notagoes:

1= 11l

o RE ={zeRP|z; >0, Vie{l,...,p}}.

e V(x) denota uma vizinhanca (aberta) de .

e Se h: R" — R™ ¢ diferenciavel, Vh(z) denota a matriz n X m cuja i-ésima coluna é
o gradiente da i-ésima coordenada de h, isto &, Vh;(x). Temos que Vh(z) = h'(z)T,

isto é, o Jacobiano transposto de h.
e |I| denota a quantidade de elementos do conjunto finito I.
e ¢; € R" denota o vetor cuja i-ésima coordenada é 1 e as demais sao 0.

e K C N significa que K é um subconjunto infinito de N.



Capitulo 1
Condicoes de qualificacao

Neste capitulo apresentamos defini¢coes béasicas e as condigoes de qualificacao: regu-
laridade (LICQ), Mangasarian-Fromovitz (MF), posto constante (CRCQ) e dependéncia
linear positiva constante (CPLD) como uma série de generalizagoes naturais. Em seguida
mostramos algumas propriedades classicas dessas condi¢oes, como o fato de que, sob MF,
a nao existéncia de dire¢oes de descida viaveis ¢ equivalente a existéncia de multiplicadores
de Lagrange. Mostramos também que ao reformular um problema incluindo variaveis de
folga, condi¢oes como MF, CRCQ e CPLD nao sao perdidas.

Obtemos também um novo resultado sobre o Lema de Carathéodory, onde mostramos
um limitante para os multiplicadores, além disso, apresentamos condig¢oes de qualificagao
mais fracas como a quase-normalidade (QN), Abadie e Guignard, sendo a tltima equiva-

lente & existéncia de multiplicadores de Lagrange.

1.1 Definicoes

Em otimizacao continua, estamos interessados em resolver o problema
Minimizar f(z)
Sujeito a 1z € X,

onde f: R™ — R é uma fun¢ao com derivadas primeiras continuas e X C R", fechado,

¢ o conjunto dos pontos viaveis, geralmente definido por restricoes de igualdade e de-



sigualdade, isto ¢, X = {z € R"|h(z) = 0,g9(z) < 0}, onde h: R* — R™, g: R* — R?,
também com derivadas primeiras continuas. Um ponto qualquer x € X é dito um ponto
viavel. A relagao de ordem parcial usada em RP é definida por coordenadas, isto é,
u<veu <wv, Vie{l,...,p}. Veja mais detalhes no Apéndice 4.2.

Resolver o problema significa encontrar um minimizador global de f restrito a X, isto
é, encontrar um ponto viavel com menor valor da fungao objetivo f, ou seja, * € X tal
que f(z*) < f(z) para todo z € X. Um minimizador global pode néo existir, é o caso
quando X = 0, onde dizemos que o problema é inviavel, ou quando existe uma sequéncia
{z*} C X tal que f(2*) — —o0, onde dizemos que o problema & ilimitado. Uma condi¢ao

suficiente para a existéncia de um minimizador global é que X seja compacto e nao vazio.

Na pratica, encontrar minimizadores globais é muito dificil, entao o que se faz é en-
contrar um ponto que satisfaca alguma propriedade que sabemos ser satisfeita pelos mi-

nimizadores globais, isso é o que chamamos de condigao de otimalidade.

Definigao 1.1 (Condigao de Otimalidade). Uma propriedade P sobre pontos de R™ é dita

uma condi¢cao de otimalidade se
x € minimizador global = x satisfaz P.

Uma condigao de otimalidade tutil na pratica deve ser forte, no sentido de que existam
poucos pontos que a satisfacam mas que nao sejam minimizadores globais. Um exemplo

de condicao de otimalidade muito fraca é a condicao x € R™.

Uma condicao de otimalidade bastante forte é a condicao de ser um minimizador lo-
cal, isto ¢, um ponto z* € X tal que f(z*) < f(x) para todo x € X NV, para alguma
vizinhanga V' de z*. O problema é que esta condicao ¢ muito dificil de ser verificada.

Naturalmente, condi¢oes de otimalidade tteis na pratica devem ser de facil verificacao.

Outra qualidade desejada em uma condi¢ao de otimalidade é que seja possivel cons-

truir algoritmos de modo a garantir que os pontos limites satisfacam a condicao.

Considere o caso em que X = R", isto é, o problema é irrestrito. Neste caso, uma

condigao de otimalidade razoéavel é que V f(x) = 0. Um ponto que satisfaz esta condigao

6



¢ chamado ponto estacionario.

Para o caso com restrigoes, dizemos que x ¢é estacionédrio quando satisfaz a condigao
de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)|35, 37].

Defini¢ao 1.2 (KKT). Dizemos que x satisfaz a condi¢io KKT quando v € X = {x €
R”|h(z) = 0,g9(z) <0} e existem A € R™, u; >0 Vj € I(x) tais que

Vf(x)+ Z NiVhi(z) + Z 1 Vyg;(z) =0,

j€l(z)
onde I(z) = {j € {1,...,p}gj(x) = 0} € o conjunto das restri¢ées ativas em x. Os

vetores A e i sao denominados multiplicadores de Lagrange.

Diferentemente do caso irrestrito, em geral, a condicao KKT nao é uma condigao de

otimalidade, basta considerar o problema

Minimizar =z

Sujeito a 22 = 0.

O minimizador global z* = 0 nao é KK'T pois nao existe A € R tal que 1 + A0 = 0.

Para que a condigao KKT seja uma condicao de otimalidade é preciso assumir alguma
hipotese adicional as restricoes do problema, qualquer hipotese com essa propriedade é

chamada uma condicao de qualificagao.
Definig¢ao 1.3 (Condicao de Qualificagao). Dizemos que uma propriedade CQ sobre pon-
tos de R"™ € uma condicao de qualificag¢ao se

x € um minimizador global e x satisfaz CQ) = x satisfaz a condicao KKT.

Note que toda condigao de qualificagao C(Q) define uma condi¢ao de otimalidade dada

por KKT ou nao-CQ), ja que p A ¢ = r é logicamente equivalente a p = r V —q.

Observe que quanto mais fraca for a condi¢ao de qualificacao, mais forte sera a condicao

de otimalidade associada, deste modo, estamos interessados em condigoes de qualificacao
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fracas.

A condicao de qualificacao mais conhecida é a condi¢ao de independéncia linear dos
gradientes das restri¢oes ativas (LICQ, do inglés Linear Independence Constraint Quali-

fication), também chamada de regularidade:

Definigao 1.4 (LICQ). Dizemos que um ponto x € X satisfaz LICQ se
{Vhi(x)}, U{ng (2)}jer(a) € linearmente independente.

Observagao: A rigor, nesta definigdo (e nas seguintes) estamos utilizando o conceito de
multi-conjunto, isto ¢, um conjunto que admite elementos repetidos. Os multi-conjuntos
podem ser definidos pela teoria usual dos conjuntos, basta indicar a quantidade de elemen-
tos repetidos em forma de par ordenado, por exemplo, o multi-conjunto de trés elementos

{a,a,b} é definido como um conjunto com dois pares ordenados {(a,2), (b,1)}.

Com o objetivo de motivar a introducao das demais condicoes de qualificagao, temos

a proposicao abaixo.

Proposicao 1.5. = € X satisfaz LICQ se, e somente se, YI C {1,...,m},VJ C I(x)
temos {Vh;(y)}ier U{ng(y)}j@ ¢ linearmente independente Yy € V(x), para alguma

vizinhanga V (z) de x.

Demonstragao: Basta observar que todo subconjunto de um conjunto linearmente in-
dependente é também linearmente independente, além disso, se temos t fungoes con-
tinuas v; : R" — R? de modo que {vi(z),...,v(x)} é linearmente independente en-
tao existe uma vizinhanga V(z) de = tal que {vi(y),...,v(y)} é linearmente indepen-
dente para todo y € V(z). Com efeito, suponha que exista uma sequéncia y* — x
tal que {vi(y*),...,v:(y*)} é linearmente dependente para todo k, logo existem vetores

of = (a¥, ..., aF) nao nulos de modo que

Zafvi(yk) = 0. (1.1)

8



k

Defina M}, = max{|af|,i =1,...,t} # 0 para cada k. Como {](\l/[—} é limitada, podemos
k

. « . C .
tomar uma subsequéncia de modo que A — @, assim, dividindo (1.1) por M}, e tomando
k
o limite para esta subsequéncia, obtemos

¢
Z a;vi(z) =0,
i=1

mas como HX}—IZHOO = 1 e a norma ¢ continua, temos que ||a|| = 1, logo {v1(z),...,v(z)}

é linearmente dependente, o que é uma contradicao. O

Os minimizadores que satisfazem LICQ possuem uma propriedade notéavel: os multi-
plicadores de Lagrange associados sao tinicos. Isso é consequéncia imediata do fato que a

matriz do sistema linear das equagoes KKT tem posto completo.

Ao observarmos a demonstragao via penalidade externa de que a LICQ é de fato uma
condigao de qualificagdo (mostraremos detalhes desta técnica na Segao 1.4), fica claro que
é possivel enfraquecer a hipotese. A idéia é impedir a existéncia de uma sequéncia de
gradientes linearmente independentes, que seja linearmente dependente no limite. Assim,
ao invés de pedir independéncia linear dos subconjuntos de gradientes na vizinhanca de
x, vamos impor que a dependéncia linear dos gradientes em x implique na dependéncia

linear dos gradientes numa vizinhanga de x.

Definigao 1.6 (Posto Constante (CRCQ)). Dizemos que x € X satisfaz a condigdo de
qualificag¢ao de posto constante se VI C {1,...,m},VJI C I(x) temos

{Vhi(@)ier | AV (@) }jes € LD = {Vhi(y)}ies | HV9i(9)}ses € LD Wy € V(x),

para alguma vizinhanga V(x) de x.

A condigao de posto constante CRCQ (Constant Rank Constraint Qualification) foi
introduzida por Janin em [34]. Recentemente mostrou-se que a CRCQ ¢ também uma
condicao de qualificagao de segunda ordem, isto é, os multiplicadores de Lagrange asso-

ciados a um minimizador local que satisfaz CRCQ sao tais que a hessiana do lagrangiano



¢ semi definida positiva em um certo subespago tangente as restri¢oes ativas [5].

Observe que todo problema apenas com restri¢oes lineares satisfaz CRCQ), logo, em
todo problema com somente restrigoes lineares, as equacoes KKT sao satisfeitas pelos

minimizadores.

Antes de introduzirmos a proxima condicao de qualificacao, precisamos de uma defini¢ao.

Definicao 1.7 (Dependéncia linear positiva). Dados uy, ..., Upim, vetores ndo neces-
sariamente distintos em R", dizemos que ({u1,...,up}t, {tpt1, ..., Uptm}) € positivo li-
nearmente dependente (PLD) se existem niumeros reais o, ..., Qprym ndo todos nulos,

T gy = 0.

com app1 > 0,...,p1m > 0 tais que ) ;| ouu; = Caso contrdrio dizemos que

({ur, ..y upt, {upi1, -, Upim}) € positivo linearmente independente (PLI).

Observagao: Quando nao houver perigo de confusao, eventualmente diremos
ULy eoy Upy Up 1y ooy Uppr OW U, oy Up UL Up 11, ooy Upym } € PLD (ou PLI). Observe que os con-
juntos na definicao sao na verdade multi-conjuntos para permitirmos elementos repetidos,
além disso, a notagao de par ordenado é necesséria para a identificacao dos vetores asso-

ciados aos escalares nao negativos.

Utilizando o fato que nas equagoes KK'T os multiplicadores associados as restrigoes de
desigualdade ativas sao nao negativos, podemos enfraquecer a hipotese LICQ em outro
sentido. Vamos impor que o gradiente das restricoes de igualdade e desigualdade ativas

sejam PLI. Esta é a condigao de qualificacao de Mangasarian-Fromovitz, introduzida em

140].

Definigao 1.8 (MF). Dizemos que x € X satisfaz a condi¢ao de qualifica¢io de Mangasarian-
Fromovitz (MF) se

({vhi<$>};11 ; {ng(x)}jel(x)> ¢ PLL

Note que se os gradientes de duas restri¢oes de desigualdade sao iguais e nao nulos em

um certo ponto, a condicao MF vale, enquanto LICQ nao vale.

Como LI implica PLI, temos que a condigao MF é mais fraca que LICQ. No caso de

um minimizador que satisfaz MF, podemos garantir que os multiplicadores de Lagrange

10



estdo em um compacto. De fato, Gauvin mostrou que as duas coisas sao equivalentes [22].

Analogamente & Proposicao 1.5, temos que MF ¢é equivalente ao fato que todo sub-

conjunto dos gradientes das restri¢oes ativas ¢ PLI em uma vizinhanca.

Proposicao 1.9. Se x € X satisfaz MF se, e somente se, VI C {1,...,m},VJ C I(x)
temos <{Vhi(y)}¢ex {Vy, (y)}j€J> ¢ PLIVy € V(x), para alguma vizinhan¢a V(x) de x.

Demonstracao: E analoga & demonstracao da Proposicao 1.5. Basta observar que
k
(o) .

quando i, — (u, cOmo M, > 0 temos que a; e af possuem o mesmo sinal para k

suficientemente grande (isto ¢, azaf > 0). O

A condicao MF é muito usada na pratica, porém, existem problemas simples onde ela
nao é satisfeita. Por exemplo, quando temos uma restrigao de igualdade h(z) = 0 e a
transformamos em duas restri¢oes de desigualdade h(z) < 0e —h(z) < 0, a condigao MF

nao vale, ja que a soma dos gradientes é zero.

Com base nas trés condigoes de qualificacao apresentadas, ¢ natural introduzirmos
uma condi¢ao de qualificagao analoga a CRCQ, mas impondo que se os subconjuntos dos

gradientes sao PLD, entao devem ser PLD em uma vizinhanga.

Defini¢ao 1.10 (CPLD). Dizemos que x € X satisfaz a CPLD se VI C {1,...,m},VJ C

I(x) temos que
(V@) icr - V95 (@)} ses) € PLD = ({Vhi(y)}iex - {V95W)}je;) € PLD Wy € V(w),
para alguma vizinhanga V (z) de x.

A condigao de dependéncia linear positiva constante (CPLD) foi introduzida em [51]
por Qi e Wei e a demonstracao de que ela é de fato uma condig¢ao de qualificagao foi feita
por Andreani, Martinez e Schuverdt em |7, 59]. Na verdade os autores mostraram que a

CPLD implica a quase-normalidade, cuja defini¢ao se encontra na Secao 1.4.
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A definicao da CPLD, dada por por Qi e Wei ¢é ligeiramente diferente da enunciada
aqui. A definicao original pedia a condi¢ao aparentemente mais fraca de que os subcon-
juntos de gradientes das restrigoes ativas que sao PLD sejam LD em uma vizinhanca. Em

[59] foi mostrado que as duas defini¢oes sao equivalentes.

A CPLD é uma condic¢ao de qualificacao mais fraca que MF e CRCQ, de modo que a
condigao de otimalidade gerada por ela é mais forte. Além disso, a CPLD se mostrou uma
condicao de qualificacao 1til na pratica, pois recentemente foi possivel demonstrar a con-

vergéncia de um algoritmo do tipo Lagrangiano Aumentado sob esta condigao |59, 3, 4, 42|.

Apesar da natureza genérica das condigbes de otimalidade [62], o estudo de condigdes
de otimalidade mais fortes (ou condigoes de qualificagdo mais fracas) se justifica pois
existem classes inteiras de problemas que nao satisfazem as condigoes de qualificacao
usuais como LICQ e MF, é o caso de MPECs (mathematical programs with equilibrium
constraints) e MPVCs (mathematical programs with vanishing constraints) [2, 29, 30, 31,

32].

1.2 Propriedades

Nesta secao mostraremos algumas propriedades satisfeitas pelas condigoes de qualifi-

cagao apresentadas, assim como possiveis defini¢oes equivalentes.

Proposicao 1.11. = € X satisfaz MF se, e somente se existe d € R" tal que
) (Vhi(a)}y € LI
i) Vhi(x)td=0 Vi=1,....,m

i) Vg;j(x)'d <0 Vje I(x)

Demonstragao: (<) Seja d € R" como no enunciado e suponha que x € X nao satisfaz

MF, logo existe A € R™ e pi; > 0, Vj € I(x), ndo todos nulos tais que

Z NiVh(z) + Z 1 Vyg;(z) =0.

jei(z)
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Tomando o produto interno com d obtemos

D> NVhi(@)'d+ Y pVg(a)'d = 0.
=1

JEI(2)

De ii), iii) e do fato que u; > 0 temos que u;Vy;(x)'™d = 0 Vj € I(x), logo p; =
0 Vj € I(x),eentao temos que Y ;- \;Vh;(z) =0 com X # 0, o que contradiz o fato de
{Vhi(x)}", ser LL

(=) Observe que a primeira condigao ¢ claramente satisfeita. Considere o problema linear

Minimizar.) =z
Sujeito a Vhi(z)'d=0 Vi=1,...,m
Vg(x)'d <z Vje I(x).

Note que a regido viavel é ndo vazia pois (0,0) é vidvel. Suponha que exista uma solugao
Otima (d*, z*). Pela linearidade das restrigoes, temos que vale a condigao KKT, isto ¢,

existem A € R™ e pu; >0, Vj € I(z), tais que

(o ) +§;Ai<v’“(” ) S ( Vg;(v) ) o
1 i=1 0 jEL(x) -1

com p;(Vg;(x)Td* — z*) = 0,Vj € I(x). Logo temos que > jer() i = 1 (o que implica em

p#0)e Z NiVhi(x) + Z 1;Vgi(x) =0, o que contradiz a hipdtese de que z satisfaz
=1 JEI(x)
MF. Assim, o problema linear é ilimitado e podemos garantir a existéncia da direcao d

do enunciado. O

Na verdade, esta é a forma com que a condicao MF foi originalmente enunciada. A

formulagao equivalente que enunciamos é devido a Rockafellar [58].

A seguir, damos uma prova simples da equivaléncia proposta por Robinson em [53].
Observe que intC' é o interior topoldgico de C, isto é, x € intC' < existe uma vizinhanca
V(z) de x inteiramente contida em C. E importante salientar que esta equivaléncia esta

feita em um contexto mais geral em [53].
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Proposicao 1.12. Seja x € X, entio x satisfaz MF se, e somente se 0 € int{(y,z) €
R? x R™|y > g(z) + Vg(z)'d, z = h(z) + Vh(z)'d para algum d € R"}.

Demonstracao: (=) Seja z € X. Fixado z € R™, o sistema linear Vh(z)'d = z ad-
mite solucao d € R”, ja que suas linhas sdo LI pela Proposicao 1.11. Seja d’ € R™ dado
por esta Proposicio e defina d = ad + 8d’. Como h(x) = 0 e Vh(z)'d = 0, temos
az = h(x) + Vh(z)'d para todo z € R™,a > 0 e § > 0.

Por outro lado, g;(z) + Vg;(2)'d = g;(z) + aVg;(z)'d + BV gi(x)d'. Casoi € I, entdo
gi(z) =0 e Vg (x)"d < 0, logo podemos tomar « > 0 suficientemente pequeno tal que
gi(z) + Vgi(x)'d < 0. Caso i ¢ I, entao g;(x) < 0 e podemos tomar a > 0 e § > 0
suficientemente pequenos tais que g;(x) + Vg;(x)'d < 0. Logo se ||y|| é suficientemente

pequena entdo g(z) + Vg(x)'d < y.

(<) Sejax € X ee > 0 tal que V(y, z) € R? x R™ com ||(y, 2)||o < €, existe d € R"
tal que y > g(z) + Vg(x)'d,z = h(x) + Vh(z)'d. Para cada 2z’ € R™ 2 # 0, tome
z = 5%, assim ||z||o = € e existe d tal que z = h(z) 4+ Vh(x)"d. Tomando d' = %d,
como h(z) = 0 temos que Vh(z)'d' = 2/, logo o posto de Vh(z) € R™™ & m, portanto

suas colunas sao LI, ou seja, {Vh;(x)}~, é LI

Se i € I(z), defina y; = —¢, caso contrario defina y; = 0. Defina também z = 0. As-
sim, ||(y, 2)||oo < € e existe d € R" com y > g(x) + Vg(2)'d, z = h(x) + Vh(z)"d. Como
h(x) =0e z =0, temos Vh(z)'d = 0. Parai € I(x), temos 0 > —e > g;(x) + Vg;(z)"d =
Vgi(z)'d. Logo x satisfaz MF. O

A proposicao a seguir mostra que se vale a condicago MF em z, entao = é KKT se, e
somente se nao existem dire¢oes de descida estritamente viaveis a partir de x. Na verdade,

o resultado é mais forte:

Proposicao 1.13. Se x € X é KKT entao nao existe d € R" direcao de descida vidvel,
isto €, tal que Vf(x)'d < 0,Vh(z)™d =0,Vg;(x)'"d <0 Vje I(z).
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Demonstracao: Temos que existem A € R™, u; > 0 Vj € I(x) tais que Vf(x) +
VR(z)A + 3 1) #V9i(x) = 0. Se existe uma direcao de descida viavel d, tomando o

produto interno com as equagoes KKT temos

Vf(@)'d+ XN'Vh(z)'d+ > p;Vg(z)'d =0,

JEI()

o que é uma contradicao pois o lado esquerdo é menor que zero. O

Proposicao 1.14. Se x € X satisfaz MF e nao existe d € R"™ direcao de descida estrita-
mente vidvel, isto €, tal que V f(z)'d < 0,Vh(z)'d = 0,Vyg;(x)"d <0 Vj e I(x), entao
x € KKT.

Demonstragao: Considere o problema

Minimizar .y 2

Sujeito a Vh(z)'d =0
Vg,(x)'d < z,Vj € I(x)
Vi(z)td <z

Temos que (0,0) é viavel. Suponha que o problema é ilimitado, em particular, para
z < 0, o fato de que existe d tal que (d,z) é viavel fornece uma diregdo de descida
estritamente viavel para o problema original, o que é uma contradi¢cao. Logo o problema
admite uma solugao (d*, z*). Pela linearidade das restrigoes, (d*, z*) ¢ KKT, logo existem
AeR™ p>0,pu; >0 VjeI(x) tais que

()2 () 2 () ()

Se p =0, entao 3 0 \;Vhi(x)+ 2 c1(p) #iVgi(x) =0 com 3,y 1y = 1, contradizendo
o fato que x satisfaz MF. Portanto p > 0. Dividindo as equagoes KKT por p temos
Vi(x)+>", %Vhi(x) + D je1() %ng(m) =0, % > 0, ou seja, x ¢ KKT do problema
original. O]
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Quando o conjunto viavel é convexo, existe uma condi¢ao simples que garante a exis-
téncia de multiplicadores de Lagrange. E a chamada condicdo de qualificacdo de Slater
[61]. Mostraremos que a condigao de Slater implica a condigdo MF para um subproblema
apropriado, de forma que a existéncia de multiplicadores para o subproblema garanta a
existéncia para o problema original. O desenvolvimento a seguir se baseia nos resultados

em [9]. Antes de introduzirmos a condi¢ao de Slater, mostremos o lema abaixo:

Lema 1.15. Se z* € solucao de

Minimizar f(x)
Sujeito a  Ar =10
x e

com A" = [ay, ..., a,] entdo x* € solugdo de

Minimizar f(x)
Sujeito o ajx =b;,Vi €1
x €,

para todo I C {1,...,m}, tal que {a;}ic1 € LI com |I| = posto(A).

Demonstracao: Seja I como no enunciado. Se I = {1,...,m}, o resultado claramente

vale. Senao, seja j ¢ I, logo existem \; € R, Vi € T tais que
a; = Z /\iai, (12)
logo, tomando o produto interno com z* e usando o fato que x* é viavel, temos

b= Aib;. (1.3)

i€l

Considere x € R™ tal que x satisfaz todas as restri¢oes cujos indices estao em I, isto é,
a;x = b;, Vi € I
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Multiplicando a equagao (1.2) por x, temos

T T
a;x = E \ia; x.

i€l

Usando a equagao (1.3) e o fato que z satisfaz as restri¢oes temos

T _ T
a;r = E Ai@; T

1€1

- Z b,

i€l

5.

Logo, todas as restri¢oes cujos indices nao estao em I sao automaticamente satisfeitas

e podemos remové-las da definicao do problema. ]

Definicao 1.16. Dizemos que x € X satisfaz a condi¢ao de qualificao de Slater quando
as restrigoes de igualdade sdo afins, as restrigoes de desigualdade sdo convexas e existe

zo € X tal que gj(xo) < 0 para todo j € I(x).

Proposicao 1.17. A condicao de Slater € uma condi¢ao de qualificacao.

Demonstragao: Se z* € X ¢ um minimizador de f(z) sujeito a x € X, com X = {z €
R"|h(x) = 0,g(z) < 0} com h; afim e g; convexa, pelo Lema 1.15 e ignorando as restrigoes

de desigualdade inativas, temos que x* é solucao de

Minimizar f(x)
Sujeito a  hi(x) =0,Vi € I (1.4)
gj(x) <0,Vj € I(x*),

onde I C {1,...,m} é tal que {Vh;(x*)};cr é linearmente independente com |I| =

posto({Vh;(xz*)}™,). Pela convexidade de g;, para j € I(x) temos
0> gj(wo) 2 g;(z) + Vg;(2) (w0 — x) = Vg;(2)" (20 — ).

Tomando d = xy — x temos Vg;(z)'d < 0,Vj € I(z). Como h; ¢ afim e xg,x € X, temos
hi(zo) = hi(x) + Vhi(z) (zg — x), logo Vh;(2)'d = 0,Vi € I. Assim x* satisfaz MF para o
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problema (1.4), portanto z* ¢ KKT. Tomando \; = 0 se ¢ € I temos que z* é KKT para

o problema original. O

Observagao: Quando as fungoes g; nao estao definidas em todo R", mas sim, digamos
em D C R", a condigao de Slater afirma que existe zy € relintD com g;(x) < 0,Vj € I(x),
onde relintD é o interior de D com respeito a topologia induzida no fecho afim de D pela
topologia usual de R"™. Mais especificamente temos o fecho afim affD = {621 + --- +
0,x,|x; € D,0y +---+ 0, =1} com a topologia dada por {B N affD| B é aberto de R"}.
Nesta topologia, o interior de D ¢é dado por relintD = {y € D|V(y) NaffD C D, para
alguma vizinhanca V' (y) de y}. Veja [12] para um tratamento de otimizagao convexa neste

sentido.

A seguir mostramos uma definigao equivalente para a condicao CRCQ), a condigao de
posto constante de Janin. Esta equivaléncia justifica o nome da condigao, além disso, esta

¢ a maneira como a condigao foi enunciada por Janin [34].

Proposicao 1.18. x satisfaz CRCQ se, e somente se VI C {1,...,m},J C I(x),
{Vhi(y)}ie1 U{Vg;(y)}jes tem posto constante para todo y € V(z), para alguma vizi-
nhanga V (z) de x.

Demonstracao: (<) Sejal C {1,...,m},J C I(z)esuponha {Vh;(z)}ic: U{Vy;(x)}jes
é LD, portanto existe uma vizinhanga V' (x) de z tal que o posto dos gradientes é constante
nesta vizinhanga, logo {Vh;(y) et U{Vg;(v)}jes € LD, para todo y € V(z).

(=) SejaI C {1,...,m},J C I(x)esuponhaqueopostode {Vh;(x)}ier U{Vy;(x)}jes
ér. Sejam Ip C IeJy C Jcom |[o] + |Jo| = r tal que {Vhi(x)}ier, U{Vg;(x)}jes
seja LI. Pela demonstragdo da Proposi¢ao 1.5, existe uma vizinhanga V' (z) de z tal que

{Vhi(y) Yier, U{V9;(y)}jeso ¢ LI Entao {Vhi(y)}tier U{Vyg;(y)}jes tem posto maior ou
igual a r para todo y € V(x).

Suponha que exista uma sequéncia y* — x tal que o posto de {Vh;(y*) et U{V9;(¥")}jes
¢ maior que r. Logo para cada k, existe I C I e J, C J com |[| + |J| > r tal que
{Vhi(y") }ier, U{V9;(¥")}jes, é LI. Podemos tomar uma subsequéncia tal que os conjun-
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tos sdo os mesmos, isto &, I' = Iy, J' = J; para todo k, com |I'| + |J'| > r. Assim,
{Vhi(z)}iecr U{Vyg;()}jer € LD (j& que a quantidade de vetores é maior que o posto),
com {Vh;(y*) }ier U{V;(¥*)}jer L1, 0 que contradiz a definigao de CRCQ. O

O resultado acima aparece, por exemplo, em [51].

A seguir, mostramos que MF e CPLD nao sao perdidas quando reformulamos o pro-

blema incluindo variaveis de folga.

Proposicao 1.19. O ponto x* € viavel e satisfaz MF para

Minimizar f(x)
Sugeito a  h(z)
9(z)

0
0

IN

se, e somente se (x*,s*) € vidvel e satisfaz MF para

Minimizar f(x)

Sugeito a  h(z) =0
g(z) +s=0
—s < 0.

Demonstragao: (<) Seja d = (d',d") C R™ x RP tal que

Vhi(z*) Vhm(z") Vai(z") Vop(z") ¢Ll, (1.5)
0 T 0 7 €1 Y €p ’ |

onde ¢; € R™ é um vetor com 1 na i-ésima coordenada e 0 nas demais. Logo {Vh(z*),..., Vh,(z*)}

¢ LI. Além disso,
T
hi * !
(v <x>> (d )—O,Vi—l,...,m,
0 d//



portanto Vh;(z*)'d = 0,Vi =1, ..., m. Temos também

T
Vg](x*) d/ .
—0,Yj=1,....p,
( . 7 J p

portanto Vg;(z*)'d' 4+ dj = 0,Vj = 1,...,p. Analisando as restri¢oes de desigualdade

—s5 <0, temos que se s} = 0, ou seja, g;(r*) = 0, vale

T
0 d
<0,
_ ej d//

e portanto dj > 0. Assim, Vg;(z*)'d" < 0,Vi € I(z*).

(=) Considere a direcao d’ € R™ dada pela Proposicao 1.11. Defina dj = —Vg;(z*)"d’
!
se j € I(z*) e dj = 0 caso contrério. E facil verificar que d = 7 satisfaz as pro-

priedades da Proposicao 1.11 para o problema com variaveis de folga. O

Proposicao 1.20. O ponto x* € vidvel e satisfaz CPLD para

Minimizar f(x)
Sugeito a h(x)
9()

0
0

IN

se, e somente se (z*,s*) € vidvel e satisfaz CPLD para

Minimizar f(x)

Sugeito a  h(z) =0
g(x) +s5=0

—s < 0.

Demonstracao: (=) SejaI C {l,...,m},JC{l,...,ph,KC{ie{l,...,p}si =0}e¢
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suponha que existam A € R", p € RP, fi; > 0,Vj € K com (A, p1, i) # 0 tais que

S (T ) e (T >;ﬂa<_.>=o-

Logo
D> NVhi(@) + > V(e (1.6)
i€l jel
e
D e — Y e =0, (1.7)
j€EI jEK

assim, se j € JNK, entao p; = pi; > 0, além disso, se j € J—K temos p; =0ese j € K—J
temos que fi; = 0, portanto (A, u, i) # 0 < A, i € I, iy, 7 € JNK s@o nao todos nulos.

Como K C {j € {1,...,p}|sf = 0} = I(z*), entdo se definirmos J' = JNK C I(z*),

de (1.6) podemos escrever

D O NVhi(@) + > Vi) = 0,5 > 0, (A, p) #0

i€l jey

ou seja, ({Vhi(x*)}iGI A{Vy, (ZL’*)}].GJ,> ¢ PLD. Como vale CPLD para o problema original,

temos que existe uma vizinhanga V (2*) de z* tal que ({Vhi(y)}iGI AVy; (y)}jej,) é PLD
para todo y € V(z*). Ou seja, para cada y € V(z*) existem \,Vi € I, pu; > 0,Vj € J

nao todos nulos tais que

D XNVhi(y) + > uiVg;(y)

1€1 jeJ’
Basta definir ¢, =0se j € J—K, i, =y se j € JNKe ji; =0se j €K— Je temos

ZX< ) Zuj( | >+Zu]<_ej)zO,ﬂ’ZO,(A,u,ﬂ#O,

i€l j€J J€EK

portanto vale a CPLD para o problema com variaveis de folga.

(<) Seja I C{l,...,m}, J C I(z*) e suponha que existem \;,Vi € I,u; > 0,Vj € J
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nao todos nulos tais que

> ANVhi(z) + > pVgi(a®) =0.

€1 j€EJ

DefinaK=J C {j € {1,....p}sf =0} e fi; = p;, assim

L AR 5 971 (0 K 1 (U R

Como o problema com variaveis de folga satisfaz CPLD, temos que existe vizinhanca V/
de (z*,s%) tal que para cada (y,z) € V existem \},Vi € I,p},Vj € J, i} > 0,Vj € K nao

todos nulos tais que

U] D B w1 QRS B o) (U R

ou seja
D _NiVhi(y)+ Y _#iVay) =0ep’ =@ = 0,(\ ) #0.
i€l jeJ
Portanto vale a CPLD para o problema original. O

E imediato da demonstracido da Proposicao 1.20 que um resultado analogo vale para
a CRCQ. A situagao é diferente quando incluimos folgas irrestritas, como mostra a

proposicao abaixo.

Proposicao 1.21. O ponto x* ¢ viavel e satisfaz LICQ para

Minimizar f(x)
Sugeito a  h(z)
9(x)

0
0

IN

22



se, e somente se (x*,s*) € vidvel e satisfaz LICQ para

Minimizar  f(x)
Sujeito a  h(z) =0
g(z) +s*=0.

+

Demonstracao: Basta observar que o conjunto

Vhy(z*) Vhp(z*) Vg1 (z*) Vg,(z*) 6 LI (18)
0 Y 0 7 2e18] o 2eps,, ’ .
se e somente se 0 conjunto

{Vhi, ..,V AV} e € 11,

ja que 57 =0 < g;(z*) = 0. ]

Assim, se x* satisfaz MF para

Minimizar f(x)
Sujeito a  h(x) =

0
g(z) <0

IN

e nao satisfaz LICQ, entao temos que o par (z*,s*), viavel para

Minimizar f(x)
Sujeito a  h(x) =0
g(x) +5* =0,

+

nao satisfaz LICQ, que é o mesmo que MF, ja que o problema possui apenas restri¢oes

de igualdade. Assim MF é perdida ao adicionarmos variaveis de folga irrestritas.

A CPLD também é perdida neste caso, basta considerar um problema com duas res-
tricoes x < 0 e 2z < 0. Temos que x* = 0 satisfaz CPLD, porém, para o problema com

restrigoes r+s3 = 0 e 2z+s3 = 0, o ponto (z*, s, s3) = (0,0,0) nio satisfaz CPLD, ja que
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os gradientes (1,2s9,0)" e (2,0,2s5)" sdo LD em (z, s1, s2) = (0,0,0) e LI para (s1, s2) # 0.
Na verdade, este exemplo mostra que mesmo se z* satisfaz MF para o problema original,

nao podemos garantir CPLD para o problema com variaveis de folga irrestritas.

Outra propriedade interessante da CPLD ¢é que ela se mantém quando trocamos as
restri¢oes de igualdade h(z) = 0 por restrigdes de desigualdade h(z) < 0e —h(z) <0, o

que nao ocorre com MF. Veja a demonstragao em [24].

1.3 Lema de Carathéodory estendido

Uma ferramenta muito util para trabalharmos com condi¢oes de qualificagdo como a
CPLD e CRCQ é o Lema de Carathéodory [9]. A seguir, enunciamos o celebrado Lema,

incluindo um limitante para o tamanho dos novos multiplicadores.

Definigao 1.22. Seja J = {vy,..., v} C R™ um multi-conjunto. Dizemos que I C J é
LI-mazximal se I é LI e, caso I # J, entao existe v € J — I tal que TU {v} é LD.

Lema 1.23 (Carathéodory estendido). Sejam vy, ..., v, vetores em R". Se x = Z AiV;,
i=1
Ai # 0, entao existem I C {1,...,m} e escalares \; Vi € I tais que

i) x = E Ao
i€l

ii) {v;}ie1 € LI-mazximal
i) NN, >0 Viel
w) [N <2m7HN] Viel

Demonstracao: Se {v;}!", é linearmente independente, tome I = {1,...,m} e X, = \,.

Se {v;}*, ¢é linearmente dependente, entdo existem «; € R ndo todos nulos tais que
m m

Ai

Z%’Ui = 0. Entao, para todo 7 € R temos = = Z()\Z — ya;)v;. Seja i* = argmin,
i=1 i=1

, assim 4 é o 7 de menor moédulo que anula pelo menos um dos coeficientes

(§
A — Y. Se )‘z(>\2 — ’_)/OCZ) < 0 entao |)\z|2 = /\12 < )\2’7061 = |)\Z||’7HO(Z|, com |OKZ| 7é 0,
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, contradizendo a definigao de 7, assim \;(\; — Ja;) > 0. Além disso,

logo |7] >

i
o= 30l < Al + 7] < 21, 8 ave 3] < 24

7
que X, = \; — Ja; # 0, conseguimos escrever a combinagao linear com pelo menos um

. Incluindo em I apenas os indices tais

vetor a menos. Assim, podemos repetir o argumento até que os vetores restantes sejam

linearmente independentes e teremos M\ > 0 e |N;| < 2™ Y\ Viel O

Nas aplicagoes do Lema de Carathéodory, nao nos preocuparemos com a restri¢ao
m

A; # 0, pois os indices com \; = 0 podem ser removidos da soma x = E A;v; sem alterar
i=1
o valor de z (mesmo que todos os \;’s sejam nulos).

Este novo item no Lema de Carathéodory, que nos da um limitante para o tamanho
dos novos multiplicadores, se mostrou muito util. Ele foi usado na demonstracao das

Proposicoes 2.12, 2.22, 4.6 e 4.7. Para exemplificar a sua utilidade, vamos conside-

rar uma sequéncia ¥ = E MeuF e aplicamos o Lema 1.23 de Carathéodory, obtendo
i=1
ok = E MNFo¥ entdo se considerarmos uma subsequéncia com Ij, = I, teremos que se {\*}
i€l

¢ limitada entao {\"*} também é limitada. Observe que a reciproca ¢ falsa, basta conside-

rar vf # (i, ok = i\’fvlf—i-/\'gv’; e afvl +akvl = 0 com ok/f =af=1e X =1+10% N5 = 10~
A
Z2 | para todo k, logo A = A} — (—2> of =1 e 2% = NP para todo k.

k
o3 o3

>

Assim ‘

21
k
&3

Do mesmo modo, se A\ tende a zero entdao \¥ também tende a zero, sendo a reciproca

falsa.

1.4 Condicoes de qualificacao mais fracas

Nesta tese trabalhamos essencialmente com as condi¢oes MF e CPLD, porém, nesta
secao apresentamos outras condi¢oes de qualificacao, a saber, a quase-normalidade, a

condi¢ao de Abadie e a condigao de Guignard.
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A seguir definimos a quase-normalidade (QN), proposta por Hestenes em [28]. Uma
motivagao para esta definicao serd dada na Segao 2.1, além de uma demonstragao de que

QN é uma condicao de qualificacao.

Definigao 1.24 (quase-normalidade). Dizemos que x* € X satisfaz a quase-normalidade
(QN) quando <{Vh,~(x*)};11,{ng(x*)}ja(x*)> € PLI, ou, se A\ € R™ e p; > 0,Vj €

I(z*), sdo tais que (A, p) # 0 e D27 N Vhi(2") + > i1y 15V g(x%) = 0 entdo nao

k— 2 tal que

existe sequéncia x
o \; # 0= \hi(z*) > 0 para todo i € {1,...,m}
o ;> 0= pu;g;(z") > 0 para todo j € I(z*).

A seguir, mostraremos uma condicao suficiente para que valha QN. Ressaltamos que

este resultado também pode ser encontrado em [9].

Veremos que quando o conjunto viavel X é definido por restri¢oes de igualdade lineares
e restricoes de desigualdade concavas, a QN é satisfeita automaticamente, de modo que
quando o conjunto vidvel é concavo, podemos garantir a existéncia de multiplicadores de

Lagrange sem mais exigéncias.

Proposicao 1.25. Se h; ¢ afim para todo t e g; € concava para todo j entao todo ponto
vidvel v € X = {x € R"|h(x) =0, g(x) < 0} satisfaz a QN.

Demonstracao: Seja z € X e suponha que
ZA Vhi(x) + ) 1 Vgi(x) =0,
JEI(x)
com (A, ) # 0, > 0. Assim, para todo y € R" temos
Z/\ Vhi(z + > 1 Vg(a) (y —z) =0.
J€I(z)

Como h; é afim, g; é concava e x é viavel, temos h;(y) = h;(z) + Vh;(z) (y — z) =
Vhi(z)"(y—z) e g;(y) < g;(x)+Vyg;(z)"(y—2) = Vg;(2)"(y—2), paratodoi € {1,...,m}
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e todo j € I(z). Portanto
D Ahi(y)+ Y 1gi(y) <0, Wy eR™
=1 JEI(x)

Como (A, p1) # 0, concluimos que nao existe sequéncia % — x tal que \; # 0 = \h;(2F) >

0ep; >0= pg;(z") >0, isto &, vale QN. H

Na verdade, ¢ imediato da demonstracao que conjunto viavel concavo implica a pseudonor-

malidade, uma condi¢ao mais forte que QN. Veja [9, 59].

Em [59, 7], os autores mostram que CPLD implica QN. Em [28, 9|, mostra-se que QN
implica a condigao de Abadie (em [9], chamada de quase-regularidade). A seguir intro-

duzimos alguns conceitos a fim de definirmos a condi¢ao de Abadie [1].
Dizemos que K C R™ é um cone se tx € K sempre que z € K et > 0.

Definimos o cone de direcoes vidveis
L(z) = {d € R"|Vhi(z)"d = 0,Vi € {1,...,m}, Vg;(x)'d < 0,Vj € I(x)}.

L(z) é as vezes chamado de “cone de variagoes de primeira ordem” ou “cone linearizado”.
Observe que nem todo d € L(z) é uma diregao “viavel”, no sentido que se x € X entdo
r + ad € X para todo « suficientemente pequeno. De fato, as direcbes com esta pro-

priedade formam um cone contido em L(x).

Definimos também o cone tangente

ZEk—ZE

T(r) ={d e R"|3{2*} € X, >0 com 2* — z e — d}.

ty,

Definigao 1.26 (Abadie). Dizemos que x € X satisfaz a condi¢io de qualifica¢io de
Abadie se T(x) = L(x).

Dado um cone K C R", definimos o cone dual K* = {v € R"|v'd > 0,Vv € K}. A
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seguir apresentamos a condi¢ao de qualificacdo de Guignard, introduzida em [27].

Definigao 1.27 (Guignard). Dizemos que z € X satisfaz a condi¢ao de qualificagao de
Guignard se T*(z) = L*(x).

Da definigao, ¢ imediato que a condi¢ao de Abadie implica a condi¢ao de Guignard.
Em [26], os autores mostram que a condi¢ao de Guignard é necesséria e suficiente para
que valham as equagoes KKT, no seguinte sentido: se as restricoes X sao tais que para
toda funcao objetivo f tal que x é minimizador de f em X, vale KKT, entao x satisfaz

Guignard.

A seguir mostramos uma definicao equivalente para a condi¢ao de Abadie.

Proposicao 1.28. O ponto x € X satisfaz a condigao de Abadie se, e somente se dado
d € L(x), existem ty > 0,1, — 0 e {ry} C R" tal que ;—: —0ezfF =+t d+r, € X

para todo k.

Demonstracao: (=) Seja d € L(x). Pela condi¢ao de Abadie, d € T'(x), logo existem
t, >0,ty — 0ezd — 2,2 € X tal que

xk—x

ty,

— d.

k

Defina r, = 2% — x — t;d, assim

k
r ¥ —x

- —d—0,
ty ty

e o resultado segue.

(<) Seja d € L(z), por hipotese existem ¢, > 0,4, — 0 e {ry} CR" tal que = — O e
2 =2+ tpd+r, € X. Assim,

$k—$

Tk
—d+ g
i Tty

portanto d € T'(z).
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Seja d € T(z), logo existe 2% € X, ¥ — z e t;, > 0,1, — 0 tais que x’;k_“" =d + ¢y,

com ¢ — 0, assim, para j € I(x) temos

0> g;(2*) = gj(x) + Vg;(2)"(«* — ) = Vg;(@x)" (2" — 2) = Vg;(ix)"(d +ex) <0,

*. Tomando o limite, temos Vg;(x)"d < 0 para

para algum T, no segmento entre x e x
J € I(x). Analogamente temos Vh;(z)'d =0 parai=1,...,m, ouseja d € L(x). Assim,

T(x) = L(x) e vale a condigao de Abadie. O

Em [15] o autor utiliza uma condi¢ao similar & de Abadie para desenvolver uma teoria
de otimizagdo mais geral, com desigualdades generalizadas (veja o Apéndice 4.2). Para
cada d € L(z), é exigido que exista uma fungao r : (0,¢) — R™, para algum ¢ suficiente-

mente pequeno, tal que Ti—t) —0ex(t)=xz+td+r(t) € X para todo t € (0,1).

Na Figura 1.1 mostramos as relagoes entre as condigoes de qualificacao apresentadas.

As setas representam implicagoes estritas, isto é, as implicagbes contrarias sao falsas.
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Figura 1.1: Relagao entre as condicoes de qualificacao.
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Capitulo 2
Algoritmos de penalidade

Neste capitulo deduzimos as condigoes sequenciais de otimalidade relacionadas com os
algoritmos de penalidade externa (CO-PE), penalidade interna (CO-PI) e um algoritmo
misto de penalidade interna e externa (CO-PIE). No caso da penalidade externa obtemos
CO-PE = KKT ou nao-CPLD. Para a penalidade interna, a condi¢ao de otimalidade
obtida é mais fraca e temos CO-PI = KKT ou nao-MF, além disso mostramos que a
condi¢ao H, necesséaria para a aplicacao da penalidade interna, juntamente com a CPLD

é equivalente a MF.

2.1 Penalidade externa

Vamos definir um algoritmo simples de penalidade externa, seguindo os moldes de
[59, 42].

Considere o problema (P) abaixo:

Minimizar f(z)
Sujeito a x € X,

onde agora, além das restri¢oes usuais h(z) = 0 e g(x) < 0, com funges continuamente
diferenciaveis, o conjunto viavel X é formado também por uma restrigao adicional arbi-
traria do tipo = € Q, com Q C R" fechado e ndo vazio. Isto ¢ X = {x € R"|h(z) =
0,9(x) <0,z € Q}.
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Definimos a funcao ®: R” — R que mede a inviabilidade, onde

Phi(z) = 5 ([|[h(x)|[* + |lg* (2)[]*), sendo g (z) = max{0, gi(2)} e " (2) = (91 (), - .., g ().

Observe que x é viavel se, e somente se Phi(z) =0,z € Q.

Lema 2.1. A funcao Phi(z) é continuamente diferencidvel.

Demonstragao: Provaremos que r(z) = [max{0, s(z)}]* é continuamente diferenciavel
se s: R" — R ¢é continuamente diferenciavel. Os casos s(z) > 0 e s(x) < 0 sao imediatos

j4 que r coincide com uma funcao continuamente diferencidvel em uma vizinhanca de
r(z +te;) —r(x)

x. Seja x € R™ tal que s(z) = 0, se s(z + te;) < 0 temos
r(z +te) —r(x)  s(w+te)? — s(x)?

= 0, senao

t
r(x + te;) — r(z) .

temos ; = : . Em ambos os casos, ;

0 2 0 0 0

s(x)7) = 23(93)& = 0. Logo r ¢é derivavel e r(@) = 2max(0, s(x)) 5(2) ¢é con-
ox; 0x; z; Z;

tinua. [l

Seja {pr} C R, pr > 0 com pp — +oo. Para cada k € N definimos o subproblema
(Fr)
Minimizar f(z) + pxPhi(x)
Sujeito a € .

O algoritmo de penalidade externa consiste em encontrar uma sequéncia {z*} tal que
para cada k, 2* ¢ solugdo global do problema (P;). Uma condicao suficiente para a exis-

téncia da solucao z* para todo k é que € seja também limitado.

Proposigao 2.2. Se (P) admite um ponto vidvel, entao todo ponto limite de uma se-
quéncia {2*} gerada pelo algoritmo de penalidade externa é um minimizador global de
(P).

Demonstragao: Seja z um ponto limite de {z*}. Renomeando os indices se necessario,

vamos escrever ¥ — z. Observe que z € € ja que Q é fechado e {2*} C Q.

Como z*

de (P), temos

é solugao do subproblema (Py), entao, sendo x um ponto viavel arbitrario

f(@") + prPhi(a") < f(x) + ppPhi(z) = f(2).
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Além disso, como pp > 0 e Phi(z¥) > 0, temos f(z¥) < f(x*). Assim, tomando o
limite temos que f(z) < f(x), pela continuidade de f.

Para mostrar que z é um minimizador global de (P), resta mostrar que z é viavel.
Suponha Phi(z) > 0, assim, pela continuidade de Phi temos que existe € > 0 tal que

Phi(z*) > ¢ para k suficientemente grande, logo
f@*) + pe < f(a*) + pePhi(z") < f(2),

para um ponto z vidvel qualquer. Como f(z*) — f(2) e pr — 400, temos que o
lado esquerdo tende para infinito, enquanto o lado direito nao depende de k, o que é uma

contradigao. Logo Phi(z) = 0 e temos que z ¢ minimizador global de (P). ]

Embora este resultado nao seja utilizado neste trabalho, é interessante notar que
mesmo quando o problema original nao possui pontos viaveis, os pontos limites da sequén-
cia gerada pelo algoritmo de penalidade externa possuem uma propriedade agradavel, a
saber, eles minimizam a inviabilidade Phi(x), sujeito a € §2. Na verdade o resultado
é mais forte: os pontos limites minimizam f(x) no conjunto dos minimizadores globais
da inviabilidade, veja os detalhes em [42]. A justificativa para o nome do método deve-
se ao fato de que os iterandos sao quase sempre externos a regiao viavel do problema.

k k

Com efeito, se 2" é viavel para o problema original, do fato de que z* é solugao para o

subproblema temos

fa*) = f(a*) + ppPhi(z") < f(2) + ppPhi(2) = f(2),

para qualquer z viavel, logo z* seria solucao global para o problema original.

Vamos considerar agora o problema geral de

Minimizar f(z)
Sujeito a  h(x)
g(x)

0
0

IN

Y
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e suponhamos que z* é um minimizador local. Logo, existe 6 > 0 tal que z* é um
minimizador global de

Minimizar f(z)

Sujeito a  h(z) =0
g(x) <0
|z — 2™ <0

Além disso, se definirmos a funcao regularizada fr(z) = f(z)+ 3||z — z*||%, temos que

x* ¢ o tnico minimizador global do problema regularizado (PR)

Minimizar fr(x)

Sujeito a  h(x) =0
g(x) <0
|z =] <6

Considere uma sequéncia {z*} gerada pelo algoritmo de penalidade externa aplicado
ao problema (PR), considerando Q = {z € R"|||z — z*|| < §}. Observe que {z"} esta
bem definida, pois €2 é compacto e nao vazio, além disso, este fato também garante que
a sequéncia {z¥} possui pelo menos um ponto limite z. Pela Proposicio 2.2, z é um
minimizador global de (PR), mas como o minimizador é tnico e igual a z*, temos que a

sequéncia possui exatamente um ponto limite z = 2*, isto é, 2* — z*.

Assim, para k suficientemente grande, a solucao z* para o k-ésimo subproblema é tal

que ||z* — x*|| < 4, ou seja, ¥ ¢ solugdo local do problema irrestrito

Minimizar f(z) + ||z — «*||* + ppPhi(z)
Um céalculo simples mostra que o gradiente de Phi(z) é dado por

m p

VPhi(z) = 3 hi(2)Vhi(z) + 3 gt (2)Vg; (x),

i=1 j=1

assim, temos que o gradiente da funcao objetivo do problema irrestrito ¢ nulo em z*

)

o que demonstra a Proposi¢ao abaixo.

Proposicao 2.3. Se z* é um minimizador local, entao para toda sequéncia py > 0, p —
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+00, existe {zF} C R", 2F — 2* tal que
")+ Zpkhi(mk) )+ Zpkgj )WVoi (2%) = 2" — ", (2.1)
i=1

Vamos agora deduzir a condigao de qualificagao denominada quase-normalidade. Para
isso, vamos tentar provar que x*, o minimizador global do problema original, satisfaz as

equagoes KK'T, a partir da Proposicao 2.3.

Defina \F = pphi(2%),Vi € {1,...,m} e u? = pkg;r(:vk),Vj € {1,...,p} e seja
Mj, = max{[Xf], 5, Vi, j}.

Primeiro caso: se {M;} ¢ limitada, entao existe A € R™ e p € RE tal que, passando
a uma subsequéncia se necessario, \*¥ — X e ¥ — p. Logo, tomando o limite em (2.1),

obtemos

+Z)\Vh +Zujvg] ) =0, pu;>0.

Além disso, se g;(z*) < 0, entdo g;(z*) < 0 para todo k suficientemente grande, de modo

que ,uf = pkg;-’(xk) = 0 para todo k suficientemente grande, logo j; = 0, concluindo que

x* é KKT.
)\k ,Uk

1, portanto (Mk : A“;) — (A, ;) em uma subsequéncia, de modo que ||(A, )|l = 1 pela

continuidade da norma. Dividindo (2.1) por Mj, e tomando o limite, obtemos

Z)\ Vhi(x +ZMJVgJ =0,

Segundo caso: se existe uma subsequéncia tal que M — +o00, entao

sendo que, como anteriormente, g;(z*) < 0 = p; = 0, de modo que a soma acima se re-
duz aos indices j tais que j € I(z*). Logo ({th(x*)}fll AV (@)} erer > ¢ PLD, além

disso, se \; # 0, entdo A¥ tem o mesmo sinal de ); para todo k suficientemente grande (ja

que ’\ik — A\ e M, > 0), mas como ¥ = pph;(z"), temos que h;(z¥) tem o mesmo sinal

que A;. Do mesmo modo, se p; > 0, entao ,uf > ( para todo k suficientemente grande,
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logo, como /L? = pkgf(a:k), temos g;(z"*) > 0.

Queremos que o segundo caso nunca aconteca, isto é, vamos impor que nao exista uma
sequéncia {z*} satisfazendo \; # 0 = \hy(z%) > 0 e p; > 0 = p;g;(z*) > 0, quando
<{Vhi(x*)}?ll A{Vy; (x*)}ja(x*)> ¢ PLD com multiplicadores (A, ) € R™ x RY. Esta ¢é

a definigdo da quase-normalidade, apresentada na Defini¢ao (1.24).

Do que foi mostrado anteriormente, é claro que QN ¢ uma condi¢ao de qualificagao.
Com esta mesma técnica, via penalidade externa, é imediato ver que LICQ e MF sao de
fato condicoes de qualificacao. Para a verificacao de que CRCQ e CPLD sao condicoes
de qualificagao, basta aplicar o Lema de Carathéodory (1.23) apos dividir a equagao (2.1)

por M}, no segundo caso, assim, obtemos subconjuntos I C {1,...,m} e J C I(z*) tais

que ({Vhi(z*)}ier U{Vg;(2*) }ies}) € LL com ({Vh;(z*) }ier U{V;(z*) }ies}) PLD, 0 que
contradiz a CPLD (ou CRCQ). Veja detalhes em [59].

A partir da Proposigao 2.3 vamos definir uma condi¢ao sequencial de otimalidade de

maneira bastante simples.

Definigao 2.4 (CO-PE). Dizemos que x wvidvel satisfaz a condi¢iao de otimalidade da
penalidade externa (CO-PE) se existem ¥ — x, {\*} C R™, {y*} C RE tais que

o Vf(a*) + 300 MVhi(a®) + 30 piVg;(*) — 0
e gi(x) < 0= pf =0 para k suficientemente grande

Vamos mostrar uma defini¢cao equivalente de CO-PE.

Proposigao 2.5. x vidvel satisfaz CO-PE se, e somente se existem x* — x, {\*} C R™,

{uF} CRE, ex > 0,e;, — 0 tais que
o [IVf(a®) + 300, NiVhi(a®) + 370 1 Vg, (ah)]] < e
o [|n(z)]] < e, [lg(@®) ]| < ex

36



Demonstragao: (<) Como ||h(z*)|| — 0 e ||gT(z*)|| — 0, com z*

— x, pela con-
tinuidade das fungoes temos que = é viavel. Além disso, se g;(z) < 0 entdo, pela con-
tinuidade, g;(z*) < —e;, para k suficientemente grande, de modo que vale CO-PE con-
siderando as mesmas sequéncias {z*}, {\*}, {u*}.

¥ — zentdo [|h(z")|] — Oe|lg™(z")]] — 0.

(=) Como z ¢ vidvel, h e g sao continuas e x
Vamos tomar ¢, — 0 tal que g, > max{—g;(z¥),j € I(x)}. Assim, se g;(z) = 0 temos
exr > —g;(z"), ou seja g;(x¥) > —eg, 0 que mostra que g;(z¥) < —e; apenas quando

gj(x) < 0, donde por hipdtese temos /L;? = 0 para k suficientemente grande. O

A condi¢ao CO-PE foi estudada em [59] (14 com o nome de AKKT-2), onde a autora
mostra que AGP = CO-PE, sendo AGP a condicao de otimalidade oriunda do algoritmo

de restauragao inexata, introduzida em [45], da qual trataremos no Capitulo 3.

E interessante observar que a condicdo de otimalidade da penalidade externa é bas-
tante forte, j4 que se x é viavel e satisfaz CO-PE e CPLD, entao x ¢ KKT. Em outras
palavras, CO-PE implica a condi¢ao de otimalidade KKT ou nao-CPLD. Para verificar
isto, suponhamos que x viavel satisfaca CO-PE, isto ¢, existem sequéncias 2% — z, {\*} C
R™ {u*} C RE tais que

") + Z MV B (%) + Z 15V g; (") — 0.
1=1 JEI(x)

Pelo Lema 1.23 de Carathéodory, existem I C {1,...,m},J; C I(z), \}Vi € I, >
0Vj € J tais que

({w Ve, {w] yes) €11 (2:2)
)+ > NEVhi(ab) + ) Vg (), (2.3)
i€1, JEIK

e vamos tomar uma subsequéncia tal que I =1 e J, = J.

Defina My, = max{|\}|Vi € I,1/fVj € J}. Se {M}} ¢ limitada, basta considerar uma

subsequéncia convergente de (A*, '*) e tomando o limite, como 6, — 0, temos que x
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¢ KKT. Caso contrario, considere uma subsequéncia tal que M) — +o0o e (4, 5-) —

(A, i) # 0, assim, dividindo (2.3) por My, e tomando o limite, temos que

(19hi(2)}iex  {V95(2)) se;) € PLD,

o que juntamente com (2.2) mostra que nao vale a CPLD.

Observamos também que o resultado nao pode ser fortalecido utilizando a quase-

normalidade. De fato, considere o problema

Minimizar =z

Sujeito a  —2% < 0.

Temos que z* = 0 satisfaz QN ja que, definindo g(z) = —2?, temos uVg(z*) = 0 para

b — x tal que ug(z*) > 0 quando p > 0, pois

g(z) < 0 para todo z. Porém vale CO-PE, basta definir 2% = % e ut = g, assim, para

f(z) =z temos V f(2¥) + 1y Vg(a*) =1+ £(—2) = 0. Além disso, z* nao é KKT.

qualquer g > 0, mas nao existe sequéncia x

2.2 Penalidade interna

A seguir definiremos um algoritmo de penalidade interna, também chamado de método
de barreira, e faremos uma analise dos seus pontos limites nos moldes do que foi feito com

o algoritmo de penalidade externa na Secao 2.1.

Considere o problema apenas com desigualdades

Minimizar f(x)
Sujeito a  ¢(z) >0 (2.4)
x €,

onde 2 C R™ é um conjunto fechado arbitrario e f: R® — R, ¢: R® — RP sao con-
tinuamente diferenciaveis. Por simplicidade, definimos as desigualdades como ¢(x) > 0,
mas estas devem ser pensadas como g(z) := —c(z) < 0, no que diz respeito as defini¢oes

do capitulo anterior.
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Definimos o conjunto viavel X = {x € Q|c(xz) > 0} e o conjuntos dos pontos inte-
riores, relativo as restrigoes, X = {z € Q|c(z) > 0}. Note que X° ndo ¢ o interior

topologico de X (veja [21]).

Suponhamos X® # () e X C fecho(X?), ou seja, qualquer ponto vidvel pode ser arbi-

trariamente aproximado por pontos interiores. Esta hipoétese serda denominada condigao
H.

Definigao 2.6 (H). Dizemos que um ponto x € X satisfaz a condi¢ao H se eziste uma

k

sequéncia ¥ — x tal que x* € XO.

E intessante observar que a condicao H nao ¢ uma condicao de qualificacao em geral.

Com efeito, basta considerar o problema

Minimizar
Sujeito a % + 25 >0
xi’ —x9 > 0.

O minimizador (0,0) satisfaz a condi¢ao H com a sequéncia z* = (3, 0), mas (0,0) néo ¢

KKT, ja que nao existem g1 > 0 e py > 0 tais que

BROMBE

Porém, quando as restrigoes sao convexas, H é uma condicao de qualificacao, ja que clara-

mente implica a condi¢ao de Slater.

Um exemplo onde a condigao H nao é satisfeita é quando transformamos uma restrigao
de igualdade h(z) = 0 em duas desigualdades h(x) > 0 e —h(z) > 0, neste caso, o interior
relativo as restri¢coes é vazio. Mesmo quando o interior relativo as restrigoes é nao vazio,

a condicao H pode falhar. Considere a funcao

k(m): " sex >0
Osex <0
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e note que k é derivavel até ordem n. Vamos considerar um problema com duas variaveis
x e y com restrigoes y < k(z) e y > —k(z). Os pontos da forma x > 0,y = 0 pertencem
ao interior relativo, enquanto os pontos da forma x < 0,y = 0, apesar de viaveis, nao

podem ser aproximados por pontos do interior relativo, veja a Figura 2.1.

y =k(z)

<\

y=—k(x) t

Figura 2.1: Exemplo com interior relativo nao vazio tal que nao vale a condi¢ao H.

Salientamos que é possivel obter um exemplo como acima, de modo que as fungoes

sejam infinitamente derivaveis.
Procedemos com a definicao do algoritmo de penalidade interna.

Chamamos B de funcao barreira se B : X — R é continua e se y* € X° com

ci(y*) — 0 para algum i € {1,...,p} entdo B(y*) — +o00. Escolhas comuns para B sao
B(z) = =Y In(¢;(x)) (barreira logaritmica) e B(xz) = > 7, Ci%x) (barreira inversa).

Neste trabalho consideramos apenas a barreira logaritmica, mas resultados analogos valem

para a barreira inversa.

O método de penalidade interna (ou método de barreira) é definido por uma sequéncia
{ri} C R com

r,>0er, —0,
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e consiste em encontrar, para cada k£, um minimizador global de

Minimizar f(z) + riB(z)
Sujeito a  x € XY,

onde geralmente, a solu¢ao xy_1 do (k — 1)-ésimo problema é utilizada como aproximagao

inicial para resolver o k-ésimo problema.

As Proposigoes 2.7 e 2.8 a seguir mostram propriedades classicas do algoritmo de
penalidade interna. O primeiro resultado diz que todo ponto limite da sequéncia ger-
ada pelo algoritmo é um minimizador global, e o segundo diz que o algoritmo estd bem
definido quando €2 é compacto, isto é, os subproblemas sempre admitem solu¢ao. Inclui-
mos a demonstracao por completude, embora estes resultados possam ser encontrados,

por exemplo, em (8, 16].

Proposigao 2.7. Todo ponto limite da sequéncia {x*} gerada pelo método de penalidade

interna aplicado ao problema (2.4) é um minimizador global.

Demonstragao: Seja r* um ponto limite de {z*} e considere Ky C N tal que z* ERo .

# ¢ X% e ¢ é continua temos z* € X. Supondo que z* nao é

Como () é fechado, x
minimizador global de (2.4) entdo existe z € X tal que f(z) < f(z*). Pela hipotese H e

continuidade de f, existe & € X tal que f(Z) < f(x*), assim, pela defini¢do de z* temos

f(@") + rB(a") < f(3) + rpB(E). (2.5)

Caso 1) Se c(x*) > 0 temos limpe g, . B(z¥) = 0, logo tomando o limite para k € K,
em (2.5) temos f(z*) < f(z), contradigao.

Caso 2) Se existe i € {1,...,p} tal que ¢;(z*) = 0, entao B(z") PO 400, como
re > 0 entdo para k € K, suficientemente grande temos r,B(z*) > 0, logo por (2.5)
temos f(a*) < f(%) + rB(Z), Vk € K, suficientemente grande. Tomando o limite para
k € Ky temos f(x*) < f(Z), contradigao.

Logo z* é minimizador global de (2.4). O
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Proposicao 2.8. Se () é compacto, f € continua e B é uma fungao barreira com ry > 0

entao o subproblema

Minimizar ¢(x) = f(x) + rpB(x)
Sugeito a  c(x) >0
r el

admite solucao para todo k € N.
Demonstracao: Fixe € > 0 e considere o problema de

Minimizar ()
Sujeito a  ¢(z) > ¢
x € €.
Como {z|c(z) > e} é fechado, pois, pela continuidade de ¢, seu complementar ¢é

aberto e €2 é compacto, temos que o conjunto viavel deste problema é compacto e pela

continuidade de ¢, admite um minimizador global y.

Como r, > 0, f é limitada inferiormente em {z € Q|c(x) > 0} e B(x) — +oo se

¢i(xr) — 0 entdo para cada i € {1,...,p} existe g; < &,&; > 0 tal que

0 <ci(r) <epr€Qc(w) >0= pp(z) > pr(y).

Tome ¢’ = min ¢; > 0, pela compacidade, o problema
izl?"'?p

Minimizar ()
Sujeito a  ¢(z) > ¢
z €

admite solugao global z tal que p(z) < @i(y), pois ¢’ < e. Assim z também é solugao
global de

Minimizar ()
Sujeito a  ¢(z) >0
x €,
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pois se z € Q com 0 < ¢;(x) < &' <g; temos pr(x) > rp(y) > pr(2). O

Vamos agora deduzir a condicao sequencial de otimalidade associada ao algoritmo de

penalidade interna.

Lema 2.9. Seja x* um minimizador local de

Minimizar f(x)

- (2.6)
Sugeito a  c(x) >0

tal que vale a hipotese H, e considere a aplicacao do método de penalidade interna ao

problema reqularizado

Minimizar f(x) + %HJE — x*|?
Sujeito a  c(x) >0 (2.7)
e Q= {z|||lx—az*|| <},

com fungao barreira B(x) = — 3 ¢ In(¢;(z)). Se d > 0 € suficientemente pequeno, entdo

a sequéncia {x*} gerada € tal que z*

*

p
V(") — Zusci(:vk) +af—a2* =0
=1

bo(ak)

> 0, onde 1, € o pardmetro de barreira.

Demonstragao: Como z* é minimizador local, existe § > 0 tal que z* é solucao global

de
Minimizar f(x)

Sujeito a  ¢(z) >0
|z == <0,

portanto x* é a unica solugao global de (2.7). Pela Proposi¢ao 2.8, o subproblema

Minimizar ¢y(z) = f(z) + ||z — 2*||* + re B(z)
Sujeito a  ¢(z) >0
|z —a2*|| <0
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admite solugao global z*, para todo k. Como {z*} ¢ limitada, pois ||2* — 2*|| < d, temos

que {2*} admite um ponto limite, que pela Proposi¢ao 2.7 ¢ minimizador global de (2.7),

k

como este é tnico temos que z¥ — z*. Ou seja, para k suficientemente grande, x* ¢

minimizador local de
Minimizar ¢ (z)

Sujeito a  ¢(z) > 0,

logo Vi (2%) = 0, ou seja, Vf(x*) — 3P Ve (a%) + 2F —2* = 0 com puf = ) >0
Ci\T
No caso de barreira inversa terfamos p¥ = C(";—’“,G)Q > 0. ]

O Lema 2.9 nos d&4 uma nova condi¢ao sequencial de otimalidade, associada ao algo-

ritmo de penalidade interna, enunciada a seguir.

Definigao 2.10 (CO-PI). Dizemos que = widvel satisfaz a condi¢cdo de otimalidade da

penalidade interna (CO-PI) se existem z* — x, c(x*) > 0, {u*} C RP, p* > 0 tais que
o Vf(ah) =X mVei(ah) — 0
o ci(z)>0=puF—0

Veremos a seguir que todo minimizador que satisfaz a condicao H satisfaz CO-PI. Em

outras palavras, CO-PI ou nao-H é uma condi¢ao de otimalidade.

Proposicao 2.11. Se x é um minimizador local de (2.6) tal que vale H, entdo = satisfaz

CO-PI

Demonstragao: Basta aplicar o Lema 2.9 e observar que se ¢;(z*) > 0, entdo existe
T~ — (0. n

ci(zk)

e > 0 tal que ¢;(2*) > ¢, logo uf =

Analogamente ao que foi feito no caso da penalidade externa, vamos mostrar que CO-
PI é uma condigao de otimalidade forte (desde que valha H). Veremos que sob a CPLD,

todo ponto que satisfaz CO-PI 6 KKT. E o que mostram as duas proximas proposicoes.

Proposigao 2.12. Se x* satisfaz CO-PI entao existe I C I(x*) e p;, Vi € TU{0} tais que
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i) oV (") = Yier miVei(z™) = 0;

i) p; > 0,Vi e T U{0};
iii) i, Vi € 1 U{0} sao nao todos nulos;
w) ¢i(x*) > 0= p; =0;

v) Em toda vizinhanga V (z*) de x*, existe v € V(z*) tal que (0,{Ve¢;(x)}ier) € PLL

Demonstragao: Sejam {z*}, {1*} dados por CO-PI, assim
Z pEVe () + 2F — 2 = 0.

Pelo Lema 1.23 de Carathéodory existem I C {1,...,p}, > 0Vi € I ey < 2771k
com (0, {Ve;(2¥)}ier,) PLI e

Z[L,kVCZ ) +aF —a* =0

1€I

Podemos considerar uma subsequéncia tal que I = I (ja que a quantidade de subcon-

! " ]. "
juntos de {1,...,p} é finita), assim, definindo 0 = \/1 + > ier (1F)?, et = 5—,/Lik =
k

!
k
Hi

,Vi € I, temos
Ok

k’ ”k’ :C — X
Vf( Ve(x =0.
"V (@) = g 5
1€1
Como {p;*} ¢ limitada, considere uma subsequéncia tal que j; © — p;, claramente z1; > 0

e i # 0 com
oV f(x*) = piVey(z*) =0,

i€l

pois ¥ — z* e os gradientes de f e c s@o continuos.
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Por hipotese se ¢;(z*) > 0 entdo p¥ — 0, logo, como pF < 271y = p*F — 0, assim

pi* = ’f;: — 0 ja que 6 > 1, ou seja, u; = 0. O

Observe que na demonstracao da Proposi¢ao acima, utilizamos o novo resultado sobre

a limitacao dos multiplicadores obtidos no Lema de Carathéodory.

Proposicao 2.13. Se x* widvel satisfaz CO-PI e CPLD, entdio x* satisfaz a condigcao
KKT

p
V@) =Y V(™) = 0, pci(x*) = 0, ;> 0,
=1

Demonstragao: Basta observar que se pg = 0 na Proposigao 2.12, temos que (0, {Ve;(x*) }ier)
¢ PLD pelas condigoes i), ii), iii) e (0, {V¢;(z¥)}icr) € PLI com 2% — z* por v), con-
tradizendo o fato que z* satisfaz a CPLD. A condigao p;c;(z*) = 0 é equivalente a condigao
iv) no caso de ¢;(z*) > 0 e p; > 0. O

Este resultado mostra que este algoritmo simples de penalidade interna é convergente
sob a CPLD, além de nos mostrar que sob H, CO-PI ¢ uma condi¢ao de otimalidade
forte pois implica a condigao KKT ou nao-CPLD. Observe que a condicao H nao pode
ser dispensada em algoritmos de penalidade interna, pois o algoritmo gera pontos z* que
sdo internos (no sentido que satisfazem c(z*) > 0), e se queremos obter convergéncia para
a solugao, devemos ter fecho(X?) C X. Embora esta condi¢ao parega ser “inofensiva”,
mostraremos a seguir o surpreendente fato de que CPLD-+H é equivalente a MF, quando

o problema possui apenas restri¢oes de desigualdade.

Considere o problema
Minimizar f(x)
Sujeito a  g(z) <0,

com g :R" — RP, g € C'. Observe que neste caso x satisfaz a condicao H quando existe

k

uma sequéncia r¥ — z com g(z*) < 0.

E um fato conhecido que MF = H; este resultado pode ser visto, por exemplo, em

[21]. Incluimos aqui a demonstragao por completude.
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Lema 2.14. Se x satisfaz MF entao x satisfaz H.

Demonstragao: Seja d € R" dado pela Proposigao 1.11, logo temos

gi(x + ad) = g;(x) + aVgi(z)'d + o(a), com o)

— 0 quando a — 0.

Se i € I, temos g;(z) = 0, e, dividindo por o > 0 obtemos

b0 g, g 40)

o(a)

como Vg;(z)'d < 0 e Z2* — 0, temos que M

< 0 para a > 0 suficientemente pe-
queno, ou seja, g;(r + ad) < 0. Se i ¢ I(x), basta tomar a suficientemente pequeno e
teremos g;(z + ad) < 0, pela continuidade de g. Logo, podemos tomar & > 0 satisfazendo
gi(x + ad) < 0 para todo i € {1,...,p} e todo o € (0,@]. Portanto z satisfaz H, basta

considerar z* = x + %d. O

Mostraremos agora que vale a reciproca do Lema 2.14, quando temos a CPLD.

Proposigao 2.15. x* vidvel satisfaz CPLD e H se, e somente se x* satisfaz MF.

Demonstracgao: Seja x* viavel tal que vale H e CPLD. Observe que vale CPLD em z*

para o problema auxiliar de
Minimizar f(x)
Sujeito a  —g;(x) <0,Vi € I(z*).

Como CPLD = QN (ver |7, 59]), temos que x* satisfaz QN para o problema auxiliar.

Se nao vale MF, entao existem p; > 0 nao todos nulos tais que

> uVgi(at) =0,

JEI(z*)

logo
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ST 1V(—gi(z*) =0,

JEI(z*)

k

entao, pela QN no problema auxiliar temos que nao existe sequéncia x* — z* tal que

pi > 0= p;(—g;(z")) > 0.

Como existe um indice ig tal que p;, > 0, entdo ndo existe sequéncia tal que g;, (z*) < 0,
logo nao vale H, o que é uma contradicao. A implicacao contraria é consequéncia imediata
do Lema 2.14 e do fato que MF = CPLD. O

Note que QN+H # MF, e o contra-exemplo é dado se consideramos a restrigcao
g(z) = —2% No ponto z* = 0 nao vale MF, mas vale H com a sequéncia z* = % e

vale QN pois néo existe = com g(x) > 0.

E importante salientar que a Proposicio 2.15 é valida quando o problema possui apenas
restrigoes de desigualdade. Quando o problema inclui também restrigoes de igualdade,

este resultado é, em geral, falso.

2.3 Penalidade interna-externa

Considere o problema
Minimizar f(z)
Sujeitoa  h(x) =0
c(x) =20
x € ),

(2.8)

8

onde 2 C R™ é um conjunto fechado arbitrarioe f: R* — R, h: R* — R™ ¢: R* — R?

sao continuamente diferenciaveis.

Definindo ¥ = {z € Q|h(z) = 0}, podemos aplicar o algoritmo de penalidade interna
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ao problema
Minimizar f(x)
Sujeito a  ¢(z) >0
r e

Ou seja, dada uma sequéncia r, > 0, r, — 0 os subproblemas sao dados por

Minimizar f(z) =, >0, In(c;(x))
Sujeito a  h(x) =0

c(z) >0
Q.

m

X

A idéia do algoritmo de penalidade interna-externa é resolver cada subproblema uti-
lizando penalidade externa, isto é, dada uma sequéncia p; > 0, p; — +00, fixada a iteragao

k do algoritmo de penalidade interna, devemos resolver

Minimizar f(z) — re Yo, In(ci(x)) + 3p¢|| 2 (2)]]?
Sujeito a  ¢(z) >0
x €,

para todo t.
Para simplificar a notagao, vamos supor que as sequéncias {7} e {p;} estao indexadas
pelo mesmo indice k. Note que isto nao gera nenhuma restricao no algoritmo, ja que a

Unica imposicao que temos é r, — 0 e pp — 400, independente de como estes parametros

sao atualizados, assim, o algoritmo consiste em a cada passo k, encontrar a solucao z* de

Minimizar f(z) — ¢ S, In(ci(2)) + Lpullh(@)
Sujeito a  ¢(z) >0
x € (.

Vamos definir uma condi¢ao analoga a condicao H da penalidade interna.

Definigao 2.16 (H1). Dizemos que x € €0, com c(x) > 0, satifaz H1 se existe ¥ — x
com 2% € Q e c(z*) > 0.
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Note que H1 nao depende das restricoes de igualdade, portanto, se ignorarmos as res-

tricoes de igualdade do problema, temos que H1 coincide com H.

Para simplificar a notacao, vamos definir B(z) = — 7, In(¢;(2)), a fungao barreira.
Vamos mostrar que mesmo quando o conjunto viavel é vazio, o algoritmo possui a

propriedade desejavel de que os pontos limites minimizam uma medida de inviabilidade.

Proposicao 2.17. Se vale HI entdo todo ponto limite da sequéncia gerada pelo algoritmo

€ solucao global de

Minimizar ||h(zx)||?

Sujeito a  c(x) >0 (2.9)
x €

Demonstragao: Seja z* ponto limite de {z*} e considere uma subsequéncia tal que

xF — 2*. Como Q é fechado, temos que z* € Q e pela continuidade de ¢ temos c(z*) > 0.

Suponha que z* ndo ¢ minimizador global de (2.9), logo existe 2’ € 0, ¢(2’) > 0 tal que
[|h(2)|]* < ||h(x*)||*>. Pela condigao H1 e continuidade de ||h(-)||?, existe z € Q,¢(z) > 0
tal que ||h(2)||* < ||h(z*)||*>. Novamente pela continuidade de ||h(-)||?, existe € > 0 tal

que para k suficientemente grande vale ||h(2)||*> + ¢ < [|h(z*)]|?, logo

P+ B + Sl IBEIP > F() +riB) +

ol + S + £ — (2) + rB(a*) — riB).

Como f(x*) — f(2) + rpB(z*) — ri,B(2) ¢é limitada inferiormente, temos que

%pk&? F @) — F(2) + meB(ab) — 1 B(2) > 0,

para k suficientemente grande. Portanto
k Ry L 'NIE 1 2
F@®) + 1B (@) + Spellh(2P)I]7 > f(2) +1B(2) + Spul A2,

com z € €, ¢(z) > 0, o que contradiz a defini¢ao de z* como solugio do subproblema. [J
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Em particular, se a regiao viavel é nao vazia, temos que todo ponto limite é viavel.

Vamos mostrar que se a regiao viavel é nao vazia, entao todo ponto limite é mini-
mizador global do problema original. Para isso, vamos precisar da condicao H2 dada

abaixo.

Definigao 2.18 (H2). Dizemos que x vidvel para (2.8) satifaz H2 se existe z¥ — x com
8 € Q, h(zF) =0 e c(z*) > 0.

Proposicao 2.19. Se (2.8) admite um minimizador global que satisfaz H2 entao todo

ponto limite da sequéncia gerada pelo algoritmo é minimizador global de (2.8).

Demonstragao: Seja x* ponto limite de {z*} e considere uma subsequéncia tal que
z¥ — z*. Suponha que exista 2’ € Q,c(z') > 0,h(2') = 0 tal que f(2') < f(z*). Por H2
e continuidade de f, existe z € Q,¢(z) > 0,h(z) = 0 tal que f(z) < f(z*). Pela definigdo

de z* temos
k Ry o L NI 1 2
F@®) +meB(@®) + Spul[h(@P)I]” < f(2) +1eB(2) + 5 pul[R(2)]],
como 7, B(x*) — 0 ou r,,B(z*) > 0 para k suficientemente grande temos
Ry o L k(12 1 2
F@®) + 5ol @)1 = f(2) +mB(2) + Sl

mas como 1.B(z) — 0,h(z) = 0 e f(z*) — f(z*), entdao f(z*) < f(z), o que é uma

contradigao. O

Vamos mostrar que se nao existe minimizador global satisfazendo H2, a conclusao da
Proposicao 2.19 pode ser falsa. Por simplicidade, vamos considerar a barreira inversa.
Considere o problema

Minimizar =z
Sujeito a 23>0
z(r—1)=0,

e observe que o minimizador global z = 0 nao satisfaz H2.
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Vamos supor que o parametro de barreira r; é tal que r, = pik, assim, os subproblemas

do algoritmo de penalidade interna-externa, utilizando a barreira inversa sao dados por

1
Minimizar F(z, pg) = & + —= + ppa?(x — 1)?
(z, px) i ( ) s oo,
Sujeito a 23 >0

Se {z*} é uma sequéncia gerada pelo algoritmo, vamos mostrar que z = 0 nao ¢ um

ponto limite desta sequéncia. Como F(1,p;) =1+ é — 1, é suficiente mostrar que para

todo p > 0 e todo = € (0, 1) temos F(x,p) > v/2. Com efeito, como (1 —z)? > 1 ez >0

entao . )
T
Fla,p) > — + 2
além disso, como % > 2 temos
2 pa?
F > — 4+ —.
(x7 p) pr + 4
Vamos analisar a fun¢do g(t) = 2 + £t > 0. Temos ¢'(t) = —% + ;, assim, o

tinico ponto estacionario de g é t* = /8. De fato, t* ¢ o minimizador global de ¢ pois

g"(t") = ﬁ >0 e g(t) — +oo quando t — 0" ou t — +oo. Portanto temos

1
F(z,p) > g(t") =V2,Yp>0,Vz € (0, 5) :

Assim, da definicdo de z* e do fato que F(1,p;) = 1+ pik — 1, para k suficientemente

grande temos z* > %, o que conclui a demonstragao.

Observe que um teorema de boa definicao do algoritmo também pode ser provado,
como no caso de penalidade interna, quando €2 é compacto. Omitiremos esta demonstra-

¢ao, pois é analoga a da Proposicao 2.8.

Procedendo como no caso de penalidade interna, supondo que z* é solugao local de

Minimizar f(x)
Sujeito a  h(x) =0
0

c(x

Vv
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e aplicando o algoritmo de penalidade interna-externa para o problema regularizado

Minimizar f(z) +

Sujeito a  h(x) =0

o)
8
~
\Y%
(@]

zeQ={z|[lz— 2] <6},
obtemos que a sequéncia gerada {z*}, solugao de

Minimizar f(z) + 3lle — 2*[]* = 7 320 In(es(2)) + 5u/[2(2) |
Sujeito a  ¢(z) >0
[E |

é tal que ||z* — 2*|| < § para k suficientemente grande, logo vale

") + Z prehi(2F )V R (%) —

Vej(zh) = a* — 2"

M@

= G (I )

Sendo que se ¢j(z*) > 0, entdo existe € > 0 tal que ¢;(z*) > ¢ para todo k suficientemente

grande, assim, % < = — 0. Logo, definindo A} = pyhi(z) e pf = ngzk) > 0 temos que

) + Z AV hi(x Z Ve (a¥) — 0,

com p¥ — 0 se ¢;(x*) > 0.

A existéncia de sequéncias {z*}, {\*}, {1/*} com as propriedades acima nos fornece a
condicao de otimalidade satisfeita pelos pontos limites do algoritmo de penalidade interna-

externa, desde que valha a condigao H2.

Definicao 2.20 (CO-PIE). Dizemos que x vidvel para (2.8 satisfaz a condi¢ao de otima-
lidade da penalidade interna-externa (CO-PIE) se existem z* — x, c(z¥) > 0, {\*} C
R™, {uk} C RP, u* > 0 tais que

d vf@k) + 2111 Athi(x ) — 5 ll’L]vC]( ) —0
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o ¢i(z)>0=pf =0

Vamos mostrar uma definicao equivalente para CO-PIE, que nos dira em particular

que CO-PIE = CO-PE, a condicao de otimalidade da penalidade externa.

Proposicao 2.21. O ponto x vidvel para (2.8) satisfaz CO-PIE se, e somente se existem
F — x, c(a®) >0, {\F} Cc R™ {u*} CRP, u* > 0 tais que

o Vf(ah) + L NiVhi(ah) = 328 Ve (%) — 0

e ¢;(z) > 0= pf =0 para todo k suficientemente grande

Demonstragiao: (<) E imediato.

(=) Defina fi¥ = 0 se ¢;(z) > 0 e i = p¥ caso contrario. Defina também

) + Z PAWNE Z 1ive; (o

By = Z Vs (a*).

Jlej()>0

Temos que

)+ Z AN Dy (2 Z "Ve;(a%) = Ay + By,

com A; — 0 por hipotese e By, — 0 pela continuidade do gradiente de ¢; e do fato que
p¥ — 0 para todo j tal que ¢j(z) > 0. Assim A+ By, — 0 e as sequéncias {z*}, {\*}, {iF}

satisfazem as condi¢oes do enunciado. O]

Vamos mostrar que CO-PIE é uma condigao de otimalidade forte (desde que valha
H2), pois se z* satisfaz CO-PIE e CPLD, entao z* é KKT.

Proposigao 2.22. Se x* vidvel satisfaz CO-PIE ¢ CPLD entao z* é KKT.
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Demonstracao: Sejam z*, \¥, 1/* dados por CO-PIE tais que

+Zx\th ZM;“VCJ = &k,

com g — 0 e pf — 0 se ¢;(z*) > 0.

Aplicando o Lema 1.23 de Carathéodory, temos que existem I, C {1,...,m}, Jx C
{1,....p}, \NFe u}k > 0 tais que

)+ Z N hy(2 Z 1V e (3%) = ey, (2.10)

i€l JEI,

com ({Vhl(xk>}zelk7 {ng(xk)}jEJk) LL
Observe que podemos tomar uma subsequéncia tal que I =1 e J, = J.

Se {(V*, ")} ¢ limitada, podemos tomar uma subsequéncia convergente \'* — X e
w* — p > 0. Pelo resultado estendido do Lema de Carathéodory, temos que |y’ 1 <
2P7 1 115], assim, se ¢j(x*) > 0, temos uj — 0, logo uj — 0, ou seja p; =0 e z* & KKT.

Se existe uma subsequéncia tal que ||(N*, 1'*)|| — +00, podemos tomar uma subse-

quéncia tal que

()\/k”u/k)
[N, %) |oo

ja que a sequéncia é limitada. Além disso, pela continuidade da norma, temos (\, p) #

— (A, p), >0,

0. Observe que se ¢;(z*) > 0, entdo como anteriormente temos p; = 0.

Assim, dividindo (2.10) por |[(N*, 1/¥)||se € tomando o limite, definindo J' = JN I(z*)

temos que ({Vh;(z*)}ier, {Vg;(z*)}jer) € PLD com ({Vhi(xk)}iel, {ng(l'k)}jey> LI, ja
que J' C J, o que contradiz a CPLD. m

Observe que isto mostra que os pontos limites do algoritmo de penalidade interna-
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externa sao estacionarios quando vale CPLD e H2.
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Capitulo 3

Condicoes de otimalidade do tipo AGP

Em [45], os autores definiram a condigao de otimalidade AGP (approzimate gradient
projection), uma condi¢ao sequencial de otimalidade associada ao algoritmo de restauragao
inexata. Os autores mostraram que AGP = KKT ou nao-MF, sendo que este resultado
foi fortalecido em [24] obtendo AGP = KKT ou nao-CPLD. Quando o problema possui
um conjunto extra de restri¢oes lineares K, definimos uma condigao analoga, L-AGP, im-
pondo que a sequéncia esteja em K. Neste caso obtemos L-AGP = KKT ou nao-CPLD. O
mesmo pode ser feito quando K é um conjunto convexo qualquer (definido por restri¢oes
de igualdade e desigualdade), neste caso denominamos a condigao de C-AGP e obtemos
C-AGP = KKT ou nao-MF, além disso, obtemos um contra-exemplo que nao podemos
substituir MF por CPLD. Mostramos uma definicao equivalente para as condi¢oes AGP,
L-AGP e C-AGP, onde o problema de projecao é substituido por um problema de mini-
mizar uma quadratica com Hessiana definida positiva em um certo espago tangente, com
restrigoes convexas, o que nos possibilita uma maior flexibilidade na escolha da diregao

de busca no passo de otimalidade de um algoritmo de restauracao inexata.

3.1 Projecoes
Seja 2 C R™ fechado e nao vazio, e considere o problema

Minimizar f(z)

Sujeito a  x € (),
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onde f:R™ — R é continua e coerciva, isto é, f(x) — +oo quando ||z|| — +o0.

Vamos mostrar o resultado classico de que este problema admite pelo menos uma

solu¢do. Como 2 # (), seja xy € Q e defina ry = ||z||. Portanto existe x; solugao de

Minimizar f(z)
Sujeitoa x €

[|]] < o,

j& que o conjunto viavel é compacto e nao vazio. Como f é coerciva, tome M = f(x;),
logo existe 1 > 1y tal que f(x) > M para todo z € Q com ||z|| > r;. Como 1 > ry,
temos que o problema

Minimizar f(x)

Sujeitoa x €

|| <,

admite solu¢do x5, além disso, f(xe) < M = f(x1), j& que o conjunto viavel contém o
anterior. Assim, f(z3) < f(x),Vx € Q,||z|| < rie f(x) > M,Vx € Q,||x|| > r1, portanto

o é solugao para o problema original.

. ~ . . 1 2 ~ . . ~
Considerando a fungao coerciva f(x) = 5||z—y||*, podemos entao definir uma projegao
ortogonal de y em €2 como sendo uma solugao de
. . . 1 2
Minimizar 3||z — yl|

.. (3.1)
Sujeito a  y € €.

Observe que a projegao ortogonal neste caso nao é necessariamente tnica.

O caso mais interessante é quando {2 é convexo, fechado e nao vazio. Neste caso, a
projecao ortogonal é tinica. Uma maneira simples de ver isso é quando €2 é definido por
igualdades lineares e desigualdades convexas, deste modo, o problema (3.1) é convexo. E
um fato conhecido que um problema convexo (com fun¢ao objetivo estritamente convexa)
admite no méaximo uma soluc¢ao global (ver por exemplo [9]). Assim, quando Q # ) é
convexo e fechado, para cada x € R™ definimos a projecao ortogonal de x em €2, denotado

por Po(z) como a tnica solugao de (3.1).
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Os dois proximos lemas serao muito tteis no decorrer deste trabalho. Estes resultados
podem ser encontrados por exemplo em [9, 36]. E vélido salientar que a projecdo ortogo-
nal pode ser definida em espagos mais gerais, como espagos de Hilbert (reais), de modo

que os lemas abaixo valem com a mesma demonstracao.

Lema 3.1. z = Py(z) se, e somente se z € Qe (x —2)"(y—2) <0 VyeQ.

Demonstracao: (=) Seja z = Py(z) e y € €2, como §2 ¢ convexo e z € €, temos
I—-tz+ty=z2z+tly—2)€Q, 0<t<1.

Pela definigao da projegdo, a fungao ¢(t) = ||z—(2+t(y—2))||?, restritaa 0 < ¢t < 1 admite
um minimizador em ¢ = 0. Pelas equagoes KKT, existe p > 0 tal que ¢'(0) + u(—1) =0,

em outras palavras, ¢'(0) > 0.

Mas ¢(t) = ||lz = (z + tly — )P = {w =z =ty = 2), 2 — 2 = t{y — 2)) =
=x—z,x—z-tly—2)—tly—zx—z—tly—2)) =|lv —2|* - 2t{x —z,y — 2) +
t|ly—=z|)?. Como ¢'(t) = =2 (x — z,y — 2)+2t||ly—=z]||?, de ¢'(0) > 0 temos (z — 2,y — 2) <
0,Vy € Q.

(€)2€Qel0>(x—zy—2)=(x—z,y—x+x—2)=(x— 2,y —2) + ||z — 2|%,
assim ||z — z||> < (z —z,y—1x) < ||z — z||.|ly — z||. Se z = z, entdo z € Q e da
definigdo temos claramente z = Pqo(x). Caso contrario, dividindo por ||z — z|| temos
||z — || < ||y — ||, Vy € Q, portanto z = Pn(x). O

Lema 3.2. A fun¢io Po(:) : R* — Q ¢é ndo expansiva, isto €, se z,2’ € R" entdo
|[Pa(z) — Po(a))|| < [|lz—2/[].
Demonstragao: Pelo Lema anterior temos
(x — Po(z),y — Pa(z)) <0,Vy € Q,
(' — Po(2!),y — Po(2")) <0,Vy' € Q.
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Tomando y = Po(2') e ¥ = Po(x) e somando as duas desigualdades temos
(x — Po(x), Po(z") — Pa(x)) 4+ (2’ — Po(a'), Po(z) — Po(2')) < 0=

(x — Po(x), Po(z") — Po(x)) — (2 — Po(2'), Po(z') — Pa(x)) <0 =
(x — 2!, Po(2) — Pa(x)) + (Po(2") — Pa(x), Po(2') — Po(z)) <0 =
||Po(x) = Po(a)|] < (x — ', Po(z) — Pa(2)) < ||z — /||| Pa(z) — Pa(a)]].

Portanto || Po(z) — Po(2)|| < ||z — /||

A Figura 3.1 a seguir ilustra o Lema 3.2.

x2

x1

X

Figura 3.1: Temos que ||P; — Ps|| < ||z1 — 22||, onde P, = Px(z1) e Py = Px(x3).

3.2 Condigoes do tipo AGP

Considere o problema
Mi‘ni‘mizar f(z) (3.2)
Sujeitoa  x € (),
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onde Q@ = {z € R"|h(z) = 0,g9(x) <0}, f: R* - R, h: R* - R™, g: R — RP, todas

com derivadas continuas.

Vamos supor, por ora, que h é afim e g é convexa, assim () é convexo e fechado.
Suponhamos que §2 é nao vazio, assim, para cada r € R" podemos definir a projegao

ortogonal de x em 2, Po(x).

O Lema a seguir se encontra em [45], mas o demonstramos aqui por completude.

Lema 3.3. Sejaz* € Q, A e R™, u; >0 Vj € I(x*) entdo
Po(z" + > ANVhi(a) + > u;Vgi(a®)) =
i=1 j€l(x*)

Demonstracao: Temos que Po(z* + 3210 \iVhi(") + 37 jcq,) 145V g;(2%)) € solugao do

problema

Minimizar ||z — (2% + 327 AiVhi(2") + 3010 15 V95(27))[]?
Sujeito a  x € Q.

Para valer KKT em z € Q, devem existir A’ € R™, 1/ > 0 tais que:
r— (2" + Y NVhi(z) + > pVgi(r*) + Z NVh(z) + Z 1, Vg;(x) = 0.
i=1 jel(z*) JEI(x

Para ' = X e ¢/ = pu, temos que x = z* satisfaz KKT, assim, como o problema é
convexo, temos que KKT ¢é condigao suficiente para ser minimizador global (vide [9]) e o

resultado segue. O]

Como motivagao para a defini¢ao da condigao de otimalidade AGP, mostremos as duas

proposicoes a seguir, que permitem reescrever as equacoes KK'T de outra maneira.
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Proposicao 3.4. Se z* é KKT para o problema (3.2) entao x* = Po(z* — V f(z¥)).

Demonstragao: Temos

Vf(x")+ Z NiVh(z* Z wiVgi(x*) =0
i—1

p; >0 Vjel(z)
h(z*) =0,g(z") <0
[(z*) = {j € {1,...,p}|g;(z") = 0}

Assim (2" — V f(2*)) — (% + 270, MVhi(a*) + 3 jcqpe) 1V g5 (%)) = 0 = Po(a* —
V(@) = Pz + 3752, NiVhi(2*) + 3 crion 1V 5 (7)) = 0 = Po(2* =V f(2%))—a* = 0,

onde a tltima implicacao decorre do Lema 3.3. O

Proposicao 3.5. Se vale alguma condi¢ao de qualificacao em Q) e z* = Po(ax* — V f(z*))
entio * é KKT para o problema (3.2).
Demonstracao: Como z* = Py(z* — V f(2*)), entao z* & solugao de

Minimizar ||z — (z* — Vf(z*))||*
Sujeito a  x € ,

logo z* satisfaz KKT para este problema, isto é,

v = (2" = Vf(x +Z/\Vh + Y V@) =0,
jeI(x*)

ou seja, * & KKT para o problema (3.2). ]

A Figura 3.2 ilustra as Proposi¢oes acima.
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V f (x1)

N

X

~V f(x2)

Figura 3.2: Temos que z; ¢ minimizador, portanto Px(x; — Vf(z1)) = x;. Ja x5 nao é
minimizador, logo Px(zo — V f(23)) # .

E interessante observar que se nao vale uma condicao de qualificacao em €2, o resultado

pode falhar. Considere o problema

Minimizar =z

Sujeito a 22 =0,
o minimizador z* = 0 nao é KKT, logo nao satisfaz nenhuma condicao de qualificagao,
mas observe que Po(z* — V f(z*)) = a*.
Vamos considerar o problema, em geral nao convexo, a seguir

Minimizar f(z)
Sujeito a  h(x)
g(x)

0 (3.3)
07

IN

onde f:R" - R, h :R" - R™ e g :R” — RP sao fungoes com derivadas continuas.

Baseados nos resultados acima, vamos definir uma condi¢ao de otimalidade para o
problema (3.3).
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Fixado v € [—o0, 0], considere o conjunto

gi(x) + Vgi(x)"(z —2) <0 sey<g(z)<0
Q,(x)=qzeR" Vgi(x)"(z —2) <0 se gi(x) >0
Vhi(x)"(z —2) =0

Este conjunto pode ser interpretado como sendo a aproximacao linear do conjunto dos
pontos que nao pioram a inviabilidade, isto é, o conjunto dos z € R" tal que h(z) = h(z),
gj(2) < 0sey < gj(zr) <0, gj(z) < gj(x) se gj(x) > 0. Quando v = 0, temos que a

primeira inequagao nao esta presente na definicao de €2,.

Vamos definir d(€, z) = Po(z — Vf(z)) — z, chamado de gradiente projetado. Exis-
tem muitas propriedades relacionadas ao gradiente projetado, principalmente quando f
é convexa e ) é convexo, veja [38, 48, 47|. Nestas referéncias podemos encontrar algorit-
mos para otimizacao convexa utilizando idéias de penalidade e proje¢ao, juntamente com

limitantes para o nimero de iteragoes necessarias para encontrar uma e-solucao.

A seguir, definimos a condigdo AGP (Approzimate Gradient Projection), introduzida

em [45], que surgiu do estudo de algoritmos de restauragao inexata [44, 41, 43|.

Definigao 3.6 (AGP). Se x é um ponto vidvel para o problema (3.3), dizemos que x
satisfaz AGP se existe {z*} C R", 2F — x tal que d(Q,(a*),2%) — 0.

Esta condicao tem uma relacao proxima com as equacgoes KKT, como mostramos

abaixo.

Proposicao 3.7. Se x € vidvel para (3.3), entao d(2,(x),z) = 0 se, e somente se x €
KKT.

Demonstracao: Considere o problema

Minimizar |ly — (z — Vf(z))|[?
Sujeito a ~ Vhi(z)(y—2)=0,Vi=1,...,m
V(@) (y —x) <0,Vj € I(z)
gj(x) + Vg(x)"(y —x) <0, sey < g;(z) <0,

(3.4)
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sendo que y viavel ¢ KKT para este problema se existem A € R™, u; > 0, ,u; > 0 tais que

y—x+Vf(r)+ Z NiVh(x Z 1 Vg,(z) + Z 1;Vg;(x) =0, (3.5)

JEL(z v<g;(z)<0

1;Vg;(x) (y — x) = 0, 1j(g;(x) + Vgs(2)"(y — x)) = 0.

(=) Como d(§2,(x), ) = 0, temos que y = x ¢ solugdo do problema (3.4), e pela line-
aridade das restri¢oes, valem as equacoes KKT para esse problema. Substituindo y = x

nas equagoes (3.5) temos que p; = 0 e  é KKT para o problema (3.3).

(<) Se x & KKT para o problema (3.3), com multiplicadores A\ e pu, temos pelas
equagoes (3.5) que y = z satisfaz KKT para o problema (3.4) com os mesmos multipli-

cadores, basta definir ¢/ = 0. Como o problema é convexo, temos que y = x é solugao, e

portanto d(§2,(x),z) = 0. O

Podemos interpretar d(€2, x) de outra maneira. Da definigdo de projegao, temos que

Po(xz — Vf(x)) ¢ a solu¢do do problema

Minimizar ||z — (x — V f(2))]|?
Sujeito a  z € (.

Fazendo a mudanca de variavel d = z — x temos

Minimizar ||d + V f(z)]||?

. (3.6)
Sujeitoa x+d € Q.

Como pode ser facilmente verificado, o conjunto —x +Q = {d € R"|d = —x + 2,2z € 2}
é um convexo fechado nao vazio, quando o mesmo ocorre com {2, assim, se d* denota a

solucdo de (3.6), temos d* = P_,.o(—V f(z)) = Pa(r — Vf(z)) — 2z = d(Q, x).
As vezes pode ser ttil reescrever o conjunto Q,(x) da seguinte maneira

Y

gi(x)” + Vgi(2)'(z —2) <0 sey < g;(x) }

(@) = {Z R Y@ - ) =0
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onde g;(x)” = min{0, g;(x)}. Ou ainda, podemos denotar por —x + €, (z) o conjunto

dos pontos da forma —z + z, com z € {2,(x), ou seja

-+ Q(z) = {d eR"

9i(7)” + Vgi(z)'d <0 sevy < giw)
Vh(z)™d =0 '

Em [45], os autores mostram que AGP ¢ de fato uma condigao de otimalidade, além
disso, mostram que AGP é mais forte que a condigao KKT ou nao-MF. Recentemente, em
[24], os autores mostraram que o resultado é mais forte e vale AGP = KKT ou nao-CPLD.
Incluimos aqui a demonstragao por completude. Na demonstragdo apresentada em [24]
os autores utilizam apenas desigualdades, trocando as eventuais igualdades h(z) = 0 por
desigualdades h(z) < 0 e —h(x) < 0, mostrando que a CPLD se mantém para o novo
problema s6 com desigualdades, enquanto a nossa demonstracao considera o problema em

sua forma original.

Proposicao 3.8. AGP = KKT ou nao-CPLD

Demonstracao: Seja z* viavel satisfazendo AGP, logo h(z*) = 0,g(z*) < 0 e existe
2% — z* tal que d(Q,(z%), 2%) — 0. Defina y* = Py_(2%)(z* — V f(2*)), logo y* resolve o
problema

Minimizar 1|y — (2% — Vf(z")|[?

Sujeito a  y € Q. (z*) ’

como 2, (z¥) é um politopo entdo existem \* € R™, ¥ > 0 tais que

y* — (2F = Vf(z +Z)\’“Vh +Zu§vgj (z%) = 0,4* € Q, (") (3.7)

7j=1

com pf(g;(z¥) + Vg, (a®)T(y% — 2*)) = 0 se v < g;(z*) <0,
(Vg (@F) (y* — 2%)) = 0 se g;(z*) >0,
,u"f = 0 caso contrario.

Se g;(x*) < 0, entdo existe € > 0 tal que g;(z*) < —e para todo k suficientemente
grande, assim, como y* — 2% — 0, temos g;(z*) + Vg;(z*)"(y* — 2¥) < 0 = pF = 0 para
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k suficientemente grande. Logo, de (3.7) temos:

(y" —a*) + Vf(") + Z MVhi(aF)+ Y phVgab) =o. (3.8)

jlgj(z*)=0

Pelo Lema de Carathéodory, existem I, C {1,...,m},Jp C I(z*), \} € R™, u’ > 0

(vamos tomar uma subsequéncia tal que Iy =1 e J, = J) tais que
({9hi(e)} 1+ {as(a)},, ) € PLL

(" — 2%) + V() + Y NV (") + ) iV (ah) = 0. (3.9)
i€l jeJ
Se {(N*, '*)} ¢ limitada, basta tomar uma subsequéncia convergente, assim, como

zF —y* — 0, temos que z* é KKT.

Se {(\*, i/%)} ¢ ilimitada, deﬁna M, = max{||N*||oo, ||1"%||0o } em uma subsequéncia

)\/k
My’ My,

(A, 1) com ||(A, 1)]]so = 1, /2 > 0. Logo, dividindo (3.9) por M, e tomando o limite para
essa subsequéncia temos ), A Vhi(z*) + > jes iV gi(z*) =0,
e ({Vhi(yc*)}ieI : {ng(x*)}j€J> ¢ PLD, logo nao vale CPLD em z*. O

com My — o0, assim ||(5~ )Hoo = 1 e considere uma subsequéncia convergindo para

O parametro v tem finalidade apenas pratica, ja que é mais facil verificar a condicao
AGP, quando « esta proximo de zero. De fato, as condigdes obtidas com parametros

diferentes sao equivalentes, como mostra a proposi¢ao abaixo.

Proposicao 3.9. Seja v € [—00,0) tal que vale AGP, entao vale AGP para todo ' €
[_0070>'

Demonstragao: Veja [45]. O
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A seguir, vamos mostrar que nao podemos fortalecer o resultado da Proposicao 3.8
trocando CPLD por QN.

Considere o problema
Minimizar x,
Sujeito a  x1x9 =0
1 >0
To > 0.

Vamos mostrar que z* = (0,1) é AGP. Para isso, definimos a sequéncia z* = (_71, 1) e

vamos calcular Po_(,u) (2% — (0,1))=Pq, (,+)((5F,0)) através da solugao do problema

I

Minimizar ||z — (52, 0)][?
)

k
Sujeito a2z € Q. (2*

onde

Observe que z = z* satisfaz a condicdo KKT para esse problema, logo é a solucdo.
Assim, d(Q,(z*),2%F) = 0 e 2* ¢ AGP. E fécil ver que * ndo ¢ KKT e vale a quase-
normalidade (QN), isso mostra que AGP % KKT ou nao-QN.
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h(z)=h(xk)

oxk—Vf(xk)

E—

g(z) < g(xk)

Figura 3.3: Temos f(x) = x9, g(x) = —x1, h(z) = x129. O conjunto 2, (z*) esta destacado
em negrito. Podemos ver que a projecao de z¥ — V f(2*) é o proprio ponto z*, de modo
que Po_(ur) (2% — V f(2¥)) — 2F = 0.

Muitas vezes os algoritmos geram pontos que sao sempre vidveis com respeito a um
subconjunto K das restrigoes, que pode ser uma caixa, um politopo ou um conjunto con-
vexo qualquer. Neste caso, vamos definir uma condi¢ao do tipo AGP, mas exigindo que
a sequéncia esteja em K, de modo que ela seja possivel de ser gerada por tais algorit-
mos. Além disso, podemos manter as restricoes convexas como sao, sem a necessidade de

aproximacoes lineares.

Vamos entao separar as restri¢goes convexas do conjunto viavel, isto é, vamos considerar
o problema (3.3) onde as restrigoes sao dadas por x € X = QN K, com Q = {z €
R*|h(z) = 0,g(x) < 0}, K = {x € R*[(x) = 0,5(x) < 0}, onde

f:R*" =R AhR"—-R" ¢g:R" - R, h: R" - R™ §: R" — R?,

todas com derivadas continuas, sendo h afim e g convexa. Definimos €, (z) como anteri-

ormente, levando em conta apenas as restri¢oes definidas por 2.

Defini¢ao 3.10 (C-AGP). Se x é um ponto vidvel para o problema (3.3), dizemos que
x satisfaz C-AGP se existe {z*} C K,2% — z tal que d(Q,(2*) N K,2*) — 0, onde K ¢é

convezo e satisfaz alguma condicao de qualificacado.
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k a um subcon-

A idéia de considerar a condicao AGP restringindo a sequéncia x
junto das restrigoes apareceu pela primeira vez em [6], onde pensava-se que esta condigao
modificada era a mesma que AGP. Vamos mostrar que, na verdade, as condigoes sao
diferentes. Voltando ao exemplo anterior, vamos definir Q = {x € R*|zjzo = 0}, K =
{z € R?|x; > 0,25 > 0} e vamos mostrar que nao existe {z¥} C K,z* — 2* = (0,1) tal
que d(Q,(z%) N K, 2*) — 0.

Seja x*

—a*e k= PQ,Y(xk)QK(fL'k —(0,1)), onde
Q,Y(xk) = {2z € R*|2h (2, — a¥) + a¥ (2, — 28) = 0}.

Pela linearidade do conjunto viavel, z* satisfaz as equacoes KKT:

k k k
21 — 9 [ T2 r —1 k 0
+ A + + =0,
<Z’5—<x’5—1>) (fc’f) MI(O) M2<—1>

com gz = 0,422y = 0,2 > 0,25 > 0,252} — a7) + 2{(25 — 25) = 0. Se 25 =0,

como z5 — 1 entao d(Q,(z") N K,z¥) 4 0. Se z¥ = 0 temos 25 = & + %, logo
1
zkak k)2
d(Q,(z*)N K, z%) £ 0. Se 2f > 0,25 > 0, temos 2§ = x’f+—(m,f)2§r(2m,5)2,z§ = ok — —(m,f)gi)(xw,

logo d(€,(z%) N K, 2*) 4 0. Assim z* nao é C-AGP, o que mostra o resultado abaixo:

Proposigao 3.11. AGP # C-AGP

Observe que para o exemplo acima, o ponto z* = (0,1) nao é solu¢ao, embora seja
AGP. Isso mostra que, pelo menos para este problema, seria mais adequado aplicarmos

um algoritmo cujos pontos limites satisfacam C-AGP.

A seguir vamos mostrar que todo minimizador satisfaz C-AGP, isto é, C-AGP é de
fato uma condicao de otimalidade.
Proposicao 3.12. C-AGP € uma condi¢io de otimalidade

Demonstragao: Seja x* minimizador local de

Minimizar f(z)
Sujeitoa € X =0NK,
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com K = {z € R"|h(z) = 0, g(z) < 0} convexo e Q = {z € R*|h(z) = 0, g(z) < 0}. Seja

e > 0 tal que x* é minimizador global de

Minimizar f(z)
Sujeitoa € QNK

|z —a*[| <e.
Logo x* é o tinico minimizador global de

Minimizar f(z) + ||z — z*||?
Sujeitoa € QNK

|z =2 <e.

Para cada p > 0, defina ®,(z) = f(z) + 3|lz — «*||* + 5(||(2)]|* + ||g"(x)]|?). Como

K N {z|||xr — 2*|| < e} é compacto nao vazio e ®,(-) é continua, temos que o problema

Minimizar @,(z)
Sujeitoa  z € K (3.10)

lz —a|| <e

admite solugao z, para cada p > 0. Fazendo p — +o00, obtemos uma sequéncia de

k associada a p = p¥, no compacto K N {z|||x — x*|| < €}, e usando o teorema

solucoes x
da penalidade externa, todo ponto limite de {*} ¢ minimizador global de (3.10). Como
(3.10) possui um tnico minimizador global e a sequéncia {z*} possui pelo menos um

k

ponto limite, entdo ¥ — x*. Assim, para k suficientemente grande, z* é solucao local de

Minimizar ® ()

Sujeito a 1z € K.

Como K satisfaz uma condicao de qualificacdo, entdo 2" satisfaz as equacoes KKT

m D
j=1

i=1
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para algum A € R™, i > 0, ou seja

Vi) + oY ha(@)Vhi(a*) + Y g5(a*) Vg (a*)) + (F —a7) +

=1 jlg; (z+)>0

=1 jlg; (z+)=0

Logo temos

(" = Vf(@") = @+ ) ohi(@*)Vhi(e®) + Y prgy(ah) Vg (2*) +

=1 jlg; (z+)>0

"‘Z X Vhi(z¥) + Z 1;Vg;(a*)) = 2% — 2~

=1 jlg; (z+)=0

Como a projecao ¢ nao expansiva (Lema 3.2) temos
|| Pa, @y (2 = V f(2%)) = P, @yar (2" + Z prhi(z")Vhi(z") +
i=1

+ ) pkgj(ﬂﬁk)VQj(wk)+ZXZVB¢($'“)+ Y. Vgl <

jlg; (z*)>0 Jlg; (z*)=0
< |I(=* = VF@*) = (&% + D prhi(a®) Vhi(2*) +
=1
+ pegi (@) Vg (") + Y ANVhi(a*) + > Vg ah)l| =
Jlg; (z*)>0 =1 Jlgs (z*)=0
= ||xk - :L‘*H’
e pelo Lema 3.3
2" = Po @iy (2 + ) prhi(a®) Vhi(a¥) + prg;(2")V g5 (") +
=1 Jlg;(@*)>0
+> NV + > B Vgt)),
=1 ilg; (@*)=0
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assim,
|| Po )i (2 = V (%)) = 2| < [[a* — 27| — 0.

Como {z*} C K e 2¥ — z*, temos que z* satisfaz C-AGP. O

Agora vamos mostrar que a condigao C-AGP é forte, pois implica KKT sob MF.

Proposicao 3.13. C-AGP = KKT ou nao-MF

Demonstragao: Seja z* com h(z*) = 0,g(z*) < 0,2* € K tal que existe {z"} C
K,z* — 2% com d(Q,(z") N K,2¥) — 0 e suponha que z* satisfaga MF com respeito a
re XNK.

Defina y* = Py iy (zF — V f(2F)), logo ¥ resolve

Minimizar |ly — (2% — Vf(z"))|]?
Sujeito a  y € Q,(zF) N K.

Vamos mostrar que y* satisfaz a condicao KKT, quando k é suficientemente grande,
para isso, basta mostrar que y* satisfaz MF com respeito as restricoes Q,Y(Ik) N K. Pro-

cedemos por contradigao.

Suponha que

onde I(y) = {j € {1,....p}g;(y) = 0} e I'(y) é o conjunto dos indices das restrigoes de

desigualdade ativas com respeito as restrigoes

Gi(2®) + Vg (2*)T(y — 2%) <0 sevy < gi(2*) <0
Q,(z") = Jy e R" Vgi(a®) (y —a*) <0 se gi(z") > 0
Vhi(z*)(y — 2%) =0
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Logo existem )\;k, A k, u;-k >0, ﬂ;k > 0 nao todos nulos tais que

i Mg‘

Z AEV Ry (2

th Z “]k:vg] Z :Ug v-g] -

JET(y JEI(Y®)

Vamos mostrar que I'(y*) C I(2*) para todo k suficientemente grande. Seja i ¢ I(z*),
logo g;(z*) < 0, assim, para k suficientemente grande temos que existe ¢ > 0 tal que
gi(x%) < —e. Se g;(z*) < 7 temos i ¢ I’(y*), ja que este indice nao faz parte das restricoes
do problema. Caso contrario temos que k satisfaz g;(z*) + Vg;(2%)T(y* — 2*) < 0 e como
y* — 2% — 0 temos que para k suficientemente grande vale g;(z*) + Vg;(z*)T(y* — 2*) < 0,
logo i ¢ T'(y").

E facil ver que I(y*) C I(z*), pois se j & I(z*), isto ¢, g;(z*) < 0, temos g;(y*) < 0,

pois y* — x* ja que ¥ — y¥ — 0 e 2F — 2*.

Assim, incluindo multiplicadores nulos, temos

Zka —l—Z)\th Z mavnes Z 1V g;(y*

JEI(x JEI(z

Dividindo por M, = max{|\}|, |3\_i,k], ,u; ,,uj F Vi, j} > 0 e tomando o limite para uma
subsequéncia convergindo para {\, X,/ > 0,1 > 0} # 0, temos

ZAVh Z Z u]Vg] Z u]ng 0,

JEI(x JEI(z

o que entra em contradi¢ao com o fato que x* satisfaz MF para o problema original, assim,
y* satisfaz MF para o problema da projecdo e portanto a condicao KKT, isto ¢, existem
ANER™, 1u>0,1eR™ >0, tais que

Vf(zR) + (yF — 2*) +ZAth +Z>\’“Vh +ZMVgJ +Zu]vgj ) =0

=1
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15 (95 (") + Vg;(2%)(y" — 2%)) = 0 se v < g;(a") <0
15 (Vg (2% (y* — 2*)) = 0se g;(a*) > 0
,u;? = 0 caso contrario
i59;(y") = 0.
Como I'(y*) C I(z*) e I(y*) C I(z*), podemos incluir multiplicadores nulos e escrever
V f(aF) 4 (yF —a* +Z MV hi(z —I—Z MV h(y Z 1 "Wg,(x Z 1 "W g;(y") = 0.
i=1 JEL(x JEI(z*)
(3.11)

Agora vamos analisar dois casos:

Se |[(AF, u¥, XF, iF) || ¢ limitada, entdo basta tomar uma subsequéncia convergente,
assim, tomando o limite para esta subsequéncia em (3.11) temos que xz* é KKT para o

problema original.

Se M, = ||(AF, ¥, M| 1iF)]| o € ilimitada, considere uma subsequéncia tal que Mj, — oo
o QXD (A A1) # O,u > 0, > 0, assim, dividindo por My em (3.11) e

tomando o limite nesta subsequéncia temos

ZA Vhi(x Z )+ Z V(@) + Y Vgat) =0,

JEI(x JEI(x*)

contradizendo o fato que x* satisfaz MF' com respeito ao problema original. O

Vamos mostrar a seguir que nao é possivel substituir a condi¢ao MF na Proposicao

3.13 por CPLD.

Proposicao 3.14. C-AGP # KKT ou nao-CPLD
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Demonstracao: Considere o problema

Minimizar
Sujeito a  —zf — 25 <0 (z€Q)
2412, <0 (z€K)

e considere o ponto z* = (0, 0).

Figura 3.4: Temos que 2 é a regiao acima da parabola e K ¢é a regiao abaixo da parabola,
assim, o conjunto viavel 2 N K, é formado pelos pontos sobre a parabola.

Temos que z* nao ¢ KKT, pois a equacao

() (%))

nao é satisfeita para nenhum gy, o > 0.

Vamos mostrar que o problema satisfaz a CPLD.

76



Sejam g(x) = —x% — x5 e go(x) = 2% + X9, logo Vgi(z) = (—2x1,—1) e Vga(zr) =
(2x1,1). Assim, {Vgi(z*)} = {(0,—1)} e {Vg2(z*)} = {(0,1)} s@o conjuntos PLI.

Mas, {Vgi(z*),Vga(2*)} = {(0,-1),(0,1)} ¢ PLD pois (0,—1) + (0,1) = 0 e em
qualquer vizinhanga de z* temos {Vgi(z),Vga(z)} = {(—22,-1),(22,1)} é PLD pois
(—2z,—1) + (22,1) = 0.

Vamos definir Q = {z € R?*| — 27 — 25 < 0} e o convexo K = {z € R?|z? 4+ x5 < 0}
e vamos mostrar que o problema satisfaz C-AGP. Para isso, vamos definir a sequéncia

constante ¥ = z* € K. Temos
Q,(z%) = {x € R}V ga(2")(x — 2*) < 0} = {x € R*|(0, —1)"z < 0} = {x € R?|z, > 0},

assim
Q") N K = {z € R¥xy > 0} N {z € R¥a? + 25 < 0} = {(0,0)}.
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zF =(0,0)

K
Figura 3.5: Temos 2, (z*) N K = {(0,0)}.
Portanto, Py (yi)nx (2" — V f(2F)) — 2% = (0,0) — 2* = (0,0) e vale C-AGP. O
Corolario 3.15. C-AGP # AGP
Demonstragao: E consequencia imediata das Proposicoes (3.8) e (3.14). O

A Proposicao 3.14 indica que C-AGP ainda nao é o que procuramos. Entao, ao in-
vés de separarmos as restricoes convexas do conjunto viavel, vamos separar as restrigoes
lineares, isto é, vamos considerar o problema (3.3) com restrigdes x € X = QN K, com
K = {x € R*"|h(z) = 0,g(z) < 0}, sendo h, g funcdes afins.

Definigao 3.16 (L-AGP). Se x é um ponto vidvel para o problema (3.3), dizemos que x
satisfaz L-AGP se existe {z*} C K,2" — z tal que d(Q,(z") N K,2*) — 0, onde K ¢ um
politopo.

Proposicao 3.17. L-AGP ¢ uma condi¢cao de otimalidade.
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Demonstragao: Como todo politopo é convexo, o resultado vale pela Proposigao (3.12).
O

Vamos mostrar que L-AGP é uma condi¢ao de otimalidade mais forte que a AGP usual.

Proposicao 3.18. L-AGP = AGP

Demonstragao: Seja z* com h(z*) = 0,g(z*) < 0,z* € K tal que existe {2*} C
K,2%* — 2* com d(Q,(2*) N K,2*) — 0. Vamos considerar a definicao de AGP, sendo

V(%) o conjunto linearizado das restrigoes, isto é

(

gi(z") + Vg, (aF)T(y — 2%) <0 se v < gi(a¥) <0 )

Vgi(a*)(y — a¥) <0 se gi(z¥) >0
(RN (0 kY
Q/(Ik) — Y c R™ Vh,(l‘ ) (y x ) 0
Gi(2®) + Vg (") T(y — 2%) <0 sey < gi(a*) <0

Vgi(@*)(y — 2*) <
Vh(x®) (y —

\

Note que nao temos nenhum tratamento especial para as restrigoes lineares.

Como g(z*) < 0,h(z*) = 0 e hi(2) = hi(z*) + VThi(2*)(z — 2%),9;(2) = g;(z*) +
V15, (2%) (2 — 2*) pois h e g sdo fungdes afins, temos que V(%) = Q. (z*) N K para k

suficientemente grande, logo, utilizando a sequéncia {2*}, temos que vale AGP. O

E interessante observar que L-AGP nao é o mesmo que AGP, como mostramos abaixo.

Proposigao 3.19. AGP # L-AGP

Demonstragao: Considere o problema

Minimizar x,
Sujeito a x5 =0
reK={reR?xr >0,z >0}

79



Este ¢ o exemplo que mostra a Proposigao (3.11), como neste caso K é um politopo, entao

temos o resultado.

O

Observe que como L-AGP é mais forte que AGP, temos que L-AGP herda de AGP o
fato de que sob CPLD, implica KKT.

Corolario 3.20. L-AGP = KKT ou nao-CPLD

Demonstragao:

E consequéncia imediata das Proposiges (3.8) e (3.18).

KKT ou ndo-CQ

S

Figura 3.6: Relacoes entre as condicoes de otimalidade apresentadas.

7

L-AGP

M
M

CO-PE

%

KKT ou ndo-CPLD

|4 /

KKT ou ndo-MF
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Na figura 3.6 mostramos um resumo das relacoes entre as condigoes de otimalidade
apresentadas. CQ é qualquer condigao de qualificagao fraca, tal que CPLD = CQ. A
implicacao AGP = CO-PE é simples, basta considerar as condi¢oes KKT do problema
de projegao que define AGP. A demonstragao em detalhes esta feita em [59].

A seguir, mostraremos os contra-exemplos referentes as implica¢bes que nao valem,

como mostra a figura 3.6.

Para estabelecermos que KKT ou nao-CPLD nao implica CO-PE, vamos considerar o
problema
Minimizar x5

Sujeito a 2% =0,

no ponto z* = (0,0). Temos que ndo vale CPLD, pois o gradiente da restrigao, (2z1,0), se
anula em z* (logo ¢ PLD), mas ¢ nao nulo quando x # (0,0) (portanto ¢ PLI). Além disso,
nio vale CO-PE pois o gradiente da fungio objetivo é (0, 1) e portanto ||(0, 1)+A\*(2z% 0)]|
nao vai a zero independentemente da escolha de A\* e 2*. De fato é possivel mostrar que a
restricao x2 = 0 nao satisfaz nenhuma condicao de qualificacao (pois existe uma escolha
de funcao objetivo tal que um minimizador nao satisfaz KKT, a saber, basta escolher a
fungao objetivo f(z) = x1), logo vale o resultado mais geral que KKT ou nao-CQ nao

implica CO-PE, qualquer que seja a condicao de qualificacao CQ.

Vamos mostrar que CO-PE nao implica AGP. Para isso consideremos o problema

Minimizar —z4
Sujeito a  z1x9 =0
—I S 07

no ponto z* = (0,1). O gradiente da fungdo objetivo f(x) := —x9 é dado por (0,—1) e o
gradiente das restrigoes de igualdade h(x) := z1z9 = 0 e desigualdade g(z) := —x; <0
sao, respectivamente, (9, 21) e (—1,0). Para mostrar que vale CO-PE, vamos considerar

a sequéncia ¥ = (%, 1), \F = ¥ =k, assim

(5) () ()

VR
Il o
—_
~_—
+
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VR
ol o
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A condicdo g(z*) < 0 = u* = 0 é satisfeita pois g(z*) = —27 = 0, logo vale CO-PE.

k

Para mostrar que nao vale AGP, vamos mostrar que nao existe sequéncia =" — z* tal

que d* = P,karQW(Ik)(—Vf(xk)) — 0, com —V f(z*) = (0, 1) e 7 suficientemente negativo.

Supondo inicialmente z§ > 0 temos que v < g(z¥), assim

—2" +Q (2%) = { d € R?
/(@) Vh(z*)'d = 0 (zh,2M)d =0

g(as’“>+Vg(ar’“)Tdso} B {deR2 —ab 4+ (~1,00d < 0

= {deR? d > o

Logo d* ¢ solucdo do problema

Minimizar (dq)? + (dy — 1)?
Sujeito a  dy > —x’f
xlgdl + x’fdg = 0,

kdk
mas como z§ > 0, temos que d = _$2k1 e d¥ ¢ solucdo de
7
kd
Minimizar F(dy) := (dy)? + (—%k1 —1)?
Iy
Sujeito a  dy > —:E’f.
Se a solugao d¥ = —z¥ entdao d§ = 25 — 1. Suponha entdo que d¥ > —a%, logo F’(d¥) = 0,
ou seja
k gk k ko k r2
x5d x —aky (k)
2dlf+2<21+1>—2—0:>d’f—4:>d§_ 2 7
o 2l (#h)2 + (a5)? (z5)2 + (z5)?

assim, como 2§ — 0 e 25 — 1, entdo df — 1. Vamos supor agora que z} < 0, assim

g(z*)™ = min{0, g(z*)} = min{0, —2%} = 0, logo

di >0
—2" +Q (aF) = { d € R? t= :
.17]26(11 + l’lfdg =0
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Sendo que d* ¢ solugdo de minimizar (di)? 4 (d2 — 1)?, sujeito a d € —z* + Q. (zF). Se
k 7k
Tydy

2% = 0 entdo claramente d§ = 1 para todo k. Suponha 2% < 0, entdo d§ = ———e dh é
7
solucao de
e X 2 xédl 2
Minimizar F(dy) := (d1)* + (— P 1)

Sujeito a  dy > 0.

Se d¥ > 0, entdo como anteriormente temos que F”(d}) = 0 e concluimos do mesmo modo

que d¥ — 1. Vamos mostrar que d¥ nao pode ser zero, com efeito, se fosse d¥ = 0, pelas
k

condigoes KKT deveriamos ter £’(0) > 0, mas F'(0) =1+ 2% — —00.
xy

Em todos os casos concluimos que d* /£ 0, portanto nao vale AGP.

O problema
Minimizar xs
Sujeito a  x1x92 =0
x1 2> 0,29 >0,

considerando K as restri¢oes de nao-negatividade e o ponto z* = (0,1), foi usado para
mostrar que AGP nao implica L-AGP (o mesmo para C-AGP). Em particular, como vale
AGP, entao vale CO-PE. Este resultado é importante pois mostra que o método de La-
grangiano aumentado [3, 4], cujos pontos limites satisfazem CO-PE, pode convergir para

pontos que nao satisfazem L-AGP.

Acreditamos que estas novas condi¢oes sequenciais de otimalidade podem ser aplicadas

para o desenvolvimento de novos algoritmos. Em particular, algoritmos baseados em
filtros [19, 20, 18, 23, 60].

3.3 Condicoes do tipo AGP generalizadas

Relembrando a defini¢ao da condigao AGP, temos que x viavel satisfaz AGP se existe

uma sequéncia =¥ — z, tal que dy = P_ykoq_ k) (=V f(2¥)) — 0, ou seja, dj, é solugao do
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problema
Minimizar %Hd + Vf(2")|]?
Sujeito a x4+ d € Q. (2F).

Note que podemos reescrever a fungao objetivo como sendo
1 N T ik
Slld+ V@M = gd'd+ V fa®)d + e,
onde ¢ = VTf(2¥)V f(2¥) nao depende de d e, portanto, pode ser descartado.

O nosso objetivo é generalizar a condigao AGP, trocando a fungao objetivo do sub-

problema que define dj, por Qx(d) = 3d"Byd + V' f(2¥)d, assim teremos mais liberdade

na escolha de dj, o que pode gerar algoritmos mais eficientes. Mostraremos que essa nova

condicao ¢é equivalente a AGP.

Podemos assumir sem perda de generalidade que as matrizes By sao simétricas, caso

Bk+B£
2

Vamos supor que { B} é limitada, pois esta condi¢ao é equivalente a implica¢ao: dy —

contrario bastaria trocar By por

, j& que a funcao objetivo assume o mesmo valor.

0 = Bidy — 0, argumento que seré essencial nas demonstragoes. Além disso, se B é um
ponto limite de { By}, sera essencial nas demonstragoes que B seja definida positiva. Como
o conjunto das matrizes definidas positivas é um aberto no conjunto das matrizes reais com
a topologia usual (isso é consequéncia do fato de que os autovalores sao positivos e fungoes
continuas da matriz [63]), temos que By, é definida positiva se By, esta suficientemente perto
de B, assim, uma hipodtese natural é que a sequéncia { By} seja uniformemente definida
positiva. Como consequéncia teremos que existem constantes L; > 0,L, > 0 tal que
Ly <||Bi|| < Ly e Ly < [|BY]| < Lo.

Definigao 3.21. Dizemos que uma sequéncia de matrizes { By} € uniformemente definida

positiva se existe € > 0 tal que ™ Byx > € para todo x € R™ com ||z|| = 1.

Posteriormente vamos enfraquecer esta hipotese e imporemos que { By} seja uniforme-

mente definida positiva apenas no conjunto €2, a ser definido.

As proposig¢oes abaixo sao de fécil verificagao.

Proposigao 3.22. Se By, € simétrica para todo k, entao { By} € uniformemente definida
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positiva se, e somente se, existe € > 0 tal que o menor autovalor A\, de By, € tal que Ay > €

para todo k.
Proposigao 3.23. {B,} ¢ limitada se, e somente se, % — 0 = Bpz* — 0.

Proposicao 3.24. Se By € simétrica para todo k com {By} uniformemente definida
positiva e limitada, entao existem constantes Ly > 0, Ly > 0 tais que L1 < ||Bg|| < Ly e
Ly <||BgY| < Ly para todo k.

Vamos considerar o problema

Minimizar f(z)
Sujeito a x € X,

onde o conjunto viavel é dado por X = QN K, sendo Q = {z € R"|h(x) = 0,¢9(x) < 0}

definido por func¢oes continuamente diferenciaveis e K um convexo fechado qualquer.

Definicao 3.25 (C-AGP-generalizada). Dado um ponto vidvel x e uma sequéncia { By}
de matrizes simétricas, uniformemente definida positiva e limitada, diremos que x satisfaz

C-AGP-generalizada se existe {x¥} C K, 2% — x com dj, solugdo de

Minimizar Q(d)
Sujeito a  z* +d € Q. (z") (3.12)
*+de K

tal que dy — 0, onde Qy(d) = 1d"Byd + V" f(z¥)d.

Analagomente, definimos L-AGP-generalizada quando K é um politopo e AGP-generalizada

quando K = R"™.

Denotaremos o conjunto viével do subproblema por Q = {d € R"|z*+d € Q. (2%), 2%+

d € K}. Note que Qj é convexo.

Como By é simétrica e definida positiva, existe Hj simétrica e definida positiva tal
que B, = H?, basta considerar a diagonalizagao ortogonal de B, = UXU" e definir

H,, = USzUT, assim, podemos reescrever o subproblema (3.12)
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Minimzar 1(Hyd)"(Hyd) + (Hpd)"(H, 'V f(2))
Sujeito a d € ()
Fazendo a mudanca de variavel d = Hyd e definindo H,Q = {cﬂ H, e O} podemos

reescrever novamente
Minimizar %JTJ+ d*(H 'V f(2%))
Sujeito a  d € Hy ).

Observando que se ), € um convexo, nao vazio, fechado qualquer, entao H(); também
serd convexo, nao vazio e fechado, temos que a solucao d* do problema acima sera dada
por d* = Py, q,(—H_ 'V f(z*)), logo a solucio dj, do subproblema (3.12) é dada por

dp = nglkaQk<_Hl;1Vf<xk))'

Podemos definir a projecao generalizada de y em X C R"™ (convexo, nao vazio e

fechado), denotada por PZ(y), como a solugao de

Minimizar $d"Bd —y'd

N (3.13)
Sujeitoa  d € X,

sendo B simétrica e definida positiva. Entao temos
Proposigao 3.26. Se z,2’ € R, entao ||PZ(z) — PE(2)|| < ||B7Y|||lz — 2||

Demonstragao: Seja H simétrica e definida positiva tal que B = H?, assim PZ(z) =
H'Pyx(H 'z) e PE(2') = H 'Pyx(H 'a'), sendo HX = {d € R*|H 'd € X}.

Logo

17X () = P ()| = ||H ™~ (Prx (H'2) — Pax(H'2'))]] <
< ||H|||Pax(H " x) — Pax(H'2)|| < |[H|||H 2 — H /|| <
<[E7Pllz = /|| = [|IB][l]z — ||,

sendo que aplicamos o Lema 3.2 e usamos que ||B~!|| = ||H!||?, ja que a norma é o maior

autovalor, e os autovalores de H~! sao as raizes quadradas dos autovalores de B~!. [

86



Considerando B igual & identidade, temos que este resultado generaliza o Lema 3.2.

Com as técnicas descritas acima, podemos mostrar que C-AGP-generalizada (e os
analogos L-AGP-generalizada e AGP-generalizada) sao condi¢oes de otimalidade. Para
isso, precisamos supor que o convexo K satisfaz alguma condicao de qualificagao qualquer
e é definido por restri¢des de igualdade lineares h(z) = 0 e de desigualdade convexas
g(z) < 0. Procedendo como foi feito na demonstragao de que C-AGP é uma condigao
de otimalidade, obtemos, via penalidade externa, uma sequéncia {z*} convergindo para

o minimizador global z*, tal que

onde
k __ - k k k
yr = Z,Okhi(ff )Vhi(z") + prgi (") Vg;(a") +
i=1 Jlg;(z*)>0
i=1 Jlgj(z*)=0

Com uma verificacao direta das equagoes KKT, analoga a que foi feita no Lema 3.3,
temos Pfll%: (y*) = 0. Assim

ldill = || P (=V f@" DI = | Pyt (= V f(a") = Py (yh)l] <
< 1B = V") = *ll = 1B lll=* — 27| — 0.

Agora vamos mostrar que a condi¢ao de otimalide C-AGP-generalizada é de fato equi-
valente a C-AGP usual.

Proposicao 3.27. Sejam { By} e {Ax} sequéncias de matrizes simétricas, uniformemente
definidas positivas e limitadas. Se x satisfaz C-AGP-generalizada com a sequéncia { By}

entao também satisfaz com a sequéncia {Ax}.
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Demonstracgao: Seja z* — z, 2% € K e d — 0 solucao de

Minimizar 3d"Byd + V' f(z*)d
Sujeito a  d € .

Seja Hj simétrica e definida positiva tal que B, = HZ, entdo Hydy = Py, q,(—H, 'V f(z*)),
assim, pelo Lema 3.1, temos
(—H 'V f(z") — Hydy) (v — Hpdg) <0 Vo € HySy.

Como x € H,Qy, & x = Hid, com d € €y, temos

(—H; 'V f(a*) — Hydy,)"(Hyd — Hydy) <0 =
= VT f(e"H  Hyd — dyHEd 4 VT f(2*)H ' Hydy + diHEdy, < 0 =
= —V"f(2")d — diBrd + V" f(2")d), + diBrdy, <0 Vd € . (3.14)

Analogamente, seja dj, solucao de

Minimizar $d"Ad + V' f(2*)d
Sujeito a  d € U,

entao

Vamos mostrar que {dy} é limitada. Como 0 € Q pois 2% € K N Q,(z*), podemos

tomar d = 0 em (3.15) para obtermos

- B T .
Supondo ||di|| — oo e dividindo por ||dy||* temos (ﬁ) Ay, (nfi_ﬁ\) < —mVTf(xk)Hg—iH,

como o lado direito tende a zero, temos uma contradigao com o fato de { Ax} ser uniforme-

mente definida positiva.

Assim, considere uma subsequéncia tal que dj, — d, tome d = dj, € Q em (3.14) e

88



aplique o limite. Usando que dy — 0 e {By} ¢ limitada temos
VTf(z)d > 0.
Escolhendo d = dj, € ) em (3.15) temos
V(") dy, + (di)" Axdy, < V7 f(2")dy + (dy)T Ardy,
como dp — 0 e {A;} é limitada, temos que o lado direito tende para zero, assim, como

VTf(2*)dy — VT f(x)d > 0 e {A} ¢ uniformemente definida positiva, temos que dj, — 0.
[

Temos portanto o seguinte resultado:
Corolario 3.28. C-AGP-generalizada < C-AGP

Demonstragao: Basta considerar uma sequéncia de matrizes constantes e iguais a iden-

tidade, na proposicao anterior. ]

Corolario 3.29. L-AGP-generalizada < L-AGP e AGP-generalizada < AGP

Demonstragao: Basta considerar K um politopo, respectivamente K = R". O]

Note que da demonstracao da Proposicao 3.27 obtemos também o seguinte resultado

Corolario 3.30. Seja { By} uma sequéncia de matrizes simétricas, uniformemente definida

positiva e limitada, com {z*} C K e dy, solugcdo de

min 3d"Byd + V' f(2*)d

. (3.16)
suj. d €,

entao {dy} € limitada.
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E interessante observar que é possivel enfraquecer a condicdo de que a sequéncia
{Ax} seja uniformemente definida positiva para obtermos a equivaléncia entre C-AGP-
generalizada e C-AGP (e os analogos para 1-AGP e AGP), a saber, podemos impor
apenas que {Ay} seja uniformemente definida positiva em €. Primeiro, observamos que
as equacoes (3.14) e (3.15) na demonstracao da Proposigao 3.27 podem ser obtidas sem

recorrer ao fato da hessiana ser definida positiva.

Proposicao 3.31. Seja d* solucao de

Minimizar %dTAd +b%d
Sugeito a  d € ),

com ) convexo, fechado e satisfazendo alguma condi¢ao de qualificacao. Entao temos

—b%d — (d*)"Ad + b'd + (d*)TAd* < 0,Vd € Q.

Demonstracao: Temos que a solucao d* satisfaz KKT, logo, pela Proposicao 3.4 temos
Po(d® — Ad* — b) = d~,
assim, pelo Lema 3.1 temos
(d* — Ad* —b—d*)"(d —d*) <0,Vd € Q,
e efetuando o produto obtemos o resultado. O
Agora basta observar que o resto do argumento na demonstragao da Proposicao 3.27

segue da mesma maneira, impondo apenas que A, seja uniformemente definida positiva

em Qk

3.4 Um algoritmo de restauracao inexata

A seguir vamos mostrar a relagao entre as condi¢oes de otimalidade do tipo AGP

apresentadas e o algoritmo de restauracao inexata proposto por Fischer e Friedlander em
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17].

Considere o problema

min f(x)
St Zg :8 (3.17)
r e K,

onde f,g e h sdo continuamente diferenciaveis e K = {x € R"|h(z) = 0,g(z) < 0} &

um convexo, compacto, satisfazendo alguma condigao de qualificagao.

A idéia da restauracao inexata é primeiramente dar um passo que melhore a viabili-

dade, e em seguida obter uma melhora da fun¢ao objetivo no espaco tangente as restri¢oes.

Defina a fun¢ao H(z) = max{||h(x)||e, ||g7 (z)||} para z € K e a fungao de mérito
®(z,p) =pf(z) + (1 —p)H(z) comp e [0,1] ez € K.

Algoritmo (Fischer-Friedlander)
Sejar €1[0,1),5>0,9>0,7y>0e71 >0.

Passo 0: Inicializagao
Escolha 2° € K e py € (0,1). Defina k = 0.

Passo 1: Restaurac¢ao Inexata

Calcule y* € K tal que

=
<

=
A

rH(2")
fW < f@*)+BH(")

Passo 2: Escolha do pardametro de penalidade

Calcule pyy1 € {27'pili € {0,1,2,...}} maior possivel tal que

O(y*, pri1) — (2", prer) < (1= r)(H(y") — H(z"))

N | —
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Passo 3: FEscolha da dire¢cao de busca

Calcular d, tal que
Fly +tdy) < f(y") = At |dil]?

<
H(y + tdy) < H(y") +3¢||d| [,

para todo y € K e todo t € [0, 7].

Passo 4: Minimizacao

Calcule t;, € {27%|i € {0,1,2,...}} maior possivel tal que

(1 =) (H(y*) - H(z"))

N | —

O(y* + trdp, pri1) — (2", pror) <

Passo 5: Atualizagao

Defina 2! = 4% 4 t,ds,, k := k + 1 e volte para o Passo 1.

Convergéncia

O resultado de convergéncia presente em [17] é que H(z*) — 0 e dy — 0. Portanto é
preciso escolher diregoes dy, tal que o fato de dj — 0 tenha um significado com relacao a

otimalidade dos pontos limites.

Vamos definir d; como soluc¢ao do subproblema

min  Qx(d)
suj. vy +deQ,(yh) (3.18)
v +deK,

onde Qi(d) = 3d"Bid + V' f(y*)d e {Bi} ¢ uma sequéncia de matrizes simétricas,

uniformemente definida positiva e limitada.

Vamos mostrar que esta direcao satisfaz as condigoes do algoritmo modelo de Fischer

e Friedlander.
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Lema 3.32. Se I[': R — R € continuamente diferencidvel et € R entao

t/l(F’(t:U) — F'(0))dz = F(t) — F(0) — tF'(0).
0
Demonstragao: Basta observar que se t # 0, fol F'(tx)dx = $(F(t) — F(0)). O

Lema 3.33. Suponha que os gradientes de f, g e h sao Lipschitz continuas em K, entao

existem constantes positivas v,%, T tais que

FWF +tdi) < f(y") — At]|di||?

H(y" + tdy) < H(y") + 78| dil,
para todo y* € K e todo t € [0, 7].

Demonstragao: Sejat € [0, 1] e y* € K com dj, definido por (3.18). Como K é convexo
temos y* + td, € K. Pelo Lema 3.32 temos

1
FWF +tdy) = f(F) + V" f(yF)dy + t/ (Vf(y* + otdp) — Vf(y*)) dido.
0
Como V f é Lipschitz continua, existe L > 0 tal que
(VF(y" +otdy) = Vf(y") dr < |IVF* + otdy) = VFOdil| < Lllotdy||]]dy]|-

Assim,

1
1
Lot||del *do = 5 Lt|d |

1

| 56" + ot - 506 o < |

0 0

Como d = 0 ¢é viavel para o subproblema, temos que 0 = Q(0)

VT f(yF)dy, logo V' f(y*)dy < —idiBydy, assim, f(y* + tdy)
3t* L.

(dk) = %dindk +

Qr
f(W*) — stdiBedy, +

>
<
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Como { By} é uniformemente definida positiva, existe ¢ > 0 tal que d} Bydy > ed}dy,
logo, f(y* +tdy) < f(y*) — gtelldi|[* + 3LI|dx|[* ¥t € [0,1].

£, assim, se t € [0,7] temos t < =2 = —Lte + L2 <
—At, entdo f(y* +tdy) < f(y*) —At[|di|[> V¢ € [0,7].

Defina 7 = min{l, 57} e 4 =

Analogamente, como Vh;(y*)dy, = 0, pois dj, € Q. (y*), temos h;(y" +tdy) < hi(y*) +

1Lt?||dk|[* (podemos assumir que a constante L > 0 é a mesma para todas as fungoes).
Se gj(y") 2 0, entdo V7g;(y*)di < 0, assim, g;(y* +tdy) < g;(y") + FL*||dy]*.
Se v < g;(y*) <0, entao V7g;(v*)dr < —g;(y"), logo g;(y* + tdy) < %Lt2||dk||2.

Se g;(y*) < v, como g; ¢ uniformemente continua em K, pois K é compacto, entao se
||tdy|| ¢ suficientemente pequeno temos g(y* +tdy) < 0. Como {d;} ¢ limitado (Corolario
(3.30)), podemos reduzir T se necessario tal que g;(y* + tdy) < 0 para todo t € [0,7] e
todo y* € K com g(y*) < .

Em qualquer dos casos temos |g (y* + tdi)| < |g (y*)| + 3Lt?||di|]* € [hi(y* + tdy)| <
[hi(y*) ] + 5 Lt%||d[?, logo H(y"* + tdy,) < H(y*) +5||dy]|* ¥t € [0,7], com 7 = 3.
[

Agora podemos aplicar a teoria desenvolvida em [17]. Reescrevemos o resultado aqui

por conveniéncia, utilizando a nomenclatura definida neste capitulo.

Proposicao 3.34. Se o Passo 1 do Algoritmo estd bem definido para todo k, entao todo

ponto limite de uma sequéncia {x*} gerada pelo algoritmo é vidvel e satisfaz C-AGP

Demonstragao: O Teorema 1 em [17] mostra que H(z*) — 0 e o Teorema 2 em [17]

juntamente com o Lema 3.33 mostra que dy — 0. O]
No artigo [17], os autores consideram o uso da direcdo dj, = Pq, 0 (=V f(y")), re-

sultando que os pontos limites sao C-AGP. Com a generalizagao da condi¢ao C-AGP,
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podemos definir uma familia de dire¢des dj mais promissoras, por exemplo, definindo
a fungao lagrangiana L(x,\,u) = f(z) + ATh(z) + pTg(x), vamos definir as matrizes
By, = V2L(y*, Xk, u¥), e vamos supor que perto da solugdo, esta sequéncia de matrizes é
limitada e uniformemente definida positiva em €., (y*). Observe que os multiplicadores de

Lagrange associados ao subproblema que define d; fornecem uma nova aproximagao para
Nee ik,
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Capitulo 4
Alguns resultados

Neste capitulo mostramos alguns resultados sobre a teoria dos algoritmos propostos
em [10] e [13].

Em [10] os autores propdem um método de Lagrangiano aumentado para a obtengao
do minimizador global de um problema de otimizacao. Nosso resultado trata do algoritmo
considerando a obtencao de pontos aproximadamente estacionarios do Lagrangiano, ao
invés da minimizacao aproximada como em [10]. Obtemos que os pontos limites sao esta-
cionarios para o problema de minimizar a inviabilidade (supondo MF) e, sendo o ponto
limite viavel, temos sob a CPLD que os pontos limites sao estacionarios para o problema
original com um conjunto de restrigoes adicionais, lineares, satisfeitas pelo minimizador

global.

Tratamos também do algoritmo proposto em [13], onde os autores propoem um método
primal-dual para a solu¢ao do subproblema do método de penalidade interna, resolvendo
o sistema KKT de uma sequéncia de subproblemas penalizados. Obtivemos alguns resul-
tados substituindo MF por CPLD.

4.1 Algoritmo de Birgin, Floudas e Martinez

Considere o problema
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minimizar f(x)
sujeitoa € X ={z € R"|h(z) =0,9(z) <0}
r € Q={reR"a™" < x < a™>}
Onde f: R" - R, h: R" — R™, g: R" — R? sao continuamente diferencidveis em um

aberto contendo €.

Seja Py = {z € R"|(a¥)Tx < bF,i=1,... 7} e suponha que o minimizador global z

do problema é tal que z € P, Vk.

Definimos a funcao Lagrangiano Aumentado como

s 205 2] 5 o -]

i=1 P

Lema 4.1. L,(x, A\, t) € continuamvente diferencidvel com respeito a x.

Demonstracao: E consequéncia imediata do Lema 2.1. O

Assim, o gradiente de L,(z, A, ) com respeito a x é dado por

m

VLy(2, A ) = V(@) + Y (A + phi()) Vhi(z) + ) max (0, i + pgs(x)) Vai().

i=1 =1

O algoritmo em [10] consiste em encontrar iterandos x* tais que
LPk (l’k, >\k> ﬂk) S L,Ok (33’, )‘ka ,Uk) + Ek,

para todo z € QN P, com ¢, — 0, deste modo, os autores mostraram que todo ponto

limite é solugao global do problema original.

Consideraremos uma versao relaxada, onde ao invés de z* ser um minimizador global

k

aproximado do Lagrangiano, x" sera aproximadamente KKT para o problema de mini-

mizar L, (z, \*, u¥), sujeito a z € QN B
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O nosso primeiro resultado mostra que todo ponto limite do algoritmo é estacionario
para um problema de minimzar a inviabilidade, desde que 2N P satisfaca MF, onde P é o
limite do conjunto de restrigdes Py, (a defini¢ao precisa de P sera dada nas proposigoes a
seguir). No caso do ponto limite ser viavel, o segundo resultado que obtivemos é que todo
ponto limite vidavel ¢ KKT para o problema de minimizar f(z) sujeitoaz € X NQN P,

desde que este problema satisfaca a CPLD, com P satisfazendo MF.

Os Passos 2 e 3 do algoritmo abaixo para determinar o parametro de penalidade py1

e A\pi1, Mra1 sao feitos como no artigo original.

A idéia deste algoritmo é construir as restrigoes Pj, de maneira a evitar minimizadores
locais, que nao sao globais. Assim, espera-se que a solucao do problema original incluindo

as restricao em P seja o minimizador global z do problema original. Veja os detalhes em
[10].

Algoritmo (Birgin-Floudas-Martinez)

Parametros: Apnin < Amax, max > 0,7 > 1,0 < 7 < 1, uma sequéncia {e;} com
er > 0,6 — 075\} € [)\mim)\max]Vi = 17 e 7m7ﬂ11 € [Oalumax]Vi =1,... Dy P1 > O7k — L

Passo 1: Encontre ¥ € R”, u*F € R" v* € R, w* € R" tal que
B n n Tk

o = VL, (2" N, %) + Z uf(—e;) + Z vie; + Z whak
i=1 i=1 i=1

[0k | < ex

ub > 0vi=1,...,n, vF>0Vi=1,...,n, wF>0vi=1,...,1

min k max .
ai™ —ep <z <al™+e, Vi=1,...,n
(i) Tah —bf <ep Vi=1,....14
min k k __
a; " —x; < —gp=>u; =0

k max k __

(af)Txk — bf < —€p = wf =0
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Passo 2: Defina V¥ = max {g,-(a:k), ——} Vi=1,...,p.
Se max{|[2(z") oo, [[Vloc} < 7 max{[[A(z* )|, [[VF [0 }

entao Pg1 = P SENA0 Pri1 = VYPk-

Passo 3: Calcule M*™ € [Apin, A Vi = 1,...om, G5 € [0, pmax] Vi = 1, .., p, K

k + 1 e volte para o Passo 1.

Proposigao 4.2. Suponha que {r},{aF}, {bF} sdo limitadas para cada i, logo existe

KoCN tal que r, =7 Yk € Ko, lim a¥ = a; e lim b¥ = b;. Defina P = {x € R*|a]x <
[e’e] keKy keKy

biyi=1,...,7}. Seja x* um ponto limite da sequéncia {x*} gerada pelo algoritmo BFM,

entao z* € QN P. Se, além disso, x* € um ponto Mangasarian-Fromovitz de Q0 N P

entdo x* € um ponto KKT do problema de minimizar ||h(x)||3 + || max(0, g(x))||3 sujeito

axr e QNP.

Demonstragao:

Considere K; C K, tal que lim zF = 2%, como a™® — g, < zF < @™ 4 ¢, Vk, Vi =
0 q. ) 1 k 7 1 k‘ )
[e%e] keK,

1,...,n e¢e — 0, temos aj™ < z7 < ai™*

X

Vi = 1,...,n. Do mesmo modo, como
(aF)Txk — b < g) temos a} z* < b; pela continuidade de (z,w) — zTw. Assim z* € QN P.
Caso 1) Se {px} ¢ limitada temos ||h(2*)||eec — 0 € ||[V¥||ec — 0. Assim h(z*) =

ok
0 e supondo g;(z*) > 0 temos g;(zF) > 0 Vk > k', como _H < 0 temos V¥ =
Pk
ok
max{g;(z"), —N—’} = gi(2*) VE > K. Logo V¥ — g;(2*) = 0, o que é uma contradigao.
p

k
Logo gi(z*) <0 Vi=1,...,p.

Caso 2) Se {px} € nao limitada, entao p;, — +00. Da definigao do algoritmo temos

m

o = Vf(a")+ Z (AF + prhi(2?)) Vhi(z") + Z max (0, fif + prgi(z*)) Vg;(2")

i=1 i=1
n n Tk
i=1 =1 i=1

com uf > 0,vF > 0,wF > 0e||6|| — 0. Se @™~z <0, temos ™" —aF < —g;, Vk > ki,
k

assim uf =0 Vk > k;. Analogamente 27 —a>* < 0= vf =0 Vk>kyeala* —b <
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0=wrF=0 Vk>k;.
Sejaly = {i € {1,...,n}a™™ = 2}, = {i € {1,...,n}z} = a™>}, 13 = {i €
{1,...,r}alz* —b; = 0}. Assim Vk € Ky, k > max(ky, ko, k3) temos

Ms

0 = V@) + ) (N + prhi(a®)) Vhi(z Zmax 0, f1; + prgi(z*)) Vgi(z")

[ =1

—I—Zu —e; +ZU ez—i—waaf (4.1)

i€ly i€lg €13

- =

Dividindo (4.1) por py temos

Y. ik
% - m + Z (A—l + hi(:ck)> Vhi(a*) + ) max (0, % T gi(:c‘”')) Vgi(a")
+Z —e; —|—Z—eZ +Z—a (4.2)

zeh 1612 i€l3
koo k k
SejaSk:‘ (u?, v") ‘ eWk—Hw—
Pk 0
(u*, ")
Caso 2.1) Se { Sk} ¢ limitada e {W}} é limitada, considere Ko C K, tal que khr}r(l =
EK2 Pk
k
(4,0) e im — = com @ > 0,0 > 0, > 0. Tomando o limite de (4.2) em K, obtemos

0 = D oni +Zmaxogl ) Vai(*)

i€l i€ls i€l3

Assim z* ¢ um ponto KKT do problema de minimizar ||h(z)||3 + || max(0, g(x))||3
sujeito a x € QN P.

Caso 2.2) Se {Si} ¢é limitada e {W}} é nado limitada, considere K, C K; tal que

. (uF, o) o w/py
lim ————= = (4,0) e lim W), = +o0, assim existe K3 CKQ tal que lim = w
keKo Pk kEKz keks Wy
comu > 0,0>0,w>0ew# 0 pois pelo menos uma coordenada ¢ igual a 1. Dividindo
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(4.2) por Wy, e tomando o limite em K3 obtemos

0 = ZUA)ZCLZ

i€ls
Contradizendo o fato de z* ser MF de 2 N P.
Caso 2.3) Se {Sx} é néo limitada e {W}} é nao limitada, considere K, C K tal que

lim S, = +oo e lim W* = 400.

keKo keKs
Wl . . .. . _ . W
Caso 2.3.1) Se ¢ — ¢ € nao limitada, considere K3 C K3 tal que lim — = +oo e
Sk %) keEKs3 O
. wh/py . R . . .
lim = w com w > 0 e w # 0 pois pelo menos uma coordenada é igual a 1.

keEK3 Wk
Dividindo (4.2) por W}, e tomando o limite em K3 obtemos

0= Zwlaz

i€l3

Contradizendo o fato de z* ser MF de QN P.

W, ook
Caso 2.3.2) Se —Ele limitada, considere K3 C K5 tal que lim M = (u,0),
Sk 00 k€EK3 Sk
. Wi/ Pk - N . “ R .
klu}r(l g = weomw > 0,0>0,w>0e(u0,w) # 0 pois pelo menos uma coordenada
€K3 k

de (u,v) éigual a 1. Dividindo (4.2) por Sj e tomando o limite em K3 obtemos
0= Z ﬂi(_€i> + Z @iei —+ ZUAJICL2
el icly icly

Contradizendo o fato de z* ser MF de QN P. ]

Lema 4.3. Seja x* um ponto limite da sequéncia {z*} gerada pelo algoritmo BFM e
K CN tal que limyeg 2% = 2*. Se gi(x*) < 0 entdo existe k' € N tal que ¥ + prg;(2*) <
0 Vke K, k>FE.

Demonstracgao:
Como g;(z*) < 0, temos g;(z*) < ¢ < 0 Vk € K,k > k. Se p, — 400, como
{iiF} ¢ limitada temos ¥ + prgi(2¥) < 0 Vk € K,k > k. Se {p.} ¢ limitada entdo
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—k

V¥ = max {gi(xk),—’lﬁ} — 0, assim limgeg if = 0, logo i@ + prgi(z®) < 0 Vk €
Pk

K k>FK. ]

Proposigao 4.4. Suponha que {r},{aF}, {bF} sdo limitadas para cada i, logo existe

KoCN tal que r, = r Yk € Ky, lima’ = a; e lim b} = b;. Defina P = {2 €
[e%¢] ke Ko keKo

R*afz < b;,i = 1,...,7}. Seja x* um ponto limite da sequéncia {x*} gerada pelo al-

goritmo BFM e suponha x* € X. Se x* ¢ um ponto Mangasarian-Fromovitz de P e x*

satisfaz a CPLD de X N QN P, entao x* é um ponto KKT do problema de minimizar

f(z) sujeito ax € X NQNP.

Demonstragao:

Considere K| C Ky tal que kln}r{l z¥ = 2*. Pela definicao do algoritmo temos
[e§) €1

o = V") + D (M + pehi(a)) Vhi(a +Zmax 0, 718 + prgi(2¥)) Vagi(*)
i=1 =1
n n Tk
+ Zuf(—ei) + Z vie; + Z wral
=1 =1 =1

com ||0x]| — 0. Se a™ — z¥ < 0, temos a™™ — 2F < —&, Vk € K,k > ky, assim
u¥ =0 Vk € Ki,k > k. Analogamente z} — a™™ < 0 = oF =0 Vk € K1,k > ko e
afz* —b; < 0= wf=0 Vke€ K,k > k. Pelo Lema 4.3, g;(z*) < 0= ¥} =0 Vk e
K1,k > k. Definindo A" = X + pphy(2%) e p#+! = max (0, if + prgi(2*)) temos

5, = V + Z/\kHVh + ZMHIVQZ

+ Z Z Ufei + Z wfaf
i|amin=g ilzy=a** ilafz*—b;=0
Com g > 0,uf > 0,0F > 0,w" > 0.
Pelo Lema 1.23 de Carathéodory, existem I¥  {1,...,m}, I c {i € {1,...,p}gi(z*) =
0},18 ¢ {i € {1,...,n}a™ = 1,15 c {i € {1,....n}ja} = a™} 1 C {i €
{1,...,r}alz* —b; = 0}, \F, oF > 0,0F > 0,08 > 0,0F > 0, tais que
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5 = o)+ ) MV + Y iV gi(at

zelk zEI’C
K K Ak k
—l—Zui(—ei) + sz’@i + sz’ai
ictk ielk i€l

€ {Vhi(xk)}z’el’f U {Vgi(ﬂﬂk)}ielg U {_ei}z‘el’g U {ei}iel’z U {af}iel’g linearmente indepen-
dente.
Como o numero de indices é finito, existe Ky C K; tal que I'f =1, Ig = I, I]?f = I3, Ii =
o

I,,I¥ = I5. Logo para k € K, temos

o = )+ DNVt + Y Vi) (43)
i€ly i€la
3@ (e + Y obe + Y ikal
i€ls i€ly i€ls

e {Vhi(2") }ier, U{V gi(2%) }ier,U{ —€i }ier,U{€; bier,U{al }icr, linearmente independente.
Seja Sy = max {max{|5\f|,i € I}, max{iF,i € L}, max{af,i € I3}, max{oF,i € 14}} e
Wy, = max{wF,i € I5}.
Caso 1) Se { Sk} ¢ limitada e {W} } ¢ limitada, considere K - K, tal que lim (;\k, ik ak oF) =

()\u,uv)ekhrl?wk—wcomu>0u>OU>Ow>0 Tomandoohm1tede(43)
S

K5 obtemos

0 — v) + ) AVhi(a®) + > V(2"

i€ly i€ls

~ ~ ~ k

+ Ui<—€i) + v;e; + w;a;
i€ls i€ly i€l

Assim z* é um ponto KKT do problema de minimizar f(x) sujeito az € X NQ N P.
Caso 2) Se {Si} ¢ limitada e {W}.} é ndo limitada, considere K3 C K> tal que khIII(l Wy, =
0 €K3

k

w
+00, assim existe Ky C K3 tal que kllI}I{l — =w com w > 0 e w # 0 pois pelo menos uma
€Ky k

coordenada é igual a 1. Dividindo (4.3) por Wy e tomando o limite em K4 obtemos
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g w;a;

i€ls

Contradizendo o fato de z* ser MF de P.
Caso 3) Se {Sk} é nao limitada e {W}} é nao limitada, considere K3 C K, tal que

lim S = +oo e lim W* = +00.
kEK; EK;

4% S
Caso 3.1) Se {S_k} é nao limitada, considere K4CK3 tal que lim Pk 0 e
k

keKy k
k
w
khr}r(l W w com w > 0 e w # 0 pois pelo menos uma coordenada ¢ igual a 1. Di-
€Ky k
vidindo (4.3) por Wy, e tomando o limite em K, obtemos

0= ZUA)ZCLZ

i€l

Contradizendo o fato de z* ser MF de P.

W N gk gk

Caso 3.2) Se —* 1 ¢ limitada, considere K, C Kj tal que lim (A", i, 4, o) =
Sk o8} keKy Sk

(A fut,9), lim & = i com ji > 0,i > 0,6 > 0, @ > 0 e (A ji,t,0,) # 0 pois pelo

k€EK3 Sk
menos uma coordenada de ()\, i, 0, 0) em modulo é igual a 1. Dividindo (4.3) por S e

tomando o limite em K, obtemos

= > ANV + Y Vg

i€l i€ln

1€l3 1€ly i€l
logo ({Vhi(x") }ier,» AV 9i(2") bier, U {—€i}ict; U {e€:fier, U {ai}ier;) € PLD.

Mas ({Vhi(xk)}ieh, {ng(xk)},Eh @) {—61‘}1‘613 U {ei}ieu U {ai}i615) é PLI para todo k €
K4, contradizendo o fato de x* satisfazer a CPLD de X N QN P. n
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4.2 Algoritmo de Chen e Goldfarb

Considere o problema

Minimizar f(x)

v

Sujeito a  ¢(z)

0
g(x) =0,

onde f: R" - R, ¢: R" - R™, g: R" — RP com f,c,g duas vezes continuamente

diferenciaveis.

Considere a aplicacao de penalidade interna a este problema, isto é, definimos o pro-

blema FP, abaixo

Minimizar ¢, (z) = f(z) — pY i, log(ci(x))
Sujeito a  c¢(z) >0
g(x) =0
e vamos resolvé-lo para uma sequéncia decrescente de parametros p > 0 tendendo a

Zero.

O algoritmo proposto em [13| consiste em resolver aproximadamente o subproblema
FP, penalizando as restri¢oes de igualdade. Isto ¢, para p fixo, uma solugao aproximada

de FP, ¢é obtida resolvendo o problema [, FP, abaixo

Minimizar @, .(z) = p.(z) + r||g(x)||

?

Sujeito a  ¢(z) >0
para parametros de penalidade r arbitrariamente grandes.

Nos pontos onde ®,,(x) é diferenciavel, isto ¢, ||g(z)|| > 0, o sistema KKT do pro-

blema [, FP, pode ser escrito como
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V.L(z,u,v) =0,
C(z)u = pe,
CZ(ZE) >0,u; >0,9=1,...,m,

gi(x) —v0, =0,i=1,...,p,

onde C(z) = diag(c(z)), e = (1,...,1), L(z,u,v) = f(z)—uc(z)+0v g(z), 5, = L=l

T

O algoritmo de Chen e Goldfarb consiste em aplicar o método de Newton ao sistema

acima, considerando ¢, constante.

Seja H uma aproximagao para a Hessiana do Lagrangiano V2_L(z, u,v), cada iteragao

do método de Newton (ou quase-Newton) consiste em resolver o sistema linear

H —Ve(z) Vg(x) Ax —Vf(z) + Ve(z)u — Vg(z)v
UVce(x)T  C(x) 0 Au | = —C(x)u + pe ,
Vg(z)* 0 —0,1 Av 0.0 — g(x)

onde U = diag(u) e I ¢ a matriz identidade.

Definindo A = v + Au,y = v + Av, podemos escrever

H —Ve(x) Vg(x) Az —Vf(x)
UVe(z)t  C(x) 0 A = pe : (4.4)
Vg(z)T 0 —0,1 y —g(z)

resolvendo para A, obtemos A = C'(z)~!(ue — UVe(x)',), reduzindo o sistema a

M ( Ax ) _ ( —Vf(x)+ pVe(x)'Cx) e > | (4.5)
y —9(x)

M_( H Vg(:c))
Vg(x)t 6,1
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H="H+ Ve(x)CO(z) " UVe(x)".

A seguir daremos a definigao precisa do algoritmo. Em [13], os autores mostram que
sob MF para o problema original, os pontos limites sao KKT para FP,, caso o parametro
de penalidade rj é limitado. Se o parametro de penalidade tende a infinito, existe um
ponto limite que é Fritz-John para um certo problema de minimizar a inviabilidade, caso

valha MF para o problema original.

Em [14], os autores mostram convergéncia superlinear de uma variagao deste algoritmo

sob LICQ, complementaridade estrita e uma condicao suficiente de segunda ordem.

Fixado p > 0, o algoritmo a seguir ¢ utilizado para a resolugao de FP,. O algoritmo
para resolver o problema original é obtido resolvendo FP, para uma sequéncia de para-
metros i — 0, com ¢, — 0 e utilizando a solugdo (z,u,r,’H) de FP, como aproximacao

inicial para o problema com o novo pu.

Algoritmo (Chen-Goldfarb)

Passo 0: Inicializagao

Parametros €, > 0,0 € (0, %) x> 1,k €(0,1), k0 > 1,7, = max{p,0.1},v > 0,0 <
Ymin <1< Ymaz-

Dados 2° € F* = {z € R"|¢(x) > 0},u’ > 0,19 > 0, HY € R™",
k= 0.
Passo 1: Direcao de busca

Modificar H¥, se necessario, para que valha a condicao C-5

108



)

d"HEd > v||d|[?,Vd # 0 se ||lg(z*)]] >0
d*H"d > v||d||*,Vd # 0,Vg(z¥)Td =0 se ||g(z¥)|| =0

onde A
L se lg(at)]| = 0
HE+5-Vg(a")'Vg(a")  sellg(a®)]| >0
k ~
com Oy = M,Hk’ = H* + Ve C @) UMY ()T, Uur = diag(u®), C(2*) =
k
diag(c(z")).

Calcular (Az*, \* y*) sendo (Az*, y*) solugao do sistema (4.5) com indices k apropri-
ados, e \F = C(2%) 7 (ue — UV c(xF)T6,5).

Passo 2: Teste de parada

Parar se ||R,(z", A, y")|| < e, e \¥ > —¢,e, onde

V$L<xk7 >‘k7yk)
Ru(@® N ") = C@F)N — pe
g(z")

Passo 3: Atualizacao do parametro de penalidade

Se valem
(C-1): [lg(z®)]] >0
(C-2): ||AzF|| <7,
(C-3): kipe < C(2*)AF < Kkope
_ Tk k
(C-4): [[@*|] < 7y, w* =y — g(z")
g [lg(*)]
entao faca
Tk4+1 = XTk

(xk:-i-l7 uk:-i—l7 Hk’-i—l) = (l’k, ukz7 Hk)
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k=k+1

e volte para o Passo 1.
Passo 4: Busca linear
incializar com t; = 1 e dividir por 2, se necessario, até que valha

T-1: c(z® +t,Az) > 0
T-2: @, (2" + tyAzk) — @, (2F) < —otp(Az®)"HAZ",

onde @, = @u(z) +7|lg(@)|] e pu(x) = f(z) — n D27, log(ei(x)).
Passo 5: Atualizacao

“Ymin [ “Ymax
ci (k)" i (ak)

Defina uf“ a projecao de A\F no intervalo [u ], para cada i.

okt = gk 4t Ak

Tk41 = Tk

Calcular a nova Hessiana do lagrangiano ou sua estimativa H*+!.
k=k+1

voltar para o Passo 1.

Mostraremos alguns resultados presentes no artigo [13], utilizando sempre que possivel
a condi¢ao CPLD ao invés de MF.

O lema a seguir foi provado sem assumir nenhuma condigao de qualificagao. No ar-
tigo os autores utilizam MF para obter este resultado. O caso em que 9§, = 0 pode ser

encontrado em [39], mas o incluimos aqui por completude.

Lema 4.5. Se x € R", ¢(z) > 0, > 0,7 > 0,0 > 0 e vale C-5 entdo o sistema linear
(4.5) possui solugao.
1

4
Lema 3.1 em [13] M ¢ néo singular e o sistema ‘admite solugao (unica).

Demonstragio: Se §, > 0, por C-5, H + —Vg(2)Vg(z)" é definida positiva e pelo
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Se 0, = 0, temos g(x) = 0 pela defini¢ao de J,. Assim o sistema (4.5) se resume a
H Vg(z) Az (b
Vg(x)™ 0 Yy 0/’

com b= —=Vf(z)+ uVe(z)"C(z) te.

Ou seja,

HAz + Vg(z)y =b
Vg(z)"Az =0

Se Ker(Vg(x)") = {0} entdo Az = 0 e o sistema linear se reduz a Vg(z)y = b.

Como Im(Vg(z)) = Ker(Vg(z)T)t = R", entdo b € Im(Vg(z)) e portanto o sistema

admite solucao.

Se dim(Ker(Vg(z)")) =r > 0, seja Z = [z1,. .., 2] uma matriz cujas colunas formam
uma base para Ker(Vg(z)T). Defina Az = Z(Z"HZ) *Zb, ja que por C-5, H ¢é definida
positiva em Ker(Vg(z)T) e portanto Z"HZ & invertivel. Assim, Az € Ker(Vg(z)T), por-
tanto Vg(z)"Axz = 0.

Para mostrarmos que existe solucio y para HAz + Vg(z)y = b, mostremos que
b — HAz € Ker(Vg(z)T)* = Im(Vg(z)). Para isso, basta observar que ZT(b — HAz) =
Z% — (Z"HZ)(Z"HZ) ' Z™ = 0, assim, 27(b — HAz) = 0 para todo i = 1,...,7 e 0

resultado segue. [

Vamos assumir que a sequéncia de Hessianas {H*} ¢ limitada.

Proposicao 4.6. Se o pardmetro de penalidade v, — +0o e se x* € um ponto limite do
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algoritmo com ||g(z*)|| > 0, tal que vale a CPLD para

Minimizar ||g(x)||?

Sujeito a  c(x) >0,
entao x* ¢ KKT para este problema.

Demonstragao: Vamos considerar uma subsequéncia {z*} tal que 2* — z* e rj ¢

aumentado para todo k, assim, valem as condigoes C-1 até C-4, portanto, utilizando o

sistema linear (4.4) com indices k apropriados temos

m D (o
—HE AR + Z MoV (2%) — Z(m% + 0F)Vgi(2*) = V f(2F).

Por C-3, 0 < k1 < ¢;(x®)AF, portanto AF > 0 ja que c;(2*) > 0. Pelo Lema 1.23 de
Carathéodory, existe I, C {1,...,m}, \¥ > 0 tais que

SNV ah) = 30— (@h)Vai(at) = VI(h) + HEA + 3 b Vg(ah), (46)

k
= ~ llg(z*)]| P

com {Ve¢;(z%) }ier, LI

Vamos tomar uma subsequéncia tal que I, = I. Como N} < , pela limitacao

Kot
ci(2)

dos multiplicadores dados pelo Lema de Carathéodory temos Xi < (—Kkiﬂ,
Ci\T

portanto

0 < ci(a®)\F < 2m~Lkyp.

A A
Se {—} é limitada considere uma subsequéncia tal que — — )'. Dividindo (4.6)
Tk Tk

por 7, e tomando o limite, observando que {Ax*} e {w"*} sdo limitadas por C-2 e C-4,

temos
3 ) 010t - Yol -
||g p=
Yk 2m—1K12u
e 0 < ¢(ah) =~ < —— = ("), = 0, portanto z* ¢ KKT para minimizar
k Tk
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l|g(x)||* sujeito a c(z) > 0.

M -
Caso — — +o0, dividindo (4.6) [|\*||o e tomando o limite para uma subsequéncia
Tk
G
tal que T — A >0, # 0 temos

A 2m—Yon

! < Z__
Moo = [IM]] 0o

com 0 < ¢;(z%) = ¢;i(z*)\ = 0.

Excluindo de I os indices com )\; = 0, temos I C I(z*) e ndo vale CPLD com respeito

as restrigoes de desigualdade.

O

Agora vamos obter um resultado quanto ao algoritmo para resolver o problema original.

Vamos considerar uma sequéncia de nimeros positivos pup — 0 e ¢ — 0, e aplicamos

o algoritmo de Chen e Goldfarb para resolver FP,, obtendo (z*, A\¥, y*) satisfazendo o

critério de parada do Passo 2, ||R,, (2%, \¥, y*)|| < &p.

Proposicao 4.7. Se o problema original satisfaz CPLD, e o algoritmo interno pra resolver

FP,, estd bem definido, entao todo ponto limite € KK'T.

Demonstragao: Seja z* um ponto limite e considere {#*} gerada pelo algoritmo com

z* — z*. Pelo critério de parada do passo 2, temos

m p
Vf(zh) — Z MV (2%) + nyVgi(a:k) = o7
i=1 i=1

C(2")NF — e = 6%
g(a*) = o5,

com ||(5%, 85, 64| < e e M > e

Pelo Lema 1.23 de Carathéodory, existem M\, 9% I, < {1,...,m}, 3 C {1,...

(vamos tomar uma subsequéncia tal que I, = I e J, = J) tais que
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V) = NVeah) +> g Vgiah) = of,
i€l 1€J
com {Vei () }iet U{Vgi(a¥) }ies LLe [NE| < 2m7H\F| portanto AF > —2m~1g;. Defina
ar = [|(A*, 7°)|oo-

Se {a;} é limitada, considere uma subsequéncia tal que (\*,7*) — (X,7). Como

e — 0, tomando o limite em (4.7) temos

i€1 i€J
Como A\ > —2™7lg; temos A > 0, além disso, de (4.8) temos |\F| < 2™71|\F| <
|08 + pue]
ci(xh)
blema original.

= A¢i(2*) = 0. Por (4.9) temos g(x*) = 0, portanto x* é KKT para o pro-

Nk ok
Se a, — +00 considere uma subsequéncia tal que (—1, y—’) — (A, 9) # 0, além disso,
ap Oy
e 2m—le .
como — > — kHO, temos A > 0.

(073 073

Dividindo (4.7) por oy, e tomando o limite temos

i€l i€d
|[651; + pux]
ci(xk)

e tomando o limite temos Cl(ﬂf*)j\z = 0, portanto removendo de I os indices tal que

com |AF| < 2m7H\F < om !

ci(x®)
Ai = 0, temos I C I(z*), o que contradiz a CPLD. ]

, assim, multiplicando esta desigualdade por
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Apéndice A

Desigualdades generalizadas

Queremos descobrir quais sao as propriedades de um conjunto arbitrario K C X, onde

X éum espaco de Banach real, tal que as defini¢oes abaixo facam sentido quando z,y € X
r<gysSy—reck

e
rT<gyey—xeintk,

onde int/ é o interior de K. Primeiramente, a relacao <gx deve ser uma relacao de ordem

parcial, isto é, reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

Vejamos que se K é um cone, isto é, tx € K sempre que x € K et > 0, temos que
0 € K, de modo que temos a reflexividade = <y z para todo x. Além disso, um cone nos

garante propriedades importantes como x <y y = txr <k ty,t > 0.

Para obtermos a transitividade, isto é, v <g y ey <g z = x <k z, devemos ter que o
conjunto é fechado com relagao a soma de seus elementos, assim, z—x = (y—x)+(z2—y) €
K. Mas como K é um cone, esta propriedade é equivalente ao fato que t1x+toy € K sem-

preque x,y € K ety > 0,1t > 0, o que também ¢é equivalente ao fato do cone ser convexo.
Para obtermos a anti-simetria, isto é, * <x y e y < r = x = y, vamos supor que K

nao contém linhas, isto é, se 0 # x € K, entao —x ¢ K. Em outras palavras, x € K e

—x € K = x = 0. Neste caso dizemos que o cone K ¢é pontudo.
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Vamos supor também que K é fechado, assim podemos tomar limites nas desigual-

b~ xey’ — yentdo x <x y. Além disso, vamos supor

dades, isto é, se 2% < y* com z
que int K # () para que a desigualdade estrita < faca sentido, neste caso dizemos que K

é solido.

Quando um cone K é convexo, fechado, sélido e pontudo, dizemos que K é um cone

proprio.

E possivel construir uma teoria muito rica de otimizacdo utilizando desigualdades
definidas por cones proprios, sendo possivel demonstrar os principais resultados como a
existéncia de multiplicadores de Lagrange, teoremas de alternativas [46], relagdes com
o problema dual, etc. Além disso, muitos problemas classicos podem ser escritos como
problemas de otimizacao com desigualdades generalizadas, é o caso do problema de cont-
role 6timo, calculo variacional e otimizagao semi-definida, onde as restrigoes incluem que

certas matrizes devem ser semi-definida positiva.

Observe que quando K = R’ | temos as desigualdades usuais em RP, a saber

O leitor interessado pode encontrar desenvolvimentos detalhados deste topico em [12,
15, 33|.
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