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RESUMO

Ao resolver problemas de programacao nao linear usando métodos do tipo Lagrangiano
Aumentado, um fenémeno chamado voracidade pode ocorrer. Quando este fenémeno ocorre,
o método busca pontos muito infactiveis com valor de funcao objetivo muito pequeno. Tais
fatos ocorrem, em geral, na primeiras iteracoes e entao, o parametro de penalidade precisa
crescer excessivamente, tornado os subproblemas mal condicionados, prejudicando assim
a convergéncia. Desta forma, o propdsito deste trabalho é adicionar restrigdes de caixas
adaptativas (regiao de confianga) a cada subproblema em cada iteracao externa, de modo
que, a distancia entre dois iterando consecutivos das iteracoes externas é controlada. O
novo método inibe a possibilidade do fendmeno de voracidade. Resultados de convergéncia,

limitacao de parametro de penalidade e exemplos numéricos sao apresentados.
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ABSTRACT

When we solve nonlinear programming problems by means of algorithms of kind of Aug-
mented Lagrangian, a phenomenon called greediness may occur. Unconstrained minimizers
attract the iterates at early stages of the calculations and, so, the penalty parameter needs
to grow excessively, in such a way that ill-conditioning harms the overall convergence. In this
sense, the proposal of this work is to add an adaptive artificial box constraint (trust-region)
to the subproblem at every outer iteration, in such a way that the distance between con-
secutive outer iterates is controlled. The new method inhibits the possibility of greediness

phenomenon. Convergence proofs and numerical examples are given.
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Notagoes Basicas

Neste texto usaremos as seguintes notacgoes:
N: denota o conjunto dos ntimeros naturais comegando em 0.
R: denota o conjunto dos niimeros reais.
| - ||: denota a norma Euclidiana.
se u € R, |Julloo = max{|uy], ..., |un|}

se v € R™, denotamos o vetor v, o vetor cujas componentes sao max{0, v; }, max{0, va},...

max{0, v, }.

K g N significa um conjunto infinito de indices que preserva a ordem.
Pov representa a projecao ortogonal do vetor v no conjunto §2.

V denota derivada de primeira ordem.

V2 representa derivada de segunda ordem.



Introducao

No presente trabalho, vamos considerar o seguinte problema de programacao nao linear:
minimizar f(x) (1)

s.a. h(z) =0,
g(x) <0,
x €,

onde f : R" - R, h: R" - R™e g : R" — RP sao fungoes continuas com derivadas
continuas. O conjunto €2 é um subconjunto simples do R", por exemplo, uma caixa (2 =
{r eR"aq; <x; <bj,i=1,2,....,n}).
O método do Lagrangiano Aumentado consiste, basicamente, em resolver o problema de

minimizar em €) a funcdo Lagrangiano Aumentado definida por:

m 2 p 2

Lyfwp) = f(x) + 7 {Z o)+ ] 3 [man(0,0) + 1) }

i=1 i=1
e decidir se a solucao deste problema pode ou nao ser aceita como solucdao do problema
original. Caso nao seja, devemos aumentar o parametro (de penalidade) p e atualizar os
termos (multiplicadores de Lagrange) A e p. Resumidamente, para encontrar a solugao de

(1) resolvemos subproblemas de minimizar o Lagrangiano Aumentado em (2.
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As idéias para o método citado acima foram introduzidas em [23, 24, 25, 26]. Recente-
mente, em [1, 27] foram apresentados resultados deste tipo usando a condigao CPLD [22].

Uma implementacao do método do Lagrangiano Aumentado para resolver problemas na
forma (1) é chamada Algencan [28]. Tal implementacao, utiliza o método do Gradiente
Projetado Espectral [7].

Embora eficiente, esta implementacao apresenta algumas dificuldades praticas, a saber,
o problema de voracidade [9]. Em linhas gerais, este problema consiste do seguinte: uma
vez que o parametro de penalidade é definido para ser pequeno nas primeiras iteragoes, pois,
parametros grandes podem gerar subproblemas mal condicionados [10, 12, 13] as primeiras
iteragoes tendem a privilegiar a otimalidade sobre a factibilidade e como consequéncia o
método pode divergir.

Em [25], para resolver problemas convexos, Rockafellar introduziu o método de Lagran-
giano Aumentado Proximal no qual foi acrescentado um termo regularizador na funcao
Lagrangiano Aumentado.

Usando uma regularizagao similar, em [9] foi apresentado um método para inibir o pro-
blema da voracidade. Este método foi denominado Lagrangiano Aumentado Regularizado.
Motivados pela relagao natural entre o uso de termo regularizador e o uso de regiao de
confianca, vamos apresentar neste trabalho um método de Lagrangiano Aumentado fazendo
uso de estratégias de regidao de confianca. Além disso, vamos estabelecer relacées tedricas
entre os métodos, isto é, vamos verificar que tanto o método do Lagrangiano Aumentado
Regularizado quanto a nova proposta com regido de confianca preservam propriedades de
convergencia e limitacao de parametro de penalidade como o método de Lagrangiano Au-
mentado visto em [1, 27]. Para fins praticos, vamos fazer comparagoes numéricas macigas
entre implementacoes dos citados métodos.

A tese estd organizada da seguinte forma. No capitulo 1 vamos expor alguns conceitos
classicos em otimizagao bem como os principais resultados envolvendo o método do Lagran-
giano Aumentado. Estes resultados serao uteis no capitulo 2 onde vamos expor o problema
de voracidade e o método de Lagrangiano Aumentado Regularizado e verificar que, de fato,

os resultados tedricos de convergéncia e limitacao de parametro de penalidade sao preserva-



dos. O capitulo 3 contém, do ponto de vista tedrico, os principais resultados do trabalho, ou
seja, apresentaremos o método de Lagrangiano Aumentado com Regiao de Confianca e para
este novo método serao estabelecidos teoremas de convergéncia e limitacao do parametro de
penalidade. Ainda neste capitulo, vamos fornecer resultados que garantem convergéncia para
minimizadores globais para a nova proposta. A confiabilidade da nova proposta é apresen-
tada, no capitulo 4, através de exaustivas comparagoes numeéricas entre as implementacoes

dos algoritmos apresentados na tese. Consideracoes finais sao feitas no capitulo 5.



CAPITULO 1

Conceitos preliminares

Neste capitulo vamos expor os conceitos necessarios para o bom desenvolvimento deste tra-
balho. Essencialmente, vamos apresentar o método de Lagrangiano Aumentado como visto
em [1, 19, 27]. Dessa forma, vamos apresentar resultados de convergéncia usando a condigao
CPLD. Resultados de limitacao do parametro de penalidade também serao apresentados.
Os estudos expostos aqui serao almejados nos préximos capitulos, ou seja, vamos apresen-
tar resultados equivalentes aos presentes neste capitulo para os algoritmos apresentados nos

capitulos 2 e 3.

1.1 A condicao CPLD

Antes de apresentar a condigao CPLD vamos resgatar algumas definigoes populares na lite-

ratura de otimizacao. Por simplicidade, vamos nos concentrar no problema:
Minimizar f(z) sujeita a x € D (1.1)

onde

D ={z € R"|h(z) =0,¢9(x) <0}, (1.2)

5
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com

h:R" —=R" ¢g:R" >R, f:R" =R
fungoes continuas em R™ com derivadas continuas.

Definigao 1.1.1. Dizemos que um ponto x* é factivel (vidvel ou admissivel), quando este
satisfaz as restrigoes de (1.1), isto é, v* € D. Ainda, dizemos que um ponto x* € um
minimizador global de (1.1) quando, x* € factivel e f(z*) < f(x), Yx € D. Um ponto x* é
um minimizador local de (1.1) quando existe € > 0 tal que f(x*) < f(x), para todo v € D

que estd a uma distancia menor que € de T*.

Posto a dificuldade de encontrar minimizadores segundo estas defini¢oes vamos estabele-

cer em sequéncia condicoes necesséarias de otimalidade.

Definicao 1.1.2. Dizemos que um ponto x*, factivel, satisfaz as condicoes Karush-Kuhn-

Tucker quando este ponto satisfaz ao sistema:
V(") + Vh(z" )N+ Vg(z")p =0

onde g;(x*) < 0= u; = 0.

Neste caso, dizemos que o ponto x* € um ponto KKT.

Naturalmente, sabemos que KKT nao é uma condi¢ao necessaria de otimalidade. En-
tretanto, sabemos que se os gradientes das restrigoes de igualdade junto com restricoes de
desigualdade ativas em x* (isto é, as restrigoes tais que g;(z*) = 0) formam um conjunto
linearmente independente entao as condigoes KKT ocorrem num minimizador local. Tal
condicao é denominada de reqularidade e, neste caso, dizemos que z* é um ponto reqular.

Regularidade é um exemplo de condi¢ao de qualificagado.

Definigao 1.1.3. Uma condigdo de qualificagio (CQ) é uma propriedade que quando satis-

feita em um minimizador local implica que este € um ponto KKT.

Definicao 1.1.4. (CPLD) Seja I4(x) = {i € {1,...,p}|gi(x) = 0}. Dizemos que x satisfaz

a Condigdo de Dependéncia Linear Positiva Constante (CPLD) se a existéncia de I, C
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{1,...,m}, I, C I4(z), \; € R para todo i € I, jt; > 0 para todo i € I, tais que

> AiVhi(x)+ ) mVgi(x) =0

iy, icly

com Y iep | Ail + Zidg w; >0, implica que os gradientes

{Vhi(z)}ielhv {VQi(Z)}iEIg

sao linearmente dependentes para todo z numa vizinhanca de x.

1.2 O método de Lagrangiano Aumentado

Nesta secao, daremos uma versdo do método de Lagrangiano Aumentado citado anterior-
mente. Para este algoritmo serao apresentados resultados de convergéncia e limitacao de

parametro de penalidade. Reiteramos que o problema considerado é:
minimizar f(x) (1.3)

s.a. h(z) =0,
g(z) <0,
x €,

onde f : R" - R, h : R - R™e g : R" — RP sao funcgoes continuas com derivadas
continuas. Estaremos nos referindo a este problema por PNL.

O conjunto Q é um subconjunto simples do R", por exemplo, uma caixa (2 = {z €
R™a; <x; <b,i=1,2,...,n}). Desta forma, se 2 é conjunto simples estaremos assumindo
que o problema de minimizar uma func¢ao L(x) em 2 é um problema possivel de se resolver

na pratica. Para efeito geral, estaremos assumindo que:

Q={z e R" h(z) = 0,9(r) < 0}

onde

h:R"—R™ g:R" - RE
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tém derivadas primeiras continuas em um subconjunto suficientemente grande de R™.

Para exemplificar tais funcoes, considere o caso em que €2 é uma caixa. Neste caso,

=0,p=2n

g(x) = (a™ — 2y, ..., aﬂ” — Zp,x1 — a", Xy, — a;”““’)T.

Como visto anteriormente, dado p > 0 e aproximagoes A\; € R e p; > 0 para os multipli-

cadores, definimos a funcao Lagrangiano Aumentado por:

L(x, A ) = f(z) + g {zm: {hi(x) + %] L z: {max((),gi(x) + %)] 2} . (1.4)

=1

A seguir, temos uma versao mais detalhada do método citado.

Algoritmo 1.
Seja 2° € R™ um ponto inicial arbitrario.
Os parametros para a execugao do algoritmo sao:
T€[0,1),n>1, —00 < Apin < Amax < +00,
Hmax > 0, p1 >0,
X, € Donins Amay Vi =1,...,m
Ve [0, pmax), Vi=1,....p,

{ex} C Ry uma sequéncia de parametros de tolerancia tal que,

lim &), = 0. (1.5)

k—o0

Passo 1 Inicializagao

k < 1. Definir V° = g(29);

Passo 2 Resolucao do subproblema

Calcular (se possivel) z* € R™ tal que existam v* € R u* € RE satisfazendo

VL, (8, N +kaw +Zung < e, (1.6)
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uf > O,Qi(:ck) < &y para todoi=1,..,p, (1.7)
gl(:pk) < —&p = uF = 0 para todo i = 1, o D (1.8)
IA(z")]| < e (1.9)

k

Se nao é possivel encontrar 2 cumprindo (1.6) - (1.9), parar a execucao do algoritmo.

Passo 3 Estimar multiplicadores

Para todo i = 1, ..., m, calcular

AL = X7+ prg(a”) (1.10)
€
A€ Pty Arma]- (1.11)

—kt1 . .
Geralmente, )\i+ ¢ a projecao de )\fH no intervalo [Amin, Amax]-

Para todo i =1, ..., p, calcular

it = max{0, 7} + prgi(a*)} (1.12)
—k
vE = max { (e, -2 |
Pk
7 € [0, ma]- (1.13)

(Geralmente, ﬁf“ = miﬂ{#f“aﬁmax})'

Passo 4 Atualizar o parametro de penalidade

Se
R = max{||h(z")[loo, [V*]loc} < 7max{||(z" ") [Joo, [V oo},
definir
Pk+1 = Pk-
Caso contrario, definir
Pk+1 = 1Pk

Passo 5 Comecar uma nova iteracao

Atualizar k <+ k + 1. Voltar ao Passo 2.
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Note que, da forma que foi definido 0 método nao apresenta critério de parada. Natural-
mente, na pratica adotamos critérios para interromper o algoritmo em um numero finito de
passos.

Agora, vamos supor que sempre podemos encontrar x* satisfazendo (1.6) -(1.9).Vamos

supor também que, 2 # ) e existe € > 0 tal que o conjunto
{zr eR"g,(x) <& [|a(z)]| <&}

¢é limitado. Note que, esta ultima condicao pode ser forcada acrescentando restricoes artifi-
ciais em €). Desta forma temos que a sequéncia gerada pelo algoritmo possui um ponto limite.
Os resultados que vamos apresentar agora estao relacionados a convergéncia do Algoritmo 1
para pontos KKT. Como suas demonstragoes podem ser encontradas em [27, 1] as mesmas
serao omitidas.

O primeiro resultado que vamos enunciar nos fornece caracteristicas sobre a admissibili-

dade dos pontos limites das sequéncias geradas pelo método citado.

Teorema 1.2.1. Seja {2*} uma sequéncia infinita gerada pelo Algoritmo 1. Seja x* um

ponto limite de x*

. Entao, se a sequéncia de parametros de penalidade py € limitada, x* é
admissivel. Do contrdrio, pelo menos uma das sequintes possibilidades acontece:
(i) O ponto x* é um ponto KKT do problema
Minimizar [Y_%, hi(x)* 4+ >0 max{0, g;(z)}?] sujeita a x € Q.

(ii) x* nao satisfaz a condi¢io CPLD associada a ).

Essencialmente, o teorema anterior fornece que, se x* nao é admissivel entdo, provavel-
mente, este serd um minimizador da inadmissibilidade.

No resultado a seguir, veremos que, se uma restricao de desigualdade se verifica estri-
tamente no ponto limite, entdo, a estimativa do multiplicador associado se anula, para k

suficientemente grande.

Teorema 1.2.2. Seja {1*}rcn uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 1. Suponhamos que

x* € um ponto limite (nao necessariamente admissivel) desta sequéncia e K C N € tal que
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limpeg % = x. Entdo, para k € K suficientemente grande,

(2

gi(z") < 0=t =0e g.(z") <0= uf =0 (1.14)

Finalizando o estudo de convergéncia para pontos KKT, temos que sob CPLD, os pontos
limites da sequéncia gerada pelo Algoritmo 1 sdo pontos KKT do problema original. Este

fato é expresso pelo seguinte teorema.

Teorema 1.2.3. Seja {2%}reny uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 1. Suponhamos que

x* € um ponto limite admissivel que satisfaz CPLD com respeito a todas as restrigcoes do

problema original. Entao, x* é ponto KK'T do problema original.

Uma observagao importante é que, quando o parametro de penalidade é grande, os sub-
problemas do método de Lagrangiano Aumentado sao dificeis de resolver. A razao para isto
é que, ao ser multiplicado por um nimero muito grande, o termo penalizado domina a funcao
objetivo do problema. Assim, f(x) funciona como uma pequena perturbagao do segundo
termo do problema e o algoritmo que resolve o subproblema desprezara tal perturbagao. Em
ponto flutuante, a soma de um nimero muito grande com um numero relativamente pequeno
é o nimero muito grande. Portanto, quando se minimiza uma funcao do tipo Lagrangiano
Aumentado com um parametro de penalidade grande, a tendéncia é que, na maioria dos
casos, o método interno (que resolve o subproblema) se comporte como se o termo f(z) nao
existisse.

Dessa forma, é muito importante que os métodos de Lagrangiano Aumentado tenham a
propriedade de que o parametro de penalidade nao cresga indefinidamente. ou seja, deseja-
mos que o teste do passo 4 tenha resultado positivo para todo k suficientemente grande.

Assim, vamos apresentar um resultado que garante que o pardmetro de penalidade fica
limitado sob condic¢bes que sao verificadas na pratica.

As hipdteses para o teorema que vamos apresentar sao as seguintes:
1. A sequéncia {2*} gerada pelo Algoritmo 1 converge a x*.

2. O ponto z* é admissivel, ou seja, h(z*) =0 e g(z*) < 0.
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3. O ponto x* é regular. Isto implica que as condi¢oes KKT se verificam em z*. Portanto,

existem multiplicadores de Lagrange \* € R™ e u € RE associados a estas restrigoes.

4. O multiplicador A pertence a (Apin, Amaz) Para todo i = 1,...,m. Analogamente, cada

multiplicador p} pertence a [0, ftmar) para todo i = 1, ..., p.

5. As fungdes f, h e g admitem derivadas segundas continuas em uma vizinhancga de z*.

(Os operadores V e V2 denotarao sempre derivadas em relagio a z).

6. Para cada i = 1,...,p tal que g;(z*) = 0 temos que p; > 0. Esta condi¢ao se denomina

Complementariedade estrita.

7. Seja A € R™T9*" 3 matriz cujas linhas sdo os gradientes das restricdes de igual-
dade seguidas dos gradientes das ¢ restrigoes ativas (g;(z*) = 0) em z*. Seja Z €
R ("=m=49) yma matriz cujas colunas formam uma base do nicleo de A. Entao,

ZIV?Lo(x*, \*, u*) Z é definida positiva.

Observacgao 1.2.4. A complementaridade estrita junto com a dltima hipétese definida acima

fornecem uma condicdo suficiente para o minimizador local do problema PNL considerado.

Teorema 1.2.5. Suponhamos, além das hipdteses gerais desta secao, que exista uma sequéncia

{nr} que converge a zero, tal que
ex < 1 max{[[A(z")|oo, [[V* [0}
para todo k € N. Entao, a sequéncia de parametros de penalidade {py} estd limitada.

Demonstragao: Veja [1] O



CAPITULO 2

O método Lagrangiano Aumentado

Regularizado

Neste capitulo estamos, novamente, considerando o problema PNL definido no capitulo 1.
Uma implementacao para o método visto no capitulo anterior é denominada Algencan [28].
Contudo, métodos deste tipo (e portanto esta implementacao) apresentam uma dificuldade
prética, isto é, iterandos podem ser atraidos para regides infactiveis pois primam mais pela
otimalidade do que pela factibilidade. Tal fendmeno é chamado wvoracidade e serd melhor
detalhado a seguir. Os resultados que serao apresentados neste capitulo estao baseados em
[9]. De maneira sucinta, a idéia do método que vamos expor agora ¢ introduzir um termo

regularizador no método de Lagrangiano Aumentado definido no capitulo 1.

2.1 O problema de voracidade

Suponha que o problema PNL tenha uma caixa artificial (isto é, impomos limitante inferior
e superior para as restrigoes de caixa) e que a funcdo f tenha um forte decréscimo. Um

fato que pode acontecer nas primeiras iteragoes de problemas com esta configuracao é que o

13
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parametro de penalidade inicial nao esteja penalizando suficientemente a inadmissibilidade,
ou seja, o método encontra a solucdo do subproblema priorizando o decréscimo da funcao
objetivo, mesmo perdendo factibilidade. Geralmente, o iterando vai para o bordo da caixa
artificial. O problema que surge entao é o seguinte: o método do Lagrangiano Aumentado
comeca a penalizar na expectativa de retirar os iterandos do bordo, entrentanto, os problemas
ficam cada vez mais complicados de serem resolvidos e pode acontecer que o parametro de
penalidade necessario para retirar os pontos da infactibilidade seja muito grande e portanto
o método nao resolve o problema. Aos problemas que apresentam este fenémeno damos o
nome de voracidade. Para detalhar um pouco mais este comportamento considere o seguinte

exemplo:

min —x

s.a z—1=0

Note que este problema nao possui restricoes de caixa. Para efeito de exemplo, vamos

considerar a implementacao Algencan. Algencan resolve problemas na forma:
min f(x)
s.a h(z) =0,9(z) <0
[ <z <u.

Assim, para colocar este problema na forma padrao de Algencan, este deve receber uma
caixa artificial colocando como limitantes niimeros reais de grande valor absoluto, digamos,
| = —10% e u = 108. Observe na Figura 2.1 que a funcao objetivo tem forte decréscimo para
valores maiores que z = 1 (que é o minimizador e restrigdo deste problema).

Note que, se o parametro de penalidade nao estd penalizando suficientemente a inad-
missibilidade o iterando obtido ao resolver o subproblema sera atraido pelo forte decréscimo
que funcao objetivo apresenta para valores maiores que 1. De fato, ao resolver o primeiro

subproblema deste exemplo Algencan considera g = 0, A = 0 e pg = 10. Dessa forma, o
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Figura 2.1: Exemplo de funcao com voracidade.

primeiro iterando ¢ o minimizador em [I, u] de Lio(x,0,0). Observe na Figura 2.2 que mesmo
ao perder factibilidade o decréscimo de Lig(z,0,0) é tao grande que o método obtém um
ponto bastante infactivel (no bordo da caixa artificial) atraido por este decréscimo. Assim, o
ponto obtido ao resolver este subproblema estd muito longe da regiao factivel, logo o método
comega a penalizar cada vez mais para retirar este ponto da infactibilidade e ao fazer isto
os subproblemas ficam cada vez mais complicados. E o método pode divergir. Além disso,

os multiplicadores ficam comprometidos.

Figura 2.2: Comportamento de Lyg(z,0,0).
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2.2 Algoritmo Lagrangiano Aumentado Regularizado

Nesta se¢ao, vamos expor o algoritmo formal do método Lagrangiano Aumentado Regulari-
zado. Embora a principal motivacao para este algoritmo seja contornar a voracidade, outros

aspectos sao considerados:

e Aproveitar melhor a aproximacao inicial 2°;
e Evitar que o método se distancie muito da regiao factivel nas suas primeiras iteragoes;

e Melhorar o condicionamento do problema.

Visando estes objetivos, vamos somar o termo regularizador

|l — 13

; (2.1)

ao Lagrangiano Aumentado, onde v > 0 e T é o ponto de referéncia. Este ponto é o melhor
iterando até o momento em relacao a factibilidade-complementariedade. Assim definimos a
funcdo Lagrangiano Aumentado Regularizado como:

e AT w2\, L=l
Lp,%x(x,A,u)—f(w)Jri{;{M%Hﬂ #3° lmas0.00) + 2 }MT.
(2.2)

A seguir apresentamos o algoritmo do Lagrangiano Aumentado regularizado (sem critério

de parada):

Algoritmo 2
Seja 2° € R™ um ponto inicial arbitrdrio.
Os parametros para a execugao do algoritmo sao:
7€[0,1),71 > 0, Ymax > 0, Ry > 0, > 1,6 >0
—00 < Amin < Amax < 400,
fimax > 0,
p1 >0,

<1

)‘i € [)‘miny )\max]Vi = 1, ey,
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Ve [0, phmax), Vi =1, ..., p,
{ex} C Ry uma sequéncia de parametros de tolerancia tal que

lim e, = 0. (2.3)

k—o0

Passo 1 Inicializacao
k— 1.
Definir V° = g(29);

8

R= RO = max{[|A(”) oo, [[V°[loc};

Passo 2 Resolu¢ao do subproblema

Calcular (se possivel) zF € R™ tal que existam v € R™ u* € R2 satisfazendo

IV Ly (aF 3 1) + (=741 + z ofVhy(a*) + zukw M <er,  (24)
k> O,gi(a;k) < ¢ paratodoi=1,..,p, (2.5)

gl(:pk) < —&p = uF = 0 para todo i = 1, s Dy (2.6)

[A(z")]| < e (2.7)

k

Se nao é possivel encontar x* cumprindo (2.4) - (2.7), parar a execugao do algoritmo.

Passo 3 Estimar multiplicadores

Para todo i = 1, ..., m, calcular

AL — Xf + pehi(z). (2.8)
Para todo i =1, ..., p, calcular
it = max{0, 757 + prgi(z*)} (2.9)

7k
v =max{gi<x’f>,—“—Z}.

Pk
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Passo 4 Atualizar o parametro de penalidade
Ry = max{||A(z")[|oc, [V*]loc}-
Se
Ry < 7Ry—y max{ | (2" ) [loo, [VE o},
definir
Pk+1 = Pk-
Caso contrario, definir
Pk+1 = NPk-
Passo 5 Atualizar o parametro de regularizacdo e o ponto de referéncia
Se
Rk = min{max{Rtol, Ro}, ey Rk‘}7 (210)
definimos z* = 2*.
Caso contrario, definimos 7% = T¢~1.
Para todo i =1,...,m computar:
Xf—H S P\mina )\maz]- (211)
Para todo =1, ..., p computar:
7 € [0, fhmaal- (2.12)
Escolhemos 7,1 de maneira que
Vi1 < min{vyy, SRy} (2.13)

Passo 6 Comecar uma nova iteracao

Atualizar k < k + 1. Voltar ao Passo 2.
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Observagao 2.2.1. As condigoes (2.4)-(2.7) dizem que x* é um ponto KKT aprozimado
para o subproblema

~k

min kaﬂkjk—l(l'k,)\ T
s.a  h(x)=0
g(z) <0

Portanto, a cada iteragdo externa, minimizamos (aproximadamente) o Lagrangiano Aumen-

tado Regularizado no conjunto €.

Observacao 2.2.2. Os passos 3 e 4 sao como no Algoritmo 1. No passo 5, o ponto de
referéncia e o parametro de reqularizacdo sao atualizados. A idéia é que o ponto de referéncia
seja o melhor iterando até o momento em relacao a factibilidade-complementariedade que
¢ medida por Ry. A condigao (2.138) impde que a sequéncia do parametro de reqularizagdo
seja mondtona decrescente, e convirja a zero se alguma subsequéncia de { Ry}, convergir
a zero. Assim o efeito da reqularizacdo tende a desaparecer quando o algoritmo se comporta

bem em termos da obtencao de pontos factiveis.

Observagao 2.2.3. Se atualizamos o ponto de referéncia, os multiplicadores \ e fi em (2.11)
e (2.12) serdo calculados da seguinte forma:

k+1
%

A

= max{ \nin, min{ A\ a0z, )xf“}},

parai=1,...,m e
k4l k+1
;" = min{fimae, g1}
parai=1,...,p.

~ . A . <k 5k _
Quando nao atualizamos o ponto de referéncia, definimos A TN e et =7k,
Para provar a convergéncia global do Algoritmo 2 usamos o seguinte fato: se K C N,
(o]

%g}r% R, =0= k:lggo Y = 0. (2.14)

Esta propriedade é verdadeira pois limgex Ry, = 0 implica, por (2.13), que:

%151{ Ye+1 = 0.
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Agora, como Y11 < v para todo k, portanto limy_,. v = 0. Isto significa que a condi¢ao

Vet1 < Yk VE, (2.15)

imposta em (2.13) é necesséria para provar o teorema de convergéncia. Contudo, a condi¢ao
(2.15) pode nado ser interessante no caso de desejarmos aumentar o parametro de regu-
larizacao se a factibilidade se deteriorar. Noutras palavras, sdo razodveis estratégias de
regularizacao que exigem somente yiy1 < SRy, mas nao que Yei1 < Y-

Agora, vamos ver que, com uma certa modificacdo do Algoritmo 2, a condi¢ao de mono-

tonicidade sobre v pode ser eliminada.
Algoritmo 3

Este algoritimo coincide com o Algoritmo 2, exceto pelos seguintes fatos:

k—

e Para a solucao do subproblema, emprega um algoritmo que usa Z°~! como ponto inicial,

e entao garantimos que

~k

Ly oz (25X, 0%) < L (2N ) (2.16)

e A condigao (2.13) é reescrita por
Vi1 < BRy. (2.17)

A condigao (2.16) é bastante natural para um algoritmo de minimizagdo mondtona que
preserva viabilidade das restrigoes para a resolucao dos subproblemas.

O que permite relaxar (2.17) é o resultado seguinte.

Lema 2.2.4. Seja {x*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3 e suponha que existe um

conjunto infinito de indices K tal que
lim R, = 0.
keK
Entao,

lim Ry, = 0. (2.18)

k—oo0
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Demonstragao: Se a sequéncia {p;} é limitada, entdo Ry < 7Rj_; para todo k suficiente-
mente grande, a tese esta provada.

Assumimos, agora, que limy,_,., pr = 00.

Por (2.16), temos para todo k € N,

f(x’“)+p2k{i[hi(a:k §r+i{max<0,gz k) + k)r}+72’fy|xk—fk—lu2

i=1

1025 o 2] 5 o )}

Dividindo por pi obtemos:
I R M9 LAYE Ve k  k—1y2
IOkf(a:)%—Q{Z{hi(xk)—lrm} +z:j max o,gi(z)+a o lla* =7

i=1 =1

L, L ey Mo ey, B
< —f(@" )+—{ [hi(f )+—Z] + [max (0792-(5' )+—1)} } (2.19)
Pk 2 ; Pk ; Pk
Pela definicao de 7F¥~! podemos escrever:
{5,757 7572} = {afo oM b2 )
onde kg < k1 < ko < .... No entanto, como limgecx Ry = 0, temos que
lim Ry, = 0. (2.20)
Jj—00

Claramente, (2.20) implica que

hm |h(x ||2+Zmax{0 gi(z")}? = 0.

Portanto,
P
: —k—1Y |2 (k=112
Jim [P+ 3 max{0. (7)) <.
Dessa forma, o lado direito da desigualdade (2.19) tende a zero quando k tende ao infinito.

Assim,

kli_)r&%{i{hi(xk)%—)\—fr—f—i{max(() gi(z") + “l)]z}: . (2.21)

i1 Pk =1 Pk
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Como pp — oo e jif é limitado, (2.21) implica que

lim |h(=")]| =0 (2.22)
e
klim max{0, g;(z")} =0Vi=1,...,p.
Entao,
khmv;k:ovz':L...,p. (2.23)
Por (2.22) e (2.23) obtemos (2.18). O

Lema 2.2.5. Seja {2*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3 e suponha que existe um

conjunto infinito de indices K tal que

lim R, = 0.
keK
Entao,
li =0.
i =0
Demonstragao: O resultado segue de (2.17) e do Lema 2.2.4. 0

2.3 Convergéncia

Nesta secao mostraremos a convergéncia global dos Algoritmos 2 e 3. Essencialmente, mos-
traremos que os resultados de convergéncia para o método do Lagrangiano Aumentado vistos
no capitulo 1 continuam validos para os algoritmos apresentados neste capitulo.

Vamos supor que os Algoritmos 2 e 3 nao param no Passo 2 e que a sequéncia gerada
{z*} ¢ limitada. Assim, a sequéncia possui um ponto limite. Uma condigao para que isto

ocorra é que € # () e existe € > 0 tal que o conjunto
{z eR"g,(z) <e |h(z)] <&}

seja limitado. Esta condigao pode ser forgcada acrescentando restrigoes artificiais no conjunto

Q.
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O primeiro resultado é interessante e 1til, ele independe da CPLD. Este resultado nos
diz que, se uma restricao de desigualdade se verifica estritamente no ponto limite, entao a

estimativa do multiplicador associado se anula, para k suficientemente grande.

Proposicao 2.3.1. Seja {2*}ren uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 2 ou 3. Suponhamos
que x* € um ponto limite desta sequéncia e K CN € tal que limpeg 2% = 2*. Entdo, para

k € K suficientemente grande,

gi(z*) < 0= pi*tt

(2

=0eg (") <0= ub = 0. (2.24)
Demonstracao: Segue do Teorema 1.2.2. O

Lema 2.3.2. Seja {z*} uma sequéncia limitada gerada pelo Algoritmo 2 ou 3. Entdio,

lim *|[z% — 71| =0 (2.25)
k—o0 pf

Demonstragao: A sequéncia {Z%} ¢ limitada por defini¢ao. Uma vez que {z*} C {z*}
temos ||z* — 2%~ é limitado.

Do Passo 5 dos Algoritmos 2 e 3 segue que a sequéncia {7} ¢ limitada.

Temos duas possibilidades a considerar:

1. A sequéncia {py} ¢é limitada.
Entao o parametro para de ser incrementado para k suficientemente grande. Portanto,
segue do passo 4 do Algoritmo 2 e 3 que, klirgo Rr = 0. Entao, como ;11 < SRy, segue que
khjgo 7 = 0. Além disso, como ||z¥ — Z*71|| é limitado, obtemos (2.25).

2. A sequéncia {p;} nado é limitada.

As limitagoes de {7} e ||#* — 77| implicam que (2.25) ocorre. 0

Teorema 2.3.3. Seja {2*} uma sequéncia limitada gerada pelo Algoritmo 2 ou 3, e seja x*

um ponto limite desta sequéncia. Entdo:

1. Se a sequéncia de parametros de penalidade py € limitada, x* é admissivel. Em caso

contrdrio, pelo menos uma das sequintes possibilidades acontece:
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(i) O ponto z* é um ponto KKT do problema

min Z hi(z)? + Z max{0, g;(z)}?

s.a z €

(i7) =* ndo satisfaz a condigio CPLD associada as restrigoes do conjunto €Q.

2. Sex* é um ponto limite admissivel que satisfaz CPLD com respeito a todas as restrigoes

do problema PNL. Entao, x* € ponto KKT do problema.

Demonstracao: Seja K CN tal que

lim z* = z*.
keK

A primeira parte do teorema é obtida seguindo a mesma sequéncia de argumentos usada no
Teorema 1.2.1 que pode ser encontrada em [1], com a diferenga que teremos que utilizar o
Lema 2.3.2 e o fato de que a sequéncia {z*} ¢ limitada.

Vamos provar a segunda parte do teorema. Segue de (2.4) - (2.7) e da Proposigao 2.3.1,
que para k € K suficientemente grande temos que:

m

Vf(a*) + Z(Af“Vh,-(xk) + Z pEV gi(2%) + e (aF — 751

=1 ilgi(@)=0
"k k k ky _ sk

+EU¢ Vh,(z") + Z ung_;j(x ) =4",
= ila, @F)=0

onde p**! € RY w* € RY e ||6%|| — 0.

Como z* é factivel, temos que limgex Ry = 0. Assim por (2.13) para o Algoritmo 2 temos:

lim v, = 0. (2.26)

k—o0

No caso do Algoritmo 3, (2.26) segue do Lema 2.2.5. Portanto, podemos definir

51@ — ék . '7k($k _fkfl%
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e entdo, para k suficientemente grande,

Vi) + Y VR + Y Vgt
i=1

i|gi(x*)=0

+ Z vf Vh(z") + Z usgj(:pk) = ok,
i=1

jlg,;(@*)=0
onde pF+1 € R wh € RE e ||6%|| — 0.
A partir deste ponto, seguem os mesmos argumentos do Teorema 1.2.3 (veja [1] para mais

detalhes), e obtemos o resultado. O



CAPITULO 3

Lagrangiano Aumentado com Regiao

de Confianca

No capitulo anterior, apresentamos um estudo de um método de Lagrangiano Aumentado
com o acréscimo do termo regularizador. Este estudo foi composto pela exposicdo de um
algoritmo e a partir deste algoritmo apresentamos teoremas que garantem convergéncia glo-
bal. O termo regularizador citado anteriormente motiva, naturalmente, ao estudo de regiao
de confianca. Dessa forma, vamos apresentar neste capitulo um método que, em vez de
lidar com o termo regularizador para contornar a voracidade, utiliza estratégias de regiao

confianca.

3.1 O algoritmo

A idéia do nosso novo método é incorporar restricoes de caixa artificiais adaptativas para
os subproblemas de forma que a distancia entre iterandos (externos, isto é, as solugoes
dos subproblemas) consecutivos é controlada. FEstas caixas adaptativas sdo as regides de

confianca, isto é, esperamos que nestas caixas o problema de voracidade possa ser controlado.

26
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Caso isto nao ocorra, diminuimos o tamanho da caixa até que a patologia seja contornada.
Quando néao ocorre voracidade, a caixa cresce pois assim damos liberdade para o método
encontrar o minimizador do problema original sem as restricoes adaptativas.

Lembremos que o problema considerado é:
Minimizar f(x) sujeito a h(x) =0, g(z) <0,z € Q.
Lembremos também que podemos escrever 2 = {x € R"|h(z) = 0, g(z) < 0} e assumir que
as fungoes f : R" - R, h: R" - R™, g: R" - RP, h : R" — R™, g : R" — RZ tem

derivadas de primeira ordem continuas no R™. Assim, €2 é um conjunto fechado. A seguir,

vamos definir o primeiro algoritmo da nova proposta.

Algoritmo 4

Os parametros que definem o algoritmo sao: 7 € [0,1), 7 > 1, Anin < Amazs fmaz > 0,
By >0, B > 0, Ryy > 0. Na primeira iteracao externa usamos um parametro de
penalidade p; > 0 e estimativas N oe R e ' € RP para os multiplicadores de

Lagrange tais que

N € Donins Amaa]Vi = 1, om e g1t € [0, ptmaa]¥i = 1, ..., p.

(3

Assumimos que z° € R™ é um ponto inicial arbitrdrio que coincide com o ponto de

referéncia inicial Z° e Ay > 0 é um raio arbitrrio para a regiao de confianca.

Para cada k € {1,2,...} definimos

By = {z € R"||jz — 7" Y| < Ay}

Finalmente, {¢;} é uma sequéncia de nimeros positivos que satisfaz

lim ¢, = 0.

k—oo0

Passo 1. Inicializacao.

k1.
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Passo 2. Resolver o subproblema.

Calcular z* € B*¥ N Q) tal que existem v* € R w* € R? satisfazendo

m P
| Paanale® = (VLy, (o5, X5, 1) + 3 of Vhy(a¥) + > whVg(ah))] - 2" < e, (3.1)
i=1

i=1
k k
w” >0, g(x") < e (3.2)
gi(a:k) < —er = w} =0 para todoi=1,...,p, (3.3)
[A(z")]| < ex (3.4)
e
Ly (X' ) < Ly, (@ X' %), (3.5)

Passo 3. Cualcular a factibilidade e a complementariedade. Para cada i = 1, .., p calculamos

ik

V) = max{gi(z"), -},
Pk

e definimos

Ry = max{||h(z")]| o, V]| 0 }-

Passo 4. Atualizar os multiplicadores de Lagrange e o ponto de referéncia.

Se Ry, # min{max{Rs, Ro}, Ry, ..., Ry}, definimos 7% = 71, M+ = )k 3 =
= Xk, pktt = b @t = @k, Sendo, definimos 7F = 2% e calculamos, para cada
1=1,...m

AL =X+ pihi(a®) (3.6)
e

Th+1

)\i € [)\mz’ny )\ma:c]-
Para cada ¢ =1, ..., p, calculamos

py ™ = max{0, 7} + prgi(z")}, (3.7)

ﬂerl € [0, fhmaz)-
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Passo 5. Atualizar o raio da regidgo de confianga e o parametro de penalidade.

Se k>1e R, > 7Rj_1 definimos

Pk+1 = 1Pk-

Senao, definimos

Prk+1 = Pk-

Escolhemos Agy1 > 0 de maneira que

B
A > = 3.8
oz 3
e
Apt1 > Boprta (3.9)

k «— k41 e voltamos ao passo 2.

Observagao 3.1.1. As condigoes (3.1)-(3.4) significam que o ponto z* é um ponto KKT

aproximado do subproblema
Minimizar Lp(x,xk,ﬁk) s.a. h(r) =0,g(r) <0,z € By.

Assim, para cada iteragdo externa desejamos minimizar (aprozimadamente) o Lagrangiano
Aumentado sujeito a restri¢oes (simples) definidas pelo congunto Q e pela regiao de confianga

By,.

Observacao 3.1.2. No passo 5 a regiao de confianca ¢ atualizada. Note que o ponto de
referéncia € o ponto que define a regiio de confianca e assim como no Algoritmo 2 e 3 o
ponto de referéncia € o ponto com melhor medida de complementariedade-factibilidade. A
regra (3.8) impoe que o raio da regiao de confianga deve tender ao infinito se a medida de
factibilidade-complementariedade Ry tende a zero. Em (3.9) temos que, se o parametro de
penalidade estd adequado a factibilidade do problema, entdao, podemos fornecer uma regido

de confianca maior.
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Lema 3.1.3. Seja {2*} uma sequéncia limitada gerada pelo Algoritmo 4 e suponhamos que

existe um conjunto infinito K, de indices, tais que

lim R, = 0. (3.10)
keK

Entao,
klim R, =0. (3.11)

Demonstragao: Primeiro, vamos supor que {px} é uma sequéncia limitada. Posto que,
Ry < TRj_; para todo k suficientemente grande, a tese esta provada.
Agora, vamos supor que limy_, o, pr, = 00.

Por (3.5), temos, para todo k € N,

g2 35 [ + 5] 43 st o + 2]
2 — 1 pk — 7gl pk
m Xk 2 p Ek 2
_k 1 —k 1 M —k—1 i
< s+ 43 i 2] 3 foma@ )+ )

Dividindo por pj obtemos:

1, 1] & X
kQZ[ X

=1

+ZZ:: {maX(O gi(@" ) + Mf)r . (3.12)

m ~k
1 1 )
< 51 b

Pk 2 P ,Ok

k—1

Pela definicao de 7" nds podemos escrever:

{z° 2", 2%, ..} = {ako, 2™ 2P}
onde kg < k1 < ky < ... Além disso, como limgecx R = 0, nds temos que

lim Ry, = 0. (3.13)

Jj—00

Claramente, (3.13) implica que

Tim, || A (2" yy?+zmax{o g(x)}* =0.
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Portanto,
p
: —k—1Y]|2 (wh—112
Jim (I + 3 meax{0. g =0

Dessa forma, o lado direito da equacao (3.12) tende a zero quando k tende ao infinito.

Assim,
m Xk? 2 14 —k 2
Jim 5037 [Wmi > {max{o,gxxm“—’ 0
e i=1 k i=1

<~k - .
Como p, — oo e i*, A sao limitados, segue que

lim ||h(z")|| =0 (3.14)

k—o00

e
klim max{0, g;(z*)} = 0,Vi =1, ..., p.
Entao,
klim VFE=0,Vi=1,..,p. (3.15)
Por (3.14)e (3.15) nés obtemos o resultado. O

Lema 3.1.4. Seja {2*} uma sequéncia limitada gerada pelo Algoritmo 4 e suponhamos que

existe um conjunto infinito K de indices tais que
lim Ry = 0.
keK

Entao,

k—oo

Demonstragao: O resultado segue diretamente de (3.8) e do lema anterior.
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3.2 Convergéncia e limitacao do parametro de

penalidade

Lema 3.2.1. Suponhamos que {x*} é uma sequéncia limitada gerada pelo Algoritmo 4.

Entdo, para cada k =1,2,3, ... temos que z* € By, e:

| Ppynolz” —(V f(2%)+ Vh(z") N4V g (27) b+ V(2P )0+ V g (%) w®)]| —2F || < &, (3.16)

onde
wh < 0,wF =0 sempre que g(xk) < —Ep,
gl(xk) <e&Vi=1,..p, Hh(:pk)H < &p.
Demonstragao: A prova segue de (3.1)-(3.4) usando a defini¢ao (3.6) e (3.7). O

Lema 3.2.2. Suponha que {z*} é uma sequéncia limitada gerada pelo Algoritmo 4 e suponha
que limg_,o pr, = 00. Entdo, existe uma constante ¢ > 0 tal que para cada k suficientemente

grande temos:
[V f(2*) + VRPN + Vg (a¥) b + VR(a* )P + Vg ()| < ey, (3.17)

onde

w® < 0,wF =0 sempre que g(xk) < —Eg,

g,(x") <evi=1,..,p |h")| < e

Demonstragao: Defina:
gF =V f(a") + VRPN 4+ Vg(a¥) pF ! + VAR )or + Vg (a*)w". (3.18)

Entéao, por (3.16), temos:
| Pe,ra(z® — g*) = a*|| < e (3.19)

para todo k =1,2,....
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Pela equivaléncia de normas em R”, existe ¢; > 0 tal que

| Pp,na(z" — ") — %] < cren (3.20)
Agora, pela defini¢ao de By,
[Pryo(e® — ¢))i = max{z; ™" — Ay, min{z; ™" + Ay, 2f — g7}
Portanto, para cada k € N, i € {1,....n},
| max{zF! — Ay, min{zF ' + Ay, 2F — gF}} — 2F < e
Assim,
—ciep < max{fffl — Ay, min{ff*1 + Ay, :pf — gf}} — ¥ < ey

Dividindo por pg, obtemos:

—ciep + aF Tt Ak Tt Ak xk }} < Q=T ci€p —
Pk Pk Pk Pk ,0 P Pk Pk

Como {Z*~'} e {2*} sdo limitados, nés temos que T+ ' /p;, e 2¥/p;. tendem a zero. Por (3.9)

(3.21)

temos, para k suficientemente grande, que:

Pk
Portanto, por (3.21), temos, para k suficientemente grande que:
—ciep + ¥ < x_f B g_f < cier + :ch (3.22)
Pk Pk Pk Pk

Entao,

- k

C—lgk < _g_l < % (3.23)
Pk Pk Pk

Multiplicando ambos os lados de (3.23) por pg, obtemos, para k suficientemente grande que:
1971 < crc

Por (3.18) e pela equivaléncia de normas em R™ temos o resultado. ]
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Teorema 3.2.3. Suponha que x* ¢ um ponto limite de uma sequéncia limitada gerada pelo
Algoritmo 4. Entdo:

1. Ao menos uma das sequintes possibilidades ocorre:
e O ponto x* satisfaz as condicoes KKT do problema

Minimizar ||h(z)||* + [|g(z)+]]* s.a. h(z) =0, g(z) <O0.

e A condi¢io CPLD ndo € satisfeita em x* com respeito as condi¢oes h(x) =0 e g(x) < 0.

2. Suponha que x* é um ponto limite factivel de PNL. Entdo, pelo menos uma das sequintes

possibilidades ocorrem:
e O ponto x* satisfaz as condi¢coes KKT de PNL.

e A condi¢ao CPLD ndo é satisfeita em x* com respeito as condi¢oes h(x) =0, g(z) <0,

h(z) =0 e g(x) <O0.

Demonstragao: Vamos provar a primeira parte do teorema. Se {py} é uma sequéncia
limitada, segue que a partir de uma certa iteragao py nao é incrementado. Dessa forma, a
factibilidade de qualquer ponto limite segue do passo 5 do Algoritmo 4. Se a sequéncia {py}
¢ ilimitada, temos pelo Lema 3.2.2 que, para k suficientemente grande o Algoritmo 4 pode
ser considerado um caso particular do Algoritmo 1. Portanto, a tese segue do Teorema 1.2.1.

Agora, vamos provar a segunda parte do teorema. Neste caso, pelo Lema 3.1.3, nds temos
que limg_., Ry = 0. Portanto, por (3.8), limy_. Ay = 0.

Como no Lema 3.2.2, definimos:
g* =V f(a") + VA" )N + Vg(2*) 1 + VA" )" + Vg (a*)w”.

Entao, por (3.16),

1Ppna(z" = g*) — 2" < ex

para todo k =1,2,....
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Pela equivaléncia de normas em R”, existe ¢; > 0 tal que
|Pana(a" = g) — 2"l < cr64.
Pela definicao de By,
[Pp,no(2® — ¢")])i = max{zF~! — Ay, min{zF ' + Ay, 2F — gF1}.
Portanto, para cada k € N, i € {1, ...,n},
| max{ZF ™ — Ay, min{Z !+ Ag, 2¥ — gF}} — 2| < ¢ (3.24)
Assim,
—ciep + o < max{zF ! — A, min{zF T+ Ap, 2 — gFY ) < e + b
Portanto, pela limitagao de {2*}, existem constantes cy, c3 € R tais que:
—cy <max{TF ' — Ay, min{ZF T + Ay, 2 — gF}} < e

Como Ay — oo e {z%7!} ¢ limitada, a desigualdade acima pode ocorrer somente se, para k

suficientemente grande, ocorrer:

—k—1
Z; -

Ap < b —gF <771 4 Ay

Portanto, por (3.24), |g¥| < cie), para k suficientemente grande. Isto implica que, para k
suficientemente grande, a sequéncia {z*} pode ser pensada como uma sequéncia gerada pelo

Algoritmo 1. Dessa forma, a tese segue pelo Teorema 1.2.3. (]

Uma vez que provamos os resultados de convergéncia, vamos provar o resultado de li-
mitacao de parametro de penalidade. Dessa forma, vamos considerar as seguintes hipdteses

gerais (para o Algoritmo 4):
1. A sequéncia {2*} gerada pelo Algoritmo 4 converge & x*.
2. O ponto x* é admissivel (ou seja, h(z*) =0 e g(z*) <0).

3. O ponto z* é regular.
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4. O multiplicador A pertence a (Apin, Amaz) Para todo i = 1, ...,m. Analogamente, cada

multiplicador p} pertence a [0, ftmar) para todo i = 1, ..., p.
5. As fungoes f, h e g admitem derivadas segundas continuas em uma vizinhanca de x*.

6. Para cada i = 1,...,p tal que g;(z*) = 0 temos que p; > 0 (Complementariedade

estrita).

7. Seja A € R™F9*" 3 matriz cujas linhas sdo os gradientes das restricdes de igual-
dade seguidas dos gradientes das ¢ restrigoes ativas (g;(z*) = 0) em z*. Seja Z €
R™*("=m=49) yma matriz cujas colunas formam uma base do nicleo de A. Entao,

ZTN2Lo(x*, \*, u*) Z é definida positiva.

8. Existe kg € N, tal que para k > ko, Ry, = min{max{ Ry, Ro}, ..., R}, ou seja, para k

suficientemente grande atualizamos os multiplicadores como no Algoritmo 1.

Teorema 3.2.4. Suponhamos, além das hipdteses anteriores, que existe uma sequéncia {ny}

que converge a zero, tal que
ex < mpmax{ || (z")]|oo, [V* oo}
para todo k € N. Entao, a sequéncia de parametros de penalidade {py} estd limitada.

Demonstragao: A demonstracao deste teorema segue imediata do Lema 3.2.2 e do Teo-

rema 1.2.5. O

3.3 Minimizadores globais

Nesta secao provaremos que pontos limites de sequéncias geradas pelo Algoritmo 4, sao
admissiveis se a regiao factivel é nao vazia, e mais sao minimizadores globais de PNL. Para
isto, vamos supor que a cada iteracao externa o subproblema a ser resolvido tem minimizador

global. Dessa forma, uma pequena modificagdo do Algoritmo é proposta.
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Algoritmo 5

Os parametros que definem o algoritmo sao: 7 € [0,1), 7 > 1, Anin < Amazs fmaz > 0,
G >0, B > 0, Ryy. Na primeira iteragao externa usamos um parametro de penalidade
p1 > 0 e estimativas MNeRme it € RP para os multiplicadores de Lagrange tais que,

N € Donines Amaa)s Vi = 1, covm e pid € [0, ftmaa], Vi = 1, ..o, p.

Assumimos que z° € R™ é um ponto inicial arbitrario que coincide com o ponto de

referéncia inicial 7° ¢ A; > 0 é um raio arbitrdrio para a regido de confianca.

Para cada k € {1,2,...} definimos

By, = {z ¢ R"|||lz — 7" Y| < Ap}.

Finalmente, {¢;} é uma sequéncia de nimeros positivos que satisfaz

lim ¢, = 0.

k—o0

Passo 1. Inicializacdo.

k «— 1.

Passo 2. Resolver o subproblema.

Calcular z* € B* N Q solucao global do subproblema
P m )\k 2 p ;uk 2
min f(z) + Ek {Z {hz(x) + p—l] + Z {max(o,gi(x) + p—)] }
i=1 k i=1 k

sujeito a x € QN By.

Passo 3. Cualcular a factibilidade e a complementariedade.

Para cada ¢ = 1, .., p calculamos

—k
VF = max{g;(z"), — 1},
Pk

e definimos

Ry, = max{ [ (x)|oc, [V}
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Passo 4. Atualizar os multiplicadores de Lagrange e o ponto de referéncia.

Se Ry # min{max{R,, Ro}, R, ..., Ry}, definimos TF = %71 N+l = )k P
P Xk, k= pF okt = 1% Sendo, definimos zF = 2* e calculamos, para cada
1=1,...m

N = X 4 () (3.25)
e

Xf—i_l S P\minp )\maac]-

Para cada ¢ =1, ..., p, calculamos

it = max{0, i + prg;(z*)}, (3.26)

Hi’ﬁl € [07//'max]-

Passo 5. Atualizar o raio da regidgo de confianca e o parametro de penalidade.
Sek>1e R, > 7Rj;_; definimos
Prs1 = NPk

Senao, definimos

Pk+1 = Pk-

Escolhemos A1 > 0 de maneira que

b
Apig > — 3.27
az (327
e
Apt1 = Baprsa (3.28)

k «— k 4+ 1 e voltamos ao passo 2.

Teorema 3.3.1. Suponhamos que a regidgo admissivel do problema PNL é nao vazia. Supo-
nhamos além disso, que a sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo 5 € limitada, e seja x* um

ponto limite desta sequéncia. Entdo x* € admissivel.
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Demonstracao: Seja K C N um conjunto infinito de indices tal que

lim 2* = 2*.
keK

Divideremos a demonstracao em dois casos:
I. A sequéncia p é limitada.
IT. A sequéncia p; nao é limitada.
Caso I. Neste caso, a partir de uma certa iteracao, o parametro de penalidade nao é mais

atualizado. Portanto, segue do passo 3 e 5 do algoritmo que:
klim |h(z")]| = klim V¥ = 0.

Assim,

h(z*) = 0.

Ainda mais, se g;(z*) > 0 temos que existe ¢ > 0 com g;(z*) > ¢ > 0 para k € K
suficientemente grande, isso contradiz o fato de que ij — 0.

Logo, g;(z*) < 0 para todo i = 1,2, ..., p. Posto que, 2* € Q, Vk € N e Q é fechado entao,
r* € Q e portanto z* é admissivel. Assim, o resultado estd provado para o caso em {p;} é
limitado.

Caso II. Novamente, como z* € ) para todo k, e  é fechado, entdo, z* € 2. Suponhamos

que z* nao é admissivel entao existe z € € tal que
1Az )P + (™) + [ > ()P + lg(2)+]1* = 0.

- , ke .
Como h e g sdo continuas, A\ e fi* sdo limitados e p, — oo segue que, existe uma

constante ¢ > 0 e ky € K tais que

by it by i
h(x®) + —|| + H (g(ac’“) + —> > ||h(z) + —|| + H <g(z) + —) +c. (3.29)
Pk Pk ) 4+ Pk Pr/ 4
Portanto, para esses indices k,
X ’
£ty + 2 hak) + 2| + H (g(xk) + “—) ] > (3.30)
2 Pk Pk +
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o5,

Como p, — +00, segue que A, — 400, logo, para k suficientemente grande, z € Bj.

g ey ™) = f(2). (3.31)

Pk
1+ 5% :

—k
A

h(z)+ —

2 () Pk

Além disso,

—k —k _ (pr — 1)c
Lﬂk(xk» A vuk) > ka(Z, A nuk) + T + f(xk) - f(Z)
Agora, como limyex ¥ = 2* e f é continua, temos que, para k suficientemente grande,
(pr = 1)c
5 + f(2*) = f(2) > 0.

Logo,
<k _ <k _
ka(l'k,)\ nuk) > ka(’z’)\ 7uk)'

O que contradiz o fato de que z*

é uma solugao global do subproblema definido por py.
Assim, z* é admissivel.

O

Teorema 3.3.2. Suponhamos que a regiao admissivel do problema PNL € nao vazia e que
a sequéncia {x*} estd bem definida pelo Algoritmo 5 e € limitada sendo x* wm ponto limite.

Entao, x* € um minimizador global do problema PNL.
Demonstragao: Seja K C N um subconjunto infinito de indices tal que

lim 2% = z*.
keK

Segue do teorema anterior que z* é admissivel.

Novamente, vamos dividir a demonstragao em dois casos:

I. A sequéncia p é limitada.

I1. A sequéncia p nao é limitada.

Caso 1. Neste caso, existe kg € N de forma que nao atualizamos mais o parametro de
penalidade para todo k > kq. Como as sequéncias {Xk} e {I*} estdao em um compacto,
existem K; C K (K infinito), A* € [Amin, Amax)™s #* € [0, fimax|* tais que

. .~k R
lim zF = 2%, lim A" = \*, lim " = u*.
keK, keK, keK,
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Mas pelo passo 3 do Algoritmo 5 devemos ter limy .., max{g;(z*), =%/ pr, } = 0. Portanto,

se g;(x*) < 0 devemos ter, forgosamente, que p; = 0. Dito de outra forma,
gi(z*)u; = 0 para todo i =1, ..., p.

Agora, seja z € 2 um ponto admissivel arbitrario. Como o parametro de penalidade nao
é atualizado para k suficientemente grande, temos que, Ry — 0 (k > ko). Logo, pelo Lema

3.2.4 segue que limg_, o Ap = +00. Assim, existe k; € K; tal que

Yk

Ly, (" X' 1) < Ly, (2 X 0),VE > k.

Pk

Como g(z) <0 e " /pe > 0,

—k 2 —k 12
(o) <[
Pk + Pk
Entéao, como h(z) = 0 temos:
—k 112 k112
~k
LPh(xk))‘aﬁk)Sf(Z)_"& T +‘IM_ ,Vk > Ky
2 Pk1 Pk
Passando o limite na desigualdade acima obtemos:
p p\ P o || 1 |
s+ 2 (s + ) < 0+ 2]
2 Py ) 4 2 P

ou seja,

Phy i\ YA

flx™) +—= <gl(x*) + —l> < flz)+ = <—l> . (3.32)
2 ; pkl + 2 i=1 pk?l
Mas
A% LA
(gz(x*) + —’) = max {O,gi(x*) + —l} .
pkl + pkf1

Portanto, se g;(z*) = 0,

u 2 . 2
o) (2
Pki/ + Pk

Agora, se g;(z*) < 0 temos, uf = 0. Logo,

(gi(x*)—i- ”3>2 =0.

Pk /) 4
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Dessa forma, por (3.32), obtemos que f(z*) < f(z). Posto que z é um ponto admissivel
arbitrario, resulta que z* é minimizador global.
Caso I1. Seja z € €2 um ponto admissivel. Como p, — 400 temos, pelo Algoritmo 5, que

Ay — +o0o. Assim, existe kg tal que z € By para todo k > ky. Logo,

Como h(z) = 0 segue que:

Xk: ~Fk |2
h(z)+—| =||—| ,Vk > ko.
Pk Pk
Agora, como g(z) < 0 temos que:
Ek 2 E 2
() - e
Pk + Pk
Dessa forma,
—k 112 & 2 —E 112 )
o PeL|[A ( k M) Pr ||| A ‘M
)+ = (=l + )+ — <fE)+=||— — ,Vk > k.
fa) 21| pr H 9(=") Pk ) 4 < /) 2 Hpk Pk ’

Observando que pp, — +00 e {Xk}, {@*}, {z*} sdo limitadas segue, tomando o limite, que:

f(@*) < f(2).

Como z é um ponto admissivel arbitrario, resulta que z* é solucao global.

Do caso I e do caso II segue a tese do teorema. U



CAPITULO 4

Implementacao e testes

No presente capitulo apresentaremos comparacoes detalhadas entre a implementagao Al-
gencan e a implementacao do novo algoritmo, a qual denominamos Algencan-OTR. Alguns
detalhes da implementacao deste novo método sdo expostos. Apresentaremos também uma
versao de Algencan e uma versao de Algencan-OTR para a minimizacao global. Finalizando
o capitulo vamos expor comparagoes entre Algencan-OTR e RAlgencan. Esta ultima é a

implementacao do método apresentado no capitulo 2.

4.1 Detalhes de implementacao

A implementagao do Algoritmo 4, Algencan-OTR, foi realizada por algumas modificagoes
na implementagao Algencan. Essencialmente, introduzimos restricoes de caixa artificiais e
adaptativas nos subproblemas do método de Langrangiano Aumentado. A versdo utilizada
de Algencan foi a 2.2.1 (veja [28]). Uma observagao importante é que os subproblemas de
Algencan sao resolvidos por usar o robusto Gencan. Gencan é usado para a minimizagao de
funcoes com restrigoes de caixa e sua evolucao reflete resultados melhores quando incorporada

ao método de Lagrangiano Aumentado citado no capitulo 1. Note ainda que, em Algencan-

43
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OTR, néo alteramos a complexidade dos subproblemas, isto é, continuamos minimizando em
restri¢oes de caixa, logo, o novo método pode aproveitar as boas caracteristicas de Gencan.
Os detalhes expostos nesta segao estao como em [8].

Seja ¢ > 0 um parametro de tolerancia para a factibilidade, complementaridade e otima-
lidade. Em cada iteragao k, se k # 1 e se as condicoes (3.1-3.4) sao satisfeitas substituindo &
por k — 1, g, = v/ e R, < /e entao, definimos ¢, = 0.1¢;_;. Caso contrario, nés definimos
e = /. Paramos o algoritmo em uma iteragao k& quando (3.1-3.4) é satisfeita substituindo
gr por € e R, < e. Noés definimos os seguintes valores para os parametros em questao:
e=10"% 7 =05 1= 10, \pin = —10%°, Moz = fimaz = 10%°. Consideramos Ay = 0 e
po = 0.

Em cada iteragao k, calculamos o= Piaindmaalm (AF) € TF = Py, 10(0F). Quanto
aos novos parametros introduzidos, usamos 3, = 32 = 1078, Ry = 0.1 ¢ A; = 0o. No
passo 5, se Ry > 100 min{max{R;,, Ro}, Ry, ..., R}, definimos Ay = 0.5]|2F — 7%|| e
Apy1 = max{Ay 1, 31/Ry, f2pr}. Caso contrario, definimos A,y = 0o. Note que ao definir
Ay desta forma, a condigao (3.8) e (3.9) sdo satisfeitas.

Os algoritmos foram implementados em Fortran 77 usando precisao dupla e compilado
com gfortran (GNU Fortran (GCC) 4.2.4). A opgao de compilagao foi otimizada, a sa-
ber, -O4. Todos os experimentos foram executados num Intel Core2 QUAD com 4.0GB de
memoria RAM e o sistema operacional foi o Linux.

Dois aspectos da implementagao Algencan contribuem para o nao surgimento do fenomeno
de voracidade, o escalamento e o parametro de penalidade inicial.

Escalamento. A implementacao Algencan resolve, ndo o problema PNL citado, mas um

problema escalado da forma:

Minimizar f(z) sujeita a h(z) = 0,§(z) < 0,2 € Q= {z e R"[{ < z < 4}, (4.1)
onde:
A 1
) =ssf(x) esp= ;
R T N A TE

X 1
hi(z) = snhi(x) € sn, = max{1, ||Vh;(z°)| s}

i=1,...,m,
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1
=1,
max{1, || Vg;(2°)|le }

§1<x) = Sgigz'(x) € Sg;, = y Dy

e {; = max{—10%,4;} e i; = min{10%, u;} para todo 7. O critério de parada est4 associado
ao sucesso considerando a factibilidade e a complementaridade do problema original (sem
escalar restrigoes) e a otimalidade do problema escalado (4.1). No caso particular em que
m = p = 0, definimos sy = 1.

Parametro de penalidade inicial. A funcao Lagrangiano Aumentado para o problema

(4.1) e para o caso particular de (A, u) = 0 se reduz a
_ 7 P
Lp(x70> 0) - f(ﬂ?) + EC(I)’

onde

Cla) = hi(z)* + Zmax (0, gi(x

=1

Entao, se C'(x) # 0, o valor de p que mantém o Lagrangiano Aumentado “ bem balanceado”é

f(z)
C(x)"

Em Algencan, assumimos que (A°, z°) = 0 e definimos:

o L omax(L IO\
p1 = min {max {10 , 10m} , 10 } . (4.2)

dado por p = 0.5

Além disso, tentamos fazer uma escolha do parametro de penalidade um pouco mais inde-
pendente das aproximacao inicial 2°. Neste caso, o que é feito é calcular rapidamente x!
como solugao do primeiro subproblema (limitando a 10 o nimero de iteragdes para resolver
o subproblema) e calculamos p, como em (4.2) porém usando o ponto x'. Na sequéncia,
as regras para atualizar o parametro de penalidade descrita no passo 4 do algoritmo sao
aplicadas para k > 3.

Os dois detalhes de implementagao descritos acima reduzem a chance de Algencan ser
atraido por pontos infactiveis nas primeiras iteragdes por, basicamente, ignorar as restri¢oes.
Entretanto, exemplos especificos mostram que o tal fendmeno pode ocorre mesmo com as

duas consideracoes citadas.
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4.2 Testes numéricos

Na presente secao vamos apresentar exemplos em que ocorrem voracidade e analisar de
forma detalhada o que ocorre com Algencan e Algencan-OTR. Em seguida, vamos mostrar
uma comparacao numa quantidade grande de problemas testes, para verificar que Algencan-
OTR mantém o bom desempenho de Algencan, ou seja, a adigao das caixas adaptativas nao

prejudica o desempenho do método em problemas gerais.

4.2.1 Exemplos especificos de voracidade

Para os exemplos numéricos que vamos expor foi usado a versao Algencan 2.2.1.

Problema A:

n
min  — g zf +
i=1

n
s.a E r? <1,
i=1

Seja n = 10 e considere o ponto inicial 2° = %E, onde T; sao numeros aleatorios distribuidos
(0.9, 1.1].

Algencan. Observe que z° é um ponto factivel, s; = s,=1.0D+00 e p;= 1.0D+01. Na
primeira iteracao para resolver o primeiro subproblema, o solver interno, Gencan, da um
grande passo na direcdo do gradiente negativo obtendo o ponto z! no qual a funcao objetivo
que estd sendo minimizada (o Lagrangiano Aumentado) tem um valor menor que —102°.
A funcao objetivo escalada em z' é aproximadamente -6.5D+21 e a norma das restricoes é
aproximadamente 2.0D+406. O valor de p, € 1.0d+08. Nem este valor de p nem os posteriores
sao capazes de remover Algencan deste ponto. Algencan para apds poucas iteracoes externas
em um ponto infactivel.

0

Algencan-OTR. temos que 2° é um ponto factivel. Desta forma, um ponto z* ape-

nas € aceito como novo ponto de referéncia se R, < R;; = 0.1. Em outras palavras,
enquanto R, > Ry, nés teremos ¢ = 7° = 2°. A solucdo do primeiro subproblema

(aquela que conduziu Algencan para um ponto infactivel) é rejeitada pelo Algencan-OTR.
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Na préxima iteragao, Algencan-OTR usa Ay =2.0D4+02 que ainda é grande. Nas sucessi-
vas iteragoes Algencan-OTR usa A3=1.0D+02, A4;=5.0D+01, A5s=2.5D+01, Ag=1.2D+01,
A7=6.2D+00, Ag=3.1D+00. Na iteracdo externa 8, usando Ag=3.1D+00 Gencan encon-
tra uma solucao 2% do subproblema tal que Rg=2.0D-02. Este ponto é aceito como novo
ponto de referéncia, os multiplicadores de Lagrange sao atualizados e, em trés iteragoes
seguintes (usando Ag=A;y = A;; = o), Algencan-OTR encontra a solucao z* tal que
x; ~-3.16227766016870D-01, para todo i.

Problema B:

min —exp(z z? 4 0.01)7*

i=1
n

s.a E x;i =1,
i=1

Seja n = 10 e considere o ponto inicial e z; = 15,7 =1, ..., 10.

Algencan. O comportamento de Algencan é essencialmente o mesmo do caso anterior.
Neste, temos sy =3.9D-06, s, =1.0D4+00 e p;=1.0D+01. A funcao objetivo escalada vale
-5.11D-02 e a norma das restri¢oes vale 2.0D-02. Na primeira iteracao ocorre voracidade e no
ponto x! obtido a funcio escalada vale -2.523028D+22 e a medida de complementariedade
factibilidade vale 1.D+00. O parametro de penalidade py para a préxima iteracao vale
1.0D408. As normas das restrigoes variam entre 9.0D-01 e 1.0D+00 por vérias iteracoes
seguintes ao passo que o parametro de penalidade cresce. No final, p4 =1.0D+21 e Algencan
para num ponto infactivel.

Algencan-OTR. Neste problema, temos que Ry =2.D-02. Como Ry é menor que Ry,
apenas um ponto z¥ tal que Ry, < Ry, poderd ser aceito como ponto de referéncia. Usando
p1=10 e A; = 00, a solugao do primeiro subproblema (com R; =1.D+00) nao é aceita como
novo ponto de referéncia. Agora, como R; < 10%(Ry) caixa adaptativa nao é reduzida. Com
o parametro de penalidade p; =1.0D+402 o iterando obtido 2% com Ry=6.0D-03 é aceito como
novo ponto de referéncia. A partir deste ponto e sempre usando A = oo, Algencan-OTR
encontra a solugao em 7 iteracoes, parando na iteracao 9, quando encontra x; = 0.1 para

todo i e f(2*)=-8.8742D+03.
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Problema C:

min  —zexp(—xy)
sa  —(r+1)P+3@+1)+y=15

~10 < 2,y < 10.

Algencan. Vamos considerar o ponto inicial 2° = (—1,1.5)7. Para este problema temos
sy =8.9D-02 e s,=1.0D+00, e p; =1.0D+01. O ponto z2° é factivel e o valor da fungao
objetivo escalada neste ponto é 4.0D-01. Quando resolve o primeiro subproblema acaba
encontrando um ponto z! cuja funcao objetivo escala vale aproximadamente -7.1325D+24
e a norma das restrigdoes valendo 2.0D+02. O parametro de penalidade py vale 1.0D+08
porém nem este, nem os seguintes parametros conseguem fazer com que o método convirja.
Algencan péra depois de 10 iteracoes num ponto infactivel.
Algencan-OTR. Novamente, o ponto inicial é factivel e qualquer ponto com R, > Ry
nao serd aceito para atualizar o ponto de referéncia. z' com f(xl) = —7.132532D+24 e
Ry =2.0D+02 é rejeitado. Com A, =5.75D400 Gencan converge para 22 com f(z2) =-
2.115861D+400 e Ry =3.0D-02, isto é, 72 = x? é aceito como novo ponto de referéncia. A
partir deste ponto Algencan-OTR realiza mais 4 iteragoes usando Az = Ay = ...A; =0 e
converge para z* ~(1.3186D+00, -2.1632D+-00) onde f(x*) =-2.2849D+-01.
Problema D:

min —z°

sarz—1=0

Neste problema, consideramos o ponto inicial x=0.8. Os parametros de escalamento sao
5r=5.1D-01 e s;, =1.0D+-00.

Em Algencan. Usando um parametro de penalidade igual a 10, ocorreu voracidade na pri-
meira iteracao. Assim, o método encontrou um ponto cuja medida de complementariedade-
factibilidade vale 3.0D+03 e o valor da fungdo objetivo escalada vale aproximadamente
-6.3D+20. Mesmo aumentando o parametro de penalidade nas iteragoes seguintes Algencan

decretou que o problema é, possivelmente, infactivel.
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Em Algencan-OTR. O ponto de referéncia inicial é o ponto Ty = 0.8 com Ry = 2.0D —01.
Como a primeira iteracao de Algencan-OTR coincide com a Algencan, o método rejeitou o
primeiro iterando e o raio da regidao de confianca passou a valer A, = 1638.39. Com este
valor, o ponto obtido tem medida de complementariedade-factibilidade igual a 4.0D-02 e é
aceito como novo ponto de referéncia. O raio da regiao de confianca passa a valer +oo e

Algencan-OTR converge para o ponto x &= —1 em mais 9 iteracoes.

4.2.2 Voracidade e minimizacao global

Consideraremos agora, uma adaptacao de Algencan para minimizacao global. Essencial-
mente a idéia desta adaptacao é resolver cada subproblema da iteracao k considerando
vérias aproximacoes iniciais aleatérias em vez de apenas considerar um ponto z*~!. Fazendo

isso, esperamos aumentar a probabilidade de obter a solugao global.

Em particular, Ny.;qs = 100 pontos aleatdrios sao gerados por uma distribuigdo normal
com média 2¥7" e desvio padrao 10 max{1,|z*~!|}, para i = 1,...,n. Quando geramos um
ponto aleatério para uma aproximacao inicial z, as componentes z; tais que z; que nao
pertence ao intervalo [/;, ;] sio descartados. Por esta razio, quando max{a; — =1 [;} <
max{1,|zF71|}, uma distribuicdo uniforme dentro do intervalo [(;, @] é usada no lugar da
distribuicao normal. No que segue, estaremos nos referindo a esta versao de Algencan como
Algencan-Global. Dessa forma, uma correspondente versao de Algencan-OTR também foi
definida, por considerar os pontos iniciais aleatérios dentro do intervalo [ZZ, ;] = BN [!Z, (A
em vez de considerar pontos aleatérios dentro de [la, U;]. A esta versao de Algencan-OTR

estaremos nos referindo por Algencan-OTR-Global.

O exemplo que mostraremos agora ilustra um problema no qual Algencan encontra uma
solugao e Algencan-Global nao encontra. Com este exemplo, verificamos que o problema
de voracidade é mais prejudicial no processo de otimizagao global do que no processo de

otimizacao local.

Problema E:
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min c5x5 + ezt + c3x3 + ot + et + Co

s.a 2? =1,

onde cg = 2, ¢ = 1.56, co = —2, c3 = —1.2916, ¢4 = 0.5 e c5 = 0.225. Neste problema,
temos um minimizador local z* = 1 tal que f(z*) = 1 e um minimizador global z** = —1
tal que f(z**) =0.

Considerando o ponto inicial g = 2, Algencan convergiu com 8 iteragoes para o ponto
x* =~ 1 cuja funcao objetivo vale aproximadamente 0.993, ou seja, Algencan convergiu para
o minimo local. Considerando a implementacao Algencan-Global, observamos que esta en-
contra na primeira iteracdo um ponto bastante infactivel com valores negativos. Logo, o
método nao consegue em iteracoes posteriores retirar seus iterados desta area infactivel. Em
Algencan-OTR-Global temos o seguinte desempenho. Inicialmente, Ry =8.0D-01 (este valor
corresponde a versao escalada do problema com sy =8.3D-02 e s, =2.5D-01) e p; =1.0D+01.
Gencan comega sua execugao com 100 aproximagoes iniciais distintas, obtendo o ponto x;
tal que f(z;) =-2.878904D+21 e Ry =5.0D+08. Este ponto nao é aceito como ponto de
referéncia e uma nova iteragao é realizada com ps =1.0D402 e Ay =21710.94. Neste caso, o
ponto obtido foi x5 com Ry =1.0D+08. Novamente, o ponto é rejeitado e o raio da regiao
de confianca passa a valer A3=10855.47. O ponto z3 cuja funcao escalada vale aproxima-
damente 4.48D-03 e Ry =1.0D-03 é aceito como ponto de referéncia e Ay = oco. Com 4
iteracoes seguintes a solugao global z** = —1 é encontrada.

De certa forma, é natural que a voracidade seja mais eminente neste processo de mini-
mizacao global do que o local. De fato, suponha que a distribuicao dos pontos iniciais seja
dada por py,...,pg. Além disso, suponha que o primeiro subproblema a ser resolvido seja dado
por, digamos, Lio(x,0,0). Se a funcdo a ser minimizada (Ljo(z,0,0)) tem forte decréscimo,
é provavel que a encontremos uma direcao para este decréscimo em algum destes pontos p1,

...,pe € dai a voracidade pode ocorrer. A figura a seguir indica este comportamento.
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Figura 4.1: Aumento da probabilidade de ocorrer voracidade em minimizagao global.

4.2.3 Comparacao dos resultados

Os problemas escolhidos para testar os métodos sdo encontrados na Colegaio CUTEr [15].
Uma parte dos testes é dedicada a minimizacgao local e outra é dedicada a minimizacao
global. Em ambos 0s casos nds tentamos verificar a influéncia da restricdo de caixa adap-
tativa comparando o desempenho de Algencan com Algencan-OTR e Algencan-Global com
Algencan-OTR-Global.

Para efeito de comparagao, vamos fazer as seguintes consideragoes. Dado um problema
fixo, para cada método M, denotamos por x%ml ao ponto final obtido quando o método M

’ . . M / .
¢ aplicado para resolver o problema dado. Dizemos que xy;,, € factivel se

max{ || (2 Fina) oo, 19(2 ina) oo} < 1075

Observe que, pela estrutura do conjunto simples e a forma pela qual os subproblemas sao

resolvidos, as restrigoes de caixa sao sempre satisfeitas. Definimos

frest = mj\}n{ f (x%nalﬂx%ml é factivel}.
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Dizemos que o método M encontrou a solug¢ao do problema se J:%ml ¢ factivel e
F@fina) < foest +107°| foest| +107°.
Seja t* o tempo de CPU que o método M utiliza para encontrar x%ml. Definimos
thest = mj\/i[n{tM |o método M encontra a solugao}.
Dizemos que o método M é um dos métodos mais rapidos para o problema se
tvr < tpest + 0.018pcq-

Estamos interessados em fazer comparagoes dos métodos com respeito a robustez e
eficiencia. Dizemos que um método é robusto para resolver o problema, quando este en-
contra a solucao do problema. E dizemos este é eficiente quando é um dos métodos mais
rapidos que resolve o problema.

Os perfis de desempenho [11] para as comparagoes que veremos, utilizam o tempo de CPU
como medida de desempenho. Em termos de perfis de desempenho, eficiéncia e robustez sao,
essencialmente, os valores da funcao do perfil em 1 e co respectivamente.

Para os experimentos, envolvendo minimizagao local, foram selecionados 736 problemas
de programacao nao linear da Colegao CUTEr. A Figura 4.2 mostra uma comparagao entre
Algencan e Algencan-OTR usando o perfil de desempenho e o tempo de CPU como medida
de desempenho. Um tempo de CPU limite foi estabelecido nos testes, a saber, o tempo
de CPU de cada problema em cada método ndo podia exceder 10 minutos. A eficiéncia de
Algencan e Algencan-OTR foi, respectivamente, 78.26 % e 71.60%. Quanto a robustez dos
métodos foi, 82.88% e 83.42%, respectivamente. Ambos os métodos encontraram pontos
factiveis com valores de fungao objetivo equivalentes em 588 problemas. Note que, dizemos

que f1 e fo sdo equivalentes quando

i = fol <max{107%, 10" min{| f1, [ fa]} }

ou

fi<-10"e f, < —10%,
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Figura 4.2: Comparagao entre Algencan e Algencan-OTR usando o perfil de desempenho

(em escala logaritmica).

Ambos os métodos falharam em encontrar um ponto factivel em 100 problemas. Ambos
os métodos encontraram ponto factivel com valor de fungao objetivo diferente (nao equi-
valente) em 34 problemas. Destes problemas, o valor de fungao objetivo encontrado por
Algencan foi menor em 15 casos, enquanto o valor de funcao de fungao objetivo encontrado
por Algencan-OTR foi menor nos outros 19 casos. Algencan encontrou um ponto factivel
em 7 problemas em que Algencan-OTR nao encontrou. Contudo, Algencan-OTR também
encontrou um ponto factivel em 7 problemas em que Algencan nao encontrou. Dentre estes
7 problemas em que apenas Algencan-OTR encontrou um ponto factivel, somente em um
problema Algencan detectou voracidade, a saber, no problema DITTERT. Dessa forma, ve-
rificamos que voracidade ndo é uma grande dificuldade para a versdao Algencan 2.2.1 quando

aplicada aos problemas da colecao CUTEr.

Observacao 4.2.1. Versoes mais antigas de Algencan, a saber, versoes anteriores a margo
de 2007 sao versoes mais sensiveis aos problemas de voracidade, posto que estas nao tém

0s mesmos recursos de escalamento e atualizacao de parametro de penalidade jd citados
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anteriormente. Além disso, melhorias no algoritmo de resolucao do subproblemas, Gencan,

pode refietir, independentemente da questdo de voracidade, melhores resultados.

Para os experimentos de minimizacao global, selecionamos 260 problemas de programagao
nao linear da Colecdo CUTEr com, no maximo, 10 varidveis. A Figura 4.3 mostra uma
comparacao entre Algencan-Global e Algencan-OTR-Global usando perfil de desempenho.
O tempo de 30 minutos foi estabelecido como tempo limite para cada problema em cada
método testado. A eficiéncia de Algencan-Global e Algencan-OTR-Global foi de 89.92% e
88.46%, respectivamente. Quanto a robustez, o resultado foi 95.38% para ambos.

Em 244 problemas, ambos os métodos encontraram o mesmo minimo. Também, em
8 problemas ambos os métodos pararam em pontos infactiveis. Assim, os dois métodos
apresentaram comportamentos diferentes em 8 problemas. A tabela a seguir, mostra alguns
detalhes destes problemas. Nesta tabela, f(z*) e R(2*) representam o valor da fungao
objetivo e a medida de factibilidade-complementariedade, respectivamente. SC é o critério
de parada, isto é: C significa convergéncia, T quer dizer que o tempo limite de CPU foi
alcancado e I significa que o parametro de penalidade estd muito grande. Basicamente,
temos o seguinte:

(i) Ambos os métodos encontraram diferentes minimizadores globais em 5 problemas,

(ii) Algencan-OTR-Global encontrou um ponto factivel em um problema (HS107) em que
Algencan-Global nao conseguiu.

(iii) Algencan-OTR~Global encontrou a solugao em dois problemas em Algencan-Global apre-
sentou voracidade.

Concluindo a analise de robustez, nés podemos dizer que Algencan-OTR-Global foi bem
sucedido ao encontrar a solugao em dois problemas que apresentaram voracidade HS24 e
HS56 (veja [17] para formulagao destes problemas). Entretanto, esta vantagem foi compen-
sada pelo fato de Algencan-Global encontrar 4 minimizadores melhores do Algencan-OTR-
Global nos 6 problemas que ambos resolveram. Contudo, nestes problemas, nao podemos
prever se, de fato, isto é uma consequéncia relacionada a reducao das caixas e dos pontos
aleatorios gerados nestas afim de obter as solugoes globais dos subproblemas. Nos pro-

blemas DIXCHLNG e SNAKE ambos os métodos satisfazem os critérios de parada “C’e



CAP. 4 ¢« IMPLEMENTACAO E TESTES

55

entao, claramente, ambos os métodos convergem a diferentes solugoes locais (em um caso,
Algencan-Global tem melhor solugao e em outro Algencan-OTR-Global tem melhor). Nos

quatro casos restantes, ambos métodos param por obter um parametro de penalidade muito

alto ou pelo fato do tempo de CPU ter sido alcancado.

Problema Algencan-Global Algencan-OTR-Global

f@") R(z*) | SC f(z") R(z") | SC
CRESC50 5.9339763626815067E—01 | 0.0E4+00 | T | 5.9357981462855491E—01 | 1.4E—-09 | T
DIXCHLNG | 1.6288053006804543E—21 | 8.9E—13 | C | 4.2749285786956551E+02 | 7.8E—13 | C
EQC -1.0380294895991835E+4-03 | 1.0E—10 | T | -1.0403835102461048E+03 | 1.0E—10 | T
HS107 5.0549933321413228E+03 | 1.0E—08 | 1 5.0550117605040141E+03 | 1.2E—-09 | T
HS24 -1.9245010614395141E+59 | 1.7E+20 | I | -1.0000000826918698E+-00 | 9.6E—12 | C
HS56 -9.9999999999999995E+59 | 1.0E+20 | I | -3.4559999999999844E+4-00 | 6.9E—14 | C
QC -1.0778351725254695E+03 | 0.0E+00 | T | -1.0776903884481490E+03 | 1.0E—10 | T
SNAKE 2.9758658959064692E—09 | 0.0E+00 | C | -7.0445051551086390E—06 | 3.7TE—10 | C

Tabela 4.1: Informagoes sobre os 8 problemas em que Algencan-Global e Algencan-OTR-

Global mostraram desempenho diferentes.

Os problemas em que ambos os métodos pararam em pontos infactiveis foram: AR-

GAUSS, CRESC132, CSFI1, ELLATTAR, GROWTH, HS111LNP, TRIGGER e YFITNE.

Observamos ainda que, Algencan (sem a estratégia de Algencan-Global) obteve sucesso

ao resolver HS24 e HS56, evidénciando que o problema de voracidade esté, nestes dois casos,

diretamente relacionado ao a estratégia de globalizagao (como visto no problema E).
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Figura 4.3: Comparacao entre Algencan-Global e Algencan-OTR-Global usando o perfil de

desempenho (em escala logaritmica).

4.3 Comparacao entre Algencan e RAlgencan

Estamos interessados em testar a confiabilidade do método de Lagrangiano Aumentado com
Regiao de Confianga apresentado anteriormente. Considerando o fato de que a versao regu-
larizada deste método visa os mesmos objetivos é interessante compararmos as duas versoes,
ou seja, compararmos Algencan-OTR com RAlgencan com a finalidade de determinar qual
estratégia é melhor na pratica. Antes porém, vamos verificar a confiabilidade do método
regularizado. Desta forma, esta secao dedica-se a uma comparagao da implementacao do
método apresentado no capitulo 2 (RAlgencan) com a supracitada implementagao Algencan.
Note que, estaremos apenas comparando eficiéncia e robustez nesta secao. Uma descrigao
de desempenho em problemas que apresentam voracidade serda dada na préxima secao.

Para a implementacao RAlgencan atualizamos 754, como em [9], isto é:

e Se Ry = min{max{ R, Ro}, R1, ..., R} definimos ;41 = 0.
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e Senao, definimos

Yer1 = min{ BRy, v + 1}. (4.3)

Considerando novamente os 736 problemas de programagao nao-linear da colecao CUTEr
temos que a eficiéncia de Algencan e RAlgencan foram, respectivamente, 81.25 % e 67.25 %.
Quanto a robustez dos métodos temos 83.55% para Algencan e 81.25% para RAlgencan.

Ambos os métodos encontraram pontos factiveis com valor de funcio objetivo equivalen-
tes em H81 problemas e falharam em encontrar pontos factiveis em 102 problemas. Em 33
problemas os métodos encontraram pontos factiveis com valor de fungao objetivo diferentes.
Algencan encontrou pontos factiveis com valor de func¢ao objetivo menor em 19 problemas
enquanto a versao regularizada encontrou pontos factiveis com valor de funcao objetivo me-
nor em 14 problemas. Em 15 problemas, Algencan encontrou pontos factiveis e RAlgencan
nao. RAlgencan encontrou ponto factivel em 5 problemas nos quais Algencan nao encon-
trou. Sao eles: DITTERT, KISSING2, QR3D, ROCKET e SNAKE. Observe que DITTERT
apresentou voracidade, indicando o beneficio da regularizacao neste caso.

Estes resultados indicam que a implementagao RAlgencan apresenta desempenho um
pouco inferior a implementacao Algencan. Mesmo assim, é possivel verificar que esta es-
tratégia de regularizacao é confidvel pois, sua robustez ficou proxima da robustez de Algen-

can. Para analisar o perfil de desempenho, veja a Figura 4.4.
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Figura 4.4: Comparagao entre Algencan e RAlgencan usando o perfil de desempenho (em

escala logarftmica).

Verificaremos agora o comportamento de RAlgencan para problemas de minimizagao
global. Para este fim, vamos considerar os mesmos 260 problemas usados na comparacao de
Algencan-OTR-Global e Algencan-Global. Estaremos nos referindo ao método RAlgencan
com estratégia para minimizagao global por RAlgencan-Global.

Quanto a robustez, Algencan-Global e RAlgencan-Global obtiveram 95.38%. Com relagao
a eficiéncia, Algencan-Global obteve 91.15% e RAlgencan-Global obteve 86.54% (veja o per-
fil de desempenho na Figura 4.5). As duas implementagoes encontraram pontos factiveis
com valor de fungao objetivo equivalentes em 244 problemas. RAlgencan-Global encontrou
solucao factivel em 2 problemas que Algencan-Global ndo encontrou, tais problemas sao
HS24 e HS56 que apresentam voracidade. Contudo, Algencan-Global encontrou um ponto
factivel em um problema que RAlgencan nao obteve sucesso, HS87. Em 5 problemas os
métodos encontram pontos factiveis com valor de fungdo objetivo nao equivalentes. Em 3
destes problemas (CRESC50, HS107 e QC) Algencan-Global encontrou ponto com menor
valor de fungao objetivo. Enquanto nos 2 restantes (EQC e SNAKE), RAlgencan-Global
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encontrou solugao melhor.

0.96 . T . T

0.93— T =

Algencan-Global
— — — RAlgencan-Global

0.86 . | . R . |
10

Figura 4.5: Comparagao entre Algencan-Global e RAlgencan-Global usando o perfil de de-

sempenho (em escala logaritmica).

4.4 Comparacao entre Algencan-OTR e RAlgencan

Nesta segao vamos considerar a citada implementagao Algencan-OTR e a implementagao do
método de Lagrangiano Aumentado Regularizado apresentado no capitulo 2, RAlgencan.
Primeiramente, vamos analisar o comportamento de RAlgencan em problemas que apre-
sentam voracidade, isto é, vamos considerar os problemas A, B, C e D. Estaremos conside-
rando os mesmos pontos iniciais vistos na analise de Algencan-OTR.
Problema A. A primeira iteracao de RAlgencan e Algencan-OTR. coincidem pois o parametro
de regularidade inicial (;) vale 0. Assim como em Algencan-OTR um iterando apenas é
aceito como novo ponto de referéncia quando Ry < R;,. Desta forma, o primeiro iterando é
rejeitado por RAlgencan e o parametro de regularizagao passa a valer 1. Com este parametro

de regularizacao o iterando obtido na segunda iteracao ainda nao pode ser aceito como novo



SECAO 4.4 ¢« COMPARACAO ENTRE ALGENCAN-OTR E RALGENCAN 60

ponto de referéncia e apenas na terceira iteragdo, usando 3 =2 o ponto obtido é aceito
como ponto de referéncia, neste caso, f(a:“) =-1.5267D+00, R3 =0.0D+00 e p3=1.0D+02.
Contudo, na iteragao seguinte o parametro de regularizacao passa a valer 0 e, novamente,
ocorre voracidade. Desta forma, com 5 =1, o iterando obtido nao é aceito como novo ponto
de referéncia. Com =2 o iterando z° obtido é tal f(2°) ~ -3.164846D+00 e Rs =1.D-03.
7 passa a valer aproximadamente 1.0669383341384944. Note que, como o iterando z3 é
factivel, um iterando seguinte s6 aceito como novo ponto de referéncia quando este também
for factivel. Desta forma, o método vai penalizando cada vez mais e a sequéncia dos valores
de v é (1.31, 0.12,0.16, 1.16, 2.16, 1.03E-004, 1.00, 1.33E-005, 1.00, 2.00,0.00). Observe que
na iteracao 17, usando v;7=2.00 o método consegue encontrar um ponto factivel, contudo, o
parametro de penalidade neste momento é muito grande, a saber, 1.0D+09 e o método nao
consegue decretar convergéncia pois a norma do gradiente projetado vale aproximadamente
4.D-05. Em seguida, com ;5 = 0 ocorre voracidade novamente. O método nao consegue

convergir.

Problema B. Assim como em Algencan-OTR, o primeiro iterando obtido por RAlgencan,
usando ;=0 nao é aceito como novo ponto de referéncia. Com ~y=1 o ponto obtido tem
medida de complementaridade-factibilidade de valor 6.0D-03 e é aceito como novo ponto de
referéncia. O valor do parametro de regularizagdo passa a valer 0 e com este valor o método
consegue decretar a convergéncia com 9 iteracoes externas e para o mesmo ponto obtido por

Algencan-OTR.

Problema C. Assim como o que aconteceu em Algencan-OTR o ponto x! é rejeitado e
consequentemente o parametro de regularizacao para a proxima iteracao passa a valer 1. Com
este parametro, o método encontra um ponto 2% com R, =1.0D-03 e f(xz):1.606981D—01.
O iterando é aceito como ponto de referéncia e o parametro de regularizacao para a iteragao
seguinte passa a valer 0 e ps =1.0D+02. Ocorre voracidade novamente, o ponto nao é aceito
como novo ponto de referéncia e 7,=1. Novamente, é obtido um iterando z* com R4=4.D-06.
Este ponto é aceito como ponto de referéncia o parametro de regularizacao passa a valer 0,
ocorre voracidade e esta situacao se repete por algumas iteragoes. O método oscila os valores

dos parametros de regularizagao entre 0 e 1 e enquanto isso os parametros de penalidade
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aumentam demasiadamente. O método nao consegue convergir.

Problema D. O desempenho neste problema foi muito semelhante com Algencan-OTR.
Inicialmente v;=0. A primeira iteracao foi rejeitada, pois esta coincide com a primeira
iteragao de Algencan-OTR e o valor do parametro de regularizagdo passou a ser yo=1. Com
este valor o método encontra um ponto cuja medida de complementariedade-factibilidade
é igual a 3.0D-02. Este ponto é aceito como novo ponto de referéncia e o parametro de
regularizacao passa a valer 0. Usando este valor para os parametros de regularizagao seguintes
o método converge com o mesmo numero de iteragoes que Algencan-OTR.

Novamente, para os experimentos, foram considerados 736 problemas de programagao
nao linear da colecaio CUTEr. A eficiéncia de RAlgencan e Algencan-OTR foram, res-
pectivamente, 67.52% e 81.11%. Quanto a robustez os resultados indicaram 81.65% para
RAlgencan e 84.10% para Algencan-OTR.

Em 589 problemas as duas implementagoes encontraram pontos factiveis com valor de
funcao objetivo equivalentes. Ambos encontraram pontos infactiveis em 105 problemas.
Em 12 problemas Algencan-OTR encontrou ponto factivel e RAlgencan nao. Em outros 2
problemas RAlgencan encontrou ponto factivel e Algencan-OTR nao. Em 28 problemas os
métodos encontraram pontos de minimos diferentes (nao equivalentes). Destes problemas,
Algencan-OTR encontrou um ponto factivel com valor de fungao objetivo melhor em 18
problemas e nos 10 problemas restantes RAlgencan encontrou um ponto com menor valor
de funcao objetivo. Observe que, Algencan-OTR apresentou melhor desempenho tanto em
eficiéncia como em robustez (veja a Figura 4.6). A razao principal para esta discrepancia
deve-se a atualizagdo de 7, isto é, em Algencan-OTR relaxamos a atualizagdo da regiao
de confianca ao fato de que apenas quando Ry > 100 min{max{ R, Ro}, R1, ..., Rk} nds
diminuimos o raio Ay, entretanto, para atualizagao de 41 nao impomos este fato, ou
seja, se Ry > min{max{ R, Ro}, R1, ..., R} entdo aumentamos o valor de v41. Tal fato,
pode ser na pratica um pouco restritivo.

Para a minimizacao global, vamos comecar por analisar o problema E. Neste problema
RAlgencan se comportou de maneira parecida com Algencan-OTR. O iterando z; obtido

é rejeitado pois este é muito infactivel. Assim, o pardmetro de regularizacdo passa a valer
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Figura 4.6: Comparagao entre RAlgencan e Algencan-OTR usando o perfil de desempenho

(em escala logaritmica).

1 e o parametro de penalidade p, =1.0D4+02. O ponto x5 obtido é tal que Ry=2.0D-02.
Este ponto é aceito como novo ponto de referéncia e o pardametro de regularizacdo passa a
valer 0. Na iteragao seguinte, novamente o iterando ¢ aceito como novo ponto de referéncia
pois Ry = R3 e py =1.0D+03. Contudo, uma iteracao depois, ocorre voracidade novamente
e o iterando x4 é rejeitado, o parametro de penalidade é atualizado (ps; =1.0D+04) e o
termo regularizador passa a valer 1. Com estes parametros o iterando x5 com Rs=1.0D-05
é aceito como novo ponto de referéncia e y5 =0. Em 2 iteragoes seguintes o método decreta
a convergéncia para um minimizador global z** =-1.

Para fazer uma comparacao entre Algencan-OTR e RAlgencan para otimizagao global
vamos, novamente, considerar 260 problemas da colecado CUTEr (os mesmos escolhidos an-
teriormente). Quanto a eficiéncia de RAlgencan-Global e Algencan-OTR-Global os resul-
tados foram, respectivamente, 84.23% e 93.46%. Com relacao a robustez temos 95% para
RAlgencan-Global e 96.15% para Algencan-OTR-Global. Os dois métodos encontraram

pontos factiveis com valor de fungdo objetivo equivalentes em 245 e em 8 problemas ambos
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os métodos nao encontraram ponto factivel. Algencan-OTR-Global encontrou um ponto
factivel em um problema em que RAlgencan-Global ndo encontrou, a saber, HS87. Em
6 problemas os métodos encontraram pontos factiveis com valor de funcao objetivo dife-
rentes. Destes, o valor encontrado por RAlgencan-Global foi menor em 2 problemas. Sao
eles: DIXCHLNG e EQC. Nos 4 problemas restantes (CRESC50, HS107, QC e SNAKE),
Algencan-OTR-Global encontrou pontos com valor de fungao objetivo menor (estes dados
sao expressos na Tabela 4.2). Desta forma, concluimos que método Algencan-OTR é menos
prejudicial que a estratégia com termo regularizador em problemas de otimizagao global. O

perfil de desempenho é fornecido na Figura 4.7.

Problema RAlgencan-Global Algencan-OTR~Global

f@") R(z*) | SC f(@") R(z*) | SC
CRESC50 5.9717435587492662E—01 | 0.0E+00 | T | 5.9357981462855491E—01 | 14E—09 | T
DIXCHLNG | 1.0726116603070267E—23 | 7.8E—14 | C | 4.2749285786956551E+02 | 7.8E—13 | C
EQC -1.0428378767648676E+03 | 2.2E—09 | T | -1.0403835102461048E+03 | 1.0E-10 | T
HS107 1.2312842658704827E+04 | 2.6E—15 | T | 5.0550117605040141E+03 | 1.2E—09 | T
QC -1.0749824312633964E4-03 | 1.0E—10 | T | -1.0776903884481490E+4-03 | 1.0E—-10 | T
SNAKE -6.3663488406867719E—10 | 3.2E—14 | C | -7.0445051551086390E—06 | 3.7TE—10 | C

Tabela 4.2: Informagoes sobre os 8 problemas em que Algencan-Global e Algencan-OTR-

Global mostraram desempenho diferentes.
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Figura 4.7: Comparagao entre Algencan-OTR-Global e RAlgencan-Global usando o perfil

de desempenho (em escala logaritmica).



CAPITULO 5

Conclusoes

Na presente tese, apresentamos um método do tipo Lagrangiano Aumentado. Em verdade, a
motivacao para o novo método é dada devido a uma dificuldade pratica em aplicar métodos
deste tipo, a saber, o fendmeno de voracidade.

Naturalmente, na area de otimizacao, podemos ter diversos algoritmos que, possivelmente,
resolvem os problemas que apresentam este fenémeno. Afinal, estes problemas sao peculiares
do método de Lagrangiano Aumentado. Entretanto, por acreditar nas boas caracteristicas
deste tipo de método e, em especial, pelos bons resultados que a implementagao Algencan
apresenta, decidimos explorar este método e esta implementacao.

Evidentemente, muitas solugoes para esta patologia podem ser dadas. Contudo, métodos
que apresentam bons resultados tedricos e que, em sua pratica, resolvem as patologias sem
agredir o bom desempenho numa quantidade razoavel de problemas, sao complicados de se-
rem obtidos. Um método que almeja estes requisitos é o método de Lagrangiano Aumentado
Regularizado. Dai, a relevancia das comparacoes apresentadas.

A nova estratégia, isto é, a insercao de restricoes de caixa adaptativas para remediar
o problema de voracidade nao afeta a rica teoria que existe no método de Lagrangiano

Aumentado, ou seja, teoremas de convergéncia e limitagao de parametro de penalidade foram
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obtidos mantendo hipdteses bastante razoaveis. Assim, tanto o Lagrangiano Aumentado
Regularizado como o Lagrangiano Aumentado com Regido de Confianca sdo, do ponto de
vista tedrico, confidveis.

J& do ponto de vista prético, conseguimos, usando como base a implementagao Algencan,
obter uma implementagao confidvel e eficiente, Algencan-OTR. Tal implementagao, é bas-
tante promissora posto que os testes numeéricos realizados indicam um bom desempenho, isto
é, em problemas gerais de otimizagao nao linear Algencan-OTR se apresentou comparavel a
implementacdo Algencan. Assim, verificamos que as restricbes de caixa utilizadas, em geral,
nao comprometem a obtencao de solucao e além disso, testamos a confiabilidade da nova es-
tratégia. Evidentemente existem excegoes, ou seja, existem problemas que Algencan resolve
e Algencan-OTR nao (e também o contrario), como foi citado no capitulo anterior. Contudo,
Algencan-OTR tem a vantagem de ser menos vulneravel ao efeito de voracidade, gerando
assim um pouco mais de robustez. Nos problemas de minimizagao global, novamente a imple-
mentac¢ao Algencan-OTR (Algencan-OTR-Global) se mostrou promissora e seus resultados
foram equivalentes aos de Algencan (Algencan-Global). Mais do que isso, foi verificado que
este problema de voracidade é mais comum quando se usa uma estratégia de minimizagao
global como a apresentada neste trabalho e também nestes casos a implementacao Algencan-
OTR se mostrou confidvel. Dessa forma, verificamos que a nova estratégia é, em sua préatica,
robusta e eficiente. Além disso, considerando a implementacao RAlgencan, verificamos que
Algencan-OTR se mostrou superior, indicando que a o uso de regiao de confianga é melhor
que o uso do termo regularizador. Evidentemente, estamos considerando a atualizagdao do
termo regularizador como descrito em [9] que é um pouco mais restritiva do que a atualiza¢ao
da regiao de confianca proposta neste trabalho. Possivelmente, uma nova atualizagao para

o termo regularizador pode fornecer um desempenho superior para RAlgencan.
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