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INTRODUCAO

A teoria dos espagos de Hardy HY tem sua origem no estudo
dos valores fronteira de funcoes analiticas no interior do disco unitério
D={ze@ : |z] < 1}. Pode-se afirmar que o primeiro resultado nesse
sentido é devide a Fatou, que em 1906 demonstrou que fungdes analiticas
e limitadas em D (isto é, fungdes de H™) possuem limite em quase todo
ponto da fronteira de .

Os espagos H?, p > 0, apareceram como espacos de fungoes analiticas
em D), cujas restricoes a circunferéncias de raio r possuem normas L7 limi-
tadas para todo r (0 < r < 1):

sup | Lf{re})IPd < oc .

t<r<)

Na segunda década deste século G.Hardy e os irmaos F.Riesz e M Riesz
demonstraram que um resultade andloge ac de Fatou para H™ é vilido
para funcoes de H*. e os mesmos irmaos Riesz estenderam o resultado para
todo p > 0. As técnicas utilizadas neste estagio nicial do desenvolvimento
da teoriz eramn fundamentalmente de varidvel complexa. o que impedia a
extensao da teoria para espacos de dimensdes maiores.

() primeiro passo no sentido de tornar a teoria dos espagos HY in-
dependente da teoria das fungdes analiticas é obtido com a utilizagdo das
chamadas téonicas reais e com o estudo do espago Re HF {parte real de H7).
Is1o possibilitou uma caracterizagido do espago KHe HY em termos da fungao
conjugada. que ¢ um dos operadores imporianies da andlise de Fourjer.
Rias 0 passo fundamental nesse sentido fol dado por Burkhelder. Gundy e
Silverstein 11,. que caracterizam os espagos Ke HY em termos de fungoes
maximais.



Paralelamente & teoria dos espagos H7 definidos sobre o disco
unitirio D, existe a teoria dos espagos H? definidos sobre o semi-plano
R: = {{z,y) € R? : x¢ Rey>0}. A relagio entre os espagos H* sobre
D e o5 espagos H? sobre B® ¢ dada pela transformagao conforme que aplica
D no semi-plano JR?.

A teoria dos espagos HP apresenta aspectos distintos nos casos em que
D<p<l,p=1el < p< oo. Notltimo caso sac isomorfos a L7; no
primeiro caso apesar de serem apenas espagos quase-normados os duais nao
se reduzem a {0} e sdo interessantes. O caso p = 1 € distinto dos demais
pois é um espago normado mas nao isomorfo a L.

Em muitas situactes que ocorrem em andlise de Fourier o espaco H?
é considerado um bom substituto do espago L*. De fato, é bem conhecido
{ver A.Zygmund [63] e R.R.Coifman ¢ G.Weiss {20]) que existem muitos
resultados em andlise de Fourier que saoc vélidos para 17, 1 < p < 00, mas
que nao permatecem validos para L. No entanto, a substitui¢ao de L! por
H? recupera a validade desses resultados.

Um passo importante no desenvolvimento da teoria dos espagos de
Hardy foi dado por C.Feflerman {24}, que caracterizou o dual de H' como
o espago BMO de fungdes de oscilagao média limitada {Bounded Mean
Osciilation). Este espago, que contém estritamente o espago L™, foi intro-
duzido por John e Niremberg (39 . Essa caracterizagac leva a uma nova
interpretagao dos espagos de Hardy, pois conduz de maneira direta ao que
se conhece como ~decomposicao atdmica” das fungdes de H1,

Posteriormente, R.R.Coifman ‘19" fornece uma caracterizagio dos
espagos HY. 0 < p < 1, em termos de fungdes chamadas dtomos, cons-
truindo os dtomos através da fungdo maximal de Feflerman-Stein :26]. Uma
das vantagens da caracterizagdo atdmica ¢ que facilita z estimativa de mui-
tos operadores {em particular. operadores de convolugao) sobre os espagos
H7, pois permite gue tal estimativa seja realizada apenas sobre dlomos,
gue sio fungoes relativamente simples.

{ grande desenvolvimento da teoria dos espacos de Hardy H? nas
tltimas trés décadas tem propiciado variadas extensoes destes espacos, As-
=i, tem sido estudados espagos HY sobre dominios do plano complexo
122 . espagos H' sobre ¢ polidisco 148 , espagos H' de vérias varidveis |26,
espacos H' com pesos (33}, espagos H¥ sobre espagos de tipo homogéneo
120.. espagos HT de tipo parabélico {{12],113}}, espacos HF sobre produto

1



de semi-planos, entre oviras extensoes.

A teorja dos espagos de Hardy H? sobre produto de semi-planos tem
sido estudada por diversos autores como R.F.Gundy [35], R.F.Gundy e
E.M.Stein [36], 8.Y.A.Chang [15], $.Y.A.Chang e R.Feflerman (|16}, {17],
{18]}, R.Feflerman {|27], {28], {29]}), K. Merryfield {43}, H.5ato (|49}, |50},
S.Sato [51}, N.V.P.Bertolo {6}, B.Bordin {8}, B.Bordin e D.L.Fernandez {9}
entre oulros.

Neste trabalho estamos tratando particularmente de alguns aspectos
da teoria do espago de Hardy H' sobre produto de semi-plancs. Num dos
trabalhos fundamentais da teoria dos espagos HF sobre produto de semi-
planos, R.F.Gundy ¢ E.M.Stein |36} demonstram que o espago H' sobre
produto de semi-planos pode ser caracterizado via transformadas dupla e
parciais de Hilbert, através de integrais de area e por fungbes maximais,
com normas equivalentes. Posteriormente, 8.Y.A.Chang e R.Fefferman {16]
obtiveram uma decomposicdo atdmica para o espago H' sobre produto de
semi-planos. Mais precisamente, eles mostraram que todo elemento | per-
tencente a H' admite uma decomposi¢io atdémica f = ¥, Apas, onde a; sio
funcoes chamadas dtomos e A, 520 escalares satisfazendo Y, (A < e} fllg:-
Os mesmos avlores em outro trabatho {17] demonstram que a reciproca
desse resuliado também € verdadeira, ou seia, que o espaco definido através
das decomposi¢des atdmicas acima citadas caracteriza o espage H?,

O espago H'! sobre produto de semi-planos {assim como suas diver-
sas caracierizagbes) também costuma ser denominado de espaco H' nao-
isotroypico. Este espaco € uma generalizacio do espaco de Hardy H! defi-
nido sobre o semi-planc JR:. que também costuma receber a denominagao
de espago H! isotrépico.

Em {32 D.L.Fernandez oblem um teorema que fornece condi¢oes para
que cerlos operadores integrais singulares vetorials sejam limitados sobre
os espagos LY = LP2(1*) de normas mistas de Benedek-Panzone (3. Este
teprema, por sua vez, generaliza uma versdo de um teorema de A.Benedek,
A.P.Calderén e R.Panzone, obtida por J1.L.Rubio de Francia. F.Ruiz e
J.1.Torrea em {146 . 47}, Esta versao de Rubio de Francia-Ruiz-Torrea
refere-se nao somente 2 operadores integrais singulares do tipo convolugo
mas também a operadores integrais singulares com nicleos variaveis e ga-
rante a limitacao desses operadores sobre LF para 1 < p < oc. Nos casos
limites p = 1 € p = oc & limitagao nao se verifica, o que pode ser visto
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tomando 8 transformada de Hilbert, que é o exemplo classico dos operado-
ves consideyados por Rubioc de Francia-Ruiz-Torrea. Por outro lado, estes
mesmos autores demontram em ([46], [47]) que tais operadores integrais
singulares sdoc do tipo forte {H?, L) e do tipo forte (L™, BMO), isto &,
sao limitados de H' em L' e de L™ em BMO (no caso isotrépico}. Isto
fornece mais um exemplo da utilidade do espago H? como um bom substi-
tuto do espago L! e também mostra a importancia do espage BMO como
substituto do espage L™ ’

Ainda em [47], Rubio de Francia-Ruiz-Torrea utilizam as limitacoes
(H, L} e (L™, BMO), da classe de operadores integrais singulares vetori-
ais por eles considerada, para demonstrar que o espaco H! isotrépico pode
ser caracterizado como o espaco Hi”. Este espago é um caso particular dos
espagos H?4 que foram estudados por J.Peetre {45] e H.Triebe] [59] e sdo
definidos utilizando-se sistemas especiais de fungdes testes cujas transfor-
madas de Fourier decompoem a identidade.

Por outro lado, em |32] Fernandez nao trata das limitagdes dos opera-
dores integrais singulares vetoriais nos casos (H',L') e {L*, BMO) {onde
H' ¢ BMO sao espagos nao-isotrdpicos), nem obtem a caracterizago
H? = H}* no caso nio-isotrépico.

Sao dois os objetivos principais deste trabalbo. O primeiro é obter
versoes para os espacos H? e BM O nao-isotrépicos dos resultados de Rubio
de Francia-Ruiz-Torrea sobre operadores integrais singulares. Essas versoes
sao andlogas as que Fernandez obteve para espacos LT de normas mistas.
0O segundo ¢ obler uma caracterizagdo do tipo H' = Héj p8ra 0 Caso
Nao-isotrépico.

Passernos a uma descricao suscinta dos capitulos que compbem este
irabalho.

No Capitule 1, inicialmente relembramos diversos conceitos e resul
tados que serdo utilizades no trabalho. A seguir, definimos os espagos de
Hardy nao-isotrépicos Hy, (H' Hilbert) ¢ H), (H' atémico) de fungoes
vetorials, que generalizam, respectivamente, oz espagos nao-isotrédpicos
H}, e Hl de funcoes escalares. Algumas propriedades desses espagos
sao demonstradas e entre elas destacamos uma gue fornece vm subespaco
denso do espago Hy, de fungdes vetoriais. Também definimos um espago
BMO (Bounded Mean Oscillation) de fungoes vetoriais. que generaliza uma
versao do espaco BMO de fungdes escalares introduzido por 8.Y.A.Chang
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e R.Feflerman em [16]. 830 dois os resultados principais obtidos nesse
capitulo. O primeiro € uma extensao para o caso vetorial do resultado de
dualidade que afirma que o dual topolégico do espago nao-isotrépico HY,
é o espago BMO nao-isotrdépico. No caso escalar este resultado é devido a
C.Feflerman e E.M.5tein {26] quando os espagos envolvidos sio isotrépicos,
e a H.Bato ({49, [50]) no caso ndo-isotrépico. Este resultado de dualidade
tera importéncia na demonstragao da caracterizagio do espago H? queé re-
alizada no Capitulo 4. O segundo resultado é uma caracterizacao do espaco
BMO de fungoes vetoriais em termeos de certas medidas denominadas me-
didas de Carleson. Esta caracterizagao, por sua vez, sera fundamental no
Capitulo 2 para demonstrar que certa classe de operadores integrais singu-
lares ali considerada é limnitada de L® em BMO.

O objetivo do Capitulo 2, que é um dos capitulos principais deste
trabalho, é estudar a acac de operadores integrais singulares vetoriais com
niicleo produto sobre os espacos H? e BM O nao-isotrdpicos. Os niicleos dos
operadores que estudamos sdo do tipo K(z,u,y,v} = kaoly,v) - k:{z,u) {0
produto aqui indicando na verdade a composigao de aplicagdes); onde cada
ki, ¥ = 1,2, é uma aplicagdo tomando valores num convenienie espaco de
aplicacdes lineares L{E, F) {E, F espagos de Banach). Os operadores gue
consideramos sédo andlogos aos gque D.L.Fernandez [32] demonstrou serem li-
mitados sobre os espagos LT de normas mistas de Benedek-Panzone. Nosso
objetivo aqui ¢ obler versdes para os espagos H' e BM O nao-isotrépicos
do resultado de Fernandez. Estas versoes desempenham um papel impor-
tante na demonstracho da caracterizagao do espago H' que é realizada no
Capitulo 4. A primeira versao fornece condigoes para que operadores in-
tegrais singulares vetorials andlogos aos considerados por Fernandez sejam
limitados de L™ em BMO ¢ a segunda versao dé condigdes para que esses
mesmos operadoTes sejam limitados de H? em L.

No Capfiulo 3. apresentamos alguns aspectos dos espagos H. PY nio-
isotropicos. Estes espagos constituem generalizagdes dos espagos qu que
formam estudados por J. Peetre ¢ H.Triebel e referidos anteriormente. O
principal resultado deste capitulo € o que afirma gue os espagos H?’Q in-
dependem dos particulares sistemas de fungoes testes gue sao utilizados
para defini-los. lsto sera essencial no Capitulo 4 pars demonstrar que um
caso particular dos espacos HE'Y {caso em que § = {0,0), P = (1,1) e

= {2,2)) caracteriza o espago de Hardy H? no-isotrépico.



Finalmente, no dltimo capitulo obtemos uma caracterizagio do espago
de Hardy H' nio-isotrépico como o espaco nac-isotrépico HY?, que é um
caso particular dos espagos H?Q definidos no Capitulo 3. Caracterizacio
deste tipo para o espago H' isotrépico foi demonstrada por J Peetre ([44],
|45]), H.Triebel {59] e J.L.Rubio de Francia-F.J Ruiz-J.1. Torrea {47). Sali-
entamos, no entanto, gue as demonsiragoes que esses diversos autores apre-
seniam, ou contém passagens onde é difici] perceber os argumentos envolvi-
dos ou apenas sao dadas algumas indicacdes. Portanto, antes de iniciarmos
a demonstragdo da caracterizagdo de H' no caso nao-isotrépico, tivemos
que desenvolver detalhadamente a demonstracio do caso isotrdépico, a fim
de tornar clara as idéias envolvidas nesse caso. Mas ao tentarmos adaptar
a demonstracao para ¢ caso nao-isotrdpico, surgiram varias dificuldades
gue nao aparecem no caso isotrdpico. Isto exigiu que idéias novas fossem
empregadas na demonstiragao do caso nao-isotrépico. Esta demonstragio,
por sua vez, utiliza como ingredientes essenciais 0 teorema de dualidade
do espago H' nao-isotrépico a valores vetoriais apresentado no Capitulo
1, os teoremas sobre operadores integrais singulares vetoriais obtidos no
Capitulo 2 e o resultado contido no Capitnlo 3 que afirma que duas normas
quaisquer do espago Hy 2, definidas por sistemas de funcdes testes distintos,
sao equivalentes. Acreditamos que no contexto da teoria dos espagos HF
nao-isotrépicos a caracterizacdo do espago H' gue obtemos é nova {pelo
menos nac temos referénciasly.

Neste trabalho a letra € denotard sempre uma constante que poderd
assumir mais de um valor numa mesma seqiiéncia de desigualdades.

Finalmente observamos que, por uma quesiac de simplicidade de
notagho. os espacos de Hardy H' nao-isotrépicos de fungbes 2 valores num
espace de Banach E estao sendo denotados por H'(R*. E). ao invés da
notagac mals sugestiva H'(R »x R.E}. Isto também vale para oz outros
espagos nao-isotrdpicos considerados neste trabatho.
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CAPITULO 1

ESPACOS DE HARDY H' NAO-ISOTROPICOS DE
FUNCOES VETORIAIS.

Como j4 dissemos na introdugdo, um dos objetivos desta dissertacao ¢
obter uma caracterizacao do espago de Hardy nao-isoirépico H' de fungoes
escalares como um elemento da escala de espacos HE, a saber o espago
H{*. 1sto ser4 feito no Capitulo 4 com o auxilio de resultados que envolvem
generalizagoes dos espagos de Hardy H' nao-isotrépicos.

O objetivo do presente capitulo é apresentar essas generalizages e ob-
ter alguns desses resultados.

O pardgrafo 1.1 consiste de um resumo dos principais conceitos ¢ re-
sultados que serac usados neste e nos demais capitulos do trabalho. Nao
faremos nenhuma demonstragao, pois podem ser encontradas nas respecti-
vas referéncias,

No paragrafo 1.2 definimos os espagos de Hardy ndo-isotrépicos Hj,
{H! Hilbert) e H], {H? atdomico} de fungdes vetoriais, que generalizam, res-
pectivamente. 0s espagos nao-isotrépicos Hj, e H], de fungoes escalares.
Algumas propriedades desses espacos sdo demonstradas e entre elas des-
tacamos 0 Teorema 1.2.5 que fornece um subespaco denso de H}, (R, £7)
(espago H' Hilbert de funcoes a valores em €2}, Este resultado serd utili-
zado na demonstragdo do Teorema de dualidade para o espago Hy (IR*.£7)
gue serd feita no parégrafo seguinte.

No pardgrafo 1.3 introduzimos o espago BMO{JR®. £) {Bounded Mean
Oscilation) de fungoes vetoriais e demonstramos que este espago € o dual



topolégico do espago HL,(R?, 7). Este resultado de dualidade terd im-
portdncia fundamental na demonstragdo da caracterizagio do espago H?
gue é obtida no Capitulo 4.

Outro resultado importante é o Teorema 1.3.17 que fornece uma ca-
racterizagao do espago BMO(R?, €%} em termos de certas medidas denomi-
nadas medidas de Carleson. Esta caracterizagao sera essencial no Capitulo
2 para demonstrar um ieorema que afirma que certos operadores integrais
singulares vetoriais sdo limitados de L®{R? E) em BMO{IR? %), onde E
é um espaco de Banach.

1.1 RESULTADOS PRELIMINARES.

Este pardgrafo consta de uma série de definicoes, teoremas e propri-
edades que usaremos neste e nos demais capitulos. Nao faremos nenhuma
demonstragao, pois podem ser encontradas nas respectivas referéncias.

1.1.1 NOTACOES. Indicaremos por JR” o espaco Euclideano n-
dirmensional e se = {2,,...,z,) ¢ um ponto de K",

¥

hai = (Z iz,

§= ]

denotard & norma Euclideana.
Dade um conjunto mensuravel A T K", (A denctard a medida de
Lebesgue de A, x4 representaré a fungao caracleristica de 4 e a notagao

fA f{z} dz

indicara integracao no sentido de Lebesgue. Quando 4 = K" e no houver
possitilidade de confusdo escreveremos simplesmente | flxldr.
Represeniaremos por Z o conjunto de todos os nimeros inteiros. por
IN o conjunto dos inteiros nao-negativos € por @ o corpe dos nirmeros com-
plexos.
Ser={n.....2.) € B" e a= {e,....0,) € IN", designaremos os



produtos 277,257 ... 25" e oglog!. .. w,), respectivamente, por 17 e al.

Dado,ex = {&1,...,0,) € IN", chamaremos de norma de a ao niimero
natural |a| = a; + ... + a,, ¢ denotaremos por D" o operador de diferen-
ciacao

alet
[+
dzyt ... 8x8n

Sejam U um subconjunto aberto do B™ ¢ f uma fun¢do definida em
U & valores em @. Indicaremos por supp f o suporte de f, isto é, o menor
conjunto fechado {relativamente a U} que contém o conjunto {z ¢ U :
f(z) # 0}.

Por um intervalo diddico entenderemos um intervalo da forma especial
I={zcR 927 <z < (i+1)277}

onde 1,7 sdo nhmeros inteiros. Um reténgule diddico é um retangulo R da
forma R = I x J, onde J e J sdo intervalos diddicos.

1.1.2 ESPACOS LP(E} COM NORMAS MISTAS.
Sejarn K uvm espago de Banach, em relacdo & norma denotada por
bipoe P={p.....ps) com 0 < p; < oc. Denotaremos por LY{R".FEio

espaco de todas as fungdes f definidas sobre IR™ & valores e E tajs que
" f{r) £ ¢ Lebesgue mensurdvel e

EfeirimeEy) =
. v 17t

- (j’? ( . (]R ([R Hf () :é‘é_‘gdx:)”?‘f’hdgﬁ)"35;‘:‘ ‘ ) ?»,.-f';:ﬁddzn < x

com as modificacbes usuals quando algum {ou alguns} dos p, ¢ igual a o,
Nolemos quese p, = P, parat = 1.2.....n. entdo LY (IR, E) = L*{lR™_E).

Quando nao houver motivo para confusao, escreveremos LF(E]) e
tlire 2o invés de LY(R™ E) e |.l1rx-E). € quando E = @, o corpo



dos nimeros complexos, colocaremos simplesmente LT e [l.jiLr.

Os espagos LY (E) sio espagos quase-Banach (espagos de Banach se
min{pr,...,ps) 2 1), isto é, sdo espagos completos em relagio &5 quase
normas {.||.r(g). Lembremos que ||,|| é uma quase-norma num espago veto-
rial F quando todas as propriedades que definern uma norma séo satisfeitas
para ||.}l, com excecdo da desigualdade triangular que € substituida pela de-
sigualdade )

-+ ol < C-(Juff + i) , w,veF

onde C é uma constante positiva.

Anslogamente, dado um espago de Banach £ e @ = {¢;,....¢s) com
0 < ¢ < oo, indicaremes por £2{Z"  E) (£¥(E) quando néao houver motivo
para confusio) o espago de todas as {multi-}sequéncias (ex)ne 2z« em E tal
que

1749y

oo oo 22/91
Hew)nemlloamy = | 2o - ( 5 |;’cN1i‘§:‘) < oo,

j=—on j=-tc

com as modificaces usuals quando algum (ov alguns!) dos ¢ € igual a .
Os espagos {¥{E) séo espagos quase-Banach {Banach se min{g1.....gn} >

1}. Se E = (. escreveremos simplesmente £¥ e 1.6,

Notemos que se g, = ¢ para 1 = 1,2....,n, entdo o espago {%{E} se
reduz ac espago £{E).

Em todo este trabalho, a menos de mengao explicita e contrério, £
indicara o espago £{Z*, R).

Se E é um espago de Banach, & transformade de Fourrer de uma fungao
I € LMIR™.E} é definida por

i) = Jlz) = [F eI fly) dy

-

onde T ¥y = Zy.y1 = ...+ Tn¥a- A transformada inversa {ou conjugada) de
Fourier de f é definida por



CFNE =T = [ s dy
1.1.3 A CLASSE §(R",E). {Ver Treves |58])
Seja E um espago de Banach em relagao & norma |.|l. Designaremos
por S(R",E)} a classe de todas as fungbes ¢, indefinidamente derivéveis,
definidas sobre ™ & valores em E tais que '

Prale) = sup (14 [af)" [ D02z < Cra < oo

para todo multi-indice & € IN" e todo N £ IN. §{IR", E) é equipado
com a topologia natural definida pelas seminormas {Py,). Quando ndo
houver motivo para confusao, colocaremos simplesmente S{E) para denotar
S{E",E). Se E é o conjunto dos nimeros complexos entao S(H", E) se
reduz & classe das fungdes de decrescimento ripido (no infinito) ${R").

Uma sequéncia (p,)}; converge para p em S{R", E) se para cada o ¢
IN®e N € N temos

P}f:a(.w} - ,.’)) —s

1.1.4 A CLASSE SY{R", E}. {Ver Treves 58 )

Seja F um espago de Banach. Designaremos por S'{H™ E) a classe de
todas as aplicagdes lineares T definidas sobre $(IR") & valores emn E que sao
continuas {iste €. tais que se ©; — « em S{RA"}, entao T{y,} — T{¥)
em E). Se T ¢ §R",E} e ¢ € S{IR") entao denotaremos por T} ou
{T.¢" aacho de T em . No caso particular que E = € temos simplesmente
o espago 5 ("} das distribuigdes temperadas.

Em 58 Treves demonstra que se F' é o dual forte de um espago de
Frécher F. entho tem:os o isemorfismo

SR".Fy= S(R".F)’

Se T é um elemento de §'{K", E), & transformada de Fourier de T,
designada por T ou FT, € definida por

b} }



para toda v € S{R").
§emelhantemente, a transformada fnversa de Fourier de T, designada por
T ou 777, é definida por

para toda p € ${IR").
Observemos que T estd bem definida como elemento de §'(JR", E)
pois T é uma aplicacdo linear de S{R"} em F e se

3

@y @
em S{R™), entdo
P — ¢
em S${R"}, o que implica que
Ty = Ty — (T = (T, ¢

exrn E. O fato que T também estd bem definida como elemento de S'{IR", E)
pode ser visio de maneira andloga.

Finalmente, notemos que se T € um elemento de S'(JR", E}. entéo
temos

FIFT =T =377 .

Isto segue da férmule de inversdo de S{R"}, pois

{?"1?31,4;--} =

4y
o3
32

i

1“‘})!

f
'E:%h ’?é .
A8}



para toda ¢ € S{IR"}), implica que F'FT = T. A segunda identidade
segue de maneira andloga.

No caso particular em que E = £2{Z?) temos o seguinte resultado: Se
T = (Ti;)i; pertence a §'(JR?, £%) entio temos

-

(1) T =(T;)i; -

Um resultado analogo a este vale para a transformada inversa de Fourier,
isto é, se T = (T;);; pertence a §'{IR?, £?} entao temos

(2) T=(T;) -

A seguir introduziremos algumas notagdes com o objetive de enunciar os
teoremas de Paley-Wiener-Schwartz. Seja T pertencente a S'{JR"). De-
notaremos por supp T o suporte de T, isto £, o complementar do maior
subconjunto aberto do R” onde T se anula. Uma fungio analitica f de
n varidveis complexas serd indicada por flz),onde z =z + 1y, 7 ¢ R" ¢
y € " Se uma fungdo f(z) definida em K™ admite uma extensdo a uma
funcao analitica de n variavels complexas entdo esta extensao também serd
denotada por f{z}. Entdo, os teoremas de Palev-Wiener-Schwartz. cujas
demonstracoes podem ser encontradas em (37}, (53 ou '62 sdo:

1.1.5 TEOREMA. As seguintes condigoes sao equivalentes:
(1) o€ S(RYesupp e Cly < Ry < b}

{2) {z) € uma funcao analitica inteira de n varidveis complexas e para
todo A > 0 ¢ todo £ > 0 existe umna constanie positiva C, tal que

olzl € Cuofl = 2 ) el
para todo z = 7 - tycom 2 £ " e y = ",

1.1.6 TEQREMA. As sepguintes condigoes sao equivalentes;

(1) f& SR ) esupp FC {ye R": iy < b)



{2} f(z) é uma fungdo analitica inteira de n varidveis complexas e para uvm
nimero real apropriado A € todo £ > 0, existe uma constante positiva
C, tal que

(2} < Colt + |z])Pelbreil |

paratodoz=z+iycomz € R ey € R

1.1.7 EXEMPLO. Seja f pertencente a LF{JR", E), 1 < p < 0o. Entao, 2
aplicagao linear T = Ty definida por

Ty(e) = [ ele) f(a) ds
para toda ¢ € $(R"), pertence a §'(IR", E}. De fato, se f € L¥{IR", E)}
entao pela desigualdade de Holder, temos
Tl < [ lela) (@)l dz
; 3 1
S S AT RERF A LTI P R & IR R L B
< Wfbee (\fkl_( 5 S UL RTE S LN S I z’)

{1~ 2% d:r)

e

UL Prolie) {
-
C - L fiePaole)

b

se Np' > n/2. 0 que mostra que Ty é continua.

1.1.8 OFERADORES MAXIMAIS DE HARDY-LITTLEWQOD.

Se f ¢ uma funcao pertencente a L} ("} {isto é se f é uma Tuncao
localmente integravel em "} entdo a fungdo maxrimal de Hardy Littlewood
M é definida por

(1) Mi(z) = sup 1B [ 17(0)] dy .



onde o supremo ¢ tomado sobre todas as bolas B centradas no ponto z. B
sabido (ver [25],|55],|57]} que se 1 < p < o0, entao existe constante C > 0
tal que

(2} Ml < C-Ifliw

para toda f pertencente a LP{JR"). Esta desigualdade é conhecida como
desigualdade maximal de Hardy-Littlewood. O operador M : f — M[ é
chamado de operador maximal {de Hardy-Littlewood).

Formularemos a seguir um teorema gue fornece uma extensao da de-
sigualdade 1.1.8{2), que foi obtida por R. J. Bagby [2]. Antes, porém,
introduziremos algumas notagdes. Sejam u; com 3 = 1,...,m medidas de
Borel o-finitas sobre R e p = []71, u; 2 correspondente medida produto
sobre JR™. Sejam v a medida de Lebesgue sobre IR e p.v {respectivamnete
v.ut) 2 medida produto sobre R™ x IR (respeciivamente R x IR™). Consi-
deremos f{z,y) com z = {2;,...,2,) € JR™ e y € IR uma fungao definida
sobre JR™ x IR & valores complexos que ¢ Jocalmente integrével (em relagéo
& medida w.v) em IR™ x R. Denotemos por My f & funcao maximal de
fir,.}), isto é,

Mo flz.y) = sup{2r) ! f‘uw Slx.z) dz |

e

onde a integracao acima € no sentido de Lebesgue,

Analogamente.se flz.y)comz £ Hey= {th.....y¥n) € K™ é uma fungac
localmente integravel {em relacio s medida v.u em JH x R™ entac M, f é
definida por

Muflz,yl = sup[?r}“}[_ Slzy) dz .

rafs

1.1.0 TEOREMA  Sejam 1l <p- x e @ ={g..... g} tom 1 < g, < oc
se ;= 1., . Entao existe uma constante positiva C tal que
(1) [ 1Maf ()l dy< C- [ sl dy



para toda fungio f(z,y) pertencente a LP(IR, LY (IR™)).
A desigualdade andloga a 1.1.9(1} para a fungio M), f é dada por:

[ Moty de s C- [ Nf (o)l dz

para toda fungdc f{z,y) pertencente a L*{R, LY{R™)). :
Um caso especial interessante do teorema anterior é quando 4 é a me-
dida da contagein, isto €, quando L‘E = f9,

1.1.10 OPERADOR MAXIMAL FORTE. Sejam 2z = {2,...,2,) ¢
g = {a;,...,4,) pertencentes a JR" tais que a; > O para 7 = 1,...,n.
I}enoiaremcs por R(z,a} o retangulo definido por R = R{z,a} = {y ¢ R":
lys ~ 2! < @ para 1 = 1,2,...,n}. Se f pertence a L} (R"), entdo o
operador mazimal forte M, é definido por

M.(f){=) ~snp*~*~f (fly)] dy ,

onde o supremo ¢ tomade sobre todos os retanguios R = R{z,a) 1ais que
xr e R,

Relembraremos a seguir algumas notagdes com o objetivo de enunci-
armos o teorema maximal forte. Indicaremos por log™ a funcéo definida
sobre o conjunto dos nimeros reais positivos por log" r = logrser > 1 e
log” 7= 0se 0« 7 < 1. Denotaremos por L{1 ~ {log™ L)" "} 0 espago de
iodas as fungdes [ definidas sobre ™ a valores em ¢ tais que

/f (1= (log™ f(z))" 1 )dr <« o

Entdo. o teorema maximal forte € estabelecido como segue (ver 21 ¢ (38}

1.1.11 TEOREMA. O operador M, ¢ limitado do espaco de Orlicz

L{1 = {log™ L)) no L' fraco. isto ¢, existe uma constante C, {que de-

pende apenas da dimensio n) tal que

L if(T)
o

{r e R" : M.(f}{z) > 0} £ C, [If (1 + {log " Ndr
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onde (A| denota a medida de Lebesgue do conjunto mensuravel A.

o

1.2 OS ESPACOS DE HARDY H), E Hl NAO-
ISOTROPICOS DE FUNCOES VETORIAIS.

Ne que segue usaremos a seguinte notagao:

0 = {{0,0}, (1,0}, {0.1), (1,1}}.

1.2.1 DEFINICAO. Seja f pertencente a L1(JR?, #*). Suas transformadas
de Hilbert Hif, k € 13, sao os elementos pertencentes a §'(JR?, £%) definidos
por:

(1) F(Hwof) = —isgz flz,y},
(2) F{Haf) = —isgy f(z.y),
(3) F(Huf) = (=i sgz)(~i sgn)f (z, 1),

(4) Hoof = 1.
1.2.2 OBSERVACAO. Se f = {f,;},, pertence a L'{JR*. £*) entao Hy f =
(Hif )i k= T onde H.f,, denota a transformada de Hilbert da fungao

escalar f,.. De {ato. se por exemple & = (1.0}. temos

FlHpf) = —isgr flr.y)

("‘“; SgT }43{28 ?)}x}
= A{F{Hwlulhs -

donde & identidade segue por 1.1.4{2}).
Definimos & seguir o espaco de Hardy F! de Hilbert nao-isotrépico de
fungoes a valores vetorials.

11



1.2.3 DEFINICAOQ. H}, (R, %) = HL, (%) é o espago vetorial das
fungdes f pertencentes a L'(JR?, £*) tais que suas transformadas de Hil-
bert, Hef, k € O — {{0,0}}, estao em L'{JR? £*).

Munimos o espago Hj, (JR*, £*} com a seguinte norma:

ey, = 3 WHefloe

ke

onde Hggf = f .
Observemos que se f € H}, (IR?,£°}, entao os momentos na direcio z
e na diregao y sao nulos, isto é,

[feaz=0, [ z.y)dy=o0.

Com efeito, se [ = {fi;}i; € HL, (R, ), entdo f; € H,(R*?), para todo
1,7, € portanto,

fﬁ;‘(&'ay)df = 0, ff,-,-(::,y)dy =0,

para todo 1,7. Como [ é integrével o resultado segue. Resulta desta ob-
Aehe or CIY 124 na : : 1 2 42
servagao que o espago S{JR".{"} nao estd contido em Hj, [R°. (7).
Nosso préximo passo sera exibir um subespago denso de HL (R £7).
Necessitaremos do seguinte resultado. cuja demonsiracac encomntra-se em
H.Sa10 140,

1.2.4 TEOREMA. Seja O o espago das fungdes f pertencentes a S{J7)
a valores reais tais gue

(1) ] pertence a C={IR*).

(2) supp [~ (R > {0}) L ({0} » R) = @

bl

Entio. O é um subespago denso de H},(IR*). onde K}, {[R"} denota v
espaco de Hardy de fungoes a valores reais.



1.2.5 TEOREMA. Seja H{IR? ) o espago das fungdes [ = (f,)}i; €
H} (R?, ) tais que f;; € O, para tode &, j. Entao, HI{R? #*) é um su-
bespage denso de H},(IR?, £*).

Demonstracdo. Sejam f = {fi;)i; € HE, (R, ) e ¢ > 0. Entao,
fis € Hp(IR?), para todo 1,5. Como O € denso em H},(JR?), para cada
fiz» existe um elemento k,; € O tal que :

: H £
s = Pasliay, om0y < S

onde ¢ = L2 27" Seja h = {hy;)i;. Como

E lfi; - a:)|2)”2dx dy

t=—

IS = Bive = | j

: o

< Z Z 15 = hisllay, omey

Ht fij g‘j)EdI dy

Ms ;Mg

W
8

JE-orizm oo
para cada k £ T . entac lemos
0 i oy ' [
Hf = higmeey = 3 (HlS LRTE
ke
e e
< 4 Z 2 U gl e

|
!

3

1 |
"

.CL
T imw e

[ng

o
H
l

o que completa a demonstragac.

A proxima definicdo serd utilizada no Lema 2.3.1 do préximo capitulo.
que ¢ um resultado preliminar no sentido de obter um teorema que garante
a limitagdo de certos operadores integrais singulares vetoriais do espago de

13



Hardy nao-isotrépice H' no espago L'.

1.2.6 DEFINICAO. Seja E um espaco de Banach. Uma fungio a definida
sobre JR?, a valores no espago E, é um E-dtomo retanguler se verifica as
seguintes condigbes:

(1) Existem intervalos limitados J,J C IR tal que suppa C I x J ;
(2) llalizme gy < I x J|725

(3} fa(z,y})dz =0, qtp. ye He fo{z,y)dy=0,q9tp. € R.

1.2.7 LEMA. Sejam {a:);, uma sequéncia de E-atomos retangulares e
(Ax)E, uma sequéncia de escalares tal que

o

(1) S Il <o
k=0

Entéo, 5.2, Arax converge em L'(R* E) para uma fungéo f pertencente
a LY(R*,E).

Demonstracio. Vejamos inicialmente que se a é um E-atomo retangular,
entao

(2} fahzimepy) = 1
De fato. pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e 1.2.6{1) ¢ 1.2.6{2) temos
lelppe e, 5 U x T3 alpage gy < 0 2 IV J 7V =1

Agora. seja f, = Y ion Axos. Entao. por (1] € {2} segue que. dado qualquer
£ > 0. existe ne € PV tal que para todo m » n > ng temos

i L]

E !%AkﬂkﬁLl{HE,E) < Z i’\'fiiléakjiL‘(Rf-'E)

ke=n-1 kzn+]

14



m

< 2: |Ag[< £

. ka4

Logo, para os mesmos ng, 1 e M temos

Wm = folleuresy € % Buaelliume s <€,
kz=n4 1

o que mostra que a sequéncia das somas parciais f, € de Cauchy, e portanto
convergente no espago completo L*{ R?, E).

O lema anterior sugere a seguinte definigao:

1.2.8 DEFINICAO. Seja E um espago de Banach. HL, (%, E) & o espago
de todas as fungdes f pertencentes a L'{#7?, E) que possuem representacio
na forma f = T3, Arer, onde {a;)52, ¢ uma sequéncia de E-dtomos retan-
gulares e {A;)2, € uma sequéncia de escalares tal gue oo (Al < 0o, A
norma de um elemento [ pertencente a H,(IR?, F) ¢ definida por

W laoes = mAS N 0 £ =3 )

k=) k=0

Notamos gue se a € um E-dtomo retangular entdo lial 1 gz gy < 1.
Observamos que os espagos H!, (B*) ¢ H} {R"). de funcdes a va-
lores reais. nio sao isomorfos, pois R, Feflerman {27; demonstrou, util-

zando argumenios de dualidade. que H)},{IR®) esté contido estritamente

em H}, (IR*}. O espago definido por dtomos que é isomorfo a H},,{R?) é o
espago H1,(IR?} definido por Chang-Fefferman (36, {17 e (20,

A seguir vamos definir vn tipo de 4tomeo & valores num espago de
Bansach E, gue generaliza os atomos de Chang-Feflerman a valores reais.
com o objetive de introduzir ¢ espago de Hardy atdmico de funghes & valo-
rez num espago de Banach E. Chamaremos esses datomos de E-dtomos de
Chang-Feflerman.

1.2.86 DEFINICAO. %eja E um espago de Banach. Uma fungao ¢ definida

sobre I® a valores no espago E. é um E-diomo de Chang- Fefferman se
existe um conjunto aberto de medida finita 1 C R? tal que:

15



(1) lallLsmepy < 1077,

(2) a= Zremin) on,
onde cada fungéo agp, chamada particula elementar, verifica:

(3) supp ap ¢ R, com R retangulo diddico e R o quidruplo de R;
(i1) fer(z,y})dz = 0,q.t.p. y€ R e fap(z,y)dy = 0, qt.p. 2 € R;

(355) (Shemioy lenlfamr) < 01772

Para os E-dtomos de Chang-Feflerman também vale um resultado
anilogo ao do Lema 1.2.7;

1.2.10 LEMA. Sejam {e))icz uma sequéncia de E-dtomos de Chang-
Feflerman e (Ag)rez uma sequéncia de escalares tal que 35 1A:] < oo.
Entao, 300 Arty converge em L (R* E).

Demonstracdo. Aniloga & do Lema 1.2.7.
Agora podemos definir o espago H){R*. E}:

1.2.11 DEFINICAO. Seja £ um espaco de Banach. HL(R™.E) é o
espago de todas as fungoes [ pertencentes a L'{R*, F) que admitem re
presentacao na forma [ = S5 __ A, onde {a; }rez € uma familia de
E-itomos de Chang-Feflerman e {X,},cz € uma familia de escalares 1al
que S5 Ay <oe.

Munimos o espago H{F*. E) com a norma:

(in rog; = inf{> A},
onde o infimo é tomado sobre todas as represemtacoes de f da forma

] = ke oo Akl
Notamos gue em {16, 17| Chang-Feflerman demonstraram que os
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espagos H}, (IR?) e H} {IR?), de fungbes & valores reais, sao isomorfos, com
normas equivalentes.

1.3 O ESPACO BMO NAO-ISOTROPICO DE
FUNCOES VETORIAIS, --

1.3.1 PROLONGAMENTO BI-HARMONICO. Indicaremos por
R? x R? os elementos da forma (z,s;y,t) onde z, y, 5, { pertencem a
IR com s, t positivos. O nieleo de Poisson no semi-plano

R? = {{(z,5) : z,s€ Res> 0}

¢ definido por

PR(I)” €8

8+’

onde a constante positiva ¢ é escothida de modo gue P, tenha massa total
igual 2 1, e o nicleo de Poisson conjugado ¢ dado por

c-r

Q!{I) =

&zt

Uma fungao u definida sobre R? » IR? é dita bi-harmoénica se u ¢
harménica em {z, s} pertencente a R’ e (y.1) pertencente a JR: separada-
mente, 810 €,

8 u . 8 u
drt gt

8v  Ju

ay? a1t =0




Seja agora uma funcdo f definida sobre R? e integrivel em relacio a
medida Py{z}Pi{y)dzdy. Entdo f admite um prolongamento a uma fungéo
bi-harménica f sobre Jt2 x F? através da integral de Poisson definida por

-

flz,859,8) = P.Pir f{z,y)
= f / Plz-2') Ply - ¢) f(z', ¢/} de'dy -

Dizemos, neste caso, que }' é o prolongamento bi-harménico sobre IR x R?
de . lIsto justifica a seguinte definigao:

1.3.2 DEFINICAO. Dizemos que uma funcio f definida sobre R? é pro-
longével se € integravel em relacdo & medida Py{z)P;{y)dzdy.

1.8.3 ESPACOS L?{x). Denotemos por 7 a medida Py(z}P{y)dzdy so-
bre B? ¢ por L}{IR*,7) = L*{(x) o espaco das fungdes prolongéveis. Como
a medida » é limitada, o espago L’{7) contém uma sequéncia decrescente
de sub-espagos {LF{r); 1 <p< oc}

Vamos precisar também de verstes nao-isotrdpicas dos espagos BMO
de John-Nirenberg [39..

1.3.4 DEFINICAOQO. Uma fungic f definida sobre IR? a valores reais
pertence a BMO,, (IR} = BMO,,, se verifica as seguintes condigoes:

(1) f pertence a L} (R*}):

los
(2) supd x IV [ 3 f — fi— fo+ frsPdzdy < o,

onde I. J sao intervalos fechados e

1) =17 [ Flav)dz,

fala) = W17 [ fawdy

18



S =1 xJ? ffm flz,y)dzdy .

BMO,, é um espago vetorial e

1/2
| £llsmo... = (5;? [ [ i =fi- 1+ fuﬁdxdy)

é uma seminorma em BM O,,. Nao é dificil verificar que || fllzmo,., = Ose, e
s6 se, f pertencea LY (R)+ L (R), ist0é, f(z,y) = ¢{z)+h(y) onde g, h €
L: (IR). Para tornar o espago BMO,, um espago normado procedemos
como segue. Dizemos que uma fungao [/ em BMO,, é normalizada se
Fi, = 0e f;, = 0,onde Iy e Jp sao intervalos unitérios centrados na origem.
Vemos facilmente que, para toda fungado f em BM O, a funcdo

JF=Tu, =~ fa, + T2,

é o Unico elemento de BMO,, normalizado e congruente a [ moédulo
L} (R) + L} (R). Entao. BMO,,, assim normalizado é um espago nor-

i

mado por | - {{pmo,..-

1.3.5 DEFINICAO. Seja f uma funcao pertencente 3 L={R*) & valores
reais. Suas transformadas de Hilbert "aproximada™ e medificade. H, ¥,
k & o, sap definidas por:

Hyiftaw) = [ [(Pla=)=Pl-2) (Blu-y)-B(-¥)) f(.y) da'dy
Bty = [ [(Qiz=2)-@s(=7) (Ply-¢)- Pi(-y)) («'.¥) dr'dy’,

B 7ey) = [ [(Pla=2)-Pi(~2)) (@ly—v)-@i(~¥)) J(e'y) de'dy
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B 1@90)= [ [@uz-2)-Qi(-2)(@(y-v)- @i~y ) (', v)d'dy’

O préximo teorema mostra que as transformadas H :”, k € [, perten-
cem ao espaco BMO,{R*).

1.3.6 TEQOREMA. Exlste uma constante positiva C tal que, para todo s
e 1 positivos, temos

VB fllamo,. < C-Ifll= , ke O,

para toda f pertencente & L(JR?) & valores reals.
Demonstragdo. Ver H. Sato [49].

Qs trés resultados que enunciamos a seguir fornecem outras proprie-
o et
dades das transformadas H;"f.

1.3.7 TEOREMA. Seja 6§ > 0. Entao existe uma constante positiva C
que independe de é tal que, para todo s e { no intervalo (0,6} e todo k € 7,
termos

FHY flinsm < C - Jiflize
Demonstracio. Ver H. Sato 49,

1.3.8 TEOREMA. Para toda [ pertencente a L¥{F*} todo k & [ e
todo 5. &', 1 e ¢’ positivos, temos

PaPt " (Eg:’,f'” — ﬁ:w*.fﬂ f -
Demonstragio. Ver H.Sato |49
1.3.9 TEOREMA. Seja f pertencente a L™{"} i valores reais. Entao,

para cada k € 7. existe uma Gnica funcio H,f pertencente a L*{IR%; 7} a
valores reais, fal que
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Y U H S € C - e,
(2) 18 om0, < C - S =
(8) Bi*f = P.Pix Huf,

para todo s e ! positivos,
Demonstragio. Ver H. Sato [49].

As fungdes H,f, k € [J, cuja existéncia é garantida pelo teorema
anterior, sao chamadas as transformadas de Hilbert modificadas de f. Se
g = {gi;)i; pertence a L®(IR?,£2}, onde £* = £*{Z*, R), entéo as transfor-
madas de Hilbert modificadas de 9, igualmente denotadas por Hpg, k € 3,
sao definidas por

I?w == (3%)&;‘ ¥

onde cada H,g;; ¢ a transformadas de Hilbert modificada de g,; pertencente
a L°(R?).

Agora estamos em condigbes de definir o espage BMO{IR?, £*), que
generaliza o espaco BMO(IR?} de fungdes & valores reais, com dois objeti-
vos principais. O primeiro é mostrar gue esse espago € o dual topolégico
do espago de Hardy H}, (IR?, %) definido no pardgrafo anterior. O segundo
objetive € fornecer uma caracterizagao do espago BMO{IR® £) em termos
de certas medidas denominadas medidas de Carleson.

1.3.10 DEFINICAO. Uma funcao g definida em R*. & valores em £ =
E{Z° R), pertence a BMO(IR* . ) se pode ser representada como

(1) g= Ekeg }}kgka
CLFIY
Hoogoo = goo € Z lggkézl.“'{ﬁ?,f?} < o,

ke

Munimeos o espaco BMO{R*,F) com a seguinte norma:
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’ “Qllamomﬁﬁ} = inf{ E |19k“L°°(R“.t‘*‘}} 3
k€D

onde o infimo ¢ tomado sobre todas as representagdes possiveis de g da
forma {1}. __
Nosso préximo objetivo € mostrar que o espago BMO(R?, £*).4 o dual
do espago H};, (IR*, %), Para isto, porém, necessitaremos do seguinte resul-
tado, cuja demonstracao encontra-se em H.Sato [49;:
Lembramos que o espaco O que aparece no enunciado foi definido em
1.2.4.

1.3.11 TEOREMA. Se f € 0 e g € L*®{IR?) entao temos

ff Hiflz,y)9(z, y)dzdy = (wi)“”'ff f(z,v)Hig(z,y)dzdy

onde k = {k,.k;) € [1. ,
No que segue a notagao {,) indicard o produto interno usual em £ =
P{Z% R), isto é, se & = (a,)i; ¢ 8= (B;)i; sdo elementos de €2, entio

e o

8= Y ayby

JE-a=— o

1.3.12 TEOREMA. O dual de H],(IR",*} é 0 espage BMO{R". £}, no
seguinte sentido:
(1} Seja ¢ € BMO{R* . £*). O funcional linear que a cada f ¢ H{R* £)
associa © numero real
L5 = [ [Uz.9).0lx. ) dzdy
se prolonga, por continuidade, a um funcional linear continuo L, sobre
HL.R* .2}, Além disso, a aplicagho g — L, é injetiva.
(i1} Para todo L € (H},(R?* £)), existe uma fungao g € BMO{R®,£)
talque L =L, e
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(1) . Ll om2,00) = lgllBMo(ma,02).

Demonstragio (i) Seja g € BMO{R?, ). Basta mostrarmos que

(2) el < llgllprmomeey 1 lay, 02 »

para toda [ = {f,), no subespaco de H}{R?, £*} formado pelas sequéncias
quase-nulas, pois tal subespago é denso em HZ{R? £2). De fato, como
9= Soreq Higr. com g € L¥(R*,1*), k € [J, entdo pelo teorema 1.3.11,
podemos escrever

[ [z ddy = [ [0, T Hugelay)) dady

. kED
= 3 / f v), Hegelz,y)) dedy
ken
= 3 —l)“‘iff{ka(x,y},gk(z,y)} dzdy
k£

onde k = {ky, k).
Logo utilizando a desigualdade de Holder. obtemos

L) = 1 [trlev)eley) drdy
= 13 (-1* f[ Hiflz. u) gelz.y) dedy

ke

= Z FHeFhpmemy i@ Lo amy
ke

< (>0 lgelise eyl fing, (ri e
S

donde segue 1.3.12{2), e mais, L, admite uma extensao continua, também
denotada por L,, pertencente a (H},,(JR*, #}) com
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{3) . Lol im0 < lgllBmopme ey

A injetividade da aplicagac ¢ — L, segue do fato que no caso escalar
esta aplicagio € injetiva (ver H.8ato [49]). Mostremos, agora, {ii). Seja
A o espago de Banach, que consiste da soma direta de guatro cépias de
LR, £%), isto ¢, -

A = {(foos fros for. ) = fr € LR, ), ke 0}
Definimos uma norma sobhre A colocando

{foos f100 fors S)lla = D I fellnrmeey -

kED:

Seja S o subespago de A definido por

5 = {{foos Hres Jor, Ju} € A ¢ Ju = Hifoo K € 0} .

Observemos que a aplicacio linear 7 que & cada foo € H}, (JR?, £7), associa

- Glfoe) = {Joor Hiofoo. Hox foo. Hix fon)

que

L(f&:‘a} = K{ four Hyofous Hoy Joo His foe

€

{4) VL, ey = DR s

Pelo teorema de Hahn-Banach, existe um elemento K € 4" talque Kis = K

e
(5) iKls = | Kja
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Mas 4" = B, onde B ¢ o espago constituido pela soma direta de guatro
copias de L2 (R?,¢*}, munido da norma:

”(g{)@sgl(}agﬁhgll)]lﬂ = Z |l§k|iLm{ﬁ2,ﬁ} .
ken

Portanto, levando em conta isto, 1.3.12(4) e 1.3.12(5}, temos que existe um
elemento (g0, 910, 91,911} € B tal que 3

(6) W@, ey = Y loellieme.e)
k&

€

L{f) = K(f,Hwof,Huf, Huf) = 3 ff(fo(x,y),gg(,z,y))dzdy .
EED
para todo elemento f € Hi, (B2, 2), onde f = Hoof. Mas se [ = {fi;)i; ¢
sequéncia quase-nula em H}(R?, %), temos pelo Teorema 1.3.11 que

L) = TV [ Uy Bulz,v) dady

kED

ff{f(r,y]‘. Z{m])“z’ﬂggk(x,y)} drdy

ke

i

it

[ [sz9).0(z.9) dzdy .

onde g = Spen{~1V ¥ Hege, e (ki = ky = ko k= [k ko) £ T
Decorre entdo que L = L,. Além disso, de 1.3.12(6) e 1.3.12{3} resulta
que

PLiiny, o0 0 = [9lBMOREE) »

o que completa a demonstragao de (i),



1.3.13 REGIOES DE CARLESON. Dado um conjunto aberto ) con-
tido em R?, a regiao de Carleson produto S{f1} é definida pelos elemen-
tos (z,s;y,t) pertencentes a B? x JR? tais que o produto de intervalos
{z— 3,24 8) x (y — 1,y + 1) estd contido em (1.

1.3.14 DEFINICAO. Uma medida de Borel positiva u definida sobre
R? x R é uma medida de Carleson se existe uma constante positiva C
tal que

{1} #{5{11}) :f . '_‘i# <C-if,

para todo aberto {1 C R* de medida finita,

O infimeo do conjunto das constantes que verificam 1.3.14(1) serd de-
notedo por {lu|l.

Os lemas seguintes serao utxhzados na demonstragao do préximo te-
orema, que afirma que uma fungdo localmente integriavel g pertence a
BMO(IR? %) se, e somente se

ds di
du{z,s:y,1) = {4 » glx, y} cizdy-—*—t—

é uma medida de Carleson sobre R x JR’. onde ¢.{z) = s"v{s7 1z} e
Uy ly) =t 1o {f"ty). para uma conveniente ¥ € S{IR).

1.3.15 LEMA. Seja ¢ € L™(IR) tal que supp ¢ Z —r.ri e [ $s}ds = 0.
Entao existe constante € > 0 tal gue

-

o adl s
v/; [o{=t] '{'gcr SLSSY S

Demonstragio. Como [ ¢{s)ds = 0, temos
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< : |e..2m'z£ - IE lé(z)ldﬁf
< ftliglow [ |2lda
< Pl

e portanto,

A

24t ”
1

%0 .. Mr dt ~ di

4 2 L2 27

f& Bt < fo il t'*”f;, o217
Crrtlgli+7 [ [B(t)Pat

Cyr? ldlie + 7 f I$(z)*dz
. -r
< Cr gl

IA

1.2.16 LEMA. Seja ¢ € S{IR) tal que [¢(z}i < A (1 + {z]} 7% e [ o(t)dt =
0. Entdo, existe uma sequéncia {¢;}%, de fungdes C™ tais que

{2) f%-(f)dr =0
(3) ho, e < C- A 9%
o odf . .
W j iﬁ—"(:t)f'? < (L AR aTH
' 0
i @ = Z‘j’s' :
=6

onde € € uma constante universal.

Demonstracio. Seja {n,}7 a parti¢io da unidade constituida de fungoes
n; € CT{R) tals que



(6) F OS?}JSIQ

{7) suppmo C {~2,2} e
suppn; C {z 2 277 < j2{ <2}, 521
(8) ni{z) = 1 se 29 < jz{ < 21 -1
L0
{9) Sn{z)=1, z€ R.
3=

Sejam p; = [ o{z)n;{z)dr ¢ o; = ;[ n;{x)}dz}"’. Por 1.3.16(9) e como
[ ¢{t)dt = U temos

(= 3] o0
{(10) S ouy= f¢{z) =0,
=0 o
e entdo, somando por partes obtemos a identidade
[+ [« 2] j
(11) Somion =3 (5w (o5 - ay) .
i=0 1=0 1=

Portanto, utilizando 1.3.36{9), 1.3.16(10) ¢ 1.3.16{11) podemos escrever

TE s . fes
o = T = Z{@ng — #}IQJ'} -+ Z‘u}.a}_

F=k
o o 3
= Z(@"}ﬂ " F{;Q: T Z M (&j 1 -;)
=1 F=0 o=t
= = %=
= Z o1y -~ #y05) "’Z( 5 pale; -1 — a,)
A=l 3=0 4=y ~]
[+ ) o )
= QN T Hoeln T Zdﬁ?v TG, (Z wle; = 0;u0)
gt oyt

o
= ¢ E @j
p=1
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Claramente as ¢; assim definidas satisfazem 1.3.16(1), 1.3.16(2} e 1.3.16(5).
A desigualdade 1.3.16(3) segue das seguintes estimativas:

@()m(z) — wies(@)] < |@{zny(e)] +
+ | [ s @[ n,0yen)
2 8

< sup z)|
2 -1 )
< 24279

lfud < Zl[¢ ya(t)dt]

s i=3
m' -
< 24) 27
e
< 4A427;
ayle) = oy < ([ o0+ ([ madn T <6

onde a vltima desigualdade segue do fato de

[n@dzz [ a2
PR IR SR |

Finalmente, a desigualdade 1.3.16{4) segue do Lema 1.3.15 e de 1.3.16(3}.

1.3.17 TEOREMA. Heja v € S{R) uma fun¢ao par tal que supp v
~1.1. 0% supp ve Ly ~‘§ = 1. Uma funcao localmente mmtegrivel
g pertence a BAMO(R®, [ ) s¢. e somente se. existe uma consiante {; » 0

tal que
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ds dt
. : 2 drdy =8 < |
{1) /fs{m e ¥ » glz,¥)llpdady—-— < G |01
para todo aberto 1 C R® de medida finita. Além disso,

P{‘éﬁl f_/sm ¢, ¥ » glz, !f)updmdyéfég}m ligllamoir: 28 2

onde o supremo € tomado sobre todos os conjuntos abertos de medida finita
e a ~ b significa que existern constantes positivas Cy e C, tais que

Demonstragdo. Mostremos inicialmente que a desigualdade 1.3.17(1) vale
para toda fun¢ao g = (g;;);; pertencente a L*(R?, #*). Para isso, notemos
gue pelo lema 1.3.16 existe uma sequéncia {¥"}3, de fungdes C* tais que

6=l
(3) supp¢" C (=27 27
B _ L dt .
{5J f ijw“(:f)_".?. <. A%2 i
[#)

oblemos



donde segue que

Vet ¥ 9i5{2, y)

3

#

gt ::t

H
=)
o

~18

3
i

e 308

“’&(I’)%( )gu (

b

>

i( £1 "‘Qu) ) s

{ e

[~]8

8“11-—ld)m{8-1x)¢n(z»ly)

X
[
o

8

Yor (Z,¥)

o
-}
[H
o

I',y _ yi)dzfdyf
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=0 n_..{}

ff!f’ HENTR T

e )] gislz — 2y - 4')dr'dy’

~ 2,y - y)dz'dy

o~

C.‘i

para cada g;;. Logo, paracada (z,s;y.1) pertencente a S{{1), a desigualdade
de Minkowsk: fornece

% {t‘s L.‘f *

A

¢ portanio

r

= -

=

3

i

X

Tz
MF{

8=~ 00 Fur—0c
e fa e
Z P (
=l

gi{z.y)ie

o

= {{wever gz y))y Le

>

=l

il

( M‘ﬁtgﬂ)(r y): }

) g} )

(

[VjR

[l

S
i

S ) (2w)

r), e

3
&

o _(}q s
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© [ [ oot steillzasar %] <

t
W oo s B
S [-//5(03 (?’gﬁfgo “ (( 31 ™ x 91:) (mgy}),‘j “‘2) dxdyi}_{}
. aid i s d d
< 23] f fsm) (437 + 95) (2,0),, dad "ﬁ?t]

ds dt

1/2
— man 2 e
= 3 fj;(n) w1 * 9;‘;’) (z,y)°dzdy t}

= [ r'woa:'* oo

]
o
=
#

Encontremos agora uma estimativa para cada integral
ds dt
bri” *gi;) (z.y) P dxdy——

f/sm} | (73" # 95) (z.9) Pdzdy ~

onde (1,7) € Z* Para isso, dado um retdngulo R contido em R, seia
R™" o retangulo concéntrico a K obtido através da expansio do retingulo
B de 27 vezes na diregdo 7 e 2™ vezes na direcio y. Seja

ro_ R ’
RLC-JQ

isto €. 01" € a reuniao de todos os retingulos K™ expandidos de
retangulos K contidos em (. Entao, temos

' H
(7} Q" ¢ {{z.y) € R 2 Ms{xa)(z.y) > 527777
e ) N
(&) Qe oLl

De fato. se {z,y) pertence a {I™" entéo existe um retangulo R™" tal que
{r.y) pertence a ™™ e R estd contido em R™™ 7 {1, donde segue que

R

Ms(xa)(z.v) = sup

R IR




[R™ O
[
R
- 2m+12n+}|}21
1

> —g7(men)
8

v

¢ que mostra 1.3.17(7). A desigualdade 1.3.17(8) decorre de 1.3.17{7) e do
teorema maxima! forte (Teorema 1.1.11).
Notemos ainda que se (z,s;y,1) pertence a S({1), entao temos

(9) { fén gy )z, y) = ('f’?,{ﬂ * gisxnmn )z, ) -
Com efeito, seja (z,5;y,t) em §(€1), isto €, (z,s;y,1) satisfazendo
Rodz,y)=(z~s,z+8) x{y~t,y+t} C 1.

Logo, por 1.3.17(3) temos gue

T - ._
supp @™ (=) C [z - 8277 7 4 2™
5

€ CoImno
(W77 gy lley) = ff Swlfwltf‘m(L}"{I)tf‘n(z"}!—{}gw(:1"__y')d:r'dy’
ertao se {z',y') ndo pertence a {1™" temos que {z',y'} nao pertence a

donde segue que

Lo €,
(L!::nfn * g‘-.}")(zs y) =0.
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Isto mostra 1.3.17(8). Portanto, pelo teorema de Plancherel temos

[

/[S{g} ¢" * 9;,) {z, y)l da:dyfi—ﬁéf

= gb ds dt
= f}(m x B 1 s.f‘ * Qij}(ﬂ-rm) (I,y}lzdzdywsmt
7 !IJ n) d
'/ 'f’?zl £1 l l?(gu}(ﬂ’"d (&’?)izd&d'? Sit

2 dsd
- fm 17 (gis xom o (€m) (fﬂ FUn (6= t)dEdn.

Mas uvtilizando 1.3.17{5}, obtemos

el
[ enn eSS -

) (Kl?”b;ﬂ(w?) (fe EAY )1?‘?)
= ([Tremen ) ([T et
- (j:x _?'15-""{z:u)r2_d§‘) (‘/« %;z_._ﬁ(:r};z%?)

Y
)
-2

I
bt
3
-

Consequentemente,

o ds dt

[l es) my) taedy ==

gn ¢ i
F-

Voltando agora em 1.3.17(8} e utilizande 1.3.17(8) obtemos
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{ f L o [laae # g(z,y)llgzdzdyéfﬂ}

£

0
Z Z ¢ g~ #Hmn) . \gii Xamn (T, 4} dzdy

00 FE—-00

<

M 10
I8

Mg

- m-—ri . mmn 1/2
C 272 gl s ey [0

IA

3
i
o
s
#
=

A
[~ e
gk

172
C 2w2{m+n) llgllim(ﬁg,lz)zsjz{m+n}Inﬂ /

ia

nz={i

R

o que mostra 1.3.17(1) para g pertencente a L™(R?, 7).
Agora se g pertence a BMO{IR?,£*), entao

g= Zﬂkgh

ke

cormm Hoogoo = Gos €

Z HQkHLI{R?,f?) < oo,
ke

Logo.
(10) {[/ ltuf»g{zy)“dmdygfffl

(s
ds dr}

K:W v Bige) (ro9) Tdrdy 5

W 1/2
3 : Y dedi
ertr’t Hkgk) {I,y};;’{:) dzdy_c:_.;

EA

£

b

Mas se denctarmos por H a transformada de Hilbert em

1/2

urmna

varidve] e convencionarmos que H, = ¢ ¢ Hyg = Hy, entdo para cada



k= (ky,ke} € [, temos

L4

(ot s Bagi)z,w) = (et * g (2.9) |

= ((Hk(’f’ﬂbt) * Q? (z, y))sj
= [Hy (¢a)H, () * g} (2, 9)
= (d"hd)‘;' * gk) (I,y) 3

onde ¥ = Hey se £ = 0,1. Além disso, como ¢ pertence a S{R)} com
0 ¢ supp ¥ entdo Hy também pertence a ${IR) com 0 ¢ supp F(Hy), pois
F(HY)(z) = ~i sg x ${z). Portanto, utilizando um argumento semelhante
ao que foi feito para obtermos & designaldade 1.3.17(1} quando g pertence
a L=(R*, %) (com g e v,y substituidos por gx e Yy, k = (k1. k2),
respeciivamente), segue de 1.3.17(10} que

|/, Nt el fzdrdyffff}

b C N RIE Z ligxlipoerme 2y

ke

para toda ¢ £ BMOUIR® £%). donde resulta que

[‘[ _/m vy » g)z.y) Edrd iff—*}

e

. 171
< C-V7%g pymop: ey -

para toda g em BMO{E" 7). Isto completa a demonstracao da desigual-
dade 1.2.17{1).

A demonsiracdo acima apresentada € uma generalizagao para ¢ caso
vetorial de ume versfo simplificada da demonstragac original de Chang-
Feflerman 16 . obtida por J. Aguirre {no caso escalar) 1. A demonsiragao
da reciproca é bastante longa, porém ¢ obuida por modificagao rotineira na
demonsiragao original de Chang-Feflerman.
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CAPITULO 2

OPERADORES INTEGRAIS SINGULARES VETO-
RIAIS SOBRE OS ESPACOS H!' E BMO NAO-
ISOTROPICOS.

Dedicamos este capitulo ao estudo de operadores integrais singulares
vetoriais com nicleo produto sobre os espagos H? ¢ BMO nao-isotrépicos.
Os nucleos dos operadores que estudamos sze do tipo K{z,u,y.v) =
kafy.v) - ky{x,u) {0 produto aquil indicando na verdade a composigao de
furigbes): onde cada k. 7 = 1,2, é uma aplicagdo {também denominada
nicleo) definida e IR » IR e tomandoe valores num conveniente espago de
aplicagoes lineares L{E,F} (E, F espagos de Banach)

O+ operadores que consideramos sko analogos aos estudados por D.L.
Fernandez em 32.. Neste trabalho Fernandez obiem um resultade onde
sa0 fornecidas condi¢oes sobre os ntcleos ky e k; para gue tais operado-
res sejam limitados sobre os espagos LY = L*:(LF/} de normas mistas de
Benedek-Panzone (3. Nosso interesse agui é obter versdes do resuhtado
de Fernandez para os espacos H' e BAMO nao-isotrépicos. Estas versdes
desempenham um papel importanie na demonstragao da caracterizagao do
espago H' que é realizada no Capitulo 4. O primeiro resultade neste sentido
é o Teorema 2.2.7 que d4 condigoes para que operadores integrais singulares
vetoriais anélogos aos considerados por Ternandez sejam limitados de L™
em BAQ. Uma ferramenta essencial na demonstracao deste resuliado € o
lemns geométrico gue J.L.Journé obteve em '41. para demonstrar que uma
certa classe de operadores integrais singulares é imitada de LY em BMO.
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Chamamos a atengao que o resultado que obtemos se refere a operadores
integrais sjngulares vetoriais enquanto o de Journé trata apenas de ope-
radores integrais singulares escalares. Além disso, mesmo no caso escalar,
a demonstragao que apresentamos simplifica os argumentos utilizados por
Journé. Isto ¢ realizado através de uma modificagao para o nosso caso de
uma idéia que F.8dria utiliza em |54] para demonstrar que um determinado
operador do tipo Littlewood-Paley é limitade sobre L7, _

O outro resultado que obtemos é ¢ Teorema 2.3.3 que dé condigoes
para que operadores semelhantes aos de Fernandez sejam limitados de H!?
em L. Aqui também o lema de Journé é indispensivel na demonstracéo.
Esta, por sua vez, € baseada em argumentos que R.Fefferman uviiliza em
{20} para mostrar que operadores da classe de Journé sio limitados de HF
em L7, para p proximo de 1. Observamos novamente gue no resultade
de R.Feflerman os operadores considerados sao escalares enquanto o que
obtemos ¢ para operadores vetoriais.

2.1 OPERADORES INTEGRAIS SINGULARES VE-
TORIAIS,

2.1.1 NOTACAO. Sejam E, F espagos de Banach e & = {(z,y) € R" x
R™ : = y}. Denotemos por L{E, F} o conjunto das aplicacbes lineares
continuas de E em F e por L} {L. E) o conjunto das aplicagoes definidas
no aberto I < ™ » JR™ a valores em E que sao mensurdvels ¢ localmente
infegravels em L. Denotemeos por L¥{IR". E} o subespago de L™{F", £}
das funcdes com suporte compacto e por M{JR"_E} o espago das fungdes
mensuraveis f : JR™ — E.

Seja k pertencente a L (R™ » R" — & LIE.F)}. Diremos gue k
verifica a condicao (o} se

] Jk{zoy) - Kz Y e rdr £ O
eyt =2yt
Diremos que k verifica a condicao (3} se

/ k(z.y) — k(2 y) e rmdy < C.

G- rdir-gt
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2.1.2. Seja T um operador linear de L(R", E)em L} (R",F) tal que

(i} T estende-se a um operador linear limitado de L' (R", E) em LT{R", F},
para algum r, com 1 < r < o0;

(i1} existe um nicleo k pertencente a L} {JR" x R" ~ A, L(E, F)) tal que

tog

Ti) = [ K(z.9) 1) dy

para toda [ pertencente a L¥(R", E} e 7 ¢ supp .

Um operador T como o definido acima é usualmente chamado de ope-
rador inlegral singular {de nucleo varidvel). Em particular se k pertence a
L} {R" —~ {0},L{E.F)} e k{z,y) = k{z — ¥}, o operador integral singular
gerd do tipo convolugao.

O principal resultado sobre esses operadores é o seguinte (ver {46),1471).

2.1.3 TEOREMA. Seja T um operador linear de L¥{R",E) em
L}, (IR".F) definido como em 2.1.2.

(a) Se k verifica (o) e {8) entao T é um operador limitado de LY{R". E}
em LP(IR", F). paratodo peom 1 < p <

(b} Se k verifica {e) entdo T é um operador limitado de H'(R", E} em
LR Fi
(¢} Se k verifica {3) entéo T é um operador limitado de LY {(IR™.E} em

BAMOUR®.F).

Os espacos H{R".E} ¢ BMO[JR".F} que aparecem em 2.1.3 s3o os
espagos considerados, por exemplo, por Feflerman-Stein emn 26 .

2.2 OPERADORES INTEGRAIS SINGULARES VE-
TORIAIS COM NUCLEO PRODUTO SOBRE O
ESPACO BMO(R.(*) NAO-ISOTROPICO.

Em 32 Fernandez apresenta ums generalizacao parcial do Teorema
2.1.3 para nilclee produto e espagos LF com normas mistas de Benedek-
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Panzone {3]. O objetivo deste pardgrafle ¢ obter uma generalizagio de
2.1.3(c) para o espago BMO(R®, #*) introduzide no Capitulo 1. A de-
monstragao que apresentamos é baseada numa idéia de F. Séria {ver [54]) e
utiliza como ingrediente de fundamental importancia um lema geométrico
devido a J. L. Journé {41}, que tem tido muitas aplicagbes na teoria de
dominios produto.

2.1.1 NDTACJ@.O. Seia 1 C IR? um conjunto aberto de medida finita.
Denotaremos por M = M{{1) a colecao de todos os retangulos diddicos
maximais contidos em {1, Indicaremos por M; = M;{{1) a cole¢do de todos
os retangulos diddicos R = [ »x J contidos em {} que s80 maximais na
direcao z, isto é,5¢ § = I' x J ¢ Q1 é um retangulo diddico contendo R
entao }' = I. De maneira andloga definimos M; = M;{(1). Relembramos
que os intervalos e retangulos diadicos foram definidos no pardgrafo 1.1.1
do Capitulo 1. Denotaremoes por (1" o conjuntic onde a fungao maximal
forte Ms(xn) € maior que 3, isto €,

= {lzy) € B Mslxa)zy) > 5)

Estamos agora em condigdes de enunciar o proximo lema que com-
bina o lema geométrico de J.L.Journé ‘41 com uma observagao devida a
R Feflerman 29 . Com 2 finalidade de facilitar & Jeitura faremos a demans-
tracac do lema: demonstracao essa cujas idéjas se devern essencialmente a
F. Soria 34. '

2.2.2 LEMA Reja 0 um conjunto aberto de ™. Entdo. para cada R, =
1. > J. pertencente a M = M{Q) existe um rerdngulo R), = I » J] contendo
E, tal que

(13 U R <00
K2 M

¢, para todo £ » O,

,:}D_\, I3 js} ¢ h
o5t - ) | L
e &‘,Zx, Ha [(];) (J‘;:) J e

iTr



onde C, ¢ uma constante que depende apenas de ¢.

E

Demonstrag@o. Mostremos inicialmente 2.2.2(1). Dado
R,=1,xJ,€ M= Ml ,
seja R} = I x J,, onde I, é o maior intervalo diddico contendo I, tal que

Ry © M= {(zy)e B : Me(xo)z9) > 5},

Observemos que B! € M;{(1"). Seja agora (R))* = I » J,, onde J, é o
maior intervalo diddico contendo J, tal que

(R < (@) ={lzy) € B : Ms(xa)(z.4) > 3}
Notemos que {R2}? € Mo({f1})"). Coloquemos

(R = R, e ("= Q.

Agora, observemos que se {z,y) € Ug_ en K,. entao {z,y) £ R, C ), para
algum a, e

S0 R O ]
s T R e

-
.

Ms{xzHz.y) = sup
s
onde o supremo é tomado sobre todos os retangulos S que contém {x.y).
Lego.

]

_ 1
U R {lmw e B Mslglawl » 5}

e pelo teorema maximal forte {Teorema 1.1.111 temos

.a
eem,
]._?
e
1
s
=
fon
#1
-
3
e
e ]
i
[ (T )
et

PR S

F.< M
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o que completa a demonstracao de 2.2.2(1). Mostremos agore 2.2.2{2).
Observemnos de inicio que

() <5 () ()

R.EM R \R:

onde 3 p: |R,! denota o somatério sobre todos os retagulos R, € M({})
distintos que dao origem a R!. Mas para todo R, € M{{1), temos que
R} € Mi((Y') e se Rg € M{) é tal que R) = R} entdo R, = Ry ou
R, " Rz = 0. Logo, para cada R!, temos

SR = [URs! < R
Rl Bl

e portanio,

(3) < < R(J)

Fos M) \ "}7- :
Agora. para cada retangulo R; pertencente a M{{}') cologuemos
1} =48 : Rz My{V) e ReC K}
e para cada inteiro k > (.
M w{deTe @ Ji = on

Entdo. Ji = Jf e Iz = I; para todo 8 £ T.. e 2.2.2(3) pode ser escrito como



L Em () - nEEm ()

B, e M{G1-} PET Rie M{{1 ) b= {lﬁg]‘i
el 1J
- z Z R{[ . 6'
2+ 73]

Re€ M{ft"} k=0

Como

entao

R..€ M1} al E.e M1y
Portanto. tudo se reduz a mostrar gque
i

(+ 2. Roigmpocen

R.LE M Ao
€

‘} o f
(3] ,Z féR-Qf (—f} < LN
- R.eMOD e

Necessitarnos mostrar apenas 2.2,2{4). pois por simetria ¢ pelo teorema
maximal forte {Teorema 1.1.11}. temos

2\
S R, ( ) <O CC 0,
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Mostremos 2.2.2(4]. Dado o, definamos

L}

To={8 : Rpe M(0)), [Js| >[I}

Da = Ra - U Rﬁ.
#seTl.,

Afirmamos que

© Dal> Rl

Para mostrar isto, observemos inicialmente que se 3 pertence a [, e B, N
Rz # 0, entdo plIl, C IgeJg C J,, onde pI! {chamado "pai” de J') denota
o intervalo diddico contendo /! de medida igual a duas vezes a medida de
I, Com efeito, R, NRs # @implicaque I, NIpg# Be J, 0 Jp # B Mas de
Innila # Geilgl > i1.: segue que I estd contido estritamente em I, donde
Ig o pl.. Por outro lado, J, " Js # @ acarreta J, C Jsou Jp C J,. Mas
2 possibilidade J, € Jz nao ocorre, pois se ocorresse teriamos R, contido
estritamente em Rz [visto que I, € I} e I} contido estritamente em Ip). 0
gue contrariaria o fato de R, pertencer a M{N). Portanto Js < J, . Agora.
para mostrarmos 2.2.2{6}. suponhameos por absurdo que

1
‘D, < - R,
Do =5
o seja.
. 1
(fJ RQF(UH") ):)-RD
Fel., .

Maz do fato de T, 7 Jz. paratodo 3 £ T',. temos

Ru F{LR‘("} = Ia > Ja_: - u“a A Jg)
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= |1, x Jatn{uls) x {(WJa)]
« = 10 (VL)) X o 1 (UJ)
= 1, x [Ja N {UJgl].

Além disso, a inclusdo pl), C I, para todo f € T, acarreta que

Consequentemente, 2.2.2(7) se transforma em

(B ALPAESIRAN

1sto é,
TR S
pl (Jd5) Joli > Sipl, o
GU s¢ja.
I J2y T opll w : I' » J
pBi, (.‘“" fz’) pl, » a :?'pa o
ou amda.
PO ] } 3
N7oply o dy e opll e J
Da ultima desigualdade resulta que
pll » 1, 2 1}

Pela definicao de R = I' » J, segue gue
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ply x Jyc I, x Jy

isto é, que pl’, < I, 0 que é uma contradigdo. Isto completa a demonstragao
de 2.2.2{6).
Seja agora

A={keZ : L =2", ondel, ¢tal que R, = 1, x Jo, € M{M)}.

Entao, por 2.2.2{6) temos

x () -
s v om &)

k€4 ol i=24)

i

2 4
<y ¥ ow(E)
3.4 {a: k., i:;"“-} G
26\ ¢
< [[ > (v (}T) dr dy .
k2 Z {a'il, =2*) L
Fise {z.y) £ {1 e considere entre todos os retangulos £ € M{{Y) rontendo

{r.y]. aquele com mmaior projecac sobre ¢ eixo {denotemos este retangulo
por R, = I, » J,}. Seja T{z,y) o comprimentc desta projegac {isto €.
T{z,y) = |1,)). Entao.se i =2 e {z.y} £ D, = R — User,, R temos
22 < Tlz,y} < I.. Defato.como(z,y) < R, =1, »J, ¢ M{0] entao pela
definicao de T(:r y) ternos 28 = 1], < T{z.y). Por outro lado. se {z,y)
D, entao {7.y} € Ugser KHa. dsto é. {z. 1) £ F:. qualquer que seja 3 £ T ,.
Como {zr.y} ~ R, = I, » J,, emaoc » £ T,. donde T{z.y} = 1, < I .
Agore. como os B2, sho disjuntos e D, Z (0 entao

3 .z = ap.(ry) S anlry).
{oif, =24}
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Logo,
Hal
R.,:Z:'):( IRHI(U'i) .
fo Y. xals, y)(T(2 y)) dr dy

2F Tz g}

2[_/-)(93:3; Z?k‘dzdy

k0

Fal

1A

= cinl.

o gue completa a demonstragao do lema.
Na demonstragdo do ressultade principal deste pardgrafo necessitare-
mos do proximo lema. Antes, porém, infroduziremos algumas notagoes.

2.2.3 NOTAC&ES. Dado um intervalo J ¢ I, colocaremos
Si{ly =T > (0.1}

ese B =1, .J, entao

n a

S5(R) =51~ 5{J) . R » R. .

8¢ ¢ » 0 ¢ um numero real. denotaremos por ¢/ o intervalo concéntrico a
1. obtide através do intervalo [ pela dilatacao de ¢ vezes seu comprimento;
e se R = 1w .J, ¢cK indicard o retangulo e » ¢J.

Seja v ¢ CX{R) uma funcio par tal que supp v T ~-1.1.
[Zew(s)ds = Oe

(1]

Para i > 0, colocaremos vyfs] = 177 {171 &). Entéo indicando por £ o
espaco (*{Z"). temos o seguinte resultado:



2.2.4 LEMA. Sejam E um espaco de Banach, F um espaco de Hilberi e
ky e ky micleos em Li (R?, L(E,F}) e L; (IR*, L(F,€)), respectivamente,
que satisfazem

w itz )~ k(e )l dy S C-v* , j=1,2
' - y|>ylz 2"
para todo y > 2 ealgum é > 0, onde L, = L{E,Fle L, = L(F;fg).

Sejam Ty e T; operadores lineares limitados de L*(IR, E) em L*{ R, F) e de
L*(R.F) em L*{ R, £*), respectivamente, e gue satisfacam

2) Tf(z) = [ halz,w) flu) du

paratoda f € L®(R,E), e

®) TS0 = [ kalyn) So) do

para toda f € L¥{R, F). Suponhamos que T seja um operador linear de
L=(R?.E} em M{R*, ) satisfazendo

{4} Tf{z.y) = [ / kofy. v) bfz o) flu o) dude |

para toda f € L*{(R*. Eye{z.y) £ supp f. Sejlam R =1 J e R=1>1]

~

rertangulos em JR° tais que K ~ 6 R. Entao. existem constantes U > O e
£ > { tais que

N
2 - }: ¢ :JE‘!

< O if i eme e B = “+ T)
<O e, [(},) (J}

para toda f € L>{IR*, E) tal que supp f 7 6 R = 0.

48



Demonstragao. Sejam

*

A = {lz,w)e R - ze6] , weg6l}
Ay = {{z,e)e R . 2461 , we6lJ)

Ay = AU A

onde

Ag={{zw)e R : 2¢61 , wg6l}

As={{zw) e R : 2d6] . wgel}

Observernos que 4, 4. e A; s30 mutuamente disjuntos e supp f © A;o
Az As = (6 RY. pois por hipltese temos que supp f 7 {6 K} = 0. Assim.
se colocarmuos f, = fya .0 = 1. 2.3 entao [ = [y — fo ~ [y € teremos

ds di
(6) [[ v Ty bdrdy =% <
. 5ifRY & 1
R .n d‘ df
Da‘.“i{R- % r
| : " ds dt
- f [ fit‘ytﬁ; * Tf:{r.y)";,_. dr dy .
ERYS <
“ d{ df
e [ / PRy M Tﬂ%{:. y} E” d.? 6}3‘; __g ,.; .
SOJE LR &

Estimemos cada uma das integrais que azparecem no segundo membro de
2.2.4(6). Para estimarmos a primeira. observemos inicialmente que se
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{z,ay,t) € Si{R) e (uv) € REétal que ir—~w] < sefy~9p < ¢
entdo {u,v} € 3 R C 6K e portanto {u,v) ¢ supp fi. Logo, se colocarmos
fiel) = il w) e lembrarmos que [ ¢(s}ds = 0, teremos

Yooy * Tfl(zsy) =
- ff Yolz — ) iy ~ v) ThHiu.v) dude

[ [tz - wpty = o) ([ [ oaosw) st 2)- A1 w)d;du)dudv
- ﬂﬁr(f@wmvﬁﬂmwwﬂ([%&“ﬂﬂf&@ﬂﬁm&ﬁﬂﬁﬁﬁ
= ,/;{.-,j}r @: Doy, w) (¥, » Ty fiw){z)du

i

onde
Qi Tafyw) = [ wily - v) (ka(ew) - kaly. )

Entao pela desigualdade de Minkowsky temos

. . ds dt
(7} ff v Thiry) [ dedy—-- 2
o N1 RS & f
< [ iem e (v T ) 5 | drSay
= st e Hefe Lol W W LIF eyt Yily LFodu T Y -
,, i Cant T
= fﬁlm [/;cﬁs HEN PRI IR ) (/’] SO IS ISIES f‘d-"?) duw ; d‘*’“{‘ -

Mas. aplicando o teorema de Plancherel. & condicao 2.2.3{1) e a limitacao
do operador Ty de LY{JR. E} em L*{IR.F). obtemos

&
L i T @i das
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< [T BlorIrm AN @ de <
< o ¥ ITfula;

< ¢ [ el dr

< C- lgf”im{}g?’g} ]f;

Portanto, de 2.2.4(7) segue gue

ds di
[ [, et Tz dzay = 5 <

di
< Coifilemeg }/ f[f N _HQth{yaw)HL(r,fs)de dy—~ .

Agora, se § é centro do intervalo J e comoy e J, ly—vi<ted D6 J,
entdo para todo w € (6 J)°, temos

y-uwoz ogow -y
§ 1
> 32 -3 ) - -]
5
2::1} b
oo _
A Y

onde i:;’_ > 92, pois 2t < 2.F < 1J.. Logo. aplicando a condicio 2.2.4(1} com
7 = 2. temos

<[ ndu- ) k) - ke Lpe dedu

= [ ) wly — ) (/ o chcfvou) ~ kayow); L[;_{;}du‘) dr
Hipe o S H v :



Consequentemente,

ds d
(8) j[f Hwad + THiz. vl ; dr dy . _—f <

[
< e fwppe gy T I f(; TR

1]
= “fi[l,ﬂ-“{}?"’E}R (I ) s
Ji

o que completa a estimativa da primeira integral. Facamos agora a esti-
mativa da segunda integral & direita da desiguaidade 2.2.4{6). Para isto
cologuemos f3{.) = fx{z,.}. Entaoc. utilizando o fate que [ v{z) dz = 0,
temos

Tery T{g(.’r.y) = N
[/z‘{:‘r_'h]tf(”_‘]{_// v uthy {u.2) 2z, ddu)dudv

UJ[”} [“ (vowhy e ~ ulk (v }f;(u-)') dzdudv
f{ /tr 2 (/A (
-[w-—?s- [ vely — v (/ kafvow) (

. [t‘g{y ~ vV TAQ, Tilx. 23 [ {vyded:
Jao gy

/{
[ e QL Tz ) (v
(G fy _

8

i

velr - ulky(u. "}dh)f;{_ ;du}did,,
3

It

/
[tz - itz - b z:’l}dt) fu )du)did~

£

[ ]
g™



onde

E

Q. Ti(z,2) = fv,b,(:r — u)(ky (. 2) ~ ky(z, 2))du .

Aplicando a desigualdade de Minkowsky obtemos

ds dt
Of [, b= Thilen)i doas 22 <

. di ds
g gi Lerdz =
/SJU} /S;{J} (~/{57}‘ iy Ta(@e Tz, 2)). 55 )M wlie ) dy d:.'.'

. dry'?
< jsim [f(b;). (/M Hv’&*Tg(QsTz(z,z))-f;f)J(y)-;iiady"i") dz

Mas, pelo teorema de Plancherel, por 2.2.3(1) e pela limitacao de T, de
L¥{R,F) em L*{R. £), temos

d\n
d:l‘——f.
&

: - di
/1. oy > (@ Doz 2)) SN dy = <

/ﬂt /'cx {’;(f} : F TE(Q= T](IZ):}”{;){\EE
¢ [T e Tz

e

el 33
b

.dg,a_'_
ot

14

e

< O f Q. Tyiz, 2)). fiYlw) F dw
< CoQ Trz) gy, | Phlw) §du
< C- Q‘ :r}( 2) ig[f‘;.f Lo EAJ

Portanto. disto e de 2.2.4{9] segue gue

| de dt
(]O) ./‘/;}{R} il Lf " ?f I y) dray—m-- Pf_ g

[l S
falthe4



| o ) ) P ds
pS C" “f“iw(l?t,E}E'}lfo /} (4[{6}(}" 1€, Tl(IaZ)H;,{g’p}dz) d:—; .

Agora, se  é o centro do intervalo J ecomoz € I, [z~ u|<sel D617,
entdo para tode z € (6 J)° temos

x—-z 2 jg-z - xZ-I >
~ . ] )
z S/zlh+3il - S\
11t
> s 2 —lz-uj,
s &

~

onde L‘;— = 2, pois 25 < 21l £ {7:. Logo aplicando o Teorema de Fubinie a
condigdo 2.2.4(1) com 7 = 1, resulta que

f,, 1@ Tz, 2} e pyd2 <
61y

- ;,[,_, <. Weelz ~ ) lha{u.2) - kl{xgz}]'L{E,F}dUdZ

< [ &
ez 1

= jﬁum oy - ul (/ s Fyfu.z} — k. 2} ;_;_E_;’}d:) du

P BT Y

2

-

-1

b
T
e
H
@ | -t

Consequentemente,
ds di
{11} f/ v s Tifry) 5 drdy =z <
SOFER: &

m~

f e
© O e d [ [T e
\ I



Para estimarmos a Gltima integral que aparece no segundo membro de
2.2.4(6), ohservemos de inicio gue do fato de  ¢{z) dz = 0 segue que

b x T ez, y) =
= [ f bo(z — Wy - v) ( f /A Rl wik(e.2) fa(z,w}dzdw) dudv

} fj;"“‘“ ('[ v - v)kz{v,us)du) (f ACh u)kl(u’z)du) fs{z, w)dzdw
= f/:uuﬁ; & Ty w). Q. iz, 2} falz, widzdu.

Logo.
ds dt
ety |hdzdy—— <
(12) [ [, (s Thslz,)dady™ 5 <
< f-[sl{!?}(/«[huag Q¢ Tafy. w)i Lipe) Q- Tl(-’fsz)E?L{E_f} x
ds dt

x |l fal 2. w)l pdzdwe)? drdy— n

< Coif iemn [[ :R-,(-[({.’f;. 1Q: Ty w)lppeeydu)’

. ‘a2 de dl
» /’}‘ Q: Tilz.2). pp podz)” drdy—— -

.

~( - ?f.f:;}_w-(ﬁf__ﬁ}/‘[Sl(m(-/{&‘}}‘ .Q: ?ﬁiy-u’}:izl,{?,fi}ffu')* >

. . - de di
}:(_/{F}-\_ @, Tz, 2)igp pide)” drd;;—: -

Nas, se § é o centro do intervalo Jecomoy 2 Jow s (6 J) e y- v <1
entac temos



. 201 .
> 20z =yl

onde ﬂtﬂ > 2, pois t € {0,1J]). Logo aplicando a condi¢ao 2.2.4(1) com
7 = 2, temos

j 11Q: Taly, w)ugraeydue <
< f{mpf oy — v)iike(v.w) - k(v w) i re)dvdw

[ (f s ||k2["v’ w) - kz(ysw)iiur,mdw) e (y — v)idv
’ W wi> Sy,

o =)
- {
-
- C,(!ﬂ)
1

De maneira anéloga. cbiemos

!1’\

/" Qe Tlrz) pppds 2 O (w] )m
EIT OY |

Conseguentemente, de 2.2.4(12) vem que

. . 4 dedt
{13 [/ i e T falzy) 5 drdy—---_ ------ <
5\ (R} t

< C- ifNEE[ / [[ IR Y 30 g gy de d

/ [ J R T e ) gy dy de 44
!

SO R I




o que completa a estimativa da dltima integral gue aparece no segundo
membro de 2.2.4{6}. Finalmente, fazendo ¢ = 24, de 2.2.4(6}, 2.2.4(8),
2.2.4(11) e 2.2.4{13), temos

o ds dt
.U ¥ - s e L
['/s;m) Hsatpe + T f{z, y)ll;- dzdy ~ <

N BN TN

o gue completa a demonstragio do Lema.

2.2.5 OBSERVACAO. Se 20 invés da condicio 2.2.4(1) os nicleos k,,
3 = 1,2, satisfazem a condigao

2~ '

ks (29) = kyla )i, < C-

para todo v > 2 tal que |xr — y' > 4.7 — 2’} entdo eles também satisfazem
a condicao 2.2.4(1). De fato. se denotarmos 1 < ab™! < 2 por ¢ ~ b, temos

[ ' k_ii'y} M;.”:__{_.I!.Z,I.) Ldy:w
ey myrer
< 2 kilry) - kly) 1, dy
R R

fe. o

.
< [ - 7iir -y dy
[T TR LR )
¥omAaTTI-T

=t

- Yo =2 1.—%

< SN x -z gt f dy
"_'_f z_,y:.{_'_)!-nl.‘-,_...
oy ,
o

= NTorEacio goleii, o o
=

= w1



2.2.6 TEOREMA. Sejam ky, k; nucleos e Ty, T3 e T operadores lineares
como no Lema 2.2.4. Suponhamos que T admita uma extensao limitada de
L*{IR* E) em L*(JR*,#*). Entdo T € um operador limitado de L*{R* E)
em BMO(R?, %), isto €, exisle uma constante C > 0 tal que

(1) i Mliamoipzey) € C U lpe e gy

para toda [ € L®{R? E).

Demonstragdo. Seja [ € L®(R*. E). Pelo Teorema 1.3.17 basta mos-
irarmos gue existe uma constante C > 0 tal que

ds dt .
(2) ffs{ !E*Zs‘r}t"Tf(I y]nf cf:zdym—*— <C- fi.],af—{ﬁ E}Q .

para todo aberto {1 C JR? de medida finita. Utilizando a notacao do Lema
2.2.2, seja 1 = Ug,ex 180R,, ¢ explicitemos f = fo -+ f;. onde f = fxp e
5 = Ixg. Entéo, pelo Teorema de Plancherel, pela limitagao do operador
T de L*(R*, E) em L*{R* £*) e por 2.2.2(1), temos

dsdi
{3) —/-/;_{ﬂ"; : T_{L;(-T y) it ﬂr.Td?}““—“;" <.
’ ds di
// | Tl b ey
RERS 2P 4 1
[ . A oA, e A d“ df
= ,[I-:E, ,/E:- vl £) 7 wdm) AT ) En) drdlf? 1
< - f i”‘{fff,E}'Q
< C- 1 E“Lf?f.ﬁ: $:

Glbiservemps agora gue

(4) S 2 USIBR,) .



De fato, se (z,s19.1) € S{f1) entéo (r—s,7+s)> (y—t,y+1) C fl. Portanto
existem intervalos diddicos I’ e J' tais que

{5} I'c{fz-s,z+8)C5 T
£
(6) Joly-t,yrtyesJ

Seja agora R = 1 = J € M(0) tal que I' x J' € K. Entao, 2.2.6(5) ¢
2.2.6(6) implicam que s < 25 < 5iJi e 1 < 21 < 5,J| e portanto {z,s;y,1) €
S5 {51} x 5:(5J} = 5;(5R}, o que mostra 2.2.6{4).

Portanto, aplicando o Lema 2.2.4 com R = 5K, e R = 30R., ¢ 0 Lema
2.2.2. temos

ds di

(7) f L o T filz )l dedy=2- <

ds di
< fosl(% g Tz, )ik drdy“—“

SR en | B et :
EQ;C Zfi;.-L:c-{B’-“__E-| R, [(,3@}; ) (13(}}{i ) }

C S e U

.
AN

E :"“-.

Utilizando agora 2.2.6(3) e 2.2.6{7) obtemos 2.2.6{2}. 0 que completa a de-
monsiracao do teorema.

2.2.9 OBSER\’AC;&O. Sepue da demonsiragao do Teoremz 2.2.6 e do
Lema 2.2.4 que a constante C em 2.2.6(1} depende apenas da constante
que aparece na condigao 2.2.4(1} e da limitagdo dos operadores T. T; e T,
Este {ato sera wiilizado na demonsiragao do Teoreme 4.1.4 do Capitulo 4.
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2.3 OPERADORES INTEGRAIS SINGULARES VE-
TORIAIS COM NUCLEO PRODUTO SOBRE ES-
PACOS DE HARDY H'(IR?, E) NAO-ISOTROPICOS.

Neste pardgrafo obtemos uma generalizagzo de 2.1.3(b} para os espagos
de Hardy H.,(IR?, E) introduzidos no capitulo 1. Como no paragrafo ante-
rior, a demonstracao que apresentamos também utiliza como elemento de
fundamental importancia o Lema 2.2.2.

O seguinte lema também serd fundamental nessa demonstragio. O
enunciado do lema envolve a nogao de dlomo retangular que foi introdu-
zida na Definicao 1.2.6.

2.3.1 LEMA. Sejam E, F, ¢ G espacos de Banach e %, e k; nicleos em
L} (R L(E,F)) e L} (IR* L{F,G)), respectivamente, que satisfazem

lox

(1) f [kslz,p) ~ klz,y')ie, 2 Cv7" i =12,
jz—y* >y

para todo v > 2 e algum § > 0, onde L; = L{E F)e L, = L{(F.G).
Sejam Ty e 7o operadores lineares limitados de L*{JR. E} em L*(JR. F) e de
LY{R.F) em L*{R,G). respectivamente. e gue satisfazem

(23 Ty f{z) = [ ky(z.u) f(u) du

para toda f ¢ L*{H.F). e

{3 o Dflyy = fkg(y.i-‘-) fleidv .

para toda f ¢ L*{R.F}. Suponha que T sela um operador linear de
LH{R*, E) em M{R*, G) satisfazendo

{4) fz.y) = ffﬂ y.v) kylr.u) flu.v) dude .
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para toda f € L*{JR*.E) e (z,y) ¢ supp [.
Entaq, para todo E-dtomo retangular, com suporte contido num
retangulo B = I x J, temos

(5) [ iTea,)lc dzdy < ¢t

para tode v > 2 e algum é > 0, onde R, = 2vR.

Demonstracdo. Seja ¢ um E-dtomo retangular com suppa C R =1 x J.
Para 4 > 2. sejam

it

Ay {{z,y) e R* : zc 4], yg2vyJ} ,
Ay = {le,y)e R : z¢ 271, ye4d),
As = {n.y)e B :1¢ 2], ygal},

As

{zyye B* : 2641, yg27J} .

Como Rl = {(27RY = 4; © A; U Ay _ Ay entao temos
// iTalr, yligdr dy < Vi + Vo = V3 + 1
R,

onde

b, = f‘/:“; E:.T&('I*y]}';;;d: dy . +=1.2.3.4.

Estimemos cada uma desias integraiz V| separadamente. Seja © o centra do
intervelo J. Be {r.y) © A4, entdo {r.y) £ supp g e portante por 2.3.1{4}.
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1.2.6(3) e 2.3.1(2) temos

L3

Ta(z,y} = /sz (v.v) ki{z,u} e{u,v) du dv
Lf,(kz(y»v = ka(y,9)) ki(z,u) afu,v) du dv
= f (ka(y.v) ~ ka(w,9)) ([ ale,v) aufu) du) do
- kely.5)) Thau(z) do

H

il
k\_‘\‘
—
b
I‘\S
’EE-“

onde a,(-} = al-,v).
Portanto,

s [ L] Wewo) = kv, lura | Tra ()l dv dz dy
= [ ([, Welen) - bt iney o), ITiantall ) o

Mas se y € 2vJ e v € .J temos

Usando isto. 2.3.1(1) com j = 2 e aplicando a desigualdade de Cauchy-
Schwarz em relacao & varidvel r. obtemos

vy o< j.; (-/ey'-ﬁ%;'}itﬂi' tho{y.v) — kelw. B) Lirey dy) (/ Ty fz) d;r) dv

o (ATt /; (/ (Talz); dr)h dr .

Utilizando agora o fato que o operador Ty é limitado de LY (K. E) em
L*{R.F}. a desigualdade de Cauchy-Schwarz em relagio & varidvel v e
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1.2.6(2) temos

"

o< oot i [ (e a)” w

Cn 12 P ([ fau, o)l du do)

< C-v7"

172

1A

Para avaliarmos V2, seja # o centro do intervalo I, Entao, se {z,y) € A;
entao (r,y) ¢ supp 2 e portanto por 2,3.1{4} e 1.2.6(3) podemos escrever

©  Talzy) =
f/ kyly, v).ky(x, u}.a{u,v) du dv

[ [ b)) - (e, () o

onde a*{-} = afu,-}. Agora, para cada z. u, definamos g,, : R — F por
g: (v} = hyfru) = By (z @) e {e) .
A funcao g, . pertence a LY{R. F). pois

(1) igeutroery < Bhi{z.u) - bz 2} perie®liam e -

Além disso. o fato de que supp o¥ & J implica que supp ¢.. 7 J. Logo.
por 2.3.1{3) e 2.3.1(6} podemos escrever

Talz.y) = /} Ty gz ly) du

Logo. pela desigualdade de Cauchy-Schwarz [na varidvel y). pelo fato de 73
ser um operador limitado de L*{. F} em L*{JR. G} e por 2.3.1(7}. temos



vios [ [ 1% )l du dz dy
47 Jaay i

j{mr j; 2P (f 172 924 (W) 1iE dy)m du dz

PA

< C-p f{w)' [] (f llgu () llF dv)”g du dz
< C- IJI‘U:j; ('/;27”1\ ik (z,u) — ki(z,8) e Fy dx) (f Ha“(v)ug dv)i;z i

Mas se x € 247 e u € [ entao temos

]

lz-8l 2 295 > ylu-d].

Assim, aplicando 2.3.1{1) com j = 1, a desigualdade de Cauchy-Schwarz
{na varidvel u) e 1.2.6(2) obtemos

V, < C- {Jlﬁz f (j lék,(x,u] — ky (Ig ﬁ}é;ﬁ;{g‘p} (fI) X
I jz-@iryiu~g
1/2
X (/‘Qa“{r]ﬁi dr) du .

. . 12
< . ge w"*[(/ @)y di-) du
i

- - 1.2
(.. © R E,?aaiL?{F-'.Ej
C‘ . - "‘;

— i

Passemos. agora. & estimar V3. Para isto. observemos de inicio que se
{r.y} € Az entao {z.y) € supp @ e assim por 2.3,1{4) e 1.2.6{3} podemos
escrever

Talz.y) = [ [{ka(yoe) = kely 0))a(7.0) = ky(z.8)) 0. v) du de

Logo.
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Y
AS

o < [ [ [ ] k(o) - b o)lisre) >

“xllk{z,u) — kslz, @) m el v)E du dv dz dy

= ff U ika{y, v) - kely. 9)lir e dy)

X (-[{hf}‘“ e{z,u) - kiz, 2l dz) la{u, ville du dv .

Massey & 4J e v £ J, temos

J!
y - v > 41-2—‘ > 2lu-9vf,
e j& vimos na estimativa de V; que se z ¢ 2v1l e u € I, entéo |x — >
v u — &)
Portanio, de 2.3.1(1), da desigualdade de Cauchy-Schwarz e de 1.2.6(2),
ternos

¥y

AN

ff (/v:>2g el o) — ka{y ) dy)
» (/;_ﬁ_m - Tkilzow) — ky{z.a) g dr) “a(u.v)! £ du dv

2 fﬁ;; /j %;{1 11,1.')5. F du dv
TN |
-2 R E{Z L (F:E:

{,»'1‘(.

| *

i ;f N i _.fo‘\.

A estimativa de V, € andloga a de Vi e assim.
Vi < CoqyTh

e isip completa a demonsiragao do lema.



2.3.2 OBSERVACAO. Se os nicleos kj;, 7 = 1,2, satisfazem a condigao

[

fl
k(2,9) - ky(z,¢)le, < €. Y]
” J(xay) J(I 3})“1-; = Ix__yiz

para todo v > 2 tal que |z — ¥'| > vly — ¥'|, entao eles também satisfazem
a condicao 2.3.1{1). A demonstiragio é andloga & da observagdo 2.2.5.

2.3.3 TEOREMA. Sejam E, F e G espagos de Banach. Sejam &, k;
niicleos € T3, Ty e T operadores lineares como no Lema 2.3.1. Suponhamos
ainda que T possui uma extensao limitada de L*{R* E) em L*(IR* G).
Entao, T admite uma extensao limitada de H),(R?,E) em L'(IR*,G), isto
¢, existe uma constante C > 0 tal que

(1) 1T flereey £ C I llm, ey -

para toda f € HL{R* E).

Demonstracdo. Como o subespago H}{R*, E), formado por todas as
somas finitas da forma

LRl £

onde of a, sao E-datomos de Chang-Feflerman ¢ o, escalares. é dense em
HY{R* E}. basta mostrarmos que T é um operador himitado de HH{F*. E)
em L'{JR*.G). Para isto provemos inicialmente que existe constante C > 0
tal que

{2} Taipyp e &0

para tode E-dtomo de Chang-Feflerman . Com este objetivo. lembremos
que por 1.2.9{2}. temos

{3} a= Z 4r .

Re {1

&0



onde supp ax ¢ 4R. Utilizando a notagao do Lema 2.2.2, seja I =
Uren 48 R'. Entéo, podemos escrever

I TallL: w26y = j[.[ﬁ Ta(z, u}llc dzdy + ,/fﬁ: i Ta({z,y}llc dzdy .

Estimemos cada uma destas integrais separadamente, Para estimarmos a
primeira observemos que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, pelo fato -
de 7" ser um operador Jimitado de L*{(JR*, E) em L*(R* G) e por 2.2.2(1)
e 1.2.9(1), temos

[ [ 1Tetz )l drdy < 0P Talms,0)

< C- el rep)
< c-lapeTiE =0

Para estimarmos a ouira integral notemos de inicio que para cada R € M,
a fungao ap definida por

éﬁtz'}y) = ?53'}?55}:;{}?';(5};4-&;_lilzaﬁ'(zty} -

~

é um F-&tomo retangular com supp ap T 4K = R. Entac utilizando
2.3.3{3}. obtemos

[ iTatzw) e dedy= T [ [ Tarlz.y)le drdy
b oA a2

-~

< C- Y dap ppepy RV // ‘Tagp{z.y} ¢ drdy .

Rz SRR '
%18, RgOTa.
:}‘!‘ n}f
v = {R} = min {27 . QT} .



Entdo, v > 2 e temos 2vR ¢ 48R', donde segue que (48R} (2";‘?2]" = 1“?,‘;
Portanto, aplicando o Lema 2.3.1 e a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
resulta que

[ [ iTa(z, 9)llc dzdy <
< €Y vaplpagmm R ff | Tap(z,y)llc dzdy

EcM
< C- Z 140RIiL9(H9‘E}I ! K?,T-—ﬁ
Re M
" i . e
_ _ I J
g X l. . 't . ! )ERglfi ([,I) +(1 }I)
g " v

12 f
C- (Z Hﬂﬁ'“iﬁ(m,}s)) 2. R

Re M \ReM

1A

III 2¢ iJi 1/2
(u“) (IJ') D
Finalmente, atilizando 2.2.2(2) e 1.2.9(2)(iii), obtemos

/[ iTalz, yle drdy <

< coTtralte ¢

o que finaliza a demonstragao de 2.3.3(2},
Para completar a demonstragao do Teorema. seja

f= 3 oe & HIUR . E)

T -
Entac. por 2.3.3{2) temos
i
T/ vnpee € 3 o, (Ta ke

LSS ]

¥

s 2 e

R



donde
TS llLgre) < C b me gy -

2.3.4 OBSERVACAO. Decorre da demonstracio do Teorema 2.3.3 € do
Lema 2.3.1 que a constante C em 2.3.3(1) depende apenas da constante
que aparece na condicao 2.3.1(1} e da limitacdo dos operadores T, T} e Ts.
Este fato serd utilizado na demonstragao do teorema 4.1.2.
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CAPITULO 3

0OS ESPACOS HIY(R?) NAO-ISOTROPICOS,

Neste capitulo apresentaremos alguns aspectos dos espagos H?Q(}?z)
nao-isotropicos. A finalidade é, no préximo capitulo, demonstrarmos gue
particularizando os parémetros P, Q, 5 o espago correspondente coincide
com o espago de Hardy néo-isotrépico H}R?). Os espagos Hi 2{IR?) sho
definidos utilizando-se sistemas especiais de fungdes testes cujas transfor-
madas de Fourier decompoem a identidade. Isto serd de capital importancia
na demonstracao do resultado central do Capituio 4. Desenvolveremos o
capitulo como segue.

No parédgrafo 2.1 definimos os espagos LI{IR"} mistoz de funqoes
analiticas inteiras {o subespago das fungdes = LF = &' tais que supp f C
K} e enunciamos alguns resultados que serac utilizados em seguida.

No paragrafo 3.2 definimos os espagos L5 (IR*. %) mistos de sequéncias
de fun¢oes analiticas inteiras. O resuliado principal agui é um teorema de
multiplicador de Fourier, vdlido para todo F = (py.p) com 0 < p, < x.
i = 1.2 {ao contrdrio dos teoremas habituals sobre multiplicadores de Fou-
rier validos somente para 1 < p, < o],

Finalmente. no paragrafo 3.3 introeduzimos o espagos H’fu (IR*) nao-
Isoirdpicos e demonstramos que eles independem dos sistemas de fungdes
testes gue a0 utilizados para defini-los.



3.1 OS ESPACOS LP(RY) MISTOS DE FUNCOES
ANALITICAS INTEIRAS.

Neste paragrafo definimos os espagos L% (R®) mistos de fungoes
analiticas inteiras e enunciamos alguns resultados que serao vtjlizados no
proximo paragrafo. Nao faremos nenhuma demonstracao, pois podem ser
encontradas nas referéncias citadas. '

3.1.1 DEFINICAO. Seja P = (popleomO<p, <oo,1=1,2. Seja K
umn subconjunto compacto de JR?. Definimos o espago LY = L (R*) por

(1) L, ={]cS(RY supp Ff C K e f ¢ LY (R}

onde LF(JR*) é o espago L¥ com norma mista de Benedek-Panzone |3
Munimos o espago Ly {R?) com a quase-norma mista (norma se

min (py,p2} 2 1)

Wlier = (/(f U{zhz?)éh dz)ri drg);%

Observamos que pelo teorema de Palev-Wiener-Schwartz {Teorema
1.1.6] o= elementos de L sao fungdes analiticas inteiras do tipo exponencial
¢ portanle 3.1.1{1} tem sentido,

O proximo rezultado fornece uma desigualdade do tipo Nikala kil Para
enuncia-lo. cologuemos

{2) K={{zi12) e B izy < b . 70 < b}

iT

onde b, >0 e by > 0.

3.1.2 TEOREMA. Sejam P = {p.p2) e Q = (gr.gelcom 0 < p, < g <
x. 7= 1.2 Seia e = {ay. ) um multi-indice ¢ A como em 3.1.1{2}.
Entho existe uma constante positiva (", que independe de by e by, tal que

f .

B R
M

; . N Gi*'"_L Fl:
ED* flpe <C B T P by 0 R gy

i1



para toda f € Li(IR?).

Demonstragfo. Ver Schmeisser-Triebel {52]

Se K ¢ um subconjunto compacto de JR?, colocamos
Sx(R") = {p € S(R*) [ supp 1 C K}.

Equipamos Sy (H?} com a topologia induzida pela topologia usual de
S{R*). Entio vale o seguinte resultado.

3.1.3 TEOREMA. Sejam K um subconjunto compacto de IR* e P =

(ps.p2) com 0 < p; < oo, 1 = 1, 2. Entdo, L (JR?) é um espago quase-
Banach {Banach se min (ps,p2) 2 1). Além disso, as imersoes

(1) Sk (R*) ¢ LE(RY) ¢ S'(R*) .
sao continuas. |
Demoustracio. Ver Schmeisser-Triebel |52
O proximo teorema {ornece uma desigualdade maximal para os espacos
LI (7). que serd fundamental ro pardgralo seguinte para cbiermos uma

quase-normae equivalente para ot espagos L4 {{9] mistos. Relembramos que
Afyy e M denotam as functes maximais

(Mo fizr 70} = (M fla ) o)

(ﬁ'f;{;f)(.’!‘}..‘fg] = (.’L.ff(. Ig))(I]_)
definidas no capitulo 1.

3.1.4 TEOREMA. Selam A um subconjunto compacto de R e P =
(.oppleom< p < el < pa< oo, Se o= {a;.0,) é um multi-indice e

-3
[



rierysaolaisque 0 < r; < oo, 1 = 1,2, entdo existern constantes positivas
Cq e Cy tajs que

D f{x — 2} — 2)|
sup | :{( ) T £ Oy sup U,j 2) L
e, (4 )+l ) 2, O )+ faf)

I

rs *
]

(=)

43
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para toda f € LL{IR*) e todo z = {z,.22) € R*.
Demonstragio. Ver Schmeisser-Triebel [52] e Bertolo-Fernandez [7..

O préximo resultado dé vma quase-norma equivalente 3 quase-norma
P m?
do espago LL (R?).

3.1.5 TEOREMA., Sejam K um subconjunto compacto de R* e F =
(pi.pecom O < py S el < p<oc. Sefar <pel<r
min {p;.p:2}. entdo existe constante positiva C tal que

S £ sup - - —
PoeERT } {1 - sz"t}{} - :g":)‘--L"

ok B Il

para toda f € LE(JR?).
Demonstragio. Ver Schmeisser-Triebe! 52 e Bertolo-Fernandez 7.

3.1.6 DEFI?\?ICEO, Sejam K um subconjunto compacto de B e P =
(pr.ps) com 0 < p, < .1 = 1.2, Seja m £ S'(R*) 1al que 77im &
L (JF*}. Dizemos gue m é um multiplicador de Fourier para LL{JR*} se

existe constante positiva € tal que

: 7l Joor £C fopr



para toda f € LL{IR?).

Obsegvamos que F *m» f tem sentido. De fato, se f € LE (R?) entao
pelo Teorema 3.1.2 temos que f € L¥(IR*) e portanto F 'm » { estd bem
definida pois ¥~'m ¢ L'{R?).

O resultado que enunciaremos a seguir € um teorema de muliplicador
de Fourier para os espagos LE(R?).

3.1.7 TEOREMA. Sejam K e U subconjuntos compactos de R*. Sejam
P=(p,p)com0<p <oc,i=12eQ=(g,0)comg =min (1,p,) e
gs = min {1, p1, p2). Entao existe uma constante positiva C tal qgue

17 tmos fllor < CIF 'mllpeliflinr
para toda f € LE(R*) e F'm € LY (R?).
Demonstragdo. Ver Schmeisser-Triebel |52].
A seguir definimos os espagos de Lizorkin-Nikol'ski} HF(R?) e enun-
ciaremos um resultado envolvendo estes espagos. Isto sera utilizado no

préuimo pardgrafo para demonstrar um teorema de multiplicadores de Fou-
rier para L (%)

3.1.8 DEFINICAO, Seje F = (r,.7:) cony r, £ . ¢ = 1.2, Definimos o
espago de Lizorkin-Nikol'skij HY = HF(IR") por

(1] Hﬁ RYy={f=S§ "R oo~ :r%}“* (1 Ig}”'*"f = Lg(}}?“z)}_

O espaco HF(IR*) ¢ completo em relacio a norma

(2) T =07 TFS 4

e KB o= qrrg) comor, £ IND 1 = 1,20 entio H‘p( FE*y = WFE{RY). onde
WF = W/} é o espago de Sobolev. com derivadas mistas dominantes
definido por



(3) o WI(RY = {fe AR : |fllwy < o0}

&if
@ Wy = W + U loe +

argf ar;w}rgf

b i | e .
813;2 “L* w 1! 617?3.‘5;2 H.L2

E facil ver que
H(R') ¢ B = LR
se D<Cry<ooel < ry < o0,

3.1.9 TEOREMA. Sejamn D = {d),dh) e P = (p1,p2) com 0 < d, < 0 ¢
0<p <2,1=1,2. Seja R = (ry,ry} com
1 1 1

rn>d+——- € fg.)'dz‘f”""“
2 P

o |

FEntao, existe constante positiva C tal que

i i

1= 2T (1 - 23)T

Flip = C i ipr
para toda < HFURY).

Demonstra¢do. Ver Schmeisser-Triebel '52. ou Bertolo-Fernandez 17 .

3.2 OS ESPACOS LP(1%) DE FUNGOES ANALI-
TICAS INTEIRAS A VALORES VETORIAIS.

Neste pardgrafc apresentamos a versao velorial mista dos espagos
LI GHR® ) fsto €. os espacos LE (Y] de sequéncias de fungoes analiticas in-

teiras definidas ern IR™ e a valores em (¥ = {1 O resultado principal
é um teorema de multiplicador de Fourier que serd utilizado ne préximo

1)



paragrafo para mosirar que os espacos HSP'Q independem das particulares
familias de.fungdes testes utilizadas para defini-loz.

3.2.1 DEFINICAO. Sejam P = (prple Q@ ={q,@lomO<p, S xe
0 < gy <oo,n=1, 2 Seja K= {Kn}ycz: uma familia de subconjuntos .
compactos de R®, Definimos Ly (¢} = LE{IR?, €9(Z?)) por

(1) LL(€9) =
= {Un)nez: € LV(E9) - v € S"{IRY) e supp T fn C Kn, YN ¢ Z%).

Equipamos o espago L¥ (%) coom a quase-norma (norma se mun (p1, p2) >
Temin{g,g) 2 1)

oe Bl oy 2
227 o Fi

(1) Lflpreey = f f 5 (th‘(lr;szz)tq*)g) dzy|  dxy

JEE (e Z

A

onde N = (1.5} = Z~.

Notemos gue pelo teorema de Palev-Wiener-Schwartz {Teorema 1.1.6)
o espaco L (f9) consiste de sequéncias de funcdes analflicas inteiras do
tipo exponencial sobre -,

3.2.2 TEOREMA. Sob as hipdieses da definicao acima. o espago L%, (%)
¢ umn espago quase-Banach em relagéo a quase-norma 3.2.1(1).

Demonstracdo. Ver Schmeisser-Triebel 52,

3.2.3 DEFINICAOQ. Sejem P = (py.pl e @ = {gy. gz} com 0= p, < oc e
G gy, < ocom= 1, 2, Seja B = {Nx}n:ze uma familia de rubconjunios
compactos de JB*. Seja M = (mx)y.z: uma familia de elementos de

SHIRY) 1al que Fima € LP(JR®), para todo N © Z~. Dizemos que M

TG



é umn multiplicador de Fourier para L (9} se existe uma constante € tal
que .

IF mw + I )vezelrieny < C - WU dweze leries

para toda f = (fx)yezs € Lg(E9),

Nosso objetivo é estender o teorema de multiplicador 3.1.7 de L {R?)
para L% (#¥). Com este propésito vamos demonstrar de inicio um resultado
gue {ornece uma quase-norma eguivalente para os espagos L% (£9).

3.2.4 TEOREMA. Sejam P = {p1,p2) ¢ @ = (g1, %) com 0 < p, <
e < g, <oc,n=1,2 Seja K = {Knlyez: a familia de subconjuntos
compactos de JR? dada por

{1) Krn = Kpypy= {{znm) @ mifa, o <b)

onde o, > Oeb; > 0. Be 0 < 1y < min (prgr.q:) €0 < 1y <
min {p1, P2, G1, G2}, €Ntao existe uma constante positiva C tal gue

E(f}\)h!u‘(r1 < WUinirrpn SO NN Lres

e
-

paratoda familia f = (fx)neg: © LP(£Y). onde paracada N = {1,j} = Z*.
fx € dado por

‘ xlr - 2)
2) fxlz)= sup

d
-

L= dryagy e R

{=

3

Demonstracdo. A primeira desipualdade em 2.2.4{2] é ébvia. pois
Y Lo P
Inlzy = fxlz). para tedo 7 £ JRY. Paras demonstramos a segunda

desigualdade ern 3.2.4(2) observernos inicialmente que fazendo as trans-
formacoes 3; = a, 'z} o= b 02 Ly = a_:}:r'j . 1eo= b '7) | aplicando o

}

Teorema 3.1.4 e utilizando o fatoe que

£l

t

s

}‘ftsiiﬁi‘fnsfg(fl--f‘f—}:ri}'d*(-’fi»if:*} = -Mu(f*ifwfg{”) ey eama) .



termos

Up n{z - )1
x::e:ff,_;; {1+ a2 ;%) {1+ b, 22174)
el (o~ 4).57(z3 - =)

p L +
T (1 -+ [ZH"’ )(1 + ]3’2lr2]

:l‘-—‘—i:’;.zf‘}
= ¢ MUI(MIUElen) (ai zy, ;"11'2)};?

Inl=)

fi

onde C independe de = = {71,22) € R*, N = {1,j) € Z* e [n. Notemos
agora que se 7 > D e g = {gn)Nerripw) temos

.i

(3) [(on I iizresy = filign T)n] L Cefy

onde £ = (B E)e & = (L &) Utilizando estes fatos e aplicando 1.1.9(1).
obtemos

'::-(f?\\')_?\‘;_}_f'{fw‘- L [h&'}s}(ﬁfiu ffs ’)’ A)h S RNT A
= O Ma{Me fx ”} _‘\'; "'{
A

=0 MMy I ) VR

}-;; if ’ LJ
_ A
O (M I L e
Ljuty L
= O e N e LTy
. L. 3{i L:



Aplicando agora 1.1.9(2) e utilizando 3.2.4(4) resulta

F

A
-t

Winnlivren < C- LW NT B oo

L:ll(fi) L

= C-l{{(/n)wlires

LI
LE X"

o que completa a demoonstragdo do teorema.

O préximo resultado é um teorema de multiplicador de Fourier para
os espagos L (7). Este teorema serd fundamental no préximo parégrafo
para demomtrar que as quase-normas dos espagos H .;’Q(Iz‘??) independem
dos particulares sistemas de fungbes testes que sao utilizados para defini-
las.

3.2.5 TEOREMA. Sejam P = {py,p2) € @ = {g1.¢2) com 0 < p, < 0
e0 < g, <oo,n=1, 2 Sela K = {Kn}nez 2 sequéncia 3.2.4(1) de
subconjuntos compactos de R e R ={r;,rz} com

1 1 1

1
. B € a N -,
mitlpi.gi.g) 2 min (py.pe.gy.q2) 2

{]J Ty -~

Entéo existe uma constante positiva {' tal que

(2} “{mp s fxInipree; € €0 sup EFmp{abiligr - U v N linrees
Nalsgl h

para toda familia {fain £ LE{£Y) ¢ 1ode familia {Fmy|n. pr contida em
HE(R"). '

Dc‘monctragéo Consideremos familias {fx)n em LF (¥} e (me}x em
a

M7 . Velamos de inicio que ma » fx tem sentido para cada N = 27,
}*am isto notemas gue. por um lado. o Teorema 3.1.9 afitma que my <

L), pois (Fmy)y € HF{R®). Por outro lado. como fx £ Lk {(R?)
ertao do Teorema 3.1.2 segue que fx € L™{IR*}. Logo. ma » fx estd bem

9



definida. Passemos & demonstracio de {2). Paracada N = (1,5} ¢ Z" ¢
x = (2,72} € BR* coloquemos

L] 3- —_ 2 l
fylz) = sup : if}\;( ] _
25 (Lt jaz (™) (34 Jbzs] )

onde s; e s sao constantes positivas que serdo escolthidas oportunamente.
Entao, utilizando a desigualdade

1+ {du—v)7 < CA{1+ dlu-v—w)l’) (1+ ldw)?)

onde u, v. w, r ¢ d pertencem a H com r e d positivos, temos

{my x [}z - 2)] < f,[ imy(z =z -y}l ifn(y)l dy

4

< fil@) [ [ imatz = 2= 9 (04 dadz - 0) ) (14 Ibylm - 92)/%) dy

A

CPuln)(1 + lam) ) (1= 2] %)
)

e

= Cfila) 2) Sy (1~ bz T
: /,/ "b (F g (2 —'5)(3* y T3 - e ) dy

&,

iA

(1-af{ry~w~ =z}’

onde my = F7lgx com gy = HF{R?
Lembrando agora gue

- e -1 3}1 y:} [ +
a ' F g (L ) = (F  gxlan by e
a, b,
¢ aplicando o Teorema 3.1.9 (com p, = py = 1. dy = &) dy = 57 ') obtemos

o

(x> falz = 2) 5 Chal)(i = an) 50 - byz) )

RO

) {1 = b ( - Wy 22)



g ff(f_}gﬁ(af"b:-))(y)u 4 y?)ﬁi(} + yz)?};dy

< C Ly (@)1 + lagz)|5)(1 + Jbyz2)] %) llgn (@i by )liys

= Cfulz)(1 + |a;z)

P+ (bi22) ) [ F (e by ap

56
1 1
{3) Py > = - ery > — 4
Sy &a 2
1st0 é,

(mn o+ fw) (z) < € fyla) 1Fmn{aibi Mgz

se 3.2.3{3) vale. Sejam s; e s, satisfazendo 3.2.5(3) tais que 0 < & <
min (p1.¢:1.¢2) € 0 < sy < min (p1,p2.91,92). Entao, aplicando o Teorema

3.2.4 temos
Hma s Indnires € H{me » fe) Inlivre

sup [Fmalacb )iy Ux)xzres

K=

<O

- VR i?‘.’?i\(i}'f}')sﬁ: (f\}\ _ Lf{{-,:}

N={i3}

o que finaliza a demonstracac.

3.3 OS ESPACOS HI¥(R?) NAO-ISOTROPICOS.

P - P . F .

(r objetivo deste patagrafo ¢ introduzir os espacos HL Y (R} definidos

atray éo de poTmas mistas € mosirar que extes espacos independem dos par-
ticulares sistemnas de fungoes testes que sho utilizados para defini-los,
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3.3.1 LEMA. Existe ¢ € S{IR) tal que

(1) suppFo={te R : 277 <[t| <2} ;
{2) IFp(t >0 se2 ' < itj<2;
(3) Z Fol2't)=1 set#0 .

Demonstracido. Ver Bergh — Lofstron |4

3.3.2 SISTEMA DE FUNCOES TESTES. Sejam ¢ como no Lema
3.3.1 e paracadat € Z a fungdo ¢; dada por @i{t) = 2°¢{2't). Chamaremos
a familia {¢ )iz de um sistema de fungdes testes sobre JB. Observemos
que do fato de Fipi{t) = F{27'1), para cada { € Z, e de 3.3.1(1). 3.3.1(2)
¢ de 3.3.1(3) seguem as condigoes

(1) suppFor={te R : 271 <i<2M}; ie Z ;
2 Fodt)] >0 se27) <t 27T

o
() Z?gp,—{f):] set # 0 .

3.3.3 DEFINICAO. Sejam S = (61,80 P = {pm.p2) e Q = {g,.g:) tais
gque s, “ R 0« p, v ocelwg, < axxon=1 2 Sejam {5 ez ¢ (v, )02
sistemas de fungoes testes como em 3.3.2 H?'Q(H?] = ?Q(}Rﬂ,g:._t-‘) é
o espaco vetorial das fungdes f pertencentes a L7 (R?) 7 §'(JR"). a valores
reais, gue satisfazem (270" Igy # [l & LE(E9).

Eqguipamos 0 espago H?Q {(IR*) com a seguinte quase-norma (norma se
min (pr.po.gi.ge) > 1)

{1} PR = 2T s fhy e

-

Quande nao houver motivo para confusace denotaremos [ ;‘ Sirm-
plesmente por  f] pros.
Observemos que s¢ S = {5.8). P = (p.p} e Q@ = {g.¢) entac

&2



17155 = 1oy # £)isllaen

e portanto podemos escrever Hi9(IR?) na notacio mais simplificada
He9(IR?).

O préximo resultado mostra que a quase-norma 3.3.3(1} independe
dos sisternas de fungoes testes (©i)icz € (¢¥;)jez.

3.3.4 TEOREMA, Sejam (ﬂ,‘),‘ez, (ﬁj)jEZ' ((,Ok),ggz e (ﬂr’l)ieﬂ sistemas

de fungoes testes como em 3.3.2. Sejam S, F e @ como na Definicae 3.3.3.
Entao as guase-normas !;H;fl“ e {gﬂzﬁ, , sko equivalentes, isto €, existem

constantes positivas C € €, tals que

(1) Cr - 150 S IAIGE < Co- ITIE -
Demonstracio. Basta mostrarmos a primeira desigualdade em 3.3.4(1},

pois a segunda é obtida da primeira invertendo as posigoes de 0.8 e . .
Observemos inicialmente gue de 3.3.2(1) e 3.3.2{3) podemos escrever

Fa M) = FAl) S vyaalts)

& 4

vara cada 1y. 12 pertencentes a IR e cada 1, 7 pertencentes a Z. Entan, se
para cad 2 P ip
€ HS%(RY). temos

3
{23 o3 s f =S
% K - - A



Portanto, utilizando 3.3.4{2) e a desigualdade triangular obtemos

[ 3

”f”?;?e = ”(2‘”M lzjﬂs‘ﬁj * f):'_fﬂ;,r(gu)

3 H
< C 3 2 TNy x (2Nt a4 D)l

n= -} mez -1

); H
C- 3 2 NeBs* fimienlislirieey »

n--jm=-1

A

onge

— 2.‘; U*‘}*m)"”g{}"i'ﬂ}

CitmWPiin ¥ f

jf*,'*m,j'f'ﬂ.
Tomemaos agora R = {r;,r;) € IN? satisfazendo

1 1 _ 1
Ty > p S A L R -
min {ps, ¢, 42} 2 min {pi, Psr 1. G2

...i..

!
2

Entdo por 3.1.8 HF(R*) = WE{IR*) e aplicando o Teorema 3.2.5 com fx.
my. a, € b, substituidos porfiam, .n. &%, 277 e 2777, respectivamenie,
obtemos

1 1
< ¢ Z., Z SUp - :;&i(*?'ﬂ~}~?’5z’{.2}?2‘}f'ﬁ'f’Ei(f'*m.z-vn)ﬁ'i-L"‘if'f'_}

o~ lemm -1 6F

S Cosup i Fa (2 s P (2 2 s S

g - -

Para completar & demonstracao basta mostrarmos que existemn constantes
Cy e Cutais que

3} [ 70272 g € Cy

&4



(4) . HFBA27 Yiwyp < Co
para todo 7 e j pertencentes a Z. De fato, como Fou(2%) =
Fa(2%), entao para todo inteire positivo h temos que D*|FaJ{2*%) =

2*h D47 a)(2%), onde D" denoia a derivada de ordem h. Como « ¢ S{R)
satisfaz 3.3.1{1) segue que

Fa@ )y = 2 [IPHFa)@ )l a
h=0"

= iz”‘/ DM Fa)(2°)) dt

h={}

< Yot IDMFa)w)f du
h=1{i -}“ESQ

.‘:..: Cl ]

o que mostra 3.3.4(3). Analogamente obtemos 3.3.4{4). Isto completa a
demonstragao.

3.2.5 Observacdo. Segue ds demonstragao do Teorema 3.3.4 que nao €

necessirio utilizarmos a condigao 3.3.2(3} dos sistemas {o; ), ¢ {3} isto é.

N Ferlty= Y IR =1 L t=0

k=~ for =

para oblermos desigualdades do tipo
: Cad a ,s Ll ';\‘t
TS

Isto permitird exigir dos sistemnas {a,)x e {3;); outro tipo de condigao como.
pOT exempio.

N o
. — a

_?ﬁ;{f)_ﬁ_' = }1 Ltz

0]
=1
=
lfd

g

B85



o que sera feito no préoximo capitulo,

-
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CAPITULO 4

A CARACTERIZACAO H'(R?) = Hy*{IR?).

E neste capitulo que abordamos o tema central deste trabalho, que é
obter uma caracterizagao do espago de Hardy nao-isotrépico H(R*) como
o espago nao-isoirépico Hé’g(ﬁz). Este espaco € um caso particular dos
espacos HE O (IR?) definides no Capitulo 3 quando § = (0.0}, P = (1.1} e
@ = (2,2) {ver observagio feita apds a definiao 3.3.3 para o uso da notagao
Hy(RY).

No caso isotrdpico. caracteriza¢do do espago H! do tipe que apresen-
tamos neste capitulo foi obtide inicialmente por J.Peetre 44 145, Pos-
teriormente. H.Trieke] realizou em 59 ouira demonsiracao utilizando ou-
tros argumentos. Mais recentemente. uma nova demonsiragao fol feita por
J.L Rubio de Francia. F.J Ruiz ¢ J.L.Torrea 47 . Observamos. entretanio.
gue as demonstragoes gue esses diversos aulores apresentam, ou contém
passagens onde 8 difici! perceber oz argumentos envolvidos ou apenas s&o-
dadas algumas indicagoes dog mesmos. Em vista disso. fol necessirio inici-
almente desenvolver detalhadamente & demonstracao da caracterizagao no
caso isolrapico, para que todas as déias envolvidas s¢ tornassem claras,
Feito isso, procuramos adaplar a demonstragas para o £aso nao-15oirépico.
Entretanto apareceram varias dificuldades as quals ndo ecorrem no caso
isotrdpico. Idéias novas tiveram que zer empregadas na demonstracae do
cas¢ nao-isotrépico. Este demonsiragao. por sua ver. é realizada com o
auxilio de resultados que foram obtidos nos capitulos anteriores. como se-
gue.



No pardgrafo 4.1 utilizamos os resultados sobre operadores integrais
singulares .que foram obtidos no Capitulo 2 {Teoremas 2.26 e 2.3.3}
para demonstrar que certos operadores definidos através de fungoes tes-
tes convenientes sao limitados de H'(IR*) em L'(R?,£*) e de L*{R*) em
BMO{R?,#*) (Teoremas 4.1.2 e 4.1.4). Como consequéncia direta desses
operadores serem limitados de H'{R*) em L'(IR?, £?%) segue que o espago
H'(IR?) est4 imerso continuamente no espaco Hy* (JR?).

A finalidade do paragrafo 4.2 é obter um subespaco denso de HY* (IR ).
A idéia da constru¢do deste subespago é devida a E.M.Stein {55! e foi
também utilizada por H.Sato 49, Este subespago auxiliard na demons-
tracdo da imersao H°(R*) ¢ HY(RY), que serd feita no parigrafo se-
guinie. Outras ferramentas que também desempenham papel fundamental
na demonsiragao dessa imersao sac o Teorema de dualidade do espaco de
Hardy H},(IR?, £} nao-isotrépico que foi obtido no Capiftulo 1 {Teorema
1.3.12). o teorema que afirma que os operadores considerados no paragrafo
4.1.1 sd0 limitados de L™(R?*) em BMO({IR*, £*) (Teorema 4.1.4) e o resul-
tado do Capftulo 3 que diz que duas normas quaisquer do espaco H.* (IR?),
definidas através de familias de funcoes testes distintas. sao equivalentes
(Teorema 3.3.4}.

4.1 RESULTADOS PRELIMINARES.

Neste paragrafo obtemmos alguns resultados que auxiliarae ne demons.

~ . e .. 1.2 - + .
tracko da caracterizagio H'{R*) = H, (IR"), que seré {eita no paragrafo
4.3. O lema seguinte serd necessario na demonstiracac de alguns desses re-

sultados.

]

4.1.1 LEMA. Seja - = S(R)talque Z{0) = Oe S{t) > Use20 < f <
Fazendo y;{r) = 22281}, 7 € Z. temos

(1) P ¢
e E

(2) el e a
eEF

k&



B (Sl i-w@isok e s
v je

Demonstragao. Ver Torrea {57 ou Fernandez {31].

4.1.2 TEOREMA, Sejam ¢ ¢ 3 como no lema anterior. Entao

(]} ﬂ(’Pt’d"}' * f}ig’”L‘{H?,f?; < C- ”f“Hj,{l?ﬁ‘)

para toda [ € HI{R*).

Demonstragdo. Consideremos o operador linear definido em L?{IR?) por
TI= (e fhy € MR, 8 Z%).

O operador T estd bem definido, pois se [ € LY{IR?} entio pelo Teorema
de Plancherel e por 4.1.1{1] temos

(2) [JE T v flay) 2dady =

1 E W&
= 2 [/ Zis flay) fdrdy
WEEET T
= 2 // Elshvy (0] (s.1) Pdsat
e g
(37 Gt DS Wy (132 Fls) *dsdi

o F 16 &

s /[ Tetyidsdt = C o1 ] pope.

donde segue que

L vl I~y.}‘:"1'fx

JGZ!»

3y



para quase todo {r,y), isto &, Tf{z,y) € £*(Z*). Para mostrar que Tf €
vma fungao mensuravel € suficiente verificar que a aplicagao

(z,4) — T[{z,y).0

é mensurével para todo a € £2{Z*), uma vez que £2(Z*) é separive}. Mas
se o = {045 }i; temos

Tilz.uyo = 303 (v » J(z.9))ay

JEEEE

= 2 2 epwy * flzy)

JEE e EF

que é ocbviamente mensuravel. A desigualdade 4.1.2{2) mostra que T é um
operador limitado de L*(R*) em L*(IR*, *(Z*).

Para cada n € IN, consideremos os operadores T, T7 e T7 definidos
da seguinte maneira: '

T definido em LZ{IR*) por

Tnf -~ (ﬁf::'l_-"’j . f: —n < I.j = n) = ,kf(ﬁ?ﬁfg(gg)) .

77 definido em L*{JR} por
TPf=(g [0 —n<i<n)s MR C(Z)):
TF definido em L¥{IR. (*{Z)) por

. s - i o
Tig={v, g —n<og<nls MECIZ.
Nosso proximo passo sera mostral gue esses operadores satisfazem as
hipoteses do Teorerna 2.3.3. Fara 1510 observemos de inicio que por um
raciocinio analogo ao que fizemos com o operador 7. € facil vermos que

para cada n < IN. T" estd bem definido € 7"/ é funcao mensurdvel. Além

90



disso, de 4.1.2{2) segue que os operadores T™ sdo todos limitados de LP(IR?)
em L*(IR? (Z*)), com ||T"} limitada por uma ¢onstante que independe
de n.

Os operadores T sio limitados de L*{R) em L*(R,0*(Z)) com | TP}
limitada por uma constante gue independe de n, pois pelo Teorema de |
Plancherel e 4.1.1(1} temos

[ ¥ e fids = 3 [iodo)tif(s) s

el ] P ]

Afirmamos, agora, que para cada n € JN, o nicleo &7 definido por
EMz): Ae@ — kf(z)a = {pi(2)d; —n <1< n)e (Z)

estd bem definido, pertence a LfQ{(E?,L((F._fz(Z}))‘ verifica a condigao
2.8.1{1) com L, = L{T,F*(Z)) e para 1odo f £ L*{R) temos

(3) i) = [ Kile - w)fludy.
De fato. A7 estd bem definido. pois de o = S{H}. temos

i

(4} FMEID W W A EI R P YRR e T DY
para todo A £ @ ¢ tode 7 < . Por outro jado. como LI F{ZY) €
isométrico a (X}, e & aplicacao

e Hoe— Z ﬁs'y"::[z)

LERE

¢ mensurdvel, para todo o = (o}, ¢ {(Z). segue que k7 é mensurével.
Agora, se A C JR é um compacto. entao por 4.1.2(4} ternos

a1



L]

[ @I dz < Cn)ial < oo,

onde Ly = LI&, #(Z)), o que mostra que k7 pertence a L} (IR, L,). Para
mostrar 4.1.2(3) observemos que do fato da aplicagéo

ve R — {pfu)f{u); —n<i<n)e (Z)

ser integravel temos

7 ()

]

(eis f(); ~n<i<n)
f(p,:rvu (uldu; —n<i<n)

= [lede - wf(w) —n <7< n)du
= fk” x - u)fl{u)du.

i

Finalmente.se 7 -~ v% > vy — u';, com 4 > 2, entdo por 4.1.1(3}, obremos

i

S N T DR A LR RN g AL
= (_Z e = v~y — ) - e - “’)éﬁz)%
< ¢

B -

onde C ¢ umsa constante que independe de n. Portanto. pela ob-
ﬁemaq{m 2.3.2 segue que o nucleo kT verifica a condigdo 2.3.31{1) com
Ly = L@ {F{Z}) ¢ constante C mdependeme de n. A limitagao dos ope-
radores 77 de L(IR,.F(Z)) em L*{IR.C(Z%)). com TP limitada por

uma constante que independe de n, segue de 4.1.1{1} por um raciocinio
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andlogo ao gue fizemos para T7'. Vejamos agora qﬁe, para cada n € IV,
existe um nicleo k] pertencente a L} (R, L{*{Z),*{Z*))), satisfazendo
2.3.1{1) com Ly = L{E*(Z),*(Z?)), tal que

(%) Troly) = [ k3ly - v)olu)dr,

para toda g € LE(IR,*{Z)). Para isto seja k} definido por
kP {y) i a= (o) € B(Z) — kj(y)a= (¥;(y).ei —n <i,j <n)e HZY.
Esta funcao estd bem definida, pois do fato de ¢ € S(IR) segue que

(©) K Walezs = (X Y bad?

(3 W) DHE lal)?
jz=-—n wex
Cin).jlaiez)

1A

FA

para todo o = {e,), £ fH{Z)} e 1odo y £ K. A mensurabilidade de k7 segue
do fato de que k7 = 37 kI . onde cade kf,, definida por

S i 112

ky i dvle = (o 0up{y)a. 0..0)

é mensurével. pois cada ¥, o . O fato de que !kJ{y} '] ¢ localmente
integravel. onde Lo = L(E*(Z). *(Z7)), segue de 4.1.2(6]. A verificacio
de 4.1.2{3) ¢ andloga & de 4.1.2(3). Também como no caso do nicleo kY.
segue de 4.1.1{3} que

R
Ky ) k- ) s Oy

onde C € uma constante que independe de n. donde resulta que k7 satisfaz
2.3.1{1) com constante independente de n. Para completar a verificagao de



gue os operadores T7, TT' e T7 satisfazem as hipdteses do Teorema 2.3.3,
notemos gye do fato da aplicagio

(u,0) € R — (o (u)ds(0)/(u,0); —n <15 < n) € (27

ser integrave! guando f € L}{R?), temos
T"(z,9) = [ [ Kty - 0)k7(z - u)f(w, v)dude \

para toda § € L{R?).
Portanto, pelo Teorema 2.3.2, obtemos

{7) T Mo reeizey < C - 1 ey, ore)

para todo n e toda f € HL{R?}, com C sendo uma constante que inde-
pende de n (ver observacao 2.3.4). Finalmente, aplicando o teorema da
convergéncia mondtona em 4.1.2(7) obtemos 4.1.2(1}, como desejdvamos.

Como consequéncia do Teorema 4.1.2 temos o seguinte resultado que
., N 24
jé fornece uma parte da caracterizagio H!{IR*) = HX*(R?).

4.1.3 COROLARIO. O espagco HL(IR?) estd imerso continuamente em
HI[F7). tsto €. existe constante positiva C tal que

Higregn £ 0 ips e
para toda f £ HL{R"}.
Demonstracdo. Basta observarmos que as fungoes testes gue sao utili-
zadas para definir o espago Hé‘z{ﬂ%’.’"} satisfazem as hipdteses do Teorema

4.1.2,

O préximo teorema terd importdncia fundamental na demonstracao
da imersao contraria & que se refere o Coroldrio 4.1.3. ou seja. que o espago

G4



H}*(IR?) esté imerso continuamente no espago H'(R?).

4.1.4 TEOREMA. Sejam ¢ e ¥ como no Lema 4.1.1. Entao

o * fisllemoraey £ C - I fllLeipy
para toda f € L=(R*).

Demonstracdo. Andloga & demonsiracao do Teorema 4.1.2, utilizando
neste caso ¢ Teorema 2.2.6.

4.2 UM SUBESPACO DENSO DE H}(R?)

O objetivo deste paragrafo é obter um subespaco denso de H{i‘?(lﬁ' %)
que seré utilizado na demonstragao da caracterizagao H(IR?) = Hy?(IR?).

A idéia da construcao desse subespago é devida & E. M. Stein 155] e
foi também utilizada por H. Sato [49..

4.2.1 LEMA. Existe ¢ £ S{IR) a valores reais tal que

Demonstracio. Seja ¢ € S{R) ta! que ofs) > Ose s <« 1, ofs) = 0 se
s > Ye [els}ds= 1. Consideremos v dada por

¢ cologuemos « = ¥l E ficl]l de verificar que ¢ satisfaz as condigbes
4.2.1{1} e 4.2.1(2}). Para vermos que « ¢ a valores reais basta mostrarmos



que a parte imagindria de v ¢ igual a zero, isto é, Imy = 0. Para isto,
coloquemos, (s) = ¥(~s). Entdo, observando que ¢ — = 0, temos

2ilmp = p-p = Flp~F-1y
= 7y
= ?"h{)»—i}}:ﬂ
donde segue que Imyp = 0.

4.2.2 TEOREMA. Seja O o espaco das fungdes f € S{IR*) a valores reais
tais que

(1) Je CE’“(FZQ);
{2) supp fN{{IAR x {0}) v ({0} x B)| = 0.

-
-

Entao O é um subespago denso de H.*(R?).

Pemonstracido. Observemos inicialmente que pele Teorema 1.2.4. pela
observagio feita apéds 1.2.11 e pelo Teorema 4.1.3 segue que O = HIP{RY),
Sejamy f € HIP(RY) e (¢:).. (1), sistemas de {ungdes testes a valores reais
como e 3.3.2. com , € 1,:3 nac-negativas para tode 1. j. Paracada N € ]V,
consideremos a funcao fa dada por

Ixfzoy) = E > vy flry)

i=—Ni=- A

Entio fx ¢ HI'{IRY). De fato, fx < LME"). pois

N X
Ivipgmsy z Z IO NUNTS T
3= - Na=- N

< {-fff_.ﬁlﬁ"'{ff'—'}
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Por outro lado, aplicande a desigualdade triangular e utilizando o fato de
que @ e 1 pertencemn a S{IR), obtemos

N N
iifh’fiﬂ{f-*mz} < Z Z itk *f lg’gmz}

Z lern » ity + flz,y)|*) idzdy -

-0 k= -o0

[""]8

I
fmm

(2 3 17 et gidyl» flz,9)*) o dzdy

=-Niz—-N I=—o0 k=~ 00
[+ £
< C (X 5 i flz)f) hdndy
00 kT -0
= C’:ji;}f; (R

Mostremos agora que fx — f em HJ*(R?) se N — oc. Observemos de
inicio que do fato dos sistemas {v;); e (¥;}; satisfazerem 3.3.2(3). temos

L SCUIEED ) WALt ,_):_ £n)

- ‘3'_‘ Z(V:’»J{

T I\' 1

para todo (£.n) £ IR*, donde segue gue

et (f - Iniinyd = TGO LT - v izy)

Logo. notando gue

S Erwvdiy =0

FEN-THIDR )



para todo k e { menor do que N, obtemos

- fN]H”m}-"j/(z Z loetn « (f = fn)P) idzdy

=/t

FUY Y (G b D)) rdady

HESEI RHEFLES

Ma

S 19
¥
-

o 1 i
= f/( Z 15’ Z Z {&x ibx' Chsr wa f}}lz)adzdy
=N k=N YT
]
< Z [/(Z Z Ok Wis« * Ortly * fI2 ) dzdy.
s} r=- =N k=N

Tomemos agora um nGmero natural N soficientemente grande {de modo a
satisfazer a condicgo 3.25{1jcomrn = =u, py=p=leq = g, = 2).
Entae, aplicando o Teorema 3.2.5 com my., [n, o e b substituidos por
CpaeWine, et » [, 2871 e 211 respectivamente. obtemos

)] 1
;f ~ fx 'H:f{n:;fr 18 (Z E ‘llp !;?:E"I—'..r(ztiﬁ}-).ﬁ“‘{.“ Sgp%fr?"k—rr(ghl’)ii[ﬁ’:‘j‘
o - 3
s
([ LZ wrtie [ drdy).
P

Mas, fazendo uma estimativa semelhante & de 3.3.4(3}. obtemos

f:f"&'-ff'kw[?kw.I ]“ <G

5-513--‘%,‘(2;4-)Eﬁ.‘u'; < {7y

para todo k. [ pertencentes a Z e r. s tomando os valores -1, 0, 1. Congse-
guentemente,

gk



17 fwlsgmy < C [ [( 3 lowtis 1) bdzay.

=N k=N

Pelo teorema da convergéncia dominada segue que fx — f em H2*?(JR?)
se N — o0, _

Nosso proximo passo € mostrar que podemos aproximar cada fx em
HH{RY) por um elemento de . Para isto, sejam o e fungaes COmo no
Lema 4.2.1 e, para cada n € IV, coloquemos

falz.y) = al2)BC) n(z.)
Entao temos

Flfnal = n'Fal(n)Fh(n) s 7 x

e portanto F|fx .| pertence a CZ{IR?}, para cada n. Além disso, como a e
8 satisfazem 4.2.1{2). temos

supp Fifnn T supp fnzfa(rz.]?s?(n.}: — supp F fn
) S 1

- Foytor <o,y T -
Hr.y) Tz ,y_n}

A1 - Nl ~N-1 e AN=1
floy) 27N e p 2PN ey g 2N

donde supp 7 fn, 7 IR x {0}) S {{0} x R} = 0 para n suficientemente
grande. Portanto f;\ n & 0 pard n suficientemente grande. Afirmamos
agora que fn, — [y em HPE R se n — x. Com efeito COTHO
supp £,U, € supp . k4 fx = fxnisao disjuntos para 1 > N -3Fe 5. > N -3
entao temos

|

N N I O [/( é;_‘ ICRRNCHINE2 Y FURS /O “Vidrdy

\ TaHENR

c- é-.fl\‘ - f}\'fnfi;,fuq:;.

14
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Como fyn — fn pontualmente se n — ¢, entdo pelo teorema da con-
vergéncia dominada temos que ||fy — faanlipy () 0 se n — 00, 0 que
prova a afirmagao.

Finalmente, se ¢ > 0, temos que existe fy € Héﬁ(mz) e fan € O tal

que
H.f - le;HI:v?(HQ} < 5/2
e
“f!\: - fl‘r‘,n li}ﬂ‘f‘ﬂga} < 5/2
Consequentemente,

”f " f}\"n11gi-2 R < E,
o (R7)

o que demonstra ¢ teorema.

4.3 A CARACTERIZACAO H'(RY) = Hy*(IRY)

A finalidade deste parégrafo final é demonstrar que o espago de Hardy
HI(R") nao»lsowopzco coincide com o espago H!*(IR*). que é um caso par-
ticular dos espacos HEY(JR?) que foram introduzidos no Capitule 3. Mais
precisamente. demonstraremos o seguinte resuhado.

4.3.1. TEOREMA. Uma fungio [ em L' JR") pertence a H'{IR?) se. ¢
somente se, [ pertence a HI’(}&’“} Além disso. existe constante C » 0 1al
que

(1} Cl i fime < i igagms, S € Fipme,

Demonsiragido. Basta mostrarmos a primeira desigualdade em 4.3.1{1}.
pois & segunda jad fol demonstrada no Corolario 4.1.3. Para isto. sejam
Folegs LYY 1al que g paqgey = 1. Sejam também o = (a, )z ¢
3 = {8,},ez sistemas de fungoes testes como em 3.3.2, mas com a condigao
3.3.2{3} substituida por
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S =1, 140

P

{ver observacio 3.3.5). Entao, utilizando a férmula de polarizagio e o
teoremna de Plancherel, temos

(2) ff [(z,y)g{z,y)dzdy =

= EI/’[ \J + gl*dzdy ~ /[ |f—-g§2d1dy‘;
" %Eff,-i .,Eé"(snz i B,V HF (S + g)Pdsdt -

e
[ S 6?1 R - o) e
Tom e 3= -
1 E & .
- YN ] Fles - (1 - g s

/ )
/i H'(Q’BJ"I](&:H; > gldr dy.

7 TE 00 d2 g

Notemos agora que pelo Teorems 4.1.4 temos
{3) a8, » g)i;iamomeey S Crig 1=(mey

101



para toda g € L®(R"), o que mostra que {0,8,» g),; € BMO{R*, &{Z*)}.
Por outro lado, se denotarmos por H a transformada de Hilbert em uma
varidvel e convencionamos que Hyp = w e Hyp = Hp, entdo para cada
k= (I,m) € O, temos

(4) Hk(aiﬁj * f)(z*y) = (Hlai Hmﬁj ¥ f)(I'r !J)

Mostraremos isto apenas para k = {1,0}, pois os outros casos sac andlogos.
De fato, pela Definigho 1.2.1, temos

FIHyoloB, + Nils,t) = —isgs Fleuhy + [)(s,1)
= ~isgs &(s)B; (1] (s.1)
= F(Ha){s) B (1) T(s,1)
= FiHa:.B;+ fl{s,1)

donde segue 4.3.1{4) para &k = (1,0}.
Além disso, as sequéncias {Hao,)icz e {H 5,),z 2 580 sistemas de fungdes

testes satisfazendo 3.3.2{1) e 3.3.2(2). pois T Hai{s) = -1 sgs a,(s} ¢
FHB (ty = ~1 sgt 8,{t). Assim. levando em conta a Observagac 3.3.5,

podernos aplicar o Teorema 3.3.4 para obtermos

[5} (0‘1'-3} ? f}i} CHE RS AT - Z (Hﬁ:[aisj " f})gllﬁﬁ':f",

ke

= Y (Ho Hadr fiyinim e
{hmis o

1 CfE—JFH

o gue mosira que (0.8, = [}, = HL(FE.C{Z%). Uilizando agora
43,320 4313 e 4.3.1{531 e lembrande gue. pelo Tecorema 1,312,

BMO[R*. (*|Z*)) ¢ o dual de Hy, (R°.(*(Z"}). obtemos



|/f fgdzdy! < C-fief; f)é;‘]il}f;,,_{m,m {8y * g)i; [l amoir.e)

C- ﬁfﬁyﬁ-*{;{:)-

IA

Tornando o supremo sobre todas as funcdes g pertencentes a L™{R?} tais
que {{g{iLoirey £ 1, resulta que

{6) E?IEEU(R?) <C- IIIIEH“:‘:{RQ}

para toda [ € 0. Observemos agora que se [ perience a O entac H,f
tarnbém pertence, para cada k = {l,m) € [J. Portanto, 4.3.1(6) e o Teo-
rema 3.3.4 implicam

(7) i,y = 2 WH S me)

ke
< ¢ Z |ka|},'“m°
ke T
= C- z H(‘;t"u ? ka)lj Ii':‘-L‘{Frﬁ}
ks
= C Y H{Hig Haty » fislioom e
{le o
C- :[r:ttx * f)%gf.l.i!jﬂ*.[f?

- 'IH‘:iR ;

| £~

fi

para toda f £ Q. Finalmente, mostremos que a desigualdade 4.3.1{7] vale
paratoda | £ Hé“”(ﬁ%?]. Paraisso. seja f ¢ HYP(JRY). Como. pelo Teorems
4 292, 0 é denso em H*(R*), e.xiste umna sequéncia {fy}. de elementos de

& tal que f, — f na norma de H (R}, donde segue que {f, ). € uma
sequéncia de Cauchy em HIF{IR"]. De 4.3.1{7) segue que {f.}, é uma
sequéncia de Cauchy em H,,, (R}, donde resulta que existe um elemento
g < Hj () 8) que f, — g pa norma de H}, (") poic HL, (R") é um
espago completo. Como H}, (") e HL (IR} sao isomorfos e pela Corolirio
4.1.3 temos que HL{IR*} esta imerso continuamente em H.?(IR?). entao
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fu — ¢ na norma de H:,'z(ﬂfz) e portanto g = . Assim, para todo ¢ » 0,
existe n € N tal que

1 n = Jling, ey <€

ife - flig gy <€

Consequentemente, por 4.3.1(7) resulta que

iflimgm < “f fnléh” By F U elny e
an .ﬂzﬂ"’ R - C hf“h‘,f”“(ﬂ?)
< (C +1)e 4+ C - Nfim:.aw:}

A

paratodo ¢ >0e f € Hg‘g(ﬂi’zh donde segue que 4.3.1(7) vale para toda
e HP(IRY). Isto completa a demonstiragio.
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