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NOTAGOES

Adptaremos no desenrolar deste texto, as seguintes

not,aqﬁes.

Denotaremos a Lransposta, a conjugzada, o trﬁ e o

determinante da matriz A, de ordem n, por At, i, trCA) e det A

respectivamente.

A & chamada =imétrica =e At s A , anti-simétrica se A +

+ A' - 0, Hermitiana se At - K, anti-Hermitiana se A' + A = 0.

A = diag{al,...,an} significa que A & uma matriz na

cujas entradas diagonals sBo B reesB

Se I denota a matriz identidade de ordem n, teremos
i3]

-1 0 L
1 = P ’ Jn = »
P 0 I o | (i}

g "
I 0 0 ©
P
°© 1 00
Kae®™ o o -1 0
6o 0 0 I
q



- GLM,L>, GLI(N,R)): O grupo das matrizes complexas (reatsd) rom

com determinante diferente de zero.

- SL(n,0), (SL{n,R>>: 0 grupo das matrizes complexas (reais) nxn

.7 ".terminante 1.

- Wp,g>: O grupo das matrizes ¢ € GL{p¥q,L), que deixam

invariante a forma Hermitiana

isto &,

UCnd = U0, = Uin,0).

SUp,q> = Ulp,g> M SL{p+q,CD).

SUn> = Bnd> N SLn,O).

S(Up x Uq): C conjunte das matrizes

(o)

onde €, e Wpd, s, & Uig> » dabg‘.datgz - 1



- SU‘(zn): O grupo das matrizes em SLO2n,C> o comutam com a

aplicacdo y de C*" dada por

(Z ,...,Z ,Z T Y s (2 wsZ Z yoy=Z D
R e T T 2n net” 20t T Ui

- SO(n,C): O grupo das matrizes g em SL(n,C> que deixam invariante

a forma quadratica

2 2 t
+
z, ..tz isto &, g In c = In.

- So(p,>: O grupo das matrizes ¢ & SL{p+qR) que delxam

invariante a forma quadratica

isto &,

- SO(n> = SOn,G) = SOC0,Nn).

- so"n>: O grupo das matrizes em S0@2n,C) que deixam jinvariante

a forma anti-Hermit.iana

isto &,

» i L
£ eSO wg J £J,6 €=1 .



- Spn,©>: © grupe das matrizes g em OLE2n,C) que daixam

invariante a forma exterior

ZzZ A Z + 2 Az
2 ™

+ 4+ z A
1 g " z,.

+& ™

igto &,

& J e=J.

- Sp(n,R): O grupo das matrizes g &« OLC2n,R> que deixam invariante

a forma exterior

X A~ X + XN x L A
1 ey 2 ™ Tnez xn ~ th,

isto €,

£ J e=J.

- Splp,g>: O grupo das matrizes g em Splpig,d) que deixam

tnvariante a forma Hermitiana

t - | 8
Z K Z, ist.o é K
pa » 8 R 8™ Kp-q'

- Sp(n) = Sp(O,n) = Spn,0> = Spn,L> N UQ@n).
Todos os grupos listados anteriormente =80 grupos de
Lie (subgrupos de Lie do grupc linear GL(n,C)), com as repectivas

alrebras de Lie dadas abaixo.

- gltn,©, (gln,Rd>: {matrizes complexas (reais) nm).



8ln,©>, 6lin,R>); Unatrizos complexas (reaisd nxn de trago 0).

z Zz Z‘, Z, anti-Hermitiana de ordem p e gq,
ulp,qX> H .

respectivamente, Zz arbitraria

; respectivamente, tr(Z‘) + t.r(Z’) = 0,

Z‘ Zz Zl, Zs anti-Hermitiana de ordem p e q,
sulp,q>: . .
Z_ arbitraria

2 2 2

2 2 Z , Z2_matrizes complexas nxn,
- 1 2 1 2
sut Cnd: - .

trez > + tr(i'.‘> =0

go(n,CY: {matrizes complexas nxn anti-simétricas).

. Xz Z’(i matrizers reais, x‘ ,X. anti~simétricas
solp,q) H de ordem p e q, respectivamente,
X

X X arbitraria
3 a 2
Z’ Zz Z‘, Zz e gldn,C), Z‘ anti-Hermitiana,
80 (2nd: _ ; .
-Zz Z Z2 Hermitiana

[ Z‘ Zz] 21,22,29 < g’f(n,C)}
. .
Zz,Zs gimétricas

X Xz - x‘,xz,xs € olin,R>
> -
¢ xz,xa simétricas



- splp,q>: ¢

A z Z Y Z . matriz complexa; Z
'Y ] '} ] ie i} 114
z Z“l zz‘ e Z" de ordem p, Z‘z
2z H4 matrizes p % q,
- _i i4 11
14 11 12 !Z2=t anti-Bermitiznas, 72
-z ' Z J e Z“ simétricas

i

e

i3

wh

y
.

Seja V um espago vetorial de dimens8o finita, sobre R ou

- glcV): AplicacBes lneares de V em V.

- GLV): AplicagBes linsares nlo-smingulares de V em V.

- ger{u‘,u:,.-.,un}.

wsu  de V.
tal

0 =subespago

gerado pelos

vetores

u ,u
" »

Seja M uma variedade diferenciivel, espago topolégico de

Hausdorff com base enumeravel e atlas Cm.

- T M: O espago vetorial dos vetores tangentes A M em p.
P

- X(M): O espago vetorial dos campos de vetores c® tangentes a M.

- CmCM):Oamldasfungﬁes £f: M — R de classe cm,



1.INTRODUGAO

Um modelo eostatistico ou uma familla parametrizada de

probabilidades ¢é wuma familia de distribuigBes de probabilidades

{p(e,x)}eEM onde:
(i> x é uma variavel pertencente ao espago amostral X;

(i> M é uma variedade n-dimensional (variedade doz parametros);

{iiid J' pl&,x> du = 1, para cada € € M, com u medida de base.
x

Exemplo 1.1 (Modelce Normal): A familia de distribuigBes de

prbbabilidades é dada por:

2 2
peo, x> = 1 - Cx=-md) zo ,

¥2n

onde x € K, du = dx medida de Lebesgue, 6 = (n,od com média m e

desvio padr3oc o e a variedade dos parametros sendo

M= <8 = tmo> € R%; o » 0.

Exemplo 1.2 (Modelo Multinomial>: Seja

x € X = 4,2, ,n+1),

e p = P{x = i) probabilidade de x ser igual & i. Temos que

T+ i
2 p, =1
L= 4



com o < P, <1, 1 = 1,.,n+1.
Tomemos 61 = P, 8 =m p,. 8 = p

Assim

pla,x> = 2 ECx-1> B,

|

onde

_ i1, =e x = §
6("1):{0,&92#1

com

n
M= «68,.,06 >e R™ 04,
4 n+d v

i

1
91 w1, i = 1,.,nH),
1

]+

ou, atraves da mudanga de coordenadas

E_L = 2 '{9_1 » 1= 1,., nH,

o octante positivo da esfera n-dimensional de raio 2.

Exemplo 1.3 <(Familla Exponenciald: Este exemplc tem como caso

particular o modelo normal. A familia de probabilidades & dada por

p(8,x> = ew{i Bi:»c,L - w(&)},
L,

onde & = (3‘,...,6‘_‘), X = (xl,...,x > =80 dados adequadamente e

N

w(8) & tomado de tal forma a fazer que

I ple,x> dy = §,
Y

For exemplo, ne modele normal 91 = m/o-z, 92 = - 1/(202),

z
X = ox, X ™ X g
2 2



1 1
y(B) » ~ e = > lag(-—ﬁ‘z) + —— log n

Em 1945, Rao [17], introduziu pela primeira vez uma
métrica Riemanniana em um meodele estatistico, com o objetive de
calcular a distAncia geodésica entre duas digtribuigSes, para
varios modelos estatisticos.

Apesar disso, nd3o se entendia bem as implicag@es do
concelito de curvatura Riemanniana de um meodelo estatistico.

Somente em 1972, Chentsov [8] desenvolveu um novo
conceito de variedade estatistica, ao invés de trabalhar apenas
com a conexdo Riemanniana, come flzeram o8 outrom. A teoria
estatistica desenvolvida pelo Chentsov, mostrou-se consistente e
elucidou a eztrutura geométrica da familia exponencial.
Entretanto, ele nZo observou que a curvatura dada por esta familia
de conexdes, desenpenhava um papel central, na "teoria assintética
de alta ordem" em inferéncia estatistica

Foi Efron [10], em 1975, independente de Chents=ov, dquem
definlu o conceito de curvatura estatistica de um modelo
estatistice, o gqual demonstrou =mer aplicavel a teoria acima.

Sob a infludnoia deste trabalhe Amari [1], introduziu
uma familia a um parametro de conexfies afins, a qual chamou de

a-conexBes £ provou ser egquivalente a definida por Chentsov.

Vamos ent3o definir estes conceitos, megunde Amari 31



Saia {p(e,x)}GGM um modelo estatistico e

um sistem= de coordenadas loccals de M em 6. Denotemos por 8 = °
L 3

Para cada 8 € M, seja
Ea[f(x)] - I £fOO pco,xd duy,
x

A esperancs ;dz variivel aleat.édria £0O0O.

Suponhamos que as seguintes condigBex,

condicBes cde regularidade , e jam satisfeitas:

i) Todas am fungles p(g,x> tem um suporte ocomum X,
pe,x> > 0 , para todo x e X.
1> Saja

1€8,3%> = log plo,xd.
Pars cada € é M, a8 n fungSes em X

a,‘l - a_‘lce,w, i w14, . ,n,

s3c linearmente independentes.

dii> Oz momentos das varidvels aleatérias Oil, existem
ordem necesssria, isto &, E, [cain“] existem para k = 1,2,3,..

(v) Para gqualquer fungdc £(8,x> considerada, vale

2, J £C8,5% duy = I 2.£C0,%> dp.
x X

10

GRS

a5,
i

chamadae

tal que

até a



Observag®o 1.4: Como j p6,x> du = 41 , temos por Uv),
x

Om= 0i I pee,x> du =» I in(B,:o dy =
X x

- J. ai_l(B,x) p<a,x> dy = EB [011].
X

De acordo com i), para cada & € M, podemor considerar
o espago vetorial n-dimensional gerado pelas n variavels

aleat.érias O,ll(e,x), im=14,.n dado por

T(.I.)

e - {A(x)/ Al{x) = Sai(e) 8,;1(9,)0}.
i=1

Se ja Te - TeM y 0 espago tangente A M em 6. Sabemos que

1‘9 também & um espago vetorial n-dimensional, geradco pelos vetores

5. Podemos ento definir um isomorfismo entre T, e T, por

{43
Bi < TB —— atl(B,x) € '.l‘6 .

Portanto, a cada vetor tangente

A= Sai(e) Gi &« T
i=s

e)
corresponde uma varisvel aleattoria
AGO = Saice) 2148, € Te“’,

i=4

H

tendo as mesmas coordenadas aice). 0 espago TSm é chamado a

{-roepresentagio do espago tangente Tg -

11



Daefinimos entio uma métrica Riemanniana em um modaele

estatistico, chamada métrica d_e Fieher, pelo produto interno

18 (A,B)e - E!6 [A(x)B(x)],

onde AGOD e Bk sioc as 1-representagBes de A e B respectivamente,

ou em coordenadas locals

1.6 g_‘jce) - <ai,aj>e - Ee [Oilajl]

6aMij=s i .,n
Ou ainda

1.7 g,‘jCB) = - EB [Oiajl],

onde usamos o fato de que
ail ajl = oi_ajp 7 p- Oiajl.

Tomando q(@,x) = p(x""", podemos tomar (16> também

aAomo
18 gijce) = 4 I ai_q(e,x) ajq(e,x> dy.
x
Por exemplo, no modelo normal a métrica de Fisher & dada
por

1 1 0
g (o) - — .
Y o o 2

Portanto o modelo normal com esta métrica ¢ um espago hiperbdélico.

J& o modelo multinomial & uma parte da esfera

vid

n-dimensional de raio 2 do R .

12



Observacao 1.9. A métrica de Fisher pode mer definida de uma forma

mais geral, utilizando o conceito de imersic nho espago de Hilbert
LY, isto &, L*-diferenclabilidade e injetividade da diferencial da
aplicagdo & —— q(F,2, de M em L* (ve ja Marques, San Martin

(171.

Uma conexao afim ¥V em uma variedade diferenciivel M &

uma aplicagso

V: XM % XM — XM

CA,B) — VCA,B) = V,B

tal que ¥V f,g « CTOMD, ABC e XD,

aj va'l-ch = WAG + g?BC;

iid VA(B-C-G) - VAB + VAG;

aiid VA(fB) - WAB + A(LOB.

Dada uma variedade Riemanniana M,g>, existe uma 1nica

conex30c afim V em M, chamada conaxB3c de Levi-Civita, ou

Riomanniana, tal que V ABR,C « XM,

VAB - VBA = [A,B} (torgio nulad

Agi(B,C)> = g(’\?AB,C) + g(B,VAC} {(compatibilidade com a métrica gd

Seja V a conex30 Riemanniana do modele estatistico.

Logo, ¥ 8 e M, 1,1,k = 1, .,n

13



1
I"11 (B) = (Va'bj,bk)e - —— ("-.‘5;: + Ojs

L

1
- EB [Oidjloki] + —=— EB [Jilojldkl].

ik ki k=i

Definimos entfio as o-conexBes por

(- 3

o
1.9 l"i. (6> = I"i.jk(B) — thk(e)

3 2

com @ e M, 1,1,k = 1, _ .,n e a « R, onde

1.10 Tijk(e) = EB [a,tijkl]

define um tensor mimétrico de 32 ordem.

Ou ainda,

[€- %]
ol
V,B= VB - - Tea,B),

€ oo (0
onde V é a a~conexdo, Vs ¥V ¢é a conexao Riemanniana, sendo

1.41 CTCA,BY, 0> = TCA,B,0),

AB,C € XM, e T definido por (1.103.

ton
E facil ver gue V & realmente uma conex3o com torgao

nula (esti provado em Amari [3D).

Obsorvaghc 1.42: Note que pela cobservagic 14, we AGO Tau’

ent3o EG[ACX)] = 0. Como por (1.7), Ee[aiajx] # 0, temos que 8‘,.03_1

« T “ Logo

e

14



oby
-0
= + —__

Fijk(e) EB [(6_L6j1 > Bilaji)akl],

pode ser interpretado geometricamente como a proje(;."a\"o zobre T,

da familia de variaveis aleatérias 2,01 + 1;_‘3 3121

Exemplo 1.12: Ve jamos ag a-conexBes para a familia exponencial

pl@,x> = exp{ S ei.xi - wce)},
i=1

e = (9‘,...,9 J, = (xi,...,x } o piBd como no exemple 1.3,
n Y

Tomoo Jquas

1K8,x> =

i

) Sixi - yied

e &

e entio

FMOD = x - ByKO, J2MEx) w - B32y(o).

Logo,

£, (0> = - Ee[aiajl] = 8.8y,

Ee[aiajlakx] = - 3,3y E, [8}‘1] = 0,
T, (@ = Eg [ailajwkx] = 8,80, y(oD.

Portanto,

[1a B 1-a

Podemos ainda calcular o tensor de curvatura desta

18



conexao

o ¢ Xy Iol) €O ot too

RCABE = ¥, 9pC = V9,8 - Yy, 50 ABC e XD,

cujas componentes no sistema de coordenadas ser3o dadas por

(ol 2
=

Rijk 4

Ag=im, temos que uma familia exponencial & 1-flat

ol
também =1-flat [R = 0 para o = 1].

Na verdade as o~conexdes possuem uma estrutura dual

Definigﬁo 1.14: Seja M,g> uma variedade Riemanniana e Y uma

- ot »
conex3c afim de M. Definimos a conexio dual ¥V de V, como =endo

agquela que =atisfaz

e(7" B, = AgCB,0) ~ £(B,V,0), ABC € XD,

A
Lauritzen [15) {ou Amari (31>, provou gque
(> V* & uma conex3o;

cov ot
Gid> v = VYV

(iii) (M, V) & flat =e e somente se (M,V*) & flat.

Gonseguentemente, um modelo estatistico 4 ao-flat se

somente se & -o-flat,

16



Blaesild [61, tratou das o-conexSes comp caso particular

de uma certa familla de tensores, originadas de um “yoke",

Noseo objetive aqul =merd estudar as o-conexBSes em
familias de probabilidades parametrizadas por um grupo de Lie G,
definidas a seguir.

Suponhamos que X seja wuma variedade onde G atua
transitivamente. Podemos ent3p considerar cada g € G, como um
difeomorfismo

g: X sy X
X — gixD> = px

de tal modo que o elemente neutro e € G é a identidade de X e
goh = gh O atua também nas probabllidades definidas nos

Borelianos de X por:

Sejam g & G, 4 uma probabilidade e A um Borellano; ent3o
guCAd = pce icad.

Se gu & p « g entio {gp}g define uma familla de

EG »
probabilidades com distribui¢io de probabilidade dada por

dg i
plg.x) = _EE(X)

derivada de Radon—Nykedin, tendo u por medida de base.

Este modelo € chamadoe um modelo transformacicnal,

segundo Barndorff-Nielsen [4]).

Na wverdade, para evitar duplicidade de parametros

17



(pensando em termos de imersdo, injetividade da diferencial>, o
espago dos parametros deve ser tomade como sendo um espago
homogéneo G/K, com K < G subgrupo compacto maximal tal que ku = u,
Vk ek

Assim, nos=o objetivo sera estudar as oa-conexBes em um

modele transformacional ¥ p}‘f <O/K

Para comegar, no capitulo 2, désenvolvemos resultados
basicos da tecria das Algebras de Lie =semi-simples complexas e
reais e consequentemente da teorla dos grupos de Lie =emi-simples
e dos espagos simétricos.

O capitulo 3 esta voltado para o estudo dos polindmios
invariantes pelo grupo de Weyl, das algebras de Lie semi-zimples.

Ne capitule 4, provamos entdo os seguintes resultados:

Propos:lgé"o 419 A métrica de Fisher do modelo transformacional

{fp}feﬁ/l{ & G-invariante e dada por
(Kc.fm),ﬁc.fc')>‘f = I Alce,x> BlCe,x> u<dx?,
o X

onde Eo = K, A,B e TeG e

~ d tA
Alle x> = ac 1Ce " 3> teo"

Proposigdo 4.210: Seja “}E G/K W™ modelo transformacional

18



parametrizado por um espagoe simétrico M = G/K (do tipo I ou do

tipe III, veja tabela IV, pg4d47?7). Se AB e 8 = Tf M entidc a
o

métrica de Fisher 6 um miltiplo da métrica candnica do espago

gimétrico M, isto &,
2
|

<A,B> 2 ———l— tr{ad(Adad(B)>,

£ dim 8

onde X é o funcional definido em 8 por )\x CAD = xl(e,xo).
»
0 o

Teorema 434 O tensor T, dado por (110>, de um modelo

transformacional parametrizade por um espago =simétrice M, {Ey}fe_n,

é ndo nulo apenas nos casos em que M for um dos espagos abaixos:

Nao-compacto Compacto
AL SL<n,R3>/S0Cn> SUCN>/SOnd
Al su*2nd/Spind SUC2nd>/Spind
EIV (ea-m’f;) (ew?m,f">

Teorema 4.3.6: As o-conexBes de um modele transformacional &)

FeM
com M espago simétrico do tipo Al ou All, sSo dadas por

VB = 57 Z m

o [ AB+BA trCABD ]
- Im .

onde m = n ou m ®w 2n respectivamente, A,B € 8 e y & uma constante
real.

19



Ainda no capitulo 4, calculamos as o-conexBes para os
seguintes exemplos de modelos transformacionals: Modelo de
Von Migez-Figher, modelo h.i_perboloide, modelos normals, modelos
parametrizados por SL(n,R>/S0{(n> com espage amostral dado por
esferas, Grasmannianaz ou flags.

Para finalizar, na tentativa de compreender a geometria
das o-conexties dadas pelo teorema 436, provamos entido no

capitulo 5, as seguintes propriedades geométricas:
(> Subvariedades totalmente geodésicas.

(1> ConexBes nio-completas.

oy
{iii> O tensor curvatura [R {A,B,CD, ABC e 9] e todas as =suas

derivadas covariantes, estio no subespago gerado por A e B.

(iv) Conexdes nao-compativeis com métrica alguma,

vD O tensor de Riccl é nulo.

(vid> Egtas cone)xlSes ndp sdc projetivamente equivalentes A& uma

variedade flat, nem a um espagoe simétrico afim, isto &, possuem

geodégicas distintas destes dois tipos de variedades.

20



2.ALGEBRAS DE LIE, GRUPOS DE LIE E ESPAGOS SIMETRICOS

Neste capitulp, apresentamos resultados baxicos da
teoria das Algebras e grupos de Lie, que =serdao necessarios no
desenvolver demte trabalho. Na =megido 2.1, mostramos como se
classificam as &lgebras de Lie simples complexas e reais. Na seg3o
2.2, damos resultados basicos da teoria dos grupos de Lie. Por
fim, na seglo 2.3, apresentamos a classificagdc dos espagos

=imétricos.

2.1. ALGEBRAS DE LIE

Definigdo 2.1.4; Uma Aalgebra de Lie sobre €, ou uma algebra de Lie

complexa, & um espago vetorial complexo g, juntoc com uma operagio

bilinear [ , 1}, denominada o colchete de Lie, definida por

[ ,gxg — 0
XL,Y)Y — [, IOLYY = [X,Y]

satisfazendo a=m meguintes condigtes:
(> XYl = - [Y,XI1 ¥ X,Y e g;
¢iid> Identidade de Jacobi: ¥V X,Y.7 € g,

[X[Y,Z2]) + Y IZ,X1] + [Z2,[X,¥Y1] = 0.
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O exemple mais clarc de Algebra de Lie complexa é dado
pelo conjunto de todas as matrizes complexas de ordem n, gln,0),

com o colchete de Lie definido por:

[A,B] = AB - BA, ¥ A,B € gl(n,O.

gl(n,C> da origem & gquatro classes de &lgebras de Lie, as chamadas

&lgebras de Lie clAswicas, a saber:

Q- Algebra de Lie das matrizes de trage zero:

8ltnt, ) = (A € gl<nH1,£; trcAd> = 0).

’bn— Algebra de Lie ortogonal em dimens3c impar:

0 x vy

80C2n+,C) = B € g¥2nt,C; B = |-v' X v by,
{ i
-x 2 ~-X

onde %,y =3c matrizes complexas ixn, X,Y,Z s3o matrizes nun, com Y

e Z anti-simétricas,

¢ - Algebra de Lie simplética:

epn,t> = 4C e gl2n,C>; € = [ X Y]},
z -x

onde X,¥,Z sdo matrizes complexas mm, com Y e Z mimétricas.

b“- Algebra do Lie ortogonal em dimensado par:
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00(2n,C> = @ & gl(Zn,C>; D = [ x Y]),

z -X

onde X,Y,Z sdc matrizes complexas nxn, com Y ¢ Z anti-simétricas.

Dois conceitos basicos no estudo das dilgebras de Lie =30

os de representagio adjunta e a forma de Cartan—Killing.

Definig8o 2.4.2: A representagZo adjunts de uma 4Klgebra de lie g,

& a aplicag3o Ulnear definida por

ad: g — gidgd
X — adD: g — @
Y —— adOOCY)> = [X,Y]

Dofini@ 21.3: A forma de Cartan-Killing 4 a forma bilinear

gimétrica ¢ , ), definida por: Y X,Y e g

QLYY = tr{adODad(¥Y))

Esta forma cacracteriza um certo tipe muito importante

de algebras de Lie.

Proposigﬁo 2.1.4: Uma algebra gg lLie &6 memi-gimplos se, e =omente

e, sua forma de Cartan-Killing ¢ n3oc degenerada.

A prova desta proposigic, bem como dos resultados
adiante, podem ser encontradas em qualquer texto basico de

algebras de Lie (por exemplo, as referéncias (121, [13], [18) e



(191>,

Um exemplo de Algebra de Lie semi-simples & dado pelas

adlgobras de Lie mimples, que =sJo aquelas que ndo poesuem ideals
nio triviais. As Algebras classicas a, ’bn, c e bn s80 simples.

Mals geralmente, temos:

Teorema 245 (W. Killing-E. CGartan): Qualquer #aAlzrebhra de Lie
simples & isomorfa a uma das Algebras clicsicas a (n2D), bn(nZZ),

¢ (n23, bn(re‘i), ou as 4lgebras de Lie excepcionals g, f

4’¢

ﬁ,

¢, e

Teorema 2.1.6: Seja ¢ uma Algebra de Lie semi-simples. Entso

g = 9‘ ® .. o gn
com g ideals simples de g e

[gi,gj] = ;er{IXi,XJJ; v X €9, )(‘i € gj} = 0,

wa t-odo 1,_" - 1,.....’“0

As 4Algebras simples podem ser descritas também via

diagramas d_?_ Dynidn. A tabela I a =meguir, apresenta as algebras de

Lie simples compliexas g e secus respectivos diagramas de Dynkin.
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que até agora, =6 temos trabalhado com

Algebras de Lie complexas. Entretanto, na definigdo 211, podemos

substituir € por um corpo qualquer. Assim, no casc das Algebras de

Lie reals Usto &, &lgebras de Lie sobre [R),

o teorema 216 ainda



& valido, mas a classificaglic das &lgebras de Lie simples reais ¢
um refinamento do teorema 245 As 2slgebras de Lie =imples reals
classificam-se via formas reals das Algebras de Lie =simples
complexas. Nossc prédmo passo & apresentarmos emta clasgificagso.

Para isso, faz-se necessario mals alguns resultados.

Seja V um espaco vetorial mobre R, de dimens@o finita.

Uma estrutura complexa em VY & uma aplicag® lnear J: V — V tal

que ' = - I, onde I é a aplcagSo identidade de V. Um espago
vetorial V com uma estrutura complexa J, torna~se um espago

vetorial complexo Vc, definindo-se o produtoc emcalar por

(aHibdX m aX + bJX, X € V, a,b € K.

Por outro lado, e V & um espago vetorial complexo, podemos
considera-lo como um espago vetorial real, VR A multiplicagdo por

i em V, torna—se entic uma estrutura complexa J em V‘R, e & claro

que (vIR)C = V.

Dizemos que uma éalgebra de Lie real 8, tem uma
estrutura complexa J, se J é uma estrutura complexa do espago
vetorial g, e

(RLIY) = JIX,V), ¥V X,Y e 8,

0 espage vetorial complexp goc, torna-se uma Algebra de Lie

complexa, com o colchete com o colchete de Lie dado por



[{aHb)X,(oHAY] = laHbdcHdAX, VI ¥V X,Y ¢ goc, ab ¢« R

Por outro lado, supondo @ wm dlgebra de Lie complexa, o espaco

vetorial 1oal QR, tem wuma estrutura complexa J, dada pela

multiplicagio por { em g. Com o colchete de Lie induzido por g, g[R‘

torna-se uma algebra de lLie real com estrutura complexa J.

Defin_igﬁo 218 Seja g uma Algebra de Lie complexa., Uma forma

real de g é uma subalgebra 8, da dlgebra de lLie real gm, tal que
of =5, e1g,.
Logo, cada Z € @, escreve~se unicamente por
Z-x+iY,x,Yeg°.

Por exemplo, o conjuntoc das matrizes anti-Hermitianaz de

trage zero, suin#1d, & uma forma real das algebras de Lie an.

A aplicagfo
oo g — g
2 — ol m X - 1Y
é entio um automorfismo de gm Cp € GL(g)» & avitomorfismo se
X, YD) = [p{X),p<¥O]), chamado de conjugacio de @ em relagdo

A 8,
Definigiio 2.4.9: Uma Aalgebra de Lie semi-simples real ¢& dita
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compacta ,quando zua forma de Cartan-Killing é negativa definida.

Teorema 2.1.10: Toda A&lgebra de Lie semi-zsimples complexa ¢, tem

uma forma real compacta .
su{nt1> é uma forma real compacta para as Algebras a .
n

Definigio 2.1.11: Seja g, uma Algebra de lie semi-simples real e

g = QDC_ Uma decomposigio em soma direta

g =tTes

o

com T subalgebra e 8 subexpago vetorial de 9, ¢ uma decomposigio

de Cartan de 8, se existe ## ¢ g, forma real compacta, tal que

f=ungoes=iungo.

Teorema 2.1.12: Toda algebra de Lie semi-simples real go, admite

uma decomposigSc de Cartan. Além dis=o, se
go=‘rles‘,go=’t‘zasz,

530 duas decomposigles de Cartan de 9, entio exicte p: g, — 9,

automorfismo interno, tal que

p(‘ri) = ‘1'2 e pi8 > = 8,

Teorema 2.1.13: Sejam g uma Algebra de Lie semir~simples complexa e

# uma forma real compacta de @g. Se o1 # —— & & um automorfizmo
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involutivo Usto &, of = I, o # I), entXo:

o> um NNemo)e XD oY € 4; cYD=m - 1>

« ¥ o ic

4 g, = T ¢ 6 ¢ uma forma real n3o-compacta, & esta é uma
decomposigBo de Cartan de 8,

411> Toda forma real nao-compacta é deste tipo.

As demonstracBes dos teoremas 2110, 2112 e 2113

podem ser encontradas em [12)

O tecrema 2113 aplicado as Algebras de Lie simples
complexas, nos da a claszificag@c das 4algebras de Lie simples
reais. Como exemplo, vejamos o gque acontece com as Algebras de Lie

simples complexas do tipo a .

Temos que, g = 8lin+1,£) e uma forma real compacta de g

& u = sulnHd. Assim,

Al- Tomando o: 1 —— u definida por oOD = X, temos as Aalgebras

de Lie simples reais do tipo Al dadas por

g, = soln+1d & 8 = glin+i, R,

onde & & o conjunto das matrizes simétricas de trago =zero.



All- Suponhamos n+l = 2{ ¢ =meja

o0 —

X — oOD = J X3

Entso,
P = oplD
°
6 = { [_A_ E ]; A & uma matriz &x!, Hermit:lana}
-B A de trago zero & B« 800!,0
com

p,=to6= eu’ 2D,

AIllI- Suponhamos p+q = n*l e tomemos o 8 —— U, definida por

oCX> » I X I . Assim,
P>q P9

> »

? - {[ 3 g ]; A e #pd, B € u(q, tr(A+B) = o},

ie = ° . ¢ ; G e glpig, O
-G o ,

8, = T ¢ 8 = sup,q.

A tabola II seguinte, apresenta a clasgificagio das
Algebras de Lie simples reais 90’ descritas pelos diagramas de
Dynkin <«Gltima ocoluna & direita da tabela JID e diagramas de

Sat.ake (coluna do meio da tabela IID.
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2.2.0RUPOS DE LIE

Un grupo de Lie @, ¢é uma variedade diferenciavel com
estrutura de grupo, tal que as operagBes "produteo”, {(g,hd — gh,

- -1 fed » .
e "inversa", g — g , s3o difeomorfi=mos=s,

Se g € G ent3o as aplicagBes

,L:Q@ —s @ ,
h — hg 9 h —— gh

chamadas translagio 4  direita e translagio . a esquerda,
respectivamente, =30 difeomorfismos. Do mesmo medo, a aplicaq?_-io

Ad(g>: 6 —» @ .
h— g heg

& um difeomorfizsmo. Observemos que, Ad{gdle) = e, onde e & a

identidade de G.

Um campo X invariante a direita em G € um campo tal que

(cmg]h X(h) = Xthgd,

onde (ng]h: ThG — ThG ¢ a diferencial de Rg, no ponte h e Q

De medo analogo, X & dito invariante a esquerda me (dLg) X = X
Para se conhecer campos invariantes (A direita ou A esquerda), é
suficiente conhhecé=]los na identidade e € @ XNig>» = (ng)a XCed2. A

mesma coisa acontece com o fluxo: Fixamos A € T 8 e denotamos
(-3
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também por A, © Gnico campo invariante A direita cujo valor em & &
A ({dagqul por diante trabalhamos com campos invariante A direita, a
teoria & esquerda & equivalente). Denotemos por exp tA ou ¢"A a
ourva solugi@c de A, passando pela identidade, guando t = 0. Entdo

a curva sclugdo de A passando por g (quando L = 0, €& etA &

Por translagies & direita, qualquer sespagoe tangente TgG,

¢ descrito por T.G. Além disso, T.G define uma Algabra de Lie com
o colchete de Lie dado pelo colchete de campos de vetores em uma

variedade Vv X,Y € XM, £ & CEOMD, X, VI = CXYOf - CYIO.

Yoltemos =a aplicagdo Ad(g). Sua diferenclal define uma

aplicag@c linear inversivel, também denctada por Ad{g),

Ad(g>: TG — T @,
] e
que satisfaz,

Ad{eIX, Y] = [Ad(gOX,Ad{g>Y].

Temos ainda que,

220 etAd(g)A - et.A g-l.

Um subgrupo d__l_a_ lie H, de um grupo de Lie G, & uma
subvariedade que ¢é wum subgrupo de G, com a restricic das
aplicagBes produto e inversa & H, sendo difeomorfismos. A Algebra

de Lie de H € entido uma subalgebra da zigebra de Lie de G.

34



Se G é um grupo de Lie ¢ H & um subgrupo algébrice e
subconjuntc fechado (subgrupo fechado) de G, entdc H é um subrupo
de Lie de G.

Ageim, M = G/H = LH; 2 e @) (clagses laterais &
esquerda de BY) tem uma estrutura de varledade difere.-’ wl de tal
forma gue a projegdo candnica

n g — 6/
g — ¢H

pertence a C7(@). M & entdo chamada um espaco homogéneo.

Exemplos de espagos homogéneos podem ser obtidos por

agles trausitivas de grupos de Lie.

Defm 221 Dizemos que um grupo de Lle G, age em uma

variedade M, se existe uma aplicagfio diferenciadvel 7m1 @ x M — M

indicada por ndg,x> = gx, tal que:
dd ex = x;

Ui (ghoy = glhxd,

Neste caso, 7 & chamada uma 350 de G em M. Dada uma
acBo n de G em M, definimos a oérbita de um ponto x € M, como sendo

o conjunto

Ox = {gx; g € G).

Dizemos que & E_(;,Eg n & trancitiva, ou gque G age transitivamente
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em M através de 7, me o = M para todo x « M, isto &, para todo
%y € M, exizste g € G, tal que gx = y. Para todo X, € M, definimos

o grupo de isotropia do pontoc X

G"o mn {¢ € G; gxo - xo}.

Gx ¢ um xubgrupo fechado de G e temosg,
°

Teorema 222 Seja 7 @ x M —— M uma aglo trazositiva de um

grupo de Lie G na variedade M. Sejam x € MeHs= Gx » Definamos a
L+

aplicagio

f: G/H — M

eh —— n<s,x°> =X

Ent3c # € um difeomorfismo.
A prova deste teorema pode ser encontrada em {201

O teorema 222, nos fornece varios exemplos de espagos

homogéneos, a saber:

> S", a esfera n~dimensional
SO(n+> atua transitivamente em S" por multiplicagS8c de
matrizes

n: SOn*d x ST —— S"

CA,vd — 4 A v

¢ temos entio
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S" ~ SOCn+1>
S0Cn)

(ii) S (n) o conjunto dos m-referencias ortonormais orientados do
™m

n . — .
kR, isto &, se u‘,...,um s3o0 vetores ortonormais orientados em R”

E )= {‘l:‘l = (u, . ,u X m=n?l
m 1 m

chamada variedade de Stiefel

n S0Cnd
SR = =5 my’

onde a agao & dada por

nmsSOnd x S — S ()
m m

A1) —— AU = CAu . hu >
b2

(iii> Gr (n? a variedade de Orassmam, ou Grazsmamniana,
m
Gr ¢(n> = {m-plancs orientades do [En, passando pela origemd.
m

SoinY x Grm(n) — Grm(n)
CA,P> —— A(P) = {Ax; x € P>

define uma ag3o transitiva de SO(n> em &r (n>, com grupo de
isotropia H de Po’ o m-plano gerade pelo conjunto {el,...,e 3,
onde & =30 o= vetores candnico= do IR“, dado por
18
A O
H= < e S0n>; A = SO(m> e B € S0{n-m))},

0O B

gque pode ser identificado com SO0(m)> x SO{n-m). Portanto,
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50(n>
Or (0> 2 atm> = SOCh=m

Dadc ¢ esprage homogéneo M = G/K, 8 atua transitivamente

em M por

gChk> = Cghok

e, para cada g € G, a aplicagio

M — M
X — gld = px

é um difeomorfismo.

Seja A um campo invariante & direta em G (A €« T.G). Se
hk € M, ¢ hk define um fluxo em M. Derivando-se em relacZo & t,

etomandot.-O,Obtem—samcampoxomMAssim,VxeM,
TMu Ax); A T®
» -
isto &, os elementos da Algebra de Lie de 0, descrevem os

alementos dos espagos tangentes 4 M

Vimos acima que, cada g € 8, define um difeomorfismo e
entic faz sentido escrever (dg)xcx(x)L para x € M Esta aplicag@o
satisfaz

2238 (dg)’(i(x)) = CAACEICADY CgxO

Definigao 2.2.4: Um grupo de Lie & dito semi-simples ({(=imples), =e
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gua Algebra de Lie & memi-simples (simples).

Por exemplo, os grupos SL(n,R) e SO(n) s&o simples.

Os grupos de Lie scm _imples admitem uma decomposigBo

de Cartan.

Teorema 225: Seja G um grupc de lie semi-simples conexo e g =usa

Algebra de Lie, cuja decomposicBo de Cartan é g = ¥ & 8. Se K é um

subgrupo de G com &lgebra de Lie ¥ e

S = {exp(Y> € G; Y € 8),
entio
= 5 K

Além disso, a aplicagsio

Y, Z> € 8 x ¥ —— expYI)Z € G,

¢ um difeomorfismo.

Algumas informagBea adicionalse com relagio A4 K, podem

seyr dadas,

Proposigio 2.2.6: Se K € G tem algebra de Lie ¥, entdo:

4> K ¢ compacto &e, ¢ somente =se,

2(G> = th € G; hg = ¢gh, V ¢ € &,
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o centro de G, & finito.

11> Se X é& compacto ent3o ele é compacto maximal.

Como era de se esperar, a nogidco de 4lgebra de Lie

compacta, est4 associads » oncelto de grupo de Lie compacto.

Teorema 2.2.7: Una Algebra do Lie resal @, é compacta se, e somente

se, existe um grupo de Lie compactec G, com Algebra de Lie isomorfa

a g.

Para terminar esta segdo, definiremos o conceit.o. de

grupo de Lie redutivel

Dofini& 2.3.8: Umna &lgebra de Lie real g, é dita uma &lgebra de

Lis redutive]l =e

g =3 e ig,0),

onds

3-0{59;[X,Y]-0,VYEQ},

o centro de ¢, ¢ um ideal semi-simples.

Um grupo de Lie é redutivel, quando sua Algebra de Lie

é redutivel. Um exemplo de grupo de Lie redutivel é dade pelo
grupe das matrizes com determinante n&o nulo, GL(N,R). Sua algebra

de Lie, glin,R), decompBe-se em
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oltn,R) = gerd > o el(n,R).

G escreve-me snlido

G = A SLn,RD,

onde A é uma matii_ ..itipla da identidade de ordem n.

2.3.ESPAGOS SIMETRICOS

et

Seja M uma variedade Riemanniana Uma  aplicag3io
s: M —— M & chamada involutiva, quando & # I (aplicagdo

identidade) e s-= I

Definic8o 2.31: Uma variedade Riemanniana M & chamado um espaco
simstrico, se cada p € M & um ponto fixo isoclado de uma isometria

involutiva sp de M.

Quando M & um espago =imétrico, temos gque o grupo das

isometrias de M, I{M), ¢ um grupo de Lie. Além digso, vale:

Teorema 2.3.2: Seja M um espage simétrico e P, € M.
) So G = IO(M) é a componente dconexa gue contém a identidade do
grupo de Lie ICM), e K ¢ o grupo de isotropia de G em P, ent3 K &

um subgrupe compacto de G e G/K é difeomorfa a M.
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Cii> A npl.‘lcaqﬁo

oo G — @

£ — & g ®

] PQ

¢ um automorfismo inveolutivo de G tal que =e

Ka-{gEG;o(g)llg)

- (Ka)o ¢ = componente identidade de Ka, ant.io (Kcr)o c K c KO' . O
grupe K é um grupo mimples.

(111> Sejam @ e T ar Algebrac de Lie de G @ K respectivamente.
Ent3do

T=Neg; dd X=X,

snﬂeg;(dor)ox--x}
temo=s que

g =¥ & e

Além digso, s=e M G —— M & a projegio cantnica de G sobre M

ent.3o (dﬂ).(‘!'> = {0} e {dn)o & um isomorfismo de 6 sobre T M.

Po

Sendo assim, ¢ estude dos espagos simétricos & feito
via algebras de Lie, expressando-se nas Algebras de Lie

esta simetria.

Definigdo 2.33: Uma terna Kg,T)od) & dita wuma algebra de Lie

simétrica ortogonal, se as xeguintes condigBes verificam-se:

¢G> g & uma Algebra de Lie sobre K.
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1> o ¢ um automorfisme involutive de g.
i) ¥ = Of € g; oX> = X é& uma subAlgebra compactamente
mergulhada de g, isto &, o subgrupo conexo do grupo adjunto de g,

cuja dlgebra de Lie & adg(‘?), & compacto,

Se além disso, ¥ i § = {0), onde § & o centro de g,

g,T,0> é dita uma algebra de Lie efetiva.

Um par G,K), onde G & um grupo de Lie conexo,
com élgebra de Lie 9, ¢ K é um subgrupo de Lie do G com algebra de

Lie ¥, & dito um par assoclado com a algebra de Lie simétrica

ortogonal (g,¥,0).

Tomando-gse K conexoc e G simplesmente conexo, o par
(G,K> associado a 4&lgebra de Lie simétrica ortogonal <g,¥,07, da

origem entio ao espaco simétrice G/K.

As Algebras de Lie simétricas ortogonals decompBSem-ze em
trés outras &Llgebras, as quals afoc de tipoe compacto, nio-compact.o

» Buclidiano.

Definig@oc 2.38.4: Seja (g,¥,0> uma &Llgebra efetiva. Seja g = T ¢ ¢

uma decomposiq,"a'o de g em autocespagos deo ¢ para os autovalores 1 ¢

-1 respectivamente.

(i Se @ & compacta e, consequentemente smsemi-simples, (g, ¥,00 &
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dita do tipo compacto.

i> Se g & momi-gimples niBoc-compacta e g = ¥ e ¢ & uma
decomposicBo de Cartan de g, entBo (g,%,0) & dita do tipo
naco-compacto,

(4> Se & & um ideal abeliano em g, ent3o (9,T,0) & dita do tipo
Euclidiann

O par (GK>) agsociado A (g,¥,00 & dito do tipo
compacto, do tipe n3o-compacto ou do tipo Euclidiano, de acordo

com o tipo de (g,T,0).

Existe uma importante dualidade entre o tipo compacto e

o tipo ndo-compacto. Seja (g,¥,00 uma Aalgebra de Lie simétrica

ortogonal e tomemos g = ¥ ¢ 8 tal que

(*.31 c ¥, I¥,81 ¢ 8, [8,8) c ¥.

Denotemos por g- ¢ subconjunto T + is do complexificado gc de 0.

Com o colchete de Lie induzido por g, g é uma &lgebra de Lie

real. A aplicagadc

* ] -
c g —ga

X+{Y — X-1Y

Xe? Y e8 & um automorfismo involutivo de g*. Temos ent.dc que

Teorema 235 Seja (9,700 uma Algebra de Lie simétrica
ortogonal. Entdo

G (g','!‘.,o*) & uma algebra de Lie =simétrica ortogonal chamada de
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dual de (g,T,0).
(11> Se (g,T,0> é do tipo compacto, entBo (g,P,0) & do tipo

n3o-compacto e vice-versa.

Do ponto de vista de {irredutibilidade (¥ ¢é uma
subslgebra =imples maxdmal), as 4Algebras de Lie simétricas
ortogonais do tipe compactoc e do tipo nio-compaato, classificam-se

da seguinte forma:

Teorema 2.3.6: As Algobras de Lie simétricas ortogonais
irredutiveis do tipo compacto =3o0:

1. {g,?,0) onde 9 é uma Algebra de Lie simples compacta e v é um
automorfismo invelutivo de g.

II. ¢p,¥,0> onde a Algebra de Lie compacta g & & soma direta
g - 91 e 92’

de ideals =imples tais gque o'(g‘) - gz, cr(gz) = g‘, com ¢ um
automorfisme involutivo de g.

Enquanto que as Algebras de Lie simétricas ortogonais
irredutiveis do tipo nSo-compacte s3o:
HI. ¢g,¥,e> onde g ¢é uma Algebra de Lie =simples nio-compacta
real, cujo complexificado gc ¢ uma Algebra de Lie simples
complexa e o & um automorfismo involutivo de g, tal que ¥ forma
uma subAlgebra compactamente mergulhada de g
%,

IV. (g, 7,00 onde g = 1 smendc uma Algebra de Lie simples
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complexa e ¢ € a conjugagdic de @ em relagBo & subalgebra
compactamente mergulhada masdmal.

Além disso, se €g ,#°,0°) denota o dual de (g,
(g,t,00 & do tipce III se, @ somente se, (9.,'!'*,0*) ¢ do tipo I,

]
(g,2,0> & do tipo IV se, e somente se, (g ,1 ,0 ) & do tipo IL

Assim, os espagos simétricos nio-compacto do tipo IV =3o
os espagos G/K, onde G & um grupo de Lie conexc cuja algebra de
Lie & gm, com g uma Algebra de Lie simplex complexa, # K & um
subgrupo compacto maximal de 6. For dualidade, os espagos
simétricos do tipo I, s3c os grupos de Lie K, conexos, compactos,

simples (tabela IIIl a seguir).

TABELA III

ESPAGOS SIMETRICOS DO TIPO II E DO TIPO IV

o ¢ K

an {nz1d SLOnH, 0D SUin+12

'bn =2 S002nH,0) S02n+1)

cn (n=>3D Spin,O) _ Spim

bh (nz4> S02n, 0 soz2n
2, sz.‘. 9,
f A F,
e E :: l-.‘.“j
€, E7c E?
el E.c E.
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Enquanto gue os espagos simétricos do tipo I e do tipo

IIl s30 da seguinte forma:

TABELA IV

ESPAGOS SIMETRICOS DO TIPO I E DO TIPO III

NXO-COMPACTO COMPACTO
Al SLn R>/SO0nD SUMI/S0nD
ATl SU*¢2nd>/Spnd SUZnd/Spnd
AIII SU(p,q)/‘S(UP x Uq) Sucp-rq)/swp x Uq)
BDI SO_¢p,q>/SOLp> x SOy SOLp+gd/SOCpd x SOCg>
DIII s0" ¢2nd /U SOC2Znd U
CI Spn,R>/Und> Spind./Und
CII Spip,9>/Spip> x Spl Splp+q>)/Splpd x Splg
G (g, . BU2> & su2> €@, ., SU2> & suc»
FI <f,,,,/BP@> & su2> Cf | 5y BPCR> ® 812D
FI11 (f‘(_zm,so(o)) (f'“”sz,,so(m)
El (ed‘a,cpﬂ)) (ea_“’,spM))
ElX (e SBUCE> @ sn(2)) (e BU(6) @ sudedd
[- 4] o{—7m
EIll e 000> & R (e ,B010> @ KD
—14) -7
EIV cea_m,f‘:t (ed‘_w,f‘:»
EV Ce ,8u8d e 618>
A tdd {-4199)
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TABELA IV

(Cont. .>
EVi (27{_5,,80(12) & sud2) (e?‘__”m,BOCIZ) @& sud2x
Evll e, e, 0 R e e, &R
EVIII (emm,eociﬁ)) (e'('_z“),oocid))
EIX (e.(_“’,e.? & su(2» (e.‘_“.,,e? ® aud2d)

Todos os resultados apresentados nesta segioc estio

demonstrados em [12].

Observagioc 23.7: Observemos que a classif icagdo dos espagos
simétricos dos tipos II e IV, estad associada a classificagdc das
Algebras de Lie simples complexas (tabelas 1 e III), enquanto gue
os tipos I e III, com a classificag8c das algebras de Lie simples

reals (tabelas II e IVD.
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3.POLINOMIOS INVARIANTES PELO GRUPO DE WEYL

O objetivo deste capitulo é& estabelecer a proposicio
3.314, que afirma gque oz polinbmioz de a2 grau, invariantes pelo
grupa de Weyl das 2lgebras de Lie rximples reais existem apenas
para as Aalgebras do tipo AI, AIl, EIV. Na segdo 3., definimos o
grupo de Weyl de um espago Euclidiano V. Na segio 32, mostramos
como obtem-se o© grupo de Weyl das Algebras de Lie simples.
Finalmente, na seg3c 3.3, definimos o gue vem a =er um polinémio
invariante pelc grupo de Weyl das algebras de Lie wsimples, e

chegamos a proposigao 3.3.1.

3.1.GRUPO DE WEYL

Sejam V um espago vetorial real de dimens3oc n com um
produteo interno < , > (um espago Euclidiano), x e V, x # 0. Seja

w_a reflex30c em relagdo ac hiperplano ortogonal a «, isto &,
4 8

o o LB
ma(ﬁ)-ﬁ ZEm—m)"K,VﬁEV.

DefinigSo 3.4.4: Um subconjunto & ¢ V é um =istema de raizes em

V, se a=s seguintes condigdes verificam-se:
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> § & um conjunto de vetores nio nulos de V,
ai> & gera V.

Ci1i> Se o,/ « & entio m“(ﬁ> « &

Lo, 3>
dv) S « & entdo 2 r
v - ﬁ,ﬁ [ -] z-&—’a [

Definiigo 812 Seja & um mistema de raizes em V. Chamamos de
grupo de VWeyl de #, e denotamom por WQ (ou s=implesmente W, camo

ndo haja ambiguidade), o grupo gerado pelas reflexdes we &« € &,

Observacic 8.1.3: Observemos que em um grupo de Weyl 'u’i, vala:
L6 wi é¢ um grupo finito;
aid vy x € 8, mm@) c ¥;
aiid W§ & um grupo de transformagBes ortogonais.
Na verdade, o grupo de Weyl fica determinado por um

certo tipo de sistema de ralzes, o qual descrevemos a seguir.

Definigao 244: Um guboonjunto A7 <« § & chamado wum =sistema

fundamental de raizes, quando:

{i> n ¢ Unearmente independente;

Gid> se n = (uﬂ,...,un} e x e ¥, entio a w S hiori onde A_‘ eR e
iz

A = 0 ou ki £ 0 para todo i = 1, ,n

|

Sejam {x,.,x} base de V e V' & conjunto de todos os
n



vetores iki“i cujo primeiro cocficiente diferente de zero, A, &
1 9

iTs
positivo. Temos entBc um relagdo dz ordem dada por o > o« guando

x - x € V.
1 F

Definigdo 3.1.5: Um sistema de raizes & & chamado positivo quando

+

3 =& NV

Px oposifo 314.6:; Sistemas positivon de rajizes eutio em

correspondéncia biunivoca com sistemas fundamentais.

Propoig?io 347 \.,.J'5 - wﬂ com n sistema fundamental.

As provas das proposighes 316 e 317 estiBo em (71

3.2.GRUPO DE WEYL DAS ALGEBRAS DE LIE SIMPLES

Sabemos da teoria das algebras de Lie =imples complexas

a8, que

g-boga‘o---tgﬂ.

onde B & uma subalgebra abellana maximal de g (subalgebra de
Cartan de @), & s30 os pesos de adb dsto é, o : b ——

satisfarem
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ad(H) X = uri(ll) X

para H € b, X € gm, X # 0 « 1 m 1, ,k), também chamados de

|

rajizes de @ relativa 24 ©, e

dimg =1, Vim1, Kk

*
Apesar das ralzes x  serem definidas como elementos do
espago dual b' de T, elaxs podem mer vistas como elementos de B,
via forma de Cartan-Killing ( , > {(que & nio degenerada pois a

Algebra é wmimples),

“L;(H) - (B,H“) VHeb com H“ e b, i =1,k

i i

Consideremos entic as raizes como elementos de Y e =meja
2 un subconjunto finito de BH. Temos que & gera B e que =e
escolhermos qualquer subconjunto de # que meja uma base para b,
ent80 cada elemento de & & uma combinagido lnear das raizes neste
subcon junt.o, com coeficientes em Q.

Denotemos por b[R o conjunto de todos elementos de B, que
&30 combinagBSes lineares dos elementos de £, com coeficientes
reals. Assim,

dimg, biR = dim, b.

Temos também gque a forma de Cartan-Kiliing restrita A biR

é positiva definida e logo, b, torna—se um espage Euclidianc.
Finalmente, pode =er provado que & & um gistema de

rajizes de bIE nos moldes da definigac 3.1.1.



A tabela V apresenta as Algebras de Lie =imples

complexas g e a correspondente ordem do grupo de Weyl |W|, de g.

TABELA V
g Wi
a_ (n21) Cn+1d!
b (n22> 2" . nl
¢ (n23> 2" . n!
b (nz4d 2"t | nl
8, 12
f, 27 . 3%
e_ 2" .3% .5
e 2% .3* 5.7
e 2t 3% 5.7

3.3.POIJN6MIOS INVARIANTES PELO GRUPO E WEYL

Sejam W um grupo de Weyl atuando no espage Euclidiano V
e ©,.,8 uma base ortonormal de V. Ent3o, cada x € V pode =er
bal

escrito na forma

XxX=x e + ..+ x e, x <R
T n by

Dado qualguer polinbémio P(x‘,...,xn) em K yoepX F

53



pode mer visto como uma aplicagiic de V em R. Seja J a &lgebra de
todas estas fung@es pollnomiais em V. S independe da base
escolhida para V. Os polinbmios de grau {1 em J formam o espago

dual V' de V e ¥ & entdo a Algebra simétrica de v* dada por

ReViewWeviewevie v e .

Agora, & agic de W em V pode ser transferida de uma

maneira natural, para uma agio em V', definindo (f), © € W, T &
V‘, por

W) = fOO, x € V.
A a.gEo de W em V-, pode entSo ser extendida a uma agBc em Y por

AKPIGD = Pl iGOd, P e s, x € V.

Uma fungdo polinomial em ¥ & chamada um invariante de W, se

olP) = P, Ve V.

Os invariantes formam um subanel & de ¥. Tomando ¥ = R[Ig’“"!n]’

prova-se que o subanel dos Iinvariantes & também um anel

polinomial, isto &, 3 = R [I‘,...,Ih] onde I‘,...,I“ =30 certos

elementos de 5.

Por axemplo, ¢ grupc de Weyl dam Algebras d4o tipo a &
isomorfo ac grupo Sma (grupo das prmutagBes de n¥ elementoad,
como wvimos ne tabela V. Ele é melhor descrito atuando no espago

Euclidiano n¥~dimensional, com bage ortonormal 8 18 ys®



cujos elementos matisfazem

x + x 4+ _ +x =0
() 1 n

O olementox de W atuam em V, permutando as coordenadas xo,...,xh
de todas as maneiras possxivels, Assim os polindmios invariantes
3o os polndmios simétricos elementares

= x +x + ..+ x L X X
Py o 1 n* Py ‘;Zjij,

- XX, - = oy N ..N.
pz ] z i} > B 0 4 Thn
L)<k

Como, X, + x +..+ x = 0, temos $ = IR[I’,...,In], onde Ii. é o

polindmio simétrico elementar de grau i+i.

Por outro lado, nas 4&lgebraz do tipo 'bn, o grupo de
Weyl atua no espago Euclidiano com base ortonormal ® 1@ ,
permutando -~ coordenadas x‘,...,x“, de todas = maneiras
posmiveis e trocande de sinal arbitrariamente. Assim, o=

polindSmios invariantes sSc os polinbdmiox simétricos elementares em
x:,...,xn'. loga, & = R[I‘,...,In] » onde Ii. é¢ o i-ésimo peolindmio

gimétrico elementar em x‘z,...,x:.
A tabela VI geguinte, apresenta o grau dos geradores da
Algebra dos polindmios invariantes peloc grupo de Weyl das aAlgebras

simplez complexa=s @.



TABELA VI

o] GRAU DOS INVARIANTES

an 2, 38,., n#H

bn,ch 2, 4,., 2n

6n 2, 4,.., 2n-2, n

8, 2, 6

f, 2, 6, 8, 12

e 2,5 6,8 9, 12

e, 2, 6, 8, 10, 12, 14, 18

e 2, 8, 12, 14, 18, 20, 24, 30

Obsaervemes gue polindmics Invariantes de grau 3, =6
aparecem em Algebras simples complexas do tipo an, isto é,

algebras simples que apresentam diagrama de Dynkin de tipo

o u) ) o
& x = x
1 z 4 n

Assim, no caso das Algebras rpeals, estes polindmios
aparecem nas SAlgebras do tipo Al, AIl e EIV (veja tabela II,
pes.81 e 32,

Portanto, temos que

Propos&go 3.31: Polindmios de 32 grau, invariantes pelo grupo de
Woyl das dlgebras de Lie =simples reais, sic ndc nulos apenas para

as Algebras Al, AIl e EIV.



4.MODELOS TRANSFORMACIONAIS

Negile capitulo calculamog as oa-conexties para varios

tipos de modelos transformacionais L) Primeiramente, em

1 L=c%% 4
(41>, acalculamos a métirica de Ficher. As meglom 42> e (4.3
tratam dos modelox transformaciocnals com o espagoe dos parametros
sendo um espagoe simétrico. Em (42> calculamc= a métrica de Fizsher
em termos da métrica cantnica do espago =imétrico, para em (43)
encontrarmos as o-conexties. Finalmente, em (4.4), calculamos
explicltamente as o-conexBSes para alguns exemplos de modelos

transfoomacionais.

4.1.METRICA DE FISHER

Seja G um grupo de Lie 2 X uma variedade onde G atua
transitivamente. Podemos entdo considerar cada g € 6, como um

difeomorfizmo

g X — X
X — > gl = x

de tal modo gque o elemento neutro @ € G & a identidade de X e

gch = gh G atua também nas probabilidades definidas nos
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Borelianox de X por:

Sejam g € G, 4 uma probabilidade e A um Boreliano; ent3o

guCAd = ulg A,
Esta agdo =satisfaz

(ehdp = gChpd.

Suponhamos gu <« u <« gu. Ent3do, pelo teorema de
Radon~Nykodin, {g'u}geﬁ’ define uma familia de probabilidades

parametrizada por G, chamada de modelo transformacional.

Para cada g e @, consideremos a distribuigdo de
probabilidade

. dgH

Propowigdo 4.1.2: p(g,x> como em (4.1.1> =satisfaz

4.1.3 pl{gh,x> = p(h,g—’x) PLg,x>,

para g,h € G e x € X.

Prova: Uma definigSc alternativa de gu € via a igualdade

414 [ £ <guocax> = [ (fogdx> pedxd,

de onde segue que =e H S U, ent.do

dgpi i i -1
—x) = —Kg "X,
dgH,, du,

Portanto,
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dehu, | . d .
pgh> = Ero0 - %g_hﬁ"‘) %%(x) - %“_’jq L0 %ﬁ(x)

= p¢h,g x> plg,x). -

FungSes p: @ x X — K, matisfazendo a igualdade em

(4.1.3> s3o0 denominadas cociclos ou multiplicadores scbre X. Os

cociclos formam uma extensioc natural dos homomorfimmos de G em R+
(como grupc multiplicative) e aparecem oom frequéncia na teoria de
representacio de grupos de Lie (veja por exemplo {11)).

Decorre imediatamente da definigio de um cocilclo p, que

plepsd » 1 para todo x € X.

DefiniESO 418: Seja K ¢ @ um subgrupo de Lie de 6. Um cociclo p

& chamado K-invariante, quando

plk, x> = 1, ¥ k € K.

Ist.o acarreta entio

plgk,x) m plg,3d, ¥V ¢ € G, k € K.

Por exemplo, o cociclo dado por (441> & K-invariante
e ¢ 6 ge kpy m p ¥V k € K. Sendo as=sim, 0 espago dos parametros do
modelo transformacional, deve mer tomado comc mendo M = G/K, pois
s g, poartoence & alasse lateral gk, ¢ &€ @, entio g‘p = gy Em G a
mét.rica de Fisher degenera na diregd3c de K, o que ndic acontece em

M, como veremos agora.
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Seja
IKg,x> = log plg,so.
Entio

4.1.6 1eh,d = ICh,g "% + g0,

para todo g,h € G, x € k.

Vimos na secgio 22, que G atua trancitivamente em M por

gChID> m (ghdK o T

tM-{I({);AGTeG},geM.

Para cada g € G, seja

LA “- 1.0 tA

-~ d d
Allg, x> = I ) [ g,x)lum = 1<e™ gK, x> (e

A €Tl x X
e

Proposigio 4.4.7: Seja K < 6 o malor subgrupo compacto de G tal
quakp-pparat.odokeK.SeAeTeﬁétalqu(t)#o,ent'a’o

xl(g X = O

Prova: Seja I = gK € M, isto &, I = sfo, tD - o w K Again, baste
mostrar que se A € T G 6 tal que Kq°> * 0, entdo Ale,x> # 0.

Suponhamos que Ale, > = 0 para todo x € X, e =seja

ped> = 1650, t e R

Temos que



L = gg icetA -‘*,x)l o

d sA -—tA tA
= = [lte e ) + e ’x)]'-D

d =A ~tA
= oo e e x)ls_o
- K:c-,."‘* p o ]

= 0

Como 0> = 0, AL> = 0 ¥V t € R, isto 6, ptet 30 = 1 o que nos da

at'A e K <t pequenc), e portanto, ICEO) = 0, o quae ¢ wna

contradigfo. -

Logo, a métrica de Fisher , definida no capitule 1 por

(15>, do modelo transformacional u & dada por

Y M
448 &(g),ﬁcz»g - E [Kl(g,x)ﬁl(g,x)]

- J- A, 0 BlCe 30 Cppdiado.
X

AB € TaG. I m K.

Proposigio 4.1.9: A métrica de Fisher €& G-invariante, isto &,

<(d‘)fcu)’(d‘)f(9)>6(f) - (u,v)z, wv & Tt,M.

Prova: Seja { = gl _, (O- eK = K. Entdo

- (z.2.®
((dg)zo(A(to)),(dg)zo(B({o)»‘q,o) -
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4.1. B
= CCACEIAD CFD,CAdC(EIBY My o=

{4. 4.4

- I CADCEIAY 1Cg, x> CACEIBY 1lg 30 (g dd -
x

- J CAACEIAY Kg,exd CADCEIB) 1Cg x> pCdxd.
X

Mas por ¢22.0) e a definigio de A,

d_ | bAdEIA

CAACEIA) (g, ex) = T I €620 |4 g

d tA -1
Iat.l(gc € ""‘)h.-o

d LA
-afl(“ ,gx)'l 0

d tA -1
- [1(¢ £ EX> + l(g,gx)]l C

d tA
= 5 1T 0 ug
w AlCa,s).

Logo,

4.14.10 «:d‘)f (A(fo)),(dg)t

(ﬁ(.fo)» - J AlCo,30> BlCa,d ptdd
o [+] X

- (AQ’O),B((O))E .
o

isto 6, < , > & invariante quando se =al de Eo. 0 resto segue
compondo-sie asta invariSncia. -

Coroléric 4141: A métrica de Fisher fica determinada =e ela for

. conhecida em £ o ekK.
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Prova: u,v>, = ((dg-‘)t(u),(d‘-‘) w», ,

4 St 5%

I =gl ,uve Tt"’

Na préoxima segio faremos o acdlculo desta métrice no caso

em gu- - aspago dos parametros é um espago simétrico.

4.2METRICA DE FISHER EM ESPAGOS SIMETRICOS

" Daremos agora & expressdoco da métrica de Fisher de um
modele transformacional parametrizado por um espage simétrico em
t&rmos da métrica deste espago. O espagos =imétricos que estamos
interessados =30 o2 ndo-compactos do tipo I, e por dualidade, o=

.

compactos do tipo III (tabela IV, pg47).

Seja entéio G um grupo de Lie simples nio-compacto, K um
subgrupo de Lie de G tal que M = G/K é o esgpage =imétrico
considerados. Como p &6 K-invarijante (kuy = u, ¥V k € K2, « K & o
maior subgrupe gque preserva p, temos que, pelo corolirio 4441, a
métrica de Fisher fica determinada em zo mw gk € M Porém em M

axiste una métrica Riemannlana ¢ , ), G-invariante candnica dada

por:
Pelo teorema 232, a projeglo candSnlca n: @ — M,

induz um isomorfiemo entre 8 e Tf M, via (dﬂ.‘).. Aggim, e AB c ¢
o

&3



421 (A’B){ = tr{adiAlad(B)).

A quest3o & comparar & métrica ¢ , > com a métrica ds

Fisher.

Para isto, observemos que =me¢ k € K entio k{o - (o [

portanto, (dkdy, : 6 ——+ 8 & uma aplicagio lnear dada por

o

4

(2.2.8)

Cdkd, (A - (Ade)A)~tho) - AdCK) A.

o

Assim, tomandn-se diferenclais dos elementos de K, K se representa

como um grupo de transformages lneares num espage vetorial

dk: K —— gl(sd

k — (dk)t

o

Agors ucamoas os meguintes fatos:

> A representagiio de K em 8 & irredutivel, isto &, nio existe

penhum subespaco 0 # V # 8 tal que dk(VD) = V, para todo k € K

di> Seja K um grupo compacto de transformages lineares de um
espage vetorial V de dimensSc finita. Ent3o existe um produto
internoc ¢ , > em V, que & invariante por K (kukv> = <u,v>, ¥ k €
K, uwv € ¥ e K é um. subgrupo ortogonal. Além disso, £ =
representagioc de K em V & {irredutivel, entSo gualquer produto

interno << , >> em V, K-invariante & da forma

422 ((,))-t:.z(,),cem'.



Com estes dois fatom, temos que a métrica de Fisher &

essencialmente a mesma que a métrica candnica, fato §,

ProposicBo 428: A métrica de Fisher em to (e portanto em
qualquer Z), & um maltiplo da métrica candnica, isto 4,

2
- C (A'B)f

o =]

424 <A.B>z

s ¢* trcadCAdad(B)).

A constante c em (422> é dada por

2 z
2 o Iv‘l + + Ian

o

n

)

onde Y sesV ¢ uma base ortonormal de V em relagédo a < , > o

iviZ = LKv,v>>, Y v € V.

Agsim, para determinar c¢ em (424), precigamos analicar

malhor a norma de Fisher

M

a1 = I AlCe,0>* uCdxd, A € 6 = T
b4 [+ ]

£

Faremos igso & seguir, no caso espscifico em que K atua

transitivamente em X.

Proposi 425 Seja x € X e A &6 — R a Iapucaqﬁo Hnear

65



definida por

d LA
A CA> = RlCe, x> = 3o e 0| o

Se k € K, entSio

-1
kkx - hx o Adlk .

Prova: A A = X1Ce ko0

d tA
= 5C 1Ce ,kx)ll 0

d -1 tA -y
= 3 Kk & kx> 10k ,x)]l ]

d tAdCK oA
= % IKe ,x)ll 0

- kx(Ad(k")A)

para todo A € 6. -

1Al = J. cxxc;\»‘ pCand,
X

2 2 2 2
+
426 lA’I +. .+ lAnl - -LQ"(A!) " Axcan) D uCdxd
F 4
= J- i)\”l plded,
X

_onde A‘,...,A“ ¢ uma base ortonormal de 8 em ralagioc & ( , J e

ilxI’ é a2 norma no dual de 8 induzida por ¢ , D> (sto 6, J\x =

= ACAD> &« 4+ ... + A€AD> &£ com & = (A, ) base ortonormal do
x 1 t 8 X n n L i

duald. Como € , > & invariante pela agdco de K em ¢, a norma do



dual ¢ invariante pela agéc dual de K, isto ¢,
4.2.7 X, o Adck > )? - Ix 1%

Por outro lado, como K & um grupe compacto, admite umn
probabilidade de Haar, isto &, uma medida de probabilidade Hy»
invariante por translacBes A esquerda e A direita (veja [5] ou
[81). Além disso, K age transitivamente em X e, pelo teorema
222, X é da forma X = K/H com H subgrupo fechado de K. Seja
m: K — K/B a projegio candnica Entio uy = n(pk), isto &, se £ é

integravel em X entdo
I £Cd pldsd = J £ p, AN,
x X

ou e x = nalH),

428 J- FOGO pldx) = I f(lcxo) pk(dk).
x K

Agsim, (42.6)> fica

2 2 2
AN+ -+ A - L|xx| pCdod

4, 2.8 r 2
= ')\l:x | H, (k>
v K (]
4.2.% p
= N o AdaH(F p cdio
K xo
4. 2.1 p 2
= I~ TR >
o K Q
2
= x|
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com X & X, fixado.

Logo,
L
2 *o
R
42 e = dim 8
para x = X fixado.
Portanto, (4.2.4) fica
L
o
2 <A
4.2.10 'B>to = —dTm o CA,B> zo
2
- trCadCAdad(B))>

Obgservagio 4.2.11: Obzervemos g na expressido da métrica de

Fisher, dada por 4.2.10, o fUnico térmo que depende especificamente

do modelo & |x_ |
xO

4.3.0-CONEXOES EM ESPAGOS SIMETRICOS

Vamos agora utilizarmos os resultados desenvolvidos nas
segbes anteriores e calcularmos as o-conexSes em um modelo

transformacional parametrizado por um espago simétrico.

Se jam ent30 G, K, X, M e y come na segBc (4.2).



Vimos na introdugdc que as o-conexBes =3o definidas em

un wisrtaema do occordenadas por

o {0 o
4.3.0 l"ijkCQ) = r_tjk(m e 'r_ljk(e>
1~ox
= o glpe—
EG [ca,‘ajl > Bilaj.l)ak.l]
o)

com 8 € M, 1,k = 1,.,n e a e [R, onde r"kce) & a conex3o
L2

Riemanniana, a 0-conex3o, e

4.3.1 T, ;8> = Eg [ail a1 akl],

& um tensor simétrico de 32 ordem. Ou ainda,

[{ B o)

VAB = VAB -

o

— TCA,B),

onde

{TCA,RY,> = TCA,B, 0, A,B,C e XM,

e T & definido por {4.3.1).

Para comegar, observemos que para o caso agqui
considerado, {(4.3.00 difere da integral em (418>, por apenas
maixz um L&rmo. Axxim, de modo analogo a prova de que a metrica de
Fisher & O-invariante, segue gque as o~conexSes sao OG~invariantes,

isto &,

[ {= B [{a B
Cdgd, | v,B = vfde,-)ECA)(dg}E{B)’ AB & T M.

<ob
Loga, & suficiente conhecer ri.jkcfo) onde {"o = aK = K &
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a jdentidade em M.

{0}
Porém, em um espago simétliico V. B w 0, para AB € 8 =

A
- ',{‘tv M (veja [13), volll, pg.230),
[ = ]
Portanto,
()] o
Falo? = 7 7 T%2
ou seja,
) a
(VAB’C)t - - = 'Il‘(A,B,(.'D{r » AB,C € 8.
o o
Vamos entS3o estudar o tensor smimétrico de 32 ordem
432 TCAB,CY, = J' Ale > Blte, 0 Clte, > pCdod
o x

com A,B,C € 6.

Temos que T & um tensor invariante pela agSo de G pois

(Lo} [{x 1]

v o v BAO G-invariantes. Em particular, TCA,B,CO é

4

o

K-invariante.
Como T define um tensor simétrico de 32 ordem, por

polarizag8c, ¢ suficiente encontrar

433 PCAY = TCAAAD, = I Ale,x3) ptdxd.
o X

Assim, (433> define um polindmio em A e 8, de 32 grau,
K-invariante, ou um polindmioc invariante pelo grupo de VWVeyl de 6.

Maz, vimos na propomicic 834, que estes polindmios =4 aparecem
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nos casos em que 8 & do tipo Al, AIl, EIV. Portanto,temo=s

Teorema 4.34: O ftensor T, dado por <4312, de um medelo

transformacional parametrizado por um espago simétrico M, {":P}EGM’

& nao nulp apenags nos cazos em gque M for um dos expacgos abaixo:

Nao-compacto Compacto
Al SL(n,R>/S0(n) SUM/S0n)
*
AII SU (Znd/Spind 50C2n>/Spin>
EIV (ecs("za)’fc> a—7a:’r4)

Faremos agora o calcule das oa-conexdies para {Fpd com

TeM
M dado por Al e AIl.L O casco EIV decorre de uma algebra de Lie

execpcional e n3o wera tratadeo aqui.

12 CASO: M = SL(n,RD./SOn.

Ent3c 8 & o© conjunto das matrizes reais de ordem n,
gimétricas e de trage zero.

Vejamos entio quem ¢ (4.33). Vimos na seg3o (3.33, que
o conjunto dos polintmios invariantes pelo grupo de VWeyl de 8, e
gerado pelo polindmio simétrico de grau 3

4358 o (A = _ LS N
<)<k

onde )\1,...,)\ sa0 autovalores de A e n Z 3, pois se n = 2 entao
il
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a.(A) = 0 Mais precimamante, o, 4 o unlco polindmic invariante

pelo grupo de Weyli de 6, cuja resztrigioc as matrizes diagonais A =

- di.co“,...,ln) & dodo por (438). Porém, se A nio ¢ dlagonal,

ou diagonalizamox A ou entdio o, (A> é o ooeficlente de A" no

polinémio caracteristico de A. Podemos escrever o-‘(A) aina:z | L~
Soja A = diag{l‘,...,lh) oom trdA) = 0. Entidos

o-a‘-r...-tx)’

n

- S x,’-u-sj A:A,-l-d E AN A
iy * irfjce J i< vt

j<k

= trA™ + 3 z 2! A+ 6 o CAD
g v ok a

= tr(A"> - 3 S: 2*+ 6 o CAS,

LT §
ou seja,

o CAD m 1 treA™
] 3

Assim, todo polindmio invariante pelo grupo de Weyl de
6, de grau 3, & da forma
PA> = 7 trA™, T € R

Volt.emos agora ao tensor

TCAB,C = <CTCA,BY,C>, ABC < 6.

.Seja S: 8 x 8 — {matrizes reais simétricas) definida

por
CAB+BA)>

SAB = 3 ’



onde y = T c? dado por (4.2.4> Ent3o,

4. Z. &)
(SCAADA> = <y AA> = 7 & trea®,

isto &,

LSCALAD,A> = PCAD = TCA,A,AD.

Como T e S sZc simétricos, %CA,B) é¢ entioc a projegio

CAB+BAD

ortogonal de » > sobre 8, ou =eja,

"i"CA,B) =y [ AB;BA _ tr(iB) 1 ]
T

e logo
T>'§) a -~
VAB == = TCA,B>

2

o [ AB+BA trC(ABD ]
= o - S
2 n [ a)

No caso em que K age tranmzitivamente em X, uma expressio

mais explicita pode ser obtida da seguinte maneira:

De acorde com (428> e pela proposigioc 425, (432>

fica

T(A,B,G)fo = L Alcekx > Bicekx > Glcekx > p (dk> =

= J A, CAAGTDAY A CADCK B> A CAdCK DO p Cdkd
K

- =] o]

Porém, para X, € X fixado, )\x & um elemento do dual de
o

8 e portantc pode zer escrito por
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A CAD> = (AA D
L o

com Aa & ¢ fixado @ ( , > produto internc em 6 dado por (4.2.1).

Consegquentesment.e,TCA,B ,C)z fica
3

TAB,O, = I udac"n,ao) cAdck"‘m,Ao) (Adck"x:,ao) p, Gk,
[+ ] K

onde ABC ¢ 8, Ao fixado em 6.
Podemos entfo encontrar a constante 7 para o polindmio

PCAD = J CAdCK ")A,Ao)' p, €k,
K

P & da forma
PCAD = I QCAdCk A M, €A
4

com QCA> = CA,A >* polinsmio.

Agora, K age nos polindmios por
QA = QAdKTHA, k & K.
Seja

CA,BY = tr(ABD

produto internc em 8 e fixemos uma base ortonormal. Um polindmio Q
se escreve como soma de mondmios nas coordenadas em relag3o a base

ortonormal fixada No espago dos polindmiocs, defina Q> de tal

forma gue o8 monémios formem uma bage ortonormal (veja pg.66).
Este & um produto interno invariante pela ac3o de K e n3o depende

da base ortonormal fixada.
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Nestas condiges, seja

P CA> = trA®

eP-'rP'xcom

P= |XxQ K, (k>

Temog que,

2
T [P )T = &7 PP = PP = L] kQ p (dOP D> =

= [Q,P> p Cdk> = JQKTP pcdo = [P u k) = QP>

o que nos d&,
(Q,Px>

.. ,
IP_|

Tomando QA = (A,Ao)’, pode-se ter, =em perda de

generalidade, Ao diagonal e entio

2
<Q,P> = trea .

Portanto

t.rcA:>
S PCA> = — LA,
IP_|
I
e logo
trca ™
0
]

c> l!’:{|2

Observemos que na expressdo de P(A) o tGnico térme gue

depende do modelo & tr-(Ao-) Canalogamente A métrica de Fisher).
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22 CASO: M = SU*2n>/Spind.

Vimos na meglo (2.1) (pg.30), que neste caso

D C

C DY C ¢ uma matriz nxn, Hermitiana
& = - ’ de trage zero e D & 60(n,D>

Porém, teorema 2157 de [21) nox d4 que o conjunto dox
polindmios invariantes pelo grupe de Weyl de €, é uma restrigc ao
conjuntc dos polindmios invariantes pelo grupo de Weyl de 8 do

caso anterior (isto é, matrizes reais simétricas de trago zero)d.

Aszim, basta mostrar que se AB € 8 entio

[{- 3]
v,B = - : y ABBA _ tr{AB) ,

] N

também pertence a 8. Mag igto & um mimples cilculo.

0Os cacsos Al e AIl compactos =meguem da dualidade descrita

no teorema 235. Portanto, temos

Teorema 4.3.6: A o-conexBSes do modelo transformacional Q'p)z M’ M

sspage simétrico do tipo Al cu All, sfo dadas por

P ABYBA _ LrCAB
A z T 2 m m

para m = n ou m = 2n reapectivamente @ A,B « 6.
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4.4 EXEMPLOS

Daroamos agora, varioa axemplos de modalos
trangformacionais, para com o axilio dos resultados até aqgul
apresentados, calcularmos explicitamente a8 o-conexSes destes

modaelos transformacionals.

Exemplo 441 (Modelo de Von Mises-Figher): £ um modelo
transformacional do tipo familia exponencial, com o espago dos
parametros sendo a esfera (n~1)-dimensional,

Sﬂ-l. - BE0dn)
So(n-1> '

gque & um espago =imétrice do tipo compacto, BDI (tabela 1V,
pg.47>. Logo, pelo tecrema 434, o tensor T & nulo para este

modelo, isto &, todas as oa~conexSes colncidem.

Exemplo 4.42 (Modelo BRiperboldide): E também um modelo do tipo
familia exponencial, com o espago dos parametros dadeo agora pelo

hiperboléide unitario,

P
BY = (x = (x‘,...,xp+‘) e RF" ; xpﬂ >0, x s x = 1),

3

ondeoprodubonscalarlédofinidoporxty-xlp v.

+1

g0 (p,1>
= T‘s“cp »



que é um empage mimétrice do tipoe nio-compacto, BDI e pelo mesmo

srguneinto anterior, todas as o—conextes aoincidem.

Malores detalhes sobre os modalos dos exempios (4.4.1)

e (442>, podem ser sncontrados em (5]

Exemplo 44.3: (Modelos Normais): Seja @ = SL(nR), X = R, K =

= SO(n) e p = NGO, normal com média zero e covarianga 1, isto
&,

g; - 2> ™2 ‘-lxlzfz’
x. € R”, dx medida de Lebesgus em R"
Sabemos que O atua em X por multiplicagS8c de matrizes, agBo n3o
transitiva, ¢ K é compacto mawimal de 6. Asgim, temoz o modelo

transformacional, denominadeo modelo transformacional composto

(Barndorff-Nlelsen [51), {EP}( €G/K’ com o cociclo p, K-invariante,
dado por
Pl = .—(Ig"xlz - 1xi®Hs2
Ora, G/k & um espago simétrico do tipo Al e, pelo teorema 434,
este modelo tem tensor T nSc nulo. Vamos entio calculd-lo.
Pelos ar.gumento.s expostos na segio (4.3), devemos entio
calcular

44.4 PCAS = I CRICe,00" pedd
14
com A € 8 (matrizes reais rom, simétricas de trago zero)d,
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xl(e,x) - gt .l(ct'A,x) Lm0 * l = log p.

Porém,
Ale,x) = gf ['- -—%— (Ia“t'A x* - lxlz)]w
= - —-;— g}: (c—t‘A x,c-t'A x)h’_0
= LA,
Agsim,
G—letlz .

PCAY = I “Qx,)o’ ™™
R

‘Tomando coordenadas esf éricas, temos

nAo2 2 .
PCAD = m&") r[J M(Ax,x)‘ ™ 2 dx]rH dr
o {dS
r

-r¥ 2

1 -4 |
= rao _r: e dr Isn-‘“""" ax,
I
onde I representa a fungio gama,
rc:n)-rx""‘ eXax,meR,
O

S:-‘ denota a esfera n-1)~dimensional de rajo r.
Agora, como S0(nd atua transitivamente em
intagral

4.45 I A%, dx
Sn— 4

& ent30, o polinémio K-invariante em 6, de 32 grau, dado por

79



trca B
[ v}
z
P, |

Tomando Ao = diag{i-<1/n),~1/n,..,~1/n) = PICA) = t.r(A'), tamos

trcA™, A « o, A, & 9, fixo.

| A0t dx = ("'f)(“":’ trCA®.
JS’_ n IP:'
Assim,
LM 2>k ’

PCAD = tr{A

2> 2 z
n {P |

cOom

2 1.8...(n~2> Vn/2, me n é impar
1 -r /2 ?
I = I e dr = {
o

(-!2‘-— 134 274 ge n é par

Podemos calcular ainda [P |[*,tomando para isso A =

= diag{2/3,-1/3,-1/3,0,...,0) € 6 e enti0 calculando a integral

I n(Ax,x)' HCDO.
(14

(Ax,x)'-(—g—x:-%x:--—;—x >,

& 2 _ 4 2 2 _2
.Lg“x"' pCdnd = 18, J.m“xi xj plded> = 3, J-[R“xi xj X, pld> = 1,

nos dA
I <Ax,x>' p{AXD = 16 .
an 9
Portanto,
p_I? g L . 2)(1':-1)
| i vy R



Logo,

PCAY w» B trcA™.

Ainda com u = N@©04), X = [i:“, vamos tomar agora G =
= GL(n,R>. 6 & um grupo de Lis redutivel (meglc (2.3), pg.40), com

Algebra dc Lie redutivel

oln,R) = gcr{ln) & aldn,R).

0 compacto maximal de G, sagora 4 K = O(nd, o grupo
ortogonal, @ © espago dos parémetros # M = @GL(nJRXA0(n>, enquanto

p, o cociclo K-invariante, é dado por

- -4 .2 _ 2

ples0 = |detg] € g xk 1xl )/2.

Vamos entBo calcular (4.4.4) agora com
AwA+A,A egerd), A € 8ln,RD.

Assim,

4 LA
AlCa,d = Jr e ,x)l =0

d LA 1 LA _ 2 2
- XK log |det ¢ | —Tcle xI IxN )]t,-o

-9 [logldet.(c“x ¢t'Az)| - % lc-“

2
9c xl]I o

Mam A = I, A, € oltnR>, nos da A B T T3

4]
Gsto &, det e rz = 1.

Logo,

81



com

AiCo, x> = m + <Ax,d
- nv 4+ v Ixk + (Aax,x)
- x‘l(e,x) + zzl(.,u).

Awsim,

PA) = P(A‘) + P(Al) + 8 I

hCK‘l(n,x))z le(o,x) pCdxd +
R

+ 9 A 1Ce,00 (X 1Ca,:0d* utdo.
Rh 1 z

nmzv’ 2.3 n—-a—z/Z
PCA D = _r<n+:~>r e X dr
1 n2 M2 Jo

PCA > = 8 trcA ).
2 z

Por outro lado, utilizando coordenadas emféricas, temos

I “(K’Ke,x))z Kzl(a,x) pCdx> -
R

2 2
P I 2.2 n1i =@ /2
= —m o(m > r < dr IS‘I"D-I(AZ"’X) dx’

r

Ina“ A e (le(e,x))z pCd -

=z
» 2 e =-I S2 2
" T L""" > ar J’Sn-g“z"”"' .
r

Porém, como O(nd) atua tranzitivamente em S:",



integrais
2
J-Sn_‘(Azx,x) dx, .[sn_‘(A’x,x) dx
r r

=S%0 polindmioe K-invariantes em g, de 1= 22 graus,

respectivamente, & entio

J-S“_‘alx,u) dx = O (tabela VI, pg.B6),
r

2 4. 2. 800 2 .
‘I‘Sm‘(z\’x,x) dx = T LY tr(Az J.
r

Portanto,

PCAY = PCA D + PCAD + J (nd t.r-(A:),

onde

=
Jad = — -nvroﬁs rcn-l-:-') P T2 g
o]

sando esta ultima integral calculada de modo an&logo A Ir(n).

Ainds neste examplo, podemos subsgtituir GLnJR> palo

grupo das transformagBes afins 6 = OGL(n,R> X R" com o produto
definido por

(g,aXCh,b> = C(gh,gh+ad, g,h € GLMn,R), a,b e R".
Este grupo atua em R" por

{(g,ndx m gxta, X € IR“, (g.,.ad € G.



A identidade em G ¢ (Ih,{)) e o elemento {invarec

G, = ¢ tad.

Se K = O0(nd X {0, K fixa }, o espago dos parametros

d(g , adu - “n-2 —I‘"‘x - ‘_‘nlz
—da {xd jdetg| 2nd r

= NCa ,g;‘).

Através de caloulom andlogos aos anteriores, pode-me

encontrar uma expressio para o tensor,

Exemplo 4.4.6: Vamos tomar agora G = SL(n,R) atuando em X = s™°
Temos que K = S0(nd, o compacto maximal contido em S, atua

transitivamente em S™* e S™* identifica-ze A K/H onde,

B O

H=<  SOn; A = [o 1],ae:s:cvcn-n),

& um subgrupo fechade de K identificade com SO0(n-1).

Em goral, me K & um grupo compacto e H um subgrupo
fechado de K, existe uma Gnica probabilidade u, em K /H, invariante
pela acBo de K Em S"* esta medida & a medida de Lebesgue
normalizada Seja entio u)t. €G/K egte modelo transformacional.

Temos que © cocicle p é dado por

ple,x> = g™ xk, £ € SLEnR, x € S 1.
Para ver isto, tomemos primeiro h = d:lag{k‘,...,kn) &€ SL(nR) e
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X = o = {1,0,..,00 & s, Comoe 4 4 uma forma volume e ho‘ -
- k‘a‘, p(h,el) é o determinante da transfoimagio que h irduz no

espago tangente T S"™* = €€0,% ...,x 3. Portanto,
3

- -t
p(h,e‘) - J\z..JLh = )\.‘ = bh ell.

Tomemos agora, n triangular superior com 1 em toda diagonal Pelo

masmo raciocinio (m‘- n‘, detn = 1), verifica-ge que p(n,o‘) - 4,

Para g € SLWL,R) qualquer, usamos a decomposigio de
Ivasawa de SL(nR): g se escreve de maneira Gnica como ¢ = khn com
k € S0(n), h diagonal com entradas positivas e n triangular
superior com 1 em toda diagonal.

Escrevendo ent3o ¢! = khn temos,
p(g,el) - p(n-‘h—"k-‘,e‘) - p(n-"h_‘,e!) -
-1 -1 -4
wm pCh ,ne’) pin ,e‘) = plh ,e‘) = lhe’l -
-4
= Ikhnell = e e‘l.
Finalmoente, 2 x = ko‘ para algum k € K,
p—y -4 -4 b 3
plgro> = plk g,n‘) pk 85 = pdk g.ed =
-4 -1 -1 -1

Agora, o calculo do polindmic =mera feito pela integral

{4.45)> do exemplo anterior, come veremsns a meguir.
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Temos,

=LA

~ d
Alle,x) = ac [lag ile x!l]t=0

CAx,0
{xpeo !

PCA> = I CAlCe %037 pldsd
Sﬂ—‘
a
= - J <Ax, x> dx.
Sn-:l.

Ainda peste exemplo, troguemos Sn-’ pela Grasmanniana

Gr_(n) dos subespagos bi-dimensionais do R". Da mesma forma, X
atua tranzitivamente em GrZCn), definindo uvma probabilidade u,
K-invariante em Gr (n). Agora, para g < SLn,R> e x = ger{u,v> =

GrZCn), o cociclo & dado por

plg,x> = (Ilg'“‘ullz Ilg_iw.a'llz - (g—iu,g-‘v)z)l‘,z

-1
= |g x|,

onde |ger{u,v}| ¢ a norma induzida no produtc exterior A*R" dada

por

2
|UAV|2 = det [ liaf <u,v> ]

{u,v> tvi®

A mezma coisa € possivel fazer em qualgquer Grasmanniana

Grk(n), k £ n
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Estes modelos admitem ainda mais wuma generalizagio:
Seja an(k:,...,kr) o conjunto dos flags em K", com
k <.£<k £n. Um flag ki,...,kr de szubespagos de R” & wuma sequéncia
1 r
de subespagos V’c Y = Vr, com dim Vi = ki. {por exemplo Grk(n) =
= F o,

SL{n,[K> atua em ﬂ"n(ki,...,k > por
T

g{Vic - C Vr) = (g\’ic R gV’_).

A restrigio desta agdo a K = S0(nd é transitiva, definindo uma

probabilidade K-invariante em [Fn(lci,...,kr).
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5.PROPRIEDADES GEOMETRICAS

Faremos agora um estudo da geometria da conexdo

AB+BA _ 4r{(AB)>
VAB = > o Ihs

ABeseT M, M=z SL(n[KS0MM).

£

o

Em ¢(8.1> encontramos subvariedades totalmente geodégicas. Em (5.2)
provamos que V n3o & completa. Em (53> calculamos o tensor
curvatura e suas diferencials. Em (5.4) mostramos que V nio &
compativel com métrica alguma Em (35 verificamos que o tensor
de Ricci & nulo. Por fim, em (5.8 demonstramos que ¥V n3o &
projetivamente equivalente a uma conex3c flat, nem a um espago

localmente simétrico afim.

5.4.SUBVARIEDADES TOTALMENTE GEODESICAS

Seja N= £ € M; { & diagonaly>. Ent3o Kicp,...,Kncz >}

com Ki.(t) matriz diagonal de trago zero, forma uma base para T_N.

£

Proposigdo 544: N & uma subvariedade totalmente geodésica, isto



BC¢Y e TN

é VI eN se ACEIBU)Y e T,N entZo .

Vi
Prova: Seja ¥ € N. Ent3o 7 = hfo com h matriz diagonal.

Como V é G-invariante {(observagio apés 4.3.1), temos que

VKiChEO)Aj(hEO) = {dh){_,o [v(dhd)

- ~
A-ffo)mh > Aj(fo)]

z, o
2. 2_183)

= dhd, vxi & ML
i2.2.89 ~

= ¥ ACE D

Porém, se A e B s3oc matrizes diagonais de trago zero,

V.B = AB - LRCABD
A n

™

também & diagonal de trago zerao.
Logo, V‘Kiq )qu) é diagonal de trago zero, isto &,
se A_‘(E},Aj(f) = TfN entao vxi(f>Aj(E) = TfN. =

A proposigde 511, nos da ainda outros exemplos de

subvariedade=s totalmente geodésicas,

Sabemos que as raizes de oln,R) relativas a b,
subaigebra de Cartan formada pelas matrizes diagonais de trago

zero, s3c dadas por

8O



O\‘,L - Kk)(H) = (H’Ei.i - Ekk) = tr(HEL,‘ - HEkk)’

para cada i # k, i1,k = 1,.,n, onde Ei.k é a matriz

ik-ésima entrada é 1 e todas a=s outras entradas =30 Zero.

Proposigio 5.4.2: Seja V o kernel de uma raiz Entdo

subvariedade totalmente geodésica.

Prova: Temos gue

V= = diag{ai,...,an} e b a - a

L = 0

nxn  cuja

V & uma

6 um subespaco vetorial de h. Assim, © espago tangente a V em

qualquer ponto pode ser identificado & V. Pela proposigio 5141,

se H,H € V entio ¥
4 2 H:

i—-é=ima entrada menos a k-ésima ent.rada de

tr(H1Hz>
Y. H = HH - —— — .1,
H =2 12 n n

& zero. Portanto, VH Hz e V.
i

Logo, V é uma subvariedade totalmente geodésica.

Hz € b. Por outro lado, & facil ver que, a



5.2.CONEXAO NAO-COMPLETA

Uma conexdo afim V em uma variedade diferenciavel M é&
dita completa, quando toda geodésica de M, extende-se
indefinidamente, isto &, ge o0 I ——~—> M é uma gecdésica entdo I =

= [k,

Pela proposigio 5.1.2, temos que o subespago gerado pela
matriz diag{1,1,-2> & uma subvariedade t.otalmente geodésica
uni-dimensional. Vamos ent3o mostrar que a conexdc ndoc & completa
neste subespago.

Temos que a equagdo das geodésicas € uma egquagado

diferencial de 2% ordem, uni-dimensional, dada por

da den) *
. + I Gt = 0, I' constante,
dt

cuja solugdo pode ser colocada na forma

a{ty) = log{(i+atl, a constante.

Assim, o n3c pode ser extendida indefinidamente ¢ portanto, a
conexZo ndo & completa em dimens3o 3.

Para dimensS3o n é& s6 fazer analogia ao caso anterior,
utilizande o© subespagoe gerado pela matriz diag{,..1,4-n> -1

primeiras entradas iguals & 13, que & uma subvariedade totalmente
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geodézica (intersqua de kernel de rajizes).

5.3.0 TENSOR CURVATURA E SUAS DIFERENCIAIS

Dada uma variedade diferenciavel M com uma conexiao afim

¥, um tensor do tipo (r,s> é uma aplicag3o

T: M2 x ... x XXMy — XKMO> x ... x X{M),
r vezZes 8 vezZes

que é linear em cada X(M> considerado como um médulo =obre c®m.

A diferenclal covairiante de T, VT, ¢ um tensor do tipo <{(r+i,5

definido por

CUYTICA ,...,A LA = (9 TXA ,.,A D =
i r S r

A

) il
= 9, CTCA oA D> - ZTm‘,...,v LI
1=%

para Ai,...,Ar,A € LMD,

A segunda diferencial covariante de T, V°T = W(VT), é ent3o um

tensor do tipe (r+2,8) dado por

CTTIA ,.A ,A,B> = (FpCTIIXNA .. ,A LA,

A ssh JAB & XCMD.

m

Fm ¢geral, a m-ésima diferencial covariante, VT, & definida
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indutivamente por ¢,

O objetivo desta segdoc é calcular o tensor de curvatura,

tensor do tipo (3,13,

RCA,B,CY = V, 7.0 - V.9,C - ¢

A'B [A,B]c ;s AB,C e 8

g suas diferencias v'R.

Como,

vvc=AVBC+VBGA_t.r(AVBG)I

AB 2 n n

o ABCTACB¥BCA+CBA _ tr(BG) , _ trCABCHACE) |

4 n Zn n’

v v C = BACHBCATACB+CAB _ tr(AC> o _ tr(BAC+BCA) |

B A 4 n 2n n

{A ,BIC+CILA,Bl _ tr([A,BICO
Via,B¢ * Z n I

temo=s que

R(AB,D = ":T CtCACY B - trdBO> A + LrdIA,BICY I -

_ [A,BXC

4 = ClABL

Se restringirmos R a subvariedade totalmente geodésica

das matrizes diagonals de M, ent3o

RCA,B,C) = -—-}_‘— Lr(AC) B -~ tr(BCO Al
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Seja

T: 8 x ,.. xS——er(M),
T I vezZes

o tensor do tipo (,0> definido por

T CA ,..,A > = LrCA LA D
r 1 r 1 r
Temos gque, T1(A) m tr(Ad m 0 e, Vr 2 2,

(VT XA ,.,A,A D> a ¥
r 1 ror+i

s T CA A 2 -

v (TCA, , AN = A tr{A_ _AD> =20
A r 1 r r+i 177

r+4

Tr(As,...,V Ai.""'Ar> = t.r(Ai...Ai_i(VA Ai.)Ai.ﬂ"'Ar) =

r+i i

= tr(A ..,A (A A - ---1-—- trCAA J2IDJ . AdD=
1 1-1 L r+i n 1 r+i n 141 r

A

= brCA . AA > - -1 trCAA Dtr(A.A A .AD=
4i r r+i n T+ r+i 4 1—1 1+% r

=T CA,,A >- —— TCA,A > .
r+4 F 3 r+i In z . r+i

T €A A LA A > =

r—1 E 1=

=T CA, A >- S (T T >
4 n 2 r—4i

r+i + +

CALA__LA oA LA

-1

nos da
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T XA, hA A 5= -1 T (A, A >+

r+i

-4 144 r

1
+ — iZ(Tz ® T _DICALA_ LA, A LA ,.,AD.

Consideremos agora o tensor {(r+1,1> seguinte

SCA A A 5 = T (A ,.pA > A

v

Proposigdo 5.3.1: v A;""’Ar’Arﬂ’A = 8,

r+Z

CUSHA ;A LA > = (IT CA, A LA > A

r+d’

Prova: CISHCA ,pA LA > = 9, (SCA,.A > -

r+2
r+i
- ZS(AI,...,VA Assh > = TCA, ,A>9, A -

L4 r+2 r+2

I
- zTr(Ai’m’vA Ai"."’Ar> Ar+1. - TrCAilm’Ar} vﬁ Ar-l-!. =

1L=1 r+2 r+2

- (VA”zTr)(Ai,...,Ar) A, =<ITXA, . AA >A . g

Utilizande estes dois ultimos tensores, podemos entdo

reescrever R por

532 RCA,B,C> = _:__ CT_CA,CD B - T_(B,0> AD.

e, pela proposicio 5.3, calcularmos suas diferenciais
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533 (VRY(A,B,C,D) = --—:Tl— [(VTZ)(A,G,D) B - (VTZ)(B,C,D) Al

= - 2 (T ¢ACD B - T (B,CD> A,
n h- | a

(V*R>(A,B,C,D,E> m — —2_ [(VT 3CA,C,D,E> B -~ (YT XB,C,D,E> Al =
n 3 a

6 1

= . T‘(A,C,D,E) - T [Tz(A,E) Tz(C,D) + Tz(D,E) Tz(A,G) +
6 1
+ - - e
Tz(C,E) TZCA,D)]} B — T‘(B,C,D,E) an [Tz(B,E) Tz(C,D) +

+ TZ(D,E> Tz(B,G) + Tz(G,E) Tz(B,D)]} A,
e assim sucessivamente. Logo,

Corolario 534: V'R € ger{A,BY, ¥ m € N, onde v°R = RCAB,CO.

5.4.CONEXAO NAO-COMPATIVEL COM METRICA ALGUMA

Seja M,g> uma variedade Riemanniana. Dizemosz que uma

conex3o afim ¥V & compativel com a métrica g, quando

Ag(B,C> = g(V,B,C> + g(B,7,0),

V AB,C e XOD.

Proposigdo 54.1: V ndo & compativel com métrica alguma

26



Prova: Sabemos gque, para uma conexdoc compativel com uma métirica

dada, a Algebra de Lie deo grupo de holonomla em um ponto da
variedade, ¢ uma subalgebra de so(n). Por outro lado, tal algebra

de Lie & gerada por
<9"RXA,B,C,..,C D>, AB,C,.,C , m = 0,1,2,..
1 m 1 m
Az=gim, vamo= mostrar que para algum m, YR é um elemento de gl<s),
n3o-miltiplo da identidade, que n3doc pertence a sodlnd.
Temos que, por <5.32>, para ABC,D < 8,
<{RCAB,CO,D> = % {trCACHL.r(BD> - +r{BCX.r{AD>]

a - <G,RCA,R,DY,

iste &, R(A,BY> e solmd.

Por outro lado, V A,B,C,D,E = 8, (53.3) nos da

C(YRDXCA,B,C,D),E> = -f‘;- <tr<{BCD> A - trCACD) B,E>

= _.?T- [tr(BCD> tr(AE> - tr(ACD) tr(BEX]

<CYRICA,B,E,D>,0> = % (4rCBED) trCACY - trCAED) tr(BCOL.

Assim, tomando A,B,CD,E =atisfazendo Lr(BC> = tr(BE> =

m O, DB = A, temog

<CYRXCA,B,C,D)E> = —f{” tr(DBC> tr(AE> = -ﬁ- trCAC) trCAED

= <CVRX(A,B,E,D>,C>,
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ou geja, (VRXA,B,C) & um operador de 8 auto~adjunte, como

queriamos demonstrar. =

5.5.0 TENSOR DE RICCI

0 tensor g_g_ Ricci de uma variedade diferenciavel M & o

tensor do tipo (2,02 definido por
Ric{(A,B> = traco da aplicagioc C —— R(A,B,O, A,B,C e X(OMD,
As=im, =e A,B,C € 8, a alpicacio ¢ ~—— R{(A,B,C) é& um

elemento de gl¢s), tendo portanto, trago zero.

Logo, Ric = 0.

5.6.EQUIVALENCGIA PROJETIVA

Sejam V e ¥ duas conex®es afins de uma variedade

diferenciavel M. Dizemos que v e proietivamente equivalente a ¥V,

quando existe uma 1-forma p em M tal que

Por

B8.6.1 VAB = VAB + o(AB + o(BXA V A,B € X(M.
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Em térmos de geodésicas, isto =ignifica dizer ent3o que

conextes projetivamente equivalentes possuem as mesmas geodézicas.

Para o© nosso caso, pela proposigie 3.12, pgB9 de [20],
basta considerarmos uma 1-forma invariante 2 direita ((Rg)‘p = o,
<Rg>' dual de R, pois entfio p & diferencisvel, p(A> é uma fung3o
constante em G = SL(n,RY, logo em M = SL(,RIS0n), para cada A
campo invariante A direita e dp{A,Bd = -p([A,BD.

Suponhamos entdo que exista uma 1-forma p invariante &
direita satisfazendo (5.6.1).

Vamos mostrar gque para A,BCGD matrizez diagonals de
traco zero

RCAB,C = ¥, Vo0 - V.0 ¢ # 0

(VRXCA,BR,G,DY # 0,

isto &, ¥ n3o é projetivamente equivalente a uma conexds flat, nem
a um e=spago localmente simétrico afim

Temos gue

VAQBG -

A P o - + +
AVBG + p(A)VBC} + oAV _COA v AVBC + 9, {p(BXC plCHRD

B A
+ pCAMVLE + pCAdP(BIC + PCAdP(EIB + [pCVLC) + 20(BIpCCIA =
= 7,90 + [p(750) + 20(BXp(IA + pCAdR(CIB +

+ PCAIBIC + PCANVRE + p(BYV, G + oCCDY, B,
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b s +
VpUAC = VpV,6 + 1009,0> + 20€Adp(0IB + pBIR(OIA +

+ P(BISCAC + p(BIV,C + pCAIVLC + p(CIVLA.

Assim,

ﬁ(A,B,C) = R(A,B,CO> + [pCVBC) + p(BIp(CIIA - [p(VAG) + pC{A>p(C>IB

= [p(VC) + p(BIPCY - —1-1;— tr(BCIA -

- [p{VAC) * p(Adp(C)- - _%;.._ tr(ACIIB,
que é obviamente diferente de zero.

Agora',

CIRICA,B,C,D) = c's‘ibﬁ)(A,B,(:) = (T RXAB,CY +

+ p(DORCA,B,C + pCR(A,B,CID.

Porém,

cvbi‘é)ca,n,c) - chﬁcA,B,c» - “RchA,B,m - ﬁcn,vba,m - ﬁcA,B,va

m (V_RYAB,CY + [p<V CO + XV ARCEd + XV P CO +

D Vph D A'D
+ pCAdPKV 1B - tpcvaBc) + PV BIEKED +
+ pCU_V. 0> + p(BIp(V_COIA.

B'D D
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Portanto, como ﬁ,Vﬁ € ger{A,B),

CURDCA,B,C,DY = €.) A + (.D B + o(RC(A,B,C) D,

que também & diferente de =zero.
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