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NOTAÇÕES 

•..tot.~emos no desenr-olar dest.e t.ext.o, as ser;uint.es 

Denot-ar-emos a t..ranspost.a, a conjut;ada, o t.raço e o 

l -det.erminant.e da mat.ri:z A, de or-dem n, po:r A , A, t.I"(A.) e det. A 

respect.ivament.e. 

l 
A é chamada sim~t.rica se A • A , ant.1-simét.r1ca se A + 

'" t. - t. -+ A • O, Rermit.iana se A • A, ant.i-Bermit.iana se A + A • O. 

A • dia:;<a , ... ,a. ) si~nif"ica que A á uma. mat.riz nxn 
1 n 

cujas ent.radas cliat;onais cão a , ... ,a . 
l n 

Se I denot,a a mat.riz ident.idade de or-dem n, t.eremos 
n 

(

-I 
I • P 

p,q o 
O ]• J • [ O In)• 
I n -1 O 

q n 

-I o o o 
p 

o I o o 
K • • 

p,q o o -I o 
p 

o o o I 
q 

1 



- GL<n,C), <GL(n~)): O r;rupo das mat.rizes complexas <r-•a!•) rum 

com det.erminant.e dif"erent.e de zero. 

- SL<n,C), <SL<n~)): O r;:rupo das mat.:rizes complexas: (raais) nxn 

'" . t.erminant.e 1. 

U<p,q>: O r;rupo das mat.rizes c 4E GLCp+q,C>, que deixam 

tnvariant.e a Corma Hermit.iana 

is:t.o 4., 

- z z •• 

- U<n> • UCO,n) • UCn,O). 

-zz +z z + ... +z z , 
p p p-6-. p.. p-t-q p+q 

r;l I t: • I 
p.q p,q 

- S:UCp,q> • UCp,q) n SLCp~,C>. 

- SUCn> • UúV n SL<n,C). 

- S{U X U ): 0 conjunt.o das mat..rizes 
p • 

onde:. c c UCp), c & U<q> e det.r; .det.c • 1 • 
.t 2 .t 2 
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• - SU <2n>: O r;rupo das mat.:r-iz•• em SL<2n,C) cr.. oomut.am oom • 

aplicação \11 de C 2
n dada por 

(z , ... _,z ,z , ..... ~ > ____, <z , ... ,z ,-z , ... ,-z >. 
1 nnu 2n n+l Zni n 

- SO<n,C>: O C'rupo das mat.rizes r; em SLCn,C> que deixam invariant.e 

a forma quadrât.ica 

• + ... + z , 

SO<p,q>: O ~rupo das mat.rizes c: e SL<p+q,IR'> que deixam 

invari-ant.e a forma quadrâ.t.ica 

• - X • 
ist.o 1!, 

- SOCn> • SOCn,O> • SOCO,n> . 

X z + 
p 

z 
X + ... + 

p+< 

-' I I D r: • 
p,q p,q 

X z 
p+q 

• - SO <2n): O c~'upo das mat.rizes em S0<2n,C> que deixam invariante 

a forma ant.i-Hermit.iana 

-zz +z z-zz +z z 
.t n+f.. n+l t. 2 n+Z n+Z Z 

-zz +z z, 
n zn Zn n 

ist.o é, 
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invarianLe a ro~ma &xLerior 

ist.o 6, 

z • 
+ :z: • 

c' J c • J · n n 

- Sp<n$>: O r;rupo das mat.rize& r; 4i GL<2n,R> que daixam invariant.e 

a Corma ext.erior 

x +x
2 

.... x + ... +x .... x, 
n+S. n+2 n a:n 

ist.o é, 

c • J. 
n 

Sp<p ,q): O c;:rupo das mat.:rizes c em Sp(p+q,C> que deixam 

inva:riant.e a f"orma Herrnit.iana 

z' K 
p.q 

Z, is'Lo é, C
1 

K 
p.q c • K 

p.q 

- Sp<n> • Sp<O,n) • Sp<n,O> • Sp<n,C> n U<2n>. 

Todolil os c:r-upoa li&~t.ados ant.e:rior-menLe .&o c;r-upos de 

Ue <sub~rupos de Lie do c;:r-upo linear GL<n,C>>, com as :repect.ivas 

ált;eb:ras de U.e dadas abaixo. 

- gl<n,C>, <gl<n,IJ!D): <mat.rizes complexas (reais) nxn>. 
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- el<n,C>, <el<n,[R)); <m.at.r!zg.s complexas {reais) nxn de t.raço 0}. 

z 
l 

- ' z z 

• - eu <2n>: 

z z 

z • 

z 
z 

z 
l 

) 

Z , Z ant. i-Hermi t.iana de ordem 
l • 

; 
re~pect.ivament.e, Z arbit.r~ia 

z 

) 

Z , Z ant.i-Hermit.iana de 
l • ; rospoct.ivamént.e, t.r<Z ) + 

Z a~bit.rária ' • 

) 

Z , Z mat.r-izes complexas 
l • 

; -
t.r<Z > + t.r<Z > • o 

• l 

ordem p e q,} 
t.r<Z > • O, • • 

- eo<n,C>~ <mat.rizes complexas nxn ant.i-sirnét.ricas}. 

• - 80 <2n>: {[_;· 
z 

- ep<n,C>: 

X z 

z z 

z 
l 

] 

X. mat.rizes reais, X ,X ant.i-.simét.ricas} 
' l • ; de ordem p e q , respect.i v ament.e, 

X arbi t.rária • 

] 

Z , Z e gl<n,C>, Z 
; l z l 

Z Hermit.iana • 

z",]; 
-z 

l 

Z ,Z ,z E gl<n,C)} 
l • • 

Z Z simét.ricas z • 

X ] X ,X ,X E gl<n,IR>} 
2 . ' 2 • 
' ' . -X X ,X simét.rtcas 

l z • 
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z z z z z-.; mat..l'i 2 complexa; z .. .. .. • • .. 
z ' z z ' z • z de ordem p, z .. • • .. •• .. •• • • z mat.rizes z - e sp<p,q>: ; p :: q, 

-z 2 2 -z •• • • .. .. .. .. z ant.i-Herm1t1anas, z •• •• 
" ' -z -z ' z z simét..r 1 cas ~ e •• •• .. 22 .. 

Seja V um espaço vet.orial de dimensSo t'initra, sobre IR ou 

c. 

- gl(V); Aplicaçi:Ses lineares de V em V. 

r:er<u ,u , ... ,u >: a z n 

... ,u de v. 
n 

o subespaço r:erado pelos vet.ores u ,u, • • 

Seja M uma variedade dif'erenciável, espaço t.opo16t;1co de 

Hausdorf'f" com base enumerável e at.las Cm. 

- T M: O espaço vet.orial dos vet..ores t.an(:ent.es â M em p. 
p 

- X<M>: O espaço vet.orial dos campos de vet.ores Cm ~ent.es à M. 

6 



-UNTRODUÇAO 

Um modGlo &st.at.ist.ico ou uma f"amilia paramet.:rizada de 

probabilidades é uma :familia de dist.ribuições de probabilidades 

<p<e~x>> BeM onde: 

(i) x é uma variável pert.encent.e ao espaço amost.ral X; 

(fi) M é uma var-iedado n-dimens:ional (variedade dos parâmet..:ros:>; 

{iiD fxp<B,x> d.u -= 1, para cada e e M, com .u medida de base. 

Exemplo 1.1 <Modelo Normal): A familia de dist.ribuiçbes 

probabilidades é dada por-: 

de 

onde x e lR, dJ,J • dx medida de Lebest;ue, e • Cm,O') com média m e 

desvio padr-ão o e a var-iedade dos parfunet.r-os sendo 

2 
M == <e • <m,o> e {R ; o > 0}. 

Exemplo 1.2 <Modelo Mult.inomial>: Seja 

X e X • {1,.2, ... ,n+1), 

e pi. -= P<x • i> probabilidade de x se:r igual à i. Temos que 

• 1 
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com o < P. < 1~ i • t~ ... ,n+1. 
' 

onde 

com 

Tomemos e • p , e • p , ... , e • p . 
t t 2 2 r>+! n+! 

Assim 

n+t 

p<B,x> • .l D<x-D 
\. = j 

Ó{x-D a {
1

• o, 
se x ~::~ i 
se x ~ i 

e.' 
' 

M K 
n>i <<e , ... ,e > e IR ./ 

! n+t 
o<e. <1, 

' 
a 1, i m 1, ... ,n+1), 

ou, at.ráves da mudança de coordenadas 

{. ~::. 2 ff , i = 1, ... , n+1, 
' i 

o oct.ant.e posit.ivo da es::fera n-dimensional de raio 2. 

Exemplo 1.3 <Fanúlla ExponenciaD: Est.e exemplo t.em como caso 

part.icular o modelo normal. A f'amilia de p:robabiüdades é dada por 

p<B,x) • exp('-" e. x 
.L '"'" =• 

onde e • <e , ... ,e >, x • <x , ... ,x ) são dados adequadament-e e 
t n :1. n 

1fC8) é t.omado de t.a.l f"o:r-ma a f"azer que 

Por exemplo, no modelo normal 9 • 
2 

X • x, X • X e 
• 2 

8 

z 
.,. m/o ' e 

2 

2 
- - t/(20' >, 



1 
2 

log: n. 

Em 1945~ Rao [171, int.roduziu pela primeira vez uma 

métrica Riemanniana em um modelo est.at.ist.ico, com o objet.ivo de 

calcular a dist.Ancia geodésica ent..r-e duas para 

vários modelos est.at.ist.icos. 

Apesar disso, não se ent..endia bem as implicaçê')es do 

concei t..o de ctll'vat.ura Riemanniana de um modelo est..at.ist.ico. 

Soment.e em 1972, Chent.sov [B] desenvolveu UJll novo 

conceit.o de variedade est.at..ist.ica, ao invés de t.:r-a.balhar apenas 

com a conexão Riemanniana, como f'"izer-am os out.r-os. A t..eoria 

est.at.ist.ica desenvolvida pelo Chent.sov 1 most.rou-se consist.ent.e e 

elucidou a est..rut.ura g-eomét.rica da f"anúlia exponencial. 

Ent.r-et.ant.o, ele nã:o obser-vou que a curva.t.ura dada por est.a :fa.milia 

de conexões, desenpenhava um papel cent.ral, na "t.eoria assint.6t.ica 

de alt..a ordem" em infer-ência est.at.ist.ica. 

Foi Ef"ron UOl, em 1975, independent.e de Chent.sov, quem 

definiu o conceit..o de curv.a.t.ur-a est..at.ist..ic.a de um modelo 

est..at.ist.ico, o qual demonst.rou ser- aplicável à t.eo:r-ia acima. 

Sob a inf"luCmcia dast.e t..roabalho Amar-i [1]1 int.rooduziu 

uma f"amUia a um parâmet.ro de conexões af'ins:, a qual chamou de 

a-conex5es e pr-ovou ser- equivalent.e a definida por- Chent.sov. 

Vamos ent.ão definir est.es conceit.os, segundo AméU'i [9]. 

9 



um modelo est.at.ist.ioo • <9 , ... ,e > 
' " 
~ 

um sist.em.: de coordenadas locais de M em 9. Denot.emos por 11. • -
" liGi 

Para cada 8 E M., seja 

a esperança da varillvel aleat.6ria f'(x). 

Suponhamos que secuint.es aondiçfSes,. 

(j) Todas a& f'1.11lÇtkts p(S,x) t.em um suport.e comum X, t.al que 

p<S ,X) > o , par• t.odo X 4lii X. 

(il) Seja 

1<8,.-,:) • loc p<B,x>. 

17.1 • B.l<B,x>, 1 • 1,. .•. ,.n, 
' ' 

5ão JinearmenLe independent.es. 

<Ui) 08 moment.oa das var-Uavei& aleat.ória& b.l, exillilt.em at.é a 
' 

ordem necessâl"'ia, ist.o é, E
9 

[<aiDk] exi.S"t.em pal'a k • 1,2,.3, ... 

<tv> Para qualquer f"tmção C<G,x> considerada, vale 

10 



ObservaqSo 1 ... : Como JxpCG,x) dJ.J • 1 , t.arno.s por Civ), 

Da acordo com CiD, a;.ara cada e e M, podemos considerar 

o espaço vet.o:r-ial n-dimensional 

aleat.ó:r-ias IJ.l<B,x), i • t, ... ,n, dado por 
' 

cer-ado pelas n var-iâveis 

Seja T
8 

• TeM , o espaço t.an,;ent.e é. M em e. Sabemos que 

T 
9 

t.ambtim • um e&rpaqo vet.orial n-dimensJ.onal, cerado pelos vet.ON!!-S 

iJ i.. Podemos ent.ão def"ini.:r- um isomorf"ismo ent.re T 
8 

e T 
8 

U) por 

IJ.I<B~> T tu L E B . 

Port..ant.o, a cada vet.or 'Lanf:•nt..e 

cor-responde- uma varo1Avel aleat.ória 

t.endo as mesmas coordenadas a. CB>. O espaço T U> é chamado a 
' 8 
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De!lnimos •nt.~o uma nuU .. rica. Riem.a.nnian.a em um rnodolo 

est.at..lst..ico, chamada mét..rica de Fis:t.er, pelo produt.o int.erno 

1.5 

ou em coordenadas locais 

1.6 

8 G M, i,j - 1, ... ~ 

Ou ainda 

1.7 

onde usamos o f"at.o de que 

6.1 6.1 • 6.6.p / p - 6.6J. 
\. ~ L J \. J 

Tomando q(9,x> • p<e,x>"V"Z, podemos t.omar <t.6> t.ambém 

oomo 

1.8 6.qCG,x> ~· 
J 

Por exemplo, no modelo normal a mét.r-ica de Fishel"' • dada 

~- .<~,c:r> -., 
"'

1• [oi oz] . 
Por-t.ant.o o modelo normal com est.a mét.rica é um espaço hiperbólico. 

Jl>. o modelo mult.inomia.l é uma da esf"er-a 

2 d fbn·t.l. n-dimensiona.l de :raio o u>. 
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Observação 1.9: A. mlJt.rica de Fisher pode ser d•firúda de wn.a Corma 

mais cera!,. ut.ilizando o cor:e:e1t.o de imersão no espaço de Hilbert. 

L a, ist.o é,. L 3 -dif'erenciabilidade e injet.ividade da diferencial da 

aplicação 8 ---+ qCG,.>, de M em L
2 

Cveja Marques,. San Marot.in 

[17]). 

Uma conexão af'im V em uma var-iedade dif"erencillvel N é 

uma aplicação 

V: X<IO x X<M) --+ X<M> 
CA,B> ~ VCA,.B> • VAB 

"' ,.;;;; C OI>, A,9,C c XCM>, 

<111> V A <f'B> • rv A B +- A<C>B. 

Dada uma variedade Riemarmiana <M,r;>, exist.e wna única 

chamada conexão de Levi-Civit.a, ou 

e 

Seja V a conexão Riemanniana do modelo est.at.ist.ico. 
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rijlc <9> • <V ll lJ ,,li,,? B 
1 

<tJi.cJk + tJjr:ki - tJkr:i.? -"""2 
' J 

-E9[",";l"•l) + + E9 [",I"}"• I]-

De:finimos: ent.iio as or-cone>dSes por 

'a> 
1.9 r i.Jk <e> • ri.ik <a> -

oom 6 4iiii N, .i,j,Jc • t, ... ,.n • a • IR:, onde 

UD T .. <9> • E~[ll.111.18>1] 
l.Jk O' " J 

define um t.ensor simét.rico de 3~ ordem. 

Ou ainda, 

<a> 
'f/AB • 'f/AB- ~ T<A,B>, 

(()I) (0) 

onde V é a a-conexão, V • V é a conexão Riemanniana, sendo 

~ 

Ui <TCA,B>,C> • TU,B,C), 

A,B,C E X<M>, e T def'lnido por (1.10>. 

"" :r.: f"ácil ver que V é realment.e wna conexão com t.or-ção 

nula (est.á p:rovado em Amar-! [3]). 

Obaor-vaq!o 1:12: Not..a que pala ob&ervaq~ 1.4, 111e A<x> G 

ent.5o E8 [Aex>] • O. Como por <1.7>, E8 [8i8jl] ~ O, t.emos que 

T ,., L 
- 6 . o~;o 

14 

T «> 
9 

8. 8 I 
' J 



<W 

rijkan 
1-a 
2 

pode ser int.erpret.ado geornet..ricament.e como a projeção s:obre 

da familia de variáveis aleat.órias iJ.iJ.l + 
' J 

1-a 
2 ô.lô.l. 

' J 

Exemplo 1.13: Vejamos asr a.-ooneM(5:es para a t'anúlia e:Kponencial 

9 = <G , ... ,9 >, x = Cx , ... ,x ) e 1pCG) aomo no ex~mplo f..3. 
1 n 1 n 

TQmc.a q:u"-

e ent.ão 

1C8,x) • ~ a.x. - ytCB> 
i fi L L 

O_!Ce ,x> • x_ - a. v-<e>, 8. a .l<e,x> • - 8.8 .'1/'<e>. 
\. L L LJ LJ 

Logo, 

Port.ant.o, 

1-a 
• 2 

8. ô _lj.l($), 

' J 

ô.ô.ô,>p<B>. 
' J • 

ô.ô.ôk>p<B> . 
' J 

T u.> 
e ' 

Podemos ainda calcularo o t.ensOI' de curvat.ura dest.a 
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conexão 

<<X> ((X)(Ol) ( 00 (CX) "" R <A,B,C> • V A 'Y8 C - V8 V A C - V"[A,BJC, A,B,C E X<M>, 

cujas componenLes no sis~ema de coo~denadas se~ão dadas por 

2 
1-a • --;r-

m

'<;'_n_ • <T T L... kmi j•t 
- T T ) mt 

kmj ial g 

Assim, Lemos que uma f'anúlia exponencial é 1-:fla~ e 

t.ambêm -1-n.at. r~). o pa>'a <X • ± 1l 

Na verdade as a-conexões possuem wna est..rut..UI"'a dual. 

Déf'inição 1.14: Seja <M,g> uma variêdadê Riemanniana e V" uma 

conexão af"im de M. Def"lnimos a conexão dual 'V* de V, como 

aquela que sat..isf"az 

• ,;<V AB,C> = A,;<B,C> - g<B,V A C), A,B,C E XOO. 

Laurit..zen [151 <ou Amari [3]), provou que 

<D v* é uma conexão; 

""'• (fi) ";/ 

<iiD (M,V> é nat. se e soment..e se <M,'9'*> é :fl.at.. 

sendo 

Consequent.ement..e, um modelo est..at.ist..ico é a-:f'la.t. se e 

soment-e se é -ot-flat.. 
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Blaesild [61, t.rat.ou das a-conexões como caso part.icular 

de wna cert..a f'amllia de t.ensores:, or-iginadas de um "yoke". 

Nosso objet..ivo aqui será. es:t.udar as: ct-conexões: em 

f'amillas de pr-obabilidades: paramet.r-izadas: por um grupo de Lie G, 

de:finidas a seguil". 

Suponhamos que X seja uma var-iedade onde G at.ua 

t.r-ans:it..ivament.e. Podemos ent.ão considerar cada ~ e G, como um 

difeomor-fismo 

g: X--+ X 
x --+ g<x> • gx 

de t.al modo que o element.o neut.ro e e G é a ident.idade de X e 

goh • gh. at.ua t.ambém nas probabilidades definidas nos 

Borelianos de X por-: 

Sejam g e G, J.J uma pr-obabilidade e A um Boreliano; ent.ão 

-· gJ.ICA> = J.J(g· (A)). 

Se ent.ão {gJ.J} geG , de:fine uma famUia de 

probabilidades com dist.l"ibuição de probabilidade dada por 

p(g,x) = dgJ.I(x) 
diJ 

derivada de Radon-Nykodin, t.endo 1-' por medida de base. 

Es:t.e modelo é chamado um modelo t.rans:formacional, 

segundo Barndor-1"1'-Nielsen l4l. 

Na verdade, para evit.ar duplicidade de parâmet..ros: 

17 



<pensando em t.ermos de imersão, injet.ividade da diferencial), o 

espaço dos p.arÃmet.ros devê ser t.omado como sendo um espaço 

homo€;êneo G/K, com K c G sub€rupo compact.o maximal t.al que k1-1 • 1-l• 

V k E K. 

Assim, nos:so objet.tvo será est.udar as a-conexões em um 

modelo t.ransformacional <{ 1-1> { f:G/K . 

Para começar, no caplt.ulo 2, desenvolvemos result.ados 

básicos da t.eoria das álgebras de Lie semi-simples compl~xas e 

reais e consequent.ement.e da t.eoria dos grupos de Lie semi-simples 

e dos espaços simét.ricos. 

O cap1t.ulo 3 est.á volt.ado par-a o est.udo dos polinômios 

invariant.es pelo grupo de Weyl, das ál€ebras de Lie semi-simples. 

No caplt.ulo 4, provamos ent.ão os seguint.es result.ados: 

Proposição 4.1.9: A mét.rica de Fis:her do modelo t.r-ansf'ormacional 

Q 1-J}{ oEG/K é G-invariant.e e dada por 

~ 

Bl<e,x> p<dx>, 

onde { • eK, A,B e T G e o e 

ÃlCe,x) • d 
dt. 

t.A 
J(~ ,x) J t.ao· 

Proposição 4.2.10, Seja um modelo t.ransf"ormacional 
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pa:ramet.rizado por um espaço simét.rico M • <3/K <do t.ipo I ou do 

t.ipo III, veja t.abela IV, p,;:.47). Se A,B e e ent.ão a 

mêt.:ric.a de Fishe:r- é um múlt.iplo da mét.:rica canônica do espaço 

simét.r-ico M, ist.o é, 

<A,B> e 
o 

dim e t.:r<ad{A)ad(B)), 

onde À é o funcional delinido em S po:r À (A) 

'o • o 

Teo:rema 4.3.4: o t.ens:o:r T, dado por (1.10>, de um modelo 

t.ransfor-macional par-amet.ri:z:ado espaço simét.t'>ico M, <{ 1-1> { ,.;;M7 

é não nulo apenas nos casos em que M fol" um dos espaços abaixas: 

por um 

Não-compact.o Compact.o 

AI SL<n,IR)/SO(n) SU{n)/SO(n) 

Ali • SU (2n)/Sp(n) SU<2n)/Sp(n) 

EIV <e f> 
61:-zc»' " <e oc-7a,,r") 

Teor-ema 4.9.6: As a-cone~es de wn modelo t.:r-ansf'o:rmacional 0: fJ} e eM 

com M espaço simét.riao do t.ipo AI ou Ali, são dadas po:r 

r( AB+BA 
z 

t.:r<AB> ) , 
m 1m 

onde m = n ou m • 2n respect.ivament.e, A 7 B ,.;;;; a: e y é wna const.ant.e 

:real. 
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Ainda no caplt.ulo 4, calculamos as a-conexões para os 

ser;uint.es exemplos de modelos t..x-ansf"ormacionais: Modelo de 

Von Misês-Fishê:ro, modelo hipê:roboloide, modelos nox-m.ats, modelos 

pa:roamet.r-izados poro SL<n,IR)/SO{n) com espaço a.most.ral dado por-

esf"eras, Grasmannianas ou f"lags. 

Para f"inalizar, na t..ent.at.iva de compl'eender a ~eomet.ria 

das a-cone~es dadas pelo t..eorema 4.3.6, provamos ent.ão no 

capit.ulo 5, as s:eguint.es p:ropriedades r;eomét.ricas: 

(i) Subva:riedades t.ot.alment.e geodésicas. 

<iD Conexões não-complet.a.s:. 

<Ui> O t.ens:o:t' curvat.ura R <A,B,C>, A,B,C E ["'" e t.od.as: suas 

de:rivadas covar-iant.es, est.ão no subespaço gex-ado por A e B. 

<iv> Conexões nã:o-compat.iveis com mét.x-ica alguma. 

<v> O t.ens:or- de Ricci é nulo. 

(vi> E!st.as cone>tõas n~ aão projet.ivament.e equivalent.es: à unaa 

variedade f'lat., nem a um espaço simét.r-ico afim, ist..o é, possuem 

g-eodésicas dist.int.as dest.es dois t.ipos de Val"iedades. 
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2.ÁLOEBRAS DE UE, GRUPOS DE LIE E ESPAÇOS SIMÉTRICOS 

Nest.e capit.ulo, apresent.amos result.ados básicos da 

t.eoria das álg-ebras e &'rupos de Lie, que serão necessários no 

desenvolver dest.e t.rabalho. Na seção 2.1, most.ramos como se 

classi:ficam as álgebras de Lie simples comple:xas e reais. Na seção 

2.2, damos result.ados básicos da t.eoria dos grupos de Lie. Por 

íim, na seção 2.3, apresentamos a classiíicação dos espaços 

simét.ricos. 

2.1. ÁLGEBRAS DE LIE 

De:finição 2.1.1: Uma álgebra de Lie sobre C, ~ uma álgebra de Lie 

complexa, é um espaço vet.orial complexo g, junt.o com uma operação 

bilinear [ , l, denominada o colchat.e de Lie, def'inida por 

[,J:gxg~g 

<X, Y) --t [ , l<X,Y> ... CX,Yl 

sat.isf .azendo as seguint.es condições: 

<D [X,Yl = - [Y,XJ V X,Y e g; 

CiD Jdent.id.ade de Jacobi: V X,Y,Z E g, 

rx,rv,zn + rv,rz,xn + rz,rx,Yll = o. 

21 



O exemplo mais claro de ál(;ebra de Lie complexa é dado 

pelo conjunt.o de t.odas as mat.rizes complexas de ordem n, gl<n,C>, 

com o colchet.e de Ue def'inido por: 

[A,Bl • AB - BA, V A,B E gl<n,C>. 

gl<n,C> dá orit;:em á quat.ro classes de ált;ebras de Lia, as chamadas 

~abras de Lie clássicas, a saber: 

a - Ál.f;ebra de Lie das mat.rizes de t..raço zero: 
n 

sl<n+t,C> • <A e gl<n+t,C>; t.r<A> • 0). 

'b - ÁJcebra de Lie ort.ocona.l em dimensão impar: 
n 

onde x,y são mat.rizes complexas txn, X, Y ,Z são mat.rizes nxn, com y 

e Z ant.i-simét.ricas. 

ç - Álr;ebra de Lie simplét.ica: 
n 

&p<n,C> • <C e gl<2n,C>; C • ( ~ y )> ' ' -X 

onde X, Y ~ são mat.:rizes complexas rum, com Y e Z simét.roicas. 

b - Ar..J.cebroa de Lie ort.oconal em dimensão par: 
n 
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ooC2n,C> • <D c glC2n,C>; D • [ ~ -~ )>, 
onde X,Y,Z são mat.rizes complexas nxn, com Y • Z ant.i-sirnltt.r-icas. 

Dois oonceit.os: bluiricos no est.udo das 6.1t;ebras de Lie são 

os dõ :a-epresent.ação adjunt.a e a f'orma de Cart.an-KiWnc. 

Def'lniçi!óo 2.1.2: A repr-esent.aç!o adjunt.a de uma ~ebra de Li• g, 

• a aplicação linear- def'lnida por 

ad: 9 ----- gl <g> 
X ----. adCX> : 9 ---+ 9 

Y ---+ ad<X><Y> • rx, Yl 

Def"inição 2.1.3: A f"o:r-ma de Cart.an-K:lllinc • a f'o:rma bilinear­

slmét.rtca < ,. >, deflnlda por: V X,Y e g 

<X,Y) • t.r<ad(X)ad<Y)). 

Est.a f'orma cacract.eriza um cert.o t.ipo muit.o import,an'Le 

de áit;ebras de Lle. 

Proposição 2.1.4: Uma áJsebra dê Lie é semi-simples se, e soment.e 

se, sua J'"orma de Cart.an-Killi~ é não der;ener-ada. 

A prova dest..a proposição, bem como dos result..ados 

adiant.e, podem ser encont.radas em qualquer t.ext..o básico de 

álgebras de Lie <por exemplo, as ref'er-ências [121, U31, [18] e 

23 



1191). 

Um exemplo de .t.J.ceb:ra de Lie semi-simples é dado pelas 

á.l,;-eb:ras de Lte lidmples, qur- s3'o aquelas que ~o po~asuem :ldoallil 

não t.rlvlai5. As á!r;ebras clássicas o,b,e e 
n n n 

b são simples. 
n 

M-.J.s seralment.e# 'Lemos: 

Teorema 2.1.5 <W. Killlnr;-E. Cart.an): Qualquer ál::eb:ra de Ue 

é lsomorf'a a uma das áll:ebl:'as clássicas o <~1>, b (~2>, 
n n 

c <~3), b <~4>, ou as 61t;eb:ras de Lte excepcionais 
n n 

Teorema 2.1.6: Seja g uma ált;ebra de Ue semi-simples. Ent..ão 

com g. ideais simples de g e 
' 

[9. ,g.l • ~te:r«X.~l; V X. e 9,. 1 X. e Q.> • O, 
1. J \. J 1.. J J 

paroa t.odo 1,j • l, ... ,n. 

As á.Jf;ebras simples podem ser deSCl"it.as t..ambém via 

Ue simples complexas g e seus respect.ivos diat;ram.as de Dynldn. 
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9 

a <~1> 
n 

b ~2> 
n 

c (.,;,3) 
n 

n 
(~4) 

r. 

.... 

.. 
7 

.. • 

TABELA I 

DIA!lRAMAS DE DYNKIN 

c---o-··· --o__., 
ex ex ex a: 

1 z n-1 n 

c---o--··· --o--te 
ex ex ex a: 

t 2 n-.tn 

c----o--··· ---a • o 
a: OC IX IX 

ll z n-A n 

o---o----la::o o~ 
(l( a:: a: 0(. "'· 

.t 2 B -

Observemos que at.é ~or-a 1 s6 t.emos t.rabalhado com 

álgebras de Lie complexas. Ent.r-et.ant.o~ na de:finição 2.1.1, podemos 

subst.it..uir (;: por um corpo qualquer. Assim, no caso das álr;ebras de 
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um refinament-o do t.eorema 2.1.5. As Alt;eb%'as de Lte $lmples reais 

classif'lcam-se via foi"mas reais das álr;ebras de Ue simples 

complexa&~. Nosso próximo passo 6 apr-es.ent.ar-mo& es~ o].aQ&lf"icaqão. 

Para isso, faz-se necess.ãrJo mais aJ.cuns I"esult.ados. 

S•J.a V um e&paço vet.orial 11obr-e IR, de dimensiio Cinit.a. 

Uma est.rut.ura complexa em V 6 uma apli<:OIÇlro linear j: V --+ V tal 

que f • I, onde I 6 a aplicação identidade de V. Um espaço 

vet.o:r-tal V com uma ast.rut.uroa complexa J, t.orna-•e wn espaço 

c vat.o:ria.l complexo V , deflnindo-ee o produt.o escalar por 

C.<rf-ib).X • ax + bJX, X e V, a,b e Di:. 

Por out.r-o lado, se V á um espaço vet.orial complexo, podemos 

considerá-lo como um espaço vet.orial real, JR. A mult.tplicação por-

1 em V, t.orna-se ent.ão uma est.rut.Ul'a complexa J em .JR, e é claro 

Dizemos que uma âlcebra de Lte real g
0

, t.em uma 

ast.rut.ura complexa j, se J 6 uma est.rut.ur-a complexa do espaço 

vet.orial 9 e o 

O espaço vet.ol'ial 

tjX,JYl • j[X,Yl, v X,Y E 90-

complexo t.orna-se wna t..l€ebra de 

complexa, com o colchet.e com o colche'Le de Lie dado por 
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[(a+ib>X,Co+id)Yl • Ca"'ib>Cc.f.i.d)(X,Yl V X,Y ,.; 

Por- out.r-o lado, supondo g wn 6lcebra de Lie complexa, o •lil'paço 

vet..orial 1·t.:..::.! 9JR, t..em uma est.rut.ura complexa J, dada pela 

mult.lplicação pol' I em g. Com o colchet-e de Ue Induzido pol' g, gfR 

t.orna-se wna álc'ebra de Li e J'"eal com e-st.rut.tlr'a complexa J. 

Def"lnição 2.1.8: Seja g uma âl!;ebra de Ue complexa. Uma fol'ma 

J'8al de 9 • wna aubalcebra 9
0 

da 6lt;ebra de Ue .r•al 9(R, t.al que 

9JR - 9 • I 9 · o o 

Lot;o, cada Z e 9~ escreve-se wúcament.e por 

z • X + iY, X,Y E 9 . 
o 

Por exemplo, o conjunt.o das mat.rizes ant..i-He:r-mit..ianas de 

t.:r-aço zero~ 9UCn+1>~ é uma f"o:rma real das á.lcabras de Lie on. 

A aplicação 

u: g ___.... g 
Z -------.. uCZ> • X - i Y 

é ent.§o um aut.omor:flsmo de gfR (p E SL<g> é aut.omorf'ls:mo se 

p{[X,Yl> - !pOC>,p<Y>l>, chamado de conJUf:~ de g em J>el.ação 

à go. 

Deflnição 2.1.9: Uma álcebra de Lie semi-simples J"eal é dit.a 



compact.a ,quando sua forma de Ca:rt..an-Killing é negat.iva def"inida. 

Teorema 2.1.10: Toda álE;ebra de Lie serrú-:s:imples complexa 9, t.em 

uma Corm.a real compact.a U. 

SU(n+1) é uma forma real compact.a para as ál€:ebras O . 
" 

Deíínição 2.1.11: Seja 9
0 

uma álgebra de lie semi-simples real e 

<C 9 = 9 . Uma decomposição em soma diret.a 
o 

com ? subá.lgebra e 8 subespaço vet.orial de 9
0

, é urna decomposição 

de Cart.an de 9 , se exist.e U c g, r-arma real compact.a, t.al que 
o 

f' = u n g e s = iu n g . 
o o 

Teorema 2.1.12: Toda álgebra de Lie semi-simples real 9 admit-e 
o' 

uma decomposição de Cart.an. Além disso, se 

são 

=f ~s,g 
• • o 

~ f .. 6' z z 

duas decomposições de Cart.an de g • ent.ão exist.e p: 9 --+ g o o o 

aut.omorr-ismo int-erno, t.al que 

pCt>=l' e.,<s>=s. 
:l 2 1 2 

Teorema 2.1.13: Sejam 9 uma álgebra de Lie senú-simples complexa e 

u uma r-arma real compact.a de 9· Se cr. u - u é um aut.omorf"ismo 
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1nvolut.1vo <i•t.o ~, oz • I, u Jil I>, ant.ko: 

(!) U • <X 4i U) o<X) • X> • <Y E U; o(Y) • - V> 

• f' • 19 

CiD g • f' e 8 • wna Corma :real não-cornpact.a, e est.a é uma 
o 

decornpo&iç& de Ca.r-t.an de 9 
0

• 

<111> Toda Cor-ma r-eal não-compact.a 6 dest.e t.tpo. 

As demonst.J".ações dos t.eor-emas 2.1.10, 2.1.12 e 2.1.13 

podem se!' encont.radas: em l121. 

O t.eorema 2.1.13 aplicado as âlc:ebras de L1e simples 

complexas, nos dé • ctassU'"icaçiio das álsebras de Lie simples 

z-eais. Como exemplo, vejamos o que aconLece com a15 ãJ.cebras: de Lie 

simples complexas do t.1po o . 
n 

Temos que, 9 • el<n+1,C> e wna Corma real compact.a de 9 

é u • eu<n+t>. Assim, 

AI- Tomando o-: u --+ u def'inida po!' o<JO • X, t.omos as ãl€eb!'as 

de Lie simples reais do t.1po AI dadas por 

9 • êô<n•t> • 8 • o:l<n-+t,.IJiO, o 

onde 8 6 o oonjunt.o da& mat.rizes sim~t.r-icas de t.raço :zer-o. 
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AU- Suponhamos n+1 • 2l e seja 

Ent.ão~ 

.. 

com 

0': u ---+ u 
X ----+ o<X> • J X J -• 

n n 

t • ep<l> 

~ ); A é uma mat..riz lxl, 

~"~~ da t.:r-aqo zer-o e B ~ 

• 9 • t • e • eu (2l>. 
o 

Herrnit..iana} 

oo<l,C> 

AIII- Suponhamos p+q ;: n+1 e t.omemos u; U ---+ U, definida por 

u<X> 

e 

• I X I . Assim, 
p,q p,q 

i' - {( ~ ~ ); A ~ U(p), B ~ U(q), t.r<A+B> • o}, 

ie • {(-~ , ~ l C e gl<p+q,C>} 

9 • 'f • 8 • 8U(p,q). 
o 

A t..abola D •at:uint.e, apresent.a a olassiCicação das 

álf;ebras de Lie simples x-eais 9
0

, descrit-as pelos diacramas do 

Dynldn ((aJ:t.ima coluna à dir-eit.a da t.abela II> e di.acramas de 

Sat.ake (coluna do meio da t.abela IJ). 
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Z.Z.GRUPOS DE LIE 

Um grupo de Lie G, é uma variedade diíel'enciável com 

estrutura de grupo_ tal que as operações "'produto", <g,h> ---+ bh, 

e '"inversa", g ---+ g-•, são dif'"eomor:fismos. 

Se g e G então as aplicaçBes 

R:G---+-G 
g h ----+ hg 

,L:G---+G 
g h ---+ gh 

, 

chamadas translação à direit.a e t.ranslação à esquerda, 

respectivamente_ são difeomorfismos. Do mesmo modo, a aplicação 

Ad{g): G ---+ G 
h----+ g h g-i 

é um dif"eomorfismo. Observemos que, Ad(g){e) = e, onde e é a 

ident.ida.de de G. 

Um campo X invariant.e à direit.a em G é wn campo tal que 

onde (dRg)h' ThG ------> ThG é a diferencial de R, no 
• 

pont.o h E G. 

De modo análogo, X .. dit.o invariant.e à esquerda "" (dL) 
9 

X = x. 

Para se conhecer campos invariant.es (à direit.a ou à esquerda), é 

suf'icient.e cohhecé-los na identidade e e G <X<g) = <dR ) X<e)). A 
9 • 

mesma coisa acont..ece com o :fluxo; Fixamos A e T G e denot.amos 
• 
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t.amhóm por- At o 6nioo campo invar-1ant.e • dir-elt.a cujo valor- •m • t6 

A (daqui por diant.e t.J"'abalhamos com campos invar-iant.e ls dir-ett.a, a 

t.eoria • esquerda 6 equivalent.e). Denot.emos por- exp t.A 
t.A 

ou .e a 

o\U'VO lliilolllqiio de A, pa.or:liilando pela ident.id.U., quando t. • O. Ent.ão 

t.A 
a curva solução de A passando por r; (quando t. • 0), é e c;. 

Por t.ranslaQ&s .A db·•1t.a, qualquer elilpaqo ~ent.. T O, • 
é descrit.o por- T G. Além c:U.sso, T O dertne uma AJcebr-.a de Lie com 

• • 
o colchet,e de Lie dado pelo colchet.e de campos de vet.ores em uma 

a> variedade <V X,Y 15 X<M>, l" o& C <M>, [X,Ylf" • OCY>C - <YX>f"). 

Volt.emos a aplicação Ad(r;). Sua dií"erencial de:fine uma 

apllcaçi'o linear- inversivel, t.amb4m denot..ada por- Ad<r;>, 

Ad<c>: T G ~ T G, • • 

Ad(r;>CX,Yl • [Ad<r;>X,Ad<r;>Yl. 

Temos ainda que, 

2.2.0 

Um subc:r-upo de Ue H. de um ~r-upo de Lie G, é uma 

subvarieclade que é wn subr;rupo de O, com a rest.rição da5 

apllcações pr-oduto e inversa â H, sendo difeomorflsmos. A Al'eb!'s 

de Lie d~ H é ent.ão uma subál~ebra da ál,;ebra de Lie de G. 
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S. G • um r;r-upo de Lle • H _. um 5n.abr:rupo alr;4-brioo • 

subconjwJt .. c fechado (sub~I"'upo fechado> de O, ent.ão H é um subrupo 

de Lte de e. 

esquerda de ft) t..em wna est.I"ut..ura de variedade dif..,,.., .. , --

f'orma que a projeç§:o canônica 

n: Cl --> Cl/11 
r; ---+ r;H 

m 
pert..ence a C (6). M é ent.ão chamada um espaço homor;éneo. 

.. , de t.al 

Exemplos de espaços homo~êneos podem ser- obtidos pol' 

ações t.N:UJS:it.iv&s: de f:I"Upos de Lie. 

2.2.1: Dizemos que um crupo de Lie O, em uma 

variedade M, se exist.e um.& aplieaqiío dif"e:r-enciável l): B x M --+ M 

<i) ex • x; 

un <ch>x • r;<hx>. 

Nes:t..e caso. r, é chamada wna ação de G em M. Dada uma 

aç5o 1') de e em M, def"inimos a órbtt...a de um pont..o x e M, como sendo 

o conjunt.o 

O • ~x; c e G) . • 

Dizemos que a ~ n • t..I"ans:it.iva, ou que G ar;e t.J"ansit..ivament..e 
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•m M at.rav... de Th lile O - M pAr-a t.odo x ~ M, h•t..o ó, para t..odo 
• 

x,y E M, exiB"t.e c E G, t.al que r;x • y. Para t..odo x ~ M, def'inimos 
o 

o r;rupo de isol~opia do ponto X ' o 

G á wn subr;:r-upo f'echado de G e t..emos, 
"o 

Teo~ma 2.2.2: Seja 1): G X M --+ M 

c;rupo de Lle G na varoiedad@ M. Sejam X 
o 

"Pllcaçlio 

(1: G/11 --+ M 
r; h --+ l)Cr;,xo> 

Ent.So ~ é um dif' eornor-f'ismo. 

uma ação t.r~-u;:it.iva de um 

e M e H • G Def"lnamos à 
X o 

• c X o 

A p.r-ov a dest.e t.eorema pode ser encont.rada em [201. 

O t.eorema 2.2.2, nos fornece vàrios exemplos de espaços 

homo~4-neos, a saber: 

(i) sn, a eder-a n-dimensional. 

mat.rizes 

SO<n+t> at.ua t.ransit.ivament.e em Sn por mult.iplicaç2:o de 

7): SO(n+D X sn ~ sn 
<A,v> ---+ A v 
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...,. SO<n+1) 
SO{n) . 

(ii) S (n) o conjunt.o dos m-ref"orencias ort.onormais orient.ados: do 
m 

IR", ist.o é, se u , ... ,u são vet.ores ort.onormais orient..ados em IR" 
' m 

~ 

S (n) = {u = Cu , ... ,u >; m S n >, 
m • m 

chamada variedade de St.ieíel. 

onde a ação é dada por 

S (n} 
m 

...,. SOCn) 
= SOCn-m)' 

n: SOCn) x S Cri) ---i> 
m 

S (n) 
m 

A.;:;_ = <A.u , ... ,A.u > 
' n 

<iii} Gr {n} a variedade de Grassmam, ou Gras:mamniana, 
m 

Gr (n} 
m 

= {m-planos orient.ados do IR", passando pela origem>. 

SO<n> x Gr <n> ~ Gr <n> 
m m 

<A,P> ___,. ACP) • <A.x; x e P> 

deíine uma ação t.x-ansit.iva de SO(n) em Gr <n>, 
m 

com grupo de 

isot.ropia H de p ' o o 
m-plano gerado pelo conjunt.o (e , ... ,e >, 

' n 

onde e s:ão os: vet.ores: canônicos: do IR", dado por 
' 

H -- <( A
0 

o ) B e SO(n); A E SO(m} e B E SO(n-m)), 

que pode ser ident.i:f"icado com SO(m) x SO(n-m}. Port.ant.o, 
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Gr (n) 
m 

SO<n> ::. Só(m) x Só(n m5 

Dado c espaço homo'"êneo M • G./K~ G at.ua t.r-ansit.ivament.e 

em M por 

• 1 par-a cada C E 0, a aplicaq&:o 

«: M--+ M 
X ----+ C(X) • t;X 

é um dif'eomorf'ismo. 

Seja A um campo invar-iant.e ã dil"et.a em G U. E T G>. Se 
• 

hk e M, et.A hk def'ine wn 1''1uxo em M. Derivando-se em J"-e.JaçSo à t., 
~ 

e ~mando t. • O, obt,&m-se um campo A em M. Assim, V x E M, 

TN 
• 

• <Ã<x); A e T G} 
• 

tst.o é, os element..os da álc'ebra de Lie de G, descrevem os 

Vimos: acima que, cada C" e G, def'ine um dif"&Omorf'ismo e 

~ 

ent.ão f'a:z sent.ido escr-ever <de:> (A(x)), paz-a x E M. Est.a aplicaçilío 
X 

sat.isf'az 

2.2.9 

Def"inição 2.2.4: Um r;r-upo de Lie é dit..o semi-simples {simples), se 
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sua Al,;ebra de Lie it llõl&m!-slmples <slmplellil). 

Por exemplo., os ~:rupos SL<n,DO e SO(n) são simples. 

Os t;rupos de Lie se::-__ ;,mples admlt..em uma decomposição 

de Ca>-t.an. 

Teorema 2.2.5: Seja G um f:l"'upo de Ue semi-simples conexo e g sua 

Alr;ebra de Lie, cuja decomposiçiio de Cart.a.n é 9 • f • e. Se K é um 

sub~rupo de G com ált;ebra de Ue f' e 

S • (exp(Y) E a; Y e 8), 

ent..ão 

a • s K. 

Além disso, a apli~ 

(Y ,Z) E 8 X 1' ---+ exp(Y)Z e 0., 

é um dif'"eomorf'ismo. 

ser- dadas. 

Proposição 2.2.6: Se K c G t.em âlt;ebra de Lie l', ent.ão: 

<t> K é compac~ se, • soment-e se, 

Z<G> • .fll E G~ hl: • ch, V t: e G>-, 
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o oant.:ro c:kJ O, • f"init.o. 

<U> Se K é compact.o ent.go ele é comp&ct.o maximal. 

Como era de se esperar-, a noção de é.lt;ebr-a de Ue 

compacta, est..á associaà.:.- ;:· onceit.o de ~rupo de Lie compact.o. 

Teo:rg:r.a 2.2.7: Uma ált;ob:ra do Ue :real 9, • compaat..a ••• • aoment..e 

se, exist.e um crupo de Lie compact,o e, com ~ebra de Lie isomorf'a 

à g. 

Para t.erminar est.a seção, deflniremos o conceit.o de 

r;rupo de Li e redut.i vel. 

Def"ini~ :a..a.&: Uma 6Js"ebr-• de Li• real g, 16- dit.a uma áJ«ebr-a de 

Lia :redut.lvel se 

9 • a • rg,gl, 

onde 

~ • (X E g; [X,Yl • O, V Y E g}, 

o cent.ro de g, é um ideal semi-simples. 

Um crupo ~ !:!!_ é redut.l vel, quando sua ~ebra de Li e 

é redut.ivel. Um exemplo de crupo de Lie redut.lvel é dado pelo 

r;r-upo das snat.r-izes com det.&l"minant.e não nulo, OL<n,[R>. Sua 4llt;ebra 

de Li e, gl<n.JR), decompõe-se em 
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gl<n~IJO!> • cer{l ) • el<nJJ'!>. 
n 

G escreve-se en~ão 

O • A S'L<n~>, 

onde A é wn.a. rn..at.1 ::.._ ... .)lt,ipla da identidade de ordem n. 

' Z.S,ESPAÇOS SIMETRICOS 

Seja M uma variedade Riemanniana. Uma aplicação 

s: M ----+ M é chamada involut.iva, quando s Jl J Caplicaç~ 

z 
ident.idade) e s • I. 

Definição 2.3.1: Uma variedade Riemanniana M é chamado um espaço 

lifir.~t.rico, se cada p E M é um pont.o f'lxo isolado de wna isomet.ria 

involut.iva s de M. 
p 

Quando M é um espaço &iJ'llét.rico 1 t.emos que o r;rupo das 

isomet.l"'ias de M, I<M>, ~ um crupo de Ue. Além disso, vale: 

Teorema 2.3.2: Seja M una e10rpaqo aimltt.r-ioo • p 
0 

c: M. 

(!) So G • 1 <M> é a oomponent..e conexa que cont..4-m a ident.idade do 
o 

crupo de Lie JOl>, e K é o "rupo de isot.ropia de G em p
0 

ent.ão K é 

um sub€:rupo compact.o de G e G./K é di!"eomorfa a M. 
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(ii) A aplicação 

c: G ----+ G 
.. 11" .. 

Po Po 

é um aut.omorf'ismo involut.ivo de G t.al que se 

K • {f; e O; o(,;) • ,;) 
o 

e <K ) 6 a component-e ident.idade de K...,, ant.ão <K ) c K c K
0 

. O 
co v ao 

r;rupo K é um r;rupo simpla&. 

CiU) Sejam g e f' a&: Alt;ebras de Ue de G • K res:pact.ivament.e. 

Ent.ão 

f' • <X e g; <da> X • D, • 
e se 

6 • <X E g; (de) X • - X> 
• 

t.emos que 

e•f'•e. 

Além disso, s:e n: G -----+ M é a projeção canônica de G sobre M 

ent.ão (dn) <i'> • {0) e <dn> é um isomorf'ismo de 9 sobre T M. 
• • Po 

Sendo assim, o e&rt.udo dos espaços s:imlit.ricos é f"eit..o 

via de Lie, expressando-se álcebras de Li e 

est.a simet.rla. 

Def'iniçiio 2.3.3: Uma t.erna <g,f',o) é dit.a uma .6lf;ebra de Lie 

simét.rica ort.or;onal, se as: s:-er;uint.es: condições: veri:ficam-se: 

(i) g é uma álcebra de Lie sobre R. 
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(ii) o 6 um aut.omorf"is:mo involut.ivo de g. 

<UD f • <X e g; o<X> • JO é uma subâ.l~;ebra compact.ament.e 

mer&;ulhada de g, ist.o é, o sub~rupo conexo do ,;rupo adjwlt.o de g, 

cuja 6lcobra do Li e 4t ad
9 

<f'>, 4t compact-o. 

Se al~m disso, f n & • <O>, onde & • o cent.ro de g, 

<g,f' ,o> • dit.a urna 6lt;ebra da Lie ef'"et.iva. 

Um p!!..-. CG,K>, onde O é wn ,rupo de- Ue conexo, 

com A.l«ebra de Lie 9 1 • K é um Gl'ubsrupo do Lia de B com 6lcebr-a da 

Lie f, é dit.o um pai' associado com a ált;ebra de Li e simét.rica 

ort.o€onal <g, f ,o). 

To~do-se K conexo e 

<G,K> associado a ~ebra de Ue 

G simplesment,e conexo, o par­

s.irnét.rica ort.ot;onal Cg,f',o>, dá 

ol'icem ent.iio ao espaço simét.rico G/K. 

As ált;ebras de Lie simét.ricas ort.o,;onais decomp&m-se em 

~llil out.r.aa álc:ebr_, aa quai• ~ do t.ipo oompao:Lo, ~-oompaot.o 

e Euolidiano. 

Def'iniqSo 2.9.4: Seja <g,f',o> uma lllc•bra ef'et.iva. Seja g • f' • e 

uma decomposição de 9 em aut.oespaços de o par-a os aut.ovalor-es 1 e 

-1 respect.ivament.e. 

(i) Se g é compact.a e, consequent..ement..e semi-simples, <g~-f",o-) é 
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dit..a do t..ipo compact..o. 

CiD S:o 9 ó ug.mf-aimplo~~:~ não-oompaot..a e 9 • f' • 8 • uma 

decomposição de Cart..an de 9~ enUL> (g~t,o) 6 dit.a do t.ipo 

não-compact..o. 

(lll) s .. " ~ um ideal abeliano em g, ent.ão <g,f,u) ~ dit.a do t.ipo 

EuolidiaJ')('o 

O par <G,JO associado 6 <g,f,u> 6 dit.o do t.ipo 

compact.o, <!O t.ipo não-compact.o ou do t.ipo Euclidiano, de acor-do 

oom o t.ipo d& (g,f' ,a). 

Exi.st.e uma impol"t.ant.e dualidade ent.r-e o t.tpo cornpact.o e 

o t.ipo não-compact.o. Seja (g, t' ,o) uma élcebra de Lie simét.rica 

ort.oconal e t.omemos g • i" • e t.al que 

lf,l'l c f, li',sl c e, le,el c: f. 

. ~ 
Denot.emos por g o suboonjunt.o f + ts do oomplexif"icado g de g. 

c • 
Com o colchet,e de Lie induzido por g , 9 é uma ált;ebra de Lie 

J"'eal. A aplicação 

• • 
Cf g -

X+iY -

• Q 
X-IY 

* X e f', Y e s é um aut.omorflsmo involut.ivo de g . Temos então que 

Teorema 2.3.5: 

or-t.oconal. Então 

Seja Cg,f' ,o) uma álcebr-a de Li e simét.l"ica 

* •• (i) <g , t ,o ) é uma álc&bra de Li e simét.rica ort.oconal chamada de 



dual de <g, f' ,u). 

<1D Se <g,f,c> é do t.ipo compact.o, ent.ilo <g,t,c> ~ do t.ipo 

não-compact.o e vice-versa. 

Do pont.o de vist.a de irredut.ibilldade (f é uma 

subá4ebra simples maximal), as de Li e sirnát.ricas 

orot.osonailiil do t.ipo compaot.o • do t.ipo nillo-oompaot..o, alaauif'"icam-liila 

da s:er;uint.e í'orma: 

Teor-ama áJcebr-- Li e simét.:r-icaa or~onais 

irredut.iveis do t.ipo compact.o são: 

I. <g, t ,c) onde g é uma álte-bra de Lie simples compact.a e c é um 

aut.omorf'ili:mo involut.ivo de 9· 

de ideais simples t.ais que 

aut..omorf'ismo involut.i v o de 9-

u<g> • • u<g) • • com um 

Enquant.o que as Alcebras de Lie sirnét.ricas ort.oC'onais 

irredut.1ve1s do t.ipo niiío-compact.o slk.: 

III. <g,'f,c-> onde g é uma Alcebr-a de Ue simples: não-compact.a 

real, cujo complexU''icado 9 C é uma .61t;ebra de simples 

complexa e o é um automo:r-f'ismo involut.tvo da g, t.al que f' t"o:rrna 

wna subAlt;eb:ra compact.ament.e merculhada de g. 

IV. <g,?,o> onde g • lfR, 1 sendo uma Al€ebra de Lie simples 
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complexa e cr é a conju~ação de 9 em :r-elaç;ão é subAlt;ebra 

compact.ament.e mert;ulhada maximal . 

Além disso, se • • • (Q 1 f ,cr ) denot.a o dual de <g,f,cr>, 

• • • <g,f,O') é do t.ipo- III se, e soment.e se, <g ,t ,o ) 6 do t.ipo I, 

••• <g,"f,cY) é do t.ipo IV se, e soment.e se, <g ,f ,o ) é do t.ipo II. 

Assim, os espaços simét.r-icos n§o-compact.o do t.ipo IV são 

os espaços 0/K, onde G é wn r;rupo de Lie conexo cuja ált;ebra de 

Li e é giR 1 com 9 uma álseb:r-a de Lie simplas complexa, • K é um 

sub.:r-upo compact.o maxtmal de G. Por dualidade, os es:paqos 

simét.l'icos do t.ipo li, são os f:I"Upos de Lie K, conexos, compact.os, 

simples (t.abela III a ser;ub·). 

TABELA IJI 

ESPAÇOS SIMt:TRICOS DO TIPO li E DO TIPO IV 

9 G K 

o (~1) SL<n+1,C> SU<n+1) 
n 

'b <"'<2) SOC2n+1,C> S0<2n+1> 
n 

c {~3) Sp<n,C> Sp<n> 
n 

b ~4> 
n 

S0<2n,C> S0<2n> 

92 
o c G z z 

r. F c F • • 
e EC E .. .. .. 
e EC E 

7 7 7 

e EC E • • • 
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Enquant.o que os espaços simát.ricos do t.ipo I • do t.ipo 

111 são da se~uint.e f'ol'rna: 

TABELA IV 

ESPAÇOS SIMeTRICOS DO TIPO I E DO TIPO 111 

NÃO-COMPACTO COMPACTO 

AI SL<n,IR>/SOCn> SUCn>/SO<n> 

Ali • SU C2n>/Sp<n> SUC2n)/SpCn> 

AIII SU<p,q)/SCU X U) SUCp+q)/SCU X U) 
p q p q 

BDI SO Cp,qVSOCp> X SO(q) SOCp+q)/SOCp> x SOCq) 
o 

DIII SO * (2n)/U(n) SOC2n>/UCn> 

Cl SpCn,IR)/U(n) Sp(n)/U{n) 

Cll SpCp,q>/SpCp> X Sp(q) Sp<p+q)/SpCp> X Sp(q) 

G <g ~su<2> e 8U(2)) (Q ~SU<2) • 8U(2)) 
2(2) 2f-i4) 

FI <f ,6)>(3) • eu<2» <f ,sp<3> • 6U(2)) •<•> •c-52> 

Fll <f ,so<P>> 
4(-20) 

<f ,80(9)) 
•c-5Z> 

EI <e ,sp<4>> 

""'' 
<e ~sp<4>> 

df-'78) 

EII <e ,eu<6> e 6U(2)) <e ,SU{6) e 6U(2)) 

''''" G(-78) 

EIII <e ,eo<tO> • 111> <e ,eo<tO> • 111> 
tSC-:l·) CJ<-78) 

EIV <e oc-zc:D'f • > <e CK-78>'r .,> 

EV <e ,eu<&>> , .. ,Ott(Q)) 
?C?) ?C-:l!IS) 
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EVI 

E VIl 

E VIII 

EIX 

TABELA IV 
<Cont..) 

<e ,soctz> e su<2» 
?t-!:5) 

<e 
7

,_
2

!5, ,e 
115 

• IR> 

<e ,so<t6)) 
818) 

<e ,eo<t2> • su<2>> 
?C-UII!I> 

<e e • 111> 
7t-t.8!J), cs 

<e ,soCt6>> 
81-Z ... B) 

Todos os ~esult.ados ap~esent.ados nesta seção est.ão 

de'monst.roados em [121. 

Observação 2.3.7! Observemos que a class:if"icação dos espaços 

simét.ricos dos t.ipos II e IV, est.á. associada a classit'icação das 

ált;ebras de Lie simples complexas (t.abelas I e 111>, enquant.o que 

os t.ipos I e III, com a classif"icaçSo d.as ãlseb:r-as de Lie simples 

reais <t.abelas li e IV). 
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3.POUNOMIOS INVARIANTES PELO GRUPO DE WEYL 

O objet.ivo dest.e cap1t.u1o é est.abelecer a proposição 

3.3.1, que afirma que os polinômios de a~ grau, inva:riant.es: pelo 

grupq de Weyl das .álg"ebras de Li e simples reais exist.em apenas 

para as ál~ebras do t.ipo Al, AII, EIV. Na seção 3.1, deíinimos o 

de Weyl de um espaço Euclidiano v. Na - 3.2, mos:t.ramos grupo seçao 

como obt.em-se o grupo de Weyl das álgebras de Lie simples. 

Finalment.e, n.a seção 3.3, definimos: o que vem a ser um polin&mio 

invariant.e pelo grupo de Weyl das álgebras de Lia simples, e 

chegamos à proposição 3.3.1. 

3.t.GRUPO DE WEYL 

Sejam V um espaço vet.orial real de dimensão n com um 

produt.o int.erno < , > (um espaço Euclidiano), oc ,.;;: V, (X ;ri O. Seja 

w a reflexão em relação ao hiperplano ort.ogonal ã oc, ist..o é, 
<X 

"' C(l> 

"' 
= (3 - 2 

<(3,oc> lo# 
-- a;, ... ~ e V. 
(a:,(]() 

Definição 3.t.i: Um subconjunt..o ~ c V é um sist..ema de raizes em 

V, se as s:eguint.es: condíçaes veri:ficam-se: 
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(i) I " um oonjunt.o da vat.o:r•• não nulo• da V. 

CiD 6 c:e:r-a V. 

<Ui> Se or.,(/ s § ant.ao Co) <(1> & I. 

"' 
(o< ,{I> 

Civ) Se oc.1{1 4i I ent..ão 2 (.x,êíê5 & Z. 

Def'iniç~ S.i.2: Seja i um sist.ema de raizes em V. Chamamos de 

grupo ~ \rleyl de I, • denot.amos por w
1 

(ou simplesment.a 'W, caso 

não haja ambtsuidade>, o ~rupo cerado pelas ref'Je,ases c» a! « E lo. 

Observação S.i.3: Observemos que em um r;rupo de \rleyl w1
, vale: 

a> w
1 

é um r;rupo f'init.o; 

(ii> V oc E i, (o.) (i) c i; 

"' 

Na verdade, o c;rupo de Weyl f'ica det.erminado por um 

cert..o t.ipo da sist..ama de r-alzas, o qual descrevemos a lil&guir. 

Def'inição 9.1.4: Um subaonjunt.o n c lo é chamado um s:ist.fõtma 

f'undament.al ckr raize&, quando: 

Ci) n é llnearment.e independent-e; 

<ii> se n • <c.: , ••. ,« > e oc E I, en'Lão ex: 
' n 

À. ~ O ou X.. .!l: O para t.odo i • i, ... ,n. 
' ' 

• ~ 1>..0<. 
i.=s " " 

onde À. E (R e 
' 

• Sejam {ex , ... ,oc) base de V e V o conjunt.o de t..odos: os 
' n 
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vet.o:r-as ~ )... . ex. cujo primeir-o oo~f'ioient.e dif'e:r-ent.e 
i fi \. \. 

posit.ivo. Temos ent.iio um relação d:: or-dem dada por oc > a: quando • • 
«-a:eV. • • 

Deflnição 3.1.5: Um sist.ema de raizes i é chamado posit.ivo quando 

Pz-opos:iqão a.t.6: Sist..ema&l posJ. t.f VOSI raizes 

cor-respondência biwlivoca com sist.emas f'undament.ais. 

As provas das proposic?es 9.1.6 e 9.1.7 est.ão em (7). 

' 9.2-GRUPO DE WEYL DAS ALGEBRAS DE LIE SIMPLES 

em 

Sabemos da t.eoria das é.lf;ebras de Lie simples complexas 

g, que 

sat.isf"a2ém. 

a:. são os 
' 

pesos 
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adCH> X • ex. <H> X 
' 

par-a H E b, X E 9 , X if! O • i • i, ... ,Jc.), t.amhltm chamados de 
'\ 

r-aize-s C"it"' g :roel.at.iva • "th e 

dim 9 • t, V i • t, ... ,k. 
"'· ' 

Apesar das raizes ex. ~el"'em detlnlda& como element.os do 
' 

espaço dual b • de b, elas: podem ser- vist.as: como •lement.os de l), 

via for-ma de Cal"'t.an-K!Wnc ( , > po!s .. 
lll«ebra é simples), 

O<<H> 
' 

• <H,H ) V H E 'b, com H oc. ex. E b, i =: t, ... ,lc. 

' ' 
Consideremos ent.ão as r-aizes como element-o&: de ~ e seja 

& um subconjunt-o f"init.o CS. l). TemoG que lo cera l) • que lila 

escolhermos qualquer subconjunt.o de 6 que seja wna base par-a l), 

ent..i!ío cada elemént.o de • é wna combi~ linear das r-aizes nest.e 

subconjunt-o, com coef'lcient.es em cQ. 

Denot..emos por- 'f;>~ o conjunt.o de t.odos element..os de 1;). que 

são combinações lineares dos element.os de §, com coef'"icient.es 

reais. Assim, 

Temos t.ambém que a f"o:rma de Cart.an-Killinc r-est.r-it.a à bOi: 

6 posit.iva d&f"inida e loco, biR t.orna-&e um espaço Euclidiano. 

Fina.l.ment.e, pode ser- pr-ovado que 6 á um llirlst.ema de 

raizes de 'brR nos moldes da deflnição 3.1.1. 
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A t.abela V ap:res:ent.a as àlgeb:ras:: de Li e s::imples: 

complexas g e a correspondent.e ordem do grupo de Weyl 1 W 1 , de g_ 

TABELA v 

9 IWI 

o <n~1) (n+1)! 
n 

b (JU2) 2" nl 
n 

c (n?;3) 2" nl 
n 

b (n2:::4) 2
n-1 

. nl 
n 

92 12 

r. 2? 32 

e 2? 3. 5 
~ 

e 2<0 3. 5 7 
? 

e 2 .. 3" 5 2 _ 7 
• 

A 

3.3.POLINOMIOS INVARIANTES PELO GRUPO DE WEYL 

Sejam 'W um grupo de \rleyl .a.t.uando no espaço Euclidiano V 

e e , ... ,e urna base ort.onormal de V. Ent.ão 1 cada x e V pode ser 
1 n 

es:crit.o na f"orma 

Dado 

X = X e + ... + X e 1 X. E tR • 
.1 .1 n n >. 

qualquer polinômio 
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1 n 

em X , ••• ,x , 
1 n 
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pode car- vist,o como wna aplicação de V em IR. Seja .r a ~eb:ra de 

t.odas est.as f'unç~es polinomiais em V. .Y independe da base 

escolhida par-a V. O. polinômios de crau t em .1' tormam o •apaço 

dual v• de v e ~ • ent.ião a ált;eb:ra simét.rica de v* dada por-

• • • • • • ll!•V •<v ev>•cv ev .. v> .... 

Ar;ora,. a aqíio de \ri em V pode ••r t.ransf"e:r-ida de uma 

maJ')eira nat..ur-al_. pa%0a uma ação em v• 
1 

d&-fll"..!ndo (.)(f"), (a) E \ri 1 f" E 

• V 1 por 

(A)(C><w<x>> • C<x>,. x e V. 

A aç1fu de "VV em v•,. pode ent.ão ser ext.endida a uma ação em r por 

-· (o){P)(x) • P<(a) (x)), P e Y, x e V. 

Uma f'llnQ5o polinomial em .Y é chamada um inv.ar-iant.e de W,. •• 

(&)(p) • P, V (a) E W. 

Os invarian't.es f'ormam um subanel .!J de :P. Tomando Y • oc:[I,, ... ~n]' 

prova-ae que o llrubanel dos lnvaJ"iant.a& tio t.ambám wn anel 

polinomial, •• - I , ... ,I 
• n 

cert.os 

Por- e:xemplo1 o cr-upo de Wttyl dalil ÃICttb:r-.- do t.ipo o t6 
n 

isomo:r-f'o ao srupo S <srupo da& prmut.aq8a11 de n+i elamont.oa), ,..... 
como vimos na t..abela V. Ela • melho:r- daacr-it.o at.uando no espaço 

Euclidiano n+1-dimensional1 com ort.onormal lt ,. 1' .. ·1'· 1' o s n 
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cujos element,os s.at.is:f'azem 

"o + "a + ... + x,.. • O. 

Os: alemenLos de \r/' at.uam em V, pel"mut-ando as coo!"den.ad.as x , ... .x 
o n 

de t.odas as maneil'as possl veis. Assim os pollnômioa invarlant.ea 

são os poln6mios simét.:r-icos element.ar-es 

po • "o+ "s. +- ••• +- "n' Ps_ ··"·"i"j' 'f, 
pz • ~ X.X.Jt , •.• , p • X .X •• .X • 

i <f<k 1. J k n o f n 

+- x + ... + x • O, t.emos !J • 
• n 

pollnOrnio 11d.mét.rico element-ar de r;rau 1+1. 

Pol'" out.Jo.o lado, nas 6Jcebr-as do t.ipo b • 
n 

o 

o ~rupo de 

Weyl at.ua no espaço Euolldiano com base ort.onoJ'"mal •~, , ..• ,e n' 

permut.ando COOJ'"denadas X , ••• ,X ' 
• n 

de mana iras 

possiveis e de odnal arbit.ral'"iamentA. Assim, os 

poltOOmios invariantAs são os pollnOmioc s:lmét.ricos element-ar-es em 

• • J.oco, !} IR[I,, ... ,In]. onde I. • i-ésimo X , ••• ,X • - o • n ' 
polinômio 

simét.rlco element.ar • 2 em X , ••• ,X • n 

~ebra dos polinômios invariant.es pelo r;rupo de Weyl das álf;ebras 

simples complexas D-



TABELA VI 

9 GRAU DOS INVARIANTES 

a 2, 
n 

9, ... , n+i 

b ,e 
" n 

2, 4,. ... , 2n 

b 2, 4, ... , 2n-2, n 
" 

s. 2, 6 

r. 2, 6, 8, 12 

e 2, 5, 6, 8, 9, 12 .. 
e 2, 6, o, to, 12, t4,. 10 

7 

e 2, o, 12, 14, 18, 20, 24, 30 • 

Observemos que polinômios invariant.es de ,;r-au S, s6 

apar-ecem em :6.1t;eb:ras simples complexas do t.ipo a • 
" 

álf:liitbras simples que apr-esen:t..~ di,asrama d& Dynkin do t.ipo 

c---o--··· ---c---o 
ex cx a: ex 

1 2 n-.t. n 

ist.o 

Assim, no caso das álf:ebr-as :r-eais, est.es: polin6mios 

apar-ecem nas áJ.€ebras do t.ipo AI, Ali e EIV <veja t.abela II, 

p,;s.31 e 32>. 

Po:rt.ant..o, t.emos que 

P:roposiç.SO 3.3.1: Polinômios de ~ crau, invariant.es pelo crupo de 

Weyl dali: álf;ebras de Ue simples r-eaba, aão não nulo& apena& para 

as á.l(;ebras: AI, Ali e EIV. 
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4,MODELOS TRANSFOR.MACIONAIS 

N&s:t.... caa.p!t.ulo calculamos: as a-oor.exff.a• pa..r-a vAr-ioa 

t.ipoliil de modelos t.ran:s:Cormacionais <{1-J){C'G./K • Primeirament.e, em 

(4.1>, aalculamoa a mét.roica de Fi112har. A12 12•qlSa• <4.2> • <4.9> 

t.rat.am dos modelos t.rans:f"ormacionai& com o espaço dos: par-Amet.:roa 

lliil&ndo um eçaqo a!Mt.rloo. li:m (4.2) calculamo~ a ~t.:rica da Fiaher 

em ~rmos da mét.rioa canónica do espaço simét.rico, para em <4.3) 

enoont.r~iilOS as a-cone,ases. Finalrnent.a, em (4.4>, calculamos 

expllcit.ament.e as a-cone~es para alf;W'lS exemplos de modelos 

4.1.M!!TRICA DE FISHER 

Seja B um. c:r-upo de Ue • X uma v.m-tedade onde G at.ua 

t.ran&Jt.ivament.e. Podemos ent.iío conside:r-ar- cada t; <E G, como um 

dif"eomorf"lsmo 

c: X ---to X 
X - --+ s;(x) • X 

de t.a1 modo que o element.o neut.:ro • E G 6 a ident.ldade de X • 

r;oh • ch. G at.ua. t.ambém nas probabilidades deCinida:s nD1i1 
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Borelianos de X por: 

Sejam g e G~ J..l uma probabilidade e A um Boreliano; ent.ão 

-· = )l(g <A)}. 

Est.a ação saLisíaz 

Suponhamos SJ..l « J..l « SI-I· Ent.ão~ pelo t.eorema de 

Radon-Nykodin, define uma íanúlia de probabilidades 

parameLrízada por G, chamada de modelo t.rans:formacional. 

Para cada g G, consideremos dist.ribuição 

probabilidade 

4.1.1 p{g,x) = d~~{x). 

Proposição 4.1.2: p<g,x> como em {4.1.1> sat.isfaz 

4.1.3 p<gh~x) -· = p<h,g x) pCg,x>, 

para r;,h e G e x e X. 

Prova: Uma definição alt.ernat.iva de SJ.J é via a igualdade 

4.1.4 J f{x) {gJ.J){dx) = J Cíor;><x> IJCdx), 

de onde segue que se p « J..l , então 
• 2 

Port.ant.o, 
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-· • p<h,r; x) p<c;,.x>. • 

Funções p: O x X -+ IR+ -t.isf"azehdo a icua.ldada em 

(4.1.3) são denominadas cociclos ~ mult.iplicador-es sobre X. Os 

coclc.los: f'ormarn uma ext.ensão nat.ur-al doa homomor-f"t..mos da G em IR+ 

<como c:rupo mult.iplicat.ivo> • apar-ecem oom f'requAnaia na t.eo:ria de 

r-epresent.a.çSo de firupos de Ue (veja por •xemplo (ttl). 

Decor-re imediat.ament.e da def'inição de um cocllclo p,. que 

p(o,x) • 1 par-a t.odo X E X. 

Def'lnlção 4.1.5: Seja K c G um subcrupo de Ue de G. Um cociclo p 

6 chamado K-invar-lant.e 1 quando 

p<k,x) • 11 V k E K. 

Ist.o acarre'La. ent.áio 

p<cJc,x> • p<c,x>, v c e e, k ..: K. 

Por exemplo, o cociclo dado por <4.1.1> 16 JC-inva:riant.e 

se e s6 se lc#J • 1-1 V k E K. Sendo assim, o espaço dos parAmet.ros: do 

modelo t.:ransf'ormadonal, deve ••r t.omado como -ndo M • G/K, pois 

•• c por-t.anca a qlesse lat.a:ral cK, c 4i O, ent.ão c 1J • CIJ· Em Q a • • 
mét..rtca de Fishe:r- der;enera :na dire~ de K, o que não acon~ em 

M, como ve::r-emos a,:or-a. 
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s .. Ja 

Ent.iko 

4.1.6 -· l<c;ht>t> • l<h,g x) + l<r;,x>, 

pal'"a t.odo ,; ,h E G, x t: :i... 

Vimos na seçii:o 2..2, que G at.ua. t.rsns:it.ivament.e e-m M pol' 

P~a cada c E G, seja 

A E T G, X E X. 
e 

d 
•;n; 

t.A 
J(• r;,x)l 

l•O 

Proposição 4.1.7: Seja K c G o maior- sub€rupo compact.o de O t.a1 

que ~ • J.J par-a t.odo k E K. Se A E T G it t.al que Ã<{) ;rt o, ent..ão 
e 

P:rova: Seja t - ,;K E M, is:t.o 4>, ( - st' ' ( - eK - JC. ASHili~a, bast.a. o o 

most.r-ar- que se A E T G é t.a1 e 
~ 

~ ~ 

que Aq > ;rt O, ent.ão AlCe,x> ;rt O. 
o 

Suponhamo& que Al(e,x) • O para t.odo x E X, e seja 

t.A 
(K'L> • ICe ,x), t. E IR. 

Temos que 

60 



fl'Ct.> 
d t.A sA -(lã JC• • .x> I .-o 

d [JCeiiiA ,&t.A x> + lCct.A >] -(lã ,x .-o 

d lC "'" -t.A x>ls-o -d5 
c ,e 

-l -t.A 1<•,• x) 

-o. 

t.A 
Como (1<0> • O, (3Ct.> • O V t. E IR:, ist.o ti, p<e ,x> • 1 o que nos dá 

t.A ~ e e K (t. pequepo), e port.ant.o, Aq' 
0

) • O, o que • wna 

oont.radiçiío. • 

Lot;o, a mét.:rica de Fisher , def'inida no capft.ulo 1 por-

ct.S>, do modelo t..-ansf"o.-maclonal <{I'}~ eM 6 dada po.-

4.1.8 

A~ E T G, { • cK . .. 

-
-Bl<s.x> <s,..><dx>. 

PI'"Opos:ição 4.1.9: A mét.rica de Fisher é G-invariant.e, ist.o é, 

Prova: Seja ( • c{ • ( • aiC • JC. Enu;o o o 

cz.z.a> -
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4.S.SD 

~ ~ 

• <U.d<~>A> <t),<Ad<~>B> <t>>{ -
• J,, <Ad<~)A) ~~<~,x) <Ad<~>B> ~~<~,x) (~l')(dx) 

(4.11..4) 

• 

~ 

U.d<~>A> lC~,~x> 

Loco, 

~ 

U.d<~;>B> l<~.~x) !'(dx). 

• ~ l(&t.Ad<~>A 
~.~x>lt.-o 

d t.A -· ,;,ex> 1 t..-o • at: 1<~ c E 

d t.A 
,r;x> lt.-o • at: l<c • 

d[t.A-• • dt. lC& ,r; ~:x> 

d t.A 
• dt: l(e ,x> I t.-0 

~ 

• Al(a_,M). 

~ ~ 

- <A<{o>,B<{o»{ · 
o 

i&t,o 1t, < , > " invax-iant.e quando ae sai de ( . O :r-est.o o 

compondo-se asrt..a invar-iAncia. • 
Corol6r-io 4.1.11: A Jné.t.:rica de Fishar f"ica det.erminada se ela Cor 

conhecida em { • eK. o 
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Prova: <u,v>{ • 

espaço dos par-Ame-t.ros é um espaço simét.r-Jco. 

4.Z.JIU:TRICA DE FJSHEil EM ESPAÇOS SJMETRIOOS 

Daremos *€ora a axpra~ da mtit.rJca de FJs:her- da um 

modelo t.ransf'ormaclonal paramet.:rizado por um espaço sJmét.J'"Jco em 

Urmos da mét.rJca dest.e espaqo. Os •sP*QOII ..tMt.riao• que e.t.amo. 

int.er-essaclos são os não-compact-os do t.Jpo I, e por duaU.dade, os 

compact,os do t.tpo m (t.abela IV, PS-47). 

Seja ent.ão G um r;rupo de Lia simples nilo-compaat.o, K um 

5 ub,;rupo de U.e de G t.a1 que M • 0/K • o espaço cimét.rJco 

oonsida:r-ado. Como 1-J ti K-tnvarotant.e <k,u • 1-J, V k & JO, • K t6 o 

maior subt;rupo que preserva ~~ t.emos que, pelo corolário 4.t.tt, a 

mét.::r-Jca de Fisher f'tca det.erminada em { • eK E M. Porém em M 
o 

existA wna Jnét.rica Riemann:lana ( , ), G-invar-iant.e ~nica dada 

por-: 

Pelo t.eorema 2.3.2, a pro~ can6nica n: O ----. M, 

induz wn isomorf'ismo ent.r-a e a T { M, via 
o 
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4.2.1 <A,B>{ • t.:r-CadCA>adCB>>. 
o 

A quest.So 6 comparar a mé-t.rlca C , ) oom a JnAt.rica. cb 

Fisher. 

Par-a ist.o, obser-vemos que se k • K ent.ã:> k.{ 
o 

port.ant,o, <dk>{ : e --+ e 6 uma apli<:aQão linear- dada pol" 
o 

(Z. Z. a) 

• -<Ad<k>A> ~ ) • Ad<k> A . 
o 

. ~ 
o • 

Assim, t.omando-s:e dlf"er-encia1s: dos element.os de K, K se r-epresent..a 

como um crupo de t.:ransf'or~s lineares num espaço vet.or-ial 

dk: K---+ 
k---+ 

(i) A rep:resant.aqão da K em 9 é b>r-edut.lvel, tst,o é, não exisrLe 

nenhwn subespaço O J' V " 8 t.a.l que dkCV) • V, pal'a t.odo k e K. 

<H> Seja JC um c:rupo compact.o de t.ransf'orm.a.ções lineares de um 

a&~ paço vet.orial V de diman&õão f'inl t.a. Ent.ão exist.e um pr-odut.o 

int.e:rno ( , > em V, que é 1nv81'"1ant.e por K C<ku,kv> • <u,v>, V k e 

K, u,v E V> • K é um subt;r-upo ort.oconal. Além disso, se a 

:represent..ação de K em V é lrredut.lvel, ent.ão qualquer produt.o 

tntAtrno << , >> em V, K-invar-iant.e 6 da Co:rma 

4.2.2 
2 • 

(( , )) • C ( , ), C E ~ . 



Com -t.e• dois C•W•, t.emo. que a ~t.rica de Fisher 6 

Pr-opos1ç5o 4.2.8: A mát.rioa •m <• port.ant.o •m 

qualquer t>, é um mólt.tplo da m6t.r-tca canônica, t.st.o 4, 

4.2.4 

• c" t.>-cad<A>adCB». 

n ' 

onde v , ... ,v é wna base ort.onormal de V em :r-elaQiio a < , > e 
' n 

• lvl • <<v,v>>, V v E V. 

melhor a norma de Fisher 

. J ~ . IAI • x CA!Ce,x>> ~o~<dx>, A e s • 

t.ransit.ivament.e em X. 

P:roposiçlio 4.2S: Seja x e X • X x: e - IR a apllcaçiro linear 
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def"lnld.a pol' 

Se k E K, ent..Ko 

Pr-ova: 

para t.odo A E 8. 

• 

À <A> • ÃlCe,x> • 
• 

d t.A 
dt. ICe ,x> I t..·o· 

. ).. 
X -· o Ad<l< >. 

)..kx <A> • AICe,kx> 

• : .. )(& t.A ,kx> I t.-o 

• ~ [1Cl,-• •t.A k,x}- ICk-•,x>]t.aO 

-· • k 1(& t.AdCk >A ,x> I t.-o 

• ).. <AdCk -•>A> 
X 

IAiz • Ix O..x<A>>z pCcbl.>, 

4.2.6 fA.I' + ... + 1An12 • I ().. U. >' + ... + ).. U. )2) IJ(dx) 
X X S X n 

onde A , ••• ,A " uma base o:l'"t.onoromal de 8 em .-.J.aqSo • ( • • n 

I).. I" é a no.-ma no dual de 8 1nduztd.a pol' ( • ) Cist.o "· ).. 

• 
• )..{A) & + . .. + )..{A) & com &. • u. .• > base or-t.ono:l"'mal 

X • • X n n ' ' 
dual>. Como ( • > " invar-:tant.e pela ~ de K em 8, .. norma 
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dual é invariant,& p&la ~ão dual de K, ist..o ó 1 

4.2.7 

Pol" out..l"o lado, como K é um t:rupo compact.o, admi t.e uma 

pl"ohabilidade de Ha.ar, ist.o •, uma medida de pr-obabilidade 1-lk' 

tnvariant.e por- t.l"anslações J. esquer-da e J. di:reit.a <veja [51 ou 

[B1>. Além disso, K ~e t..ransit.ivament.e em X e, pelo t.eorema 

2.2.2, X é da f"ol"ma X - K/11 com B lilubr;rupo f"eobado de JC. Seja 

n: K ---t JV1I a projeção canônica. Ent.ão 11 • n<11k>, ist.o é, se f" é 

int.e~:r-Avel em X ent.ão 

ou sa x
0 

• n<H>, 

4.2.8 

Assim, (4.2.6) f"ica 

'"· 2. 8) 

• 

(4.2.!5) 

• I J>-. o Ad<k-
1
>(

2 
l'k<dk> 

" o 

• 1>-. 1• 
o 
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com .. .. X, f"iX8ldo . 
o 

Lo&'o, 

I),. X I" 
4.2.P 

z o c • dim s 

para X .. X t"ixado . 
o 

Po:rt.ant.o, (4.2.4) f"ica 

1),_ X I' 
4.2.10 <A,B>{ 

o 
CA,B) • dlm 8 {o o 

1),. 
X I" 

o 
t.rCadCA>adCB>> • dim e 

Observação 4.2.11: Observel'J'lO& que na expr-essão da nWt.:rica de 

Fisher, dada por 4.2.10, o único t.ér-mo que depende esp&Cif'icament.e 

do modelo • 1),. X 1"-
0 

4.3-a-CONEXÕES EM ESPAÇOS SlfomTRICOS 

Vamos acor-a ut.tllzaz-mos: os r-esult.ados desenvolvidos nas 

seções ant.eriores e calcularmos as a-coneXZSes em um modelo 

t.ransCormacional paramat.rizado por um espaço sdmét.rico. 

Sejam ent.Ko G, K, X, M e 11 como na seçikt (4.2). 



Vimos na int.rodução que as ~-conexões são definidas em 

"" <O> 
4.3.0 rijk <B> rijk <e> - "' T .. , <e> = z- ,, 

E9 [cata/ + 1-a 
8\.IajDôkl] = ""2 

com e e M, i,j,k • t, ... ,n e 

Ríemann.iana, a O-conexão, e 

4.3.1 

01 e IR, onde 

a.1 
J 

é wn t.ensor simét..rico de 3~ ordem. Ou ainda, 

101) (Q) 

"' = VAB - ~ T<A,B>, 

onde 

(0) 

r i.jk <e> 

<T<A,B>,C> = T<A,B,C>, A,B,C E xoo, 

e T é delinido por (4.3.1>. 

Para começar, observemos que para o 

considerado, {4.3.0) difere ela ínt.egral em (4.1.9), 

é a conexão 

caso aqui 

por .apenas 

mais um t.êrmo. Assim, de modo análoc;o à prova de que a mét.rica de 

Fisher é G-invariant.e, segue que as a-cone~es são G-invariant..es, 

ist.o á, 

' "'' Logo, é su:f'icient.e conhecer r .. ,<{ > onde { • aK = K é 
LJ 0 0 
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co) 

Po~m, em um espaço sin"'t.i·1co '9 A B • O, p&l"a A,B e 8 • 

• TC' M <veja [131, voUI, pc.230>. 
o 

Port..ant.o, 

--

ou 111eja1 

. - A~,C E 8 . 

4.3.2 

com. A,B,C e e. 

Temos que T it um t.ensol" invaJ"iant.e pela ação de G pois 

co> 
v .. coo 

v 

K-invariant.e. 

G-invariant.es. Em part.icuJ.aro, é 

Como T define um t..ensor simét.rico de 3~ ordem, por 

polarização 1 ~ suf'icl.ent.e enoont.ra%' 

4.3.3 PCA> • 

Assim, (4.3.3) wn polinOmio em A E s, de r;rau, 

K-invar1ant.e1 ou um poU.n6ndo lnvariant.e pelo srupo de \rleyl de 8. 

Mas, vimos na p:ropoaiqKo 9.9.1, que eatAII poHn6mi08 •6 ap~oem 

'lO 



nos casos em que e é do t..ipo AI, Ali, EIV. Port..anto,t..emos 

Teorema 4.3.4: o t..ensor T, dado por (4.3.1), de um modelo 

t..ransíormacion.al parametrizado por um espaço simét..rico M, ({IJ}{GM' 

é não nulo .apenas nos casos em que M for um dos espaços abaixo: 

Não-compact.o Compact.o 

AI SL<n,IR:>/SO(n) SU(n)/SO<n) 

* Ali SU <2n)/Sp(n) SU<2n)/Sp(n) 

EIV <e f > 
cS(-2cS)' ... 

<e f > 
cSC-78l 1 4 

Faremos agora o cMculo das a-conexões para ~ 1-1> 1: eM com 

M dado por AI e AII. O caso EIV decorre de uma álr;ebra de Lie 

execpciona.l e não será t.rat.ado aqui. 

1~ CASO: M = SL<n,IR)/SO(n). 

Ent.ão e é o conjunt.o das mat.rizes: reais de ordem n, 

simét.ricas e de t.raço zero. 

Vejamos ent.ão quem é (4.3.3). Vimos na seção (3.3), que 

0 conjunt.o dos polinômios invariant-es pelo grupo de Weyl de s, é 

gerado pelo polinômio simét.rico de grau 3 

4.3.6 

onde >... , ••• ,>... são aut.ovalores de A e n 2: 3, pois se n ""' Z ent.ão 

' " 
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O'•<A> • O. ,.,. ....... pr-.m....m.nt..~> O'• o polinômio invar-iant.• 

pelo ~rupo de \o'eyl de 8, cuja re=t.rição as matrizes dla,;onals A • 

• cliac.O.. , ... ~ ) 4 dado por <4.9.8). Po:r4m~> •• A r&o 4 diat;on.al, 
& n 

ou diaconalizamos A ou ent..&o o • <A> é 

polin6mio aar-aat.•:r-lat.iao de A. Podemos 

o aoeflcien'Le de À n-• 

escr&ve:r- O' (A) a.in:J=: • 

ou seja, 

Seja A • dlac-0-. ~>···,>.. ) oom t.r<A> • O. Ent.iW 
• n 

o - (À ... ••. + ). ,. 
& n 

• 1 ,.. +3 J ,.. >..+6 l >.. 
' JC:i " J \.<J <Jc L 

• t.l'CA"> + 3 1 ,.. ' 

• t.rCA
111> - S -~ >.." 

• ••• 

a <A> • 
i • --a-

J.i ).J + 6 a CA> • 

+ 6 oCA>, • 

>. j >.k 

no 

Assim, t.odo polln6mlo invariante pelo ~l'upo de \o'eyl de 

e~> de cr-au 9,. t6 da Corma 

po:r 

• P<A> - T t.:r<A >, T E IR. 

T<A,B,C) • dCA,B>,C>, A,B,C & e . 

. Seja S: s x 8 --o <mat.l'izes l'eais simét.:ricas> definida 

SCA,B> • r 
CAB+BA) 

2 • 



onde y = 

ist.o é, 

ort..ogonal 

e logo 

T 
2 

c 

z 
, c dado por (4.2.4). Ent.ão, 

Como 

de r 

C4. Z.4) 

<S<A,A>,A> 2 
=<yA,A> = • • r c t..r<A >, 

<S<A,A>,A> = P<A> = T<A,A,A). 

- -T e s são simét.ricos, T<A,B> 

CAB+BA> 
sobre 9, ou seja, 

2 

-T<A,B> = r 

= 

( AB+BA t.r<AB> 
2 n 

-i- T<A,B> 

AB+BA 
2 

I 

é ent.ão 

n ) 

a projeção 

No caso em que K age t.ra.nsit.ivament.e em X, wna expressão 

mais expllcit..a pode ser obt.ida da seguint.e maneira: 

Cica 

De acordo com (4.2.8) e pela proposiç~o 4.2.5, (4.3.2) 

T<A,B,C>t 
o -L Ãl<e,kx ) 

o 
Bl<e,kx ) 

o 
Õl<e,kx ) 

o 
l-lk (dk) ... 

Porém, para x e X f"ixado, À. é um element.o do dual de 
o • 

o 

9 e port..ant.o pode ser escrit..o por 
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À <A) - '"·" ) • o 
o 

com Ao • e rix.ado • ( I ) pl"""dut..o int.arno •m 8 dado poJ" (4.2.1). 

Coll8equent.ament.e,.T<A,B,C>( Cica 
o 

• I <Ad<k-1 >A,A
0

> <Ad<k-1 >B,A
0

) 

K 

o~ A,B,C • e, A f'ixado em 8. 
D 

Podemos ent,ão encont.:rar- a const.ant.e T para o polinômio 

P<A) I ("d ~ -•>A • >" c~-> 
• " -~ ""o l.lk ~ · 

Pé da Corma 

com QCA> • • <A,A > polinômio. 
o 

Ar;ora, K ace nos polin6mios por 

Seja 

CA,.B> • -Lr<AB> 

pr-odut.o int.erno em 8 e Cixemos wna base o:r-t.onormal. Um polinómio Q 

se esCJ:-eve como soma de rno-n6mios nas coordenadas em r-elaç.iio a base 

orot.onormal f'"i.wada No eapaqo do& polinômioa, def'lna <Q A > de t.al ' . 
f'orma que os monltmios f"ormem uma base ort.ono:rmal <veja pr;.66>. 

Est-e é um pi'Odut.o int.erno invar-iant.e pela açllío de K • nlio depende 

da base ort.onormal fixada. 



Neat..aa oondiqões, seja 

P 
1 
<A> • t.r<A 

8
) 

e P • T P
1 

com 

Temos que, 

T IP 12 
• (T P ,P > • <P,P> • <J kQ J-J Cdk>,P> • 

I 2::1 J k J 

o que nos~. 

Tomando Q<A> • <A,A
0
>8

, pode-se t.er, sem pe~ de 

cena:r-alidada, A dia,:onal e ent.iio 
o 

• loco 

<Q,P > • t.rCA 8
). 

l o 

t.rCA 
5> 

P<A> • __ o=-::­
IP ,. 

l 

• t.r<A >, 

Observemos que na expr-essão de P<A> o (mico t.êl'ma que 

depende do modelo t6 t.r<A
0 

8) <analo~tament.e A mét.rica de Fisher). 
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2~ CASO: M • stf<2n)/Sp<n>. 

Vimos na aeçSo <2.1) <pc.OO>, que neat.• caso 

8 - {[-~ 
D) C -' uma mat.r- t 2 nxn, 

C ; de t.raço zero "!!' D 4i 

Rermi t.lana} 
eo<n,C> 

Porém, t..eo:r-ema 2.15.7 de [21l nos d6. que o conjlD'lt.o dos 

polinómio&r invar-ian~s pelo crupo de \rleyl .. e, • uma r-&S~t..riçBO .ao 

oonjunt.o doa polin6mio11 invartant.ea pelo cr-upo de Weyl de e do 

caso !mt.e:rior <ist.o é, mat.rizes reais sirnét.ricas de t.:r-.aço zer-o). 

Assim, bast.a most.r-ar que se A,B E 8 enUio 

-- AB+BA 
2 

t.rCAB) I ) 
an "" 

t..arnb6m pa:rt.enca a s. Mas ist.o é um simples cãlculo. 

Os casos AI e Ali com.pact.os aecuem da dualidade descr-it.a 

no t.eorama 2.3.5. Por-t.ant.o, t.emos 

Teorema 4.3.6: As a-conextSes do modelo t.ranstor-macional .qt~CeM' M 

espaço ldmét.x-ico do t.ipo AI ou AIJ, .ao c'ac'ee por-

';) B • _ 01 ( AB+BA _ t.r-<AB> I ) 
A ~y 2 m m 

para m • n ou m • 2n roeapect.ivament,e e A.B ti: 8. 
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4.4.EXEMPU>S 

vAroioa axamploa modelo• 

t..ran&~f'or-maclonais, p~a com <• 

calcuJ.ar.moa explic:i. t.am.nt.e 

mod-los t.ransf'"ormacionais. 

Exemplo 4.4.1 <Modelo Von Mises-Fisher): um modelo 

t.ransCormacional do t.ipo .famiU.a exponenclal, oom o espaqo doll 

par-âmet.ros sendo a esfera <n-1>-dimensional, 

Sn-' • SOCn.) 
SO<n-1) I 

que t6 um espaço simét.rtco do t.tpo compact.o, BDI Ct.abala IV, 

pr;.47). Lot;o1 pelo t.eo:rema 4.9.41 o t..na:or T 6 nulo paz-a ast.a 

modelo, ist.o ~, t.odas as a-conexi5es: colncidem. 

Exemplo 4.4.2 <Modelo Hipaz-bol6ide): f! ~m um modelo elo t.ipo 

f"amilia exponencial, com o espaço dos paroAmet.ros dado acora pelo 

biperbol6ide wú.t.âr-io1 

gP • (x • (x , ••• ,X ) E ~-i X ) 0, X • X • 1>1 j p_..j p·U 

onde o produt-o escalar • é definido por x • y • x 

S0
0 

Cp,t> 

::: -;;s"'o"<p"'5' 

'l'l 

• 

t 
I y. 
p+< 



al"«umwí·at.o ant.a:r-io:r-, t.oc::lali: ~ a-oonaxtSa& coincidam. 

Maio!'&& det.alhas aobz.. Olil modelos doa •xamplolil (4.4.1> 

e C-4.4.2>, podem ser encont.rados em t5l. 

Exemplo 4.4.3: (Modelos Norw.aai&): Seja 9 • SLCn,R>, X • IRn, K • 

• SO<n> e J.l • NCO,t), normal com média zero e covar-iança 1, lst.o 

... 
• C2n)-rvz 

n ~n x E R , dx JD&dida de Lebescue em ...... 

-lx1 2n • • 

Sabemos que O at.ua em X por mult.tpllcação de mat.rtzes:, ação não 

t.ran:sit.tva, e K é compact.o maximal da G. Assim, t.emoa o modelo 

danomlroado aompoat.o 

CBarndorC€-Niêlsen [5]}, com D coclclo p, K-invariant.e, 

dado por 

p<c,x> • 
_,. . . -<lc xl - lxl )/2 • 

Ora, 0/k é wn espaço simét.rtco do t.ipo AI e, pelo t.eo:r-ema 4.3.4, 

as:t.e modelo t.am t.anso:r T não nulo. Vamos ent.ão ca.lcW.-lo. 

Pelos arr;ument.os expost.os na seçiio C-4.9), devemos ent.ão 

4.4.4 

com A E 8 <mat.rizes reais: nxn, aimét.:ricas da t.r~ zero>, 

18 



Ãl<e-,x> d •a;; 

Por-ém, 

Al(e,x> • ~ [- + <le-t.A xl
2 

- lxl•>jt.-0 

E -
1 d 

"""2 a;; 

• <Ax,x>. 

-t.A 
<o. 

-t.A 
x,o. x> lt.-0 

Assim, 

-lx1 2
/2 .. dx. 

Tomando coordenadas esf"éricas, t.emos 

P<A> • n/2 [(J 2 <2n> <Ax.x>" <2 >-.vz -lxl /2 
t(íi/2) o srr-f. n • 

r 

1 r • "r"'<n/2~'"'> 
a 

• rrt-t .,-r /2 dr dx, 

onde r :r-epresen~ a runç§o cama, 

r<m) • [ Xm-A -x • e dx , m e IR+, 

e Sr.-t denot.a a esf"era <n-1>-dimensional de raio r-. 
r 

Ar;ora, como SO(n) at.ua t.ransi:t.ivamen'Le 

4.4.5 

em 

é ent.ão, o polinômio K-invariant.e em e, de 3! t;rau, dado por 
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Assim, 

com 

t.r<A 
1> o • t.:rCA >, A • a, A 

o 

r <Ax,x>• 
Jsn-.t 

dx• 

• 

J Cn> 
• P<A> • r<IV2> 

& e, f"ixo. 

• t.r<A >. 

[ 
•n {1.3 ... Cn-2> -{ii/2, •a n ti imparo n-t -r-J<n>• I" & dr• 

r {n 1>! ~ln/2)-t .L o 2- 6o , se n • par 

Podemos calcular ainda IP
1
12

,t.omando para isso A • 

• diac<Z/3,-V"S,-t/310, ... ,0) E 8 e ent.So calculando a lnt.er;ral 

r X . .S ,..(dx) • 16, r X. 
2 

J~n \. JIRn \. 

nos dâ 

Po:rt..ant.o, 

• "; 

r <Ax,x>" "<dx>. 
J~~~:n 

1 • - --x 
3 • 

p<dx> • s, r x. 2 

JJRn l. 

16 
-9-

1 ">" -a x. , 

<n-2><n-t> 
• n 
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P<A> • 8 t.:r-<A 
8
). 

Ainda com JJ • N<O,t>, X • lh.r., vamos: t.omaJ" acor-a G • 

• GL<n,IR>. O • um t:rupo de Li• redut.lvel C.•Q&o U.S>, pe.40)1 com 

álr;ebra rlt- Ue r-edut.ivel 

gl<n,!R) • r;e:r(l > • 8l<n,JR>. 
n 

C' compact.o maximal de Q, a,;ora • K • OCn>, o srupo 

ort.ofjonal, • o espaço dos par-Amet.ros • M • BL<n,J:>/O<n>, anquant.o 

p, o ~!elo K-invariant.e, é dado por 

p<r; ,x> • I det.r; I 

Vamos ent.lk> calculai" C4.4.4> acora com 

A • A• A , A E ser<I ), A e el<n,IR>. • 2 ._ n z 

Assim, 

li<•,x> d t.A • ilt: JC• ,x> I t.•O 

d 
[lor; I det. ct.A I - -}-<le-t.A -ilt: 

d [1oc ldet.<ct.A• .,t.Az> 1 1 -at; -r 

- A, • vi , A • el<n,IR>, nos~: dlt n z 
t.A .. -

t.A <tst.o ., det. .. 2 - t). 

Lor;o, 
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com 

e 

e 

Aa:aim, 

Ã.l<e,x) • nv + <Ax,x) 

• nv + v lxl 2 + <A x,x> • 
• Ã l<a,x> + Ã I<e,x). • • 

PCA> • P<A ) + P<A ) + 8 r <A l(a,x))2 A l(a,x) 1-'(dx) + 
t. a JRn t. a 

+ s r 
Jll!~ 

P<A > • • 
n/2 • r _ _::Rc__.:'-'c_-= 

0

<n+:r z,s 
nn r<nn>" 

2 
z-n-t .-r /2 m-

Por out.:ro lado, ut.ilizando coordenadas est'"éz-icas, t.emos 

,• 
• r<n?2> 

• 

I <A x,x> 
sn-s z 

T 

r Ã l<e,.x) <Ã l<e,x))2 1-'(dx) • j 12n f. Z 

~· r 

Porim, como OCn> at.ua t.ranait.ivament.e 
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polinômios K-invar-iant..aa •m 

r-espect.ivament.e, a ent.So 

Por-'Lant.o, 

onde 

'"· z. 10) 
dx • 

... • 

• l"n-A .-:r /2 dr, 

sendo est.a 6lt.ima 1nt.er;ral calculada de modo análoco A I <n>. 
' 

t;rupo das t.r-ansf"ormaçt)es af'lns G • OL<n,IR> 
n X IR com o produt.o 

definido por-

Est.e crupo at.ua em IR:n por 

n <c,a>x • cx+a, x e IR , <c,a> E e. 
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A ident.ideode em O • (J ,O> • o eJ.a.mant.o ir.var-ao 
n 

4 G/K. 

-l -1 -1 
<~,a> • <c ,-~ a>. 

Se K • O<n> X <0), K f'ixa p, o espaço dos par-Amet.r-os: 

d<c,a>tJ 
ai' <x> • lclet.c I 

l 
• NCa,cc >. 

encont.l'ar- uma axpl'essão para o 'Lensol'. 

Exemplo 4.4.6: Vamos t.ornar acora G1 • SL<n~> at.uando em X • sn-1
• 

Temos que K • SO(n), o compact.o maximal cont.ido em 'i, a'Lua. 

..,_.. n-j 

t..ranzd:U.vament,e em S e S ident.iClca-se a\ K/11 onde, 

B • <A & SOCn>; A • [ ~ ~ ], B E SOCn-t>>, 

é um sub~::rupo f"echado de K ident.if"icado com SO<n-1). 

fechado de K, exist. uma única p:N»babiltdade 1-1, em IV'H, invar:lant,e 

pela aç&o de K. Em Sn-a est.a medida 4t a medida de Labest;ue 

Seja ent-5<> modelo 

Temos que o oociclo p • dado por 

-1 n-1 
pCr;,x> • lc xl, ~ e SL<n,IR>, x e S . 

Par-a ver- 1ato, t.omemosr pr-imeir-o h • dia,:<). , ..• ,>. > & SL<n,JR> 
' n 

• 
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x • •, • <t,O, ... ,O> 5 Sn-s. Como J.l ~ uma f'"orma vol\.UJle • he, • 

• >..,e,, p<h,e.s) -' o det.erminant,e da t.z.arasf'"c.:.·~ que h induz no 

T Sn-a 
•, • <<O,x: , ... ,x )). Port.anU>, z n 

p<h,l! > • A. •• .A. • X _, • I h_, I! I. 
t z n .t ' 

Tomemos -cora, n t..rianr;ular- superior com 1 em t.oda di~onal. Pelo 

mesmo r-acd.oclnio <na • • , det.n • 1>., 

' ' 
verifloa-aa que p<n,e > • t. 

' 
Para c 4i SL<n,R') qualquer, usamos a deoomposdQão de 

Iwasawa de SL<n.,IR>: c se escreve de maneir-a Ílnica como c • khn. com 

lc. E socn>, h dia,:onal com ent.:r-adas posit,ivas e n t.l'tancuJ.ar. 

111Uperiol' com t em t.oda diaconal. 

-· Escl'evendo en~ c • khn t..emos., 

• p(h-1,ne> pCn-s.,e> • p<h-',e> • lhe I • 
j .. j .. 

Fi.nalm&nt.e., ae x • ke .s par-a al«:um k E K., 

-· -· _, -li. p<c~ • p<k c,•,> p<k ,•.> • p<k ,., ... > • 

1 -·-·· • (k r:> e, • I -• I I -• r: ke, • r: xl. 

Acora, o cAlculo do polinômio ser.é f"eiUl pela int.er;ral 
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Temos, 

~ d [lor; lle-t.A 
xll] t.=O Al<e,x) a 

dt. 

= 
<Ax,x> 

<x,x> • 

e 

P<A) I ~ . ,.,<dx> = <AJ<e,x» 
sn-f. 

= - I <Ax,x>a dx. 
sn-1 

Ainda nest.e exemplo, t.roquemos pela Gras:manniana 

Gr (n) dos subespaços bi-dimensionais do !Rn. Da mesma íorrna, K 
2 

at..ua t.:ransit.ivament..e em Gr <n>, 
z 

de:finindo uma 

K-invariant.e em Gr <n>. Agora, 
2 

para g e SL<n,IR> 

Gr (n), o cociclo é dado por 
z 

probabilidade 

.. X = ger<u,v} 

) (n -• n' 11 -• 11' < -1 -.s. >'>'/' p<g,x = g u g v - g u,g v 

-· E Ir: xl, 

e 

onde lger{u,v>l é a norma induzida no produt.o ext..erior A2 lRn dada 

por 

lu,....vl
2 

= det. ( 
<u,v> 

<u,v> ) 
ftvU

2 

A mesma coisa é possivel fazer em qualquer Grasmanniana 

Gr k (n>, k ::5 n. 

Q6 



Est.ss modelos adm.i t.cm ainda mais uma generalizaç~o; 

Seja 
n lf (k , ... ,k ) 

' r 
o conjunt.o dos f"lags em com 

k < ... <k :5n. Um ílag k 1 ••• ,k de subespaços de IR:" é uma sequª'ncia 
1 r 1 r 

de subespaços V :I c ... c 

;;;; (fn(k)). 

v ' r 
com dim V. 

' 

SL<n,!R) at..ua em lfn(k , ... ,k ) 
1 r 

por 

= k. 
' 

<por 

g<V c: ... c: V ) - <gV c ... c: gV >. 
:l r :l r 

exemplo Gr Jc (n) = 

A rest.rição dest..a ação à K - SO<n> é t..ransit.iva, definindo uma 

probabilidade K-invariant.e em lFn<k , ... ,k ). 
1 r 
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5.PROPRIEDADES GEOMÉTRICAS 

Faremos a~ora um es~udo da geometria da conexão 

AB+BA 
2 

A,B e g = T t M , M a: SL(n,IR>/SO(n). 
o 

t.rCAB> 
I ' n n 

Em <5.1> encont.ramos subva:riedades t.ot.alment.e ~eodésicas:. Em (5.2) 

pr-ovamos que 9 não é complet.a. Em (5.3) calculamos o t.ensor 

curvat.ura e suas diferenciais. Em <5.4) most.ramos: que V não é 

compat.ivel com mét.rica alguma. Em <5.5) verificamos que o t.ensor 

de Ricci é nulo. Po:I' fim, em (5.6) demonst.ramos: que V não é 

projet.ivarnent.e equivalente a uma conexão flat., nem a um espaço 

localment.e simét.rico a!'im. 

5.1.SUBVARIEDADES TOTALMENTE GEODÉSICAS 

Seja N • <z: e Mj { é dia~onaD. Ent.ão {Ã~<{>, ... ,Ãn<e>} 

com Ãi.<~> mat.riz diagonal de t.r-.aço zero.. forma uma base para TtN. 

Proposição 5.1.1: N é urna s:ubvariedade t.ot.alment.e geodésica, ist.o 
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é, v { 

Prova: Seja e E N. Ent.ão e • h{ com h mat.riz diag-onal. o 

Como 'I é G-invariant.e <observação após 4.3.1>, t.emos que 

C2. 2. !:H 

• 

(2. 2. 3} 

• "Ã ,. >Ã.<e >. 
i .. o J o 

Por-ém, s:e A e B s:ão mat.:rizes diagonais de t.:r-aço zer-o, 

t. -::."'.::<A=B.::> 
- I ' n n 

t.ambém é dia~onal de t.raço zero. 

se 

Log-o, 'V'Ã (~')Ã.<e> é diagonal de t..r.aço zer-o, ist..o é, 
i .. J 

- - -A.C{>,A.({) E T,..N ent..ao 
' J ' • 

A pr-oposição 5.1.1, nos dá ainda out.ros exemplos de 

subva:riedades: t.ot.abnent.e g-eodésicas. 

. 
Sabemos que as rai2es de sl<n,IR) relativas à 1), 

subál~ebr-a de Cart.an !"armada pelas mat.rizes diagonais de t.r-aço 

zero, s3o dadas por 
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o::: <H~E .. - E ) = 
1.\ kk 

t.r<HE - HE ) 
\.\. kk ~ 

para cada i ;o! k, i~k = t, ... ,n, onde E\.k é a mat.riz nxn cuja 

ik-ésima ent.rada é 1 e t.odas as out.ras ent.radas são zero. 

Proposição 5.1.2: Seja V o ke:rnel de uma raiz. Ent.ão V é uma 

subvariedade t.ot.alment.e ~eodésica. 

Prova: Temos que 

V = <H o::: diag<a , ... ,a > e 'E); a. - ak = O>, 
' n ' 

é um subespaço vet.orial de h. Assim, o espaço t.an"ent.e à V em 

qualquer pont.o pode ser ident.if'icado à V. Pela proposição 5.t.t, 

se H 1 ~H 2 e V ent.ão VH H
2 

e 't). Por out.ro lado~ é :fácil ver que, a 

• 
i-ésima ent.rada menos a k-ésima ent.rada de 

é zero. Port.ant.o, v8 H
2 

E V . 

• 

= H H • z 

t.r<H H > 
• 2 

n 
I , 

n 

Logo~ V é uma subvariedade t.ot.alment.e geodésica. 
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- -5.2.CONEXAO NAO-COMPLETA 

Uma conexão af"im 'V em uma variedade diferenciável M é 

di La complet.a, quando Lo da geodésica de M, ext.ende-se 

indeflnidament.e, ist.o é, se a: I ----+ M é uma geodésica ent.ão I • 

• 111. 

Pela proposição 6.1..2, t.emos que o subespaço gerado pela 

diag{t,t,-2> é uma subvariedade t.ot.alment.e ~;"eodésica 

uni-dimensional. Vamos ent.ão most.rar- que a conexão não é complet.a 

nes:t..e subespaço. 

Temos que a equação das geodésicas é uma equação 

diferencial de 22" ordem, uni-dimensional, dada por 

+ r ( :~] 
2 

- o, r const.ant.e, 

cuja solução pode ser colocada na forma 

a(t.) • log<1+at), a const.ant.e. 

Assim, 01 não pode sei' ext.endida inde:finidament.e e por-t.:ant.o. a 

conexão não é complet.a em dimensão 3. 

Par-a dimensão n é só fazer analogia ao caso ant.erior, 

ut.ilizando o subespaço gerado pela mat.ríz diag<t, ... ,t,t-n} <n-1 

primei:r-as ent.radas iguais à 1>, que é uma subvar-iedade t.ot.alment.e 
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t;eodé:s:ica (int.er-s:eção de ker-nel de raizes:). 

5.3.0 TENSOR CURVATURA E SUAS DIFERENCIAIS 

Dada wna variedade diferenciável M com urna conexão afim 

'V, um t.ens:or do t.ipo (r,s) é urna aplicação 

T: X<M> X • • • X X<M> ~ X<M> X • . • X X<M>, 
r vezes s vezes 

que é linear em cada X<M> considerado como um módulo sobre C
00

<M>. 

A di:ferencial covariant.e de T, 71', é um t.ens:or do t.ipo 

definido por 

C'7T><A , ... ,A ,A> • <'VAT><A , ... ,A ) • 
1. r I. r 

' • 'VA<T<A , ... ,A )) - \ T<A , ... ,VAA. , ... ,A >, 
1. r .L.. s 1. r 

1. =1 

para A , ... ,A ,A e X<M>. . ' 

(r+1,s:> 

A segunda diferencial covariant.e de T 1 TT • 1;7('71'), é ent.ão um 

t.ensor do t.ipo (r+2,s) dado por 

crT><A , ... ,A ,A,B> • ('VB('V'T))(A , ... ,A ,A>, 
t r 1 r 

A , ... ,A ,A,B E X<M>. • • 
Em ~eral, a m-ésima diferencial covariant.e, é definida 
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m-l 
indut..ivament.e por 9(''V T). 

O objet.ivo dest.a seção é calcular o t.ens:or de curvat.ura, 

t.ensor do t.ipo <3,D, 

Como, 

t.emos que 

• ABC+ACB+BCA+CBA 
4 

BAC+BCA+ACB+CAB 
4 

t.r<BC> A _ 
n 

t.I'<ABC+ACB) 
2n 1r/ 

t.r<AC) B _ t.r<BAC+BCA> 
2n 

1
n' n 

[A ,BJC+C[A ,BJ 
• 2 

t.r([A,BJC) 
I ' n n 

R<A,B,C> • 
1 
n 

(t.r<AC) B - t.r(BC> A + t.r([A,BJC) I ) -
n 

[A,BJC 
4 

- C[A,Bl. 

Se roes:t..ringirmos R a subvar-iedade t.ot.alment.e geodésica 

das mat.:r-izes diagonais de M, ent.ão 

R<A,B,C> • 
1 

(t.r<AC) B - t.r<BC> A>. 
n 
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Seja 

T:Sx ... x 
' r- vezes 

"' s --. C <M), 

o t.ensor do t.ipo <r,O) definido por 

T <A , ... ,A ) • t.r<A ... A ). 
r i r i r 

Temos que, T (A) • t.r(A) • O e, V r ~ 2, • 

e 

nos: dá 

C'VT )(A , ... ,A ,A ) • 'VA CT <A , ... ,A )) -
ri rr+1 r1 r , .. 

' 
- '\ T <A , ... ,'VA A_ , ... ,A ) . . L r 1 t. r 

t.=:l r+:l 

Mas, 

'VA CT <A ,. ... ,A )) -= A t.r(A ... A ) a O 
r:l r r+:l :lr 

Ni 

T <A , ... ,VA A_ , ... ,A ) ""' 
r :1. t. r 

t.r(A •.• A_ <VA A. >A . ...__ ... A > • 
:1. "L.-:1. t. t.. :o. r 

N1 

:.:~ t..r-<A ... A. CA_ A 
:l t.-:l t. r+:l 

1 
n 

, .. 
t.:r-CA.A > I >A •.. A ) • 

t. r+:l n t.+:l r 

• t.r<A ... AA ) -
1 t.:rCA.A ) t..r<A ... A. A. ...A ) • 

1. r+:l .:l t.-.:l t.+.:l r :l r r+:l n 

• T <A ,. ... ,A ) -
r+.:l i r+.i. 

1 
n 

T <A. ,A ) 
z \. r+:l 

.T CA , ... ,.A. ,.A. , ... ,A ) • 
r-.:l .:l t.-i t.+.:l r 

=- T <A ,. ... ,A > -
r+i i. r+:L 

1 .<T <> T ) 
2 r-:1. n 

<A. ,A ,.A , ... ,A. ,A_ , ... ,A >, 
1. r+:l :l 1.-1 u·:l r 
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CV'l' )(A , ... ,A ,.A ) .. - r T (A , ... ,A ) + 
r :1. rr+:l. r+l:l r+:l 

+ - 1
- f <T 6l> T ><A. ,A ,A , ... ,A. ,A_ , ... ,A ). 

n ifl 2 r-:1. 1.. r+:l :1. L-:1. t.+:l r 

Consideremos aso:ra o t.ensor- <r+1,1) s:eguint.e 

S<A , ... ,A ,A ) • T <A , ... ,A ) A 
:1. r r+l r :1. r r-t:t 

Proposição 5.3.1: V A , ... ,A ,A ,A e 8, 
- :1. r r+l r-tZ 

Prova: 

CVS><A , ... ,A ,A ) • <'VT ){A , ... ,A ,A ) A . 
:1. r-tl r+z r :1. r r+Z r+l 

<'VS><A , ... ,A ,A ) • 'QA <S<A , ... ,A )) 
:1. r-+:1. r+2 :1. r+l 

r+2 

r +i 

- \' S<A , ... ,'VA A. , ... ,A ) f...:t \.r+l 
= T <A , ... ,A > 

r ' r i. =:1 r-t2 

r 
- \ T <A , ... /VA A. , ... ,A ) 

. [.. r :1 1. r 
t.=:l r+2 

A r•• 
- T <A , ... ,A ) 

r < r 

A 
r+< 

A 
r+< -

• ('lA T ><A , ... ,A ) A • ('ii'T )(A , •.. ,A ,A ) A . • 
r :1 r r+:l. r :1. rr+Z r+:l. 

r+Z 

Ut-ilizando est.es dois últ.imos t.ensores, podemos ent..ão 

reescrever R por 

5.3.Z R<A,B,C> • 
1 
n 

CT CA,C> B - T CB,C> A>. 
2 2 

e, pela proposição 5.3.1, calcular-mos suas di:ferenciais 
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5.3.3 CV'R><A,B,C,D> • 
1 

f('VT ><A,C,D> B - C'VT ><B,C,D> Al 
2 2 n 

. - 2 
CT CA,C,D) B - T <B,C,D> A>, • • n 

<~R>CA,B,C,D,E> • -
2 
n 

f<71' ><A,C,D,E> B - C'i/T ><B,C,D,E> Al =-• . 
6 { 1 • -- T <A,C,D,E> - - 3 fT <A,E> T <C,D> 
n " n z z 

+ T
2

<C,E> T
2

CA,D>J} B ~ {T CB,C,D,E> 
n • 

+ T <D,E) T <A,C> + 
2 2 

1 
-

3 
fT CB,E> T <C,D> + 

n 2 2 

+ T <D,E> T <B,C> + T <C,E> T
2
CB,D>l} A, 

2 2 2 

e assim sucessivament-e. Lo~o, 

Corolário 5.3.4: 'VmR e ger<A,B>, V m e IN, onde V'
0

R = RCA,B,C>. 

5.4.CONExAO NÃO-COMPATÍVEL COM MÉTRICA ALGUMA 

Seja <M,g> uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma 

conexão afim 'V é compat.ivel ~ ~ mét.rica ~~ quando 

V A,B,C E< X<M>. 

Proposição 5.4.1: '\1 não é comp.at.ivel com mét.rica alguma. 
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Prova: Sabemos que, par-a uma conexão compat.ivel com uma mét.r-ica 

dada, a álg:ebra de Lie do grupo de holonomia em um pont.o da 

variedade, é uma subálgebra de So(n). Por out.ro lado, t.al álgebra 

de Lie é gerada por 

m <"' R)CA,B,C , ... ,C ), A,B,C , ... ,C , m = 0,1,2, ... 
i. m i. m 

m 
Assim, vamos mostrar que para algum m, "' R é um element.o de gl<s>, 

não-múlt.iplo da ident.idade, que não per-t.ence a SO(n). 

Temos que, por <5.3.2), pa:I'a A,B,C,D e s, 

<RCA,B,C),D> = 1 
n 

lt.rCAC>t.r-CBD> - t.r<BC)t.rCAD>l 

:::. <C,R<A,B,D>>, 

ist.o é, R<A,B) E so(n). 

Por out.ro lado, V A,B,C,D,E e s, CS.S.S> nos dá 

e 

<CVR><A,B,C,D),E) a 

<<"7R><A,B,E,D>,C> = 

• 

2 
n 

2 
n 

2 
n 

<t.r<BCD> A - t.r<ACD> B,E> 

[t.r(BCD> t.r(AE> - t.r(ACD> t.rCBE>l 

[t.rCBED> t.rCAC> - t.r<AED> t.r<BC>l. 

Assim, t.omando A,B,C,D,E sat.isf".azendo t.r<BC) -= t.r<BE> = 

• O, DB • A, t.emos 

<<VR>CA,B,C,D>,E> = 
2 
n 

t.r<DBC> t.r<AE> • 

• <<VR><A,B,E,D>,C>, 
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t.r<AC> t.:roCAE> 



ou seja, (V'R)CA,B,C) é um operador de S aut.o-adjunt.o, como 

quer-iamos demonst.rar. • 

5.5.0 TENSOR DE RICCI 

O t.ensor de Ricci de uma var-iedade di:ferenciável M é o 

t.ensor do t.ipo (2,0) de:finido por-

Ric<A,B> • t.r-aço da aplicação C --+ R<A,B,C>, A,B,C E X<M>. 

Assim, se A,B,C e s, a alpicação C ~ R<A,B,C) é um 

element.o de gl<s>, t.endo port.ant.o, t.raço zero. 

Log:o, Ric = O. 

5.6.EQUIVALENCIA PROJETIVA 

Sejam 'V e V duas conexões afins de uma variedade 

diferenciável M. Dizemos que V é pl"ojet.ivament.e equivalent.e a '\/, 

quando exist.e uma 1-:for-ma p em M t.al que 

5.6.1 VAB .. VAB + p<A>B + p<B>A V A,B e X<M>. 
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Em t.êrmos de ~eodésic.as, ist.o sir;nifica. dizer ent.ão que 

conexões pr-ojet.ivament.e equivalent.es possuem as mesmas: g-eodésicas. 

Para o nosso caso, pela proposição 3.12, pg.B9 de [20l, 

basta considerarmos uma 1-forma invariante à direit.a <<R >* p = p, 
9 

<R ) • dual de R ), pois ent.ão p é diferenciável, p(A) é uma !"unção 
9 9 

constante em G = SL<n,l}D, log-o em M = SL<n,IR>/SOCn>, para cada A 

campo invar-iant..e .à direit.a. e dp(A,B> • -p(fA,BD. 

Suponhamos então que exi:s:t.a uma 1-fol"ma p invariant.e à 

direita satisfazendo <5.6.1>. 

Vamos: most.ra:r- que para A,B,C,D mat.rizes diagonais de 

t.:raço zero 

~~ 

('ilR.)CA,B,C,D) ~ O, 

is:t..o é, 'V não é projet..iva.ment.e equivalent.e a uma conedo :flat., nem 

a um espaço localment.e s:imét.rico afim. 

Temos que 
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e 

Assim, 

~ 

R<A,B,C) • R<A,B,C> + [pCV'8 C> + p<B>p<C>lA - [p('V A C> + p<A>p<C>JB 

1 
• [p(llB C> + p(B)p{C) - I} t.r(BC)JA -

1 
t.r-(AC>JB, 

n 

que é obviament.e dií'er-ent.e de zero. 

Por-ém, 

Agora, 

• <VDR><A,B,C> + [p('VQ' A C> + p<'VDA>p<C> + p<'\1 A 'V'0 C> + 
D 

+ p<A>p<llDC>JB - [p(llll 
8

c> + p(llDB)p(C> + 
D 

+ pC'VBQDC> + p{B>p<9'
0

C>1A. 
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- -Port.ant.o, como R,V'R e c;-er<A,B), 

<Víb<A,B,C,D) 1111 C .. ) A + <...> B + p<R<A,B,C>> D, 

que t.&mbém é diíerent.e de zero. 
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