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INTRODUGAO

A motivagao para este trabalho foi o estudo de ends de grupos e pares de
grupos, cohomologia relativa de grupos, grupos e pares de dualidade.

Com o estudo de cohomologia relativa de grupos definimos um novo in-
variante algébrico denotado por E(G,S, M), onde G é um grupo, § é uma familia de
subgrupos de G de indice infinito e M é um Z,G-médulo, que de certa forma generaliza
os invariantes ends ja existentes. Essa defini¢do surgiu em colaboragao com Erminia L.
C. Fanti (ver [1}).

O objetivo deste trabalho é estudar o invariante E(G, S, M) principalmente
nos casos em que G e § satisfazem certas propriedades de dualidade e no caso em que
G se decompde sobre certos subgrupos. Também estudaremos a relagio deste invariante
com dois dos invariantes ends ja existentes, a saber, ¢(G) e e(G,S), § subgrupo de G.

O end clissico e(G) foi definido por Freudenthal [12], Hopf [13] e Specker

[27] e se G € um grupo infinito entao
(@) =1+ dim 7, HY(G; Z,G). (0.1)

O invariante end (G, S) foi definido por Houghton [14] e Scott [24] e nao
tem uma férmula cohomolégica do tipo (0.1) no caso em que [G : S] = oo, S subgrupo
néo trivial de G.

Nosso propdsito inicial era chegar a uma caracterizagao de (G, S) em ter-
mos de cohomologia relativa de grupos. Com isto surgiu a defini¢io de nosso invariante
E(G, S8, M) fazendo assim com que nos dedicdssemos a seu estudo.

No capitulo I fazemos uma revisiao dos principais resultados sobre {cojhomo-
logia de grupos, dualidade e suas interpretages topolégicas.

No capitulo II definimos o invariante E(G,S5,M) para G um grupo,
S = {8;, ¢ € I} uma familia de subgrupos de G e M um Z,G-médulo, a saber,



E(G,8,M)=1+dim z Ker res§. (0.2)

onde res§ : HY(G; M) — HHI(S,-;M) é a aplicacdo restrigao.

Neste capitl;lec;lr estudamos este invariante no caso em que § = {§} ¢ M =
Z,(G/S). Por simplicidade, denotamos E(G, S, Z,(G/S)) por E(G,S).

Em (I1.1) damos uma caracterizagao de E(G,S) em termos de derivagoes e
derivagoes principa.is,. a saber,

Der(G, S, Z,{(G/5)) =1+ dim HYG, S, Zy(G/5))
* P(G, S,Z,(G/S)) 2 Z,(G[S)5

e computamos F(G,S) num caso especifico usando esta caracterizagio.

E(G,S)=1+dim z

(0.3)

Em (I1.2) estudamos E(G, S) no caso em que G e S satisfazem certas pro-
priedades de dualidade. Um resultado interessante é que se (G, S) é um D™par com
[G : 8] = oo entéo E(G,S) =1 (ver (11.2.3)). Esteresultado "generaliza” o fato quese G é
um D"-grupo com n > 1 entdo ¢(G) = 1. Neste pardgrafo usamos os isomorfismos de dua-
lidade para computar E(G, §) em alguns casos especiais e decidir se um par grupo (G, S) é
ou nio de dualidade. Por exemplo, usando nosso invariante podemos concluir que (G, S) =
(< s>*<t> < sts"1"1 =) ndo é isomorfo & (G’,H).= (< s>*<t><1>) pois
E(G,8)=1 e E(G,H)= co. Como (G,S) é um PD? par, concluimos que (G, H) nio
é um PD%par. '

No parigrafo (I1.3) estudamos as relagdes existentes entre E(IG', S) e os ends
e(G) e e((,S). Neste pardgrafo recordamos as defini¢bes destes ends, suas propriedades
principais e a relacdo com ends de espacos topoldgicos. Sob certas hipdteses estes invari-
antes ends podem assumir apenas os valores 1, 2 ou 0. Isto é verdadeiro para E(G, S)
com hipéteses mais restritivas como mostra (I1.3.9).

Usando (0.1) e a definicdo de F(G, S) temos que
HYG,{1};Z,G)

P(G A1} Z,G)

Como E(G, S) = 1+dim g, I;((C:G:;’é?((g//g)))

que E(G,S5) = ¢(G,S) e obter um férmula similar para €(G,S). Mas isto € falso em

e(G) = e(G,{1}) = E(G,{1}) = 1 + dim 2,

Nossa esperanga €ra provar

geral. O que vale é que E(G,S) < ¢(G,S5) (ver (I1.3.12}) e em alguns casos especiais,
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por exemplo no caso em que S € normal em G, esses invariantes coincidem. A igualdade
porém nem sempre € valida. Ha exemplos em que e(G, S) é infinito ao passo que E(G, S)
¢ finito. _

No 1ltimo pardgrafo do capitulo Il nds damos uma interpretagio de E(G, S)
em termos de pares Eilemberg-MacLane. Esta interpretacio é vélida para e(G,S) nos
casos em que E(G,S) = ¢(G, 5).

Parte dos resultados do capitulo II foram conseguidos com a colaboragao
de Erminia L. C. Fanti (ver [1]). A relagio de E(G,S, M) no caso em que § = {5} e
M = IndSPS onde PS é o conjunto das partes de S, com o invariante end &(G, S)
definido por Kropholler e Roller [19] foi estudado por ela e encontra-se em [9].

No capitulo III deste trabalho estudamos o invariante algébrico F(G, S, M)
para & uma familia qualquer de subgrupos de indice infinito em G ¢ M um Z;G-médulo
qualquer. ‘ |

Em (III.1) estudamos o funtor H*(—, —; —) para provar que E(G,S, M) é
um invariante em uma determinada categoria.

~ Quando os grupos de cohomologia H(G; M) H(S; M) e HYG,5;M)
tém dimenséo finita, temos uma interpretacio de E{G, S, M) em termos de "caracteristica
de Euler Parcial” (ver (II1.1.4)), que nos foi sugerida pelo Prof. Alejandro Adem. Usando
esta interpretagdo, nés veremos um exemplo de calculo de F(G, S, Z3) no caso em que G
se decompde na forma G = Gy *r Gy ou G = Gi*1y e 8§ = {G1,G2} ou S = {G}
respectivamente.

Em (I11.2) estudamos as propriedades de E(G, S8, M) e relacionamos com de-
rivagoes e derivagdes principais. Usando estas propriedades fazemos algumas computagdes
de E(G,S, M).

No pardgrafo (I11.3}, demonstramos algumas propriedades bésicas sobre
D*-pares e estudamos o invariante E(G,8,M) neste caso, generalizando o resultado
(I1.2.3). Um resultado interessante (Iver (I11.3.5)) é que se {G,S) é um D™-par,
S={S8,1=1,...,r} com [G: 5] = 00 entdo S; # §; para i # j e S; nio
é normal em G para ¢ =1,...,r. Demonstramos também neste parigrafo outros resul-

tados interessantes em alguns célculos do invariante F(G,S, M).
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Em (II1.4) estudamos o invariante E(G,S,Z;G) denotado por E(G,S).
Este invariante estd intimamente relacionado com o end ¢{(G) e com a teoria de de-
composigio de grupos. Veremos que E(G,S) < ¢(G) para qualquer par grupo (G, S)
com |G : §] = 00, § € § e a desigualdade estrita, no caso em que G ¢é finitamente
gerado, somente pode ocorrer quando G se decompde sobre um subgrupo finito. Um tipo
de decomposicio de um grupe G que serd importante neste paragrafo ¢ a decomposicio
adaptada a uma familia S de subgrupos de G. O invariante E(G,S) mede exatamente
quando uma decomposic¢io de G é adaptada (ver (111.4.17) e (111.4.18)), o mesmo nio

ocorrendo com ¢(G).

v



CAPITULO I

(Co)Homologia de Grupos e Dualidade

Neste capitulo faremos uma breve revisio de alguns resultados basicos da te-
oria de cohomologia de grupos, grupos e pares de dualidade, que serdo de grande utilidade
nos proximos capitulos.

Esta revisgo tem como objetivo propiciar ao leitor uma melhor compreensao
de nosso trabalho.

Quase todos os resultados serdo enunciados sem demonstragao. Apenas
demonstraremos aqui resultados conhecidos que ndo encontramos demonstrados nas re-
feréncias.

Usualmente a (co)homologia de um grupo G é definida sobre o anel dos
inteiros Z, com coeficientes em um Z(G-médulo, mas pode ser definida analogamente
sobre qualquer anel R com coeficientes em um RG-médulo. Neste trabalho apresentamos
esta teoria usando, por conveniéncia, o corpo Z, = {0, 1} de dois elementos, mas usaremos
sempre que necessario a (co)homologia definida sobre Z.

J4 a teoria de grupos de dualidade serd apresentada sobre um anel R, onde -
R =Z ou R = Z,, especificando cada um quando for o caso.

Em todo este trabalho denotaremos Homgz,, Homz, ¢, Qz,, 7, € dimz,,

respectivamente, por Hom, Homg, ®, Qg € dim.
I.1- Homologia e Cohomologia de Grupos

Neste parigrafo faremos uma revisdo da teoria de {co}homologia de grupos.



Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [5] e [20].

Vamos introduzir o conceito de (co)homologia de um grupo G com coefici-
entes em um Z,G-médulo M, via resolugdes projetivas de Z; sobre Z,G.

Apresentamos uma interpretagio da 1-ésima cohomologia de G com coe-
ficientes em M em termos de derivagbes e derivagbes principais, e uma interpretagio

topoldgica dos grupos de (co)homologia em termos de complexos K(G,1).

(I.1.1) Seja Z,G, o Z;-mbdulo livre gerado pelos elementos de um grupo
G.

Se a € Z,G entdo podemos escrever a unicamente na forma a = ) _r,g

; g€G
onde ry € Z; e g € G, com r, = 0 para quase todo g.

Temos entio,
DoTeg+ D se9 = 3 (rs +85)g.
geG 9€G 9€G

Podemos também definir em Z;G uma operagio multiplicacio da seguinte

. forma: .
" . ZQG X Z2G — ZQG
(nggs 2399) - (Ef'gg)(zsgg) = Zigg
geG geG g€C p€G gEG
onde ¢, = Z TzSy.

Ty=g
Isto faz de Z,G um anel com unidade 1 = le, onde e é 0 elemento neutro

de G, chamado anel grupo de G sobre Z,. O elemento 1g € Z,G sera denotado por g.

Em todo este trabalho, a menos que afirmemos o contrdrio, trabalharemos
na categoria dos Z,G-mddulos unitirios a esquerda M.

Se M é um Z,G-mddulo temos naturalmente definida uma acio de G em
M, a saber, gom = lg.m. Temos também que M é um Z,;- médulo com a seguinte
estrutura 0.m = 0 e l.m = le.m. Assim, todo elemento de M tem ordem 2, isto é,
m+m = lem+ lem = (le + le).m = ({1 4 1)e).m = 0.m = 0. Logo, m = —m, para
todom € M.

Dizemos que M é um Z,;G-mddulo trivial se g.m = m para todo ¢ € G e

meM.



Dai, se a = Y _ r g € Z,G, temos
geG

am= Y (rgg)m= (3 r,).m.

9€G gEG

Em particular, Z; € um ch-médulo trivial para todo grupo G. De fato,
se Z, tem uma estrutura de Z,G-moédulo, a a¢do induzida de G em Z, é trivial, pols

Auf(ZQ) = {Ed}.

(1.1.2) Observagao: Se a € Z,G entdo « pode ser escrito unicamente na

forma: @ = 1¢; +...4 1gx com g; # g; para todo 1 # j.

(1.1.3) Se M é um Z,G-médulo & esquerda podemos definir em M uma
acdo i direita da seguinte forma m * ¢ = ¢"'m. Logo M tem também uma estrutura de
Z,G-médulo i direita e dai podemos definir o produto tensorial M ®g N.

Mais geralmente, se S é um subgrupo de G, vamos denotar por Res$M o
Z,S5-médulo obtido por restrigio de escalares de G 4 S, isto é, se ¢ : Z,5 — Z,G denota
a inclusdo entio s.m = i(s)m, para todo m € M. Dai podemos fazer o produto tensorial
M ®g N para qualquer S subgrupo de G.

Se S = {e} podemos colocar em M ® N uma estrutura de Z;G- médulo
com a G-acdo diagonal, isto é g.(m®n) =gmQgn,paratodoge G, meMen € N.

A passagem de médulos a esquerda para mddulos 3 direita acima € conveni-
ente mas pode tornar- se confusa quando por exemplo M admite naturalmente estruturas
4 esquerda e a direita, como por exemplo o Z,G-bimédulo Z,G. Neste caso, a menos que
especifiquemos o contrario trabalbaremos com a estrutura natural a direita e ndo com a
definida acima.

Na verdade, usaremos a estrutura definida acima na definigdo dos grupos
de homologia de G, abaixo.

Sejam agora M e N dois Z,;G-médulos & esquerda. Temos entdo o grupo
abekano Homgs(M, N), para qualquer S subgrupo de G.

Se § = {e}, podemos colocar em Hom(M, N) uma estrutura de Z,G-
médulo com G-agdo diagonal, isto é, se f € Hom(M,N) entdo (¢.f)(m) = ¢f(g™'m).



Esta estrutura sera bastante utilizada neste trabalho.

Uma resolugio projetiva de Z, sobre Z,G é uma sequéncia exata de Z,G-
modulos

i P B R 5 s RAFRSZ,50
na qual cada F; é projetivo. '

Denotaremos uma resolucio projetiva de Z, sobre Z;G por F -5+ Z,, onde

F é o complexo de cadejas --- — F, - F,,_.; — --- = Fg = 0,

(1.1.4) Definigao: Sejam G um grupo, M um Z,G-mddulo e F = Z,
uma resolugéo projetiva de Z, sobre Z;G. O n-ésimo grupo de homologia de G com

coeficientes em M € definido por
H,(G;M)=H,(F®gM) para todon € Z.

Da mesma forma, o n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes
em M ¢ definido por

H™G: M) = H"(Homg(F,M))  para todo n € Z.

(1.1.5) Observagao:

(i) A definicio anterior nio depende da resolugio projetiva F — Z,, de
Z, sobre Z,G. Isto decorre de [5,1.7.5].

(ii) Uma resolugdo projetiva de bastante importancia, pois facilita muitos
calculos na teoria de horﬁologia e cohomologia é a resolugio bar (normalizada).

Em resumo, se F' — Z, é a resolucéo bar temos que F, é o Z,-médulo livre

gerado pelos simbolos [g1 [ g2 | ... [ gn), com g: € G, gi# e, e

"

g g2 ..l gl =2 (~1)dilg1 | ... ga], onde

=0
gi1lg2 | ... | 9] - ' set=0
d{[91|---|gn]= [91|---|9£-1|9;g.-+1!genl---lgn] se 0 <t<n
[g0 |- | gna] se1=mn



Temos Fy gerado pelo simbolo [ ]. Log.o. Fy ~ Z,G e identificamos [ ] com
1=1le€Z,Gee([])=c(l)=1€ Z,.

Neste caso, denotaremos o complexo de cadeias F' ®g M por C,(G,M) eo
complexo de cocadeias Homg(F, M) por C*(G,M). _

Um elemento de Homg(F,,M) = C"(G, M) pode ser visto como uma
funcio f: G — M (identificando [¢; | ... | gu] = (g1,--.,94)), com f(g1,.-.,9s) = 0 se
algum dos gis é trivial, e o operador cobordo, § : C*~}(G, M) —» C*(G, M) é dado por

(6f)(gla" s Gn) = S1f(ga,s--- yGn) = f(glg2="'agn) + -0 (_l)nf(glv-- }gn—l)'

Se n = 0 entdo G™ é por convengio um conjunto com um unico elemento,
de modo que, C°(G, M) ~ M.

Usando a resolucdo bar podemos interpretar H'(G; M) em termos de de-
rivagbes e derivagdes principais.

Sejam

Der(G,M)={f:G— M| f(zy) = zf{y) + f(z),Vz,y € G}
e P(G, M) = {d, € Der(G,M),m € M | du(g) = gm + m,Vg € G}

Entao temos;

(1.1.6) Proposicao: Se G € um grupo e M um Z,G-mddulo, entdo

Der(G, M _
'(Gs) = St .
(1.1.7} Podemos ver H. ¢ H* como funtores de duas varidveis G' e M.
Seja D a categoria cujos objetos sio os pares (G, M) onde G é um grupo
e M é um Z,G-mddulo e cujbs morfismos sdo aplicages (a, f) : (G, M) — (L, N) onde
a : G — L € um homomorfismo de grupos e f" : M — N é uma aplicagio satisfazendo
flg.m) = alg).f(m).

Nestas condigoes, temos induzido um homomorfismo

(e, fla: HA(G; M) = H.(L;N).

3



Para ver isto, tomamos resolucbes projetivas F — Z, e P —» Z, de Z;
sobre Z,G e Z,L vespectivamente e 7 : F — P uma aplicagao compativel com q, isto €,
7(g9z) = a(g)7(z), paratodog € Gez € F. Daitemos 71® f : FQec M — P@. N e
T Q f induz (e, f).. Portanto H, é um funtor covariante em D.

Considere agora D' a categoria cujos objetos sao 0s mesmos de D, mas um
morfismo é uma aplicagio (e, f) : (G,M) — (L,N) com & : G — L homomorfismo e
f: N — M satisfazendo f(a{g).n) = g.f(n).

Entao temos induzida uma. aplicagéo
(o, f)" : H(L,N) —» H(G, M).

De fato, considerando 7, P, e F como acima, temos que {a, f)* é induzida
da aplicagdo de cocadeia Hom(7, f) : Homy(P,N) — Homg(F, M).

Deste modo H* é um funtor contravariante na categoria D'

Sejam
MC={geGlgm=mVgeGle
Meg=Z;80¢M~M/Aonde A=< gm-~m,g € G,me€ M >,

(I.1.8) Teorema: Sejam G um grupo e M um Z,G-médulo.
(i) Erxistem isomorfismos naturais Ho(G; M) ~ Mg e HY(G; M) = MC.

(ii) Para qualquer sequéncia ezata curta
0-MLHMBM S0

de Z,G-modulos e qualguer inteiro n, ezisterm homomorfismos nalurais

O: Hy(G; M"Y = Hy1(G; M) e §: HNG, M) — H“+1(G; M) tais que as sequéncias

B HA(G M) S oG M) S oy (GiM) B Hoa (G M) —
o HYG M) S BN G M) B HY G MY S B G My S

sao exatas. : ]

O préximo lema relaciona a (co)homologia de G sobre Z com coeficientes em

um ZG-médulo com a (co)homologia de G sobre Z; com coeficientes em um Z;G-médulo.

6
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(I.1.9) Lema: Sejam G um grupo ¢ M um Z,G-mddulo. FEntéo a
(co)homologia de G sobre Z, com coeficientes em M € isomorfa a (co)homologia de G

sobre Z com coeficientes em M (visto como ZG- médulo).

Demonstracao: Se F -5 Z é uma resolucio projetiva de Z sobre ZG
entao P = F @7 Z; sy Z, é uma resolucdo projetiva de Z; sobre Z,G.

E ficil ver que '

() FRga M ~PQe M

(b) Homzg(F, M) = Homg(P, M)

Daf o resultado segue de (a) e (b} usando a defini¢io de (co}homologia. O

(1.1.10) Finalizando este parédgrafo, vamos ver uma interpretagao topoldgica
de H, e H* em termos de complexos K(G,1).

Um CW-complexo X é chamado complexo de Eilemberg-MacLane do tipo
K(G,1) (ou simplesmente K{G,1)) se

(i) X é conexo

(ii) m(X) =G

(iii) O recobrimento universal ¥ de X é contréctil. _

Da teoria de homotopia segue que a condigio (iii) pode ser substituida pela
condi¢ao

(iii)’ m;(X) =0 para i > 2.

E fato conhecido que dado um grupo G existe um complexo K(G,1) asso-
ciado & G [26,8.1).

Como os grupos de {co)homologia sobre Z tem uma interpretagao topoldgica
em termos de complexos K(G,1) entdo, por (1.1.9), os grupos de (co)homologia sobre Z,
também tém esta interpretacio. ' ] '

De fato, dado um ZG-médulo M, podemos construir o sistema de coeficien-
tes locais M associado a M, para o K(G, 1) (cf.[33,1V.4]). Se M é um ZG-médulo trivial

entdio M = M. Como todo Z,G-médulo é um ZG-mdédulo temos o seguinte resultado:



(1.1.11) Teorema: Seja G um grupo e M um Z,G-mddulo. entéo
 HJ(G:M) = H,(K(G,1);M) e
H*(G; M) H*(K(G,1; M)

H

onde a {co)homologia de complezos € tomada com coeficientes locais.
Em particular, se M € um Z,G-mddulo trivial, temos H.(G; M) =
H(K(G,1); M) ¢ HY(G; M) = H"(K(G,1); M). | D

1.2 - Mdédulos Induzidos e Coinduzidos

Neste paragrafo recordaremos as definigdes e algumas propriedades dos Z,G-
moédulos Ind§ M e Coind$ M que serdo de grande importancia nos capitulos subsequentes.

Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [5].

(1.2.1) Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um Z,S-médulo.
Temos que a multiplicagio em G faz de Z,G' um Z,G-bimddulo (em particular um
Z25-bimddulo).

Escrevemos

IndM = Z,G®sM
ComdiM = Homs(Z,G,M)

A estrutura de ZoG-médulo em IndEM ¢é tal que g.(z ® m) = gz @ m para
todo g € G € x ® m um gerador de Z,G Qs M.

Em CoindGM temos a seguinte estrutura: se f : Z,G — M pertence a
Co-a'ndkcg’YM entdo (g.f)(z) = f(zg) para todo g € G.

Seja g @M = {g@m :m € M}. Dai g® M e M sao isomorfos como grupos
abelianos e e @ M é Z,S5-isomorfo a M. Denotaremos ¢ @ M por gM. -

Temos entao

(1.2.2) Proposicio: Seja E um conjunto de representantes para as classes
& esquerda gS com e € G representando a classe S. Entéo o Z;G-médulo Ind3M contém

M como um Z3S-submédulo e além disso,



(i) Ind$M ~ P M
geE
(ii) CoindZM ~ [ gM u]
9€E

Considere o conjunto quociente G/S = {gS | g € G} e seja Z3(G/S) o
Z>-médulo livre gerado por G/S.

Temos que Z,(G/S) é um Z,G-médulo. De fato basta definirmos a acio
nos geradores g.(zS)} = gz S e estendermos por linearidade a Z,{G/S).

Vejamos agora um resultado que sera bastante itil neste trabalho.

Denotaremos o conjugado de S em G, ¢Sg~1, por 59.

(I.2.3) Proposigao:
(i) Se N ¢ um Z,G-mddulo entdo

Ind§ResSN ~ Z,(G/S)® N

onde G atua diagonalmente no produte tensorial.
(ii) Sejam S e T subgrupos de G ¢ E um conjunto de representantes para

as classes duplas SgT". Para qualguer Z,;T-modulo M, existe um Z,G-isomorfismo

ResSIndsM ~ @1 ndﬁnTgResgf]T,gM (Férmula de Mackey)
132

Em particular, se T € normal em G, existe um Z,T-isomorfismo
ResSIndSM = (P oM
g€E

“onde E é um conjunto de representantes para as classes gT'. O

(1.2.4) Existe um mergulho natural de Ind$M em Coind§ M, a saber:
¢ : Ind§M - CoindSM
gem — @(g@m)= gpo(m)
onde o : M — Coind§ M é definida por
hm sehe€§

wo(m)(h) = { 0 sehgs



€ um Z,G-monomorfismo, e temos o seguinte resultado.

(1.2.5) Proposicao: Se [G: 5] < oo entido a aplicagéo ¢ definida acima ¢
Z,G-isomorfismo ¢ daf temos Inds M ~ Coindg M. D

Um fato importante da teoria de (co)homologia de grupos é a relagéo entre a
(co)homologia de um grupo G e de um subgrupo S. Esta rela¢io € fornecida pelo seguinte

resultado bastante conhecido.

(1.2.6) Proposigao (Lema de Shapiro): Sejam S um éubgrupo de G eM
um Z,8-médulo. Fnido

() H.(S; M) ~ H,(G; Ind§ M)

(il) H(G; M) ~ H*(G; CoindS M) i

(1.2.7) Observagao:

(i) O isomorfismo de Shapiro H*(S; M) =~ H*(G; Coind% M) pode ser visto
explicitamente da seguinte forma:

Sejam a : § — G a inclusdo e 7 : CoindM — M o Z,5-homomorfismo
definido por 7(f) = f(1), para todo f € CoindiM e 1 identificado com a unidade
l.e e Z,G. |

Do fato de = ser Z;5-homomorfismo, temos que 7{a(s).f) = sx(f). Por-

tanto, por (1.1.7), temos a aplicagao induzida
(a,7)" : H(G;Coind§ M) — H* (5, M)

que ¢ exatamente o isomorfismo de Shapiro (ii).

Analogamente, se cons_idera,rmos o ZyS-monomorfismo ¢ : M — IndSM
definido .por i(m) =1 @ m, temos que (o, ). é o isomorfismo de Shapiro (i).

(i) Se M ¢é um Z;G-médulo, temos por (L2.3)(1) que
_ Inngeng ~ Z,(G]S)Q M.

Podemos provar um resultado parecido para o Coind% ResgM, isto é,

Coind§ Res§ M ~ Hom(Z,(G/S), M)
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De fato, basta definirmos o ZéG-isoinorﬁsmo,
b : Homs(Z,G,M) — Hom(Zy(G/S), M)
f = é(f)
onde ¢(f)(z5) = zf(z7") e
¢t : Hom(Z(G/S),M) — Hemgs(Z,G,M)
- e
onde §73(f)(z) = 2f(2718).
A agdo em Hom(Z3(G/S), M) é a agéo diagonal dada em (1.1.3).

Podemos entéo reenunciar o lema de Shapiro da seguinte maneira:

(I1.2.8) Proposigaoe: Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um
Z.G-médulo. Entdo

(i) H.(S; M) ~ H(G;Z:(G/S) ® M)

(ii) H*(S; M) ~ H*(G; Hom(Z,(G/S), M)). | al

Finalizando este paragrafo, vamos demonstrar dois lemas ([5, exerc. II1.5.2
e J11.5.4]) que nao encontramos demonstrados nas referéncias, mas serao utilizados com

bastante frequencia nos proximos capitulos. Para isto necessitamos do seguinte resultado.

(1.2.9) Proposicio: Seja N um Z,G-mddulo tal que N = EHM; (como
i€l
grupo abeliano). Suponhamos que a agdo de G em N permute transitivamente 0s soman-

dos (no sentido de que eriste uma a¢do.de G em I tal que gM; = M, ). Sejam M um
dos somandos M; € S C G o grupo de isotropia de i. Entio M é um Z,G-mddulo e
N~ IndSM. ) 0

(1.2.10) Lema: Se M ¢ um Z,5-mddulo ¢ N é um Z,G- médulo entdo

temos 0 LyG-isomorfismo
N @ IndgM ~ Ind$(ResSN @ M)

onde o produto tensorial da direita tem S-a¢do diagonal € 0 da esquerda a G-agdo diagonal.

11



Demonst ragao: Seja F um conjunto de representantes para as classes ¢5.

Podemos supor que ¢ € E. Por (1.2.2) temos

Ind3M ~ P gM.
g9EE
Logo N ® Ind3M ~ N ® (P gM) = (N @ gM).
JEE gEE

Considerando E como um conjunto de indices temos que N ® Ind$M é um

Z>G-médulo cujo grupo abeliano subjacente é uma soma direta B(N ® gM).
gEE
Além disso a agio diagonal de G em N ® Ind§M permuta os somandos

transitivamente.

De fato,
h(N@gM)=hN @hgM = NQ hgM,Vh € G,

pois N é um Z,G-médulo.

G atua em E da seguinte maneira: se z € F e ¢ € G entdo g.x =y € F tal
que gz8 = y5.

Esta acéo € transitiva, isto é, se = € E entao a orbita de z, G(z), é igual a
E, pois G(z) = {g9.z | ¢ € G} C E e reciprocamente se y € F temos y = (yz~1).z com
ye~le G

Consideremos o somando ¥V Q@ e. M =N @ M.

Seja G, o subgrupo de isotropia do elemento € € E. Entéo

Ge = {geGlge=e}={g€G|g5=S5]}
= {geG|lgeS}=S.

Dai, as hipéteses de (1.2.9) sao satisfeitas e assim temos que N @ M &€ um

Z3S-médulo (com S-agdo diagonal) e
N @ IndSM ~ Ind§(Resy @ M),

pois como N é Z,G-médulo estamos considerando N no lado direito como Z3;5-modulo

por restricdo de escalares. m|
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(1.2.11) Lema: Se G € um grupo, S um subgrupo de G com [G : §] = oo,
entdo (Ind2 M)® = 0 para qualguer Z,S-médulo M.

Demonstragio: Seja E um conjunto de representantes para as classes g5,
g € E. Logo
IndM = PgM. (por (122)) : | (*)

geE
Seja @ € (IndfM)® com o # 0. Entdo ga = a, Vg € G. Temos que

a = Y gm onde gm sio quase todos nulos. Por simplicidade vamos escrever
gEE
a=gimi+ ...+ gimionde gm; € gM e gm; £0,Vi=1,... k.

Como ga = « temos que

gorm1 + ...+ gge-mi = gima + ...+ gemi, Vg € G (%)

Afirmagao: Se I = {gim,...,gxmy} entdo gl =1, Vg € G.
De fato, a aplicacdo
¢, : IndGM — IndiM
gimi = gg:m;
é isomorfismo com inversa Py
Além disso, Vi, 1 < ¢ < k, temos que 7,1 < 7 < k, tal que gg;m; = g;m,.
Isto segue do fato que gg;m; # gg;m;, Vi # j, pois ¢, ¢ injetora e g;m; #
g;m;. Se ggim; # g;m;, ¥V 1 < 5 <k, terfamos,\ como a soma € direta em (*%), que
ggim; = 0, o que nos da gim; = 0 que é um absurdo,
Logo ¢4(I) C I e como I é finito e ¢, € injetora temos ¢ (I) = I, isto é,
gl=1
Considere agora o conjunto X = {¢;, 1 =1,...,k}.
Podemos. definir uma agdo de G em X da seguinte forma:
GxX % X
(9,9:5) — 995 |
1 esta bem definida f)ois se ;5 € X entdo gg:5 € X.
De fato, considere g;m; € I. Entdo gg;m; € I e temos gg;m; = gm;ele

9;9 € X. Logo (¢7'gg:)m; = e.m; # 0.

13



Se g7'ggi # S entdo g;'ggi.S = xS para algum z # e em E. Logo
zM NeM # {0} o que é um absurdo pois a soma. () é direta. Dai g¢:5 = ¢;5 € X.
A acio de G em X é transitiva. De fato se ¢;.§ € X, G(¢:5) =
{99:5 | g € G} = X, pois se g;5 € X temos g;5 = (g;9; )i X € G(g:5)-
E conhecido que existe uma correspondéncia biunivoca G(g,5) = G/G,,s
onde Ggls ¢ o subgrupo de isotropia de ¢; 5.
Mas Gps={9€ G| g5 =¢S5} = nggl = 591, Logo X = G/S§9,
Além disso o automorfismo
¢ : G - G
9 = v(g)=g:199;"
leva S isomorficamente em 59,
Temos portanto definida uma bijegio
G/s & G/s
95 = @(g)S".
Como X ¢ finito, temos que G/S é finito o que é um absurdo. Logo
Va € (IndM)® temos a = 0. D

1.3 - Homologia e Cohomologia Relativa

O conceito de (co)homologla relativa para um grupo G' e uma famﬂla § =
{S: ] € I} de subgrupos de G foi mtrodumdo por Bieri e Eckmann em [4).

Faremos aqui uma breve revisao deste conceito e de alguns resultados que
serio de grande importancia no desenvolvimento de nosso trabalho. Recordamos também
a definicdo de cohomologia relativa H*(G, 5; M), S subgrupo de G, devida a Ribes [22] e
provaremos que esta definigio é equivalente a de Bieri-Eckmann no caso em que § = {5}.
No final do parigrafo apresentaremos uma mterpretagao topologlca da (co)homologia
relativa em termos de pares Eilemberg-MacLane.

Nas referéncias, a teoria de (co)homologia relativa estd definida sobre o anel

Z com coeficientes em um ZG-mddulo. Mas, como em 1.1, usaremos por conveniéncia, o
corpo Z, e Z,G-médulos M.
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(1.3.1) Um par grupo (G,S) consiste de um grupo G e uma familia § =
{Si }i € §} de subgrupos de G nao necessariamente distintos.
Denotaremos por Z;(G/S) o Z,-mddulo livre gerado pelas classes ¢S;, no

qual G atual por multiplicagio a esquerda. Dai
Z,(G[S) = B Z(G/S) =P IndiZ,.
te] - i€l

Sejae : Zo(G/S) — Z; a aplicagdo aumentagao usual, que leva cada gerador

gSi em 1 € Z,. Denotaremos por A o niicleo de . Temos entéo,

(1.3.2) Defini¢io: Sejarn (G, SV um par grupo, § = {S, | € I} ‘e M um
Z,G-médulo. Os grupos de (co)homologia relativa para (G,8) com coeficientes em
M sdo definidos, para todo k € Z, por _

| HNGSM) = HEY(GsHom(A, M))
Hk(G,S;M) = Hk_l(G;A®ﬁ.{)

onde ds___agﬁt_:s de G em Hom(/_\,M'j e AQ® M sao G-agoes diagonas.

(1.3.3) Observagao: _

(1) Segue da defini¢io que Hk(G S; M’) H.(G,§;M)=0se k<0.

(ii) Se & = .0, por convengdo,  temos __Hk(G, ;M) = HYNG;M) e
Hy(G,0;, M) = Hy(G, M). I

E conveniente escrever, para qualquer familia § = {5; |1 € I}, de subgi‘ﬁpos
de G, | _ _
Hy(S; M) = @Hk(S;;M) e HYS;M)=T[H*S:; M).

ief el
onde M é um Z,;S-mdédulo, isto é, um Z,5; modulo para todo 1 € I. Se M é um

Z;G—modulo entdo M é um Z,8-médulo por restrlgoes ‘

- O préximo. resultado & particularmente util em todo este trabalho.

(1.3.4) Proposu_;am Sejam (G, 8) um par grupo e M um Z,G- mddulo

entdo temos as segumtes sequenczas exatas Iongas
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(i) -+ = HKG; M) ™3 HK(S; M) —» HMY(G,8; M) 5 H¥ (G, M) —
(ii) --- = Hia(G; M) 5 Hi 1 (G, S M) — Hi (S M) H (G5 M) —

que sdo naturais no Z,G-mddulo M e no par grupo (G, S). a

A defini¢io de cohomologia relativa para um par grupo (G, §), S um sub-
grupo de G, foi dada por Ribes em [22] usando o conceito de funtor derivado.

Seja M um Z,G-moédulo e considere o grupo abeliano
Der(G,5,M) = {f € Der(G,M) | fis = 0}

E ficil ver que Der(G, S, —) é um funtor covariante exato & esquerda, da
cé:tegor{ét dos Z,G-médulos & esquerda na categoria dos grupos abelianos.

Seja 0 —» M — Py — P, — .- uma resolugio injetiva de M (isto é uma
sequéncia exata de Z,G- médulos P que sdo injetivos para todq t > 0).

Entdo temos o complexo de cocadelas:
D:0— Der(G, 8, Ry) — Der(G,8,P) — -

(1.3.5) Definigao: Se G ¢ um grupo, S um subgrupo de G ¢ M um
Z,G-médulo entio o
HY(G, 8 M) = H¥(D) = k-ésimo funtor derivado de Der(G, S, M).

(1.3.6) Observagao |

Homs(Z,G, M)
P
(i) SejaT'(M) = Homa(Z2G. M)’ or

é isomorfo a I'(—) como funtores na categoria dos Z,G-mddulos a esquerda.

[22, lemal.1] temos que Der(G, S, —)

Logo, o k-ésimo funtor derivado de Der(G, S, M) coincide, a menos de iso-
morfismo, com o k-ésimo funtor derivado de T'(M).

Dai ]

HNG,§; M) = HYG;T(M)).

(ii) Temos qﬁe

HYG,S;M)=H(G;T'(M))=0

HYG,5;M) = Der(G,5 M) pela exatidio & esquerda do funtor
Der{G, S, -). |
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Vamos demonstrar agora que (1.3.2), para § consistindo de um tnico sub-
grupo S de G, é equivalente a (1.3.5). Nio encontramos esta demonstragio na bibliografia

pesquisada.

(1.3.7) Proposicao: Sejam G um grupo, S um subgrupo de G ¢ M um
Z,G-mddulo. Entdo

H*G,{S}; M)~ H*(G,5; M) paratodo k€ Z.

Demonstragio: Por (1.3.6)(i) temos que H¥(G, §; M) = H*Y(G;T(M)).
Seja A = Ker e, €:Z2(G/S) — Z; a aplicagio aumentagio. Para provar-
mos a proposicao basta provarmos que I'(M) é Z,G-isomorfo & Hom(A,M).

Consideremos o seguinte diagrama

0— Homg(Z,G,M) =%  Homg(Z,G,M) 5  T(M) -0 (1)
¢ (I 1¢

0= Hom(ZpM) 5 Hom(Zy(G/S),M) 5 Hom(A,M) -0 (2

A sequéncia (1) é claramente exata.

A sequéncia (2) € induzida da sequéncia exata
0— A5 ZyG/S) S Zy — 0.

Do fato de Hom(—, M) ser exato & esquerda segue que £” é injetivaeIm * =
Ker ¢*. Como Z; é Z,-projetivo, temos que i tem inversa a esquerda ([15,1.5.10]) e dai ¢~
€ sobrejetora. Consequentemente a sequéncia (2} é exata.

Além disso p,x,1" e ¢* sdo todas Z,G- homomorfismos.

A aplicacio ¢ é o ZyG-1somorfismo definido em (1.2.7)(ii) e a aplicagéo 1 é
o Z,(G-isomorfismo canonico

Y : Homg(ZG,M) — Hom(Z,, M)
[ = v()

onde (£)(1) = f(Le).
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E facil provar com calculos elementares que o diagrama (I) é comutativo.

Consequentemente podemos definir
p I'(M) — Hom(A,M)
u=p(h) - (i*0¢)(h)
de modo que pop=i*o0¢d

Pelo lema dos cinco ([20,p.14]) temos que  é Z,G-isomorfismo, 0 que nos

dé o resultado desejado. 0

O préximo lema relaciona a cohomologia relativa definida sobre Z com a

(co)homologia relativa definida sobre Z,.

(1.3.8) Lema: Sejam (G,8) um par grupo e M um Z,G-médulo. Entio a
(co)homologia relativa definida sobre Z com coeficientes em M (visto como ZG-médulo)

€ isomorfa @ {co)homologia relativa definida sobre Z, com coeficientes em M.

Demonstragao: Sejam Az o nicleo de &5 : Z(G/S) —» Z e Az, o nicleo
de ¢5 : Z3(G/8) ~ Zy, onde €, € &7 530 as aumentagdes usuais.

Prova-se facilmente os seguintes Z(G-isomorfismos

(a) Az @7 2, = B,

(b) Homz(Az, M)~ Hom(Az, , M).

(c)Az @z M~Az QM.

Dal, aplicando a defini¢do de (co)homologia relativa e (1.1.9) temos o resul-

tado desejado. 0

Finalizando este parigrafo vamos ver uma interpretacido topoldgica da
(co)homologia relativa no caso especial em que (G, S) € realizado topologicamente por

um par Filemberg-MacLane.

(1.3.9) Um par grupe (G,S), § = {5; | 1 € I} é realizado topologica-
mente por um par Eilemberg-MacLane (X,Y) = K{G,8,1) se
(i) X é um K(G,1)-complezo celular.
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(i1) Y € um subcomplezo cujas componentesY;,i € I, sdo K(S;,1)-complexos
(isto significa que 7,(Y;) — 7(X) induzida pela inclusio Y; C X € injetiva e aplica m,(Y;)

sobre S; C G, depois de uma conveniente escolha de caminhos conectando ponios bases).

O seguinte resultado, devido a Bieri-Eckmann [4], foi demonstrado para a
(co)homologia relativa de grupos definida sobre Z. Mas, por (1.3.8), vale também para a
(co)homologia relativa definida sobre Z,.

Temos entao

(I1.3.10) Teorema: Sejam (X,Y) um par Eidemberg-MacLane K(G,S,1),
e M um Z,G-médulo. Entao as sequéncias exatas longas para o par (G, S) € para o par
(X,Y), esta ultima tomada com coeficientes locais, sdo isomorfes. Mais precisamente,

temos. os seguintes diagramas comutativos (a menos de sinal como indicado),

v Hil(YIM) = H(XM) = H(X, Y M) = Hy (Y M) — -
l L (-1 l l
cor = Hi(8; M) — H (G M) = Hi(G,8; M) = Hi (S M) — -

. — HYG,8; M) —» HYG; M)y — HYS; M) - HMYG,S; M) — - -

L= L1 !
oo HNX, Y, M) = HHX; M) — HE(Y M) - HHUX, Y, M) — -

com as aplicagées verticais sendo todas isomorfismos. O
1.4 - Grupos e Pares de Dualidade

Nosso objetivo neste paragrafo é introduzir alguns conceitos relacionados
com condi¢des de finitude sobre ¢, definir grupos e pares de dualidade e enunciar al-
guns resultados importantes desta teoria. No final do pardgrafo apresentamos uma inter-
pretagio geométrica para estes grupos.

As definigdes e resultados aqui apresentados podem ser encontrados em

[2)[4] e [6]-
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No paragrafo 1 definimos o conceito de (co)homologia usando o corpo Z,
mas como dissemos esta defini¢io € similar 4 definigdo usando o anel] Z dos inteiros, apenas
trocando Z por Z,.

Por conveniéncia, neste paragrafo, R denotara o anel Z dos inteiros ou o

corpo Z, e especificaremos cada um deles quando for o caso.

(1.4.1) Definigao: Seja G um grupo. Dizemos que G ¢ do tipo FP,

sobre R se existe uma resolugdo projetiva parcial de R sobre RG de comprimento finito
Fob-wF -5 >R R-0 (4.1)

onde cada F; € finitamente gerado como RG-mdédulo. _

Se ezxiste tal resolu¢do parcial para todo n € IN dizemos que G € do tipo
.FPOO sobre R. Quando, além de F P, sobre R, existir uma resolugdo projetiva de R
sobre RG de comprimento finito, entdo G € dito ser de tipo FP sobre R.

(I.4.2) Observagao:

(i) Se G é do tipo FP (FP,) sobre Z entdo G é do tipo FP (FP,) sobre
Z;. De fato, se B = Z na definigdo acima e aplicarmos o funtor Z; @7 — em (4.1)
entao obtemos uma Z,G resolugio projetiva de Z, com cada F; sendo Z,G-projetivo €

finitamente gerado (cf.(1.1.9)). Por conveniéncia, gquando dissermos que G € do tipo FP

(F'P,) estaremos pensando em F'P (FP,) sobre Z,.

(11) Todo grupo G € do tipo F'P, sobre R e G € do tipo F P sobre Rsee

somente se (7 ¢ finitamente gerado.

(I.4.83) Exemplo: Se X é uma variedade compacta de dimensdo n ( pos-

sivelmente com bordo) que é um K(G,1) entio G é do tipo FP.

Um resultado bastante utilizado neste trabalho que envolve grupos de tipo

FFP,, n=0,1 éo seguinte:

(I.4.4) Lema: Se G € um grupo do tipo FP, paran =0 ou n=1 ¢

20



{M;:}ier € uma familia de Z,G-mddulos, entdo

H“(G;@Mg) = @Hn(G; M,)

i€l iel 0
E claro que, em vista de (I.4.2)(ii), o lema é sempre vélido para n = 0.

(I.4.5) Deﬁniga’i.o: Seja G um grupo. Definimos a dimensdo coho-

moldgica de G sobre R, denotada por cdpG, como
cdpG = sup {n | H"(G; M) # 0 para algum RG-modulo M},

Analogamente, definimos a dimenséo homolégica de G sobre R, denotada

por hdp(G, como

hdrG = sup {n'| H.(G; M) # 0 para algum RG-médulo M}.

(I1.4.8) Observagao:
(i) Sempre que estivermos nos referindo a dimensio (co)homoldgica de G

sobre Z, usaremos a notagdo hdG (cdG).

(11) Se cdzG < n entdo ¢dG < n. Isto é demonstrado observando que todo

Z,G-mbdulo M pode ser visto como um ZG-médulo e usando {1.1.9).

(iii} Se G é um grupo que possui um subgrupo § com [G : §] < oo e
edpS < oo dizemos que G tem dimensio cohomolégica virtual finita sobre K e denotamos

por vedpG < oo.

Vejamos alguns resultados sobre dimensio (co)homoldgica de um grupo G.

(1.4.7) Teorema: Sejam G um grupo € S um subgrupo de G. FEntéo o
seguinte ocorre:

(i) hdrG £ cdrG, hdgpS < hdgrG € cdpS < cdpG.

(1) Se [G: §] < o e cdpG < & entdo cdrS = cdpG.
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(iii) Se [G: S] < o0 € hdrG < 0o entdo hdpS = hdgG. 0

(I1.4.8) Definigao: Dizemos que um grupo G tem R-torgao se eziste um
subgrupo finito de G cuja ordem nio € invertivel em R, isto €, se n € a ordem do subgrupo

entdo n.l ndo € invertivel onde 1 € a unidade de R.

(1.4.9) Teorema: Sejam G um grupo e § um subgrupo de G. Entdo temos

(1) Se hdrG (ou cdpG) € finita, entdo G ndo tem R -torgdo.

(i1) cdrG = 0 se e somente se G € um grupo finito sem R-torgdo (isto €,
| G| € uma unidade em R}.

(iii) Se [G : S] < oo € G nio tem R-tor¢io entio cdpG = cdpS e hdrG =
hdgS. | O

(1.4.10) Exemplo: Se S € um subgrupo finito de G entdo cdS = 0se | S| é
impar e ¢dS = oo se | § | é par. Em qualquer um dos casos ¢dz S = oo. Logo ¢dzG = oo,
por (1.4.7}(i).

O seguinte resultado sera bastante util no parigrafo 3 do capitulo 2 e pode
_ser encontrado em [2] ou [11] . Nestas referéncias este resultado é enunciado utilizando-se

um corpo K qualquer. Aqui enunciaremos para K = Z;.

(I1.4.11) Teorema: Seje G um grupo e n um inteiro positivo. Suponhamos
que G tem as seguintes propriedades

(i) cdG éﬁnéta,

(ii) G ¢é do tipo FP,,

(ili) H¥(G;Z,G) =0 para todo 0 < k <n—1,

(iv) H™(G, Z,G) coniém um subespaco G-invariante ndo triviel de dimensdo
finita sobre Z,.

Entdo cdG =n, daiG éde tipo FP ¢ H™" (G, ZyG) ~ Z, como Za-mddulo.

O

Faremos agora um apanhado {que esta longe de ser completo) da teoria de
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grupos de dualidade.

O estudo de grupos de dualidade e de dualidade de Poincaré foi iniciado
por Johnson e Wall (16} e Bieri-Eckmann [3]. Pares de dualidade foram introduzidos por
Bieri-Eckmann [4].

(1.4.12) Definicao: Um grupo G € dito ser um grupo de dualidade de

dimensio n sobre R se eziste um RG-mddulo é direita C e isomorfismos naturais
HYNG M) ~ H,_4(G,C @r M)

para todo k € Z ¢ todo RG-mddulo M, com G atuando diagonalmenie no produto tenso-

rial.

O RG-modulo a direita C' é chamado modulo dualizante de G.

Se C ~ R entdo G é chamado grupo de dualidade de Poincaré orientdvel
se a acdo de GG em R é trivial e nao orientavel caso contrdrio. Se R = Z; os grupos de
dualidade de Poincaré sio todos orientiveis pois a a¢io de G em Z, é sempre trivial.

E provado facilmente o seguinte resultado:

(1.4.13) Proposicao: Se G € um grupo de dualidade de dimensio n com
mdédulo dualizante C entdo,

(1) ¢drG = n. Em particular G ndo tem R-torgdo.

(11) G € de tipo F'P sobre R.

(iii) H*(G;RG) =0 se k # n ¢ H"(G; RG) =~ C e a agdo ¢ direita de G

em C é induzida da acdo natural a direita de G em RG. 0O

Em dimensées baixas podemos determinar exatamente quais sdo os grupos

de dualidade sobre R, a saber,

(1.4.14) Proposigao:
(i) G é um grﬁﬁ'o de dualidade de dimensio 0 sobre K se e somente se G €
finite sem R-tor¢do.

(ii) G € um grupo de dualidade de dimensio 1 sobre R se e somente se G
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€ finitamente gerado e ¢cdpG = 1.
(iii) Se ¢drG = 2 entdo G € um grupo de dualidade sobre R se e somente

se G é do tipo FP sobre R e HY(G; RG) = 0. o

Segue de (i} que todo grupo finito de ordem impar é um grupo de dualidade
sobre Z; mas o Unico grupo finito que é de dualidade sobre Z é o grupo trivial.
Um resultado interessante que relaciona dualidade sobre Z € sobre Z, é o

seguinte:

(1.4.15) Lema: Se G ¢ um grupo de dualidade de dimensdo n sobre Z

entdo G € um grupo de dualidade de dimensdo n sobre Z,. ]

Vejamos outro resultado bastante itil da teoria de grupos de dualidade.

(1.4.16) Teorema:

(i) Seja G um grupo sem R-torgdo e seja S um subgrupo de G com
[G : S] < oo. Entdo existe um RS-isomorfismo candnico de RS-médulos a direita
H*(G; RG) =~ H*(S;RS) para todo k € Z. Além disso, G é um grupo de dualidade
de dimensdo n sobre R com médulo duclizante C se e somente se S € um grupo de
dualidade de dimensdo n sobre R com mddulo dualizante C' ~ Res§C.

(i1) Seja N >> G —= @ uma sequéncia exata curta de grupos. Se N e Q)
sdo grupos de dualidade sobre R de dimensdo n e q, respectivamente, entdo G € um grupo
de dualidade sobre R de dimensdon+ ¢ ¢

H™"{G,RG) ~ H"(N,RN)®gr H*((}; RQ). O

A teoria de grupos de dualidade, mais precisamente grupos de dualidade
de Poincaré, esta intimament.e relacionada com a teoria de variedades asféricas, isto €,
variedades X que tém o mesmo tipo de homotopia de um K(=(X),1).

De fato, se G € um grupo tal que eziste uma variedade asférica X fechada
(compacta e sem bordo) de dimension com m(X) = G, entdo G é um grupo de dualidade

de Poincaré sobre Z. Consequentemente, por (1.4.15), G € um grupo de dualidade de
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Poincaré sobre Z,.

(1.4.17) Exemplo:

(i) Se G = Z™, entdo G € um grupo de dualidade de Poincaré de dimensio
n sobre R pois G € o grupo fundamental da variedade asférica S* x ... x S (n vezes).

(i) Toda superficie fechada F diferente da esfera S? e do plano projetivo
RP(2) é asférica. Logo G = m;(F) é um grupo de dualidade de Poincaré de dimenséio 2
sobre R. |

Nao € conhecido se todo grupo de dualidade de Poincaré ' de dimensio n,
n > 2, sobre Z admite uma variedade asférica fechada X com m(X) = G.

O caso n = 2 foi provado por Eckmann-Miiller e Linell em [7) e {8]. Dai, G é
um grupo de dualidade de dimensio 2 sobre Z se, e somente se, G é um grupo superficie
infinito (isto é, G é o grupo fundamental de uma superficie fechada diferente de 52 e
RP(2)).

Em [6} Dicks e Dunwood estenderam este resultado para PD?-grupos livres
de torgio sobre qualquer anel comutativo de caracteristica zero. -
Se G é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensao 3, §ue é soluvel,

entdo Thomas provou em [32] que a conjectura é verdadeira. Mas o caso geral n > 3 estd

ainda em aberto.

Vamos introduzir agora a defini¢io e algiimas propriedades de pares de du-
alidade. Veremos que pares de dualidade de Poincaré também estéo relacionados com a

teoria de variedades.

(1.4.18) Definigao: Um par grupo (G,5) € chamado um par de duali-
dade de dimensao n sobre R se existe um RG-mddulo a direita C e isomorfismos

naturais

Hk(G;M) ~ H,.{(G,S;CQrM)
HYG,S5:M) ~ H, (G;C ®rM)
para todo k € Z e todo RG-mddulo M.

2

25



O RG-mddulo C é chamado médulo dualizante do par (G,S) e temos que
H"(G,S8; RG) é RG-isomorfo a C.

Se C ~ R dizemos que (G,S) é um par de dualidade de Poincaré orientavel
se a acdo de (G em R € trivial e ndo orientdvel caso contririo. Se R = Z, um par de

dualidade de Poincaré é sempre orientdvel.

Vamos listar algumas propriedades obtidas facilmente da definigdo de par

de dualidade e que serio bastante uteis neste trabalho.

(1.4.19) Teorema: Seja (G,8), onde § = {S; |1 € I} # 0, um par de
dualidade de dimensdo n sobre R e com modulo dualizante C. Entado

(i) G € um grupo de dualidade de dimensio n —1 com mddulo dualizante
AQpC (com G-agdo diagonal). |

(i) S ¢ uma familia finita de subgrupos.

(ii1) Cade subgrupo S; € um grupo de dualidade de dimenséo n — 1 com

méodulo dualizante C (considerado como RS;-mddulo por restrigdo). D

A classe de pares de dualidade de Poincaré sobre Z, é maior que a classe

de pares de dualidade de Poincaré sobre Z. Isto decorre do seguinte fato:

(1.4.20) Proposicao: Se (G,8) € um par de dualidade de Poincaré de

dimensdo n sobre Z entio (G,8) € um par de dualidade de Poincaré de dimensdo n sobre

Z,. 0

Pares de dualidade de Poincaré (G, S) sobre Z também estdo relacionados

com a teoria de variedades, como mostra o seguinte resultado:

- (1.4.21) Teorema:Seja (X,Y) um par Eilemberg-MacLane no sentido da
defini¢do (1.8.9), onde X € uma variedade de dimenséo n, compacta, com bordo e Y =
0X. Sejam Y, i=]1,...,7r as componentesdeY. Se G =ry(X) eS = {S;=m((¥;), i =

1,...,7} entdo (G,S) € um par de dualidade de Poincaré de dimensdo n sobre Z. 0

26



Nas condigbes do teorema, (G,8) é um par de dualidade de Poincaré de
dimensdo n sobre Z,, por (1.4.20).

A reciproca de (1.4.21}, isto é, "Se (G, 8) € um par de dualidade de Poincaré
sobre Z de dimensao n entao ((,S) € realizado topologicamente por um par Eilemberg-
MacLane (X,Y) onde X é uma variedade compacta com bordo e Y = §X” é verdadeira
para n < 2.

Em [6] Dicks e Dunwood provaram que se (G, S) € um par de dualidade de
Poincaré de dimensido n < 2 sobre um anel comutativo com unidade R e G é livre de

tor¢do entdo a reciproca de (1.4.21) é verdadeira.

Finalizando este capitulo, observamos que em todo este trabalho trabalha-
remos com grupos e pares de dualidade sobre o corpo Z,, a menos que afirmemos o
contririo. Por isto nio precisaremos distinguir entre grupos e pares de dualidade de
Poincaré orientaveis ou nao, de acordo com observagoes anteriores.

Nos referiremos a grupos de dualidade de dimensdo n sobre Z, (Z) como
D™-grupos {D"-grupos sobre Z) e grupos de dualidade de Poincaré de dimenséo n sobre
Z; (Z) como PD"-grupos (PD"-grupos sobre Z).

| A notagio para pares de dualidade e de dualidade de Poincaré sobre Z, (Z)

é similar, ou seja, D"-par (D"-par sobre Z) e PD"-par (PD"-par sobre Z).
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CAPITULO II
Um Invariante algébrico para um par grupo (G,S)

O propésito deste capitulo é introduzir um novo invariante E(G, §, M) onde
(G,S8) é um par grupo ¢ M um Z;G-mddulo, e estuda-lo no caso em que § consiste de

um tnico subgrupo S e M é o Z;G-médulo Z,(G/S).
II.1- Definigoes e Notagoes.

Sejam (G, S) um par grupo com & = {S;,i € I} e M um Z,G-médulo.
Consideremos a sequéncia exata longa para a cohomologia do par (1.3.4)(1).

0= MO = [[MS & HY(G,8; M) % HY(G; M) ™ T HY(S:, M) — -

iel icl

(II.l‘.l) Definicdo: Para um par grupe (G,S), S = {5;,i € I} com
4G : 5] = o0 para todo i € I ¢ M um Z,G-mddulo, definimos

E(G,S5, M) = I + dim Ker res$

Claramente,

E(G,8,M) = 1+dimImJ
HYG,8; M)
(JTAr5/M€)

- el

= 14 dim
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Temos que E(G,S , M) é um invariante algébrico no seguinte sentido:

Seja C a categoria cujos objetos sdo os pares ({(G,S), M) com (G, S) um par

grupo , [G : 8] = o0, VS € 8, e M um Z,G-médulo, e cujos morfismos sdo as aplicagdes:
¥ :{(G,8), M) - ((L,R),N)

com S ={S;<G,iel}eR={R; < L,j € J} consistindo de

(a) Um homomorfismo a : G—L ‘
(b) Uma aplicagdo 7 : I—J tal que a(S;) C Ry,
(c) Uma aplicacdo ¢ : N — M tal que ¢(a(g).n) = ¢.¢(n), isto é, ¢ é um

Z ;G- homomorfismo via o : G — L.

Se 1 € um isomorfismo, isto é, a é isomorfismo de grupos, = é uma bijecao

e ¢ é um Z,G-isomorfismo, entdo
E(G,8,M)=E(LR, JM_)

A demonstragio deste fato serd vista em detalhes no capitulo III ((111.1.3)),
onde estudaremos este invariante para & uma familia qualquer de subgrupos e M qualquer
Z,G-médulo.

De agora em diante estudaremos o caso particular § = {S} e
M =Z4(G/S) = IndSZ, (por (1.2.3)(i)).

Por simplicidade denotaremos E(G, §,Z2(G/S)) por E(G, S).

Portanto

E(G,8) =1+ dim Ker res$

onde resg : HYG, Z(G]8S)) — HYS;Zy(G/8)) é a aplicagio restrigao.
(II.1.2) Lema: E(G,S) € um inveriante para o par grupo (G, S), isto ¢,

sea: (G,8) — (L,K) é um isomorfismo de grupos com ofS) = K ¢ [G: §) = oo entdo
E(G,S) = E(L,K).
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Demonstracao: Consideremos
B : ZL/K) — ZG/S)
| IK — o'(D)S
Claramente 8 é um isomorfismo com inversa p : Z3(G/S) — Zg(L/K )
definida por p(¢5) = alg)K.

Temos que

Blalg).IK) = Blalg)IK) = a™(a(9)))S = ga~* ()S = g.8(K).

Logo f e a satisfazem as condigoes (a}, (b) e (c) acima e assim

E(G,S) = E(G,S,Z,(G/S)) = E(L, K, Zy(L/ K)) = E(L, K). D

O invariante E(G, S) estd relacionado com derivagoes e derivagdes princi-

pais. Consideremos

Der(G,5,M)={f:G — M : f(zy) =zf(y) + f(z)e fis =0} e
P(G, S, M) = {d,, € Der(G, S, M) : dpn(z) = am +m, m € M}.

(I1.1.3) Lema: Seja res$ : HY(G; M)—HY(S; M) a apficag&olrestrz’g&o.
Entéo
' g, Der(G S M)
*7 PG5 M)

Ker res

Demonstragao: Da sequéncia exata (1.3.4)(1) com & = {5} temos que

D 1
Ker res€ o Im J. Desde que HY(G, M) = dPe_E(CECf:ﬁ—;)_) (por (1.1.6)) e H'(G, 8, M) =
Der(G, S, M) (por (1.3.6)(ii)), podemos ver J como a aplicagdo
Der(G, M)

Der(G,5,M) = g

;= f+P(GM).
Dai Ker J = {f € Der(G,S,M): f € P(G,8, M)} = P(G,5 M).
Portanto

Der(G,S5,M) _ Der(G, 5, M)
Kerd — P(G,S M)

Im J >~
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e temos o resultado desejado. . D

(IL.1.4) Corolério: Seja (G, S) um par grupo com [G : S] = co. Entédo

Der(G, S, Zu(G/S)) _ |, o HYG,$iZa(G[S))

E(G,S) =1+ dim

Demonstragio: E imediata, visto que E(G,S) = 1+ dim Ker resg, com

res$ : HY(G; Z,(G/S)) — HY(S,Z5(G/S)), e aplicando (1.3.6)(ii). O

Vejamos agora um exemplo de cilculo do invariante E(G, 5}, usando o co-

rolario anterior.

(I1.1.5) Exemplo: Seja G = II;(RP(o0)V RP(o0)) (onde V denota a unido
por um ponto). G tem a seguinte presentagio: G =< z,y;2? = y* = 1 > e é chamado
grupo diedral infinito. Seja § =< y >=II1{{RP(cc)) ~ Z,. Entdo E(G,S)=1.

Demonstragdo: Se ¢ € GG entdo g tem uma das seguintes formas:

g= (:'cy)‘*,_g = (yz)?, g = z(yz)" ou g = (y=)%y

com a, B, v e § intelros nao negativos.

Seja f € Der(G, S,Z,(G/S)). Entao f depende apenas de f(z). De fato:

(1) f((=9)") = 2((=y)* 7). f(=)-

p ,
(2) fl(y2)?) = 3 _((y2)°~*y)-f(2)-

i=1

Y41

(3) flz(yz)") = 2f((yx)") + flz) = ;((my)"’+1_i)-f(ﬂ?)- :
&
(4) f((y2)'y) = f({yz)’) = ;((yw}é‘iy).f(w)—

Estas igualdades podem ser provadas facilmente usando o principio de indugéo.
Agora, dois geradores g5 e ¢, de Z, sdo iguais se e somente se g1 = Gav’

para algum j € Z. Denotemos por g a classe gS e por g® a classe g*5.
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Portanto, o conjunto:
E = {z(yz)*, (yz)’, o, B € IV}

representa as classes g, ¢ € G.

De fato, se o > 0

a—1

x(yx)™" = (yx)*7 e (yx) ™" = x(yx)
Além disso, se f € Der(G, 5,Z,(G/S)), f tem que satisfazer:

(5) f(z) = o f(x) (pois f(z") = f(1) = 0).

Dal f(z) tem que ser uma soma do seguinte tipo:
(6) f(z) =D _((yx)™ + x(yx)™},a > 0, e tais que oy < ag <. < a,.
i=1

Isto é claro pois se (yx)® aparece em f(z) teremos que x(yx)* aparece em
zf(z) e de (5) temos que x(yx)* aparece em f(z). Além disso (yx) # x(yx)', para todo
i,j 20, # 7.

Afirmagao: Para todo f € Der(G, S,Z,(G/S)) temos que f(z) = d,.(z),
com d,, € P(G,5,Z,{G/S)).

De fato, se d,, € P(G, 5,Z,(G/S5)) temos que d,,(z) = zm+m e d,(y) =
ym+m =20
Portanto ym = m. Logo
k

(7) m = 3 ((yx)™ + x(yx)"7).

i=1

x

Isto é claro pois se (yx) )y

aparece ria soma entido y(yx)" = x{yx
também aparece e vice-versa. '

Se r é par em (6), consideremos os pares

(Ofl, 02); (053, Cf4), shey (025—1&2“), MR (Ofr—lsar)-

Podemos escrever (yx)*~! 4+ (yx)°* da seguinte forma:
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(or2i—ogig)-1

()™ +(yx) = 3 ()™ (yx)™ T,

. =0

Analogamente, podemos escrever x(yx)"*~! + x(yx)°* como

. ~ {ozi—ezi-g)-1 . .
x(yx)oz.-l _l_x(yx)orz. — Z (x(yx)ﬂrz:—.?_*_x(yx)azu—.?—l)

j=0
Portanto

r {ozi—ozi—1)-1

F@=30 X ()™ 4 (yx)™ 7+ x(yx)* T+ x(yx)" ),

=1 j=0

(ozi—ozi-1)~1

Sea = 3. ((yx)*7 4+ x(yx)"= .
i=0

Dai d,, € P(G, S, Z:(G/S5)) e temos f(z) = id (2) = di ().

Colocandom = ZF)@ temos que f(z) = d,(2) com dp,, € P(G, §,Z,(G/S5)).

i=1

Suponhamos agora que r € impar. Seja ap = —1. Temos que
P = (yx) +x(yx)° + (y%)* +x(yx)* = 0

Dai
T T

fla) = fla)+ P = (2 (yx)™) + (vx)° + (o x(yx)™) + x(yx)"”

=0 i=0
Aplicando o raciocinio anterior para os pares’
(QU-: CX])., (Of?: 0'3)3 ey (021;: a?H—l)a ey (ar—l'} ar)

obtemos do fato de di € P(G, S, Zy{(G/S));

fle)=dsr (@) +x+1=dsr 3y

{oraip1—azi)-1 - . ] -
com A; = S ((yx)*e +x(yx)**+ 71 e neste caso colocamos m = (3 N+1)
=0 =0

i
Logo f(z) = dn(z) com d,, € P(G, S, Z,(G/S)), o que prova a afirmagao.
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Como d., € P(G,S,Z,(G/S)) C Der(G,S,Zy(G/S)) temos que as formu-
las (1), (2), (3) € (4) valem para d,,.

Portanto f(g) = dn(g), para todo ¢ € G e dai temos que
f € P(G, 5.2:(G/S)) o que nos da 2G5 2a(G/S)) _

P(G,8,Z,(G/5))
Temos entdo F(G,S) = 1.

Finalizando este paragrafo demonstramos uma generalizagio de [5, IV.2.3]

Der(G,S, M)

P(G,5,M)
Para isto, recordemos algumas definigoes.

Seja M um Z,G-médule.

Dada uma sequéncia exata cindida

para o quociente

0-MHE-G—1 (+)

dizemos que dois levantamentos s3, 8, : G — F sao M-conjugados se existe um elemento
m € M tal que 5y(g) = i(m)sy(g)i{m)~!, para todo g € G. |
Denotemos por [s;] a classe de levantamentos da sequéncia exata (),

M-conjugados a s, 1sto é,
[s1)] ={s:G— E|séM-conjugado a s}
Consideremos a. extensao

0o MosM>xG-G-1 ()
onde >« denota? 0‘-p;;>;duto semi-direto de G' e M relativo a dada acido de G em M
(g.m=(1g).m , 1€ Z,).
Um levantamento s : G — M >a G tem a forma s(g)} = (d{g),g) onde
d € Der(G, M).
Dali, se s1,82 sdo dois levantamentos A -conjugadés de (*%) e uma vez que

(m,1)(n, g)(m, 1)~ = (m+n—gm,g) em M >a G, s1(g) = (di(g), ) e s2(9) = (d2(g),9)s
temos

di(g) = m + da(g) — gm.
Ou seja, dy(g) — di(g) = gm — m = dn(g). Isto é, dy — dy € P(G, M).
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Seja M(G, §, M) o conjunto das classes M-conjugadas [s] de levantamentos
s:G o M > G, tal que s1s = (0, idsg).

Temos entdo o seguinte resultado:

(I1.1.6) Proposigio: Scja G um grupo e M um Z,G-mddulo. Entio
Der(G, S, M)
P(G,S, M)~

M(G,S, M) estd em correspondéncia biunivoca com os elementos de

Demonstragdo: Seja

s 1 0 =5 M>= G
g — {dlg),g)

com d € Der(G, M),um levantamento da extensdo
0—-M-oM>xG-G-1

Se 515 = (0, ¢dg) entdo d € Der(G, 5, M). Considere

Der(G,5, M)
P(G,5, M)
s} — d+P(G,S M)

¥ : M(G,S, M)

1 estd bem definida pois, se [s;] = [9;] existe m € M tal que
si(g) = i(m)sy(g)i(m)~! , para todo g € G.

_Portanto, se s;{g) = (di{g),g) e s2(g) = {da2{g),g) temos pelas observagdes

anteriores que
d; —dy € P(G, M).
Mas como dy,d; € Der(G, S, M} temos que d; — dy € P(G, S, M). Logo
P([s1]) = ¥([s2))-
Além disso, 3 é bijetora. De fato
Der(G, S, M)
P(G,S, M)
d+ PG5, M) — |[s]

¢ — M(G, 5, M)
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tal que s{g) = (d(g), g), estd bem definida, pois se dy — d; € P(G, S, M) entdo [s1] = [s)]
em M(G, S, M), e & inversa de . | =

I1.2 - O Invariante E(G,S) e dualidade

Vamos agora estudar o invariante F(G, S) no caso em que G e S satisfazem
certas propriedades de dualidade.

Usaremos os isormorfismos de dualidade para computar E(G, S) em alguns

casos especiais.

(IL.2.1) Proposigdo: Seja G um D"-grupo com mddulo dualizante C.
Fntao _

(i) Se S é um D™ '-subgrupo de G com médulo dualizante Res$C temos
que B{(G,5) < 2. _

(ii) Se § € subgrupo de G com dimensdo homoldgica menor ou igual a n—2,

temos que E(G,5) = 1.

Demonstracido: Em qualquer caso, (i) ou (ii), temos que [G : §] = oo {por
(1.4.7)(i1)). Logo podemos definir E(G, S). Além disso:

HYG;Z(G[S)) = Har(G;C QZ,y(G/S)) (por dualidade de G)
- = HooalG;C Q@ IndZZ,) '

= H..(G; Indg(ResgC ® Z3)) (por (1.2.10))

= H,_1(S;ResSC ® Z,) (por (1.2.6)(1))

Se S é um D" !-subgrupo com médulo dualizante Res§C, temos:
HYG,Zy{(G[8)) = Hyo1(8,ResGC @ Zy) = HYS,Zs) = Z4
Portanto dim Ker res§ < 1 e daf E(G,S) <2.

Se a dimensio homolodgica de S é menor que n — 1. temos que
HY (G, Z5(G/S)) = Huer(S; Ind$((Res§C) ® Z5)) = 0
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Logo Ker res§ =0 e'dai E(G,S) = 1. |

(11.2.2) Exemplos:
(i) Se G=Z%e § = Z*" < G, entio E(G,8) < 2.

De fato, G = IIy{T*), onde T* = §* x ... x §* (k vezes), é um PD*-grupo
e § = II,(T%1) é um PD*1.subgrupo. O resultado segue pela proposi¢io anterior parte
(i). |

(i1) Se G =ZF e S = Z*? entdo E(G,S) = 1.

Isto decorre da parte (ii) da proposigio, visto que G é um PD*- grupo, e
hdS =k — 2.

(iii) Se G é um D™-grupo qualquer, n > 2, ¢ § um subgrupo finito de G
entao E(G,S5) =1.

Claro que do fato de G ser D"-grupo, a ordem de § é impar (por (1.4.13)(i}).
Logo S ndo tem Zytorgio e portanto S é um DPsubgrupo (por (1.4.14)(i)). Logo
hdS =0<n—-2.

O resultado segue novamente de (I1.2.1)(i1).

(iv) Seja G = II(M?) onde M = X x S com X a superficie orientada
de genus 2. Temos entdo IL(M?) = H X K onde K = < t > ~ Z e
H =< a1, b1, a2, by; (a3bya7 b7 ) aoba'b3') = 1 >, Seja S =< aje;' >. Entao
G é um PD?-grupo, H é um PD? subgrupo e K, S sdo PDl-singru.pos. Portanto
E(G K)=E(G,S)=1,E(G,H)<2e E(H,S5) <2 '

E conhecido que se G é um D"-grupo, n > 1, entdo o numero de ends
cldssico de G, e(G) é 1. (ver o préximo paragrafo e [3])
Veremos agora um resultado semelhante para D"-pares, que nos dd uma

condi¢do necessaria para que um par grﬁpo (G, 8) seja de dualidade.

(I1.2.8) Proposigio: Se (G,5) € um D"-par com [G : §] = oo entdo
E(G, S) =1. ] “.'_i B A e .

i
l BT YES S et L
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Demonstragao: Considere a sequéncia exata longa (I.3.4)(i) pafa 0 par

(G,5) e M = Zy(G/S):
0 — HG;Z5(G/S)) — HYS;ZyG/S)) > HY (G, S, Z,(G/S) S - -

Seja C o médulo dualizante de (G, S). Entdo:

HYG,S5,ZyG]8)) =~ H.(G,C RZHG/S)) (por dualidade)
~ H, 1(G;Ind$(ResGC ® Z,)) (por (1.2.10))
~ Ho1(5;C® L) (por (1.2.6)(3))

~ HYS;Z,) (por {1.4.19)(iii))
~ Z,.

Agora, observe que
HYGZH(G]8)) = (ZHG[8))F = (IndGZ,)¢ = 0 desde que [G : §] = oo (por (1.2.11))
Além disso HY(S;Z,(G/S)) = Z,G/5)° contém {0,158 } ~ Z,. Dai
Z, C Zo(G/S)s > Z; o que nos di Zy(G/S)S = Z,.

HY(G, S Z,(G/S))
Z,(G/3)°

Portanto Ker res§ ~ ImJ =~

=0, eassim F(G,S5) = 1.
]

(I1.2.4) Exemplos: |
(i) Considere G =<t > x < s>~ Z*xZ e § =< sts™1t7! >~ Z. Entio
(G, S) é um PD?*-par e portanto E(G,S) = 1.

_ De fato, sejam X o toro menos um disco aberto D? e Y = 8X ~ S'. Dai
X é homotopicamente equivalente a figura oito. Portanto II;i(X) =< s> x <t >~ Z 7
e IL(Y) =< sts™'t7! >= §. Por (1.4.21), (G, S) é um PD?*par e o resultado segue da

proposicao anterior.

(11)SeG=<t>*s<s>Z+Z el =<s>~7Z entdo (G,S5) nio é um
PD?par pois E(G,S) = co.
De fato, como G € um produto livre, todo elemento de G pode ser unica-

mente expresso na forma t™s1¢™2s" .. #™s'n onde n > 1,r;,1; sdo nimeros inteiros e sao

néo nulos exceto possivelinente para r; e ..
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Seja f um elemento de Der(G, S, Z,(G/S)). Temos que

(1) f(t") = ri:t"f(t) e ft"") = it“f(t) para todo r > 0.
i=0 i=1

(2) FErsh .. gy = SOwmsh | mimisher f(e),

j=1

As férmulas (1) pode ser provada facilmente por indugao sobre r € (2} pode
ser provada por indugéo sobre n.

Portanto, qualquer derivagao f € Der(G, S, Z3(G/S)) depende apenas de
7).

Temos que Z,(G/S) é 0 Zy;-mébdulo livre gerado pelas classes ¢5.

Dadas duas classes g1.5 € g25 de S temos que 15 = g25 ¢ g7l = 5/ &
¢1 = ¢28' para algum I € Z. B

Daf E = {1} u {t"1s" ... ¢"%~1s"-14" onde k > 1,r;,1; € Z e sio nao nulos
exceto possivelmente para r; }, é um conjunto de representantes para as classes ¢.5.

Seja f;,j € Z, derivagoes tais que f;{t) = s'tS. Temos que
i € P(G, S, Z:(G/9)).

De fato, se f; € P(G, 5, Z3(G/[S5)) teremos f;(1) = ta+a coma € Z5(G/S§).
Logo a =215 + 225+ -+ z,Sonde z; € E e x; # z; para i # j.

Se 25 & um gerador de Z;(G/S) entdo tzS também o €.

Portanto ta + « é uma soma de geradores de Z;(G/S) (possivelmente nao
distintos), com um ntimero par de termos.

Mas s'tS também é gerador de Z,(G/S). Logo 0 = ta+ o+ s'5 =0 é
uma soma nula com um nudmero impar de geradores de Z,(G/S).

Temos que z;5 é igual a no méaximo um termo tz,S e tz;5 # {z;5 para
i # 3. Aldm disso ¢;5 # @15 + 915 se g;, 91,9 € E.

Portanto se cancelarmos os termos que aparecem duas vezes na soma ¢
ficaremos com um ndmero impar de geradores distintos, o que é um absurdo, pois ¢ = 0.

Logo fi(t) # ta+ a, para todo @ € Z3(G/S). Daf f; ndo é derivagéo

principal.
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Suponhamos agora que
f;+ P(G,5,Z4(G[S)) = fi + P(G, S, Zx(G/S))

Entao f;(t)+ fi(t) = ta+ o, a € Z;(G/S), @ uma soma finita de geradores
distintos de Z,(G/S). Assim

FtS +stS=ta+a

Suponhamos $'1S # s/tS Come s'tS é um gerador de Z,(G/S) temos que
s'tS aparece em « ou em ta.

Se s'tS aparece em «, entio ts'tS aparece uma tnica vez em ta
(tzS = tyS & 2§ = yS). Logo ts'tS aparece em a. Daf 12515 aparece em ta € as-
sim por diante, concluimos que & é uma soma infinita, o que € um absurdo. Assim
§'tS = §7tS o que implica : = j.

Portanto, { f;+ P(G, S, Z2(G/S)),j € Z} éum conjunto infinito de elementos
Der(Ga Sa ZZ(G/S)) |
P(G,8,ZyG/S))

de e dai E(G, S) = oo.

(I1.2.5) Observacao: Uma observacio interessante a fazer, que é con-
sequéncia dos dois exemplos anteriores e ilusira uma aplica¢do de nosso invariante, é
o fato de que nao existe isomorfismo do par (< & > * < s >,< sts™™! >) no par

(<t>* < s>,<s>)apesar de < sts7't7! > ser isomorfo a < s >.
IL.3- Relacao de E(G,S) com o invariante e(G,S).

Neste paragrafo estudaremos as relagbes existentes entre o invariante E(G, S)
por nés definido e os invariantes ends e(G) (deﬂnido por Freudenthal {12], Hopf {13] e
Specker [27]) e €(G, S) (definido por Houghton [14) e Scott [24]).
Para facilidade do leitor, recordaremos aqui as definicoes e algumas propri-
- edades bisicas de ¢(G) e ¢((G, S). Para maiores detalhes ver [24] e [25].
Seja G um grupo atuando em si mesmo por multiplicagio a esquerda e

consideremos PG = {A: A C G} o conjunto poténcia de G. Temos que PG é um grupo
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abeliano com a operagdo diferenga simétrica € é um Z;G-moddulo no qual G atua por
multiplicagio & esquerda, isto é, g.A = {ga:a € A}
' Denotaremos por Z,G o Z,G-médulo Coind?l}zg = Hom(Z,G,Z,).
A aplicagao

¢ : Z.,G — PG
fo— #fi={9eG:f(g7') #1}
é um Z,;G-isomorfismo e o submodulo Z,G de Z,G é levado por ¢ em
FG = {F C G : Fé finito}. _
Portanto identificaremos PGreom ZgG ¢ FG com Z,G.

Da mesma forma, se S € um subgrupo de G, consideramos
(/5 = {¢S : g € G} e podemos identificar Z4(G/S) = Hom(Zy(G/S),Zs) = CoindSZ,
(por (L2.7)(ii)) com P(G/S) e Zo(G/S) com F(G/S). '
Sejam
Rz
Z,G

Z,(G/S)

B@) Z,(G/5)’

e E(G/S)=

(I1.3.1) Definigao: Sejam G um grupo e S um subgrupe de G
(i) &(G) = dim H°(G; E(G)) = dim E(G)°.
(i1) (G, 8) = dim HYG, E(G/S)) = dim E(G/S)°.

Algumas propriedades basicas desses invariantes sao:

(I1.3.2) Se G € um grupo e S subgrupo de G entao

(i) e(G, {1}) = e(G)

(ii) e(G) = 0 se, e somente se, G € finito.

(iii) e(G, S) = 0 se, e somente se, [G: §] < o0 _

(iv) Se G; € subgrupo de G com [G : G4] < oo entdo e(G) = &(G,). Se
além disso G, D S entio e(Gy, S) = e(G, 5).

(v) Se § € normal em G entdo e(G,S) = e(G/S5)
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A teoria de ends de grupos estd bastante relacionada com a teoria de ends
de espagos.

Dado um CW-complexo X localmente finito temos,

e(X) = sup{n(K), Ksubcomplexo finito deX}

onde ﬁ(K ) é o nimero de componentes conexas ilimitadas de X — K.

Por exemplo, se X = R, n > 1 e K ¢ qualquer subcomplexo finito
de X entdo n(K) = 1. Logo e{(IR") = 1. S8e X = R entao n{K) = 2, para qualquer
subcomplexo finito K. Logo e(R) = 2. '

Se G ¢ finitamente gerado, podemos construir o diagrama de Cayley de G
denotado por T', da seguinte forma: os vértices de I' sdo os elementos de G e para ¢ € G
existe uma aresta unindo g e yg onde y € um gerador de G.

Claramente G atua em ' a direita.

Por exemplo, se G =<t >~ Z, T pode ser identificado com a reta usual.

E vélido o seguinte resultado:

(I1.8.3) Se T' € o Diagrama de Cayley de um grupo finitamente gerado G
entdo e(G) = ¢(I'). Se além disso § € um subgrupo de G entio (G, 5) = e(I'/S) onde
I'/S denota o quociente de T pela acdo ¢ direita de S, "

No exemplo acima e(Z) = ¢(I') = 2.
A teoria de ends de grupos esta também relacionada com recobrimentos

regulares. Temos:

(I1.3.4) Sejam X um CW-complezo finito, p : X — X um recobrimento
conexo com grupo de transformacioes de recobrimento G e § um subgrupo de G. Entao

e(G) = e(X) e e(G,8) = e(X/S) onde X /S denota o quociente de X pela agio de S.

(I1.3.5) Exerﬁplo: Seja X = R* ¢ X =T"= 8" x...x 8. Temos
—— e —
entio p : JR* — T™ recobrimento regular (universal) com grupo de tra.nsformagaes de

recobrimento G = I1(T7)=2Z" e X =T" é CW complexo finito. Logo pelo resultado
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anterior temos

" " 2 sen=1
e(Z):e(]R):{l- sen > 1.

SeS=2Z"i<Z"=G, 1<j<n, entdo

N : o 2 sej=1
(22" ) = e(IR*[Z" )= (T x ) = )
1 sel <j<n.

Qutros resultados interessantes a respeito de e(G) e e(G,S) sao sobre os

quails valores esses invariantes podem assumir sob certas hipéteses:

(I1.3.6)Seja G um grupo infinito finitamente gerado € S um subgrupo de
G. Entdo:

(1) e(G) assume apenas os valores 1,2 € oo.

(ii) Se {N(S) : §] = o0, onde Ng(S) € o normalizador de S em G, entdo
e(G,5) =1,2 ou oo.

Sem a hipdtese [Ng(S) : §] = oo, ¢(G, S) pode assumir qualquer valor n,
n € IN. ([24, exer. 2.3]). )
E conhecido, que se G é finitamente gerado entio a dimensdo de H(G; Z,G)
é 0,1 ou oo ([13]).
Dai o resultado (I1.3.6) (i) pode ser visto como consequéncia do seguinte

fato:

(I1.3.7) Se G € um grupo infinito entdo

e(G) = 1 + dim HYG; Z,G).

Estamos interessados em demonstrar um resultado semelhante a (I1.3.6),
porém com hipdteses mais restritivas, para E{G,§). Nio sabemos se o mesmo é vdlido
sob hipdteses mais gerais.

Para isto necessitamos do seguinte lema:
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(H.3.8) Lema: Se G ¢é um grupo infinito finitamente gerado com
vedG < oo, entio gualquer Z,G-submddulo de H'(G;Z,G) tem dimensdo 0,1 ou o

quando considerado como Z,-espago vetorial.

Demonstragao: Como vedG < oo temos, por (1.4.6)(ji), que existe S
subgrupo de G com [G : §] < co e ¢dS < oo. Dai, por (1.4.16)(i), H(G;Z,G) é
Z,5-isomorfo a H'(S;Z,5). Logo todo Z,G-submédulo de H*(G;Z,G) pode ser visto,
em particular, como um Z,5-submédulo de H'(S5;Z,5). '

Portanto, basta demonstrarmos o lema para o subgrupo S.

Seja V um Z,S-submédulo de H1(S; Z,S) com 0 < dim V < oo.

Como G é finitamente gerado e [G : S] < oo entdo, por (23,1.6.11], temos
que S é finitamente gerado. Dai, por (1.4.2)(ii), S € do tipo FF,.

Do fato de G ser infinito e [G : §] < oo temos que S ¢é infinito. Logo, por
(1.2.11), H%(S; Z,S) = 0.

Portanto, estamos nas hipdteses de (I.4.11}) de onde concluimos que
HYS,Z,S)~Z; edaidimV = 1. ' D

Nota: No artigo [10], Farrell afirma que o resultado anterior vale apenas
supondo G finitamente presentado. Porém nado encontramos a demonstracao deste fato

em nenhuma das referéncias pesquisadas.

Estamos agora em condigdes de demonstrar o seguinte fato:

(I1.3.9) Teorema: Sejam G um grupo, S C N subgrupos de G com S
normal em N e [G : §] = oo. Suponhamos que N/S seja finitamente gerado com
ved(N/S) < oo € que tp*.: HYG; Ind§ZoN]8))— HYG; Coind$Z,(N/S)), induzida do
mergulho o : Ind§(Z2(N}S))—=Coindf(Z,(N/8)), seja monomorfismo. Entio E(G,S)

assume somente 03 valores 1,2 ou oo.

Demenstragao: Como E(G, S) = 1+dim Ker res§ onde res§ é a aplicagio

restrigio :  HYWG,Z3(G/S)) — HYS,Z,G/S)) vamos provar que Ker res§ é
Z3(N/S)-isomorfo a um Z,(N/8)-submddulo de HYN/S, Z,(N/S)). Dai aplicando
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(11.3.8) obtemos o resultado desejado.

Denotemos por § a classe ¢5, ¢ € G. Considere a aplicagéo

¢ : To(GIS) — ZyN[S)
g - elg@l)1)

onde ¢ é o mergulho definido em (1.2.4).

Na verdade ¢ é a composta das seguintes aplicagbes:

P 1 Zy(G[S) — LGN Zy(N/S)
g — g®1

w: LG @nZyNJS) = Homny(Z2G,Zy(N]8)) e

7 : Hompy(Z2G, Zy(NJS)) — Z4(N/S)

definida em (I1.2.7)(1).

Logo ¢ = w o o4, Explicitamente temos

B ‘gl seg€N
#(g) = { .
0 caso contrario

Considere idg : G — G ¢ a inclusio ¢ : N — G. Temos que
(¢,8)" : HY(G;Z5(G[S)) — HY(N;Zy(N/S)) é a composta (i, 7)o (idg, ) o (idg, ¥} =
(2,7m)" 0 " 0 P* e é monomorfismo pois (i, 7)* é o isomorfismo de Shapiro (1.2.7)(i), " é
monomorfismo por hipétese e ©* é isomorfismo pois ¥ 6.

Temos também que ¢* : H1(S; Z,(G/S)) — H(S; Z5(N/S)) é induzida de
(ids, ¢).

Seja p: N — N/S a projecao candnica.

Da sequéncia exata dos cinco termos {ver [20,p.355]} temos:
0 — H'(N/S;Zo(N]S$)) 5 H'(N; Zo(N[S)) =5 H' (S, Zo(NS))

com Im p* = Ker resy. Portanto H}(N/S;Z2(N/S)) ~ Ker resy.

Logo temos o seguinte diagrama comutativo:
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G

HAGZy(G]S)) = HY(S;Zy(G/S))
| 1(:’,@* (1 1 ¢
HI(N/S;Zo(N[S)) £ HUN;ZL(N/S)) "5 HY(S;Z4(N/S))

Do fato de S ser normal em N temos definida um ac¢io a direita de N/S
em Z,(G/S), isto é, g1 = gn. Temos também uma agdo a direita natural de N/S em
.ZQ(N/S) dada por m.ny = 77y.

Portanto Z,(G/S) e Z3(N/S) séo Zy(N/S)-médulos & direita e podemos
ver facilmente que induzem estrutura de Z,(N/S)-médulos & direita nos grupos de coho-

mologia acima, a saber:

[f].7 = [f7] onde (fR)(z) = f(m)‘ﬁ

com f representando uma classe de cohomologia e f(z) € Z,(G/S) ou f(z) € Z,(N/S).
As aplicagdes res¥, resy, e p° sio claramente aplicagbes de
Z,(N/S5)-modulos.
Vamos verificar que (¢, ¢)" é Zy(N/S)-aplicagao.

Notemos primeiro que ¢ é uma aplicagdo de Z,(/N/S5)-médulos. De fato:

gn seg€N

0 caso contrario

gn seg€EN
0 caso contrario

Portanto ¢(§.7) = ¢(g).%. Logo (7, ¢)" é Z:(N/S5)-monomorfismo.

Como res§ ¢é Z,(N/S)-homomorfismo, temos que Kerres§ ¢
Z,(N/§8)-submédulo de H(G; Z,(G/S5)).

Do fato do diagrama (I) ser comutativo temos que (i,¢)"(Ker res§) C

Ker res¥.

Portanto  p* ({3, ¢)* (Ker res§)) & ‘um Zy(N/S)submédulo de
HY(N/S;Zy(N/S)). Dai
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dim Ker res§ = dim (i, ¢)"(Ker resg) ((%, ¢)"é monomorfismo)
= dim p*~'(z, ¢)*(Ker resg) (p*é monomorfismo)
= 0, 1, ou (por (11.3.8)).

Portanto E(G,S) = 1,2 ou . O

(I1.3.10) Corolério: Sejam S C N C G grupos com S normal em N,
[G:N)<ooe|G:5 =o0. Se NIS € finitamente gerado e ved(N/S) < oo entdo

E(G,S) assume somente os valores 1, 2 ou oco.

Demonstragao: Segue do fato que se [G' : N] < oo entdo, por (1.2.5),
¢ Ind§M — Cond$ M é isomorfismo para qualquer Z,N-médulo M. Em particular

para M = Z,(N/S). Dai o teorema anterior se aplica. O

(I1.3.11) Exemplos:

(i) Sejam G um PD*-grupo e .S um PD"I'l-subgrupo deGecom ([N : 5] =
onde N é o normalizador de S em G.

Entao por [17,Jema 3.1] temos que [G: N} < co e N/S tem um subgrupo
ciclico L/S de indice finito. Dai ved(N/S) = 1.

Além disso como G é finitamente gerado temos que N, e dai N/S, séo
finitamente gerados.

Logo estamos nas hipdteses de (I1.3.10) e dai E{G,5) = 1,2 ou e (j4
tinhamos visto em (11.2.1)(i} que E(G, §) < 2 nestas hipdteses).

(ii) Seja H um grupo com e(H} = o0, vedH < 0 e H finitamente gerado
(por exemplo H igual ao grupo livre com n geradores, n > 1}. Consideremos os grupos
Z e Z|pZ ~ Z, onde p é qualquer nimero inteiro positivo. Temos que Z atua em Z,

da seguinte forma: .
ZxZ, — Z,
(n,m) — nm=(-1)m.

Logo podemos tomar o produto semidireto Z, >4 Z onde a operagio de

grupo é dada por



(7,a) * (M, b) = (W + aFt,a+ b) = (7 + (—1)%",a + b).

Sejam G =H@(Z, =Z), N=Ho ({0} <Z) ¢ S={0} ~Z.

Se p=2 temos que a acao de Z em Z; € trivial edal Zy < Z =Z, D Z.
Se p# 2 a agdo de Z em Z, nao é trivial € S néo é normal em G. '

Temos que [G: N] < oo, S<AN, [N:S5]=00 e N/S~H.

Portanto estamos nas hipéteses de (11.3.10) e daf temos E(G, S) = 1,2 ou oo.

Vamos agora estudar a relagio de e(G,.5) com o invariante E(G, 5).
Temos que, se G é um grupo infinito,
e(G) = 14dim HYG;Z,G) (por (I11.3.7))

Der(G, Z,G)
—P(G! Z,0) (por (1.1.6))

Desde que ¢(G, {1}) = e(G), se segue de (11.1.4) que

HY(G,{1};Z,6)
P(Ga {1}:ZQG)

Nés observamos que para o end de pares e¢(G,S), onde S é um subgrupo

= 14 dim

e(G,{1}) = E(G,{1}) =1 4+ dim

nio trivial de G, nio existe uma formula andloga (usando cohomologia relativa).

; . HYG, 5, Zy(G/S))
=1+d

Como E(G, S) + dim P(G.5.2,(C/5))

que E(G,S) = e(G, S) e dai obter uma formula similar para e(G, 5). Mas isto € falso em

, NOsSsa esperalica era provar

geral como veremos no seguinte teorema.

(11.3.12) Teorema: Sejam G um grupo, S um subgrupo de G com
[G: 8] = 0. Entao
E(G,S) £¢(G, S).

Se § ¢ normal em (G a igualdade € verdadeira e portanio

HY(G,5;,Z,(G/S))
P(G,S,Z2(G/S))

e(G,S8) =1+ dim

Demonstracao: Considere a sequéncia exata curta

0 = Zy(G/S) 2 Zo(G/S) ~ E(G]S) = 0
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de Z,G-mdédulos.

Em cohomologia temos induzida a sequéncia exata Jonga
0 — HYG;Z,(G/S)) = HYG,Z,(G]S)) — HG; E(G/S)) >
| 5 BNG ZA(G[S)) 4 H(G T(GTS)) = -+ (1)
Mas HO(G; Z,(G/S)) = 0 pois [G : §] = oo (por (1.2.11)) e HY(G; Z;{G]3))
H%S;2Z,) ~ Z, por (1.2.6)(11).
Dai nos obtemos a sequéncia exata curta

0— Zy — H(G; E(G/S)) = Kert — 0

e portanto, por (11.3.1},
e(G,S8) =1+ dim Ker t. (2)

Tomando A = ¢(Z,(G/5)), vemos que A é um Z;G-submédulo de Z,{G/S5),
Der(G, §,Z,(G/S)) _ Der(G, 5, A)

Z,G-1somorfo a Z,(G/S) e nés temos FC.8.Z,G/9) = P(G.S,A) Dai
E(G,5)=1+dim %E"(G—G;j;—) (3)
Considerando as aplicagdes

i
(G Z(GIS)) % B(G,A) S 1 (G TATT) 57 (S5 2)
L. : T

nés temos
Ker t ~ Ker t; = Ker t, (4)
O homomorfismo

Der(G,8,A) _| Der(GoA) _ i gy

YRGS A PG, A)
definido por ¥(f + P(G, S, A)) = [f] = f + P(G, A) é um monomorfismo e dai

Der(G,8,4) .+
m—_lm¢—{[f]fEDer(GaS=A)}

Para provar a primeira-parte do teorema, nds necessitamos somente mostrar

que
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Im v C Ker t, . o (5)

Se isto ocorrer teremos

E(G,S) = 1+dim Torme) (por ()
= 14+dimIm
< 14 dim Ker ¢, (por (8))
= 1+ dim Ker ¢ (por (4))
= ¢G,5) (por (2))

Para provar (5) nés vemos que {3 : HY(G,A) — H'(S,Z;) é a aplicagao
induzida por (S - G, A = Z;) onde a'é a inclusdo de S em G e 7' é a composigao das

aplicagbes

AL ZHG]8) L CoindSZ, 5 X,

onde k é a inclusio, p éa aplicacio ¢! definida em (I..Q.T)(ii) e 7 € definida em (1.2.7)(3).
Dai 7'(f) = (mopok)(f) = p(f)(1) = f(15) e ®' € um Z,S-homomorfismo.
Sejam P — Z; e F —» Z, resolugdes Bar para S e GG respectivamente.
Considere 7 : P — F a inclusio. Nds temos claramente que 7(sz) = s7(z). Dai, obtemos

o seguinte diagrama

0 - C%G,4) & CYG,4) 5
! L
0 - CS,Zy) B sz B

onde 7'¥ = 1’ o f o 7. Logo, to[f] =[xl o fo 7]

Considere [f] € Im ¢. Entdo f € Ker é* e fis = 0 pois f € Der(G, S, A).
Além disso n'o foT : § — Z4 satisfaz (7' o foT)(s) = #'(f(s)) = f(5)(1.5) = 0. Se segue
que t3[f] = 0 e dai Im % C Ker ¢,. |

Para provar a igualdade no caso S normal em G observe que
P(G,S, A) = P(G, A) pois a agio de S em Z3(G/S) é trivial. Dai ‘

Der(G,$,4) _ Der(G,S,4) _ Der(G, A)
P(G,5,4)  P(G,A) P(G.4)

= HY(G; A)
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Entdo € suficiente mostrar que
Der(G, 5, A) (6
P(G.5, A) )

De fato, se isto ocorrer teremos e(G,S5) < E(G, S), o qual, junto com a

Ker {; C

primeira parte fornece a igualdade desejada.
Para provar (6), seja F' — Z, a resolugdo Bar para G e considere a aplicacio
(G- G,A LA Z,(G/S)) com « igual a identidade de G e k a inclusdo. Obviamente k é

Z ,G-homomorfismo e nés temos o seguinte diagrama

0~ G4 5 oYG,A) -
l | K#

— 3] -

0 — CY%G,Zy(G]S)) = CHG,ZG]S)) — ---

onde k¥ = ko f induz ¢, : HY{G; A) — HY(G,Z,(G/S)).

Seja [f] € Ker &y C H'(G; A). Desde que f € Ker 6 = Der{G, A), para
provar (6), basta mostrar que fis = 0. Mas 0 = ;[f] = [k o f] implica que ko f € Im §;
e daf existe u € C%G, Z,{G]S)) tal que ko f = &lu.

Portanto (ko f)}(s) = f(s) = s.u[] — [ ], para s € S. Usando o fato que
as acoes de S em Z, e Z,(G/S) sao triviais nds temos, para qualquer z5 € Zy(G/S),
F()(2S) = 5.0l )(=5) ~ ul [(25) = ol J(s~128) — ] }(28) = ul }(25) — v[ }(z$) = 0. Em
outras palavras, fis = 0. '

Portanto f € Der(G, S, A), como desejado. 0

(I1.3.13) Observagao:

(i) A igualdade em (I1.3.12) nem sempre ocorre. Por exemplo, em (11.2.4)(i)
temos E(G,5) =1 < ¢(G,S) = oo (ver [24,p.190}).

(ii) Em (I1.2.2)(i) temos S normal em G e portanto E(G,S5) = ¢(G,5) =
e(G/8) = 2, por (11.3.5).

(iii) Se F(G, S) = e(G, S) entdo nio necessariamente S é normal em G. Em
(I.1.5) temos E(G, S) = 1. Por [24, lema 2.6] ¢(G, §) = 1. Portanto E(G, §) = ¢(G, 5)

e S nio é normal em G.
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E interessante investigar outros casos onde e(G,S) = E(G,S) para

1G': 8] = co. Temos
E(G,8)=1+dim Ker res% e ¢(G,8) =1+ dim Ker ¢
onde t ¢ a aplicaciio utilizada na demonstracio de (I1.3.12). Portanto
E(G, S) = ¢(G, §) & dim Ker res§ = dim Ker .

Temos a seguinte proposigao.

(11.3.14) Proposigio: Sejam S C G com [G : §) = x. Se a aplicagéo
restricdo res§ : HY(G; Zy(G[S)) — HY(S;Z2(G/S)) € trivial entdo E(G, S) = (G, S).

Demonstragio: Se tivermos res$ = 0 entdo ker res§ = HYG;Z2(G/5)) D
Ker ¢ e dai dim Ker ¢ < dim Ker resZ. Portanto ¢(G, S) < E(G, §). A igualdade segue
da primeira parte de (11.3.12). m|

(I1.3.15) Corolario: Se G € um D"-grupo ¢ 5 um subgrupo de G com
hdS < n — 2 entdo (G, 5} = E(G,5) = 1.

Demonstragio: res§ : HI(G;Zy(G/8S)) — H(5,Z5(G/S)) é trivial pois,
na demonstragao de (11.2.1)(ii), vimos nestas hipdteses que H'(G; Z3(G/S)) = 0.
Como Ker res$ e Ker ¢ estdo contidos em H'(G;Z,(G/S)) temos que

Ker res =Ker t = 0 e daf temos o resultado desejado. 0

(I1.3.16) Corolario: Sejam G um grupo e S um subgrupe de G com
[G : 8] = co. Suponhamos que a ordem de S, m, € impar. Entdo E(G,S5) =.¢(G, S).

Demonstragao: Consideremos o homomorfismo

¢m s Za(G[S) — Zy(G/S)

a —+ ma=ag+---+o
_‘\f_‘/.
m vezes

Como m é impar, temos que m.a = «, para todo a € Z.(G/S). Portanto
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¢m = tdz,Gss) € isomorfismo. Logo m € invertivel em'22(.G/S) e dai, por [5,I11.10.2],
temos que H!(S;Z,(G/8)) = 0.

Portanto resg = 0 e o resultado segue de (11.3.14). o

Nés nao sabemos se este ultimo corolirio é verdadeiro se considerarmos m

par.

Finalizando este paragrafo, nés relembramos que o invariante F(G,S) foi
definido para [G : 5] = oo, mas é interessante observar que se [G : S] < oo temos o

seguinte resultado.

(I1.3.17) Lema: Sejam S C G grupos com |G : S]< oo. Entdo

Der(G‘, Sa 22(0/8))
P(G,5,Z5G/8))

=0.

Demonstragio: Desde que [G : §] < oo temos, por (I1.3.2)(iii}, que
e(G, S) = 0. Logo na sequéncia exata (I11.3.12)(1) temos Ker t = Im s = 0.
Agora, recordemos que para demonstrar (11.3.12)(5) nao usamos o fato que

[G :-S] = co. Dai (11.3.12)(5) é verdadeira para [G : §] < oo e temos

Der(G,8,2Z:(G/S))

~Im ¥ C Ker iy ~ Ker £ =0,
o que demonstra o lema. O

I1.4- Interpretacado topolégica de E(G,S) em termos
de pares Eilemberg-MacLane.

Neste pardgrafo veremos uma interpretagéo de E(G, 5) em termos de coho-
mologia relativa de complexos, tomada com coeficientes locais. Consequentemente, nos

casos em que E(G, S) coincide com ¢(G, ) teremos também uma interpretacao deste tipo

para (G, S).
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Considerando em (1.3.9) e (1.3.10), § = {S} e M = Z,(G/S) temos a
seguinte interpretagio topoldgica para E(G, S):

(I1.4.1) Proposicao: Sejam G um grupo e S um subgrupo de G com
[G: 8] = o0o. Se (X,Y) € um par Eilemberg-MacLane realizando topologicamente (G, S),
entdo

HY(X,Y;Z,(G/S))

E(G,8) =1+ dim Z.GIS)

onde HY(X,Y;Z,(GS)) é tomada com coeficientes locais dado pelo Z,G-mddulo Zg(G/S).

Demonstragao: Pelo resultado (11.3.10) temos o seguinte diagrama comu-

tativo (a menos de sinal) com linhas exatas

0 HO(S; Z,(G/S)) 5 HI(G, S; Z,(G/S)) > HN G ZH(G/S)) =% .
~| r o~ ' ~|
0 — HOY; Zo(G/S) S H' (X, Y Z2(G19)) 5 HN X, Zs(G/S)) D - --

visto que HO(X;Z,(G/9)) ~ HYG; Z,(G/S5)) =0 pois {G : 5] = oo.

Temos também que HO(Y;Z,(G/S)) = Z,(G/S)®, por [33,VL3.2], e
HO(S;Z5(G]S)) = Zy(G/8)? por (11.8)(3).
HY(G, 8, 2,(G/S))
Z,(G/S)?
aqui Z,(G/S)® com P(G,S,Z,(G/S)) ¢ HYG,S5;Z5(G/S)) via o monomorfismo &

acima.

Portanto Ker res§ = Im J ~ , onde nods identificamos

Como o diagrama é comutativo temos que Im J é isomorfo a Im J'. Mas

, HYX,Y;Z,(G/S))

ImJ ~ Z,(G/S) |

HYG, S$;Zo(G/S)) _ | | o H'(X,YiZo(G/S))
Z,(G[Sy Z,(G/S)

. Portanto

E(G,S) = 1+dim

O seguinte coroldrio nos dd uma interpretagao topologica de ¢(G,5), no
caso em que e(G, S) = E(G, 5).
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(I1.4.2) Corolario: Sejam G um grupo, 5 um subgrupo de G com
[G : §) = oo € suponhamos (G, 5) = E(G,S). Se (X,Y) é um par Eilemberg-MacLane
realizando topologicamente (G, S) entao
HY(X, Y, Z,(G/S5))
Z,(G/S5)°
onde H'(X,Y;Zy(G[S)) é tomada com coeficientes locais dado pelo Z,G-médulo Zy(G/S).

Em particular, isto € verdadeiro, com as hipdieses anieriores ¢ S normal

e(G,S5) =1+ dim

em G.

Demonstragao: Segue imediatamente da proposi¢io anterior. No caso S

normal em G vimos em (11.3.12) que (G, S) = E(G, 5). =]
Vejamos agora alguns exemplos que ilustram esta interpretagio topoldgica:

(I1.4.3} Exemplos: _
(i) Sejam G =<t > * < s>, S =< stst™' > e H =< s >. Considere X
igual o toro 7% menos um disco aberto, ¥) = 0X e Y5 o lago representado pelo gerador s

de II,(T?) como mostra a figura:

Entdo (X, Y;) é um Eilemberg-Maclane par realizando (G, S) e (X,Y;) éum
Eilemberg-MacLane par realizando (G, H). Logo por (I1.4.1) e (11.2.4} temos
HY(X, Y1, Z,(G/S))
Z,(G/S)®

(X, Yy Zu(G/S) __
zZicrsy o= dG

E(G,8) =1+ dim =1<eG,8) = oo

E(G,H) =1+ dim

39



(ii) Considere F a superficie orientada de genus 2 e X uma subsuperficie

compacta como mostra a figura.

Sejam G = IL(F) =< a1, b,a9,b; ¢ ﬁ[a;,b;] =1>e8 =1IL(X) =
< ay > % < b > Temos que F éum K(G,1)e X é’;;n K(8,1). Além disso II;(X) —
IT;(F) € injetiva ( basta usar o teorema de Van Kampen ). |

Logo (F,X) é um Eilemberg-MacLane par realizando (G, §) e temos:

HY(F, X;Z,(G/S))

Z,G/5E

E(G,8)=1+dim
pois e(G,S) = 1 (ver [24,lema 2.4]).

(iii) Sejam G = Z @ Zy € S = {1} & Z,. O par (G, §) é realizado topolo-
gicamente por (X,Y) = (5! x RP(00),{1} x RP{c0)). _
Dai, como 5 € normal em G,

H(S' x RP(c0), RP(00); Z5(G/S))
Z,(GJS)

e(G,S) =14 dim =2

(iv) Sejam G um grupo infinito e § = {1} o subgrupo trivial. Considere
X = K(G,1) e o vértice * € X. O par (G, {1}) é realizado topologicamente por (X, *).

Entédo

~ L HY(X,%Z,6)
| e(G) = e(G, {1}) = 1 +dim 7.0 .
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CAPITULO III

O Invariante Generalizado E(G,5,M)

Neste capitulo estudaremos o invariante algébrico definido no capitulo II
para S uma familia qualquer de subgrupos e M um Z,G-médulo qualquer.

Aqui generalizaremos para o par grupo (G, S) alguns resultadoes obtidos no
capitulo II.

No iltimo pardgrafo deste capitulo estudaremos o invariante E(G, S, Z,G)

que denotaremos por E(G,S).
IIL.1 - O Invariante E(G,SM).

Recordemos inicialmente a definicao de E{G,&, M).

(II1.1.1) Definigdo: Sejam (G,S) um par grupo com § = {5;,1 € I}
ume famdia de subgrupos de G (ndo necessariamente distintos) e M um Z,G-médulo.
Suponhamos que [G: ;] = oo para todo i € 1.

Entdo |

E(G,S,M) =1+ dim Ker res§

onde res : HY(G; M) — [T H' (S5 M) € a aplicagdo dada na sequéncia ezata (1.3.4)(7).

iel

Vamos provar que, sob certas condigoes. F(G,S8, M) é um invariante nas

variaveis (G, 8) e M.
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Para isto temos que ver H*(G,8;M) como funtor de duas varidveis
((G,8), M).

Na literatura niio encontramos um estudo detalhado deste funtor
H*((—,-); —)- A referéncia que temos ¢ o artigo de Bieri-Eckmann [4, 1.1 e 1.2].

Faremos aqui um estudo deste funtor com um enfoque um pouco diferente

do considerado por Bieri-Eckmann.

Seja € a categoria cujos objetos sio os pares ({G,S), M) onde G é um grupo,
S={S;,i€I}éuma familia de subgrupos de indice infinito em G € M é um Z,G-médulo

e cujos morfismos sdo aplicagdes:
¥: ((G,S), M) - (L, R),N)

consistindo de:

(a) Um homomorfismo « : G — L
(b) Uma aplicacio 7 : I — J tal que oS;) C R.(y
(c¢) Um homomorfismo ¢ : N — M tal que ¢{a(g).n) = g.¢(n), isto é, ¢ é

um homomorfismo de Z;G-mddulos onde consideramos N como Z,G-mddule via a. .

Vamos ver que nestas condigdes existe um homomorfismo (induzido por ¥):
¥ H*(L,R; N) - H*(G,8; M)
Sejam

ec: Zo{G[S) = PLAG/S) = Ly e
el
) RTSg —1

[ ZQ(L/R) = @ZQ(L/RJ) w3 Zg
ieJ
IR; — 1

as aplicagées aumentagoes.

Denotemos por Ag o nicleo de g e por Ay o niicleo de ef.
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Usando (b) nés temos uma aplicagao, definida nos geradores de Z,(G/S) e

estendida por linearidade
p * ZAG[S) — Z;(L[/R)
zS; — a(z)Ry;
Claramente p esta bem definida, € homomorfismo e p(Ag) C AL
Seja = plag : Ae — Ap.
Temos entio
(7, 6)¥ : Hom(AL,N) — Hom(Ag, M)
f = ¢ofop
onde ¢ : N = M é dada em (c).
Por simplicidade, denotemos Hom(Ar, N) por N e Hom(Ag, M) por M.

Temos que A é um Z,L-mé6dulo com L-agao diagonal:
(L.fWz)=If(I"'z), para todoz € A, f € Nel € L.

Da mesma forma M é um Z,G-moddulo com G-a¢ao diagonal.

(I11.1.2) Lema: A aplicagio (p,¢)* : N — M satisfaz a condigio
(P, &) (a(g).f) = 9.(, ¢)*(f) , para todo f € N e todo g € G, isto €, (p, #)* ¢ uma

aplicacdo de Z,G-modulos onde N € visto como Z,G-médulo via o.

Demonstracgio: Inicialmente note que p: Z,(G/8) — Zy(L/R) € tal que
plg-u) = alg)-p(u) (1)
paratodoge Geu€ Z,(G/8).
Basta verificar isto nos geradores de Z5(G/S).
Seja z.5; um gerador de Z,(G/S). Temos:

plg.(z8)) = plgzS;) (definigao da agio de G em Z,(G/S))
= a(gz)Ras (pela defini¢io de p)
= a(g)a(z)ia. (o é homomorfismo)
= ofg).(a(z)Ra)) (acdo de L em Z2(L/R))
= alg).p(z$) (definigao de p).
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Portanto temos que (1) é verdadeira.

Seja agora f € M e u € Ag.

(7, 9)*(e(9)-N)(u) = do(alg)f) op(u) (definicdo de (7, ¢)¥)
= ¢(afg).f)(p(u))
= ¢(afg)f(a(g)"'.p(v)) - (agdo de L em N)
= g.¢(f(alg)™!.5(u)) (por (c))
= g.(¢o f)(alg)™.A(u)).

Por outro lado,
(9B (MNw) = g.(3,8)*(MNgv) (agdo de G em M)
= g(¢o fop)gu) (definicao de (7, ¢)#)
(
(afg)~'p(u)) (por (1))

Dai segue o lema. w

> C o - (79)*
Denotemos por ¢ a aplicagdo (G = L, A M)..
Pelo lema anterior (7, ¢)¥ é uma aplicacao de Z,G-médulos e dai por (1.1.7)

temos que v induz, para todo & € Z, um homomorfismo.
¥ HE (L N) = HYG M)
Mas por definigio (ver (1.3.2)),
H*(G,8; M) = H*"Y(G;M) e HL,R;N)=H"YL;N).
Logo, considerando ¢* = 2*~! temos o homomorfismo induzido
" H(L,R; N) — H(G.S; M).

Dai H*(—, —; ~) é um funtor contravariante da categoria C na categoria A

dos grupos abelianos:

De fato, verifica-se facilmente que
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e Se ¥ : ((G,8),M) — ((G,5),M) é a aplicacio. identidade, entio
v H*(G,8;, M) — H*(G,5; M) é o homomorfismo identidade. '

e Se i : ((G,8), M) — (L,R),N) e 7: (I,R),N) = ((K,O),P) sio

morfismos em C, entdo (7 0 9¥)* = ¢* 04",

Observemos que um isomorfismo na categoniaC, ¢ : ((G,S), M) — ((L,R), N)

consiste de

(a) @ : G — L isomorfismo de grupos

(b) = : I — J bijegdo tal que a(S;) = R

(c) ¢ : N — M isomorfismo de grupos que € um isomorfismo de
Z,G-médulos colocando em N a acdo g.n = afg).n.

Vamos provar agora que E(G, S, M) é um invariante na categoria . Mais

precisamente,

(II1.1.3) Proposigao: Se na categoria C, ((G,8),M) e ((L,R),N) sio
isomorfos, entdo

E(G,8 M) = E(L,R,N).

Demonstragao:  Dentro das hipéteses do teorema, temos que
p: Z2GI8) — Zy(L/R) definido por p(z5;) = a(z)Ry;) ¢ um isomorfismo com in-
versa B : Z,(L/R) — Zy(G/S) tal que B(IR;) = o™} {1)Sz-1(;).
Como B(AL) C Ag, p:Ag — A é também isomorfismo.
Considere o diagrama comutativo com linhas exatas:
0= Ag S ZyG/S) 8 Z, —0
17 Lp Lid
0— Ay 5 ZyL/R) 5 Z, —0
Como Z, é Z,-projetivo, as aplicagdes £¢ e €1 tém inversas a direita. Por
(15, 1.5.10], ic € i tém inversas & esquerda.
Logo este diagrama induz o seguinte diagrama comutativo com lirhas exa-

tas:
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0 — Hom(Zs, M) — Hom(Zx(G/S), M) = Hom(Ag,M) 50 (1)

1 1 (o, 8)* 1 (7 0)*
0 — Hom(Zy, N) —» Hom(Zs (L/R),N) = Hom(Ar, N) =0 (2)

As aplicacoes horizontais da sequéncia (1) sdo todas Z,G-homomorfismos e
as da sequéncia (2) sao Z3L-homomorfismos. As aplicacoes verticais sio Z,G-isomorfismos,
considerando os Z,L-mddulos como Z2G-modulos via a.

Seja P —+ Z, uma resolugao projetiva de Z, sobre Z,L. Logo P —s Z; é
também uma resolugio projetiva de Z; sobre Z,G. De fato @ : G — L induz a seguinte
acao de G em P;: g+ = afg).z, Vg € G e x € F,. Dai cada P; é um Z,G-médulo. Como
a é isomorfismo, cada P; é Z,G-projetivo.

Seja 7 : P — P a aplicacdo identidade. Temos claramente que 7 é com-
pativel com @, isto é, 7(g * ) = a(g)7(z).

Aplicando Homg (P, —) a sequéncia (1) e Homp (P, —) a sequéncia (2) temos

o seguinte diagrama comutativo de complexos de cocadeias:

0 = Homg(P,M) — Homg(P, Hom(Zy(G[S),M)) = Homg(P,M) =0 (1)

T T T
0 — Homy(P,N) — Homy (P, Hom (Zy(L/R),N)) = Homy(P,N) =0  (2)

onde M = Hom({Ag, M) e N = Hom(Ap,N).

As sequéncias (1}’ e (2) sho exatas pols P —» Z, é uma resolugio
Z,G-projetiva e Z,L-projetiva.

Além disso as aplicagﬁeé verticais siao todas isomorfismos.

Aplicando o funtor H*(—), junto com o Lema de Shapiro e a definigio de

cohomologia relativa, temos o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas ([5, 1.0.4]):

?e-SG
0 — H(G; M) — T[] HY(S; M) > HY(G,5; M) 55 HY (G M) ™= [[HY (S M) — -
el el
= T T~ T~ . T~
0 — HY(L; N) — [ HRj; N) - HY(L,R; N} % H\(L; N) " Z* T H' (R M) — -+
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As aplicagbes verticals sao todas isomorfismos pois sao induzidas por iso-
morfismos.

Dai, claramente Im Jg ~ Im J; e portanto

E(G,8,M) =1+ dim Ker res§ = 1 4 dim Im Jg
=14+dimIm J, =1+ dim Ker resfé
= E(L,R,N) . [

Vejamos agora uma interpretagao do invariante E(G,S, M), que nos foi
sugerida por Alejandro Adem, em termos de "caracteristica de Euler parcial”.
Esta interpretagdo faz sentido quando os grupos de cohomologia envolvidos

na definicdo de E(G,S, M) tém dimensao finita.

(II1.1.4) Lema: Sejam (G,S8) um par grupo com |G : §} = c0, VS € S,
M um Z;G-mddulo e suponhamos que os grupos de cohomologia H°(G; M), H°(S; M) ¢
HYG,8; M) tenham dimensdo finita. Entdo

E(G,8, M) =1+ dim HYG; M) — dim H(S; M) + dim H(G,S; M).

Demonstragao: A demonstragéo é 6bvia, considerando a sequéncia exata
do par (G,8) e Z,G-médulo M,

TBSG
0 — HG, M) S HY(S; M) S HYG,S; M) L HV(G; M) ™5 ...

eofato quese T : V — W & uma transformacio linear entre espagos vetoriais de dimensio

finita entéo dim V =dim Im T +.dim Ker T. 0o

O invariante E(G,S, M) estd intimamente relacionado com a teoria de de-
composi¢do de grupos. Usando esta teoria é possivel calcular o invariante E(G, S, M) em
muitos casos e assim decidir se um grupo se decompde ou n&o sobre um subgrupo.

Vamos recordar aqui algumas defini¢oes e um resultado interessante sobre
decomposicdo de grupos, que podem ser encontrados em [4], e serdo wteis no préximo

exemplo e no decorrer do paragrafo 4.
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(II1.1.5) Definicao: Consideremos os grupos G; e G, com presentagdes |
Gy =< X1;B, > e Gy =< Xo; Ry >, Se Ty C Gy e T C G, sao subgrupos com um
dado isomorfismo o : Ty ~ T,, entdo o produtb. livre Gy *r Gy de Gy e Gy com subgrupo
amalgamado T =T, =T, € dado por

Gy %p Gy =< Xy, X3 Ry, Ro t = (1), VL€ T} >. (1)

Analogamente, se T, T' sao subgrupos de G com um dado isomorfismo
o : T ~T entio o grupo HNN Gi+1, sobre o grupo base Gy, com respeito a o e letra
estdvel p, € dado por

Gr¥1,0 =< Xy, p; R, p~Mtp=o(t), VIET >. (2)

(I11.1.6) Definigao: Dizemos que G se decompde sobre um subgrupo T se
G = Gl *p GQ coftit G] -',é T # Gg ouG = G]*T,U‘

(I11.1.7) Exemplos:

(1) Z = {1}+ {4}, onde 0 = idy.

(ii) Seja G =< z,y;zy = y2® > e X =< z >. entdo, por ([2,p. 167]),
G = X#x, onde ¢: X — X étal que o(z) = 22

(iii) Seja G =< ai,by,a9, by a1bya7 b7 aghas ;' = 1 >. Entio G =
Gy *s Gy onde Gy =< a1 > * < by >, Gy =< a3 > * < b, > e § é identificado 3
Sy =< arbiaT byt > e So =< aghrar 07! >.

(I11.1.8) Lema:

(1) Se G = G, *1 G, entdo temos a sequéncia exata curta de Z,G-mddulos
0— Zy(GIT) D Z2G/G1) B Z2G[G2) D Zy — 0

onde o € dada por a(2T) = (2G,—2G,), v € G, ¢ ¢ é a aumentagdo.

(ii) Se G = Gy#1, entdo temos a sequéncia ezata curta de Z,G-mddulos
0 Z,(GIT) S ZAGIGL) = 2y — 0
onde a € dada por a(zT) = G, — zpG,. s
(I11.1.9) Observagio: Se G se decompde sobre T é ficil ver, usando o
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fato que qualquer ¢ € G é representado por uma tunica palavra reduzida (ver [25, 1.6.e
1.7]), que {G : G;] = oo para i = 1,2 se a decomposi¢io é na forma (II.1.5)(1) e que
[G : G1] = oo se a decomposi¢ao é na forma (II1.1.5)(2). Logo o invariante E(G,S, M),
nestes casos, pode ser definido quando & é uma familia qualquer de subgrupos de G; ou

G,.

Vejamos agora um exemplo de cdlculo do.invariante E(G, S, M) no caso em

que G se decompde na forma (I111.1.5)(1) ou (111.1.5)(2).

(H11.1.10) Proposigao: Sejam G um grupo, Gy, Ga, T subgrupos de G.

(i) Se G se decompée sobre T na forma G = Gy *r G, enido
E(G,{G,,Gy},Zy) = 1. |
(1) Se G se decompée sobre T na forme G = Gi*r, entdo

E(G,{G:1},Z;) = 2.

Demonstragio: (i) Por (II1.1.8)(i) temos a seguinte sequéncia exata curta

de Z,G-mddulos:
0 — Zy(G/T) = Zy(G/Gy) @ Zo(G[G,) 5 Zy — 0.

Portanto A = Ker ¢ ~ Z,(G]T).
Vamos considerar o par grupo (G, {G1,G3}) e o Z;G-médulo trivial Z,.
Temos entao

CH({G1,Ga}iZa) = HYCyZy) 0 HY(CyZ:) = 2,0 Z,
HYG,{G1,G2};Z;) = HYG;Hom(A,Zy)) . {por (1.3.2))
~ HYG; Hom(Zy(G/T), Z,))
~ HYT;Z,) (por {1.2.8)(ii))
~ L.

Logo, por (111.1.4) temos
E(G, {G],Gz},Zg) =1 + 1-— 2+ 1=1.
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(31) Da mesma forma, usando (I11.1.8)(ii}, temos a sequéncia exata

0 — Zo(G/T) - Zy(G[Gy) 5 Zy - 0

e dai A = Ker £ > Zy(G/T).
Considerando o par grupo (G, {G1}) e 0 Z,G-médulo trivial Z, temos

CHYGZy) = Ty, HYG,Z) =Z; e H(G,Gi;Zs3) = Z,.
Logo, novamente por (I11.1.4) temos E(G,G;,Z3)=1+1-141=2. D

(II1.1.11) Corolario: Seja G um grupo tal que dim H, ,(G,Z;) > 1.
Temos:

(1) Se G, € G sio subgrupos de G tais que (G,{G1,Gq}) € um PD"-par,
entao G # Gy *7 Gy para qualguer subgrupo T de Gy € Gs.

(11) Se Gy é um subgrupo de G tal que (G,Gy) é um PD™-par entio
G # Gi*7, para qualquer subgrupo T de G,.

Demonstracgao: Sejam & = {G1,G2} ¢ 8 = {G1}. Sejai =1 ou 2. Se
(G,8;) é um PD"-par temos H'(G,S:: Z,) ~ H._,(G; Z,) por (1.4.18).

Além disso, HY(G;Zy) = HY(Sy;Z,) = Z; e HYS,,Z,) = Z, 6 Z,.

Dai, usando (111.1.4), temos

E(G,8,Z;)=1+4+1-2+dim H, 1(G:Z;) >1 e
E(G,SZ,ZQ) =141-1+4+dim H .._](G;ZQ) > 2.

e o resultado segue da proposi¢ao anterior. ~ O

(I11.1.12) Exemplo: Sejam G =< s > * <t >, 5] =< 8>, SH =<t >
e S=<sts 171 >, _
Temos que HL (G Z,) = Z, @ Z,.
De fato, como Z, é um Z,G-moédulo trivial, temos por [R,11.4.4], que
HY(G;Z3) = Gar ® Z, onde G4 denota o grupo quociente G/[G, G).
N Dail H (G Zy) = (Z S Z)Q Zy = L, O Z.
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Agora, (G,5) € um PD?%par (ver (11.24)(i)}. Logo, por (I1I.1.11)(ii))
G # S*7, para qualquer T subgrupo de 5.
Também podemos concluir que (G, {51, S2}) ndo é um PD?-par pois se fosse

nao poderiamos ter G = 5; x4} 52, por (I1L1.11)(i).

Finalizando este paragrafo, vamos ver uma interpretacdo topoldgica de

E(G,8, M) em termos de pares Eilemberg-MacLane que generaliza (I1.4.1).

(I11.1.13) Proposi¢ao: Sejam (G,S) um par grupo com [G : §] = oo,
VS € S e M um Z,G-mddulo. Se (G,8) € realizado topologicamente por um par
Eilemberg-MacLane (X,Y} = K(G,8;1), entdo
HY(X,Y; M)
(IT 215 /M%)

Ses

E(G,S,M)=1+dim

onde M denola o sistema de coeficientes locais associado a M.

Demonstragio: E andloga a (I1.4.1) usando o resultado {I1.3.10). D
II1.2- Propriedades do Invariante E(G,5,M).

Veremos neste paragrafo algumas propriedades de E(G,8,M).

Antes disso, vamos ver uma interpretacio de FE(G,S, M) em termos de
derivagdes e derivagdes principais, que generaliza o resultado (11.1.4).

Sejam (G, S) um par grupo, § = {5;,7 € I'} e M um Z;G-mdédulo.

Consideremnos as aplicagoes |

res$ : HY(G; M) HHI S M)
iel
dada na sequéncia exata {1.3.4)(i) e
(resdies @ HUGM) — J[H'(SaM)
i€l

1 = (resiflier
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onde res; = resg : H}(G; M) - H'(S; M) éa aplicacio restrigdo, para cada i € I.

Entao temos:

(II1.2.1) Proposigao: Se (G,8) € um par grupo e M € um Z,G-médulo
entdo as aplicacies resS e (res;)icr sdo iguais. Consequentemente se [G : ;] = oo, para
todo i € I, entio

EG,S,M)=1+dim ﬂ Ker res;
iEI
Der(G, 5, M)
P(Gs Sl':M) .

com Ker res; o~

Demonstragio: Consideremos os isomorfismos naturais
U HIHI(G;Hom(Zz(G/Sf)aM)) — H‘(G;Eﬂom-((zz(G/Sf),M))
) ([£Dier — [f], )
onde f(g) = (filg))ies e
p Hl(G;gHom(Zg(G/Sg),ﬂJ)) — Hl(G;Hom(%Zg(G/S,-),M)

[f] = [A

onde h(g)(al'l +--+ aik) = (pl'l Of)(g)(aii ) L (pik Of)(g)(afk) e fi; SA0 as projegf)es

canonicas de [ Hom(Z,(G/S;), M).
el
Podemos fatorar resg e (res;)ier via o diagrama abaixo:

HYG;M) %  HYG,Hom(Z,M)) 5 HYG; Hom(Z(G/S:), M))
ie]
Lo~

HY(G; [ Hom(Zy(G/ S:), M)

el

Ly
[ HY(G; Hom(Z(G/S:), M)

€]
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como res§ =soploplog oy e (res;)ier = 50 ()ier o v
Logo, para mostrar a igualdade das duas aplicagdes basta mostrar que
(€)ier = ¥~ 0 p~l 0&*, ou simplesmente, £* = p o 3 o (] )¢

Temos que ¢* é induzida da aplicagio:

e* : Hom(Zy, M) — Hom(PZ.(G/S:),M)

icl
f — foe
e ¢! € induzida de
ef : Hom(Z;, M) — Hom(Z,((G/S;), M)
f - foe
Sejamg€Geu=oa; + - +a; € @ZQ(G/S;)
Nl
(* o f)lg)u) = (flg)oe)(u )
= (flg)oe)ay + - + )
= flg)(eaq,) + - + c(ay,))
= flg)en(ai) + - +euley))
popo(eierlf] = po Tf}([ﬁt# o fies
= #([l) (onde Ig) = ((F o f)(9))er)
= [t] e
h(g)(w) = higloi, +++ + ai,)
= pi ol{g}lo) + -+ py 0 l(g)(ew,)
= ((F o f)as) +---+ ((F o F)(9)(ew)
= flo)enlan) + - + e o))
Portanto h = c# o f e dal e*[f] = [¢¥ o f} =[] = po ¥ o (&)1 S
Dai temos res@ = (res;)icr-
Suponhamos agora [G : ;] = oo, para todo 1 € I. Podemos entédo definir
E(G,8,M), isto é,
E(G,8,M) = 1+ dim Ker resg
= 1 -+dim Ker (res:)ies
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Mas, a € Ker (resi)ies ¢ (resi(a))ier = 0 & resfa) = 0, para todo
tel. o ac ﬂKer res;.

i€l
Portanto Ker (res;);er = ﬂ Ker res;.
i€l
. . Der(G, S; M)
Assim E(G,8,M) =1+ dim [ |Ker res; e Ker res; ~ -
Q P(G, S,,M)
(11.1.3). O

Temos entdo as seguintes propriedades de E(G,S, M), consequéncias da

proposicdo anterior.

(II1.2.2) Corolério: Seja (G,S) um par grupo com § = {Si,i € I} €
[G:8:) =00 paratodoi€ 1. Se S ={S;,ir €I C I} € uma subfamilia de S entéo

E(G,8,M) < E{(G,S', M)

para qualquer Z,G-modulo M.
Em particular E(G,8, M) < E(G, S;, M) para todo i € I.

Demonstragao: Temos que m Ker res;, D ﬂ Ker res;.
i€l el
Logo por (111.2.1),

E(G,S,M) = 1+dim ﬂherres,

icl

< 14dim ﬂ Ker res;,
. '
1€l

E(G,S', M).

O

(IOI1.2.3) Coroléario: Se (G,8) € um par grupe, § = {S;,1 € I} com
[G: 8] =00 para todoi€ I, e S = {H; € 5;,i € I} entéo

E(G,8,M) < E(G,8, M)

para todo ZyG-mddulo M.
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Demonstracao: Temos H; < 5; < G e r’e's%'. = resi}; ) resgl., para todo

iel
HY G MY =5 HY(Si; M)~ HV(Hs M)
resS,

Dai, obviamente Ker res§ C Ker res§,, para todo i € 1.
Logo ﬂ Ker rcsgl. C ﬂKer resgi e portanto o resultado segue da pro-
posicdo anterior. < « | O
(II1.2.4) Coroléario: Se M e N sdo Z,G-mddulos ¢ ¢ : N — M um
Z,G-homomorfismo que induz ¢~ : H'(G;N) — HYG; M) monomorfismo, entdo
E(G,8,N) < E(G,S,M).

Demonstragao: O Z,G-homomorfismo ¢ : N — A induz o diagrama
comutativo, para todo 7 € I:

H(G;N) & H\(G; M)

M
t

N

I res; | res

HY(S5N) 5 (S5 M)
Seja i € I e o € Ker res. Entéo,
resM o ¢*(a) = ¢7 o res? (o) = ¢7(0) = 0.
Potanto ¢*(Ker res?) C Ker resM.
Dai temos
[ Ker resl’ =~ ¢*([ | Ker res’) = [ ¢"(Ker res’) C [ Ker res’
i€l iel ie] €]

Logo, por (I11.2.1) temos a desigualdade desejada. O

(1.2.5) Corolério: Seja (G,S) um par grupo com § = |J& =
o el
{Si,t € I} onde §; = {S;, = R,u € l}, e[G:8] =0V € I. Entio E(G,5,M) =

E(G,S8',M) onde §' = {R;,1 € L} e M é qualquer Z,G-médulo.
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Em particular, se § = {S; = S,i € I} entdo E(G,8,M) = E(G, S, M).

Demonstragao:

E(G,8,M) = 1+dim [)Ker res: (por (I11.2.1))
i€l
= 1+dim ﬂ ﬂ Ker res;,
leLijed;
= 1+dim (] Ker res (pois res;, = res; para todo i; € I;)
€L

E(G, S, M).

(I11.2.6) Exemplos:

(1) Consideremos o grupo G =< s > * <t >~ Z x Z ¢ a familia de
subgrupos S = {51, 5;} onde §; =< sts7 1! >~ Z e S, = |G, G] o subgrupo comutador
de G.

Seja M; o Z,G-médulo Z5(G/S;), i =1,2.

Entio E(G,8,Zy(G/S,) = E(G,S,Z,(G/S5,)) = 1.

De fato,
E(G': Sa ZZ(G/SI))

A
o
g

I

G._. S],Zz(G/S] )) (pOI‘ (11122)) -
{por (I1.2.4)(1))

¢ E(G,5,2,(G/S2) < E(G.SnTa(GIS)))  (por (I112:2))
= FE(G,85,)
= ¢(G,52) (por (11.3.12))
= e(G/8;) (por (11.3.2)(v))
= e(ZBZ)= (por 11.3.5).

(ii) Sejam G um grupo, H < § subgrupos de G com [G : S] = oco. Entéo,
por (I1.2.3), temos

E(G,S,Z,(G/H)) < E(G, H). |
Em particular se (G,H) é um D"-par temos, aplicando (11.2.3),
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E(G,S,Zy(G/H)) = 1 e s¢ § é normal em G temos e(G,S) < E(G,H,Zy(G/S)) por
(1L3.12).

(iii) Sejam G um grupo e § = {S;,1 € I} com [G : §;] = oo, para todo
i € I. Consideremos a famflia 8’ = {L;,s € I} tal que L; = [ S;, para todo i € 1. Entédo
i€l
E(G,8,M) < E(G,8,M) (por (112.3))
= F(G,L;,M) (por (11.2.5))
Portanto

E(G,S,M) < E(G,() S, M).

i€l

II1.3: O Invariante E(G,S5,M) e Dualidade.

Neste paragrafo veremos alguns resultados envolvendo o invariante
E(G,S8,M) , grupos e pares de dualidade.

Sabemos que se (G,S) é um D"-par entdo & € finita, por (1.4.19)(ii), e
portanto denotaremos neste caso § = {S5;,7 =1,2,...,r}.

Antes de estudarmos o invariante E(G,S, M) vamos demonstrar algumas

propriedades basicas envolvendo D"-pares.

(II1.3.1) Proposicio: Seja (G,S) um D"-par com médulo dualizante C ¢
S={S,i=1,2,...,r}. Entio:

(1) HI(G,S;éfndg,Mﬂ-) = éﬂ/fi‘g‘ onde M; € um Z,S;-mddulo para todo
il i=1 i=1

(i) HY(G,S; IndS M) = M?% onde S € um D" - subgrupo de G com mddulo

dualizante Resgc e M é um Z,5-mddulo.

Demonstracao: (i) Consideremos (G,8) um D"-par com modulo dﬁa.li-
zante C. Por (1.4.19)(i) G é um D"~ -grupo. Além disso H;(G; —) preserva somas diretas.
Dat '
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HY(G, 8P Indi M) =~ Ho o(G;C® (D IndSM:)) (por dualidade)

=1 =1

H,_(G;PIC® IndgiM,-))
i=1

[2

12

B Hor(Gi Ind(CR M) (por (12.10))

=1

B Haor(5::(C ® M) (por (12.6)(i))

i=1

éHU(S;;M,-) = P M5 (por (1.2.19)(ii))

i=1 icl

12

[2

(ii) £ demonstrado de forma aniloga a (i). 0

(I11I1.3.2) Corolario: Se (G,8) é um D"-par, § = {5;,i = 1,2,---,7r},

entao
(G, 5D 2:(6/5)) - DT
i=1 i=1
Demonstracgio: Z,(G/S;) = Z;G Qs, Z; = Ind§ Z,, por {1.2.3)(i). Logo
basta aplicar a proposicdo anterior para M; =Z,,i=1,---,r. O

~ (II1.8.3) Corolédrio: Seja (G.S) um par grupo. Se (G,S) € realizado
topologicamente por um par Eilemberg-MacLane (X,Y) onde X ¢ uma variedade compacta
com bordo, de dimensdon, e Y = 0X, entdo o nimero de componentes coneras de 0X €
igual @ dim HY(G,S; @ Zy(G/S)) = dim H'(G, 5;Zy(G/S)).
Ses
Demonstragdo: Por (1.4.21) temos que (G,8) é um PD™par. Seja & =
{S,i=1,---,r}eY = OK(S.—,I).
Por (III.3.‘2=)I, dim HY(G,8; @ Z,{G/8)) = r que é o nimero de compo-

Ses
nentes conexas de Y. ' O

(I11.3.4) Exemplo: Sejam X o toro 72 menos r discos abertos e Y =
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8X. Entdo, por [4, 111.9.2], (X,Y) é um par Eilemberg-MaéLane realizando o par grupo
(G =T(X),S = {S: = [Li(Y:),i =1,...,r}). Dai dim HY(G,S; P Z,(G/S:)) = r.
=1
Veremos agora um resultado sobre D"-pares para o invariante E(G,S,M)

que generaliza o resultado (11.2.3).

(I11.3.5) Proposi¢do: Seje (G,8) um D"-par, S = {5;,i = 1,---,r}.
Suponhamos que [G: §] = o0 para todo S € §. Entao
(i} E(G,S,@Inds‘_ M;) =1 onde M; € um Z3S;-modulo parai=1,...,r

i=1
com dim M7 < oo,

(ii) S;# S5, parai # j e S; ndo é normal em G parai=1,...,r

Demonstragio: Considere a sequéncia exata longa (1.3.4)(i) para o par

(G,8) tomando M = @fndgiﬂf,-'.

=1
0 — HYG; @fndGM) — @H“(Sj,@fndcﬂf) = HY(G,S; @Indc A
=1 =1 i=1 i=1
Temos
HY(G, P Indi M) = @HO G, IndGﬂ!]
=1 i=1

= PIndiM)® =0 (por (1.2.11))

i=1

Dai é é injetora,. Por (II1.3.1)(i) temos

'G, S EBIndGM @9 M

e portanto, dim H'(G, §; @I'ndGM) < co. Agora,

i=1

P HS; PIndiM) = @[HO Si; Indg M;) € @ HO(S;; Indg M)

f=1 i=1 i=1 iFj=1
r
- @[(fndgjﬂfa‘)s’ @ .;@I(I”dg-—Mi)Sf].
i= i#5=
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Como, por (1.2.2), MJ-S'* < (Indg M;)* temos

DM — PlIndg M;)% = BlIndE M;)™ & @ (Ind§ M%) & P M
i=1 i=1 ) =1

f£i=1 j=1
Usando o fato que dim ij é finita para j = 1,...,r concluimos que:
(Indg, M;)* = M;” (1)
(Indg M,)% =0 para todo i # j (2)
e dai dim @) H°(S;; D Ind§ M) = dim DM < o0
i=1 =1 7=1

Portanto, usando (111.1.4), temos E(G,S,@Iazdg_. Miy=1

i=1

(11) Tomando em (1) e (2), M; = Z, para i = 1,...,7 temos

Z,(G]85;)% = (Indg‘jzg)sj =7, 3)
22(G/Si)sj = (}ndg‘.ZQ)SJ =10 para i # J (4)

Segue dal que S; # S; para 1 # § e 5; ndo é normal em G pols se fosse

teriamos Z,(G/S;)% = Z,(G/S;) que é uma soma infinita de copias de Z, . o

(II1.3.6) Corolédrio: Seja (G,S) um par grupe, S = {S;,1 € I} com
[G : 8] = oo, para todo 1 € I. Se existe S € § tal que (G,S) € um D™-par entdo
E(G,8,IndSM) =1 para qualguer Z,S-mddulo M com dim M° < oo.

Demonstragéo: Temos

E(G,8,Ind§M) < E(G,S,IndZM)  (por (111.2.5))
=1 ' (por (I11.3.5)(i}) o

(I11.3.7) Exemplos:

(i) Seja X igual a F menos r discos abertos onde F' € uma superficie fechada

(r finito, r > 2 se F = 5% eY =8X = | J¥; onde 0s Y sdo os bordos dos r-discos. Seja
i=1
§={8=m(Y:),i=1,...,r}. Entdo por [4, I11.9.2], temos que (G,S) é um PD?*par.
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Dai por (I11.3.5)(1), E(G, S, Ind§M;) = 1 onde os M; sdo quaisquer
=1

Z,5i- médulos com dim M5 < 00, i=1,...,r.
Além disso, por (II1.3.5)(i1) S; néo é normal em G e S; # §; , para todo
i p=1,...,r.

(i) Se em (i), F é uma superficie orientavel de genus k > 1 ¢ 7 = 1 entdo

G = II;(X) € um grupo livre com geradores ay, b, a9,b2,...,ax, b, Sy € o grupo ciclico
k
gerado pelo produto de comutadores [ [ [ai, b] € temos (G, Sy) um P D?-par (ver [4, p.304]).

f=1
Seja & uma familia qualquer de subgrupos de G tal que §; € . Entéo,
para qualquer Z,5;-médulo M temos, por (IIL.3.6), que E(G, S, Indg M) =1.

No artigo [18], Kropholler e Roller demonstraram um resultado (lema 2.2)
para PD™ pares. A demonstragio de Kropholler-Roller pode ser adaptada para D"-pares,
mas aqui faremos uma demonstragio diferente usando as formulas (3) e (4) contidas na
demonstragao da proposigao anterior. _

Antes disto vamos recordar o conceito de comensurabilidade de subgrupos.

Sejam S, T subgrupos de um grupo G. Dizemos que S é comensurdvel com
Tse[S:5NT)<o0e[T:TNS| < co.

O conjunto formado pelos g € G tal que § é comensurdvel com 59 é denotado
por Comg(S).

Temos entao o seguinte,

(II1.3.8) Proposicdo: Seja (G,S) um D™-par com modulo dualizante C ¢
S={S,i=1,...,r}. Entdo uma das seguintes afirmagées € verdadeira:

(1) S consiste de um wnico subgrupo S com [G : §] = 2.

(ii) § consiste de duas cdpias de G.

(iil) [G : §] = o0 e Comg(S) = § para todo § € § ¢ S; ndo € comensurdvel
com 57 para todo i £ j etodog€G. ” )

Demonstragio: Suponhamos que exista § € & tal que [G : 8] < o0

Consideremos o Z,G-médulo IndgPS onde PS é o conjunto das partes de S.
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Temos que PS pode ser identificado com -Coind{y;Z; (ver (I1.3)) e como
[G : 8] < oo, IndEPS = Coind$PS. Dai

Ind§PS = CoindiCoind{),Z; = Coind{yZ; = PG.

(1)

Seja agora a sequéncia exata longa para o par (G, 8) e o Z,G- médulo PG:

0 — H%G; PG) — H*(S; PG) — H'(G,8; PG) — HY(G; PG) — - --

Temos

H*(G; PG)

HY(G,S; PG) =

HY(G; Coz'nd?l}zg)

H¥({1}:Z,) (por (1.2.6)(it)
0 sek>0

{ Z, sek=0 e

HY(G, S; IndSPS)

H%(S; PS)

(por (1))
(por (II1.3.1)(ii))

= Z,

Logo temos a sequéncia exata curta:

0= Zy— H(S;PG) = Z, - 0

Portanto H9(S; PG) = @ H(S;; PG) = Z, & Z,.

=1

Como Z, ~ {$,8;} C (PG)%, temos que § tem no maximo dois subgrupos.

Se S = {5, 5;} temos (PG5 @(PG)% = Z,@Z, e portanto (PG)S ~ Z,.
Como {,G} C (PG)% = {0, 5;} temos que G = §; para 1 = 1,2.
Portanto § = {G,G}.

Se S = {S} entdo (PG)° = Z, & Z,.
Logo (PG)® = {0,G,S5,5%}. Mas, se g, € G — S, temos S¢ = Sg; pois

85¢; = Sgy, para todo s € S.

Dai G = SU Sg e temos [G: S} = 2.

Suponhamos agora que [G: Si)=coparai=1,...r.
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Na demonstragio de (I11.3.5) vimos que

0 sei#j
Zy, sei =]

Zy(G/Si) = {

Seja E um conjunto de representantes para as classes duplas S;¢S5; paraie
j fixos com 1 representando a classe 5;5;.

Pela formula de Mackey

Res Z5(G/S;) = @ Indg 592

gEE
Dai
Z;(G/S:)S = HO(Sj; €D Indg 09Zs)
9EE
= @ H(S5IndS \s06Z) (por (14.4))

gEE

Consideremos ¢ = 7. Temos que H%(S;; I"’dg:nsgl'z?) = H%(S;Z,) = Z,.
Logo HO(S;;Indgjnsigng) =0, para ¢ # 1.
Dai [S; : S; N 8] = oo pois caso contrario teriamos,

HY(Si; Indgs09Zs) = HO(S; Coindg\cogs) = HY(S; 0 5% 9Z,) = 2,

o que € um absurdo.

Logo S; ndo é comensurédvel com 57, para todo g # 1 em E.

Daf, como a formula de Mackey é independente do conjunto E tomado.
temos que S; ndo é comensurdvel com 57, para todo g € G — ;.

Portanto Comg(S;) = S; para algnm i =1,...,7r.

Se i # j temos que H°(S;; Indgjns_gglg) = para todo g € G.
Dai, pelo mesmo argumento acima, temos que [S; : 5;N 57} = oo, para todo

¢ € G. Portanto S; ndo é comensurdvel a um conjugado de S; para ¢ # j. 0

(I1I1.3.9) Observagao:
(1) Como consequéncia desta proposi¢do deduzimos que, se (G,S) é um

D"-par com [G: 5] = 00, VS5 € 5, entao S nao é normal em G para todo S € §.
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De fato, temos Ng(S) = {¢ € G : gSg.'l:l 8} € Comg(S). Se S fosse
normal a G teriamos Comg(S) = Ng(S5) = G, o que ndo acontece. Ja tinhamos chegado

a este resultado em (II1.3.4)(ii).
(ii) Uma outra observagdo a fazer é que nio perdemos muito supondo em
(111.3.5) que [G : S] = oo para todo S € § ji que € o que ocorre na grande maioria dos

casos, pela proposigao anterior.

(iii) Do resultado anterior ndo é possivel concluir que S; # S; para i # j,

mas isto é verdadeiro por (I11.3.5)(ii).

Finalizando este paragrafo, vamos ver mais alguns resultados que podem

ser interessantes em alguns calculos do invariante E(G,S, M).

(II1.3.10) Proposi¢ao: Se (G,8) é um D*-par com [G : §] = o pare
todo S € § e T € um subgrupo de G com dimensdo homologica hdT < n — 2, entdo
E(G,8,IndSM) =1 para M um Z,T-médulo com dim M7 < oo,

Demonstragio: Consideremos a sequéncia exata longa
0 — HYG; IndSM) — HO(S; IndS M) — H\(G,8;IndS M) — - -

Temos {G : T] = oo pois se [G : T} < oo teriamos hdT = n—1 por (1.4.7)(ii).
Logo H(G; Ind§M) = 0 por (1.2.11).

Ainda
HYG,8;IndSM) = H, 1(G;C ® IndiM) (por dualidade) -
= H...(ThC® M) {((por (1.2.10) e (1.2.6))
=0 (pois hdT < n —2).

Dai H%(&;Ind$M) = 0 e temos, aplicando (111.1.4), o resultado desejado.
0

(I11.3.11) Proposicio: Seja (G,S) um D"-par com modulo dualizante C
e [G: S} =00 para todo S € §. Sejam T um D"~ !-subgrupo de G com module dualizante
Res$C e M um ZoT-médulo com dim MY = r < 0o. Entio E(G,S8;IndSM) <r+1.
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Demonstragao: Temos que [G : T] = oo pois se [G : T fosse finito, por
(L.4.16)(i), teriamos que o médulo dualizante de T seria A® C, o que ndo € verdade, visto
que, do fato de [G: S} = 00, VS € 8, temos que A é a soma de mais de uma cdpia de
Z,.

Além disso, por (II1.3.1)(ii), temos

HYG,8;IndSM) = MT.
Logo usando a sequéncia exata longa (I1.3.4)(i) temos que
0 < dim H°(S; Ind§M) < r,

Temos entdo, por (I11.1.4), E(G,8,IndSM) <r + 1. o

(I11.3.12) Corolério: Se na proposi¢io anterior T' € S entdo
E(G,8,IndSM) = 1

para todo Z,T-mddulo M com dim M7 < oc.

Demonstracao: Sabemos que,

H(S;IndiM) = HN (T, IndiM)© & H°(S;IndiM).
$€8,54T

Usando a formula de Mackey, termos que

HY(T; Ind$M) = H(T; M) ® @ HYT; IndbzagM),

geE,g#1

onde F é um conjunto de representantes para as classes duplas T¢T.

Logo dim M7 < dim HYT;Ind§M) < dim H°(S;Ind¥M) <
dim H(G,S; Ind$ M) = dim M7
Portanto dim H°(S; IndSM) = dim MT.

Aplicando (111.1.4) temos E(G, S, IndSM) = 1. 0

(ITI1.8.13) Coroléric: Nas hipéteses da proposicio anterior considerando
M = Z, temos que E(G,8,Z,(G/T)) < 2. Em particular se § = {S} e SNTY = {1},
para todo g € G, entao E(G, S, Zo(G/T)) = 2.
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Demonstragio: Que E(G,S8,Z,(G/T)) < 2 é ébvio. Se S = {S} e
SNT? = {1} temos, aplicando a formula de Mackey, que H°(S;Z,(G/T)) = 0 o que

nos da o resultado desejado. O
- IIL.4 - O invariante E(G,S)

Neste paragrafo estudaremos o invariante E(G,S) e sua relagio com o end
e(G) definido por Freudenthal-Hopf-Specker. Veremos também que este invariante estéd
intimamente relacionado com a teoria de decomposigao de grupos sobre subgrupos finitos
e com a teoria de decomposi¢io adaptada a uma familia finita de subgrupos.

Recordemos inicialmente a definigao de E(G,S).

(II1.4.1) Definicao: Seja (G,S) um par grupo com § = {§;, i € I} e
[G : 5] = oo para todo 1 € I. Definimos

E(G,8) =1+ dim Ker res$

onde resg : HY(G;Z,G) — [[HNSyZyG) ¢ a aplicagio dada na sequéncia ezata
ief
(1.5.4)(3i).

E(G,S8) é um invariante na varidvel (G,§), como mostra o seguinte lema.

(II1.4.2) Lema: Sejam (G,S5) e (L, R) par grupos com § = {S;, i € I},
R={R;,i€J}, e [G:8]=0c0, Vil Sea:(G,8)— (L,R) € um isomorfismo
de pares entéo E(G,S) = E(L,R).

Demonstragao: O isomorfismo o consiste de

{a) a : G — L isomorfismo de grupos.

(b) 7 : I — J bijecao tal que a(S;) = Rn).

Seja ¢ : ZyL — Z,G onde ¢(!) = a~i(l). Temos ¢(a(g).l) = a~(l) =
g.9(1). Logo ¢ satisfaz: N

(c) ¢:Z,L — Z5G é um 1somorfismo na categoria C e pbr (I11.1.3) temos
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que

E(G,8,Z,G) = E(L,R,Z,L)

o que nos da o resultado desejado. In

O invariante E(G, S) tem as seguintes propriedades que serio bastante tteis

em todo este paragrafo.

(I11.4.3) Proposicao: Seja (G,S) um par grupo com S = {&;, i € I} e
[G: 8] = 0o para todo i € I. Valem as seguinies propriedades: B

(i) Se 8’ =1{8,,, ir € I' C I} entdo E(G,S) < E(G,S"). Em particular
E(G,8)< E(G,S:), Viel

(ii) Se ' = {H; < S, i € I} entio E(G,8) < E(G,S).

(i) Se S = JS com S ={S,=R,uelhcl},S ={R, lel)
lel
entio E(G,S) = E(G,S"). Em particular se S; = S para todo i € I temos E(G,8) =

E(G, S).

(iv) E(G,S) = E(G, [ S:)-

ie] _

(v) Se R = {S; € 8| S; € infinito}, entdo E(G,S) = E(G,R).

Demonstracao: (i)-(iv) decorre imediatamente de (I11.2.2), (1I1.2.3},
(11L.2.5) e (I11.2.6)(iii).

(v) Se & # R entdo existe S; € § tal que 5; é finito. Temos que
res; : HY(G; ZyG) — HY(S;;Z,G) é a aplicagio nula. De fato, considere £ um con-

junto de representantes para as classes S;g. Temos entao

HYS:Z,G) = HYS; P Indf{}gzg) (pela formula de Mackey)

gerE
= D H'(S;; Ind{y9Z,) (por (1.4.4))
geE
= @Hl'(&'; Coéndf{}gzz) {por (1.2.5})
gelE
= PH'{1};92Zy) = 0 (por (1.2.6)(ii)).
gEE

Dai Ker res; = HYG; Z,G), V5; €S, S; finito.
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Logo

E(G,S) = 1+dim ( (1 Kerres;n * ] Ker res;)

S; finsto Sy infinite
= 1+dim (HY(G;Z,G)Nn ] Ker res;)
: S; infinite .
= E(G,R). O

Veremos agora que o invariante E(G,S) assume sempre o valor 1 quando G
e S satisfazem certas propriedades de dualidade. Isto ocorre também com o end clédssico

e(G), que é sempre 1, se G é um D"-grupo, n > 1.

(II1.4.4) Proposigao:

(i) Se (G,8) ¢ um D™-par com |G : §] = oo para todo S € S entdo
E(G,8) =1. |

(ii) Se (G,8) € um par grupo com [G : S} = o0, paralodo S€ S e (G,T)
é um D"-par para algum T € S entdo E(G,8) = 1.

(iii) Se G € um D"-grupo com mddulo dualizante C e n > 1 entdo

E(G,8) =1 para qualquer familia S de subgrupos de G, com |G : §] =00, VS € S.

Demonstracio: (1} Decorre imediatamente de {I11.3.10) para M = Z, e
T = {i}.
(ii) Decorre de (I11.4.3)(1) e de (i).

(i1i) Temos que

HY (G, Z,G) = H,_.1(G;C ®Z,G) (por dualidade)
- Hn_l(G;fnd%}(C ® Z3)) (por (1.2.10)
= ({1082 (por (L2.6)(i))
= 0 (pois n > 1)

Portanto, como Ker rle.sg C HYG; Z,G), temos o resultado desejado. D

 Estudaremos agora a relagdo entre o invariante E(G,S) e o end cldssico

e(G). Veremos que E(G,§) estd intimamente relacionado com e(G). Por exemplo, se G
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¢ infinito finitamente gerado, e(G) assume somente os valores 1, 2 ou oo (ver (11.3.6)(i)).
Vale um resultado andlogo, porém com uma hipdtese mais fraca, para E(G,S). Nao
sabemos se 0 mesmo ¢ verdadeiro sob hipdteses mais gerais. Veremos também que em

muitos casos E(G,8) coincide com e(G), mas a igualdade néo é sempre verdadeira.

(111.4.5) Proposicdo: Seja (G,8) um par grupo com [G : §] = o para
todo S € S. Se G ¢ finitamente gerado com vedG < o0, entdo E(G,S) assume somente

os valores 1, 2 ou oo.

Demonstragao: Como, por hipdtese, G € finitamente gerado com
vedG < oo, entdo, por (I1.3.8), qualquer Z,G-submédulo de H(G;Z;G) tem dimenséo
0, 1 ou cc.

Temos que res§ : H'(G, Z,G) — H'(S8;;Z,G) é um Z,G-homomorfismo,
onde H)(—;Z,G) é visto como Z,G-médulo com a agio a direita [f]l.g = [f.g] onde
(7.9)a) = f(2)g.

Logo resg = (resg )ier € um Z,G- homomorfismo e dai Ker res§ tem di-

mensido (0, 1 ou oo, 0 que prova a proposigao. O

(II1.4.6) Proposi¢io: Seja (G,8) wm par grupo com [G : S] = oo para

todo S € S. Entdo _
(i) E(G, 8) < e(G). Em particular, se e(G) = 1 entdao E(G,8) = 1.
(ii) Se cada S € § € finito temos E(G,S) = e(G). '
(iii) Se cada S € § € finitamente gerado e e(S) = 1 entdo E(G,S) = ¢(G).
(iv) Se e(G) = 2 temos que E(G,S) = 2. '

Demonstracio: (i) Por (11.3.7) temos ¢(G) = 1 + dim H(G; Z,G). Por-

tanto, como Ker res§ C HYG; Z,G), temos
E(G,8) =1+ dim Ker res§ < 1+ dim HYG; Z,G) = ().

Para demonstrar (i1) e (iii) considere a sequéncia exata (1.3.4)(i) para M =
ng: h
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0 — ] H(S5Z2G) — H'(G,8;Z,G) — HG; Z,G) ¥ T[ H'(S5Z:G) — - --

el i€l

Pela formula de Mackey (1.2.3)(ii}, temos, para todo S € S,
Res$Z,G = Res$Ind§\Z, = @ Indyy9Z,,
gEE

onde E é um conjunto de representantes para as classes duplas Sg{1} = Sg¢.

Dai temos, para todo S € §,
HI(S;ZQG) = H](S,®1Rdf1}922)

- geE -
= PH(S; Indfl}gzg) (por (1.4.4)).
9EE

Se cada S € & € finito temos
HY(S; Indfy9Zy) = HY(S;CoindlygZs)  (por (1.2.5))
= H'({1};9Z2) (por (1.2.6)(ii))
= 0.
Se e¢(S) = 1 para cada S € §, temos que S € infinito (por (I1.3.2)(ii)), e
H(S; Indfjy9Z,) ~ HY(S;Z35) = 0 (por (11.3.7)).
Em qualquer caso, temos

I H'(5;2,G) = [] (€D H'(S; Ind{}y9Zs)) = 0.

Ses Se8 gek

Daf Ker res§ = H'(G; Z,G) e por (11.3.7) temos E(G;S) = ¢(G). -

(iv) Se (G} = 2 é conhecido que qualquer subgrupo de G ou € finito ou tem
indice finito em G.

De fato, se e(G) = 2, por [25, teo. 5.12], temos que G tem um subgrupo
ciclico infinito H com [G : H] < 00. Seja .S um subgrupo qualquer de G. Entdo SN H =
{1} ou [H:SNH] < oo |

Como (S : SNH| < [G:H] < ooentioc § ¢ finito se SNH = {1}.
Por outro lado, se SNH # {1}, [G:S5NH) < [G:H|[H:SNH] <o edaf
[G:8] < [G:S5NH] < oo. Portanto [G: S} < oo.
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Logo, como por hipétese [G : §] = oo para todo S € &, temos que S é
finito, para todo S € §. Aplicando (ii) temos o resultado. D

A igualdade E(G,S) = ¢(G) nem sempre ocorre como mostra os exemplos

abaixo:

{I11.4.7) Exemplos:
(i) Seja (G, §) um par grupo tal que qualquer S € § € infinito e normal em
G. Por {20, p.355] temos, para cada S € &, a seguinte sequéncia exata:

[
TESS

0 — HY(G/S;(Z,G)°) & HNG; Z,G) ~ H'(S;Z,G).
Mas, aplicando a formula de Mackey e 0 mesmo raciocinio da demonstragao
de (I11.4.6)(11) - (iii), temos
(Z:6)5 = H(S;Z:6)
= B HS; Ind“{ql}gz;,)

geE
= @(Indfl}gzg)s =0 (por (I1.2.11)).
9€E

Dail HY(G/S;(Z2G)®) = 0 o que nos d4 0 = Im p = Ker res§ para t-odo

SeS.
Portanto Ker res§ = {] Ker res§ = 0 e temos E(G,8)=1.
Ses .
Assim temos infinitos exemplos em que E(G,§) nio coincide com e(G). Por
exemplo, se G é o grupo livre gerado por zy,24,...,2,, 7 > 1, temos que e(G) = o

(ver resultado (II1.4.10) abaixo) e se S = [G,G] é o subgrupo comutador de G temos
E(G,8) =1, pelo exposto acima.

(ii) Se (G, S) é o PD*par do exemplo (111.3.7)(ii) temos E(G, §) = 1, por
(111.4.4)}(i), e ¢(G) = o0.

Pela proposicdo anterior, vemos que, para grupos finitamente gerados, a
desigualdade E(G,S) < e(G) somente pode ocorrer nos casos em que ¢(G) = oo, Isto

pode ocorrer por exemplo se G se decompde sobre um subgrupo finito (ver definigdes
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(IT1.1.5) e (II1.1.6) e observagao (I11.1.9)). Nos exemplos acima G é livre e dai se decompde
sobre o subgrupo trivial {1}.

Muitos resultados importantes sobre decomposi¢io de grupos, envolvendo
ends, foram provados em [28] e [29] por Stallings. Recordaremos aqui alguns destes

resultados.

(II1.4.8) Seja G um grupo. Se G se decompée sobre um subgrupo finito
entdo e(G) > 2. Reciprocamente, se G € finitamente gerado e €(G) > 2 entdo G se

decompde sobre um subgrupo finito.

(I11.4.9) Se G = Gy #7 G, onde T € um subgrupo proprio finito de G, e
G,, de indice maior ou igual a 8 em G,, entio e(G) = oo. Também se G = G714 onde

T € um subgrupo proprio finito de G; entdo e(G) = oo.

(I11.4.10) Um grupo G finitamente gerado livre de torsdo pode ser escrilo

como um produto livre ndo irivial Gy * Gy se e somente se e(G) = oo.

(IT1.4.11) Observagao:

(1) A segunda parte do resultado (I11.4.8) é conhecido como Teorema de
Estrutura de Stallings e é um resultado muito importante da teoria de ends.

(ii) Em (111.4.8) temos E(G,T) = ¢(G) > 2 e em (I11.4.9) temos em qual-
quer caso E(G,T) = e(G) = oo. Isto segue de (111.4.6)(i1).

Estamos interessados em calcular E(G,§) quando G se decompée sobre um
subgrupo finito T e & = {S;, €1} comcada S;C G ou Gy se G=G,*r Gy ou
cada S; C Gy se G = Gy*7,4. Por (IIL.1.9) ndo precisamos supor que [G : §;] = oo, para
todo ¢ € I, pois isto ja é verdadeiro nestes casos.

Primeiramente, vejamos um resultado em que G; e (5 530 finitos:

(IT1.4.12) Proposigao: Seja (G,8) um par grupe com S = {Si, 1 € I}.
Suponhamos gue G se decompée sobre um subgrupo finito T'.
(i) Se G = G, »¢ G2, Gy e G finitos € cada S; estd contido em G ou
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Gq, Vi€ I, entio E(G,S) > 2. |
(i) Se G = Gr*74, G1 finito € S; C Gy, Vi€ I, entéo E(G,S8) > 2.

Demonstragdo: Em qualquer caso S; é finito para todo i € I. Dai
E(G,8) = ¢(G) > 2 (por (I1L4.6)(ii) e (IIL.4.8)(ii)). uj

Vamos estudar agora que valores E(G,8) pode assumir quando G se de-
compde sobre um subgrupo finito 7' onde pelo menos um dos subgrupos G; ou G, €
infinito.

Temos o seguinte resultado:

(1I1.4.13) Proposigdo: Seja (G,S) um par grupo com § = {5;, i € I}.
Suponhamos que G se decompbe sobre um subgrupo finito T

(i) Se G = Gy xp G2, com Gy, G, infinitos e cada S; contido em G, ou
G, entio E(G,S) = oo.

(i1) Se G = G, *r G com apenas um dos subgrupos Gy ou G, finitos e
cada S; contido em Gy ou G, entio E(G,8) > 2.

(iii) Se G = Gixry, com G, infinito e cada S; C Gy, entdo
E(G,8) = .

Demonstragao: (i) Vamos calcular primeiramente E(G, {G,Ga2}).

Por (II1.1.8) temos que A = Ker ¢ o~ Z,(G/T). Logo Hom(A,Z,G) é
Z,G-isomorfo a Hom(Z,(G[T), Z,).

Consideremos a sequéncia exata (134)(1) para o par (G, {G,Gq}) e M =
Z,G,

U — HO(G; ZQG) — HD(GI; ZQG) @ HU(C;z; ZQG) — Hl(G’ {Gl'j GZ}; 220) _J..) .,

Temos que H°(G; Z,G) = 0, por {1.2.11).
Usando a formula de Mackey e o fato de G; ser infinito, i = 1,2, temos,
aplicando o mesmo raciocinio de (111.4.7)[i), que HY(G;; Z,G) = 0.

Agora, considerando E um conjunto de representantes para as classes T'g,
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temos

HYG,{G1,G:}, Z,G) = HY(G; Hom{A, Z,G)) (por definigéo)

~ HY(G, Hom(Zy(G/T),Z,G))

~ HYT;Z,G) | (por (1.2.8)(ii))

= HYT; P Indl}y9Z,) (pela formula de Mackey)

o€cE

= ee% H®(T; Ind]}19Z,) (por (1.4.4))
g

= D H({1};4Z,) (por (1.2.6)(ii))
122
geE

Dai, como E ¢é infinito, temos que dim HY(G,{G1,G2};Z:G) = .

Logo Ker ress g3 =~ HYG,{G1,G2};Z,G) e portanto temos
E(G,{G,Gy}) = 0.

Consideremos agora as subfamilias de S,

S;={S,lel |5 CG} e

S ={5,7€J|5CG; e JNnL=0}

Portanto & = &; U &: (unido feita considerando-se a uniao disjunta dos
conjuntos de indices).

Sejam S, = {R1=Gy, [€ L} e 8, ={R; =G, j€J).

Se &3 = § temos que 5; C Gy, Vi € I. Logo

E(G,S) = E(GS8)
> E(G,S8) (por (I11.4.3)(i1))
= E(G,Gy) (por (I11.4.3)(iii))
> E(G,{Gy,G,}) (por (IIL.4.3)(i))

I
8

Analogamente se S; = 0.
Suponhamos agora $; # 0 e S, # 8.

Entao temos,
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E(G,S) = E((G,8US)
> E(G,5;USy)  (por (II1.4.3)(ii))
= E(G,{Gy,G,}) (por (11L4.3)(iii))

I
8

como queriamos.

(ii) Como em (i} vamos calcular primeiramente E(G, {G:1,G5)). Suponha-
mos (71 finito e G5 infinito.

Consideremos a sequéncia de Mayer- Vietoris para G = G x7Gy e M = Z,G
(ver [2, teo. 2.10}), |
' T 0o HYG,Z,G) ~ HYG1; Z,6G) ® HY(Gy; Z,G) 5 HY(T; Z,G) 5

(resgl ,resg

& (G Z,6) N (6 2,6)0 HY Gy 246) — -

A aplicagio r ¢ definida por r(fy, fo) = rese' fy — res$* f, e por (111.2.1)
E(G,{G1,G,}) = 1+ dim Ker (resg ,resg ).

Como G e (), sdo infinitos, prova-se usando o mesmo raciocinio de (i) que

HY%G;Z,G)=0 e H%GyZ,G)=0. Logo temos a sequéncia exata

G
TES

1
0 — HYGiZ,G)y 3 HYT,Z,6) % Im § = Ker (resgl ,resgw?) — 0.

Mas HY(G1;Z,G) = (Z,G)* e HYNT,Z,G) = (Z,G)" e temos a inclusio
(Z,G)% & (Z,G)T.

E facil ver que ress!

¢ sobrejetora se, e somente se, j € sobreje‘ﬁora. Temos
também que Z,G pode ser identificado com o conjunto formado pelos subconjuntos finitos
de G, FG (ver IL.3).

Dai podemos ver j : (FG)® — (FG)T | j(A) = A.

Como T é finito e tT =T, Vi € T, temos que T € (FG)T.

Mas T ¢ (FG)®:. De fato, se T € (FG)%! terfamos ¢;T =T, Vg, € G, e
dai G;/T = {T'}, o que nos da Gy = T que é uma contradi¢io por (II1.1.6).

Portanto j, e logo res$, nio é sobrejetora.

Se E(G,{G1,Gs}) = 1 terfamos Ker (resG ,resZ,)=0=1Im § e dai res3

seria isomorfismo, o que nio é verdade.
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Disto concluimos que E(G, {G1,G2}) > 2.
Procedendo da mesma forma que em (i) prova-se que E(G,S) > 2 para S
uma familia qualquer de subgrupos de G contidos em G; ou G,.

Para demonstrar (iil) usamos o mesmo raciocinio de (i) para provar que

HO(G; ZQG) = 0, HU(GI; ZgG) =0 e HI(G, Gl; ZQG) = HO(T; ZQG) = ®QZQ, onde

9EE
E é um conjunto de representantes para as classes Tg, g € G.

Daf dim Ker resg, = dim HY(G, G1;Z,G) = oo e portanto E(G, G;) = oo.
Seja 8’ = {R; = G1, i € I}. |

Entao temos,

E(G,8) > E(G,S) (por (II1L4.3)(ii))
E(G,G) (por (111.4.3)(iii)

o

Um caso particular do resultado {I11.4.9) e uma parte de (I11.4.10) podem

ser vistos como consequéncia da proposigio anterior. De fato temos:

(I1.4.14) Corolario: Seja G um grupo que se decompoe sobre um subgrupo -

finito T,

(i) Se G = Gy %7 G, com G, G, infinitos , entéo e(G) = co.

(ii) Se G = Gi*74, onde Gy € infinito, entdo e(G) = oo.

(iii) Se T = {1}, G livre de torsdo, entdo e(G) = oo,

Demonstragdo: Segue imediatamente da proposicdo anterior usando a
desigualdade E(G,S8) < ¢(Q). o

Em (II1.4.13) computamos o invariante E{G,S) no caso em que a decom-
posi¢do de G era sobre um subgrupo finito 7. Podemos também calcular E(G,S) no
caso em que T ¢ infinito e & é uma familia particular de subgrupos de G, como mostra o

seguinte resultado.

(H1.4.15) Proposigao: Seja G um grupo que se decompée sobre um sub-
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grupo infinito T.
(i) Se G = Gl *p Gg, entgo F(G, {Gl,Gg}) =1.
(ii) Se G = Gy#74, entio E(G,Gy) = 1.

Demonstragioe: Como T ¢ infinito e é subgrupo de anibos os grupos G,
e G, entdo (7; e G, sao infinitos.

Para calcular E(G, {G;1,G,}) em (i) e E(G,G,) em (ii) procedemos como
na demonstragio de (I1I11.4.13) para provar que:

HYG{G1,G: 1, Z,G) = HY (T, Z,G) =0 se G=G1+r Gy e

HYG,G;Z,G) = HYT;Z,G) = 0 se G = Gyxpg, pois T é infinito em

ambos 0s casos. o

Vamos agora ver a rela¢do de nosso invariante com decomposigiao de grupos
adaptada ao par grupo (G,8) com § finita. Primeiramente vamos recordar a definigio

deste conceito. Esta definigao pode ser encontrada em {21].

(I11.4.16) Definigao: Seja (G,S) um par grupo com S = {8;, i = 1,...,m}.
Uma decomposicio G = Gy 7 Gy ou G = Gyx7y, de G sobre T € chamade adaptada
ao par grupo (G,S) se T ¢ fintto € todo subgrupo S; é conjugado a um subgrupo de (G ou
de G,. Se tal decomposigio existe dizemos que o par grupe (G,S) € adaptado.

Existe um critério cohomologico para um par grupo (G, 8}, onde G é finita-
mente gerado, ser adaptado, que € uma condigéo suficiente. A condigdo € que a intersecgao
dos nucleos das aplicagdes restrigdes, res; : H(G;Z,G) — HW(8:;Z.G), i=1,...,m,
seja n&o nulo.

Se § = 0, este critério é apenas o teorema de estrutura de Stallings para
grupos finitamente gerados.com mais que um end (ver (I11.4.11)). O resultado de Stallings
foi estendido por Swan [30] no caso em que m =1 e G ¢é livre de torsdo. O caso geral
foi provado por Swarup em [31].

Este critério pode ser traduzido em termos do invariante E(G,§). De fato,
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por (I11.2.1), temos que

E(G,8)=1+dim () Ker res;.
i€l
Dai, o resultado de Swarup pode ser enunciado da seguinte forma:

(II1.4.17) Teorema: Seja (G,S) um par grupo com G finitamente gerado
eS={S5, i=1,...,m}. Se E(G,8) > 2 entio (G, 8) ¢ adaptado. =]

Em [21] Miiller também estudou decomposicoes adaptadas. Neste trabalho
ele afirma que a reciproca de (I11.4.17) é verdadeira sem a hipitese de G ser finitamente
gerado.

Na literatura pesquisada, nido encontramos a demonstracao deste fato, mas

faremos aqui uma demonstracio usando o nosso invariante e suas propriedades.

(I11.4.18) Teorema: Seja (G, S) um par grupo com S = {S;, i = 1,...,m]}.
Se (G, S) € adaptado entdo E(G,S) > 2.

Demonstragao: Por hipdtese temos que (G,8) ¢ adaptado. Dali, por
(I11.4.16), G se Idecompc")e sobre um subgrupo finito T e cada S; é conjugado a um subgrupo
H; de G, ou de Gy ,

Logo existe ¢; € G tal que S; = ¢; Higi, com H; < Gy ou H; < G,
1=1,...,m.

Seja 8" = {H;, i = 1,...,m}. Usando os resultados (111.4.12) e (I11.4.13),
temos que E(G,8') > 2.

Considere as aplicagdes de pares
T,b,' : (S,', ZzG) i (H{, ZZG), H = 1, I

consistindo de:

(a) e S; — H; isomorfismo de grupos
s = gisgl!

(b} ¢; Z,G — Z,G isomorfismo de grupos
z - gl
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Temos que ¢; é compativel com ;. De fato, ¢;(0i(s).z) = ¢i(gisgi ' z) =
97 gisgi e = sg; 7w = s¢i(z).
Dai por (I1.1.7), temos induzido, para ¢ = 1,...,m, os isomorfismos
¥ HU(H;Z,G) — HY(S;;,Z,G)
(71 — ¢ilfl={dio foul
Agora considere

(I @Hl(ﬂe;zzG) — P H(S;Z,6)
=1

(Fidees il = @ADL 1),
Claramente ¥* é 1somorfismo.

Considere o diagrama:
res® m

H{(G,Z,G) = € HYH;Z,G)

| resg

B HY(S5; Z,G).
i=1

Vamos provar que este diagrama é comutativo. Temos,

1!)' OTesgf[f] = T’b*([fiH]]"""[lem])
= ([QS]OfIH] 0@1],...,[¢m0f|HmOQm]).
Agora, ¢; o fig, 0 @i+ S; — ZyG, é tal que

$io fim opils) = &0 fim(gisgl") (definicdo de ¢;)
= ¢ flgisgT") (definicéo de ¢;)
= g7 gif(sgi") + flgi)) ( é derivagio)

= f(sg7") + 97" flgi)
= sf{gi")+ f(s)+ g7 flg:) {f & derivagio).

Mas 0 = f(1) = f(g7 ) = 97" flgs) + f(g7") e dai f(g;") = 67" f(gs).
Portanto,
¢io fim owi(s) = fs)+sf(er")+ f(g")
= fls)+dyum(s) (dyyr1) € P(55, 22G))
= f|3‘,(s)+df(3i—1)(s).
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Logo,

qﬁ,-ofly,, szfls‘, +df{9.-_l)’ df(g‘._l) € P(S‘,M) (1)

Por outro lado, resg(f] = ({fis,)s- - -, [fis.]). Mas por (1) temos

[qbi o fﬁH.‘ o "}91] = [flS.‘ + dj{gl._l)] = [fls.']a Vi = I...,m.

Assim, resg[f] = ¢ o resSi[f]. Isto nos da Ker res§ = Ker res$,, pois 3
é isomorfismo.

Dai E(G,8) = E(G,8') > 2 como queriamos. 0

Finalizando este capitulo vamos ver um exemplo de aplicacio do resultado

anterior,

(I11.4.19) Exemplo: Seja (G,S) um PD?-par sobre Z (dai é um PD*-par
sobre Z,) com [G : §] = o0, VS € S. Entao G é um D'-grupo, que ndo é PD'. Logo
G ¢ livre de posto maior que 1 {ver [3]) e ¢(G) = co. Temos que G se decompoe sobre o

subgrupo T' = {1} mas o par (G, S) néo é adaptado pois E(G,S} = 1, por (I11.4.4)().
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