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Resumo

FREITAS, Filardes J. S. Equacbes Diofantinas Classicas e Aplicacbes. Campinas -
SP: Universidade Estadual de Campinas, 2009. Dissertacdo apresentada como requisito

parcial para obtencdo do Titulo de Mestre em Matematica.

Neste trabalho focalizamos os principais conceitos da teoria elementar dos nimeros
objetivando uma melhor compreensdo das Equacdes Diofantinas Classicas e suas apli-
cacdes e para isto explicitamos os conceitos de Numeros primos, Algoritmo de Euclides,
Maximo divisor comum e Minimo miltiplo comum, assim como a teoria das Congruén-

cias, uma abordagem sobre a Criptografia RSA e Soma de Inteiros.

Palavras-Chave: Congruéncias Lineares, Soma de Inteiros, Equacdo de Fermat,

Soma de Quadrados.
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Abstract

FREITAS, Filardes J. S. Classical diophantine equations and applications. Campinas -
SP: Universidade Estadual de Campinas, 2009. Dissertation submitted as partial requi-

rement for his Master’s Degree in Mathematics.

In this work we focus the main concepts of the elementary theory of numbers seeking
a better understanding of Classical diophantine equations and their applications for this
and explained the concepts of prime numbers, algorithms of Euclid, maximum common
divisor and least common multiple and the theory of congruence , an approach on the

RSA encryption and Sum of Integers.

Keywords: Linear congruence, Sum of Integers, equation of Fermat, Sum of Squa-

res.
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Introducao

O objetivo desta dissertacdo, dentro dos propésitos deste programa, é o estudo e
detalhamento de temas de interesse que tenham conexdo com as disciplinas da area
de matematica do ensino médio e superior, neste trabalho focalizaremos as equacdes
diofantinas classicas e suas aplicacdes e para isto, iniciaremos por uma revisdo dos
principais tépicos elementares da teoria dos nameros.

No primeiro capitulo, sdo introduzidos conceitos e definicdes da teoria elementar dos
nimeros, tais como, algoritmo de Euclides, maximo divisor comum, minimo multiplo
comum, divisibilidade, congruéncias e criptografia RSA. No segundo capitulo faremos
uma abordagem da$S equacdes diofantinas representadas por soma de inteiros, um tépico
de grande importancia na analise combinatdria com problemas que envolvem contagem.

Nos terceiro e quarto capitulos, abordamos as equacdes de Fermat numa perspec-
tiva basica e avancada, sendo esta (ltima com a contribuicao dos Inteiros de Gauss
e os Inteiros de Eisenstein dentro dos conceitos de Grupos, Anéis, Ideais e Soma de
Quadrados.

Por fim, o quinto capitulo, mostraremos as aplicacdes das mais variadas equacdes
diofantinas no campo da criptografia RSA e das funcdes geradoras, dentre outras, de
modo que possamos ao final deste trabalho ter um material que de alguma forma possa

contribuir para uma melhor compreensdo das Equacdes Diofantinas.



Capitulo 1

UMA REVISAO DA TEORIA

ELEMENTAR DOS NUMEROS
.

Neste capitulo enfatizaremos alguns conceitos da teoria dos nimeros como o algo-
ritmo de Euclides, maximo divisor comum e minimo miltiplo comum de dois inteiros
positivos além dos tépicos das congruéncias e residuos que irdo fortalecer e dinamizar

as nossas aplicacoes.

1.1 Fatoracdo Unica em Z e Algoritmo da Divisao

Para entendermos a fatoracdo Gnica, precisamos em um primeiro momento definir-
mos dois nlimeros inteiros p e g, sendo que p divide g, se existir um inteiro k tal que
g = p.k, com o uso da notacdo p|q. Se p ndo divide g escrevemos p 1 q.

Todo nimero inteiro positivo n > 2 pode ser escrito de modo (nico, na forma,
01 6 6
n=p‘.py..... Pt

onde 1 < p; < p» < p3 < ... < px Sao nlmeros primos € 61, 65,05 ...6, sao inteiros
positivos.

Os expoentes 61, 6,, 65 . .. 60, sdo chamados de multiplicidades. Em outras palavras
a multiplicidade de p; € o maior expoente 81, tal que p?l divide n. A representacdo por

exemplo, do niimero 280 em fatoracdo (nica sera 280 = 22.32.5.
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Dada a importancia do algoritmo de Euclides para o nosso trabalho achamos opor-

tuno iniciar com a seguinte proposicao:

Proposicdo 1.1 Sejam a, b € Z com b > 0. Entdo existem (inicos nimeros inteiros q
e r tais que
a=qgb+r e 0<r<b

onde q chama-se quociente e r o resto da divisdo de a por b.

Demonstracao: Mostraremos em primeiro lugar a existéncia de q e r.

Dados a, b € Z com b > 0, sendo o conjunto S = {a — bx|x € Z, a— bx > 0}. Temos
obviamente S C N*. Para x = —|a| obtemos a — bx = a— b(—1a|) = a+ bla] >
a+lal >0, pois b > 1. Isto mostra que S # (). Pelo principio da inducdo temos que
existe um r € S minimo, istoér <y Vy e S. Como r € § existe um x = g € Z com
r = a—bq. Segue entdo que a = bg+r. Precisamos provar que 0 < r < b. Comor € S
certamente r > 0 donde que a—bg—b=r—b>0,0usea, r>a—(qg+1)bes,
contradizendo a minimalidade do r € 5. Isto mostra que r > b € impossivel. Logo
temos que r < b.

Provaremos agora a unicidade de q e r.

Suponhamos que q, r, ¢’ e r' sdo inteiros tais que
a=bg+r=bg+r'e0<rr<b

entdo r' —r = bqg — bg' = b(qg—q') e seque |[r—r'| = |b(qg—7q")| = blg— |

Adicionando-se as desigualdades

0<rr<b
—-b<—-r<90

Seque —b < r' —r < b, ou seja, |r' — r| < b. Dai temos a contradicdo
b>|r"—=rl=blg—q|>b no caso de q+# ¢

Concluimos assim que g = g’ entdo r = r'. n
q qg=4q
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Teorema 1.1 (Algoritmo Geral da Divisdo) Para quaisquer a, b € Z com b # 0 existem
anicos q, r € Z tais que
a=bg+re0<r<|b

Demonstracdo: Como |b| > 0 pela Proposicdo 1.1 existem (nicos ¢',r € Z com
a=1|blqg +rtalque0<r<|bl
Se b > 0 entdo |b| = b e podemos considerar ¢ = ¢’ junto com r.

Se b < 0 entdo |b| = —b e podemos considerar g = —¢’ junto com r, obtendo

a=1bl¢gd+r=(=b)gd+r=b(—q)+r=>bg+r

1.2 M.D.C. e M.M.C.

Definicao 1.1 Sejam a e b inteiros, com pelos menos um deles diferente de zero. O
maximo divisor comum d de dois inteiros a e b (a ou b diferente de zero, denotado por

(a,b) ou mdc(a, b) é o maior inteiro que divide a e b.
Teorema 1.2 (Maximo divisor comum)
1. dlaed|b (i. e. d é divisor comum de a e b.).
2. Se algum c € N dividir ambos a e b entdo temos também c|d.

Demonstracdo: Seja d = mdc(a, b). Entdo, obviamente d verifica (1), e como

d € D (a, b) a condicdo (2) afirma que, se d’ € D (a, b), (D é o conjunto formados por

divisores comuns de a e b), entdo, d'|d; logo d' < d, donde segue que d é o maior dos

inteiros divisores comuns. Portanto, d = mdc (a, b).
Proposicdo 1.2 Se a,b,c,x1,y1 € Z , cla e c|b entdo c|(ax; + by)

Demonstracdo: Se c|a e c|b entdo a = kic e b= koc, com kq, ky € Z. Multiplicando
estas duas equacdes respectivamente por x; € yp, teremos x;a = x1ki€ € y1b = y1k»C.
Somando membro a membro obtemos ax; + bys = (x1ki + y1ko) ¢, 0 que nos diz que

claxy + byi. m
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Teorema 1.3 Se a e b sdo inteiros e a = gb + r, onde q e r sdo inteiros , entdo
(a,b) = (b,r).

Demonstracao: Da relacao a = gb+r podemos concluir que todo divisor de be r € um
divisor de a pela Proposicdo 1.2. Esta Gltima relacdo pode ser escrita como, r = a— gb
e nos diz que todo divisor de a e b € um divisor de r. Logo o conjunto dos divisores
comuns de a e b & igual ao conjunto dos divisores comuns de b e r, 0 que nos garante

o resultado (a, b) = (b, r). [

Teorema 1.4 Sejam a, b € Z ndo ambos zero e seja d = (a, b). Entdo existem x, y; €
Z tais que
axiy + by1 =d.

Demonstracdo: Consideremos o conjunto B = {ax + by : x,y € Z} de todas as com-
binacdes lineares. Este conjunto contém, claramente, nimeros negativos, positivos e
também o zero. Tomando x; e y; tais que ¢ = xya + y1 b seja 0 menor inteiro positivo
pertencente ao conjunto B, vamos provar que c|a e ¢c|b. Como as demonstracdes sdo
similares, mostraremos apenas que c|a. A prova é por cotradicdo. Suponhamos que
¢ 1 a, neste caso, pelo Teorema 1.1 existe g e r taisque a=cq+rcom0 < r < c.
Portanto r = a—qc = a— q(xqa+ ynb) = (L —gx1)a+ (—qgy1) b. Isto mostra que
r € B, pois (1 —gx1) e (—qy1) sdo inteiros, o que € uma contradicdo, uma vez que
0 < r < cecéo menor elemento positivo de B. Logo c|b.

Como d é um divisor de a e b, existem inteiros k; e k» tais que a = kid e b = kod e
portanto ¢ = xja+ y1b = xykid + y1kod = d (x ki + y1k>) 0 que implica que d|c, entdo
que |d| < |c|, onde ambos sdo positivos e como d < ¢ € impossivel, uma vez que d é

o0 maximo divisor comum, podemos concluir que d = axy + by;. [

Exemplo 1.1 Sendo o mdc (413280,211243) = d, com o auxilio do Algoritmo Euclidi-
ano Estendido, determine uma solucdo xy, y1 € Z.. De modo que 413280x;+211243y, =
d.

Resolucdo: Precisamos encontrar o valor de d e para isto, faremos uso do Algoritmo

Euclidiano.
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a=qgb+r=r=a—qb

413280 = 211243.1 4+ 202037 = 202037 = 413280 — 211243.1 (1)

211243 = 202037.1 4+ 9206 = 9206 = 211243 — 202037.1 (2)

202037 = 9206.21 + 8711 = 8711 = 202037 — 21.9206 (3)

9206 = 8711.1 4+ 495 = 495 = 9206 — 8711.1 (4)

8711 = 495.17 + 296 = 296 = 8711 — 495.17 (5)

495 = 296.1 + 199 = 199 = 495 — 296.1 (6)

296 = 199.1 + 97 = 97 =296 — 199.1 (7)

199 =9072+5=5=199-97.2 (8)

97 =5.194+2=2=97-5.19 (9)

5=224+1=1=5-22 (10)

Logo, d = 1.
O proximo passo € escrever a expressao ax;+by; = d. e realizar as devidas substituicdes,
assim:

1 =5—2.2, substituindo a equacdo (9) em (10) e fazendo o mesmo procedimento
com o resto das equacdes seguintes,temos:

1=5-2.(97 —5.19)

1=395-297

1=39.(199 —97.2) — 2.97

1 =239.199 — 80.97

1 =39.199 — 80. (296 — 199.1)

1=119.199 — 80.296

1=119.(495 —296.1) — 80.296

1 =119.495 —199.296

1=119.495 —199. (8711 — 495.17)

1 =3502.495 — 199.8711

1 =3502. (9206 — 8711.1) — 199.8711

1 =3502.9206 — 3701.8711

1 =3502.9206 — 3701. (202037 — 21.9206)

1 =81223.9206 — 3701.202037

1 =81223.(211243 — 202037.1) — 3701.202037

1 =381223.211243 — 84924.202037
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1 = 81223.211243 — 84924 (413280 — 211243.1)

1 = 211243.166147 + 413280. (—84924)

d = 413280x; + 211243y,

1 = 413280. (—84924) + 211243.166147, ou seja, x; = —84924 e y; = 166147

uma solucdo inteira.
Teorema 1.5 Se albc e (a, b) =1, entdo a|c.

Demonstracdo: Como (a, b) = 1, pelo Teorema 1.3 existem x; e y; tais que ax;+by; =
1. Multiplicando os dois lados dessa igualdade por ¢, temos: (ac)x; + (bc)y; = c.

Como alac e, por hipétese, albc, entdo, pela Proposicdo 1.2, alc. [

Definicao 1.2 Chama-se minimo miltiplo comum de dois inteiros positivos a e b o

menor inteiro positivo que é divisivel por a e b, denotado por [a, b] ou mmc (a, b).

Proposicao 1.3 Sejam a e b inteiros ndo-nulos, entdo:

(i) [a, b] = max{|al, |bl};
(i) é anico o [a, b];
(i) [a, b] = [b, a];
(iv) [a, b] = [|al., [bI].
Teorema 1.6 sejam a e b inteiros, com a # 0,d = (a,b) e m = [a, b]. entdo vale a
relacdo:
md = |ab|
Demonstracao: Coloquemos m' = ]an9|. Existem r,t € Z tais que dr = a e dt = b.
Temos m' = %']b\ = 4rb e também m = \a\g = 4at. Isto mostra que m' é

multiplo comum de a e b. Se ¢ € N, tal que a|c e b|c e Existem ki, k» € Z tais que

aky = ¢ = bky. Pelo Teorema 1.2 existem xq, y1 € Z com ax; + by; = d, entdo seque

c cd c C axy c by c c
= Tabl ~ Jab] (TP = o e T TR E g T Hen R

c L .
e mostramos que — € Z o que significa que n'|c. Assim m' = m. (]
m
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1.3 Congruéncias

A teoria de congruéncias esta relacionada ao nome do grande matematico alemao
Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855). A introducdo das congruéncias torna natural a
criacdo de um novo “sistema numérico” no qual sdo definidas as operacdes de adicdo e

multiplacacdo: Os conjuntos Z,.

Definicdo 1.3 Se a e b sdo inteiros dizemos que a é congruente a b modulo m, com
m > 0, se m|(a— b). Denotamos isto por a= b(modm). Se m1 (a— b) dizemos que

a é incongruente a b médulo m e denotaremos por a  b(modm).

Proposicdo 1.4 Se a e b sdo inteiros m > 0, temos a = b(modm) se, e somente se,

existir um inteiro ki tal que a= b+ kym.

Demonstracdo: Se a = b(modm), entdo m|(a— b), o que implica que existe um
inteiro k; tal que a — b = kym, isto é, a = b+ kym. A reciproca é provada tomando
um inteiro k; satisfazendo a = b+ kym, ou seja, kkm = a — b e portanto m|(a — b),

resultando que a = b(modm). u

Proposicdao 1.5 Sejam a, b, m e d inteiros com m > 0, entdo as seguintes sentencas

sdo verdadeiras:

(i) sempre a = a(modm) (Reflexividade);
(i) se a= b(modm) entdo b= a(modm) (Simetria);

(i) se a= b(modm) e b= d(modm) entdo a = d (modm) (T ransitividade);

Demonstracdo: (i) como m|0, entdo m|(a — a), o que implica a = a(modm). (ii) Se
a= b(modm), entdo a = b+ kym para k; € Z, logo b = a — kym, o que implica pela
Proposicdo 1.4 que b = a(modm). (iii) Se a = b(modm) e b = d (modm), entdo
existem ki, ko € Z, tais que a— b = kkme b—d = kym. Somando-se membro a
membro as duas equacdes, temos a— d = (k; + ko) m. Fazendo ki + ky = ks, obtemos
a— d = ksm o que implica a= d (modm). [

Esta proposicao nos diz que a relacao definida no conjunto dos inteiros € uma relacao

de equivaléncia pois ela é reflexiva, simétrica e transitiva.
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Teorema 1.7 Se (k, m) = d, entdo ak = bk (modm) = a=b <mod%)

Demonstracdo: Se ak = bk (modm) implica que m| (ka — kb), ou seja, que m|k (a — b).

Dividindo os dois membros por d, temos, %\E (a— b), mas por hipétese (k, m) = d e

k k
pelo Teorema 1.3, | —, M) — 1 o que implica que m (a—b), e fazendo ky = = € Z
d' d d d
temos que a= b (mod%). [ ]

Teorema 1.8 Se (k, m) =1, entdo ak = bk (modm) = a= b(modm).

Demonstracdo: Se ak = bk (modm) entdo m|(ka — kb), ou seja, mlk (a — b), mas,
pelo Teorema 1.3, se mk(a—b) e (k,m) = 1 entdo m|a — b, o que implica a =

b(modm). [

Teorema 1.9 Sejam a, b, ¢ e m inteiros tais que a = b(modm), entao:

(i) a+c=b+ c(modm);
(i) a— c=b— c(modm);

(iii) ac = bc (modm).

Demonstracdo: (i) como a = b(modm), temos que a— b = km e como a — b =
(a+c)—(b+c)temosa+c=b+c(modm). (i)como(a—c)—(b—c)=a—>b
e por hipétese a — b = km, entdo temos que a — ¢ = b — c(modm). (iii)) como
a— b = km, multiplicando os dois membros por ¢, temos ac — bc = ckm o que implica

m|(ac — bc) e, portanto, ac = bc (modm). [

Teorema 1.10 Se a, b, ¢, d e m sdo inteiros tais que a = b(modm) e c = d (modm),

entdo:

(i) a+c=b+ d(modm);
(i) a—c=b—d(modm);
(iii) ac = bd (modm).
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Demonstracdo: (i) como a = b(modm) e ¢ = d (modm), temos que a— b = kym e
c—d = kom, portanto, fazendo a soma membro a membro, obtemos (a + ¢)—(b + d) =
(ki + ko) m com ki, ko € Z, isso implica que a4+ ¢ = b+ d(modm). (ii) como
(a—c)—(b—c)=a— be, por hipétese, a— b= km, entdo a— c = b — c(modm).
(iii) Sabemos que a — b = kym, multiplicando os dois membros por c e ¢ — d = kom
por b, temos ac — bc = ckym e bc — bd = bkym. Somando membro a membro,
temos ac — bc + bc — bd = (cky + bky) m o que implica m|(ac — bd) e portanto,

ac = bd (modm). u

1.4 Residuos e Conjunto completo de residuos modulo

m

Definicdo 1.4 Se a e r sdo inteiros com a = r (modm), dizemos que r é um residuo

de a modulo m.

Definicao 1.5 Chamamos de conjunto completo de residuos modulo m ao conjunto
de m niameros cada um dos quais é congruente 2 0,1,2,---, m —1(modm), isto é,
um conjunto que contém um representante para cada uma das m classes nas quais 0s

inteiros modulo m se dividem.

Definicdo 1.6 O conjunto dos inteiros {ri, >, 13, , rs} € um sistema completo de
residuos modulo m se:

(i) r; # r,(modm) para i # j;

(ii) para todo inteiro n existe um r; tal que n = r; (modm).

Teorema 1.11 Dois niimeros inteiros x e y sdo congruentes (modm) se, e apenas se,

a divisdo de cada um deles por m tem o mesmo residuo.

Demonstracao: Pela Proposicdo 1.1 podemos escrever x = kkm+r ey = kkm+ s
com 0 < r,s <m. Sem|(x—y)entdo m|(r—s) e como |r—s| < m teremos que

ter r — s =0 o0 que implica que r = s. [
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Teorema 1.12 Qualquer niimero inteiro é congruente (modm) com um e s6 um dos

elementos de {0,1,2,--- , m—1}.

Demonstracao: Dados m € N e x € Z pela Proposicao 1.1 existem q e r (nicos tais
que x = kkm+r com 0 < r < m, portanto x = r(modm) e 0 < r < m-1. A

unicidade resulta do Teorema 1.11. ]

Teorema 1.13 Todos os sistemas completos de residuos para um mesmo maodulo tém

0 mesmo nimero de elementos.

Demonstracao: Consideremos um sistema completo de residuos, digamos

R=A{r.,mn -, r}
para um moédulo m > 1 fixo; seja ainda Ry = {1,2,3,---,m—1}. De acordo com
o Teorema 1.11, para cada j = 1,2,---, k existe um e s6 um r,(j) € Ry tal que

r, = 1, (j) (modm), portanto Ry tem pelo menos o mesmo nimero de residuos de
elementos de R; por outro lado R & também um sistema completo de residuo e, por
definicdo, para cada elemento de Ry existe um e sé um elemento de R com o qual
aquele é congruente (modm), donde R tem pelo menos tantos elementos como Ry, ou

seja R e Ry tém de fato o mesmo nimero de elementos. [

Exemplo 1.2 Sendo {0,1,2,3,4,5,6,7} o conjunto dos menores restos ndo-negativos
mddulo 8, verifique se {—28, —15, —6,11, 15,22,101,800} é um sistema completo de

residuos modulo 8.

Resolucdo: Pela Definicao 1.6, (i) r, # r;(modm) para i # j, temos por exemplo
r, Z r3 (mod8), implicando que 1 # 2 (mod8) = 81 —1 e (ii) para todo inteiro n existe

um r; tal que n = r; (modm), segue que
e Para i =1 = n =800, pois 800 = 0(mod8) = 8|800 = 100 = ky € Z
e Parai=2= n=—15, pois —15=1(mod8) = 8| - 16 = -2 =k € Z
e Parai=3=n= -6, pois =6 =2(mod8) =8| —-8=—-1=k €7

e Parai=4=n=11, pois 11=3(mod8) = 8|8 =1=k; € Z
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e Parai=5= n=4, pois 28 =4(mod8) =8| —32= -4 =k €Z
e Parai=6= n=25, pois 101 =5(mod8) = 8|96 = 12 = ks € Z

e Parai=7=n=06, pois22=6(mod8) = 8|16 =2 =k; € Z

e Parai=8=n=7,poisl5=7(mod8) =8|8=1=k; €Z

Observacao 1.1 Sendo n € N, kg, ki, ko, -+ , ko—1 € Z, entao,
{nko,nks+1,nky+2,--- ,nk, 1+ (n—1)}

é um sistema completo de residuos (modm). Além disso todo sistema completo de

restos (modm) é obtido dessa forma.

No Exemplo 1.2, temos:
{nko,nks +1,nky+2,--- ,nky, 1+ (n—1)}=

{8.100,8.(—2) + 1,8.(—1) +2,8.1+3,8.(—4) +4,8.12+5,82+6,8.1 + 7} =

{800, —15, —6, 11, —28, 101, 22, 15}

1.5 Inverso Aritmético Médulo m e Congruéncias Line-

dares

Definicao 1.7 Um inverso aritmético de a(modm) é um niamero inteiro a tal que

d.a=aa=1(modm).

Teorema 1.14 O nimero a € Z\ {0} tém inverso aritmético (modm) se, e apenas se,
(a,m)=1

Demonstracdo: Se (a, m) = 1, entdo existem x,y € Z, tais que ax + my = 1, por
outro lado esta equacdo indica que ax = 1 (modm) e consequentemente, x € o inverso
aritmético de a(modm), que existe se (a, m) = 1. Mas a.a = 1 (modm), entdo deduz-

se que a.a = km+ 1, para algum k € Z pelo que a.a+ (—k) m = 1. Conclui-se assim,
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que a e m sao primos entre si. [

Proposicao 1.6 Seja p um nimero primo. O inteiro positivo a é o seu proprio inverso

médulo p se, e apenas se, a=1(modp) ou a= —1(modp).

Demonstracdo: Se a é o seu préprio inverso, entdo a> = 1 (modp) o que significa que
p|(a®> — 1), mas se p|(a—1)(a+ 1), sendo p um namero primo, temos que p|(a — 1)
ou p|(a+ 1) o que nos leva a concluir que a = 1 (modp) ou a = —1(modp). A reci-
proca também é imediata, pois se a = 1(modp) ou a = —1(modp) entdo p|(a—1)
ou p|(a+1). Portanto p|(a—1)(a+ 1) o que significa que a®> = 1 (modp) ou ainda

que a.a=a.a= 1(modp). ]

Exemplo 1.3 Determine o inverso de 211243 (mod 413280).

Resolucdo: Neste caso, precisamos calcular o mdc (413280, 211243) e aplicar o al-
goritmo euclidiano estendido, ver Exemplo 1.1, onde o mdc (413280,211243) = 1 e
1 =413280.(—84924)+211243. (166147), ou seja, x; = —84924 e y; = 166147, logo
o inverso de 211243 (mod 413280) é y; = 166147, pois pela Definicdo 1.7, temos,
211243.(166171) = 166171.(211243) = 1 (mod 413280).

Definicao 1.8 Chamamos de congruéncia linear em uma variavel toda congruéncia da

forma ax = b(modm), onde x é uma incégnita.

Teorema 1.15 Se a tém inverso a. (modm), entdo ax = b(modm) se, e somente se,

x = ab(modm).

Demonstracdo: Supomos que a.2 = 1(modm), logo se ax = b(modm), entdo
a.a.x = ab(modm) ora a.a.x = x(modm), portanto x = ab(modm). Na volta
teriamos que se x = ab(modm), analogamente, obtém-se ax = a.a.b = b(modm) e

dai ax = b(modm). [
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Teorema 1.16 Sejam a e b inteiros e (a, b) = d. Se d t ¢ entdo a equacdo ax+by = ¢
nao possui nenhuma solucdo inteira. Mas se d|c essa equacdo possuira infinitas solucdes
esex =xg ey =Yy, teremos entdo uma solucdo particular e todas as demais solucées

serdo obtidas por x = xg + (b/d) k e y = yo — (a/d) k, com k inteiro.

Demonstracdo: Se d { ¢, entdo a equacdo ax + by = ¢ ndo tem solucdo, como d é o
maximo divisor comum de a e b, ele deveria dividir ¢, pois ¢ € uma combinacao linear de

a e b. Suponhamos que d|c, pelo Teorema 1.2, existem x; e y1, tais que ax; + by; = c.

0s membros da equagdo ax; + by; = ¢ por k, teremos a(x1k) + b (y1k) = c. Isso nos
leva a concluir que o par ordenado (xg, ¥o), com xo = x1k € Yo = y1k € uma solucdo da

equacdo ax + by = ¢, uma vez que

ax+by=c
aX+by—a(xO+5)b/d k)+b(yo—(a/d)k)
ax+by—ax0+—k+byo——k

d d
ax+by=ax+byp=c

Neste caso, (xg, o) € uma solucdo particular e a partir dessa solucdo, podemos gerar
infinitas solucdes, para isso precisamos mostrar que toda equacao do tipo ax+ by = c,
temos como solugcdes as expressdoes x = xo + (b/d) k e y = yo — (a/d) k, entretanto
iremos supor que o par ordenado (x, y), seja uma solucdo, logo poderemos escreve-la
assim, ax + by = ¢, mas axg + byy = ¢, logo ax + by = axp + byy, 0 que implica
em a(x —x) = b(¥ —y), lembrando que (a, b) = d recorrendo ao Teorema 1.6,

b
(g, )= 1, podemos, entdo dividir os dois termos da equacdo a(x — xo) = b (Vo — ¥)

b
—(yo— ), pelo Teorema 1.3 (b/d) |(x — xg) e portanto
d

existe um k, inteiro que satisfazendo x — xo = (b/d) k o que implica x = xo + (b/d) k

a
por d, temos 7 (x —xg) =

o a
e substituindo esse valor de na equacdo g(x—xo) = a(yo—y), temos que y =
yo — (a/d) k. n

Teorema 1.17 Sejam a, b e m inteiros tais que m > 0 e (a,m) = d. Sed {1 b a

congruéncia a

congruéncia possui exatamente d solucbes incongruentes modulo m.
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Demonstracdo: Sabemos que x inteiro é solucdo da congruéncia ax = b (modm) se, e
somente se existir um inteiro y tal que pela Proposicdo 1.4 ax = b+my que implica ax—
my = b e pelo Teorema 1.16, sabemos que esta equacdo ndo possui solucdo se d t b,
analisaremos agora quando d|b, para este caso a equacdo ax—my = b, possuira infinitas
solucdes dadas por x = xg — (m/d) k e y = yo — (a/d) k, onde (xo, yo) € uma solucdo
particular da equacao diofantina ax — my = b, objeto da nossa obordagem. Entretanto
a congruéncia ax = b(modm) possui infinitas solucdes dadas por x = xo — (m/d) k.
Para sabermos o niimero de solu¢cdes incongruentes, analisaremos sobre que condicdes
as equacgdes x; = xp — (M/d) ky e xo = xog — (m/d) kp, sdo congruentes médulo m. Se
X1 € xp Sd0 congruentes entdo xo — (m/d) ki = xog — (m/d) ko (modm), implica dizer
que (m/d)ky = (m/d) ky (modm) e como (m/d)|m, temos que (m/d, m) = m/d e
isso nos da condi¢cdo de aplicarmos o cancelamento de (m/d) na equacdo (m/d) k; =
(m/d) ka (modm), consequéncia do Teorema 1.7, dai teremos k; = k, (modd), uma
vez que podemos substituir m por d uma vez que d = m/(m/d) e isso nos leva a
identificar que as solugdes incongruentes serdo obtidas ao tomarmos x = xo — (m/d) k
uma vez que k € um inteiro que percorre todo o sitema completo de residuos moédulo
d. [ ]

Teorema 1.18 (Teorema de Wilson) Se p é primo, entdo (p — 1)! = —1 (modp).

Demonstracao: Verificaremos para os primos 2 e 3 a veracidade do teorema de Wil-
son, entdo (2 —1)! = —1(mod?2), implica que 2|2 e (3—1)! = —1(mod3), temos
que 3|3, logo o enunciado é verdadeiro para os primos 2 e 3. Suponhamos agora
p > 5, pelo Teorema 1.16, a congruéncia ax = 1(modp) onde a é qualquer dos
p — 1 inteiros positivos do conjunto {1,2,3,..., p — 1} e como desses elementos ape-
nas 1 e p — 1 sdo seus préprios inversos moédulo p, tais que a # a, pelo Teorema
1.13, onde aa = 1 (modp), com 1 <23 < p— 1, podemos entdo agrupar os numeros
2,3,..., (p—2)em @ pares, ao fazermos o produto dos elementos dessa sequén-
cia de modo que esse produto seja congruente a 1 moédulo p, teremos pelo Teorema 1.9,
a congruéncia 2.3.--- . (p —2) = 1(modp) e finalmente multiplicando ambos os mem-
bros desta congruéncia por (p — 1), temos 2.3.--- . (p—2)(p—1)=(p— 1) (modp),
logo (p —1)! = —1(modp) uma vez que (p — 1) = —1 (modp). n
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Teorema 1.19 (Pequeno Teorema de Fermat) Seja p primo, se p { a, entdo aP~! =
1 (modp).

Demonstracao: Consideremos o conjunto formado pelos p nimeros 0,1,2, ..., p—1
que constitui um sistema completo de residuos médulo p, onde qualquer conjunto
que contenha no maximo p elementos incongruentes moédulo p, pode ser correspon-
dido biunivocamente a um subconjunto de {0,1,2,3, ..., p—1}. Dados a sequéncia
a 2a3a,..., (p— 1) a e tomados dois elementos dela incongruentes entre si, médulo
p, se tivermos a congruéncia ax = ay (modp), com1 < x,y < p—1, como (a,p) =1,
aplicando o cancelamento na congruéncia teremos x = y (modp) o que ndo acontece
pois os elementos do subconjunto {0,1,2,3,..., p— 1}, ndo sdo congruentes entre
si médulo p. Além disso ndo existe a congruéncia a zero médulo p, uma vez que

se plax, com 1 < x < p— 1, entdo p|x ou pla, o que ndo acontece, segue en-

tdo que o conjunto {a,2a,...,(p—1)a} sdo congruentes aos elementos do conjunto
{1,2,...,p— 1} numa ordem conviniente, onde teremos p — 1 congruéncia da forma
a = x; (modp)

2a = x, (modp)
3a = x3 (modp)

(p—1)a=x,_1(modp)

Onde X, xo, X3, , Xp—1, Sa0 0s inteiros 1,2,3,---,p — 1, eventualmente em outra
ordem, ver Exemplo 1.1. Multiplicando ordenadamente essas congruéncias , temos
a2a3a.---.(p—1)a = 123.---.(p—1)(modp) que implica em (p— 1)la*"! =
(p— 1) (modp) e como ((p— 1)!, p) = 1 podemos aplicar o cancelamento, logo con-

cluimos que a*~! = 1 (modp). n

Definicao 1.9 Chamamos de Funcao ¢ de Euler a funcdo aritmética definida para todo
inteiro positivo n e denotada por ¢ (n) e que é igual ao niimero de elementos do conjunto
{keN: 1<k<ne (kn) =1}

Exemplo 1.4 Para n = 12, calcule ¢ (12).

Resolucdo: O conjunto procurado é {1,5,7,11}, pois 1 < k < 12 e (k,12) = 1,

temos:
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(1,12) = 1;(2,12) # 1;(3,12) # 1; (4,12) # 1;
(5,12) = 1;(6,12) # 1;(7,12) = 1, (8,12) # 1;
(9,12) # 1;(10,12) # 1;(11,12) = 1;(12,12) # 1;

~~

Portanto ¢ (12) = 4
Teorema 1.20 Se o inteiro p > 1, entdo ¢ (p) = p — 1 se, e somente se, p é primo.

Demonstracdao: Se p > 1 & primo, entdo cada um dos inteiros positivos menores do
que p é primo com p, e portanto ¢ (p) = p— 1. A reciproca , se ¢ (p) = p— 1, com
p > 1, entdo p, & primo, pois se p fosse um namero composto, teria pelo menos um
divisor k, tal que 1 < k < p, de modo que pelo menos dois dos inteiros 1,2,3, ..., D,

ndo seriam primos com p e k, isto € ¢ (p) = p — 2. logo p é primo. [ ]

1.6 Teorema Chinés do Resto e Criptografia

Teorema 1.21 Considere o sequinte sistema de congruéncia,

(
x = a; (modmy)

X = ay (modm,)

x
Il

= az (modm;)

X = a, (modm,)

onde (m;,mj)) =1sei#j, ij=123..., n. Queremos determinar sobre quais
condicdes haverd solucdo desse sistema.
Demonstracdo: O sistema acima conhecido como Sistema Chinés do Resto nas con-

dicGes mencionadas sempre possui solucdes e mais ainda, duas solucdes diferem por um

multiplo de m = my, my, ms, ..., m,, consideremos,
n
Nj = Hm,—
i#
Sabemos que o (m;, m;) = 1, se i # j, sendo /,j € {1,2,..., n}, segue que

(m;, N;) = 1, donde existem r;, s; € Z, tais que r;m; + s;N; = 1, defina entéo,
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X = z”: a;silN;

note iqjae,

X = Z aisiN; = ajsiN; = a; (modm;)
pois,ii1

N; =0(modmy), i#jesN;=1(modm;)

n

Assim, x = E a;s;N; € solucdo do sistema. Tomando duas solucdes x; e x5 inteiras,
_ i=1
desse sistema, teremos,

X1 = ay = xo (modmy)

X1 = ap = xo (modm,,)

Donde x; — xo =0(modm;), i =1,2,...,n,

logo m;| (x; — x2) e como o (m;, m;) =1, comi,j=1,273,...,n

segue que my, My, My, ..., Myl (X1 — Xx2), indicando que as duas solugdes diferem por
um maltiplo de my, my, ms, ..., my

Exemplo 1.5 Um certo nimero de laranjas (menor do que 20) foi arrumado em caixas
de trés laranjas cada, sobrando duas, se a arrumacdo fosse em caixas de cinco laranjas

cada, sobraria uma laranja, qual a quantidade de laranjas?

Resolucdo: Neste caso, precisamos aplicar o teorema chinés do resto, chamando de x

a quantidade de laranjas, teremos,

x = a; (modmy) )X = 2 (mod3)
X = ap (modmy) x = 1(mod5)

comparando as variaveis correspondentes, temos,

a =2
ay =
m =3
m, =05
L (M, my) =1
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Dai, podemos escrever que 1 = r.3+ 5.5 e usando o algoritmo de Euclides, conclui-
r=2
s=-1
O nimero de laranjas que é o objeto do problema sera definido por,

mos que

o =rmp.a+5s.nm.a

a=231+4+(-1)52

a=6-10

a=-—4

O conjunto solucdo é uma P.A. de termo inicial —4 e razdo m;.m, = 15, ou seja,
x€{—4,—-4+15 -4 +30,—4+45,...}

x€{-4,11,26,41,...}

como 0 < x < 20, entao temos como solucao do problema x = 11.

Criptografia

O impulso para descobrir segredos esta profundamente enraizado na natureza hu-
mana. Durante milhares de anos, reis e rainhas dependiam de algum tipo de comuni-
cag¢do, mesmo que ndo eficiente, para governar seus paises. Ao mesmo tempo, todos
estavam cientes dos riscos das mensagens serem interceptadas pelo inimigo. Foi essa
ameaca que gerou o desenvolvimento de métodos para mascarar as mensagens, deno-
minados cddigos e cifras. Segundo alguns historiadores e analistas militares, a Terceira
Guerra Mundial serd a guerra dos matematicos, uma vez que estes terdao o controle

sobre a préxima grande arma de guerra: a transmissao segura da informacao.

Os principais cédigos usados atualmente para a protecdo das informacdes militares
foram elaborados por matematicos ou por pesquisadores com conhecimento profundo
em tal aréa. Embora a Criptografia seja de importancia fundamental em termos milita-
res, os sistemas criptograficos sao amplamente utilizados no meio civil, em transacdes
bancarias, em negociacdes e em simples trocas de mensagens que sdo efetuadas via
internet. A proliferacdo dos computadores e sistemas de comunicacao em 1960 criou
uma grande demanda do setor privado buscando, na Criptografia, meios para proteger
a informacao na forma digital e fornecer servicos de seguranca. Esta fase comecou com

o trabalho de H. Feistel na IBM em 1973, culminando em 1977, com a adocdo de um
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Processamento Padrdo de Informacdo Federal (USA) para criptografar informacdo néo
classificada; a DES (Data Encryption Standard) é o mecanismo criptografico melhor

conhecido na histéria.

A seguranca desse sistema criptografico esta baseada em um antigo problema ma-
tematico: obter os fatores primos de um nimero dado. O RSA explora essa situacao
ao utilizar um ndmero, que atualmente varia de 512 a 1024 bits, e que é o produto
de dois nimeros primos muito grandes. Diversos métodos de fatoracdo foram desen-
volvidos. Varios matematicos estudaram caminhos alternativos para solucionar este
problema tais como Carl Gauss, Leonard Euler e Pierre de Fermat. Mas essa area era
considerada inatil para fins praticos. No entanto, com o advento da cifra assimétrica,
a mesma se tornou interessante a todos os profissionais relacionados a tecnologia da
informacao, inclusive aos matematicos. A engenhosidade de todos esses profissionais
produziram resultados importantes no problema da fatoracdo. Porém, nenhum método
desenvolvido € considerado satisfatério a fim de ser executado em tempo polinomial, e
portanto, o tamanho da chave € suficiente para garantir a seguranca da informacdo no

método RSA, em tempo real.

O algoritmo RSA foi patentiado pelo M.I.T. em 1983 nos Estados Unidos, mas ex-
pirou em 21 de setembro de 2000. O RSA é, atualmente, o mais usado em aplicacdes
comerciais. Este é o método utilizado, por exemplo, no Netscape, o mais popular dos

softwares de navegacdo na Internet.

Representacdo de Knuth

Em criptografia um dos principais problemas computacional consiste em manipular
inteiros grandes sem aproximagdes em um computador com memdria limitada (tipica-
mente, as principais linguagens de programacao conseguem apenas manipular inteiros
de ordem 1010, algoritmos simples de criptografia geralmente exigem manipular inteiros
da ordem de 10 ou maiores).

As operacdes necessarias ao RSA, sdo

(i) Soma de inteiros;
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(ii) Produto de inteiros;

(iii) Poténcias naturais de nimeros inteiros.

Donal Knuth na década de 70 imaginou uma férmula de representar nimeros de
qualquer ordem, provando as trés operacdes acima sem modificacdo de caracteristica
de hardware tal como o tamanho dos inteiros em maquinas com velocidade préxima da

velocidade das operacdes de tipos nativos em hardware esquematicamente,

Arquive Texte |——————»=| Mamdria & Arquivo Texo
Conversao Operaghes

T«T —=Knuth —-ouuu-o-— -

Figura 1.1: Representacdao de Knuth

As conversdes TxT — Knuth e Knuth — TxT, sdo lentas mas, sé precisam ser
realizadas no inicio e no fim dos célculos, as operacdes intermediarias sdo realizadas na

representacdo de Knuth e sdo de velocidades comparavel as operacdes nativas.

Seja n inteiro positivo qualquer e dados py, p>, Ps, P4, ..., Px nGmeros primos igual-
mente na ordem 1019 cada, ou seja, representaveis na arquitetura padrdo dos compu-
tadores, e tal que n < pq, po, P3, P4, - .., Pk, podemos calcular os residuos de n médulo
cada primo, (conversdo TxT — Knuth). E possivel que realize tal representacdo por

inteiros negativos. Ao leitor interessado recomendamos [11]. Obtendo de forma unica-
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mente determinada ag, a-, as, a4, . ..., ax, inteiros tais que,
(i) x = a;mod(p;) comi=1,273,..., k
(i) 0 < a; < pi.

Denotaremos [[n]], = [a1, a2, 33, a4, ..., ax], a representacdo de Knuth do nt-
mero na base "fixa", P = {p1, P2, P3. Pa, ..., px}, note também que dado o vetor
(a1, a2, a3, a4, . . ., ay) representando um inteiro na base P, pelo teorema chinés do resto,

pode recuperar n como @nica solucao do sistema,

(
n = a; (modp)

n

a (modps)
n=as(modps) com0<n<pi,p:pP3Pa---, Dk

n = ax (modpy)

Dado uma base P = {p1, p2, p3, Pa, .- ., Pk} € N1, N2 € Z, tendo as representacdes,
[[m]] = (a1, a2, a3, aa, ..., a)
[[n2]] = (b1, ba, b3, ba, ..., by)
sendo,

ny = a;mod(p;)
ny = bimod(p;)
resulta em,
(i) ny 4+ ny = (a; + b)) mod(p;);
(ii) ny.ny = (a;.b;)) mod(p;);
(iii) nf = (af) mod(p;); comi=1,2,3,..., k.
Pelas propriedades de congruéncia, nao existira nenhum caso em que através das
operacoes, resulte em nlimeros superiores a pi, P2, Pz, Pa. . . ., px, dai seque,
(i) [[n + mo]] = [(a1 + b1) Y%py. (a2 + b2) %p2. . . ., (ax + bx) Y%opx1, ]
(ii) [[n1-no]] = [(a1.b1) %p1, (a2.b2) %ps, - . ., (ak-bk) Yopx, |
(i) [[n1] = [(a) %p1. (a5) %p2. . ... (aF) %]
onde a%p denota o Gnico residuo de a médulo p entre 0 e p — 1.
Devemos observar que uma operacao tipica na representacdao de Knuth utilizando k

primos é a aproximadamente k vezes mais lenta que a operacao nativa, a maquina nao
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chega a ser proibitivo, pois tomando-se, digamos 100 primos de ordem 10%°, podem re-
presentar nimeros inteiros da ordem de (101°)!0 = 101990 sem erro de arredondamento

de operacdes e de custo de apenas 100 vezes mais limitado que as operacdes normais.

Criptografia RSA

Devido as diversas aplicacdes em criptografia com o auxilio dos mais variados tépicos
da Teoria dos Nameros, daremos destaque a criptografia RSA, para mostrarmos a
importancia das equacdes diofantinas como ferramenta para o desenvolvimento dos
mais sofisticados sistema de computacdo e no quinto capitulo apresentaremos uma
aplicacdo. Ao leitor interessado recomendamos [9]

Este processo de criptografia dividiremos em duas etapas a pré-codificacdo e a
codificacdo-decodificagdo. Ao leitor interessado sugerimos [12]

Na primeira etapa, devemos converter a mensagem a ser criptografada em uma
mensagem numérica, ha varias maneiras de fazer isso, o procedimento mais comum
€ com o uso da tabela ASCII, assim cada letra, acentos ou espacos em branco entre
palavras corresponde a uma numeracao, desta tabela.

Denominaremos de chave publica, um nimero n inteiro positivo, tal que n = p.q,
onde p e g sao primos, apds converter a mensagem em uma sequéncia numeérica,
devemos "quebrar" essa sequéncia em blocos numéricos, de tal modo que a numeracdo
correspondente a cada um deles, devem ser menor do que o valor de n. A maneira
de escolher esses blocos ndo é (inica, mas devemos evitar que o bloco inicie com o
nimero zero e que ndo correspondam a nenhuma unidade linguistica, para evitar futuros
problemas na decodificacdo.

A codificacdo e decodificacdo sera feita com o auxilio do nimero n e de um inteiro
positivo a que seja inversivel médulo ¢ (n), ver Teorema 1.20. Em outras palavras,
mdc (o, (p—1)(g— 1)) =1, ou seja, a e ¢ (n) sdo coprimos. Os blocos oriundos da
sequéncia numérica representaremos por b. O par (n, o) denominaremos de chave de
codificacdo do sistema RSA. Este processo sera feito por bloco de mensagem separada-
mente e a mensagem codificada sera a sequéncia de blocos codificados. A codificacao
do bloco b sera feita por uma fungdo C(b) "codificagdo do bloco" e ndo podemos omitir

que b < n. Assim,
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C(b) = b*modn, onde 0 < C(b) < n

Apos este procedimento de codificacdo de todos os blocos, obtemos assim, a men-
sagem cifrada.

Para realizar a decodificacdo de um bloco de mensagem cifrada é necessario a infor-
macdo contida no par (n, d), onde d é o inverso de & moédulo ¢ (n), que chamaremos
de chave de decodificacdo. Seja ¢ um bloco da mensagem decodificado, entdo D(c) é

o resultado do processo de decodificacdo. Assim,

D(c) = c?modn, onde 0 < D(c) < n

Para o célculo de d, precisaremos dos valores conhecidos anteriormente, o e ¢ (n)
e com o auxilio do Algoritmo Euclidiano Estendido, ver Teorema 1.4, encontraremos o
valor de d, sem o conhecimento de p e g é praticamente impossivel encontrar o valor
de d.



Capitulo 2

SOMA DE INTEIROS
-

Neste capitulo resolveremos diversos problemas de equacdes diofantinas lineares
com o auxilio da teoria elementar da contagem, através dos principios da contagem, do
binbmio de Newton e das funcdes geradoras, analisando a solucdo geral de problemas

de soma de inteiros e suas aplicacdes.

2.1 Teoria Elementar da Contagem

Consideremos o seguinte problema: De quantas maneiras podemos escolher seis
criancas dentre dez para formar uma equipe?
Conforme visto nos cursos elementares de combinatdria, a resposta a esta indagacao

sera obtida pelo coeficiente binomial C8,, uma vez que a ordem da escolha das criangas
10!

6!4!
suposto tacitamente que n > m.

é irrelevante, ou seja CS, = = 210, onde C7 |&-se combinacao de m dentre ne é
10 n

Z

O seguinte teorema cuja demonstracdo é imediata, resume 0s principais fatos

acerca destes coeficientes.

|
Teorema 2.1 Sejam m,n € Z+ com m < n e definida C]| = ) L —
m m!(n— m)!

25
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(2
(i) (,’;) = (;__11) + (”;1) (Relacdo de Stiefel);

(iv) (n) = <n—nm>' (Coeficientes complementares).

m

Qutro resultado elementar de combinatéria que utilizaremos no decorrer deste ca-

pitulo é o teorema binomial de Newton.

n
i - n . -
Teorema 2.2 Sejaa,be R eneZ", entdo (a+ b)" = Z (_)a’b” "
i—o \/
O teorema binomial de Newton é frequentemente apresentado na forma do tridngulo
de Pascal cuja construcdo baseia-se nas propriedades do Teorema 2.1.
Definimos como polinémio formal R = [[x1, X2, -+ - X5, ]] um polindmio nas variaveis

X1, X2, - -+ X, com coeficientes reais para o qual ndo sdo atribuidos valores as variaveis,
n

. 3 n S
ainda que valera o resultado (x + y)" = Z <i>x’y” ', que pode ser demonstrado por
i=0
argumentos simples de combinatoria.

Corolario 2.1 Substituindo valores convenientes para a e b no Teorema 2.2 é facil mos-

trar as propriedades classicas do tridngulo de Pascal.

0% ()= @)+ () Q) () ()=
w3 ()= ()= () () () +-vcar () -0

Retomando as equacdes diofantinas, consideremos o seguinte problema: "Tem-se
cinco doces iguais para serem distribuidos entre trés criancas diferentes, de quantas
maneira isto pode ser feito, se cada crianca receber, ao menos um doce"?

Podemos enumerar as possibilidades conforme a tabela:
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Quantidade de doces por crianca
Crianca 01 | Crianca 02 | Crianca 03
1 2 2
2 2
2 2 1
3 1 1
1 3 1
1 1 3

O processo acima, claramente & impossivel para valores grandes. Denotaremos por
X; a quantidade de doces da i-ésima crianca, o que essencialmente queremos calcular é
a quantidade de solucbes da equacao x; +xo +x3 =5 com x3>1,x >1lex3> 1.

Chamamos de equacdes diofantinas lineares as equacdes do tipo

A Xyt aXo +asxzs+ -+ amX;m = N
ar <x; < f
ay < xo < B
az < x3 < f3 (1)

Am < Xm < Bnm

onde a1, @, a3, , am, A1,0, A3, ,m, B1, 62,63, , Bm, N € Z, mais do que enu-
merar todas as solucdes, nosso interesse aqui é determinar a existéncia de alguma solu-
cdo. Observamos que em nossas consideracdes, temos distintas solucdes que definam
o valor e/ou na ordem com relagdo as variaveis, xi, Xp, X3, -+ , X, (COMo no exemplo
anterior (1,2,2) e (2,1, 2) sdo consideradas distintas pois diferem na ordem dos valores
atribuidos ao vetor (xi, X2, x3)). [Santos].

Inicialmente, consideremos um caso mais simples

xt+x+x3+ -+ xn=n (2)

xx>1lei=1,23---,m
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Se n < m é facil verificar que ndo haverd nenhuma solucdo, portanto,assumiremos
que n > m. Podemos associar a cada solucdo de (2) um sorteio de m — 1 dentre as

posicdes de forma analoga ao exemplo que iniciamos neste capitulo.

Exemplo 2.1 Quantas sdo as solucbes da equacdo diofantina x; + xo +x3 =5 com

X1, X2, X3 > 1

Resolucao: Ja sabemos por enumeracao que o resultado sao seis solucdes, vejamos um
processo mais sistematico, distribuicdes de 1's, assim

1-1-1-1-1

Onde observamos a existencia de quatro posicdes (espacos) e dois sinais de mais (+),

entre as posicdes, podemos entao enumerar todas as solucdes do seguinte modo:

Enumeracio por distribuicio de 1's

(x1, X2, X3) | modo 01 modo 02
(1,2,2) | 1-141-1+1 | 1/+1+1/+1+1
(2,1,2) | 1+1-1-1+1 | 1+1/+1/+1+1
(2,2,1) | 1+1-1+1-1 | 1+1/+1+1/+1
(3,1,1) | 14+141-1-1 | 1+1+41/+1/+1
(
(

1,3,1) | 1-1+1+1-1 | 1/+1+1+1/+1
1,1,3) | 1-1-1+41+41 | 1/+1/+1+1+1

Dado que a ordem de escolha das posi¢cdes nas quais os sinais de mais (+), serdo
colocados € irrelevante, segue que temos um sorteio simples de dois (+) dentre quatro

posicdes (-) o que pode ser feito assim,

4\ 4l g
2/) 2121

Concordando com o resultado que ja haviamos obtido, pelo processo de enumera-
cao tradicional e com a teoria elementar da combinatéria. Entdo, de modo analogo ao
exemplo anterior, que o niimero de solucdes de x; + x> +x3+ -+ X, = ncom x; > 1
sera (,’;_ 11) em particular se n > m, sempre havera alguma solucdo. Observamos

neste ponto que, uma vez estabelecida uma correspondéncia entre as solucdes de uma

equacao diofantina e um procedimento combinatério, a geracao das solucdes em si é
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um processo computacional simples. Ao leitor interessado recomendamos [10].

Aumentando a complexidade do problema, consideremos agora

Xt +xst-txp=n  (3)
xi>a,a;€Zei=1,2,3,---,m

Tal problema pode ser reduzido ao problema do Exemplo 2.1 por uma simples mu-
danca de variaveis y; = x; — a; + 1 o que fara uma correspondéncia entre as solucdes
de (3) e as solugdes de

m
y1+yg+y3+---+ym:n+Z(1—a,~), comy,>1, i=1,23,---,m
=0

O que pode ser verificado por uma substituicdo direta.

Exemplo 2.2 No problema anterior quantas serdo as solucdes da equacdo diofantina
X1+ Xo + x5 = 5, se a dltima crianca necessariamente ganhar dois ou mais doces e as

demais criancas receberem uma quantidade qualquer (inclusive nenhuma) de doce?

Resolucao:

X1 +X +x3=5
x; >0

Xo >0

X3 > 2

O procedimento para mudanca de variaveis € o seguinte, consideremos,
yi = xx+1
o = xo+1
y3 = x1—1
Substituindo esses valores na equacdo diofantina do problema acima,
yi—1l4+y—14+y;+1=5
i+tyaty;s=0
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yvi>1

E o nimero de solucdes inteiras dessa equacdo é definido pelo coeficiente binomial
6—1
ou seja, 10.
(57 e

Assim, o problema x; +x, + x3+ -+ X, = n com a; < x; < B;, sempre podera ser

reduzido por mudanca de varidveis ao problema
Xttt txn=n (4

1§X,—§,B,-,/':1,2,3,--~,m

Trataremos a sequir da solugcdo de (4) e para isto é necessario recorremos ao im-
portante resultado de combinatéria chamado Principio da Inclusdo e Exclusao e a sua
demonstracdo pode ser encontrada em [6].

2.2 Principio da Inclusdo e Exclusao

Teorema 2.3 Sejam Ay, Ay, Az, --- , A, conjuntos finitos ndo necessariamente distin-

tos, entdo a quantidade de elementos na unido destes é dado pela formula,
aUaU-Ual=> ¥ o anan-Na

k=1 h<ip<-<ig
Na férmula |.| significa cardinalidade do conjunto e o segundo somatério é tomado

sobre todos os multi-indices (iy, ip, i3, -+, ix) € {1,2,3, - ,n}k, vejamos alguns casos,

(D) 1AL U Az| = AL + [As] — [AL N Ao,

(i) [ArU A2 U As| = |AL] + [Ao] + |As| — [AL (N Az| — [AL N As| — [A2 () As| +
|A1ﬂA2ﬂA3|;

(i) AL U A2 UAs U Asl = [Ad] + [Ao] + |As| + |Aa] = [AL (N Ao| — [AL (N As| —

AL Aal = [A2 N As| = [A2 (N Aa] — [As N Aa] + [AL N A2 (N As] + [AL N A2 (N Agl +
A2 (N As (N Asl — [A1 (N A2 As () Aal;
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Retornando ao problema (4), x1 +x +x3+ -+ xn =n, 1 < x;, < B, i =

1,2,3,---, m, temos

A Esolucdode xy +x+x3+---+Xpn=n comx; >1, ji=1,23,---,m, para 0s
quais x; > B + 1.

Ay Esolucdode xy +x+x3+---+Xpn=n comx; >1,i=1,223,---,m, para 0s
quais x, > B + 1.

As: Esolucdode x; + %+ X34+ -+ Xn=ncomx; >1,i=1,23,---,m, para os

quais x3 > Bz + 1 e assim por diante.

Denotando Ay como o conjunto das solucdes de x; + xo + x3 + -+ + X, = n,
1<x<8,i=1,2,3,---,m, aquantidade de solucdes de (4) sera obtida calculando
o valor da expressdo |Ao| — [A1UA U+ UAxl

n—1

Sabemos que |Ag| = < ) paran> mel|A JA U -UA,| pode ser calculado

m—1

pelo principio da inclusdo e exclusdo se soubermos calcular [A; A, (- Ail o que
é simples pois as solu¢des em A; (A, [)---[) A, sdo solucdes de
X1t+tX+Xx3+: - +Xn=n
Xy 2 By +1
Xiy Z ,Biz + 1
Xy 2 ﬂlé +1 (5)
X, > Bi, +1
Sendo x; > 1, i ¢ {i1, h, i3, ,ik} €1 <i<m,queé um problema do tipo (3) que

sabemos resolver por uma mudanca de variavel.

Exemplo 2.3 Retomando ao problema anterior quantas serdo as solucdes da equacado
diofantina x; + x> + x3 = 5, sabendo que —2 < x; <4,0<x <2 e -4 <x3 <1.

Resolucao:

Realizando a mudanca de variaveis, temos
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Yi—5+y,—3+ys—1=5
ntyt+y=14
1<n<7

1<y»<3

1<y3:<6

Aplicando o principio da inclusdo e exclusdo, temos:

n—1 14 —1 13
wi= ()= (57) - (5)
Ap:
Yi—5+»—-3+y3—1=5
ntyty=14

y1>38

Yo.y3 > 1

Aplicando a mudanca de variavel pela segunda vez, tem-se
zn = n—r
2 = Yo

zz = ¥3

A equacado diofantina equivalente é zy + zo + z3 =7, com z > 1.

= (1) -(2)- )

ity +yz=14
=>4

Yi.y3=>1

Aplicando a mudanca de variavel pela segunda vez, tem-se
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zZy = 34!
Z = y»—3
z3 = Y3

A equacao diofantina equivalente é z; + z + z3 = 11, com z > 1.

= (53) = (35 ()

ity +ys=14
ya=> 7

yi.yo 2 1

Aplicando a mudanca de variavel pela segunda vez, tem-se

z = n
Z = ¥2
zz = y3—0

A equacao diofantina equivalente é zy + zo + z3 = 8, com z > 1.

n—1 8—-1 7
= (1) =(521) = )
A]_mA2:
ity+ys=14
128

=>4
y3>1

Aplicando a mudanca de variavel pela segunda vez, tem-se

z1 = yn—17
Z = yp—3
z3 = ¥3

A equacdo diofantina equivalente é z; + z, + zz = 4, com z > 1.

wna=(74) = (21) = ()
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AN As:
ntyt+y=14
y12>8
V224
y3 =1

Aplicando a mudanca de variavel pela segunda vez, tem-se

z1 = n—17
Z = ¥
z3 = ¥3

A equacao diofantina equivalente é zy + zo + z3 =7, com z > 1.

o= (070) = (373) - ()
A As:

ity+ys=14

y1>38

=>4
y3>1

Aplicando a mudanca de variavel pela segunda vez, tem-se

zZ = 34!
Z = y»—3
z3 = ¥3

A equacao diofantina equivalente é z; + zo + z3 = 11, com z > 1.

n—1 11 -1 10
wnai=(n20)=(520)= (%)
AlﬂAzmAsi
ityv+ys=14
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Aplicando a mudanca de variavel pela segunda vez, tem-se

z1 = n—17
Z = y»—3
Zz = ¥3

A equacado diofantina equivalente é z; + zo + z3 = 4, com z; > 1.

nmnni- () ()0

Logo a quantidade de solugdes de (4) serd obtida calculando o valor da expressdo,
|Ao| — |A1 U A2 As|, uma vez que sabemos que,
[ALU A2 U As| = [Ar] + [Aa] + | As| = [AL (N Ao = [AL (N As| = [A2 (N Azl + [AL [N A2 () Asl,
fica facil, precisamos apenas substituir os valores ja conhecidos.

[Ao| — |AL U A2 As

[ Aol — (A1l + |As| + |As] = [AL (N Az| — |[AL ) As] — [A2 (N As| + [AL [N A2 As|)

Aol — AL U A2 U As| = |Ao| — [(2) + (120) + @ - @ - @ - <120) " (2)}

[Ao| = AL U A2 U As| = (123) - (;)

|Ao| — |A1 U A2 U As| = 57.
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Para tratarmos casos mais gerais de equacdes diofantinas lineares a; x; +a> xo +asxz+

-« -+ amXm = n, necessitamos do conceito binomial generalizado e de funcdes geradoras.

2.3 Binomial Generalizado e Funcoes Geradoras

[ee]

: . ~ a\
Teorema 2.4 Seja x uma variavel formal e a € Q, entdo (1 + x)* = E ( ,>x’, onde
i
i=0
ambos os lados desta equacdo sdo tratados como Polinbmios (Bolinbmios) e séries

formais e definimos,

(a):a.(a—l) ..... (a—i+1)

;

Chamado coeficiente binomial generalizado (para i > 0, inteiro e a € R qualquer).
Exemplo 2.4 Calcule os primeiros cinco termos do desenvolvimento formal de /1 + x.

Resolucao:

V1 =(1 = 2 )x".
+x=(1+x) ; </>X
Aplicando a definicdo das propriedades elementares, temos,

N

1
()7~
1
= 1
2 1_ =
() =2
1 (1 1
1 27 \2 1
21,2 _ )
(z)x - TN
1 1 1
ho 26167,
21,3 = X3 — T3
3 3! 16
1 /1 1 1
—(z=-1).(z-2).[=—
na 262G, s
2 X4: X4:__X4
4 41 128

1 1 1 5
L d V1 =14 =-x—=x>4+ —=x3— —x*
0go podemos escrever que + X + 2X 8X + 16X 128X
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O conceito de funcbdes geradoras sera introduzido mediante um exemplo e de uma

aplicacdo contextualizada no quinto capitulo.

Exemplo 2.5 Quantas sdo as solucées da equacdo 2x; + 3x + x3 = 9.

Resolucao:

Consideremos formalmente os seguintes polindmios
pr(x)=x>+x"+x0+x8+--.

po(x) = x3+ x4+ x% + x12 ...

p3(X) =x+x2+x3+ x4+

A cada solucdo de 2x; + 3x>, + x3 = 9, com x; > 1, corresponde a contribuicdo de

9

uma unidade no coeficiente de x” no produto.

q(x) = p1(x).p2 (x) .p3 (x)

Portanto se soubermos calcular os coeficientes de x¥ no desenvolvimento de produ-
tos de séries formais, o problema de calcular as solu¢des de (4) estara essencialmente

resolvido de fato,

Xttt txn=n (4
1§X,—§,B,-,/':1,2,3,--~,m

possui tantas solucdes quanto for o valor do coeficiente de x” no produto formal,

p(x)=p1(x).p2(x).p3(x)..... Pm (x).

O calculo do coeficiente de x™ naquele produto, pode ser realizado com o auxilio
de diversas ferramentas de computacdo algébrica ( por exemplo MAPLE ou MAXIMA)
que permite de forma rapida e eficiente para identificar esses coeficientes por exemplo

no caso anterior, dado que queremos o coeficiente de x° em,

p1 (x).p2 (x) .p3 (x) com,
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pr(x)=x2+x*+x°+x8+---

pr(x) =3+ X0+ x4 x2 4.

ps(x) =x+ x>+ x>+ x4+

O que é facil ver que tal coeficiente € o mesmo no produto,

P(X) =2+ x*+x0 +x8) (C+ X0+ X)) (x+ x2+ x>+ + x8 + x9)

p(x) = x?° + x2° + 2x** + 3x%3 4 4x?2 4+ 5x?! + 7x%0 + 8x19 4 9x18 4 Ox184+
+9x17 + 10x1° + 9x™° + 9xM 4 8x13 + 7x'2 + 5x 4 4x1% + 3x9 4 2x% 4+ x7 + x°.

Teorema 2.5 O coeficiente de xP na expansdo de (1 + x+ x>+ x>+ ---)" é igual a

P
Cn—&-p—l'

1 n
Demonstracdo: Pelo Teorema 2.4, umavezque (1 4+ x4+ x>+ x> +--+)" = 1_ x) -
n

(1 —x) " procedendo a troca de x por —x e a de a por —n, temos (1 —x) " =

Z (7”) (—x) = Z (7”) (—1)'x', utilizando a definicdo do coeficiente binomial
i—0 i~0

generalizado, temos que o coeficiente de xP é dado por,

—n p_ EMEn—1)(=n=2)---(=n=-p+1)(=1)
(p)tﬁ)_

p!

( n _ EDPmn+ D+ 2) - (4 p - 1)(=1)
p p!
( n)( 1y = n)(n—l—l)(n—i—2l) (n+p-—1)

p p!

n) 1y = (n+p—1)(n+p—=2)---(n+1)n(n—1)!
(p (V7= pl(n—1)!

n b n+p—1)
e =
) = n+p—1

()= (") :

Polindmios formais cujos coeficientes sdo relacionados as solucdes de algum pro-
blema de contagem sdo chamados de fun¢des geradoras (polinomiais). Para o leitor

interessado recomendamos [6]. Para terminar este capitulo apresentaremos um exem-



2.3 Binomial Generalizado e Funcoes Geradoras 39

plo pratico nos quais os calculos dos coeficientes de x" podem ser feitos com o uso do

teorema binomial generalizado, ou seja, sem recorrer ao auxilio computacional.

Exemplo 2.6 De quantas maneiras diferentes podemos escolher 10 alunos para formar
uma equipe para representar a escola em uma exposicdo, se nessa sala de aula existem

alunos de quatro bairros diferentes da cidade?

Resolucdo: Como ndo ha nenhuma restricio quanto ao nimero de alunos de um deter-
minado bairro, podemos definir a funcdo geradora que "controla"o nimero de alunos
de um determinado bairro, assim, 1+ x + x% + x3 4+ x* + x> + x® + x" + x8 + x° + x10,
entretanto sdo 4 bairros, logo a resposta a esse problema sera encontrado pelo coefici-

10

ente de x** na expansao,

1—x
(T+x+X24+ 53+ x* x5+ x5+ +x10)* = (1 = x1)* (1 — x)™* fica facil obser-

. ~ z . 4
var que o coeficiente de x'° nio esta no desenvolvimento de (1 — x*)", uma vez que

1 — x1\*
(T4+x4+x2+ X3+ X"+ x5+ x5+ x7 4+ x84+ x° + x10)* = ( ) , de modo que,

(1—x1)" =1 — 4xM! + 6x22 — 4x33 4 x*, entdo precisaremos aplicar o Teorema 2.3

0
: _ _ _ —4 ; .
no desenvolvimento de (1 — x)~*, assim, (1 —x) " = E ( i ) (—x)', o coeficiente
i=0
de x'0 é definido por,

4 o 4567891011.1213 13\
(10) 07 = 10! = (1()) =286




Capitulo 3

A EQUACAO DE FERMAT
]

Neste capitulo abordaremos as equacdes diofantinas conhecidas como equacao de
Fermat, em um primeiro momento iremos desenvolvé-las por um processo mais acessivel
para alunos e professores do ensino basico, em seguida iremos mostrar essas equacdes
em tépicos mais avancados que sdo os dominios Z[i] e Z [w], onde usaremos Z [i] para
exibir todas as solucbes de x? + y? = z2, com x,y,z € Z e Z|[w] para mostrar que
x3 4+ y3 =23 com x,y,z € Z, ndo possui solucio. O caso de x* 4+ y* = z* também
nao possui solucdo ou seja,com x, y, z € Z, 0 que provaremos por descendéncia.

Finalizaremos demonstrando que se n = 2p 4+ 1, com p primo, n também primo,
entdo x" 4+ y" = z", ndo possui solucdo inteira (teorema de Sophie Germain's) e para

isto, precisaremos fazer uma breve abordagem na teoria de Grupos.

3.1 Grupos, Anéis e ldeais

Definicao 3.1 Um conjunto G, munido de uma operacdo =« é um grupo se, para quais-

quer a, b, c € G sao validas as propriedades:

a) Associatividade: ax(bxc)=(axb)xc,Va, b,ceG

(
(b) Elemento neutro: Existe e € G tal que axe=exa = a.
(c) Elemento inverso: Dado a € G, existe um elemento a ! € G tal que axa ! =

-1

a ~kd=E¢e.

40
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Se para quaisquer a, b € G, é satisfeita a propriedade a*x b = b x a, dizemos que G é

um grupo abeliano.

Definicdo 3.2 A ordem de um grupo é o seu niimero de elementos.

Definicdo 3.3 Seja G um grupo e n € G. Se existe m € Z tal que n™ = U(n) é
chamado de ordem de n. Entretanto, se m = 0 diremos que a ordem de n é zero.
Usaremos a notacdo U(n) para a ordem de n. Uma melhor abordagem sobre a fungcdo

U(n), pode ser encontrada na Definicdo1.9.

Definicdo 3.4 Seja A um conjunto ndo vazio e duas operacdes definidas nele (que

o

chamaremos de adicdo, " +", e multiplicacdo, "." ). O conjunto A é um anel se sdo

validas as propriedades:

(a) Associatividade aditiva: (a+ b)+c=a+ (b+c), Va,b,ce A

(b) Comutatividade aditiva: a+ b= b+ a, Va,be A

(c) Elemento neutro aditivo: Existe 0 € Atalquea+0=0+a=a

(d) Elemento inverso aditivo: Para a € A existe um Unico —a tal que a + (—a) =
(ma)+a=0

(e) Associatividade da multiplicacdo: a(bc) = (ab)c, Va,b,c € A

(f) Comutatividade da multiplicacdo: a.b = b.a, Ya,b € A

(g9) Elemento neutro multiplicativo: Existe 1 € A talque a.l=1.a=a,Vaec A
(h) Leis Distribuitivas: a.(b+ c) =a.b+a.ce(a+b).c=ac+ b.c,Va, b, ce€A.

Chamaremos (A, +, .) de anel e na definicdo formal as propriedades (f) e (g), ndo
sdo estritamente necessarias, sendo que um anel com tais propriedades é denominado
anel comutativo com unidade. Além dessas propriedades, temos:

(1) A é um anel sem divisores de zero se, para quaisquer a, b € A, ab = 0 entdo ou
a=0oub=0.

(2) A € um anel de integridade se A € um anel comutativo, com unidade e sem divisores
de zero.

(3) A € um corpo se é um anel de integridade, onde todo elemento ndo-nulo possui
inverso multiplicativo, ou seja,

1

Va#0,acA, existea ltalqueaal=a'la=1.
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3.2 Equacoes de Fermat numa perspectiva basica

Teorema 3.1 As solucdes (x,y, z) da equacdo x>+ y? = z2, com x, y, z € Z ndo nulos
sdo dadas por (x,y,z) = (2uvd, (v*> — v?)d,(u* + v?)d), onde d,u,v sdo inteiros
nao nulos com u # v, mdc (u,v) =1 e u e v com paridade distintas ( d representa a

multiplicidade da solucdo racional da equacdo diofantina pitagdrica).

Demonstracdo: Sejam x, y, z inteiros positivos quaisquer satisfazendo a equacio x° +
y? = z2 e os demais casos analogos, d € o mdc (x, y), entdo d? divide z2 e daf temos
que d divide z. Existem portanto inteiros ndo nulos, a, b, ¢, mdc (a, b) = 1, tais que
(x,y,z) = (da, db, dc) de modo que x>+ y? = z° se, e somente se a>+ b? = ¢?, neste
caso é suficiente determinarmos as solucdes (a, b, ¢) da equacdo, sujeita a condicdo
mdc (a, b) = 1 que por sua vez implica mdc(a,c) =1e mdc(b,c) = 1.

Dado um inteiro p qualquer, temos que p? deixa resto 0 ou 1 na divisdo por 4, e dai
c? = a° + b? deixaria resto 2 quando dividido por 4, o que € um absurdo. Como ae b
sao primos entre si ndo podem ser ambos pares, ha entdo duas possibilidades a & impar
e b é par e a outra a & par e b é impar, analisando a primeira possibilidade.

Se a for impar e b par, entdo ¢ também & impar. De a®+4 b° = ¢?, obtemos b? = ¢ — a°

implica que b?> = (¢ — a) (¢ + a), conclui-se que mdc (¢ — a, ¢ + a) = 2, podemos en-

tdo escrever b 2— €~ 2+ cta 2 Note que ¢—4d e ct+a sdo
2) T\ 2 2 ) q 2 2 )

. . . . . . (CcC—a «c+a
primos entre si. Mas se o produto de dois naturais primos entre si > e

2
é um quadrado perfeito, entdo cada um deles deve ser um quadrado perfeito. Existem

ent3o inteiros positivos primos entre si u e v, tais que ¢ —a = 2v?, c+a = 2u’ é
dai (a, b, ¢c) = (v —v2,2uv, u®> + v?). Como u? + v?> = ¢ € impar, u e v devem ter

paridades distintas. [

Algumas equacdes diofantinas podem ndo ter solucdes, além das triviais, uma ferra-
menta poderosa para provar a existéncia ou inexisténcia de solucdes dessas equacdes
é o método Descendéncia Infinita, cuja criacao € atribuida ao matematico francés Pi-
erre de Fermat (1601 —1665). Esse método consiste em assumirmos uma existéncia de
solucdo inteira e positiva e a partir dela, mostrarmos que podemos obter outra solucdo

de valor inteiro positivo menor que a anterior, prosseguindo assim, construimos uma
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seqiiéncia infinita decrescente de valores positivos, mas pelo principio da boa ordem
(que que todo conjunto ndo-vazio de nimeros naturais possui um menor elemento) e

al chegaremos a uma contradicdao, concluindo assim que o problema ndo tem solucao.
Proposicdo 3.1 A equacdo x° + y? = 3z° ndo tem solucées inteiras ndo nulas.

Demonstracdo: Suponhamos que a equacdo dada tenha solucdes (x, y, z) em inteiros
positivos ndo nulos, assim, seja (a, b, c) a solucdo que tenha a coordenada z = ¢
minima. Sabemos que se um inteiro n ndo for maltiplo de 3, entdo o seu quadrado n?
deixa resto 1 quando dividido por 3. Dai a e b tem que ser ambos miltiplos de 3, ou
seja, existem inteiros r e s, tais que a = 3r e b = 3s, assim 9r? 4+ 9s? = 3¢? o que
implica em 3 (r? 4+ s?) = ¢?, portanto ¢ & maltiplo de 3, logo existe um inteiro p de
modo que ¢ = 3p, por fim, temos 3 (r? + s2) = 9p? e dai, r? + s2 = 3p?, ora dizer que
o terno (r, s, p) € solucdo da equacdo dada, com p = % < ¢ que contraria o fato da
coordenada ¢ ser minima. [ ]
Proposicao 3.2 A equacao diofantina x"+y" = z" ndo tem solugdes inteiras ndo nulas,

se n for um inteiro positivo maltiplo de 4.

Demonstracao: Suponhamos que n = 4p, onde p € um inteiro positivo. Se x" + y" =
Z", entdo temos que (x°)* + (y°)* = (2%)?, ou seja, (xP, v, z%) serd uma solucdo
da equacdo a* 4+ b* = ¢?, assim, o problema fica reduzido a se mostrar que esta
altima equacdo ndo tem solucdes além das triviais. Suponhamos por absurdo que a,
b e ¢ sejam inteiros positivos que satisfacam a equacdo a* + b* = ¢?, além disso,
para aplicarmos o método da Descendéncia Infinita de Fermat, vamos incluir a hipétese
adicional de que ¢ seja minima, isto é, que ndo exista uma outra solucdo (ay, by, ¢1),
em inteiros positivos, com ¢; < c¢. Entdo, a e b sdo primos entre si, pela Proposicao
3.1, existem inteiros positivos primos entre si u e v, tais que a° = u?> — v?, b*> = 2uv
e ¢ = u®+ v2 Como a°+ v? = u?, ainda pela Proposicdo 3.1, temos que existem

2 v=2pgeu=p?+q?

inteiros positivos primos entre si, p e ¢, tais que a = p?> — g
dai, seque que b?> = 2uv = 4pq (p> + g*), como p e g sdo relativamente primos, ambos
relativamente primos com p? + g2, agora, sendo 4pq (p? + g?) um quadrado perfeito,
devemos ter p, g € p?> + g° também quadrados perfeitos, portanto, existem positivos
a, B,y de modo que p = a2, g = B2 e p? + g° = 2 dai seque que a* + B* = 2, sendo

c=u’+v?>u=p>+q®>=°>+ eisso contradiz a minimalidade de c. m
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3.3 Equacoes de Fermat numa perspectiva avancada

Exemplo 3.1 (Inteiros de Gauss) SejaZ[i] = {a+ bi,a, b € Z, 1> = —1}, calcule z; +

2, z1.2p e prove que (Z[i], +,.) é dominio de integridade.

Resolucdo: Dados zy = a+ bi e o = ¢ + di, com a, b, ¢ e d inteiros, teremos
entdo, z; + z, = (a+ bi) + (¢ + di) implica que Z; + Zo = (a+c¢) + (b+ d) i, logo
z1 + z € Z[i]. No caso da multiplicacdo, temos Z;.Z, = (a+ bi).(c+ di) implica
que Zy.Zy = (ac — bd) + (ad + bc) i, pois i* = —1 logo Z,.Z» € Z][i]. Para provar que
(Z[i].+,.) é dominio de integridade, precisamos verificar a propriedade de integridade
desse anel, ou seja, precisamos analisar a sua comutatividade com unidade e a nulidade.

Neste caso precisamos mostrar que z;.2> = 2,.7;, que z;.€ = z; e por fim a nulidade,
71.7o = 0 implica que zz = 0 ou z = 0. De fato, z;.20 = (ac — bd) + (ad + bc) i,
dai, z1.zy = (ca— db) + (da+ cb) i, entdo, seque que z1.z, = (¢ + di).(a + bi), logo
71.720 = Z;.z; O que mostra a comutatividade de (Z[i],+,.). Provar que esse anel é
comutativo com unidade, sera preciso tomar e € Z|[i], sendo e =e; + ei e zy = a+ bi
com a # 0 ou b # 0, de modo que z;.e = z1, ou seja, (a+ bi).(e1 + ei) = a+ bi,
dai seque que (ae; — bey) + (ae, + bey) i = a+ bi, logo para encontramos os valores

de e; e e, sera preciso resolver o sistema,

ae; — bey, = a
ae,+be;=b>b
ou seja,
ae; — bey, = a
be; +ae;=b
Resolvendo o sistema, (a* + b?) e; = (a* + b?), fazendo (a° 4+ b?) # 0, encontra-
remos, e = 1 e e = 0, portanto (Z[i],+,.) € um anel comutativo com unidade,
onde e = 1 4 0/. Nesta altima parte mostraremos a nulidade desse anel, ou seja,

71.20 = 0 implica que z; = 0 ou 2z, = 0, entdo z;.z0 = (a+ bi).(c + di) = 0 implica
que (ac — bd) + (ad + bc) i = 0+ 0i, logo,

ac—bd=20
ad+ bc=0
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Analisando o sistema, temos a(c? + d?) = 0, tomando z # 0 e sendo Z um anel
de integridade, daf, resulta a=0e b = 0, o que prova que Z[i] € um um dominio de

integridade.

Exemplo 3.2 (Inteiros de Eisenstein) Considere a equacdo x>+ 1 = 0 em C, com

—1 3i
+T\/_I, defina Z [w] = {a+ bw, a, b € Z},

dados wy = a+ bw e wy, = ¢ + dw, calcule wy + wa, wy.wy e prove que (Z[w], +,.) é

asraizesx =1 ex ==+w, comw =

dominio de integridade.

Resolucao: Dados w; = a+ bw e wo = ¢+ dw, com a, b, ¢ e d inteiros, teremos
entdo, wy + wo, = (a+ bw) + (c + dw) implica que wy + wo = (a+c¢) + (b+d)w
logo wy + wo € Z[w]. No caso da multiplicacdo, temos wy.wy, = (a+ bw) . (c + dw)
implica que wy.w, = ac + adw + bcw + bdw?, mas w? = — (1 + w), implica wy.w, =
(ac — bd) + (ad + bc — bd) w, logo wy.w, € Z[w]. Para provar que (Z[w],+,.) é
dominio de integridade, precisamos verificar a propriedade de integridade desse anel, ou
seja, precisamos analisar a sua comutatividade com unidade e a nulidade.

Neste caso precisamos mostrar que wi.wo = Wh.Wy, que wi.e = wy e por fim
a nulidade, wy.wp, = 0 implica que w; = 0 ou w», = 0. De fato a comutatividade
wy.wy = (ac — bd) + (ad + bc — bd) w, dai, wi.wy, = (ca— db) + (da+ cb— bd) w,
entdo, seque que wi.wp, = (c+dw).(a+ bw), logo wy.wo = wp.w; O que mostra
a comutatividade de (Z[w],+,.). Provar que esse anel € comutativo com unidade,
sera preciso tomar e € Z|[w], sendo e = e; + eaw e wy; = a+ bw com a # 0 ou
b # 0, de modo que wy.e = wy, ou seja, (a+ bw).(e; + eaw) = a+ bw, dai segue
que (ae; — bey) + (aey + bey — bey) i = a+ bw, logo para encontramos os valores de

e; € e, Serd preciso resolver o sistema,
ae; — be, = a
ae, + bey —bey =b>
ou seja,
ae; — bes = a
be; +(a—b)ey=0>b
Analisando as equacdes do sistema, [(a? — ab) + b?] e; = [(a® — ab) + b?], fazendo

[(a®> — ab) + b?] # 0, encontraremos, e; = 1 e e = 0, portanto (Z[w],+,.) € um
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anel comutativo com unidade, e = 1 + 0/. Nesta Gltima parte mostraremos a nulidade
desse anel, ou seja, wi.wo, = 0 implica que w; = 0 ou wr, = 0, entdo wy.wpr, =

(a+ bw).(c+ dw) = 0 implica que (ac — bd) + (ad + bc — bd) w = 0 + Ow, logo,

ac—bd=0
ad+bc—bd =0
Resolvendo o sistema, temos a(c — d) = bc, fazendo w, = 0 e sendo Z um anel
de integridade, dai, resulta que (¢ — d) # 0, logo a = bc, substituindo este valor em

uma das equacdes do sistema, teremos a = 0 e b = 0, o que prova que (Z[w] é um

dominio de integridade.
Definicdo 3.5 Seja (A, +,.) um anel e 1 C A dizemos que 1 é um ideal de A se,

(1) o€l
(2)Va,bel,a+bel

(3) Paraaclebe A, temos:
(i) a.b €T, ideal a esquerda;

(

ii) b.a €1, ideal a direita.

Exemplo 3.3 Provar que o conjunto dos nimeros pares é um ideal em 7.

Resolucdao: Dado o conjunto I representando os nimeros inteiros pares, ou seja, I =
{n:n=2k keZ} ComolCZ,comI#(éum ideal em Z se, e somente se,

(i) para todo ny, ny € 1, implica que ny—n, € T de fato, ny—ny, = 2k;—2ky = 2 (ky — ky)
que € par e pertence ao conjunto 1.

(ii) para todo a € Z e n € I implica que an € I, de fato, an = a(2k) = 2(ak) com
k € Z, logo an é par e pertence ao conjunto I. Portanto o conjunto dos nimeros pares

é um ideal em Z.
Definicdo 3.6 O ideal 1= Ax é dito ideal principal (a esquerda) gerado por x € A.

Sejam A um anel e I = Az, com z € A, um ideal principal de A. Para a;, a, € A,
define-se a relacdo,

ay = a,(mod(l)) & a; — a, € L.
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A relacdo ” =" é uma relacido de equivaléncia em A. O conjunto,
a={yeA:y=a (mod(l))} é uma classe de equivaléncia do elemento y € A, ob-

servequey€ease y—a €L

Notacdo: a=a; +1={a; + a3 : a3 € I}

Nem todo ideal em um anel arbitrario é principal. Se todos os ideais de um dominio
de integridade sao principais, diremos que o dominio € um dominio de ideais principais
(DIP).

Proposicao 3.3 Z é um dominio de ideais principais ou (Z é DIP).

Demonstracao: Pelo principio da boa ordem em N, ., possui menor elemento que
denotaremos por d, vamos demonstrar que, pela divisao euclidiana a = gd + r, pois
d+#0,onde 0 <r<d.

Ser#0,comr=a—qdedel=—qdel=a—qdel, poisaecl logorel
Mas r >0, (poisr #0e 0 <r < d)=r € INnN o que contradiz a escolha de d, como
menor elemento de INN, logo r =0 e a = qd, isso mostra que Va € I, dqg € Z tal que
a = qd, donde In(d), ((d): conjunto dos mdltiplos de d), seque que (d) C I, logo
I=(d). [

Proposicdo 3.4 Dados a, b € Z, entdo (a, b) = (d),onde d é o maximo divisor comum
de aeb.

Demonstracdo: (a, b) = {ax+ by : x,y € Z} & ideal. Pela Proposicdo 3.3, segue que
existe d € Z tal que (a, b) = (d). Queremos mostrar que d € o maximo divisor comum

de a e b, com efeito,

de modo

. b), d =1 =0 d
(i)Sed|aed|bpois{a€(a ) quando x ¢y :>{a€()

b€ (a b),quando x=0ey=1 b € (d)

que,

{ dg; € Z, tal que a = g;d { da
=

dg, € Z, tal que a = g»d d|b
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(ii) Seja ¢ € Z tal que cla e c|b entdo c|d, ¢ > 0, (em particular, ¢ < d.
De fato, (d) = (a, b) = 3x, y € Z tais que d = ax + by, como,

cla=dq; € Z,tal que a = q;c
clb=3dqg, € Z,tal que b = g»C

donde,

d = ax+ by = x.(g:¢) + y (¢g2¢) = (xq1) ¢ + (yq2) ¢ = (xq1 + yqo) ¢ = cld. m

Proposicao 3.5 Z[i] é dominio de ideais principais.

Demonstracdo: Definindo A\ : Z[i] - Z, z — z.Z, onde Z é o0 conjugado complexo de
z, (ouseja, se z=a+ bi, temos Z=a— bi e A\(z) = z.Z = a° + b?).

Sejam entdo z e w, com w # 0, existem s,r € Z[i] de modo que z = ws +r e
zZw _ Re(zw) Im(zw)
A(w)  A(w) A (w

racionais, sejam @q; e g, inteiros, tal que gq; = [x] e g» = |v], (onde || maior inteiro

= x + yi para alguns x e y

A(r) < XA(w), tem-se % =

=

menor ou igual a a), entdo % = (q1+ q2i) + (€1 + €26), com |e;| < 5 les| < 5
fazendo g = g1 + qof, € = €1 + €xi e r = ew, resulta que r = z — wq € Z]Ji] e
Ar)=x(eA(w)=(e2+€3)A(w) < %)\(W) < A(w).

Para mostrar que Z[i/] € dominio de ideais principais, tomaremos I # {0} um ideal
de Z[i], escolhendo um z € 1, tal que A (z) = min{X (x) /x € I —{0}}, fica claro que
< z >C T, reciprocamente, se w € T, resulta que existem s,r € Z[ij comz=ws+re
A(r) < X(w), porém r =z —ws € T com A(r) < A(w) o que implica que r = 0, pela
escolha de z, daf, temos w €< z >, logo T =< z >, entdo podemos concluir que Z[i]
€ um DIP.

Seja entdo I C Z[i] ideal e defina I, = {A\(z) : z€ I} NN, escolhendo um ¢ € 1T,
tal que A (z) seja o menor elemento em I,. Queremos mostrar que I = (§), de fato,
seja z € I, pelo exposto anteriormente, z = qd + r, com q,r € Z[i] e r = 0 ou
0<A(r) < A(9).

Ser#0,r=z—qgdcleX(r)<X(d), viola o fato de escolher ¢ tal que seja o menor
elementoem I, logor=0ez=q¢d = Z2€(§) =1C (§),comodecl= (d) <],
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segue que T=(9) .

Observamos que o essencial a demonstracdo foi encontrar no anel considerado (Z ou
Z[i]) uma funcdo X\ : A — Z* com propriedades da divisdo euclidiana, ou seja, "dados
abeA b#0 JgreAtalquea=qgb+rer=0o0uX(r)<X(b)”

Anéis munidos de funcdes com propriedades da divisdo euclidiana sdo ditos "Domi-

nios Euclidianos".

Proposicdo 3.6 Z[w]| é dominio euclidiano.

Demonstracdo: Definindo A (a+ bw) : a> + b° — ab e precisamos mostrar que so va-
lidas as propriedades euclidiana em Z [w]. Dado z = a + bw, com z € Z[w], sabemos
que A(z) =zZequez=a+ bw?, definindo um o e 8 em Z[w] e supondo B # 0,

a.p

a . . = .
temos 5 = ﬁ = r + sw, onde r e s sdo nimeros racionais, mas A () = .8 € um

namero inteiro positivo, logo, a.B € Z[w], desde que, a, B € Z[w]. Definiremos m e
. 1 1 - a
n tais que |[r — m| < 5 e |s — n| < 5 entdo, fazendo 8 = m+ n, temos A 5 0
1 1 1
(r —m)?—(r—m)(s—n)+(s —n)? § Z+Z < 1 permitindo § = a—6.8, teremos

assim, § = 0 ou A(8) = A [(——9)] A(B (%—9><>\([3).

Mostrando que A {,B (% — 9)} =A(B)A (% - 9> < A (B), sdo validas essas pro-

priedades em Z [w]

Exemplo 3.4 Prove que todo dominio euclidiano é dominio de ideais principais como

corolario, prove que Z[w] é dominio de ideais principais.

Resolucdo: Sejam A um dominio euclidiano, com norma A e T um ideal em A, se
I = {0} = (0) fica facil perceber que ele & principal, no entanto, se I # (0) e consi-
derarmos o conjunto {X(a)/a €I, a+# 0} C N, pelo principio da boa ordenacdo, este
conjunto tem um minimo k,, de modo que a, € I e A(a,) = ko, a, # 0, 0 que implica

(a,) C 1. Se (a,) €1, com a, # 0, entdo existem q,s € A tais que a = ga, + r, com
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r=0o0uMX(r) < X(a,), implicando que r = a — ga, € I, entdo, pela minimalidade de
a,, temos r = 0, de modo que a = qa, € (a,), logo I C (a,), dai segue que T = (a,),

concluindo que A é um DIP.

Para mostrar que Z [w] é dominio de ideais principais, tomaremos I # {0} um ideal
de Z [w], escolhendo um z € T, tal que A (z) = min{\(x) /x € T— {0}}, fica claro que
< z >C 1, reciprocamente, se k € I, resulta que existem s,r € Z[w] com z = ks +r
e A(r) < X(k), porém r = z— ks € Tcom A(r) < A(k) o que implica que r = 0, pela
escolha de z, dai, temos k €< z >, logo [ =< z >, entdo podemos concluir que Z [w]
€ um DIP.

Ja vimos que Z|[i] e Z[w], sdo dominios de integridade, mais ainda que eles sdo

dominios euclidianos.

Dados (A, +, .) dominio de integridade, diremos que u € A é unidade se u|a, Va € A
é facil ver que as unidades em Z sdo +1, em Z[i], sdo £1 e +i e em Z[w], sdo sdo *1,
+w e sdo £w?, para verificar esse fato, lembramos que em Z, X (a) = |a|, em Z[i],
Aa)=aaeemZ[w], A(x+ wy) = x2+ y?2 — xy e que u é unidade nestes anéis se,
e somente se, A (u) = 1, ( de fato, em todos os casos acima,
A(ab) = X(a)x(b), logo A(u) = A(u.u) = X2 (u) = (M) =D X(u) = 1, se
A(u) =0 entdo u =0 e ndo & unidade, logo (A (u) — 1) = 0 entdo A (u) = 1. Quanto
a reciproca, se A (v) = 1, queremos mostrar que u € unidade, conforme sabemos que
cada anél acima & dominio euclidiano, logo dado a € A, dq,r € A,onde a=qu+r e
r=0ouX(r)<A(u)y=1,logor=00uA(r)=0= r =0 donde a = qu, portanto

ula).

Dado m € A, (A, +,.) dominio de integridade, diremos que irredutivel ( se dado
a € A com alm, entdo a = um e u unidade em A), "dois elementos em um anel
que diferem por um produto por unidade sdo ditos elementos associados, assim, um

irredutivel é um elemento em um anel divisivel apenas por seus associados”.
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Dados p € A, diremos que p é primo quando plab = p|a ou p|b. Em Z, irredu-

tivel e primo sao termos intercembiavel, em geral, isso ndo ocorre, mas vale o resultado.

Proposicdo 3.7 Seja (A, +,.) dominio de integridade, entdo todo elemento primo de

A é também irredutivel em A.

Demonstracdo: Seja p € A primo e suponha p = ab com a, b € A, entdo p|ab logo

pla ou p|b, pois p & primo, suponhamos sem perda de generalidade que p|a, entdo
a=cp, logo p=ab= cpb = p(cb) como A é dominio de integridade, temos 1 = cb
e portanto ¢ e b sdo unidades, em particular p = ab dai a é associado de p e b é unidade

logo p € irredutivel.

Teorema 3.2 Todo dominio euclidiano é dominio de ideais principais.

Demonstracdo: Seja (A, +, .) dominio euclidiano, ou seja, IX : A — Z™*, tal que dados
abeA b#0,3q,re A talquea=qgb+rer=0o0uX(r) < A(b), sejal ideal
de A e consideremos I, = {A\(a) :a€ A} NN, tomemos d € A, tal que A (d) seja
o menor elemento em I, que existe pelo principio da boa ordem, entdo dado a € 1T,
a=qd+r,ondeq,reA r=00uX(r)<A(d),=r=a—qde€l, logor=0, pois
A (d) é o menor possivel em I, NN, logo Va €1, dla=1C (d) e como d € T é trivial
que (d) C T, portanto I = (d) e o ideal T & principal. Isso vale para qualquer ideal, logo

o anel A é um dominio de ideais principais.

Corolario 3.1 Z, Z|[i] e Z|[w] sdo dominios de ideais principais.

Lema 3.1 Em um dominio de ideais principais toda cadeia ascendente de ideais é estaci-
ondria, ou seja, dado {1}, € N, sequéncia de ideais tais quel, C 1,1, (I; CI, CI3---),
entdo existe N € N, tal quel,, =1,, Vm> N.

O
Demonstracao: Sejal = U]L- é facil ver que I é ideal em A com efeito, sejam x,y €1,
i=1

[e.e]
entdo x,y € U]I,—, logo 3 m,neN, taisque x e, ey €1, logo x,y € L (M, n),
i=1
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pois I, C Tax (M, n) e I, C Loy (M, n), donde x + y € Lo (M, n), pois Tpax (M, n) é

ideal, portanto x + y U I O Iax (M, n).

i=1
00

Dado a € A, x €1, queremos mostrar que ax € I, com efeito, x e [ = U]L- implicando
L=
que existe m € N, tal que x € 1,,,, pois I, € ideal e portanto x € U]L- DI, ComoAZ¢é
i=1
dominio de ideais principais, existe d € A, tal que T = (d), em particular d € T = U]L
i=1

tomando N € N tal que d € Iy dai seque (d) C Iy C U]I,- = (d) implicando em
i=1

Iy = (d). Dado I,,, m > N, note que I, C U]L- = (d), implica que I, C (d), mas

i=1
Iy € I, entdo, (d) C 1, logo I, = (d) = Iy, Vm> N. [

Lema 3.2 Em um dominio de ideais principais todo irredutivel é primo, em particular,

nestes tipos de dominios, primos e irredutiveis sGo 0s mesmos.

Demonstracdo: Seja 7 elemento irredutivel e suponha que w|ab queremos mostrar
que m|a ou 7|b, suponhamos que T 1 b, entdo consideremos I = (b, ), é claro que
(b, ™) C A, contudo dado que A é dominio de ideais principais seque (b, ) = (d),
em particular, d é divisor de b e de w, m & irredutivel, logo d & unidade ou associado
de m, mas 7 ¢ b, logo d ndo pode ser associado de 7, portando d é unidade em
A, logo (d) 2 (1) = A, ou seja (b,m) = A, portanto existem r,s € A, tal que
l=rb+sm= a=r(ab)+ (sa)m = (r+ sa)m, portanto m|a. u

Proposicao 3.8 Em um dominio de ideais principais todo elemento pode ser escrito

como produto de irredutiveis ( ou primos).

Demonstracdo: Seja a elemento qualquer ndo unidade nem nulo do dominio de ideais
principais (A, +,.), sendo x; = a, se x; & irredutivel, nada temos a demonstrar, do
contrario x; = a;.x», onde x, ndo é unidade e nem associado de xj, a; € x» sao iredutiveis,
nada temos a demonstrar, do contrario, apés eventual mudanca de variaveis, podemos,
assumir que xo nao € irredutivel, logo x, = a,.x3 € 0 processo continua em particular, se

0 processo "parar" em algumas etapas, teremos a = a1.3.33.d4. -+ .Ax_1.Xk, COM Xk
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irredutivel ou seja, "qualquer a ndo unidade nem nulo é divisivel por algum irredutivel",
se 0 processo pudesse proseguir indefinidamente, teriamos (x1) C (x2) C (x3) C (x4) C
--- C, cadeias ascendentes infinita de ideais o que nao é possivel pelo Lema 3.2.

Seja, finalmente, a € A ndo unidade nem nulo pelo exposto acima, a = ma;, com 7
irredutivel, se a; é irredutivel nada temos a demonstrar, do contrario a; = T a,, COmM Mo
irredutivel, o que em altima anélise conduz a sequéncia (a;) C (a2) C (a3) C (a4) C - --
que é estacionadria, logo existe k € N, tal que a = . 75.T3.M4. - -+ .Tk.U, onde (u) = A,

logo u € unidade. [ ]

Teorema 3.3 Todo dominio de ideais principais é também dominio de fatoracao iinica,

ou seja, dado a € A (a ndo nulo nem unidade) existe um (nico conjunto finito de

irredutiveis m{. My . M3.T4. - -+ .Mk, tal que,

(i) a=7m3 2. me met - Tk

(ii) u, e1, €, €3, €4, ..., €, Sd0 unicamente determinados pela ordem imposta a,
{my. My . M3. 4. - -+ T}

Demonstracao: Ja vimos que, um dominio de ideais principais qualquer elemento
ndo nulo nem unidade é produto de irredutiveis. Seja 7 irredutivel tal que m|a en-
tdo existe n € N tal que 7"|a, mas 7™t t b, (n é dito ordem mw-adica de a e &
denotado por a = ord, (a)), de fato «/|r™*! implicando em (n') C (7'!) e se ndo
houvesse limite para ord, (a) teriamos a cadeia ascendente de ideais (w) C (w?) C
(m3) C («*)---, o que ndo é possivel pois A & dominio de ideais principais. Pela

mesma razao é facil ver que o conjunto dos irredutiveis que divide a é finito e te-

mos, portanto, que existe .My . M3.M4. - -+ .M, conjunto finito de irredutiveis tal que
a=umit. . mgt. - mpk com oy = ordy, (a), i=1,2,..., k e u uinidade.
Seja entdo § outro irredutivel em A, (6 ndo associado de 7;, com i =1,2,..., k), tal

que ala, entdo

ords (a) = ords (um§t. > w52 G-+ me¥)

ords(a) = ords (u) + ayords (1) azords (M) + azords (m3) + ... + axords (k)
ords(a)=0

pois os divisores de 7; sdo seus associados. [

Corolario 3.2 7Z, Z[i] e Z[w] sdo dominios de fatoracdo dnica.



3.3 Equacdes de Fermat numa perspectiva avancada 54

Proposicdo 3.9 As solucées diofantinas (isto é, x,y,z € Z) da equacdo pitagorica

x? + y? = 22 podem ser parametrizadas por,

x =a’—b?
y = 2ab coma,beZ
z=a’>+b?

Demonstracdo: E facil a verificacdo que cada valor de x, y e z, obtidos pela parame-
trizacdo acima, é de fato, uma solucao da equacdo pitagérica. Queremos mostrar que
ndo existem outras, com efeito,
x>+ y? =72 = (x+iy)(x —iy) = 72, considerando agora a equacdo em Z|[i], seja
m € Z[i] irredutivel tal que 7| (x + iy) e w| (x — iy), entdo,
(i) 7 [0+ iy) + (x — iy)] = m|2x
(i) | [(x + iy) — (x — iy)] = m|2iy, como i &€ unidade, temos que 7|2y .

Note que eliminando os fatores primos (em Z) em comum na equacdo x°+ y? = 72,
temos z impar, assim, se 7|2, teriamos,
| (1+17) = 7.7 = 2|z% ou ™ = 2 = 2|z? que é uma contradicdo, pois z & impar,
assim mwx e wly = A(m)|A(x) e X(m)|A(y), mas A(m) = p, pois a norma de um
irredutivel em Z[i] € um primo em Z e A (x) = x?, A (y) = y? e teremos p fator primo
em comum a x° e a y?, logo também a z2, considerando a escolha de x* + y? = z?,
com o mdc(x, y) =1, assim, x + iy e x — iy sdo coprimos em Z[i].

Fatorando z em Z[i], temos, pela fatoracdo Gnica em Z[i] que x + iy e x — iy sdo

quadrados em Z [i], logo x + iy = uf?, escrevendo B2 = a+ bi e u = 1, teremos,

x = a’— b?
y = 2ab
z=a%+ b°

(]

A importancia da demonstracdo acima é que ela sugere generalizacdes para 0 €aso
x"+ y" = z", com n > 3, conforme veremos adiante, o uso das propriedades de Z [w]
é crucial para verificar a existéncia de solucdes em x3" + y3" = z3", com n > 1 inteiro

que é o mesmo que (x")®+ (y")® = (z")°.
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Continuando a abordagem sobre o teorema de Fermat, enunciaremos e demonstra-

remos o teorema de Sophie Germain.

Sophie Germain nasceu em Paris em 01 de Abril de 1776, no seio de uma familia
da classe média. O seu pai era mercador e mais tarde tornou-se diretor do Banco
de Franca. Nesse mesmo ano comecou a Revolucdo Americana e treze anos mais
tarde iniciou-se a Revolucdo Francesa. Os seus pais consideravam que este interesse
pela matematica era inapropriado para uma rapariga e fizeram tudo o que podiam para
desencoraja-la, chegando ao ponto de lhe tirarem as roupas quando ela ia para cama e
de a privarem de aquecimento e luz para que ela fosse forcada a permanecer na cama
em vez de ir estudar. Contudo, estes esforcos falharam. Sophie embrulhava-se nos
cobertores e usava velas que tinha escondido para poder estudar a noite. Deste modo,
0s pais acabaram por concluir que a sua paixao pela matematica era incuravel. Assim,
a sua época foi marcada por um espirito revolucionario que caracteriza também a sua
personalidade. Contra os preconceitos da sua familia e da sociedade da época, Sophie

trabalhou arduamente e lutou com perseveranca para se tornar matematica reconhecida.

Sophie resolveu alguns casos particulares do dltimo teorema de Fermat, donde nas-
ceu a definicdo de "nimeros primos de Sophie Germain'"e, em 1816, ganhou um con-
curso promovido pela Academia de Ciéncias da Franca, resolvendo um problema que foi
proposto na época sobre vibracdes de membranas. De seus trabalhos e pesquisas nesta
area é de onde nasceu o conceito de curvatura média de superficies, conceito este, que

é hoje objeto de pesquisa de varios matematicos na area de Geometria Diferencial.
Embora com algumas falhas matematicas, devidas talvez ao seu autodidatismo e
ao seu isolamento do meio académico matematico, Sophie Germain foi sem divida, a

primeira mulher a fazer um trabalho matematico inédito e de grande importancia.

Antes de enunciarmos o teorema de Fermat, observe a tabela abaixo.
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Teorema de Sophie Germain
p 2p+1
2 5

3 7

5 11
7 15
11 23
13 27
17 35
19 39
23 47

Em muitos casos, se p € primo, 2p + 1 também é primo. Se um primo p é tal que

2p 4+ 1 € primo chamamos p de primo de Sophie Germain.

Teorema 3.4 Seja p primo impar de Sophie Germain, entdo xP + yP + z°P = 0 ndo

possui solucdo diofantina na qual p t xyz.

Demonstracdo: Suponha, por absurdo, que existe solucdo e que apds eventuais can-
celamentos, que ndo haja fatores primos em comum a x, y e z, escrevendo entdo,
—xP = yP 4 zP

—xP = (y+z) (2Pt — 2P2y + ...+ yP7 ).

Seja entdo,

rly + z

r|(zP71 — zP72y + . 4+ yPT

y +z = modr implica que y = —zmodr e zP7! —ZzP7%2y + ... 4+ yP~l = Omodr,
substituindo y = —zmodr de modo que, zP~! + zP71 4 2P~ + 4+ zP71 = Omodr

logo, pzP~t = Omodr. Como r { p, pois p & primo segue que r|z entdo r|x pois r|y + z,
rly, pois y = —zmodr e r|z, portanto r é fator comum a x, y, z, entdo r = 1.
Assim, —xP = (y + z) (zP~ — zP72y + ... + yP71) pela fatoracdo Gnica em Z, implica

que,
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X+ y=AP
2Pt —zP2y 4 4 yPTL=TP com AT €Z.

escrevendo,

e usando o mesmo argumento anterior concluimos também que existem B, C € Z tais

que,
x+y=B°P
X+ z=CP.

Definimos agora g = 2p + 1, com g primo , vale o pequeno teorema de Fermat,
ousejasea € Zeq+ta, entio a’! = 1modq implica que a?"! = 0modq de
modo que (a%l — 1) (a%l + 1) = 0modgq entdo, (a” — 1) (a® + 1) = 0modq logo,
a? = 1modg ou aP = —1modq. E uma outra demonstracdo do resultado acima pode
ser encontrada no Teorema 1.19.

Em particular , dado que x? + y? + z°P = 0 de modo que xP + yP + zP = Omodq
entdo (£1) + (£1) + (£1) = 0modg, o que ndo é possivel, pois o lado esquerdo da

altima equacdo € £1 ou +3 e g > 5, se gt xyz, assim q|xyz e podemos sem perda de

generalidade que g|x, como,

y+z=AP
x+y=B°P
x4+ z=CP.

entdo BP + CP — AP = 2x e q|x, logo BP + CP — AP = Omodq e argumento anélogo
de xP 4+ yP + zP = Omodgq, concluimos que g|ABC, como x + y = BP, se q|B, teri-
amos x +y = y = 0modq e g seria assim fator comum a x e a y, logo também a
z contradizendo a escolha inicial. Similarmente g 1 C ou seja, g 1 BC, assim, q|ABC,
g 1 BC entdo g|A, como AP = y + z, teremos y = —zmodq, pois AP = 0modq e

TP =zPt g 2Pl p 2P 271 4+ 2Pt = pzPImodq, se q|T entdo g seria
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fator comum a A e a T o que ja vimos nao ser possivel, logo TP = +1modq logo,
pzP~! = +1modgq, acontece que g = 2p + 1 implicando que 2p = —1modq de modo
que, 2pzP~t = (—=1) zP~! = +£2modq entdo, zP~! = £2modq, mas se q|x dai, temos
g 1 z por que do contrario g seria fator comuma x,y ez, masp—1éparex+z=CP
entdo, z = CPmodq, pois g|x, logo z°~ = +2modq dai seque, (CP)** = +£2modq

entdo, (jcl)”*1 = +2modq implacando em 1 = +£2modq o que ndo é possivel. [ ]

Corolario 3.3 A equacdo x3 + y3 = z3 ndo possui solucdo diofantina, ndo triviais, na

qual 31 xyz.

Para finalizar nossas consideracdes sobre as equacdes de Fermat, vamos utilizar as
propriedades de Z [w], para mostrar que ndo ha solucBes diofantinas para a equacdo
x3 + y3 = z% e em particular ndo haverad solucdo para x" + y" = z" se 3|n. Re-
lembrando, Z [w] & dominio de fatoracdo Gnica, cujas unidades sdo £1, w e *w?,
denotando p = 1 — w, teremos p? = 1 — 2w + w? e como w? = — (1 + w), teremos
P> =1-2w—1—w = —3w, logo (p?) = (3w) = (3) que sdo ideais, mais ainda,
lembrando que A (x + wy) = x2 4+ y? — xy, onde X : Z[w] — Z* é tal que, dados
a,BeEZ[w], B#£0, existem q,r € Z[w], talquea = gB+rer=0o0uX(r) < X(B),
temos A (p) = 12+ 12— (1)(=1) =3, se A(p) = A (2) A (w), com X (p) = 3 primo em
Z, entdo z ou w sdo unidades em Z [w], pois A (z) ou A (w) éigual a £1 e, portanto p
é irredutivel em Z [w], mais ainda, dado x+ w € Z[w], teremos x+yw = (x —y) py e
x4+ yw = (x —y)modp, como A(p) =3 e x,y € Z, seque que x + yw = (£1) modp

ou x + yw = 0modp.

Lema 3.3 A equacdo x® + y* = uz® ndo possui solucdo x,y,z € Z[w], na qual p|xyz,
(u é unidade qualquer em z € Z[w]), em particular x> + y* = z3 ndo possui solucdo

diofantina, ndo triviais em Z [w] o qual p t xyz.

Demonstracdao: Como p é irredutivel, pf xyz logo, p1 x,p1y e p|z, assim,
x = +1(modp)
y = £1(modp)
z =41 (modp)
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sem perda de generalidade, suponhamos que x = +1 (modp) entdo, x = 1 4+ 7p, de
modo que,

x3—1=(x—1)(x—w)(x —w?)

x*—1=71p(l—w+7p)(1—w?+Tp)

x*=1=71p(p+7p) ((1+w)p+Tp)

x> =1=[p°(1+7) (1 —w?)]

como w? = modp seque x> — 1 = O0modp* entdo x® = 1modp*, se x = —1modp
usando esse raciocino conclui-se que x® = —1modp*, donde x° + y* = uz® que implica
x3+y3 = uz® = modp* dai temos, (£1)+ (+1) = u (1) modp* o que ndo €& possivel.

n
Lema 3.4 Se a equacdo x>+ y® = uz3, x,y,z € Z|w] e pt xy e p|z entdo p?|z.

Demonstracdo: Sabemos que x® + y3 = uz® como p{x, pty, temos,

x = &1 (modp?*)
{ y = £1(modp*)
De modo que, (£1) + (£1) = uz>modp* entdo uz®> = 0modp* ou uz® = £2modp*.
Se uz3 = &2modp* e se p? t z, teriamos z = pB, p1 B e uz® £ 2 = up*p®* £ 2 = 1p*
logo, p|2 o que ndo é verdade, de modo que uz® = Omodp*. Escrevendo z = p°B3,
teremos uz® = Tp* dai seque, up*p® = 7p* logo, uB® = Tp logo p|B> implica p|B temos

que, p?|z. n

Lema 3.5 Se a equacdo x® + y® = uz®, possui solucdo ndo triviais, com mdc(x,y) =
1, ptxy eord,z> 2. Entdo existem x1, y1,z1 € Z[w] e uy € Z[w] unidade, tais que

o1 Xy, ordyzy = ordyz — 1 e i + yi = i z3.

Demonstracao: Sabemos que,

x>+ y? = (x+y) (x +wy) (x +w?y) = uz’, (1)

como ord,z > 2 entdo,ord,uz® > 6 segue que algumas das parcelas de (1) é tal que
p° aparece como fator definindo y para wy ou w?y se necessario, podemos supor, sem
perda de generalidade que tal fator p? aparece em x + y. Observe que ord,(x+y) >

2 entdo, ord,(x+wy) = ord,((x+y)—(1—w)y) = ord,((x+y) — py), como
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p 1 y seque que ord,(x+ wy) = 1, similarmente ord,(x + w?y) = 1, portanto
ord,(x +y) + ord, (x + wy) + ord, (x + w?y) = 3ord,z, implica que 3ord,z — 2 =
ord,(x +y).

Seja entdo 7 irredutivel em Z [w], se 7| (x + y) e | (x + wy), sequeria que 7| (1 — w) y,
como p = 1 — w, teriamos 7|py, assumindo (m) # (p), implicaria que 7|y por-
tanto, como 7| (x + y), teriamos que T|x o que viola, pois o mdc(x,y) = 1, donde
mdc(x + y, x + wy) = p, andlogamente o mdc(x + wy, x + w?y) = (x + y, x + w?y) =

p. Pela fatoracdo Gnica em Z[w], temos portanto,

x+y=uwap", T=3o0rdz—2, pta (2)
x+wy =uwp, pth (3)
X+ w2y = u36%p, p16 (4)

onde w1y, Uy e uz sdo unidades e mdc (a, B) = mdc (o, ) = mdc(B,6) = 1, multipli-
cando a equacdo (2) por w e a equacdo (3) por w? e somando-as, obtemos,

nalo” + wuB3p + wlusd3p =0

nalp’ P+ winBR + wiusdd =0

ora, T —1 = 3ord,z -3 = 3(ord,z—1) e podemos fazer x; = B, y1 = 0 e
71 = ad° %Z~1 obtemos, assim,

1z + wupxi + w?usy? =0

dividindo pela unidade wus, podemos reescrever a equacdo, assim,

X3+ €1y + €223 = 0, com € e €, unidades.

Observe que,

ord,zy > 2 = X} + 1y = 6,23 = 0Omodp? = (£1)° + €, (1) = 0modp?, donde
€1 = (£1), podemos entdo, apds renomear as variaveis, se necessario reescrever x; +

y? =€z}, como ptxy, € unidade e ord,z; = ord,z — 1. n

Teorema 3.5 Ndo exite solucdo de x> + y* = uz® em Z[w] com unidade em Z[w] e
xyz # 0.

Demonstracdo: Pelo Lema 3.3, ndo ha solucdo de x>+ y® = uz® em Z[w] se pt xyz,
logo se houvesse solucdo de x> +y3 = uz® em Z [w], teriamos p|xyz, cancelando fatores

em comum, se necessario em x, y em Z, podemos supor que p|z e p1 xy. Pelo Lema
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3.4, se ha solucdo de x3 + y® = uz3, com p 1t xy e p|z, entdo ha solucdo com p?|z e
pelo Lema 3.5, isso implica numa solucdo x3 + y7 = €z}, com ord,z; = ord,z—1 > 1
0 que viola, obtendo assim, novas solucbes da equacao original por repetidas aplicacdes

dos Lema 3.4 e Lema 3.5 o que ndao é obviamente possivel. [

Corolario 3.4 (Equacdo de Fermat, n = 3) Ndo existem solucdes de x>+ y3 = z3 com

X, ¥y, z€l exyz#0.

Demonstracdo: Como Z C Z[w] e 1 unidade em Z [w], isto implicaria numa solucdo

para x> + y3 = uz® em Z[w], com xyz # 0 e que ndo é possivel. n



Capitulo 4

SOMA DE QUADRADOS
-

Em 1770, Waring publicou um artigo na Meditationes Algebraical no qual & proposto
0 seguinte problema "Existe, para um k fixo, algum s = s(k) tal que n = x¥ + x¥ +
xK + ...+ x¥ & solavel para todo n?" Neste mesmo trabalho, Waring conjecturou a
resposta afirmativa, para alguns valores de k, enunciando, sem demonstracao que todo
inteiro € a soma de quatro quadrados, de nove cubos e de dezenove biquadrados (muitos
dos quais podem ser nulos), 100 anos mais tarde, Hibert provou a veracidade destas
afirmacdes e diversas outras tém sido apresentadas desde entdo.

Neste capitulo, provaremos os teoremas relativos ao caso k = 2 e s = 2 (neste
caso, caracterizaremos quais nimeros inteiros sdo soma de dois quadrados) e s =
4, (mostraremos que qualquer nimero inteiro é soma de quatro quadrados). Outros
casos de k e s sdao, igualmente, bem mais dificeis que estes e exigem uma ferramenta
matematica mais elaborada. Em um apéndice a este capitulo, forneceremos para k fixo,
cotas para o menor s, para o qual a afirmacdo de Warimg é verdadeira (este nimero
sera denotado por g(k) e cotas para o menor s para o qual a afirmagdo é falsa apenas
um nimero finito de cotas, (tal nimero sera denotado por G(k)).

Ainda neste capitulo, serdo demonstrados alguns resultados interessantes sobre a

quantidade de representacdes de um nimero como soma de quadrados.

62
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4.1 Soma de dois quadrados

Seja p primo impar, entdo p = 1(mod 4) ou p = 3(mod 4), é facil ver que o
produto de primos que sdao congruentes a um moédulo quatro é ainda congruente a um
moédulo quatro. A proposicdo seguinte fornece a primeira diferénca significante entre

estas duas classes de primos.

Proposicdao 4.1 Para p primo a congruéncia x> = —1(mod p), tem solucdo se, e

somente se, p =2 ou p=1(mod 4).

Demonstracao: Fica claro que para x = 1, temos uma solucao se p = 2, precisamos
construir uma solucdo no caso de p = 1mod4, para um p primo impar, podemos re-
correr ao teorema de de Wilson, maiores detalhes ver Teorema 1.18, onde podemos

escrevé-lo da seguinte forma,

(1.2.3...j...p; 1) (p; L - (p-2)(p- 1)) = _1(modp)

Observamos que o produto (p — 1)!, esta dividido em duas partes, cada uma com
o0 mesmo nimero de fatores. Podemos reescrever esse produto formando pares, uma
vez que para cada fator j na primeira parte temos o fator (p — j) na segunda, entdo o

teorema de Wilson pode ser escrito assim,

(p—1)/2
I j(p—Ji)=-1(modp), como j(p —j)=—j2(p - Jj) (modp), temos,
j=1
(p=1)/2 (b-1)/2 \
1= [ (=)= (-ne e ( 11 j) (modp), mas p = 1(mod 4), (p—1)/2
j=1 J=1
é par e, portanto,
(p—1)/2 p—1
= = =—= )1, eé lucdo de x?> = — d p).
X JHlJ ( 5 ) e € uma solucdo de x (mod p)
Suponhamos agora que a congruéncia x° = —1modp tenha solucdo e que p > 2,

elevando ambos os membros a poténcia (p — 1) /2, obtém-se,

(x)P 2 = (—)PV2 (modp), como (x2)P V2 = x=D (modp), pelo Teorema
1.19 (observe que p f x pois x> = —1 (modp)), temos que (—1)P"Y2 = 1 (modp),
logo (p— 1) /2 é par, ouseja p=2ou p=1(mod 4). u
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Exemplo 4.1 Represente se for possivel os niimeros 13 e 7 como soma de dois qua-

drados.

Resolucio:
e 13=1(mod 4), logo 13 = 32 4 22
e 7# 1(mod 4), logo ndo podemos escerver 7, como soma de dois quadrados.

Teorema 4.1 Seja n € 7, n é soma de dois quadrados se, e somente se, n = ni.ny,
onde mdc (ny, n,) = 1 e a decomposicdo em fatores primos de n, é composta apenas

de primos congruentes a um mddulo quatro e poténcias de dois.

Demonstracdo: Inicialmente se p = 3mod4, afirmaremos x? + y2 = n ndo possui
solugdo se ord,(n) é impar, com efeito, se houvesse solugdo de x + y? = n, entdo
suponha mdc (x,y) = d, logo podemos escrever x = x;d e y = y1d, obtendo assim,
xP 4y = <%) solucdo de x? + y2 = ny, fazendo n; = (%) com mdc (x;,y2) =1
e pln1, pois ord, (n) & impar e ord, (d?) = 2ord, (d) & par, observe que p{x; e p{ y;.

Sabemos que a congruéncia linear ax = bmodm tem solucdo se, e somente se,
mdc (a,m) = 1, logo seja £ a solucdo da congruéncia £x; = yymodp implica £2x? =
yZmodp implica x? + £2x2 = x? 4+ y?modp logo x2 (1 +4£2?) = x? + y?modp, mas
p|x? + y? entdo, x? + y? = Omodp donde xZ (1 + £?) = O0modp, como p 1 x2, seque
que p| (1 +£?) dai temos, 1 + £2 = Omodp seque, £> = —1modp o que contradiz a
Proposicdo 4.1, se p = 3mod4. Assim, se x>+ y? = n possui solucido, necessariamente,
0S primos congruentes a trés moédulo quatro na decomposicao de n aparecem com
poténcias pares e podemos escrever n = n?.n,, com mdc (ny, n;) = 1 e todos 0s primos
impares em n, congruentes a um modulo quatro, agora se p = 1mod4, note que existe

solucdo de £2 = 1modp, seja n; = L\/ﬁj e escolhendo a,b € Z taisque o < b< ny e
L a

b| < b

{ a

o2+ 2
p(P+b>
0 < b?>+ ¢? < 2p mas, ¢ = £modp, donde b?> + ¢? = b> +£2b*> = b> (£ + 1) = Omodp,
logo p|b®> + c? e 0 < b? + ¢? < 2p, donde b?> + ¢ = p ou seja, se p = 1mod4, entdo

, escrevendo ¢ = ¢b + pa, logo,

] =

L a 1
:|bp|‘5+5’ < |bp|b—nl§\/ﬁ com0 < c2<p entdo,

x? + y? = p solucdo da identidade,

(C+y2) G +y2) = (o +y1ys)” + (xiye — xov1)°, seque que se n = n?.n, onde
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todos os fatores primos impares de n, sao congruentes a um modulo quatro, entdo
x? 4+ y? = n, possui solucdo. (Note que 2 = 12+ 1% e que n? = 02 + n?) o que prova

este teorema. |

Exemplo 4.2 Represente se for possivel 0s nimeros 7°.13 e 7.13 como soma de dois

quadrados.

Resolucio:
e 72.13 =637 =212 + 142

e 7.13 =91, logo nao pode ser escrito como soma de dois quadrados.

4.2 Soma de quatro quadrados

Lema 4.1 Se p é primo impar (sempre assumindo primos positivos) entdo existem

m,x,y € Z, com0 < m< p tais que 1 + x> + y2.

Demonstracdo: Seja S={x2:0<x<1/2(p—-1),x€Z} e

T={y2:0<y<1/2(p—1),y € Z}, dois elementos quaisquer de S sdo incongru-
entes médulo p, pois x2 = x2 (modp) entdo p| (x? — x2), ou seja p| (x1 — x2) (X1 + x2)
implica x; = x2 (modp), x1 = —xo (modp), como 0 < x;,x < 1/2(p—1), seque
que nenhum dos casos é possivel. De forma analoga, também os elementos de T
sdo incongruentes médulo p. S e T possuem, em conjunto, p + 1 elementos em S
e em T que sdo "o mesmo médulo p", ou seja, existem 0 < x,y < 1/2(p—1) tal
que x> = — (1 + y?) (modp) = p| (1 + x>+ y?) de modo que existe m € Z, tal que
1+x24+y2 =mpcomox2 < 1/4(p—1)>ey? < 1/4(p—1)°, seque que 1+x2+y? < p?

entao, m < p. [ ]
Proposicao 4.2 Todo primo é soma de quatro quadrados.

Demonstracdo: Pelo Lema 4.1, dado p primo impar (se p = 2, temos 2 = 12 + 12 +
02402 e a proposicdo é verdadeira), existem m < pe x, y € Z, tal que x>+ y?+1 = mp,
em particular mp é a soma de quatro quadrados. Seja entdo m o menor inteiro para o

qual mp & soma de quatro quadrados, isto &, mp = x>+ y2+z2+w?, se m = 1, entdo



4.2 Soma de quatro quadrados 66

nada temos a demonstrar, logo podemos assumir que m > 1.
Se m for par, entdo os inteiros x, y, z, w sdo todos pares ou x, y, z, w sdo todos impares
ou exatamente dois deles (podemos assumir z e w) sdo impares, em qualquer caso,
podemos escrever a identidade,
2 2 2 2

1 X+y n X—y n zZ+w n zZ—w

— M = .

M) P 2 2 2 2

como nem todos x, y, z, w podem ser multiplos de p, seque que a equacao acima escreve

um miltiplo, menor que m de p como soma de quatro quadrados o que contradiz a
escolha de m, logo m é impar. Se todos x, y, z e w fossem miltiplos de m, teriamos,
mp = x%> + y? + z° + w? = m?k implica p = mk, logo m|p, o que ndo é possivel pois
m < 1, sendo x = bym + x;, podemos entdo fazer,
Xy =X—bm
Xo = X — bom
X3 = X — bsm
Xs = X — bam
onde os b; sdo os quocientes da divisdo por m, escolhendo |x;| < %m, assim,

2
0<xP+x3+x3+x3<4 (%m) = m?, observe que,
x¢ + x5 + x5 +x; = 0(modm), donde x? + x5 + xZ + x§ = km, com 0 < k < m. Mas,
(x2+ x5 + x5 +x37) (x> + y> + 22 + w?), temos,
m?kp = z7 + 75 + 75 + z7 e como Z; = > x; (x; — bjm) = 0 (modm), teremos Z; =

mT; = kp=T{+ T3+ T3+ T7 e dado k < m, isto contradiz a escolha de m. ]

Exemplo 4.3 Represente se for possivel os niimeros 7 e 5 como soma de quatro qua-

drados.
Resolucao:
e 7T=224+124+12+412
e 5=22+4+12+0%+ 0%
Teorema 4.2 Todo inteiro positivo é soma de quatro quadrados.

Demonstracdo: (x?+x3 + X3+ x2) (V2 +y2 +y2 +y2) = (xuy1 + XoVo + X33 + Xaya)? +

(x1y2 — Xov1 + Xaya — Xay3)? + (X1¥3 — Xay1 + XaYo — Xoya)? + (X1Ya — Xay1 + XoY3 — X3)2)?
n
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Exemplo 4.4 Represente se for possivel os nimeros 7, 5 e 35 como soma de quatro

quadrados.

Resolucao:
¢ 7=224+124+12417
e 5=2241240%40?
¢ 75=35=4"+3243"+1°

Logo podemos concluir que todo inteiro positivo pode ser representado como soma
de quadrados, haja vista que todo nimero composto pode ser escrito como produto de

primos.



Capitulo 5

EQUACOES DIOFANTINAS
CLASSICAS E APLICACQOES

5.1 Aplicacoes

Aplicacido: 01

ELEICOES 2008 - A eleicdo para o cargo de diretor do CEFET-MA, o fato inusitado
que aconteceu foi que o professor Alexandre era amigo dos dois principais candidatos,
professor Zé Costa da chapa 100 e o professor Agenor da chapa 300, a eleicdo se
aproximava e Alexandre ndo se decidia em quem votar, foi quando o mesmo teve a
idéia de mandar uma mensagem criptografada para o gabinete de Zé Costa com o
seqguinte conte(do, 3804394228532696306517219, esta sequéncia numérica revelaria
o seu candidato, apenas um funcionario tinha como desvendar esse cédigo uma vez
que o professor usou recursos da Teoria dos Nimeros e criptografia RSA, devido a sua
seguranca e querendo total sigilo sobre a mensagem enviada. Mostraremos os procedi-

mentos adotados pelo professor.

Num primeiro momento, iremos identificar a chave publica, um nimero n inteiro
positivo, tal que n = p.q, onde p =23 e g = 31 primos, logo n =713 e x = 7, as fun-
¢des de codificacdo D(b;) = (b;)* (mod n) e de decodificacdo D(¢;) = (¢;)¢ (mod n)

e i que representa o bloco a ser decodificado. A escolha do o € feita aleatoria em Zg(),

68
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isto €, a € um inteiro entre 1 e ¢ (n) ver Teorema 1.20, que seja relativamente coprimo

com ¢ (n) que é a funcdo Euler.

Para calcular o valor de d, ele precisou recorrer ao Algoritmo Euclidiano Estendido,

ver Exemplo 1.2, uma vez que o valor d é o inverso de o (mod ¢ (n)).

Neste caso @ = 7 e ¢(713) = (p—1).(¢g—1) = (23—-1).(31—-1) = 660 e
mdc (7,660) = 1, logo,
1 =660.(—3) + 7.(283) = 283.7 = 7.283 = 1 (mod 660), entdo d = 283.

Partiremos para o segundo momento, quando o professor envia a mensagem cripto-
grafada 3804394228532696306517219 e as informacgdes contidas no par (n, d), apds
essas informacdes o funcionario seqgue os procedimentos de decodificacdo, dividindo

essa sequéncia em blocos ¢; de modo que ¢; < n. Assim,

D(c;) = (¢:)? (mod n) ou seja, D(¢;) = (¢;)?®3 (mod 713)

Blocos a serem decodificados

C1 Co C3 | C4 Cs Cs (0rd Cs Co
380 | 439 | 42 | 28 | 532 | 696 | 306 | 517 | 219

Seguindo com este procedimento agora com os valores dos blocos definidos ale-
atoriamente, mas obdecendo os procedimento da criptografia RSA, onde os valores
correspondentes aos blocos precisam serem menores que o valor de n, aplicaremos a

funcao de decodificacdo para identificar a mensagem passada pelo professor.

Decodificacao do bloco ¢; = 308:

D(c) = (¢)? (mod n)

D(380) = (380)%2 (mod 713)

D(380) = (380)%83 = (380)256+16+8+2+1 (mod 713)

D(380) = (380)283 = (380)2°6(380)%9(380)8(380)2(380)" (mod 713)
D(380) = (380)%2 = ((380)2)™° ((380)?)® ((380)2)* (380)2(380) (mod 713)
D(380) = (380)%3 = ((374)2)™ ((374))" ((374)?)” (374)(380) (mod 713)
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D(380) = (380)%2 = ((128)2)* ((128)2)” (128)2(233) (mod 713)
D(380) = (380)%2 = ((698)2)™ (698)2(698)(233) (mod 713)
D(380) = (380)%2 = 698 (mod 713)

Logo, o bloco decodificado & b; = 698.

Decodificacao do bloco ¢, = 439:
D(c) = (¢;))? (mod n)

D(439) = (439)?% (mod 713)

D(439) = (439)28% = (430)256+16+84211 (o4 713)

D(439) = (439)283 = (430)256(439)16(439)8(439)2(439)" (mod 713)
D(439) = (439)%3 = ((439)2)™° ((439)?)® ((439)2)* (439)2(439) (mod 713)
D(439) = (439)%3 = ((211)2)™ ((211)2)* ((211)?)* (211)(439) (mod 713)
D(439) = (439)%3 = ((315)2)* ((315)2)” (315)2(652) (mod 713)

D(439) = (439)283 = ((118)2)"° (118)2(118)(652) (mod 713)

D(439) = (439)%3 = ((377)2)° (377)(645) (mod 713)

D(439) = (439)?8 =532 (mod 713)
Logo, o bloco decodificado & b, = 532.

Decodificacdo do bloco ¢; = 42:
D(c) = (¢)? (mod n)

D(42) = (42)%3 (mod 713)

D(42) = (42)283 = (42)256+16+8+2+1 (mod 713)

D(42) = (42)283 = (42)256(42)16(42)8(42)2(42) (mod 713)

D(42) = (42)%3 = ((42)2)"*® ((42)2)® ((42)2)" (42)2(42) (mod 713)
D(42) = (42)%3 = ((338)2)* ((338)2)" ((338)2)” (338)(42) (mod 713)
D(42) = (42)%3 = ((164)2)> ((164)2)° (164)2(649) (mod 713)

D(42) = (42)%83 = ((515)2)"° (515)2(515)(649) (mod 713)

D(42) = (42)%3 = ((702)?)® (702)(551) (mod 713)

D(42) = (42)28% = 83 (mod 713)

Logo, o bloco decodificado € b; = 83.

Decodificacao do bloco ¢, = 28:
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D(c) = (¢)? (mod n)

D(28) = (28)%3 (mod 713)

D(28) = (28)283 = (28)256+16+8+2+1 (o 713)

D(28) = (28)28% = (28)256(28)16(28)8(28)2(28)* (mod 713)

D(28) = (28)%3 = ((28)2)™° ((28)?)® ((28)2)* (28)2(28) (mod 713)
D(28) = (28)% = ((71)?)** ((71)?)* ((71)?)* (71)(28) (mod 713)
D(28) = (28)28% = ((50)2)32((5 0)2)° (50)2(562) (mod 713)

D(28) = (28)28% = ((361)2)"° (361)2(361)(562) (mod 713)

D(28) = (28)%2 = ((555)2)® (555)(390) (mod 713)

D(28) = (28)%8° = 7 (mod 713)

Logo, o bloco decodificado é by = 7.

Decodificacao do bloco ¢; = 532:
D(c) = (¢;))? (mod n)

D(532) = (532)%8 (mod 713)
D(532) = (532)283 = (532)256+164+8+2+1 (¢ 713)
D(532) = (532)28 = (532)2%%(532)%(532)8(532)?(532)! (mod 713)
D(532) = (532)%3 = ((532)2)"° ((532)2)° ((532)2)* (532)2(532) (mod 713)
D(532) = (532)%2 = ((676)2)%* ((676)2)" ((676)2)” (676)(532) (mod 713)
D(532) = (532)%2 = ((656)2)* ((656)2)° (656)2(280) (mod 713)
D(532) = (532)%2 = ((397)2)"° (397)2(397)(280) (mod 713)
D(532) = (532)%2 = ((36)2)° (36)(645) (mod 713)

D(532) = (532)28% = 98 (mod 713)

Logo, o bloco decodificado & bs = 98.

Decodificacao do bloco ¢; = 696:

D(c) = (¢;))? (mod n)

D(696) = (696)28% (mod 713)

D(696) = (696)28% = (696)256+16+8+2+1 (¢ 713)

D(696) = (696)283 = (696)26(696)6(696)8(696)2(696)* (mod 713)

D(696) = (696)28% = ((696)2)™*° ((696)2)° ((696)2)" (696)2(696) (mod 713)
D(696) = (696)%3 = ((289)2)** ((289)2)" ((289)2)* (289)(696) (mod 713)

—r e’ N N
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D(696) = (696)%2 = ((100)2)* ((100)2) (100)2(78) (mod 713)

D(696) = (696)%2 = ((18)2)'° (18)2(18)(78) (mod 713)

D(696) = (696)%2 = ((324)2)° (324)(691) (mod 713)
D(696) = (696)282 = 524 (mod 713)

Logo, o bloco decodificado & bg = 524.

Decodificacao do bloco ¢; = 306:
D(c) = (¢;))? (mod n)

D(306) = (306)%82 (mod 713)

D(306) = (306)28% = (306)256+16+8+211 (mod 713)

D(306) = (306)283 = (306)%6(306)6(306)8(306)2(306)* (mod 713)
D(306) = (306)28% = ((306)2)™*° ((306)2)° ((306)2)" (306)2(306) (mod 713)
D(306) = (306)%3 = ((233)2)™ ((233)2)" ((233)2)* (233)(306) (mod 713)
D(306) = (306)28% = ((101)2)* ((101)2)” (101)2(711) (mod 713)

D(306) = (306)28% = ((219)2)"° (219)2(219)(711) (mod 713)

D(306) = (306)28% = ((190)2)® (190)(275) (mod 713)

D(306) = (306)%2 = 494 (mod 713)

Logo, o bloco decodificado é b; = 494.

Decodificacao do bloco ¢z = 517:
D(c) = (¢)? (mod n)

D(517) = (517)%82 (mod 713)

D(517) = (517)283 = (517)256+1648+2+1 (104 713)

D(517) = (517)8% = (517)2%6(517)16(517)8(517)3(517)* (mod 713)
D(517) = (517)%8 = ((517)2)"*° ((517)2)° ((517)2)* (517)2(517) (mod 713)
D(517) = (517)28% = ((627))** ((627)2)* ((627)?)” (627)(517) (mod 713)
D(517) = (517)%8% = ((266)2)> ((266)2)” (266)2(457) (mod 713)

D(517) = (517)%3 = ((169)2)™ (169)2(169)(457) (mod 713)

D(517) = (517)%2 = ((41)?)® (41)(229) (mod 713)

D(517) = (517)?® = 84 (mod 713)

Logo, o bloco decodificado € bg = 84.
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Decodificacao do bloco ¢; = 219:

D(C,‘) =

D(219
D(219
219

O ©

219
219
D(219
D(219
D(219)

= (219)%83 = ((19
= (219)%3 = ((
= (219)28% = ((8)2)™ (8)2(8)(256) (mod 713)
= (219)2% = ((64)2)° (64)(622) (mod 713)
= (219)?% = 8 (mod 713)

(219)
(219)
(219)
(219) =
(219)
(219)
(219)
(219)

(c))? (mod n)

= (219)%83 (mod 713)

— (219)%83 = (219)256+16+842+1 (o4 713)

= (219)%83 = (219)?56(219)16(219)8(219)2(219)* (mod 713)

(219)28 = ((219)2)"° ((219)2)® ((219)2)* (219)2(219) (mod 713)
90)2)** ((190)?)* ((190)2)* (190)(219) (mod 713)
450)2)* ((450)2)° (450)2(256) (mod 713)

Logo, o bloco decodificado & by = 8.

Apds o processo de decodificacdo, geramos a tabela com os blocos codificados,

Blocos codificados
by by | bs | by | bs | bg b; | bg | b
608 | 532 |83 | 7 |98 | 524|494 |84 | 8

A sequéncia codificada em ASCII, "American Standard Code for Information In-

terchange",

pelo professor Alexandre foi 69853283798524494848, dividiremos essa

sequéncia em cédigos e caracteres, com o auxilio do resumo abaixo, assim,

Blocos decodificados e codificados

G | @ |Gl | ¢ | 6 | ¢ | | &
380 | 439 | 42 | 28 | 532 | 696 | 306 | 517 | 219
by | by | by | by | bs | bs | by | bg | by

698 | 532 83| 7 | 98 | 524 | 494 | 84 | 8

Cédigos e Caracteres em ASCII
69| 85|32(83|79|85|32|49 |48 48
E | U S|O|U 110|0

Apos todo esse processo podemos concluir que o professor Alexandre, além de ter

votado no candidato Zé Costa quando afirma em sua mensagem cifrada "EU SOU
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100", ele demonstrou que o processo de criptografia € uma grande ferramenta com
aplicacdes nos mais diversos sistemas que envolvem sigilo e seguranca seguranca com

0 auxilio da Teoria dos Nimeros.

Aplicacdo: 02

FEIRA DE CIENCIAS DO CEFET-MA-2008 A equipe de Design em produto
elaborou uma problematizacdo utilizando baldes nas cores roxo, azul e vermelho na
construcdo de uma arvore de natal, foi um total de seis baldes (trés roxos, dois azuis e
um vermelho), fazendo uso do conceito de fungdes geradoras e de equacgdes diofantinas,
os alunos lancaram o sequinte desafios: Sabendo que a cor que representa a equipe é o
roxo, de quantas maneiras podemos ter na base da "piramide" pelo menos um baldo

roxo?

Fig. 5.1: Arvore de Natal

A resolucao desse problema 3x; +2x> 4+ x3 = 6, inicia-se em definirmos os polindbmios
p1(x) = 1+ rx+r®x?>+r3x3, onde 1 = r°x° que indica a auséncia do baldo de cor roxa,
rx indica uma ocorréncia do baldo de cor roxa, r?x? indica duas ocorréncias do baldo de
cor roxa e r3x3 indica trés ocorréncias do baldo de cor roxa e vale o mesmo raciocinio
para os baldes das cores azul e vermelho, 10go py(x) = 1+ ax + a°x? e p3(x) = 1+ vx,
sendo p (x) = p1(x).p2(x).p3(x), ou seja,
p(x)=(1+rx+r’x®>+ r’x®) (1 + ax + a°x?) (1 + vx)

p(x) = (r}a®v) x® + (r?av + rPav + r3a®) x® + (ra’v + r2av + r’v + r’a®> + r3a) x*
+(@v+rav+rivtrat+rrfa+ i)+ (av+rv+at+ra+r?)x®
+(r+a+v)x+1
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Analisando o coeficiente (a?v + rav + r?v + ra® + r?a+ r®) de x3, temos as possi-
bilidades de ocorencias dos baldes que irdo compor a base da "piramide", ou seja, a’v
representa dois baldes azuis e um vermelho (ndo satisfaz), rav implica em um baldo
roxo, um azul e um vermelho, r?v sdo dois roxos e um vermelho, ra’> um roxo e dois
azuis, r?a sdo dois roxos e um azul e por fim r® s3o os trés roxos. No polinémio p (x)
o termo independente 1 significa a auséncia dos baldes nas cores definidas.

Para encontrarmos a listagem das diferentes escolhas possiveis, porém somente o
namero de tais escolhas, basta tornarmos no produto dos trés polinbmiosr = a=v = 1,
obtendo assim,
p(x)=(14+x+x2+x3)(1+x+x2)(1+x)
p(x)=x%+3x>+5x*+6x3+5x2+3x+1

Este polinémio é conhecido como Polindmio Gerador ou Funcdo Geradora e os
coeficientes 1, 3,5, 6,5, 3,1, sendo que essa sequéncia fornece a resposta para a pro-
blematizacdo, como é preciso ter pelo menos um baldo de cor roxa o coeficiente 6 de
x3 tem uma ocoréncia que n3o satisfaz que a base formada pelas cores dois baldes azuis

e um vermelho, entdo teremos apenas cinco possibilidades.



Consideracoes Finais

Dentre todos os campos da matematica e sua importancia, este foi um trabalho
que a cada pagina escrita o envolvimento e o entusiasmo com as novas descobertas
com a teoria dos ndmeros iriam aumentando, uma vez que as Equacdes Diofantinas
ndo tem um receita prépria para estudo da existéncia, quantidade e/ou propriedades de
solucdes racionais, assim procuramos desenvolver este, com uma expectativa de como
poderiamos contribuir para uma melhor compreensdo destes tdpicos dentro do processo
de ensino e aprendizagem.

Como professor, este trabalho ajudou a ampliar a minha visdo das aplicacdes dos
conceitos aprendidos, a avaliar a importancia da utilizacdo dos mais diversos conceitos

da teoria dos nimeros na analise (ou mesmo resolu¢do) de problemas.
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Anexos

Dada a importancia de consultas as informacdes complementares, tais como dados
fornecidos em tabelas com padrées mundiais, colocaremos a disposicdo em forma de
anexo, texto referente a tabela ASCIl, mesmo sabendo que existem outros decimais
trataremos em nosso trabalho com a variacdo de 0 a 105.

Tabela ASCII

A tabela ASCII (American Standard Code for Information Interchange) que em
portugués significa "Cddigo Padrdo Americano para o Intercambio de Informacdo'é
uma codificacdo de caracteres de sete bits baseada no alfabeto inglés. Desenvolvida
a partir de 1960, grande parte das codificacGes de caracteres modernas a herdaram
como base e tem uma enorme aplicacao nas industrias de computadores para troca de

informacdes. Cada caracter é representado por um cédigo de 8 bits (um byte).

Tabela ASCII
Decimal | Caracter | Decimal | Caracter | Decimal | Caracter
0 NUL 11 VT 21 NAK
1 SOH 11 VT 22 SYN
2 STX 12 FF 23 ETB
3 ETX 13 CR 24 CAN
4 EOT 14 SO 25 EM
5 ENQ 15 S/ 26 SUB
6 ACK 16 DLE 27 ESC
7 BEL 17 D1 28 FS
8 BS 18 D2 29 GS
9 HT 19 D3 30 RS
10 LF 20 D4 31 us




Tabela ASCII

Decimal | Caracter | Decimal | Caracter | Decimal | Caracter

31 us 56 % 81 Q@

32 57 & 82 R

33 ! 58 83
34 59 84 T

s | % | @ | < | e
36 $ 61 = 86 %4

37 % 62 > 87 W

38 & 63 7 88 X

39 ! 64 - 89 Y

40 ( 65 A 90 Z

41 ) 66 B 91 [

42 * 67 C 92 \

43 + 68 D 93 ]

45 — 70 E 95 B

46 71 G 96 ‘

47 / 72 H 97 a

s o = | | = | s

" w1 | e | <

50 2 75 K 100 d

51 3 76 L 101 e

52 4 77 M 102 f

53 5 78 N 103 g

54 6 79 m 104 h

55 7 80 P 105 i
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