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Capitulo 1 :
Introducao

Este trabalho visa desenvolver e analisar métodos numéricos aplicados
a um problema origindrio do mercado financeiro: a determinacao do valor de
negociagao , ou precificagao , de contratos de opgoes. Esta andlise pretende
fornecer uma validacao de diversos métodos numéricos, abrindo espaco para
o aprimoramento destes no problema considerado.

O conhecimento sobre opgoes, contratos futuros e estrutura a termo da
taxa de juros é fundamental para o mercado de derivativos, atualmente um
dos mais importantes mercados financeiros no Brasil e no exterior.

Faremos uma abordagem essencialmente matematica do tema, embora os
resultados procurados (em especial o aprimoramento de métodos numeéricos)
tenham como origem dificuldades da prética financeira. E interessante no-
tar que alguns resultados podem ser aproveitados em outros problemas em
matematica aplicada.

Este capitulo e o seguinte tratam dos fundamentos econémicos e da for-
mulagao do modelo cldssico, que envolve uma equagao diferencial linear de
difusdo-convecgao, a equagao de Black-Scholes:

ou 1, ,0% Ou
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O capitulo 3 apresenta um tratamento analitico da equacao de Black-Scholes,
enquanto o capitulo 4 apresenta o método de diferencas finitas e os cuidados
que devem ser tomados ao aplicarmos este método numérico ao problema.

A busca de um melhor desempenho em diferencas finitas é o assunto do
capitulo 5; os resultados obtidos sao comparados no capitulo seguinte.

Nos capitulos de 7 a 10 vamos analisar um modelo mais complexo, que
descreve contratos que admitem o exercicio prematuro. Este modelo admite
diversas formulagoes, como problema de fronteira livre e inequagoes variaci-
onais. Daremos maior énfase s opgoes americanas de venda.

Trataremos com mais profundidade as inequagées variacionais, que le-
vam a métodos eficientes de solucao, baseados nos Métodos de Elementos
Finitos e algoritmos de solucao de Problemas de Complementaridade Linear.
Estratégias de solucao e resultados sao apresentados.



Reservamos ao final de cada capitulo uma se¢do de observagoes onde sao
apresentadas notas bibliograficas, comentarios sobre os assuntos discutidos e
contribuigoes desta dissertacao ao tema proposto.

1.1 Terminologia Basica

Um ativo financeiro é um bem fisico ou instrumento legal que possui va-
lor mensuravel em uma unidade monetdria; ouro, agoes e titulos publicos sdo
exemplos de ativos. Quando existe um conjunto de pessoas fisicas e juridicas
(denominadas agentes, participantes ou investidores) oferecendo ou pro-
curando um ou mais ativos, temos um mercado dos ativos envolvidos. O
mercado determina o valor ou prego destes ativos.

A necessidade de protegao contra variacoes futuras dos precos dos ativos
estimulou a criacdo de contratos em que a negociagao dos precos futuros
ocorrem no presente, os chamados derivativos.

Os derivativos sdao contratos caracterizados pela dependéncia de um ou
mais ativos e sujeitos a um conjunto de restrigoes sobre os direitos e deveres
das partes e sobre os prazos de vencimento, consistindo em variagoes do
contrato usual de compra ou venda no ato. Como exemplos de derivativos,
temos os contratos futuros e de opgoes.

Uma opgao é um tipo de contrato envolvendo de um lado o comprador,
e do outro, o vendedor da op¢ao. O comprador adquire por meio desta o
direito de vender (opgao de venda) ou de comprar (opgdo de compra)
um determinado ativo em data futura. O vendedor assume a obrigagao futura
de atender ao direito do comprador, recebendo uma remuneragio (prémio
da opgao ) pela responsabilidade assumida.

O ativo associado a uma opg¢éo é conhecido como ativo-objeto da opcao.
As agoes serao o tipo de ativo-objeto mais frequente neste trabalho.

Dizemos que o comprador exerce a opgao se ele utiliza o direito adiquirido
de compra ou venda. - O pre¢o futuro pelo qual o ativo serd vendido ou
comprado é chamado prego de exercicio.

As opcoes que permitem o exercicio apenas em uma data fixa (data de
vencimento) sio conhecidas como opgdes européias, enquanto aquelas
que o permitem o exercicio antes da data de vencimento (exercicio prema-
turo) sio denominadas opgOes americanas. Esta classificagdo deve-se aos
locais em que os dois tipos de opgoes foram inicialmente negociados.



O comprador nao tem o dever de vender ou comprar o ativo no futuro,
ou seja, ele pode desistir da transagao se as condigoes do mercado nao fo-
rem adequadas. Por outro lado, o vendedor da opgao é obrigado a honrar
o contrato, independente das condigoes do mercado. Este desequilibrio é
compensado por uma escolha adequada do valor do prémio. O problema de
determinar este valor é conhecido como precificagdo’ de opcgoes. (option
pricing) . De modo geral, precificacdo é um processo de determinar o valor
justo a ser pago por um determinado ativo.

A primeira bolsa de valores a negociar opgoes foi a Chicago Board Op-
tions Ezchange, em 1973; No Brasil, a BM&F, a BOVESPA e a BVRIJ sao
as principais bolsas que operam opgoes, frequentemente associadas a ativos
como ouro, acgoes, délar comercial, café e boi gordo.

Exemplo (Hull (1997)) : Um investidor comprou 100 opgdes européias
de compra de agoes da IBM com prego de exercicio E = $100 , vencimento
de T = 2 meses e prémio ¢ = $5. O preco atual do lote é de S = $98. Assim,
ele faz um investimento inicial de (5){(100) = $500.

Vejamos alguns cendrios possiveis ao fim de dois meses:

e O preco da acgao? caiu para $90 : o investidor desiste de exercer a opgio ,
sem obter lucros na operagao.

e O preco da agao subiu para $115 : o investidor exerce a opg¢do , comprando
as 100 agdes por $100 e vendendo-as imediatamente por $115. O investidor
ganha (115-100)(100) = $1500.

Observemos que o lucro do investidor depende da alta do preco da acao.
Assim, o prémio de $500 pago pela op¢do de compra no ato do contrato
renderd ao investidor S* — FE, se o preco S* da agdo superar o prego de
exercicio F apds dois meses, ou zero, caso contrario.

Podemos generalizar os cendrios acima através de um grafico com vérios
valores de S :

'Embora precificacido seja 0 termo mais utilizado, formalmente a palavra correta é
apregamento
2A palavra agao sera usada no sentido de lote de acoes.
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Figura 1.1: Lucro do investidor x do prego da ac¢do no vencimento

1.2 Fundamentos de Matematica Financeira

Alguns conceitos de matematica financeira serdo apresentados a seguir,
visando a formulagao de um modelo matemdtico para o mercado de opgdes.

1.2.1 Taxa de Juros

O Juro é definido como a remuneragio de uma quantia (ou capital) empres-
tada por um dado instante de tempo, dependendo de fatores como o risco de
inadimpléncia de quem toma o empréstimo, da inflacao e do lucro desejado
por quem empresta. A taxa de juros é a razao entre os juros pagos em
um periodo de tempo e o capital emprestado. Por exemplo, se um capital de
$100 render $10 em juros, a taxa de juros é de 10 % ao més (10%/més).

Definimos o valor futuro do capital como a soma do capital inicial e os
juros referentes ao periodo da aplicagao. No caso em que a taxa de juros é
aplicada a apenas um periodo de tempo, o valor futuro VF de um capital S
com taxa de juros 7 é dado por '

VF = 5(1+1) (1.1)

Por exemplo, um capital de $100 tem um valor futuro de $110 apés um
més, considerando uma taxa de juros de 10%/més

Dizemos que uma taxa de juros é composta se a taxa incide sobre o
capital inicial acrescido de juros acumulados em periodos anteriores. Temos
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que o valor futuro de um capital S aplicado sob uma taxa de juros composta
¢ durante n unidades de tempo é dado por

VF=S(1+i)" (1.2)

Se no exemplo anterior o periodo é de dois meses, o valor futuro é de
$121. Subentende-se que as taxas de juros sao sempre compostas.

H4 uma grandeza temporal implicita aos juros, a periodicidade com que
os juros sdo aplicados; por exemplo, uma taxa i* = 12%/ano composta (ou
capitalizada) mensalmente é tal que os juros sao acumulados mensalmente,
embora a taxa seja anual.

Uma taxa de juros ¢ é dita efetiva se os intervalos de tempo em que a
taxa é aplicada sao iguais a uma unidade de tempo da mesma taxa. Se uma
taxa de juros i,, é aplicada com periodicidade de m unidades de tempo, a
taxa de juros efetiva ¢ = 7, associada a i, é tal que

Im =M -1 (1.3)

Neste caso, a taxa i, € denominada taxa de juros proporcional de
multiplicidade m. No exemplo anterior, a taxa de juros efetiva associada a
i* = 112 ¢ dada por ¢ = 1%/més. A indicagdo da periodicidade pode ser feita
por indices (i3, 76, 912, - - ) ou expressando a forma de composicdo (composta
mensalmente, anualmente, ...). A taxa de juros efetiva dispensa as duas
notagoes.

1.2.2 Valor Presente

Seja S uma quantia disponivel num dado instante futuro, sujeita a uma taxa
de juros efetiva i. O valor presente ou valor atual de S é o valor do capital
inicial que, aplicado a taxa ¢ até o instante dado, tem um valor futuro igual
a S. Dado um intervalo de tempo de n unidades, o valor presente VP de S
¢ dado por:

VP=S(1+¢™" (1.4)
Este conceito pode ser estendido para fluxos de caixa. Um fluxo de
caixa € uma sequéncia ¢ = (v, v1,. .., Us) €m que cada componente vg é um

recebimento ou pagamento previsto para ocorrer dentro de £ unidades de



tempo, k = 0,1,...n. Considerando uma taxa de juros efetiva ¢ para todo o
periodo, temos que o valor presente V P do fluxo ¢ é definido como

an (1+14)” (1.5)

Podemos associar um ativo ao fluxo de caixa por ele gerado, constituindo
uma maneira de avalid-lo. O principio fundamental de precificagdo é que o
preco de um ativo é dado pelo valor atual do fluxo de caixa esperado gerado
pelo ativo.

1.2.3 Arbitragem

Arbitragem é um fluxo de caixa que garante lucro sem imobilizacao de
capital. Em geral, é caracterizada por:
e compra e venda de combinagdes de um mesmo ativo;
e realizacao simultanea de operacoes ;
e diferenca entre a taxa de juros do mercado e a taxa de juros (previamente
conhecida) associada a algum ativo;

Um exemplo sutil é o investimento em caderneta de poupancga , que apesar
de fornecer lucro garantido, ndo caracteriza uma arbitragem, pois a remu-
neracio obtida deve-se & imobilizacio do capital por um certo perfodo de
tempo.

Os modelos de precificacdo de opcoes baseiam-se no principio de nao-
arbitragem, que estabelece a nao existéncia de oportunidades de arbitragem
sem riscos em um mercado ideal. Esta hipdtese justifica-se pelo fato de que
tais oportunidades sao detectadas rapidamente em um mercado competitivo,
de modo que todos os agentes vao querer usufruir delas, fazendo com que os
precos dos ativos envolvidos subam e que a arbitragem deixe de existir.

1.2.4 Juros Continuamente Compostos

O modelo tratado no préximo capitulo aproxima os mercados reais por
mercados em que as negociagoes ocorrem continuamente, o que permite o
uso do cédlculo diferencial. Por este motivo vamos adotar daqui em diante
taxas de juros capitalizadas continuamente.

Duas taxas de juros i e i’ com periodicidades P e Q sio equivalentes se
produzem o mesmo valor futuro de um capital S aplicado durante o mesmo
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periodo de tempo ¢, ou seja:
S(1+44)YP =501 + )9 (1.6)
De (1.6), definindo a razdo m = P/Q, temos que:
¢ = (1+4)Vm™ -1 (1.7)

Podemos obter uma taxa ¢',, proporcional a ¢ com multiplicidade m fa-
zendo i/, = m-i. Como m-Q = P, a unidade da taxa i,, é a mesma da
taxa 1.

Dada uma taxa 1, queremos obter uma taxa r = iy, cCom a mesma unidade
de i, porém continuamente composta, ou seja, apresentando intervalos
de capitalizagido arbitrariamente pequenos (@ — 0). Seu valor é obtido
calculando-se o limite de 7', para m — oc:

oo = Jim_ ' = In(1 +1) (18)
Observando que 1 +1i = e*= = e, temos que dado um intervalo de tempo

t € IR, o valor atual e o valor futuro de um capital S sdo expressos como:

VE=S-(1+i'=85-(e)=85-¢" (1.9)
VP=S-(14i) =8 -(e")t'=8 e (1.10)

Exemplo : Considere uma taxa i = 50%/ano. O valor futuro de uma
aplicacdo de $1 durante 2 anos é dado por VF = (1)( 1+0.5)? = $2,25; a
taxa continuamente composta r é dada por In(1 + 0.5) =~ 40.55%/ano. O
calculo equivalente em (1.9) fornece VF = (1)e®" = $2,25.

1.2.5 Posigoes Vendidas e Compradas

Um contrato futuro é um contrato que estabelece a compra ou venda de
um ativo em data futura por um determinado pre¢o previamente estabele-
cido. Dizemos que um investidor que estd vendendo em um contrato futuro
assume uma posigao vendida (short position), enquanto o investidor que
estd comprando assume uma posicdo comprada (long position). O investi-
dor em posi¢do comprada por exemplo em agdes ganha com a alta do preco
da agao, enquanto que em posigao vendida ganha na queda da agao.



Um investidor fecha uma posigao ao realizar uma operacdo visando
liquidar o compromisso gerado, em geral tomando uma posicao oposta a
posicao em questao. Por exemplo, uma posi¢ao vendida de 100 unidades de
um ativo é fechada assumindo uma posigdo comprada de 100 unidades do
mesmo ativo e com mesma data de vencimento. Chegando o vencimento, as
duas posicoes se cancelam.

A venda descoberta (short selling) de um ativo consiste na venda de
ativos nao possuidos pelo investidor, ficando o mesmo obrigado a comprar
em data futura o mesmo numero de ativos, realizando a reposi¢do junto a
fonte que emprestou-lhe os ativos vendidos. Considere, por exemplo, um
investidor que vende a descoberto 50 agées fornecidas por uma corretora
pelo prego unitdrio de $10. Apds dois meses, ele resolve fechar sua posi¢io
comprando 50 agoes e devolvendo-as a corretora. Se o preco do ativo tiver
cafdo para $9.50, o lucro obtido ¢ de $25.

1.3 Processos Estocasticos

Vamos inicialmente estabelecer algumas defini¢oes bdsicas de probabili-
dade e apresentar a fungao de distribuigao normal, a mais empregada neste
trabalho. Convém consultar referéncias completas sobre o assunto, sugeridas
nas notas bibliogréaficas ao final deste capitulo.

1.3.1 Elementos de Probabilidade

A incerteza do mercado é causada basicamente por fendmenos de natureza
econdémica, como mudangas na variagao cambial, adversidades climéticas que
afetem a agricultura, estimulo ao crescimento de um setor da economia ou
crise financeira em paises que sejam parceiros comerciais.

Estes e outros fatores formam um conjunto de situagdes possiveis do mer-
cado, que vao determinar o preco dos ativos. Vamos denominar este conjunto
como espacgo amostral ou espago de estados e representd-lo por 2. Cada
elemento w € {2 é denominado um resultado ou estado.

Um evento é um conjunto A C {2 de resultados cuja ocorréncia ou nao-
ocorréncia pode ser observada (de outro modo, é uma informagao disponivel).
Associamos a cada evento A uma probabilidade IP(A) do evento ocorrer.

Apresentamos a seguir algumas definigoes formais do conjunto dos eventos
observaveis e do modelo probabilistico genérico.



Definicao 1.1 : Dado um espago de estados €2, dizemos que um conjunto
F é uma o-algebra de € se F satisfaz os seguintes axiomas:

(A1) Qe F

(A2) Dado A C 2, se A € F, entao A° € F

(A3) Se (A,)%2, é uma sequéncia tal que A, € F para todon € IV, entdo

x<

UdieF (1.11)
n=1

O par (§2, F) é denominado um espago mensurdvel. Os eventos A € F
sao chamados eventos aleatdrios.

Definigao 1.2 : Seja (2, F) um espago mensuravel. Dizemos que u : F —
IR é uma medida em (€2, F) se u satisfaz os seguintes axiomas:

(M1) p(0) =0

(M2) u(A) >0 VAeF

(M3) Se (A,)32, C F é uma sequéncia de conjuntos mutuamente exclu-
dentes, ou seja, A; N A; = 0 para todo 7,5 € IN , i# j, entdo

H (D Az) = i_o: u(A;) (1.12)

Temos que IP é uma medida de probabilidade se IP satisfaz (M1) a (M3)
e a seguinte propriedade:

(M4) P(Q) =1

O trio (2, F, IP) é denominado um espago de probabilidade.

Dada a dificuldade em descrever os estados que influenciam o preco de
um ativo e o fato de que toda a teoria de probabilidade pode ser construida
a partir de um espaco satisfazendo os axiomas acima, vamos considerar o
espago de probabilidade como uma estrutura abstrata. Devemos esclarecer,
porém, que este espaco deve ser unico, ou seja, que o conhecimento dos
estados possiveis da economia e das probabilidades de ocorréncia de cada
evento deve ser comum a todos os agentes do mercado. Isto corresponde na
liguagem cotidiana a dizer que o mercado deve ser transparente.

Veremos a seguir como definir varidveis em espacos de probailidade, e
vamos relacionar a medida de probabilidade a medidas que descrevem a pro-
babilidade de uma varidvel particular.
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Definigao 1.3 : Sejam (£2, F) e (', F') espagos mensurdveis. Uma fungao
X :Q = é(F,F)-mensurével se para todo B € F' o conjunto X ~'(B) =
{w e Q; X(w) € B} pertencer a F.

No caso em que (¥, F') = (IR, B), sendo B a o-algebra de Borel (vide
James (1981)), dizemos que X é mensurdvel com relagcao a F, ou que X' é
uma varidvel aleatdria em ({2, F) .

Definigao 1.4 : A func¢ao de distribuigao acumulada Fx : IR — IR de
uma varidvel aleatéria X definida em (€2, F, IP) é definida por

Fy(z) = P[X(w) < 2] (1.13)

A distribuicao ou fungao de densidade de probabilidade de X é
uma uma func¢do fx : IR — IR que satisfaz:

P[X (w) € B] = /B fx(z)dz (1.14)
As definigoes acima sugerem a seguinte relacdo entre F e f:

Fx(z) = /oo fx(z)de (1.15)

Podemos, portanto, calcular probabilidades associadas a uma varidvel
aleatdria sem utilizar diretamente a medida IP. As varidveis aleatérias sao
um passo intermediario na descri¢ao do prego de ativos. Em seguida, vamos
associa-la & uma varidvel que descreva o tempo e assim construir um modelo
completo para o problema.

Vamos definir a média e a variancia de varidveis aleatérias usando o con-
ceito de funcao de densidade:

Definicao 1.5 : A esperancga ou média de uma variavel aleatéria X é
dada por:

Elx)= [ 7 v pw)dw (1.16)

ondep= fx €éa funcao de densidade de probabilidade de X'.
Se E[X] = X, a variancia de uma varidvel aleatéria X é dada por:
oo —

E[(X - X)] = / (w—X) plw)dw | (1.17)

- 00
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Uma varidvel aleatéria X tem distribuicio normal com parametros p e o2
(X ~ N(u,0?)) se a fungdo de densidade de probabilidade de X' é dada por:

P(z) = ———\/% - - exp [—————(272;2”) ] (1.18)

Neste caso, a média e a variancia de X sio respectivamente u e o2.

1.3.2 Processos Estocasticos : Definicao e Exemplos

Uma fungdo X (t,w) = X;(w) é um processo estocastico se, para cada
tempo t fixo, temos que X; é uma varidvel aleatdria, e para cada w, X; é uma
funcao deterministica, denominada trajetdria do processo.

Definicao 1.6 : Um processo estocastico indexado por 7" com valores em
(IR, B) é uma funcao
X: TxQ - R
(tw) = Xi(w)

tal que X;(w) é mensurdvel em F para todo ¢ fixo.

Assim, o conceito de processo estocdstico representa uma generalizagao
das funcdes de uma varidvel real® e das fungdes de varidvel aleatéria, de modo
que pode servir de modelo para uma classe muito maior de fendmenos natu-
rais e economicos.

Exemplo 1 (tempo continuo) : X; ~ N(0,t). ( X; é uma varidvel
aleatéria com distribuicdo normal de média 0 e variancia t ).

Temos assim uma distribuicao normal cada vez mais dispersa. Este pro-
cesso poderia descrever, por exemplo, a queda livre de uma pena : quanto
maior a altitude da queda, mais dificil fica localizar onde ela vai cair, ou seja,
a dispersao € crescente.

Exemplo 2 (tempo discreto) : X; ~ U{0,t} ( X; é uma variavel aleatéria
com distribui¢do uniforme no conjunto {0,1,...,t} ).

Este processo descreve, por exemplo, o processo de escolher uma bola ao
acaso de uma cesta que comecga contendo uma bola preta; a cada instante
uma bola de cor diferente é adicionada & cesta, de modo que a probabilidade
de encontrar a bola preta vai se reduzindo.

3Podemos também definir processos estocasticos com varidveis complexas ou vetoriais.
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1.3.3 Processos de Markov e Movimento Browniano

Dentro do universo de processos estocasticos, vamos nos interessar pe-
los processos do tipo markoviano, ou processos de Markov, caracteriza-
dos pela independéncia do passado : em um instante presente t,, a variavel
aleatéria X; no instante futuro t > ¢, independe de X, para todo s < {,.

Esta propriedade é consistente com a hipétese de mercado eficiente,
que estabelece que somente a informacao presente pode afetar aleatoriamente
o prego futuro, devido ao fato de que toda a informacgao anterior ja foi absor-
vida pelo mercado e somente vai influenciar o prego de maneira previsivel.

Um processo de Markov particular é o chamado Movimento Browni-
ano. Um processo z = B; é um movimento browniano se possui as seguintes
propriedades:

e B; possui trajetorias continuas;
¢ B,(w) =0 VY w, ou seja, a probabilidade P(B, = 0) é igual a 1;
e Para instantes de tempo quaisquer t < s < u < v,
e (B, — B;) e (B, — B,) sdo variaveis aleatérias independentes;
e B,— B, ~ N(0,s —t).
Das tltimas propriedades acima, concluimos que

Zthth—BONN(O,t) (119)
ABt - BH—At it Bt ~ N(O, At) (120)

Podemos pensar no grafico B; xt como o grafico de uma possivel trajetéria
de B;. O tragado desta trajetéria é feito usando um gerador de varidveis
aleatdrias de distribuicao Normal centrada com variancia At para cada in-
cremento de tempo At . Um gréfico assim gerado é uma simulagao do
movimento browniano. Apresentamos a seguir uma simulacao do movimento
Browniano no intervalo [0,1] :

12



08 —
0.6} J
04t -
o 02
or .
-02f | ]
-04 1 P S S S—

0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 08 1

Figura 1.3: Simulagao do Movimento Browniano com 500 pontos

Apresentaremos a seguir alguns conceitos financeiros relacionados com
processos estocasticos.

1.3.4 Portfolios

Sejam S}, SZ,..., S processos estocdsticos que descrevem o prego dos
ativos A, A%2,... A" ao longo do tempo t. Um portfolio associado a (A4*) é
uma sequéncia P; de vetores em IR",

P:Pt:(atl,a?w--’a?)a (121)

tal que os coeficientes al representam a quantidade do ativo A’ que foi man-
tida no portfolio ou vendida, se a} > 0 ou comprada se aj < 0, no instante
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t. O valor 1} deste portfolio no instante ¢ é dado pela seguinte combinagao
linear dos processos S; :

=0 S+ a8+ ..+l ST (1.22)

Observemos que se um portfolio é composto de um tnico ativo, V; coincide
com o prego do ativo.

1.3.5 Retorno e Risco

Um portfolio pode gerar lucro ou prejuizo a depender do movimento dos
precos dos ativos envolvidos. Isto motiva a definicdo de uma medida de
desempenho de portfolios.

A variagao relativa do valor de um portfolio P, entre dois instantes con-
secutivos t, e 1, representa o retorno de um portfolio:
Vo — Vi

R = Relto,t1) =~ (1.23)
t

0
A diferenca t, — t, indica o periodo com que o retorno é calculado. Para
variagoes continuas no tempo, o retorno relaciona-se com V; por meio da
seguinte equagao:
oV,
—ét_ v
sendo que 7 = r; é a taxa de retorno instantanea, resultante da atua-
lizagdo do valor do retorno em intervalos arbitrariamente pequenos (vide na
se¢ao 1.2.4 uma discussio semelhante). Assim como nos juros continuamente
compostos, a taxa de retorno instantanea com periodicidade n é dada por

=7V, (1.24)

r = In(1+ Rp(t,t +n)) (1.25)

Visando simplificar a notagdo, vamos nos referir a taxa r; como o retorno
do portfolio no caso continuo.

Suponhamos que o retorno de um portfolio entre dois instantes segue uma
distribuicdao de probabilidade com valor médio e variancia conhecidas.

O risco de um portfolio pode ser definido como a probabilidade de que o
valor do portfolio fique abaixo do valor esperado em uma data futura. Uma
medida do risco é fornecida pela varidncia da distribuicido do retorno em
instantes recentes.
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Dizemos que um investidor tem aversao ao risco se ele escolhe entre dois
ativos com o mesmo retorno aquele que representa o menor risco. Assim, o
ativo com maior risco devera apresentar um retorno maior ou ter seu prego
reduzido para que seja aceito no mercado com agentes aversos ao risco. Um
investidor é neutro ao risco se ele nao faz distingao entre ativos pelo risco
que cada um apresenta. Assim, a tendéncia em um mercado com neutralidade
ao risco é que todos os ativos fornecam o mesmo retorno.

Vamos associar o retorno as taxas de juros. Consideremos um titulo
imagindrio que representa o empréstimo de um capital S, sujeito a taxa de
juros r e sem risco de inadimpléncia. Seu valor apds ¢ unidades de tempo da
ocorréncia do empréstimo é B(t) = S,e™. Observando que S(t) é solugdo da

equacdo diferencial
9B =r-B, (1.26)
ot
temos de (1.24) que o retorno deste titulo corresponde a taxa de juros r.
Observe que num mercado neutro ao risco que negocia titulos como este,
todos os demais ativos neste mercado estao associados a mesma taxa de
juros. Se o mercado ndo é neutro ao risco, o principio de nao-arbitragem
garante que todos os ativos e portfolios que apresentem risco zero devem ter
0 mesmo retorno que o titulo, e portanto devem estar associados a mesma
taxa de juros. '
Esta abordagem permite aplicarmos os conceitos de juros apresentados
anteriormente a um ativo ou a um portfolio, destacando a importancia da
existéncia de um ativo sem riscos na andlise de um mercado.

2 Observagoes

Uma vasta literatura trata dos aspectos operacionais dos mercados de
opcoes; utilizamos duas obras de carater introdutério, Hull (1997) e Silva
Neto (1994), além de Figlewski et al (1990).

Os principios basicos de matematica financeira podem ser encontrados
em Vieira Sobrinho (1984). A teoria de probabilidade é apresentada num
contexto geral em James (1981) e voltada para modelos econémico-financeiros
em Malliaris e Brock (1982). Recomendamos Harrison e Kreps (1979) para
uma leitura aprofundada sobre modelos estocasticos que supdem transagoes
em tempo continuo.
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A literatura em financas costuma se dividir em trés abordagens: anélise
quantitativa (modelos matematicos e estatisticos), discussiao de aspectos ope-
racionais do mercado (estratégias, padrdes e normas) ou estudo critico dos
modelos com relagao a realidade dos mercados (validagiao dos modelos, ques-
tionamento das hipéteses realizadas). Daqui em diante vamos nos concentrar
na analise quantitativa em mercados de opgoes.

Na interpretacdo dos espagos de probabilidade, fizemos uma hipétese so-
bre a transparéncia dos mercados. A suposi¢do de transparéncia nao significa
uma limitagao da teoria, mas uma condig¢ao para haja liquidez em um mer-
cado, visto que os investidores exigem credibilidade as aplicagoes. Por esta
razao, as Bolsas de Valores se esforcam em coibir privilégios no recebimento
de informacgoes, por exemplo cancelando o pregdo na ocorréncia de boatos.

Embora o exemplo apresentado de opgoes sobre agoes tenha enfatizado
um carater especulativo do contrato, o contrato de opg¢oes tem como principal
objetivo entre as instituicoes ndo-financeiras a protecao do capital contra a
variagoes futuras de fluxo de caixa. Neste sentido, apresentamos um novo
exemplo em que o ativo-objeto é a taxa de cambio.

Exemplo: Uma empresa importadora "compra” 5 contratos de opgoes
sobre délar comercial para 3 meses com prego de exercicio de R$1,20./ délar,
pagando um prémio de R$2.000. Cada contrato d4 direito & compra de
$100.000.

Se apds 3 meses a taxa de cambio estiver em R$1,18 / déblar, a empresa
desiste da opgao e compra os délares no cimbio. Se a taxa atingir R$1,23 /
délar, a opgao é exercida e os d6lares sdo comprados a R$1,20 / délar.

Portanto, a maior taxa de cimbio a ser paga é de R$1,20 / ddélar. O
prémio pago no inicio ( 5*2000 = R$40.000) serviu como um seguro para a
compra de 5%100.000 = $500.000 necessérios.
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Capitulo 2 :
Modelo de Black-Scholes

Os trabalhos de Black e Scholes (1973) e Merton (1973) representaram
um avango no que era conhecido até entao a respeito de precificacao de
opgoes: a partir de um conjunto razoavel de hipéteses e com argumentos de
arbitragem, Black e Scholes propuseram uma férmula que fornece o prémio de
uma opg¢ao européia a partir do prego atual do ativo, o tempo de expiragao
da opcao e alguns parametros acessiveis, enquanto Merton elaborou uma
estrutura tedrica que serve como base para critérios de precificagao de opgoes.

2.1 Principios Gerais de Precificagao de Opcgoes

Esta secao trata dos principios e resultados iniciais de Merton (1973), que
trazem informagoes sobre propriedades e condicoes satisfeitas pelos prémios
de opgoes americanas ou européias de compra ou venda.

Para fixar idéias, vamos utilizar [$] como unidade monetdria e [anos] come
unidade de tempo.

Vamos considerar um mercado que negocia trés tipos de ativos: agoes,
opgoes e um titulo que paga $1 sem riscos ao final de um dado periodo.
As hipéteses sobre a atuagao dos participantes do mercado resumem-se ao °
principio de ndo-arbitragem. Vamos supor ainda que as a¢oes negociadas nao
geram rendimentos (dividendos) ao portador e que nao hd restri¢io alguma
as transagcoes no mercado.

Representamos por ¢(S, 7; E) o prémio de uma opgdo de compra européia
com prego de exercicio E que vence dentro de 7 anos, sabendo que no instante
presente a acao custa S. A mesma opg¢ao do tipo americano é representada
por C(S,1; E). :

Sendo um valor pago pelo compromisso assumido pelo vendedor da opgao,
o prémio nao pode ser negativo em quaisquer circunstancias, ou seja,

c(S,m;EY>0eC(S,7;E) >0 (2.1)

Vamos determinar o lucro gerado ao exercer uma op¢ao de compra (nao
necessariamente na data de vencimento, no caso de opgoes americanas):
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e Se S > FE, o comprador exerce a opgio, pagando E pela acdo e em seguida
vendendo-a no mercado por S, obtendo assim um lucro de S — E;
e Se S < E, o comprador desiste de comprar a ag¢do, ndo obtendo lucro;
Deste modo, o exercicio da opgao gera ao comprador um lucro igual a
max{S — E,0}. Definindo (z)* = max{x,0}, temos que o lucro é dado por
(S-E)*.
Apresentamos a seguir algumas propriedades, que sao verificadas pelo
argumento de que a nao ocorréncia da propriedade leva a uma condigao de
arbitragem.

Proposicao 2.1 : O preco de uma opgao de compra na data de vencimento
equivale ao lucro por ela gerado, ou seja,

¢(S,0;E) = (S — E)* e C(S,0;E) = (S — E)* (2.2)

Demonstragdo : Suponha que ¢(S,0; E) < (S — E)*. Podemos comprar a
opgao e exercé-la no ato, ganhando (S — E)* — ¢(S,0; E) > 0 instantanea-
mente. Assim, ¢(S,0; E) > (S — E)*.

Por outro lado, se ¢(S,0; E) > (S — E)*, podemos vender uma opgao,
recebendo ¢(S,0; F). Se S > E, compramos uma agao por S e vendemos por
E ao comprador da opgao, obtendo um lucro de ¢(S,0; E) — (S — E) > 0. Se
S < E, o comprador nao exerce a op¢ao e ficamos com o prémio, garantindo,
de qualquer forma, um lucro imediato. Assim, ¢(S,0;E) < (S — E)t e
portanto ¢(S,0; E) = (S — E)*.

Analogamente, C(S,0; E) = (S — E)*.

Proposicao 2.2 : C(S,7;E) > (S— E)*.

Demonstragio : De (2.1), C(S,7; E) > (S — E)* para S < E. Suponha que
para S > F dado, existe 7* tal que C(S,7*;E)< (S — E)* =S - E.

Podemos comprar uma opg¢ao por C(S,7*; E), exercé-la imediatamente,
ganhando (S — E)*; estas operagdes geram um lucro instantaneo L = S —
E—-C(S,m*;E) > 0. Assim, C(S,7; E) > (S—E)* para S > E e portanto,
C(S,m*;E) > (S — E)* para todo S.

De modo andlogo, podemos verificar as seguintes proposicoes:
Proposicao 2.3 : Se 1y > 7,

c(S,m; E) > ¢(S, 19, E) e C(S,11; E) > C(S, 19; E). (2.3)
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Proposicao 2.4 : C(S,7,F) > ¢(S,7; E).
Proposigao 2.5 : Se F; > E,,
c(S, 7 Ev) < (S, 1, Ep) e C(S,7; E1) < C(S, 13 E?). (2.4)

Uma acgao pode ser vista como uma op¢ao americana com vencimento
ilimitado que gera um lucro S = (S — 0)* no exercicio, ou seja, uma acao
equivale a uma opgao perpétua (7 — oc) com prego de exercicio E = 0
(S = C(S,0c,0)'). Podemos com esta informagio estabelecer um limitante
superior para uma op¢ao de compra:

Proposigao 2.6 : C(S,7;E) < Sec(S,1;E)< S.
Demonstragio : De (2.3) e (2.4), para todo T e para todo E > 0,
S =C(S,00c;0) > C(S,7;,0) >C(S,1; E) (2.5)
Segue de (2.5) e da Proposicao 2.4 que ¢(S,7;E) < S.
Corolério 2.1 : ¢(0,7,E)=C(0,7,E)=0.

Demonstragio : De (2.5), temos em particular ¢(0,7, E) < 0. De (2.1), temos
também ¢(0, 7, E) > 0, logo ¢(0, 7, E) = 0. Analogamente, C(0,7, E) = 0.

Seja B(7) o preco de um titulo que paga $1 ao final de 7 anos. Por
definicao, B(0) = $1. Assumindo que as taxas de juro associadas ao titulo
sao estritamente positivas, temos que B(7;) < B(m2) quando 77 > 7o. Assim,
B(r) tende a zero quanto 7 — oc

O teorema a seguir complementa o resultado da proposicao 2.6, estabe-
lecendo um limite superior para o pre¢o de uma opgao:

Teorema 2.1 : O prémio de opgoes de compra com preco de exercicio E
satisfazem para todo s,t a seguinte desigualdade:

c(S,7;E) > (S—EB(7))" e C(S,7;E) > (S—-EB(7))* (2.6)

10 uso do simbolo oo no lugar de um parametro significa que o parimetro tende a
infinito; neste caso, C(S,00,0) ¢ o limite de C(S,7,0) quando T tende a infinito.

19



Demonstrag¢do : Suponha que ¢(S,7; F) + EB(7) < S§. Vendendo a desco-
berto uma agao, comprando uma opgao e comprando E titulos, obtemos um
lucro L =S —¢(S,7;E) — EB(1) >0.

Ao final de 7 anos, supondo que a agdao custe S*, a opgao e o titulo
comprados rendem (S*— E)* + E > S*, suficientes para fechar comprar uma
acao e fechar posi¢ao em descoberto.

Deste modo, garantimos no minimo o lucro L inicial sem imobilizacio de
capital. Portanto, ¢(S,7; E) + EB(r) > S, ou seja, ¢(S,7: E) > S — EB(T).

De (2.1), ¢(S,7; E) > (S — EB(7))*. A desigualdade para opges ameri-
canas segue da proposi¢ao 2.4.

E comum denominar a quantia (S — E)* como valor intrinseco no
sentido do valor minimo que uma opg¢ao de compra. O teorema 2.1 sugere
que esta definigdo cabe melhor ao valor (S — EB(7))*. A diferenga entre os
dois limitantes pode ser grande especialmente para opgoes perpétuas:

Coroléario 2.2 : C(S,oc¢,E) =¢(S, ¢, E) =S
Demonstracdo : Do teorema 2.1 e da proposigdo (2.6), temos que:

(S—EB(t))* <c¢(S,7;E) <X S ‘ (2.7)
(S—-EB(1))* <C(S,1;E)L S (2.8)

Como o limite para 7 — oc de (S — EB(7))* é igual a S, 0 mesmo ocorre
com ¢(S,7; E) e C(S,7;, E).

O teorema a seguir mostra que as opgoes de compra americanas e eu-
ropéias devem ter o mesmo prémio. O argumento utilizado é a preferéncia
do investidor pelas alternativas mais rentdveis.

Teorema 2.2 : Uma opgao americana de compra nunca é exercida antes do
vencimento, de modo que seu prémio € idéntico ao de uma opgao européia

(C(S,1; E) =c(S,1; FE)).

Demonstragao : Um investidor comprou por C(S, 7; E) uma op¢do ame-
ricana de compra com vencimento em 7 anos. Suponhamos que falte um
periodo de 7* < 7 anos para o vencimento, quando o pre¢o da acgao vale S~.
Se §* < E, a opgao nao seria exercida, logo podemos assumir S* > E.
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O exercicio prematuro da op¢ao ap6s 7 anos rende S* — E. Uma alter-
nativa é nao exercer a opcao, vender a descoberto uma agao e comprar F
titulos que vencem em 7* anos.

O lucro gerado nesta operagio é de S — EB(7*) > S — E, o mesmo do
exercicio prematuro. Apds 7* anos, se a acdo estd valendo S, temos que a
opgao gera um lucro de (S — E)*, que somado ao rendimento de E gerado
pelo titulo e descontada a despesa de S para comprar uma acdo e fechar a
posicdo em descoberto, temos um saldo de (S— E)*+E—-S = (E—-8)* > 0.

Portanto, as operacdes acima levam a um rendimento maior que o exercicio
da opcao apds 7 anos, de modo que a opgao nao é exercida neste instante.
Como 7* foi arbitrdrio, temos que o exercicio prematuro nao acontece em
nenhum instante anterior ao vencimento.

Obeservagao : Pelo fato de que

(S* — E)* < (§* — EB(r*))* < C(S*, 7 E) , (2.9)

também é preferivel fechar a posigao tomada na opgao, vendendo uma opgao
americana com mesmo preco de exercicio com vencimento em 7 — 7* anos.

Consideremos agora as opgdes de venda, representadas por p(S,T; E)
quando do tipo europeu e por P(S,7;E) quando do tipo americano. Al-
guns resultados sdo andlogos aos obtidos para opgdes de compra:

p(S,7;E) , P(S,T; E) >0 (2.10)
p(S,0;E) = P(S,0,E) = (E - 8)* (2.11)
P(S,7,E) > (5 7, E) (2.12)

P(S,m;E)> (E - S)* (2.13)

Seja B'(T) o valor presente de $1 em 7 anos, segundo a taxa de juros para
empréstimos, ou seja, os agentes do mercado podem tomar emprestado uma
quantia SB'(7) e pagar S ao final de 7 anos.

O importante resultado a seguir relaciona explicitamente opgoes de com-
pra e opcoes de venda do tipo europeu:

Teorema 2.3 : Se B'(7) = B(7), vale a seguinte igualdade:

p(S,7;E) =¢(S,7; E)— S+ EB(T) (2.14)
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Demonsiragdo : Vamos verificar que p(S,7; E)+ S — EB'(1) > ¢(S,7; E).
Supondo que esta desigualdade nao seja vdlida, podemos vender uma opgao
de compra A com prego de exercicio E e vencimento em 7 anos, comprar
uma opg¢ao de venda B com o mesmo preco de exercicio e data de venci-
mento, comprar uma agao e tomar emprestado uma quantia de EB’(t) para
pagamento em T anos.

Geramos assim um lucro L = ¢(S,7;E) — p(S,7;E) — S+ EB'(1) > 0.
Ao final de 7 anos, temos duas situagoes:
e Se S > E, aopgao A sera exercida e a op¢ao B nao serd exercida. Vendemos
a agao por E e com esta quantia pagamos o empréstimo tomado;
e Se S < E, aopcao B serd exercida e a op¢ao A nao serd exercida. Vendemos
a acao por E e novamente liquidamos o empréstimo tomado;
e Se § = E, ambas as opgdes ndo serdo exercidas; o empréstimo é pago pela
venda da agao;

Em quaisquer circunstancias, as operacoes sao concluidas sem lucro ou
prejuizo, garantindo o lucro inicial de L sem imobilizacdo de capital. Por-
tanto, p(S,7; E) + S — EB'(1) > ¢(S, 7; E), ou se€ja,

p(S,7; E) > ¢(S,7; E) — S+ EB'(1) (2.15)
Do mesmo modo, podemos mostrar que
, p(S,7;E) < ¢(S,7; E) - S+ EB(r) (2.16)
O resultado segue de (2.15), (2.16) e da hipétese B(r) = B'(7) .
Corolério 2.3 : p(0,7; F) = EB(1) .
Corolario 2.4 : p(S,7;E) < EB(7) .
Coroléario 2.5 : p(S,oc; E)=0.

Uma opgao de venda americana ndo necessariamente tem o mesmo prémio
da opcao européia equivalente. As opgoes de venda americanas serdo discu-
tidas posteriormente.

A funcao que determina o rendimento gerado por uma opgao ( dada por
(S = E)* no caso de uma opgéo de compra e (E — S)* no caso de uma opgao
de venda) é denominada payoff da opcéo.
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Finalizamos esta se¢ao enunciando um resultado relevante, demonstrado
também em Merton (1973), que estabelece uma condigao de convexidade
para a funcao-prémio.

Teorema 2.4 : Se o retorno r; de uma agao independe do seu preco S = S,
entao o préemio de uma opgao sobre esta acao é uma funcao convexa com
respeitoa S.

2.2 Hipéteses do Modelo de Black-Scholes

Vamos considerar um mercado que negocia agoes, opgoes e titulos con-
forme anteriormente. As hipdteses essenciais do modelo de Black e Scholes
para a obtencao do prémio de uma op¢ao de compra européia sao as seguintes:

H1 : As transacOes ocorrem continuamente e os ativos negociados sao total-
mente divisiveis;

Isto equivale a dizer que as varidveis preco e tempo sao continuas, de
modo que possamos utilizar técnicas de cdlculo, como observado anterior-
" mente;

H2 : A taxa de juros sem riscos r vigente no mercado é constante;

Esta taxa de juros refere-se ao retorno de um titulo sem riscos como na
secao anterior. Deste modo, o preco B(7) de um titulo sem riscos que paga
$1 em 1 anos é dado pelo valor presente de $1, ou seja, B(t) = e~ "".

H3 : A agao-objeto nao paga dividendos ou similares;

Fizemos esta hipitese também na secao anterior. Ela pode ser subs-
tituida por uma mais fraca, de que os dividendos sao constantes e conhecidos
ao longo do tempo, mas esta questao nao sera abordada aqui.

H4 : Nao ha custos de transacao na compra e venda de ativos;

H5 : Nao hd oportunidade de arbitragem sem riscos;

H6 : A tomada e concessao de empréstimos sao irrestritas e realizadas a
mesma taxa r;
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H7 : Nao haé restrigoes para a venda a descoberto;

As quatro suposigoes acima estao relacionadas ao uso do principio de nao
arbitragem;

HS8 : o prego da agao segue um movimento browniano geométrico da forma:
L=p-di+o-dz
S(0) =S,

sendo que u, o retorno esperado da agao e o, a variancia do retorno sao
constantes;

Esta hipdtese serd esclarecida na préxima segao. Observe que o fato dos
coeficientes acima serem constantes garante, segundo o teorema 2.4, que a
fungao-prémio seja convexa.

2.3 Movimento Browniano Geométrico

Uma hipétese bastante simples para o comportamento dos prego S é a
dependéncia exponencial com o tempo, ou seja, o preco S de um ativo no
instante ¢ que custa S, no presente é solu¢ao do seguinte problema :

B=).5
(2.17)

Quando a taxa de crescimento relativo A é uma constante, a solugao é
exatamente a fungao exponencial (tomando A = r , temos a equagao (1.9) ).
Um modelo pode ser mais realista a depender das hipdteses sobre A. Uma
idéia é supor que A tem uma componente aleatdria.

Apresentamos aqui um modelo classico para a¢des que nao pagam di-
videndos. Além da hipétese de mercado eficiente, 0 modelo também faz a
suposicao de que o preco da agao é um processo de tempo continuo e que o
crescimento relativo do pre¢co S de uma agdo, dado por AS/S, é composto
de duas partes:

e Uma componente deterministica pAt , sendo p o retorno esperado da agao;
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e Uma componente estocastica oAz, em que o? é a variancia do retorno da
acao e z = By, o movimento browniano;

O parametro o é denominado volatilidade da agao.

Observe que ao considerarmos um crescimento relativo, temos que o re-
torno esperado e a volatilidade independem do valor absoluto de uma agao.
O preco de uma acgao no instante ¢ é solugao do seguinte problema :

{dS=u~Sdt+a-Sdz

50 = 5, (2.18)

S,, como antes, é o preco da agao no presente; a equagao do problema acima
é classificada como uma equagao diferencial estocastica. Na forma inte-
gral, o problema dado por (2.18) é expresso como:

S:So+/p-Sdt+/a.Sdz (2.19)

A representacao mais comum na literatura financeira é a seguinte:

%:,u-dt-ka-dz
50) = § (2.20)
0)=2S5,

Vamos apresentar uma interpretagao de dz no caso de incrementos fini-
tos de tempo, ou seja, Az = AB; = By,a; — B;. Uma varidvel aleatéria
X ~ N(u,0?) relaciona-se com a distribui¢do normal padronizada N(0,1)
da seguinte forma :

X=p+o-¢, ¢~ N(0,1) (2.21)
De (1.22), temos que
Az=AB,=VAt-¢ , ¢~ N(0,1) (2.22)

Podemos assim interpretar Az como uma a varidvel aleatéria com distri-
buicao normal padronizada, cuja dispersiao é amplificada pela raiz quadrada
do incremento At. Isto motiva alguns livros a sugerir a seguinte notacéo:

dz=Vdt-¢ , ¢~ N(0,1) , (2.23)

que embora seja intuitiva, nao € utilizada no cdlculo estocédstico.
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Um processo que satisfaz a equagio (2.18) é denominado movimento
browniano geométrico. Uma das caracteristicas marcantes deste modelo é
a separacao entre a tendéncia (o termo deterministico) e a incerteza (o termo
estocdstico). Esta separacao pode ser percebida nas alteracoes da trajetéria
do prego quando um dos parametros ¢ modificado, conforme a figura a seguir.

Antes de apresentar os resultados necessarios para resolver o problema
(2.18), vamos encontrar solugdes numéricas para 0o movimento browniano
geomeétrico.

S0=$100,r=20%

170 I T T T T T T T T

—--gigna=50%
— sigma = 25,0 %

160

150

140

SXC))
8

120

110

100

90 1 ) 1 i 1 1 1 i 1
] 02 04 06 08 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

t (anos)

Figura 2.1: Simulagao do movimento bronwiano geométrico.

2.4 Simulando o Movimento Browniano Geométrico

Vamos estabelecer algumas notagoes referentes a varidvel prego. Utilizare-
mos S e S; para representar o preco de uma agao em um instante arbitrario
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t. Para os instantes t = 0 (presente) et = T (data de vencimento), usaremos
as notacgoes S, e St.

Tentaremos obter possiveis trajetérias de S; segundo o problema (2.18),
considerando intervalos finitos de tempo A,. Observemos inicialmente o pro-
blema sem o termo estocastico:

%S- =p-dt
(2.24)
S0)=35, ,

cuja solugdo é S(t) = e*'. Esta equagdo pode ser aproximada avaliando S
nos instantes ¢t = 0, At, 2A¢t,...,nAt, com n.At = T. Vamos denotar S(kAt)
por Sy, k=1,...,n. Deste modo:

Sn — Sn-—l

ST S M At (2.25)

Isolando S”, temos S™ = S™ (1 + pAt). A repeticio deste proceso leva
a uma expressao de S dependente de S,:

S™ = 8" Y1 + pAt) = S*H1 + pAt): = ... = S,(1 + pAt)"  (2.26)
Por exemplo, se T =1, n = 100 e u = 50%, temos que
At =0.01 e S(1) = (DM x 1,649
Usando (13) para aproximar S(t), temos
S(1) = §'%° = (1 +4(0.5)(0.01))'° ~ 1.647.

Utilizando (2.22), vamos tentar fazer o mesmo com o problema original :

n _ Qn—1
S Sni =u-At+0 ¢ VAL, ¢~ N(0,1) (2.27)
St =S 14 pu-At+0-¢,-VAL) , ¢y~ N(0,1) (2.28)

Observemos que o preco S, = S(n.At) é uma varidvel aleatéria normal
com média S""!(1 + pAt) e variancia (S" 'gv/At)2. Podemos agora avaliar
um possivel valor para ¢, gerando um numero aleatério com distribuigao
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normal padronizada e assim obter S™.

Exemplo : suponha que uma agdo custe atualmente S, = $10, que as
estimativas para r e o sao u = 20 %/ano e 6> = 10%/ano. Calcule quanto
poderd valer a agdo dentro de um ano, considerando intervalos de tamanho
At = 1/360 (intervalos de um dia, pelo calendario comercial).

Vamos calcular S', 82,- -+, 8%% = S . Observe que S, é dado por:

S = S,(1 + pAt + a1 VAL = 10(1 + (0.2)(1/360) + ¢,(0.1),/1/360)

Usando um gerador aleatdrio, obtemos ¢, = 1.21. Logo, S; = $10.07.
Para calcular S, , o processo € idéntico :

S? = S'(1 + pAt + ogaV/AL) = 10.07(1 + (0.2)(1/360) + ¢2(0.1),/1/360)

Usamos novamente o gerador para obter ¢2 = —0.20 . Logo, S = $10.06.
Os resultados sao apresentados no grafico a seguir.

Cabe observar que a maneira como resolvemos (2.24) equivale ao método
de Euler para o mesmo problema, considerando a equagdo na forma:

ds

—=u-S 2.29
3 =X (2.29)
Além disso, a expressao (2.26) pode ser vista como o valor futuro de S,,

aproximando a taxa de juros ia; de periodicidade At pela taxa continuamente
composta p.
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Figura 2.2: Simulagao do prego S;, segundo o problema (2.18)

2.5 Meétodo de Monte Carlo

As idéias desenvolvidas na secao anterior dao origem ao seguinte método
de precificagdo : se repetirmos o procedimento o exemplo anterior um grande
nimero de vezes, digamos 2000, obteremos uma amostra de valores de St
que satisfazem a equagdo (2.18):

Experimento | 1 2 ... 1998 1999 2000
St | 12.17 1375 ... 13.87 11.77 13.44

O que fazer com estes 2000 valores ? Podemos considerar que a média S
seja uma boa aproximagao do valor real de S , no sentido em que, se a acdo
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se comporta de acordo com (2.18), espera-se que seu prego esteja em torno
de S.

A média dos experimentos realizados foi § = $12.26. Se o valor S fosse
realmente o prego futuro da agao, o prémio de uma op¢do de compra seria
faciimente calculado pelo valor presente do payoff na data de vencimento :

c=e".(S-E)* (2.30)

Suponha no exemplo anterior que uma opc¢ao de compra com 7' = 1 ano
e E = $10 esteja disponivel no mercado, e que a taxa de juros vigente é de
igual ao retorno da agdo : 7 = 20 %/ano. Podemos estimar o prémio da
opgao com o seguinte valor:

c=e ©IM (1226 — 10)* = $1.85

Podemos assim estimar o preco de uma op¢ao com os seguintes procedi-
mentos:

1. Simular o prego S7 no instante T, segundo (2.28);
2. Repetir 0 Passo 1 um grande nimero de vezes ;
3. Calcular a média S :

4. Calcular ¢ segundo (2.30) ;

Este algoritmo é uma simplificagdo do método de Monte Carlo, um método
de simulacao normalmente usado em fisica e que tem apresentado bons re-
sultados em Financas . A figura a seguir mostra os resultados de nosso
experimento em um histograma. O histograma sugere que Sr segue uma
distribuicdao de probabilidade bem definida.

Se conhecemos a distribui¢ao de probabilidade de Sy , nao precisamos de
fazer tantas simulagoes , bastando calcular a média diretamente da distri-
buicdo . Este é o principio que nos leva & formula de Black-Scholes.
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Figura 2.3: Histograma com 2000 amostras de Sy

2.6 Foérmula de Black-Scholes

Vamos tentar obter a funcdo de distribuicao de probabilidade do preco
St resolvendo o problema (2.18). Vamos enunciar defini¢oes e resultados
baseados em Revuz e Yor(1991) sobre integragao estocistica (ou cdlculo es-
tocéstico). :

2.6.1 Integracao Estocastica

Quando definimos um processo estocastico, partimos de um espago de
probabilidade (§2,F,P). Vamos construir uma nova estrutura baseada na
o-algebra F:
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Definigdo 2.1 : Uma familia {F:};>0 de o-algebras é uma filtragao em
(Q, F, IP) se a o-algebra F, satisfaz, para todo t > 0:

o F, C F;

e F, C F; para todo s < L.

Definicdo 2.2 : Um processo estocastico X, é adaptado a filtracao {F; }i>0
se X, for mensurdvel com relagao a F; para cada t > 0.

Vamos incluir uma filtracao no espago de probabilidade, representando-o
por (Q,F,F;, IP). A idéia central de uma filtracdo é que o conjunto dos
eventos possiveis cresce progressivamente com o tempo. Isto é consistente
com o fato de que o conhecimento dos eventos possiveis em um instante
futuro depende dos acontecimentos passados até este instante.

Definicao 2.3 : Dada uma funcdo mensurdvel f : 2 — IR, dizemos que
f(w) = f, quase sempre (q.s.) se o conjunto ¥~ definido por

W ={we flw)# fo} (2.31)
0.

i

tem medida nula com relagao a IP, ou seja, IP(W)

Definigao 2.4 : O processo estocdstico X; é um F;-matingale se X; satisfaz
as seguintes propriedades:

* E[(X)*] <oc;

e E[X,/F] = X, qs.?

Um martingale X; é continuo se suas trajetérias sio continuas quase sempre.

Podemos mostrar que o movimento browniano é um martingale continuo
com relagao a filtracdo natural, e também um martingale local (Vide Revuz
e Yor (1991), pg 117 ).

Definigao 2.5 : Denominamos como L? = L%(Q, F, IP) o espago das funcdes
mensuraveis X : 0 — IR tais que

E[X?Y = /ﬂ X% (w)dw < o (2.32)

2E[X;/F,) é a esperanga condicional de X; com relacio & o-algebra F,
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Esta definicao se estende a processos estocdsticos X = X;. Em particular,
um martingale M, é dito limitado em L? se satisfaz a seguinte condicao:

sup E{M?] < c (2.33)
t
O espaco dos martingales limitados em L? é denotado por H2.

Assim como na integragdo usual (integral de Riemann), definimos uma
particaio A : 0 = t, < t; < ... < t, = t do intervalo [0,t] C R, com
|A| = max; |ti+1 - til-

Definicao 2.6 : Um processo X; é crescente se ele é adaptado e as tra-

jetérias X;(w) sdo finitas, continuas & direita e crescentes quase sempre em
Q.

Definigao 2.7 : A integral de Stieltjes de um processo X localmente limi-
tado com relagdo a um processo crescente A; é dada por:

Ay, — Ay (2.34)

t n—1
Jy Kot = fim 5 X,

Definigao 2.8 : Uma trajetéria A: R* — IR tem variagao finita se para
todot € R,

n—1
S= lim Y|4, - 4,

|Al—0 =0

< o< (2.35)

Definigao 2.9 : Um processo X; tem variacdo finita se para quase todo
w € §2 as trajetérias X = X (w) tém variacgdo finita

Proposigao 2.7 : Todo processo X; crescente tem variagao finita.

A definicao de integral de Stieltjes nao é adequada para martingales, pois
tais processos em geral nao tém variagao finita. Isto motiva a introdugao de
um processo intermedidrio, a variagao quadratica, como veremos a seguir:

Definigao 2.10 : Uma trajetéria A : IRY — IR tem variacdo quadréatica
finita se para todo t € RY,
n—

! 2
T.= Alllﬂoj}; |Ay,,, — Ay| <o (2.36)
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Definicao 2.11 : Um processo X; tem variacdo quadrdtica finita se exise
um processo crescente <X, A'>, tal que para quase todo . € €0 as trajetdrias
X = X(w) satisfazem T; =< X, X >. O processo <X, X > é denominado
variacao quadratica de \X;.

Proposicao 2.8 : A variacao quadritica do movimento Browniano é dada
por

Defini¢do 2.12 : Seja M € H?. L?(M) consiste em todas a classes de
equivaléncia de processos K tais que

E[ | KM, M5, < oc (2.38)
0

Definigao 2.13 : Dados dois martingales locais M e .\, existe um unico
processo crescente <M, N>=<M, N>, tal que o processo MN— <M, N>
¢ um martingale local. <M, N> é denomidado variagao quadratica cru-
zada de M e N.

Definicao 2.14 : Um processo X; é um Fi-semi-martingalese X; = M;+ Ay,
sendo M; um martingale local com relacao a F; e A; um processo com variagao
finita.

Teorema 2.5 : Se X; = M; + A; é um semi-martingale, entdo
<X, X>=<M,M> . (2.39)

Definimos a integral de It6 de um processo limitado K com respeito a um
martingale M € H2? como o martingale K o M dado pelo seguinte teorema:

Teorema 2.6 : Sejam M € H? e K € L*(M). Existe um tnico elemento
K oM € H? tal que

t
<K oM, N>= / K.d<M,N>, VN € H? (2.40)
0

Teorema 2.7 : Se K € L?(M) e H € L*(K o M). Entio HK € L*(M) e

Ho(KoM)=(KH)oM (2.41)
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Observacoes:
e No caso particular em que K é um martingale local, a integral K o Af
também é um martingale local;
e O movimento browniano nao ¢é limitado em L?. Esta dificuldade é contor-
nada usando o conceito de tempo de parada(Vide Revuz e Yor (1991), pg
40), de modo que podemos integrar um processo com relagio a B;.

Uma ferramenta fundamental para o cdlculo de integrais segundo (2.40)
é o Lema de It6, enunciado a seguir para o caso unidimensional:

Lema 2.1 : Seja X = X; um semimartingale continuo e F = F(X,t) uma
funcio de classe C? . Temos que F satisfaz

t t t 2F
F(X,t) = F(X,,0) + / OF w4 / OF 1x + . 2X2d<X X> (2.42)

2.6.2 Solucgdo do Problema (2.18) por Integragdo Estocastica

Observemos inicialmente que o processo S descrito na forma integral (2.18),
S:So+/u~8dt+/a-5d::=So+/,u-Sdt+(a-S)oBt (2.43)
é um semimartingale continuo, em que os dois primeiros termos tém variacao

finita e o segundo termo é um martingale local. A variagdo quadratica de S,
segundo o teorema 2.4, é dada por:

<8,8>=<(0-8)o B;,(0-S5)oB;> (2.44)

Pelo teorema 2.6, e usando a simetria da variagao quadrética,

t
<S8, §>= /0 (0- S)sd<By, (0 - ) o B>, (2.45)

t
<8, S§>= /0 (0 - 8)sd<(c - S) 0 By, B>, (2.46)

Aplicando novamente o teorema 2.6 ao termo <(o - S§) o By, By>, obtemos:

i
<(0-8)o B, B>= /0 (0 - S)sd<B., Bi>, (2.47)
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Pela proposigao 2.8,
t
<(o-S)o By, B>= /0 (0-85)sds (2.48)
Voltando a (2.46), temos que,
¢
<S8, 85>= / (0 - S)2ds = (o - S)™ (2.49)
0

Vamos aplicar o lema de It6 usando o semimartingale X = S.

F 1 62F
F(S,t) = F(S,,0) +/ (6 dt+—,u S+ 53500 S))dt+ (2.50)

+ / % - SdB,
escolthendo F(S,t) = In(S), temos que:
¢ 1, ! 1,
In(S) — In(S,) = / (u - 350 ) dt +/0 0dB; = (,u ~ 30 ) t+oB; (2.51)
o .
Assim, o processo S no instante ¢t = T é descrito por :
1
In(Sr) = In(S,) + (p - -2-02) T + 0By (2.52)
Assim, o logaritmo de St tem uma distribuigao normal com média u, =
In(S,) + (u — 0.50%)T e variancia o2 = ¢°T, ou seja, Sy tem uma distri-

buicdo lognormal com parametros p, e o,, cuja funcdo de densidade de
probabilidade é dada por :

P(z) = —_-—%r; - exp [_(ln(;()j;‘; “0)2:| : (2.53)

Podemos calcular o valor médio da funcao payoff de uma opgdo de compra,
f(S) = (S — E)*. Este valor médio, que vamos denotar por fr, é dado por:

fr=E[f / flz dz—‘/:(J:—E)-P(:r)dr (2.54)
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O prémio desejado da opg¢do de compra serd o valor presente de fr, ou
seja :

c= fre ™" (2.55)

Podemos generalizar os resultados acima para qualquer instante de tempo
inicial ¢, a0 invés de comecarmos em ¢t = 0. Neste caso, a equagio (2.52)
modifica-se para:

In(Sr) = In(S9) + (1 - %&) (T = t) + oBr_s (2.56)

A expressao de P(x) é a mesma, sendo que agora y, = In(S;) + (p —
0.50°)(T —t) e 02 = 0*(T —1t) a partir de (2.53). O preco da opgao em (2.52)
agora é dado por:

c=c(S,t) = fre ™Y (2.57)

Embora os procedimentos realizados até este ponto estejam corretos,
o resultado nao serd o mesmo da férmula esperada, obtida em Black e Scho-
les (1973). A razdo é que as hipGteses da se¢do 2.2 ndo foram plenamente
utilizadas. Este problema é contornado adicionando a hipé6tese (justificada
posteriormente) de que o mercado é neutro ao risco. Neste caso, o retorno da
acao equivale ao retorno de qualquer outro ativo, em particular de um titulo
sem riscos, que segundo a hipétese H2 tem retorno igual a r.

Isto ocasiona a substituicdo de u por r na equagio (2.18). Esta mudanga
reflete na fungido de densidade P(z), cujo parimetro u, muda para y, =
In(S,) + (r — 0.50%)(T — ¢t).

Calculando o valor de fr em (2.51) e substituindo em (2.54), obtemos a
formula de Black-Scholes:

¢(S,t) = SN(d,) - Ee """ N(dy) , (2.58)
log(S/E) + (r + £o?)(T — t)
dl = 2 (2.59)
o\/(T — 1)
log(S/E) + (r — 30%)(T — 1)
d2 = (2.60)
o\ /(T — 1)

A fungio N(z) é a fungdo de distribuicao acumulada da fungao de densidade
normal padronizada. Ela surge quando aplicamos uma substituicao do tipo
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In(z) = y na integral (2.51); sua expressao ¢ dada por:

1 -2
3

N(z) = /_Ioo \/2_7re_dt (2.61)

2.7 Equacao de Black-Scholes

Black e Scholes (1973) idealizaram um portfolio de agdes e opgoes imune
a variacoes de pregos, de modo que o risco seja nulo. Em seguida, argumen-
tando de que este portfolio deve ter o retorno igual a taxa de juros r, deduzem
uma equacéo diferencial cuja solugdo fornece a férmula de Black-Scholes.

Seja F(S,t) o prémio da opgdo no instante ¢, quando a agéo custa S = S;.
Suponha que F satisfaca as condigdes do Lema de It6. Expressando (2.50)
na forma diferencial, temos:

2
%? + g‘g‘” .S+ %%S—I:(O' : 5)2) dt + %Z—a -SdB;  (2.62)

Seja IT = F — A - S o valor de um portfolio P = (1 , —A) formado pela
venda de uma opgdo e pela compra de A agdes.

Considerando uma variacdo infinitesimal dt do tempo, a variacao dII do
valor do portfolio, mantendo fixa a razao A durante o intervalo dt, é dada
por dIl = dF — AdS. Substituindo (2.62) e (2.18) em dIl, podemos expressar
IT como solugao da seguinte equagao estocdstica:

dF(S,t) = (

oF OF 16°F ,
d”‘(3£+5§“'5+555—2<"'3)‘“‘A'S>dt+ (269
oF
+<5§—A>d3*

Observemos que a unica incerteza associada ao portfolio (o coeficiente do
termo dB;) pode ser eliminada com a seguinte escolha de A:

oF
A=— .
35 (2.64)
Assim, a variagao do portfolio reduz-se ao seguinte:
oF 10°F 9
dll = <E+§5§(GS) )di (2.65)
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Na forma de uma equagdo diferencial parcial,

dll  oF 12526F

dt ot 05?

O valor escolhido para A também eliminou o parametro y, indicando que
o portfolio resultante independe do retorno da agao-objeto.

De acordo com as hipdteses H2 e H4-H7, o portfolio deverd ter o mesmo
retorno que a taxa de juros 7. De fato, se durante algum intervalo de tempo
[to, t1] o retorno de P fosse v’ > r, Poderiamos tomar emprestado II, investir
esta quantia no portfolio comprando A agoes e vendendo uma opg¢iao, obtendo
em t = t;, um lucro L = TI(e"®1—te) — grti=te)) > (0 sem imobilizagdo de
capital. Se ' > r, a oportunidade de arbitragem é andloga.

Sendo o retorno do portfolio P constante e igual a 7, seu valor II satisfaz
a seguinte equacdo diferencial:

(2.66)

dn
=T (2.67)
De (2.66) e (2.67) temos que
BF 1, 262F oF
| 6t o°S 357 —r( - BSS) (2.68)
Reordenando (2.68), chegamos & equagao de Black-Scholes:
6F 1 2 262F oF _

Observando que as hipoteses utilizadas na deducdo de (2.69) nao fazem
referéncia as propriedades da opgao, podemos inferir que a equagido de Black-
Scholes seja védlida para uma classe maior de derivativos. De fato, o preco de
um derivativo que depende apenas de t e S; num mercado sujeito as hipdteses
H1-H7 deve satisfazer a equagao de Black-Scholes. ,

O fato da equagao nao depender do retorno pu revela que o mesmo resul-
tado seria obtido se o retorno fosse substituido por uma constante arbitraria.
Isto motivou a criacao de métodos que usam constantes diferentes de u. Sem
davida, a escolha mais conveniente é r, que implica a neutralidade ao risco.

Assim, podemos supor a neutralidade ao risco e determinar um prémio
que é vilido também na auséncia desta hipétese, conforme fizemos anterior-
mente. Cabe enfatizar que néo faz sentido supor a neutralidade ao risco em
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um mercado de a¢oes. Ela apenas gera um modelo mais simples cuja solugao
sabemos a priori que se estende para mercados avessos ao risco.

A razao A, que corresponde & derivada do prémio com respeito ao tempo,
tem grande importancia pratica. Ela mede a sensibilidade do prémio de um
derivativo com respeito & variagao do prego do ativo-objeto no mercado.

Conhecendo a sensibilidade de cada derivativo que compoe um portfolio,
podemos ter um maior controle do risco associado ao portfolio, e adotar es-
tratégias de hedging. Um hedge de um portfolio é um conjunto de operacoes
que visa a reducao da sensibilidade do portfolio a0 movimento dos pregos.

Vamos obter a formula de Black-Scholes a partir da equagdo (2.69) na
préxima secao. As varidveis S e ¢ serdo tratadas como varidveis independen-
tes. Precisaremos de impor mais condigoes para determinar unicamente o
prémio de uma opgao de compra européia. Em termos de equagoes diferen-
ciais, tais condigdes traduzem-se em condig¢des de fronteira da solugao.

Vamos denotar por ¢ = ¢(S, t) a solugdo de (2.69) que representa o prémio
de uma opcao européia com data de vencimento T e prego de exercicio E.
Vamos considerar S <0e 0 <t <T. A varidvel ¢ representa agora o tempo
decorrido desde o instante presente.

A proposigao 2.1 fornece uma condigao sobre ¢ no instante final:

c(S,T)=(S- E)* : (2.70)
A proposigao 2.6 estabelece uma condigao de limitagao sobre a solucao:
c(S,t) < S (2.71)
Conforme veremos a seguir, a equagao de Black-Scholes com as condigoes
(2.70) e (2.71) determinam unicamente a fungio ¢(S, t).

2.8 Pagamento de Dividendos

Uma adaptacgao simples na equagao de Black-Scholes premite a inclusio de
dividendos as agoes. Os dividendos sido pagamentos feitos pelas empresas
emitentes das agoes em fungao dos lucros obtidos.

Wilmott et al (1995) verifica que o prémio de uma opgao sobre agodes
que pagam dividendos continuamente a uma proporc¢ao constante é do preco
atual (ou seja, pagamentos de 6S5;At em um intervalo de tempo At) é solugao
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da seguinte equagao:

2
IF o r—5s’E =0 (2.72)

oF 122
5 o5 a5

6t 852

Os dividendos tem o efeito de redugio do valor do prémio de uma opgéao.
Vide em Figlewski et al (1990) uma interpretacao deste efeito.

2.9 Observacoes

Este capitulo é baseado essencialmente no artigo de Merton (1973), se-
guindo orientacoes em Wilmott et al (1995) e Duffie (1988). Os trabalhos
de Merton (1973) e Black e Scholes (1973) requerem uma base tedrica em
integracao estocéstica. Neste sentido, utilizamos Revuz e Yor (1991).

A abordagem numérica sobre processos estocdsticos apresentada consiste
em uma integracao das idéias contidas em Kloeden (1995), Silva Neto (1994)
e Hull (1997).

Apés 1973, diversos autores se dedicaram a generalizar ou reescrever sob
outro ponto de vista as idéias pioneiras de Black-Scholes-Merton. Vide Duffie
(1998) e Harisson e Kreps (1979) . :

Merton (1973) sintetiza as argumentagdes com arbitragem usando a idéia
de dominancia entre portfolios, embora este conceito nao esteja absoluta-
mente preciso no artigo. Harisson e Kreps (1979) apresentam uma definigdo
de arbitragem baseada em martingales.

Wilmott et al (1995) afirma que a hipdtese da taxa continua de dividentos
¢é adequada para opgoes sobre indices e sobre moedas estrangeiras.
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Capitulo 3 :
Analise da Equacao de Black-Scholes

Neste capitulo vamos procurar na equagao de Black-Scholes propriedades
comuns a outras equagOes diferenciais parciais (EDPs) e obter a férmula
de Black-Scholes para opgOes européias resolvendo analiticamente a EDP
associada.

3.1 Classificacao e Comentarios

Definimos a ordem de uma equagao diferencial como o grau da derivada
mais elevada presente na equacdao. Uma EDP de ordem n é linear se ela é
uma equagao linear com respeito a fungao incdgnita e com respeito as deri-
vadas parciais do primeiro ao n-ésimo grau.

Deste modo, a equacdo de BS é uma EDP linear de segunda ordem.

Vamos considerar EDPs com duas varidveis independentes. Frequen-
temente as varidveis independentes representam o espago e o tempo, sendo
denominadas varidveis espaciais e temporais, respectivamente. Na equacao
de Black-Scholes a varidvel preco faz o papel da varidvel espacial.

Uma EDP linear de segunda ordem com duas varidveis independentes
tem a seguinte forma geral:

0%y H? 8%u ou

Uu
a(x’t)?ﬂ? + b(z,t)—a;a + c(:z,t)éﬁ + d(a:,t)a + (3.1)

du
e(x,t)a + f(x,t)u + g(z,t) =0
Se o coeficiente g é identicamente nulo, dizemos que a equacao é ho-
mogénea.
Definimos o discriminante § = §(z,t) associado & equacao (3.1) como a
seguinte funcao:
§(z,t) = b(z,t)* — 4a(z,t)c(z,t) (3.2)
A EDP (3.1) é classificada como parabdlica, hiperbdlica ou eliptica se em
(z,t) se §(z,t) for igual, maior ou menor que zero, respectivamente. Observe
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que o discriminante da equagdo de Black-Scholes é igual a zero para todo
(5,1).

Podemos assim classificar a equacao de Black-Scholes como uma EDP
linear de segunda ordem do tipo parabélico para S > 0

Um cuidado deve ser tomado no ponto S = 0 : o termo de maior ordem
anula-se em S = 0; a equagdo (2.69) reduz-se a uma equacdo diferencial
ordindria:

oF

5 ="F (3.3)

sobre a qual a classificagao acima perde o sentido.

3.2 Equacao de Difusao

Uma das idéias contidas na classificacdo de EDPs de segunda ordem é a
possibilidade de reduzir a equagao a uma forma candnica.
Para equacoes parabdlicas, a forma candnica é dada por:

0%u du du
— = — 4
5 =I5 ) (34)
Para equagdes hiperbdlicas, temos a seguinte forma canoénica:
u  Bu Ou Ou
Fria oL re (35)
No caso de equagdes elipticas:
Pu *u Ou Ou
— g —— = —_— 3.6
Oz + ot? 9(z,t,u, oz’ 8t) (3.6)

Classificamos a equacdo de Black-Scholes como parabdlica. Estaremos
portanto interessados em equagoes parabdlicas na forma canénica cuja solugao
seja conhecida.

Vamos considerar a equagao de difusao com coeficiente unitario:

6%y  Ou

L (3.7)
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Wilmott et al (1995) apresenta uma solugdo analitica para o seguinte pro-
blema de valor inicial envolvendo a equagao de difusao:

0%u  Ou
- = 0 3.8
502 aT,xeR,T> (3.8)
u(z,0) = f(z) , fe€ C(R) (3.9)
lim f(z)e™™ =0 Va>0 (3.10)
|z}]—ro0
im u(z,7)e™® =0 Va>0V71>0 (3.11)
jz}—ro0

Podemos estender o espago da fungoes f admissiveis permitindo que ocor-
ram descontinuidades de salto. O problema (3.8)-(3.11) tem uma unica
solucao representada por:

u(z,7) 2¢F/ f(s)e= S ds (3.12)

A equagao de difusdo é frequentemente associada ao problema de trans-
feréncia de calor; observamos fisicamente que as diferencgas de temperatura
em um determinado meio sao suavizadas de maneira continua com o passar
do tempo. Esta é a chamada propriedade de difusao, satisfeita pelas solugoes
da equagdo (3.7). Por esta razao, a solugao u(z,7) é continua independente
da condigao inicial f ser continua ou descontinua.

3.3 Solucao Analitica - Equacao de Black-Scholes
3.3.1 Opcoes de Compra

No final do capitulo 2 estabelecemos que o prego ¢(S.t) de uma opgao
européia de compra é solugao do seguinte problema:

2
g: 1252352 rs%—rczo’ §>0, 0<t<T (3.13)
C(S,t) < S (315)



Vamos resolver o problema (3.13)-(3.15) transformando-o no ”problema
candnico” dado por (3.8)-(3.11). Observemos inicialmente que o problema
(3.13)-(3.15) pode ser transformado em um problema de valor inicial com uma
mudanga na varidvel temporal do tipo 7 = T —¢; o problema é transformado
no seguinte:

dc 1 ,.,0% dc
E_EGSW+TS<95 rc, S>0, >0 (3.16)
(S,0) = (S— E)* (3.17)
(S, 7)< S (3.18)

O problema (3.16)-(3.18) estd numa forma padronizada, facilitando o uso
de métodos analiticos e numéricos ja desenvolvidos. Por esta razao, a equacao
(3.16) sera frequentemente analisada que a equacgdo de Black-Scholes ; vamos
indicar a equagdo (3.16) por (BS) e vamos também nos referir a ela como a
equacao de Black-Scholes.

A varidvel 7 representa o tempo que falta para o vencimento da opcgao,
conforme denotamos na segao 2.1; embora o problema acima nao necessite
da condigao 7 < T, o modelo pressupde que vamos calcular o prego u até
este limite.

Tomando E como o valor caracteristico (ou valor médio) do prego da
acao, podemos adimensionalizar a varidvel preco:

== 3.19
Y=z (3.19)
Aplicando uma transformagdo z = In(y) (transformacao logaritmica),
podemos tornar constantes os coeficientes da equagao. Compondo as duas
transformacdes acima, aplicamos a substituicio S = Ee® no problema (3.16-
3.18) para obter

dc 1 ,0% 1 ,\ dc
E—EJ&BQ-}—(T —2-0)525_—Tc’x€R’T>O (3.20)
c(z,0) = (Ee* — E)* (3.21)
c(z,7) < Ee” (3.22)
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Para adimensionalizar completamente o problema, seria ainda necessario
redefinir o tempo, dividindo por 02/2, e a varidvel dependente, dividindo por

y k4
E. Resumindo as transformacoes, temos as seguintes mudangas de varidveis

S=FEe , r=, ¢(S1)=Ev(z,1), (3.23)
que transformam o problema (3.20)-(3.22) no seguinte
ov 0% Ov
E—w‘F(R—l)%—KU,SL‘ER,T>O (3.24)
v(z,0) = (¢ — 1)t (3.25)
v(z,7) <€, (3.26)
onde K ¢ dado por
K=15 (3.27)
2
Uma segunda transformagao do tipo v(z,t) = exp(aa: + J7)u(z,7) leva a
equacgdo (3.24) a seguinte expressao :
ou 8%u ou 9
= — — (K — - —-1)-K 2
= =ampta—(K-Dlz—+[-f+a’+a(K-1)-Klu (328
A seguinte escolha de o

1
a= —§(K—1) (3.29)
faz com que o coeficiente de Ju/0z seja reduzido a zero; o mesmo pode ser
feito com o coeficiente de u, escolhendo o parametro § como sendo

1
ﬁ:a2+a(K—l)—K=—,Z(K+1)2 (3.30)
Deste modo, a substituicao dada por

(z,t) = exp(~%(K -1z — l(}’(' +1)*1)u(z. 1)

(3.31)
transforma o problema (3.24)-(3.26) na forma desejada
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E—_—E—I—?,IER,T>0 (332)
u(z,0) = (e7(K+17 _ g3(K=-1)m)+ (3.33)
1 1
u(z,7) < exp(—a(K + 1)z — Z(K +1)%7) (3.34)

Observando de (3.33) que f satisfaz a condigao (3.10) e de (3.34) que u(z,7)
satisfaz a condigao (3.11), podemos afirmar que a nica solugao do problema
(3.32)-(3.34) é dada por:

u(z, 7)

1 !2’—82
2\/77 3(K+1)s +65(K“1)3)+e_ & ds (3.35)

Calculando a integral acima, temos que:
u(z,7) = exKAVeHGKAD T N () 4 ea(K-Data(K=10r Ny (3.36)

sendo N(z) conforme definido em (2.61) e d; e d; dados por:

>_|

dy = - K+1)\/§ed2 —Vor (3.37)

T
Woral 5
Vamos retornar a varidvel v(z, 7) com a substituicao (3.31):
v(z,7) = e N(d;) + e ¥"N(d>) (3.38)
Utilizando (3.23), podemos retornar & varidvel original ¢(.S, t):
c(z,t) = SN(dy) + e "TUN(dy) , (3.39)

sendo d; e dy dados por (2.59) e (2.60). Portanto, obtemos novamente a
formula de Black-Scholes.

3.3.2 Opgoes de Venda

Podemos usar os mesmos procedimentos para obter uma férmula para
opcdes européias de venda. Vamos denotar por p = p(S,t) a solucao da
equacgao de Black-Scholes que representa o prémio de uma opg¢ao européia de
venda com data de vencimento T' e preco de exercicio E.
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Analogamente as opc¢oes de compra, vamos determinar condigoes sobre p
de acordo com os resultados da se¢do 2.1. De (2.11), temos que

p(S,T)=(E-S)* (3.40)
Adicionando a hipétese H2 ao corolario 2.4 :
p(0,t) = Ee ™ e p(S,t) < Ee™"™ (3.41)

Portanto, o prémio p(S,t) é solugdo do seguinte problema:

2

—2—?—%%0232;‘9—2—%1"8%—@:0, S>0, 0<t<T (3.42)
p(S,T)=(E-8)* (3.43)
p(S,t) < Ee7(T-1) (3.44)

Resolvendo o problema (3.42)-(3.44) de modo andlogo a (3.13)-(3.15), obte-
mos:

p(z,t) = =SN(—=d,) + Ee ™" "YN(—dy) (3.45)

Uma abordagem muito mais simples consiste em usar a relacao de pari-
dade (2.14) adicionada a hipdtese H2:

p(S,1) = ¢(8,) — S + Ee~"(T) (3.46)

Substituindo a férmula de Black-Scholes em (3.47), obtemos a mesma
expressdo para p(S,t) em (3.46).

Black e Scholes (1973) encontram p(S, ) de modo semelhante, obtendo a
solugao de F(S,t) = ¢(S,t) — p(S,t) pela equagdo de Black-Scholes:

F(S,t)=8— Ee T (3.47)

Observemos que a férmula (3.47) é idéntica a (3.46); a diferenca reside
apenas no fato de que (3.46) foi obtida por argumentos de arbitragem e
(3.47) foi obtida resolvendo-se uma equacdo diferencial. A relacdo (3.46) é
conhecida como put-call parity formula.

Apresentamos a seguir os grificos de ¢(S,t) e p(S,t) segundo (2.58) e
(3.46), considerando t =0,t=1,t=5,¢t =20 et = 100.
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Prémio da Opclic de Compra ( C(3.1) ).
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Figura 3.1: Opgao de Compra segundo (2.38).
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Figura 3.2: Opcao de Venda segundo (3.46).
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3.4 Observacgoes

Um ponto bastante criticado no artigo de Black e Scholes (1973) foi o
método utilizado para resolver analiticamente a equacao de Black-Scholes.
A solugdo analitica apresentada em Wilmott et al (1995) e utilizada neste
capitulo representa o esfor¢o de diversos autores em apresentar uma dedugao
clara desta equacao.

I6rio (1991) é uma referéncia adequada para EDPs; Wilmott et al (1995)
incluem uma introducgao intuitiva a este tema.
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Capitulo 4 :
Métodos de Diferencas Finitas

Vamos discutir os aspectos bédsicos da implementacao de métodos de
diferengas finitas para a equagao de Black-Scholes e analisar a estabilidade
do método explicito de diferencas finitas para esta equagao.

4.1 Meétodo Explicito

Seja U ={0=51< S <..Sv=L}x{0=t1 <ty < ...ty =T} uma
discretizacgao do conjunto © = [0, L] x [0, 7T]. Vamos supor a principio que os
intervalos sejam igualmente espagados e tenham comprimento h na varidvel
S e comprimento k na varidvel t. Assim, S; = ih e t,, = nk.

Vamos representar por f* o valor de uma fungao f no ponto (S;,t,) € Q.
O valor de uma fungdo ¢g(S) no ponto S; é representada por g;.

Os métodos de diferencas finitas para fungdes com valores em IR aproxi-
mam a solucdo u : 2 — IR de uma equacgao diferencial Lu = f no conjunto
), gerando valores U tais que

UM = u(S;,tn) = ul VY (S;,tn) € Qp

Estabelecemos aproximagoes locais em (S;, t,) € §2j, para as derivadas da
solucdo presentes na equacgao diferencial, enquanto as funcbes presentes na
equacao (inclusive a solugdo) sdo avaliadas em (S;, t,,).

Deste modo, geramos a partir de Lu = f um conjunto de equagoes a
diferencas cuja solucao fornece as aproximagoes U'. Em geral, as derivadas
presentes na equacao sao aproximadas pela série de Taylor.

O método explicito de diferencas finitas com diferencas centradas no
espaco é um dos mais simples para equagoes parabdlicas. Este método utiliza
as seguintes aproximagoes:

du _ UMt —Up

ot k
ou UL, -UL,
as ~ 2h (4.1)
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0% UL, —2Ur +UL,

882~ h2
Substituindo (5.1) na equagao (BS), temos que:
urtt —yr 1 ur,-20r+Ur ur,-Ur
i p T 50251_2 i+1 h; + Ui, + TS,' i+1 57 i-1 TUzn (42)

Reordenando (4.2) e observando que S; = ih,
Urtt = ULy + U + alUfy, (4.3)

em que os coeficientes ¢; = ¢;(7) sdo dados por:
1 2.2 2.2
c_1—-2-k(02—m) ca_l—k(az +r)

o = %k (%% + 1) (4.4)

Considere um problema com condigao inicial u(x,0) = f(z) e condigoes
de contorno do tipo u(0,%) = ¢(t) e u(L,t) = ¥(¢).

Podemos calcular a solug@o aproximada no nivel de tempo zero (t = t,)
avaliando u nos pontos (S;,0):

uy=f , 0<i<N (4.5)
Do mesmo modo, as condigoes de contorno implicam que:
up =¢peul=v, , 0<n<N (4.6)

A solucgdo aproximada nos pontos interiores é calculada usando (4.3) para
1 < i < N em cada nivel de tempo n, 1 < n < N, usando a solugao ja
conhecida do nivel de tempo n — 1. Por esta razdo, o método é denominado
explicito.

4.2 Método de Crank-Nicolson

Uma mudanca natural no esquema explicito é avaliar as derivadas parciais
com respeito a S no nivel de tempo n + 1:

du _ UMt -ur
ot k
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n+1 n+1
Ou — Ui — U

— 4.
as 2h (4.7)
0%u ~ U,»Tll - urtt 4 UM!
052 h?
De modo analogo, obtemos
b UM + b, UM + b U{fll =U! (4.8)
Os coeficientes b; sao os seguintes : b_y = —c_1, b, = 2 — ¢, € by = —¢y;

os coeficientes ¢; sio os mesmos em (4.4).

A solucao aproximada nos pontos interiores é calculada em cada nivel de
tempo n+1, 0 < n < N, resolvendo-se um sistema linear cujas equagoes sao
dadas por (4.8) e as incégnitas sdo UM!, 1 < i < N. Observe que a matriz
do sistema serd tridiagonal. Este método é chamado implicito.

Apesar do custo computacional ser maior do que o custo associado ao
método explicito, o método implicito torna-se atrativo quando as condigoes
de estabilidade do método explicito (relacionadas com a relagdo entre h e k)
sao restritivas.

O método de Crank-Nicolson com pardmetro « € [0, 1] faz uma pon-
deragao entre os métodos explicito e implicito da seguinte forma:

ou _ Urtt-ur
ot k

du nl oyt Un., —Ur
—_— g1 4+ (1 k& o S 2
R T S T

0%u U17-l++11 —2UM + Ut Ui, — 207 + UL,
557 ~ oo T +(1+a) 2

Daqui em diante vamos adotar & = 1/2. Deste modo,

(4.9)

boy UM+ boUP + by UK = e Uy + ¢UP + ¢, U, (4.10)

Os coeficientes b; e c¢; sdo dados por:
c.1 = lk (022'2 — ri) Co=1— lk (022'2 + r)
4 2
1 ) :
= Zk (0212 + m) (4.11)
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b—] =—Ca , bo =2- Co bl = -

4

O célculo de UM nos pontos interiores é semelhante ao realizado no
método implicito, sendo que as equagoes sao formadas por (10). O método de
Crank-Nicolson € caracterizado como um método implicito em que a solugao
utiliza mais informagoes do nivel de tempo anterior.

4.3 Condigoes de Contorno

Quando resolvemos a equacao de Black-Scholes para obter o prémio de
opgoes européias, nao foram necessirias condigoes de contorno na solugao
do problema, como vimos em (3.13)-(3.15) e (3.42)-(3.44). Na prética, ndo
ha interesse em se determinar o prémio quando os precos da agao assumem
valores extremos, pois em geral os precos tém uma probabilidade desprezivel
de assumir tais valores.

Entretanto, os métodos de diferencgas finitas precisam de condigoes de
contorno. Uma condigdo é obtida facilmente em S = 0. O coroldrio 2.1
estabelece uma uma condicao de contorno em S = 0 para ¢(S, 1) :

c(0,t) =0 (4.12)
Adicionando a hipétese H2 ao corolério 2.3, obtemos :
p(0,t) = Ee"("Y (4.13)

O dominio da varidvel pre¢o nao é limitado superiormente, de modo que
devemos determinar o comportamento de ¢ quando S — oc. Conforme
discutimos na sec¢ao 2.6, o preco S = S; é um semi-martingale continuo, de
modo que suas trajetdrias sao continuas quase sempre, ou seja S é continua
com relacao a t quase sempre.

Assim, S — oc implica que a op¢ao nao pode ser limitada no tempo pela
data de vencimento, ou seja, devemos ter T — oc. De fato, se tivéssemos
T € R, existiria t € [0, T} tal que:

lim S; = oc , (4.14)
t—t

contradizendo a continuidade de S;. Portanto, somente faz sentido para o
modelo calcular limites quando S — oc em opgdes perpétuas. Representando
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as opgoes perpétuas européias de compra por (S, t) e de venda por p (S, ),
temos dos coroldrios 2.2 e 2.5 que

(S, ) =85 € poo(S, 1) =0 (4.15)
Parece razodvel supor que nas situagées em que S > 0 o prémio de

uma opgao arbitrdria se aproxima do prémio de uma opcao perpétua, o que
equivale a afirmar que:

Jim o(S,t) = Jim cx(S,1) (4.16)
Jim p(8,) = Jim_peo(S,1) (4.17)

Verificamos que as condicdes (4.16) e (4.17) sao consistentes com a solugoes
de (3.13)-(3.15) e (3.42)-(3.44).

Podemos portanto usar a relagido existente entre S e ¢t como uma fonte
de informagoes sobre a solugdo, apesar do problema estar na forma de uma
equacao deterministica em que S independe de ¢. Por exemplo, a conclusdo
de que p(S,t) — 0 quando S — oc nao parece ébvia se S e t sdo tratadas
como variaveis independentes.

O passo seguinte é aproximar o dominio [0, oc] por um dominio finito
[0, L]. Deste modo, a situagdo em que S — 0 requer a escolha de um valor
suficientemente grande para L; a escolha deve levar em conta a precisao da
aproximacao e o custo computacional. Valores de L entre 2E e 3F apresen-
tam bons resultados. Uma questdo em aberto é determinar L em func¢do dos
parametros da equagao e do erro maximo admitido.

As condigoes (12) e (16) formuladas para opgdes de compra sdo impostas
da seguinte maneira :

Crt=c(0,t,) =0, 0<n<N (4.18)

N =Collyty) =Sy , 0<n<N (4.19)

Analogamente, para opgdes de venda temos de (13) e (17) que
PM = p(0,t,) = Ee™"" )  0<n< N (4.20)

Py = poo(Snytn) =0, 0<n<N (4.21)

39



Temos a seguinte alternativa a condigao (4.19) :
Ch = coo(Lyty) = Sy —Ee™™ ™™™ | 0<i< N (4.22)
A condigao (4.22) é justificada pela férmula de paridade (3.52).

H4 outras maneiras de se lidar com as condigoes de contorno. Por exem-
plo, aproximando convenientemente a fungdo derivada e derivada segunda
com respeito ao prego, podemos determinar os valores de U} a partir dos
pontos S; > 0 e os valores de U a partir dos pontos S, < L. Assim, o
préprio esquema de diferencas finitas descreve a tendéncia do prémio nos
extremos baseando-se apenas na equagao e na condigao inicial .

4.4 Estabilidade

A idéia central de estabilidade de um método de diferengas finitas para
equagoes de evolugao € que os procedimentos numéricos do método devem
limitar a amplificacdo dos dados iniciais

Vamos nos concentrar na questdo da estabilidade do método explicito.
Os métodos implicito e de Crank-Nicolson comportam-se como métodos in-
condicionalmente estaveis.

O fato dos coeficientes dados por (4.4) ndo serem constantes torna a
andlise de estabilidade tradicional (usando transformada discreta de Fou-
rier) extremamente complexa. Apresentamos aqui as definigdes bdsicas de
estabilidade e uma anadlise de estabilidade alternativa.

Seja L, uma aproximagdo do operador £ dada por :

Lp(u) =u(z,t+ k) - i c;u(z + jh,t) . (4.23)

j=—m

Seja U™ = [Uin41, Uant1, - - - Ungs1) O vetor que contém a solugio U
de L, = 0 em cada ponto (z;,t,4+1) de €, . Podemos representar (4.23) na
forma matricial usando os vetores U™ e U™*! .

U™t = AU™ + " (4.24)

sendo que ¢ = [c},0,...,0,ck] resulta das condigdes de contorno no nivel
de tempo n.
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Definigao 4.1 : Dizemos que o operador L é estavel se existe M > 0 tal
que, para cada n fixo,

WU <M Vhk>0 (4.25)

Esta definicao é um caso particular do conceito de estabilidade no sentido de
Lax-Richtmyer para equagoes lineares.

Observe que uma condigdo necessaria para que U™t! satisfaga (7) é que
I|A]| < 1. Seja p(C) o raio espectral de uma matriz quadrada C'. Assim, uma
condigao equivalente de estabilidade é a seguinte:

p(4) <1 (4.26)

A nocao de consisténcia ou compatibilidade esta associada a precisao com
que o operador L aproxima L.

Em geral, temos que a solugdo u* de Lu = 0 satisfaz! L(u*) # L(u*), ou
seja, Ln(u*) £ 0. Seja T;, definido da seguinte forma:

Tin = La(u™(z,1)) |2 tn) (4.27)

T, € denominado erro de truncamento local no ponto (z;,,).

Observe que T;, representa uma medida da diferenca entre a solugdo
analitica u* e a solugdo aproximada U (U satisfaz £,(U) = 0) em cada ponto
(i, tn). .

Como em geral ndo conhecemos a solu¢ido u*, podemos comparar os dois
operadores utilizando uma fungéo v € C?[a, b] arbitriria, em que nao neces-
sariamente Ln(v) = 0. Definimos assim a fungao erro de truncamento
local em (z;,t,):

Tin(v) = ( La(v(z,1)) = L(v(2,1)) ) |(zit) (4.28)
Definicao 4.2 : O esquema definido por £ é dito consistente se
Tin(v)=0 , 1<i<N , 1<m<m (4.29)

lim
h,k—0

Utilizaremos uma definigao particular de consisténcia (Forsythe (1960) ) em
que a razdo A = k/h? é constante :

1a menos que u* pertenca ao niicleo do operador Ly,

a7
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Definigao 4.3 : Dizemos que £, é uma aproximagao formal de £ se para
toda fungdo v € C*[a, b] , temos que

1 k

’111_r+r(1] EE;,(L) =L(v) , i A = cte. (4.30)
Definigao 4.4 : Uma solugdo aproximada U definida por L£,(U) = 0 con-
verge para a solugdo u* de (1) se

Em equacoes lineares, as propriedades de consisténcia e estabilidade sao
condigoes suficientes para a convergéncia da solu¢ao aproximada.

Definigao 4.5 : Um operador £, definido por (4.23) é do tipo positivo se
existe hy > 0 tal que ¢; > 0, —n; < j < ny, para todo (z,t) e para todo
h, 0<h<h.

Temos que, sob certas condigoes de regularidade, todo operador positivo
é estdvel (vide Oliveira e Pulino (1997)). Deste modo, positividade dos coe-
ficientes ¢; em (4.4) sao uma condigao suficiente de estabilidade.
O coeficiente ¢; € sempre positivo. A imposi¢ao de positividade sobre o
coeficiente ¢, nos leva a seguinte condigao:
1 -7k

AS =5 " (4.32)

Esta condigao pode ser substituida por uma restri¢io maior:

1—-rk
Temos que (4.33) é uma condigao suficiente para a convergéncia do método
explicito. Como em geral temos r e k < 1, esperamos que a seguinte condicao
também seja suficiente:

1
Analogamente, a condigao c.; > 0 implica que
25_
ih—’ > p (4.35)
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Tomando 7 = 1, ou seja, S; = h, obtemos :

0,2

— > 1 (4.36)
Esta é uma condicao extremamente restritiva. A instabilidade causada pela
violagdo de (4.26) somente é observdvel quando o parametro r tem um valor
alto se comparado com o; para este caso, precisamos de métodos de diferengas
finitas especificos para estes casos (vide Zvan et al (1996) ).

Temos em Oliveira e Pulino (1997) uma andlise da sensibilidade do raio
espectral da matriz do sistema aos valores de A. Os resultados indicam
que a condi¢io dada em (4.34) deve estar proxima da condigdo minima de
estabilidade, enfatizando sua utilidade pratica.

4.5 Observacgoes

O trabalho de Brennan e Schwartz (1978) foi um dos primeiros a apresentar
a precificagdo de opgbes por diferencas finitas; uma introducdo genérica é
apresentada em Smith (1985), enquanto Wilmott et al (1995) e Hull (1997)
fazem uma abordagem especifica para o problema de precificacao de opgdes.

Apresentamos neste capitulo algumas idéias nao encontradas em outros
trabalhos, a utilizacao das propriedades estocasticas do preco da acgdo para
formalizar as condigcoes de contorno em S — oc e a andlise de estabilidade
da equagao de Black-Scholes, desenvolvida em Oliveira e Pulino (1997).

Os trabalhos sobre estabilidade em diferencas finitas trazem abordagens
extremas sobre o assunto: ou analisam a estabilidade no caso simples em que
as equagoes tém com coeficientes constantes (como a equagio de difusao) ou
estabelecem resultados genéricos que sdo dificilmente aplicdveis ao estudo de
uma equacao em particular.



Capitulo 5 :
Adaptacgoes para Diferencas Finitas

O objetivo deste capitulo é aumentar a eficiéncia dos métodos explicito
e de Crank-Nicolson incorporando novas caracteristicas que dao origem a
diversos métodos, presentes em publicagoes sobre financas e andlise numérica
ou desenvolvidos neste trabalho.

5.1 Solugao de Equacoes Transformadas

O procedimento geral de utilizar transformagoes de varidveis em conjunto
com Diferencas Finitas é o seguinte:

e Mudanca das varidveis independentes (no caso, S e t ) e/ou da varidvel
independente ( V(S,t) );

e Transformacao da equagao diferencial e das condicoes iniciais e de contorno
para as novas variaveis;

e Resolucao da equacao transformada pelos métodos tradicionais, como o
explicito e o de Crank-Nicolson ;

e Transformacio da solugao numérica obtida de volta as varidveis originais;

H4a um consenso quanto as vantagens da transformacao logaritmica, cujo
problema associado é dado por (3.20)-(3.22). Observe que o termo In(S/F)
aparece naturalmente na férmula de Black-Scholes. Uma vantagem desta
abordagem ¢ que a equagdo transformada (3.20) tem coeficientes constantes,
aumentando a estabilidade. A transformacdo S = FEe® de volta as varidveis
originais também é simples, contribuindo para um algoritmo claro.

Segundo Hull e White (1990), a eficiéncia desta transformacgéo é favore-
cida pelo fato de que o desvio padrdo de In(S) em um intervalo infinitesimal
de tempo independe de S e t, 0 que podemos verificar observando a forma
diferencial de (2.51).

Wilmott et al (1993) propde resolver numericamente a equagao de difusio,
considerando o problema (3.32)-(3.34). A vantagem deste procedimento é
a eliminacdo dos parametros da equagao, ou seja, a solucao numérica da
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equacao transformada niao depende de E,o%r ou T; tais parametros sao
transferidos para as equagoes de mudanca para as varidveis originais.

Vamos propor uma abordagem que tenta conciliar a simplicidade do al-
goritmo a eliminagao dos parametros da equacao. Vimos no capitulo 3 que
algumas mudancas de varidveis intermedidrias sao usadas até chegarmos a
equacado de difusao. Uma delas é a tranformagao logaritmica.

A transformacdo seguinte adimensionaliza o problema. sem entretanto
envolver os termos exponenciais na variavel dependente que aparecem na
mudanga de variaveis seguinte. A alternativa proposta é resolver o problema
associado a esta transformacao, que é dado por (3.24)-(3.26).

Novamente, serdo necessarias condi¢oes de contorno para a equagao trans-
formada. Vamos apresentar as condi¢oes de contorno para opcoes de compra
para cada uma das transformagoes analisadas.

Para o método associado a tranformacao logaritmica, que vamos denomi-
nar método explicito (de Crank-Nicolson) logaritmico, temos que:

Iﬁzl_iwc(:r, 7)=0 (5.1)
lim c¢(x,7)= lim FEe" (5.2)
I——+00 r—>r+00

Para o método associado a transformacgao que leva & equacgao de difusao,
que vamos denominar método explicito (de Crank-Nicolson) na equagdo de
difusao, as condigoes de contorno sao as seguintes:

Igrng(z,r) =0 (5.3)

1 1
lim v(z,7)= zirlgoc exp(—§(K + 1)z - Z(A +1)%r) (5.4)

r—+00
Finalmente para o tltimo método proposto, que serd denominado método
explicito (de Crank-Nicolson) adimensional:

lim wu(z,7)=0 (5.5)
T——00
lim wu(z,7)= lim €* (5.6)
r— 400 T—+00

Como o dominio da varidvel preco é transformado para /IR nos métodos
acima, temos que considerar um intervalo [~L~, L*], sendo que L™ e L*
sdo positivos e suficientemente grandes. Uma escolha adequada é tomar L™
entre 2E e 3E e L~ tal que, ao aplicarmos uma transformacao de volta
para a variavel S original, L~ seria levado em S; = h. Por exemplo, na
transformacéao logaritmica, podemos tomar L~ = In(h/E).
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5.2 Malhas nao Uniformes

Retiremos a suposigao feita no capitulo 4 de que os intervalos entre os
pontos de £ sao igualmente espagados, ou seja, de que a malha é uniforme.
Vamos considerar uma malha Q, = {0 =S5 < Sy <...Sy =L} x{0=1t <
1y < tm:T} comhi=Si+1—Si,0§1'<Nek:tn+1—tn,05n<M.

No caso do método explicito com diferencas centradas no espago, as de-
rivadas sdo aproximadas no ponto (S;,t,) por

du _ UM -Ur
ot~ k
gﬂ ~ Uvzr-lH — in—l
oS h,—1 + h;
-6_22 ~ th_lU‘i’}Fl - (hi_] + hl)UZn + hl‘Uﬁ-l
952 (hi)(hi—1)(hioy + hy)
Substituindo (5.7) em (BS), obtemos:

Uit = e UL, + 6Ur + aUS (5.8)

Os coeficientes ¢;, que agora dependem de S;, sdo dados por:

c _ kS, 0'2512 ri
T b -\

0%5?
=1- oo~ .
Co k (hihi——l 1‘) (5.9)

o = kSz 0’2512 + .
T hm ok \ R

Para o método de Crank-Nicolson, a idéia é a mesma do capitulo 4: temos
um sistemas linear cujas equacoes sao as seguintes:

b UM+ 0UM T + 0, U = 61Ul + &,UM+ 6 UR, , 0<i< N (5.10)

Expressando os coeficientes b;,¢; por meio dos coeficientes c; em (5.9),
temos que:
- 1 - 1 - 1
b..l = —56__1 y bo =1+ 5(1 — Co) y b1 = —56’1 (511)
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Eo1=—-b_y , bo=2—-b, , b =b (5.12)

O objetivo de uma malha nao uniforme é refinar determinadas regices do
dominio em que a solucao deve ser mais precisa. Em nosso problema, esta
regiao € a vizinhanca de S = F.

H4 duas razoes pela qual desejamos refinar a malha préximo préximo ao
preco de exercicio. A condigao inicial nao é derivdavel em § = E tanto para
opcoes de compra quanto para opgoes de venda. Isto pode comprometer
a precisao da solugao na vizinhanca deste ponto. A outra razao é que na
pratica, a informagdo mais relevante sobre o prémio estd em tornode S = E.
A razéao é que o prego de exercicio F geralmente é fixado em torno do prego
S do ativo (vide Hull (1997) ).

5.3 Distorgoes nas Equagoes Transformadas

As transformagoes da se¢do 5.1 tém em comum o fato de que a varidvel prego
¢ modificada para x = In(S/E), o que ocasiona a extensao do dominio para
toda a reta. (r € IR). Outra consequéncia indesejdvel é o fato de que o uso
de uma malha uniforme em equagoes tranformadas resulta em uma solugao
cujos pontos na varidvel original S ndo estao uniformemente distribuidos, ou
seja, a malha uniforme é transformada em outra malha nao-uniforme.

O problema é ainda maior porque devido a mudanga de varidveis ser
logaritmica, a malha nao-uniforme obtida é extremamente refinada na regiao
préoxima a S = 0, enquanto que o espagamento aumenta rapidamente com S
conforme indicam os experimentos.

Tal situagdo impoe uma reducdo do valor AS na equagao tranformada
para que possamos obter uma precisao adequada na regiao de interesse (S =
E). Além disso, o refinamento é acentuado num segmento do dominio onde
nao hé necessidade.

Podemos perceber este efeito tracando a solugao aproximada por exemplo
do método explicito adimensional sem interpolar os pontos:
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Figura 5.1: Solucao da equagao de Black-Scholes aproximada pelo
método explicito adimensional

5.3.1 Transformacao E-Concentrante

Poderiamos pensar se nao seria possivel deslocar o refinamento natural
dos métodos acima para a regido desejada, por meio de uma transformagao
logaritmica centrada em S = E. Temos assim a espectativa de obter uma
transformagdo que naturalmente promova um refinamento em S = F e que
ainda simplifique os coeficientes da equacao (BS).

Entre as tentativas realizadas, duas transformacoes na varidvel S puderam

ser aproveitadas:
S=FE(1xe?) (5.13)
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S=E+E(e~1) (5.14)

Tanto (5.13) quanto (5.14) conseguem levar uma malha uniforme na malha
refinada em E. Vejamos o griafico y X S de ambas as transformacdes:

6 E-$10C

5 L = 200

. " PR

0 20 40 60 B0 100 120 14C 186 180 200
&

Figura 5.2: Griéfico y x S da transformagao dada por (5.13)

“ 4 " P
0 % 4 60 B0 #00 120 16 160 B0 200
s

Figura 5.3: Gréfico y x S da transformagao dada por (5.14)

As duas tranformagées ndo sio injetivas, e a transformacdo (5.13) sequer
¢ continua. Isto seria suficiente para desistir da abordagem, porém vamos
tentar prosseguir com a transformacao (5.14).

Vamos contornar a dificuldade da transformagdo nao ser injetiva (e por-
tanto nao invertivel) dividindo o dominio :
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Problema 1 : consideramos o dominio [0, E], no qual a tranformagao
serd dada por:

(T - 1)

S=FE-Fe-1)=FE2-¢¥) , 7= =y (5.15)
A equacdo é transformada na seguinte:
v , 0% v _
— =9(y)* = = — - =1-2¢7Y 1
5. = 9(¥) ayg-kg(y)(k g(y))ay kv, gly) € (5.16)

A condigao inicial e a condicao de contorno em yny = 0 sao dadas por:

Vi=0e V2=0 (5.17)

Problema 2 : o dominio agora é [E, L]; temos a seguinte tranformagao:

- . T (T -1)
S=FE+E(e-1)=FEe , 7= =y, (5.18)
A equagdo transformada é idéntica a (3.27):
ow  w ow
— = — k—1)— -k 5.19
ar oz TR NG T (5.19)
Temos como condigao inicial e condigao de contorno em zny = L:
Wl=e"-1e WR=¢" (5.20)

Para ambos os problemas a condigdo de contorno nao é fornecida quando
¢ = 0, que equivale nos dois casos ao ponto S = E. A formulagao original
do problema nao pode fornecer o valor da solugio deste ponto, por estar
localizado no interior do dominio.

Esta nova dificuldade é contornada usando a simetria da transformagao
(5.14): a solugdo dos dois problemas acima concentram-se em diregéo a S =
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E da mesma forma. Em particular, a distancia entre y; e y, = E é a mesma
entre r; e ¥, = E. Isto sugere que os dois problemas poderiam compartilhar
0s pontos y; e x;.

Isto ocorre da seguinte maneira : o ponto z; torna-se um ponto artificial
da malha do problema 1 : z; = y_;. Se impomos uma condicdo de contorno
em y_;, o valor de y, é facilmente calculado. Propomos utilizar a prépria
aproximagao da solugdo em z; como condi¢do de contorno, ou seja,

Vh o= WP (5.21)

Analogamente,

Nao conseguimos simplificar a equagdo conforme desejado, e ainda foram
necessarios artificios para estabelecer as condigoes de contorno. Entretanto, a
implementagao desta transformacao (que vamos chamar de E-concentrante)
como um método do tipo explicito surpreendeu com um erro de aproximacéo
menor que a maioria dos métodos, embora nao haja controle sobre a estabi-
lidade.

Portanto, o método proposto, a principio uma curiosidade do ponto de
vista tedrico, pode se tornar uma boa alternativa se for melhor analisado e
implementado.

Aproveitamos a idéia da transformagao E-concentrante sem modificar a
equacao original, gerando uma malha nao uniforme avaliando os pontos de
uma malha uniforme em y na transformacao (5.14) para em seguida utilizd-la
em um dos métodos adaptados para malhas ndo-uniformes, dados por (5.8)
ou (5.10). Esta abordagem rendeu os melhores resultados de aproximagao de
todo o trabalho.

5.4 Observacgoes

A adaptacdo de métodos de diferencas finitas envolveu diversos autores
nos anos 80. Vide Courtedon (1982), Geske e Shastri (1985) e Hull e White
(1990).

Cabe notar que cada um dos métodos transformados da secao 5.1 tem
uma vantagem prépria. O método logaritmico é caracterizado pela simpli-
cidade com que transforma a equacgao de Black-Scholes numa equagao com
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coeficientes constantes. O método adimensionalizado pode ser ttil em difi-
culdades com a ordem de grandeza dos parametros, enquanto que o método
transformado para a equagao de difusdo tem como grande atrativo a sime-
tria do sistema resultante.

Experimentos numéricos realizados sugerem que as malhas nao-uniformes
geradas por transformagoes continuas (como a transformagao E-concentrante)
levam vantagem sobre malhas com refinamento localizado ( por exemplo, do-
brando o niimero de pontos em uma faixa [E — A, E + A] do dominio da
varidvel preco). Vide em Knupp (1994) uma discussao sobre malhas geradas
por transformagoes continuas.
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Capitulo 6 :
Experimentos Numéricos

Veremos aqui o desempenho dos varios métodos propostos para o cdlculo

do prémio de opgoes européias pela equagiao (BS), comparando os resultados
com a solucao analitica, dada pela férmula de Black-Scholes.

6.1

Descricao e Resultados

Os métodos avaliados, implementados no ambiente MATLAB for Windows,
foram os seguintes:

1.
2.
3.

© e N o o

Método Explicito (EXP) ;

Método de Crank-Nicolson (CKN);

Método Explicito Logaritmico (EXPLG);

Método Explicito na Equacgao de Difusdo (EXPDF):

Método Explicito Adimensional (EXPAD)

Método de Crank-Nicolson Adimensional (CKNAD):

Método Explicito com Malha nao Unifor'me (EXPNU);

Método de Crank-Nicolson com Malha ndo Uniforme (CKNNU);
Método Explicito E-Concentrante (EXPEC);

Realizamos testes em opgoes de venda com os seguintes parametros :

r = 5%/ano, 0 = 4% /ano, E = $50, T =1 ano

Os testes foram feitos com duas discretizagées do dominio: na primeira
discretizacdo, usamos 30 pontos no dominio do preco e 40 pontos no dominio
do tempo; no segundo conjunto, usamos 200 pontos no preco e 1500 no tempo
para os métodos explicitos' e 1000 pontos no preco e 500 no tempo para os
métodos de Crank-Nicolson;

1Estas escolhas satisfazem a condicao de estabilidade dada por (4.34).
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Vejamos por exemplo a solugao aproximada pelo método EXPEC, com-
parada com a solugdo dada pela férmula de Black-Scholes:

Aproxmagio por Driecencas Finitas X Soluglo Analivca

50 -r -r T T

ﬁ —— BScholes

451 o Di Fn 4
w0
a5t ]
2

L d
gso
>
825 re5%/ a0 b
gzo Sigma*2 = 4 %/ ano
Ee$5

3
o5} Telao .{
5 30 ponios em S
o

10{ 40 ponios em T 1

5} 4

o N . L o otn-

0 10 20 3N 4 5 & 70 8 9% 100

Pre. do Alivo (S ), §

Figura 6.1 Método EXPEC x Black-Scholes
Os gréficos a seguir mostram o erro absoluto da solucdo numerica com

respeito a solugao analitica. Apresentamos também uma tabela com os erros
relativos maximos de todos os métodos nas mesmas condigoes.
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Figura 6.2: Método EXP , N =30e M = 40.
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Figura 6.3: Método EXP , N = 100 e M = 300.
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Figura 6.5: Método CKN , N =200 e M = 200.
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Figura 6.7: Método EXPLG , N =100 e M = 500.
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Figura 6.8: Método EXPDF , N =30 e M = 40.
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Figura 6.17: Método CKNNU , N =200 e M = 200.
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Método: C1 Vi1 C2 V2

Direto 844 x 10741 9.62 x 10~7 | 1.80 x 10~* | 2.07 x 10~°
Logaritmico 223 x107° [ 2.29 x 1073 [ 7.42 x 107* | 7.52 x 107
Eq. Difusao 244 x 1073 [ 2.31 x 1073 | 7.85 x 1077 | 7.46 x 10™°
Adimensional [ 3.01 x 107° [ 3.48 x 107> [ 9.25 x 107~ [ 1.09 x 10~¢
Nao-Uniforme [4.84 x107* [5.65x 104 [1.07 x 107> | 1.26 x 10~°
E-Concentrante | 8.28 x 1074 [ 539 x 104 11.97 x 10~ | 1.21 x 10~°

Tabela 6.1 : Erro Relativo dos Métodos Explicitos
C: compra ; V:venda ; 1: N =30em =40; 2: N =200 e m = 1500:

Método: C1 A'A | C2 V2

Direto 201x107%[223x107%]9.16 x 10°° { 1.01 x 10~*
Adimensional | 2.36 x 107° | 2.47 x 1073 [ 6.34 x 107 [ 6.63 x 10~°
Nao-Uniforme | 7.25 x 107% | 7.25 x 10~ [ 5.81 x 107 | 6.41 x 10~

Tabela 6.2 : Erro Relativo dos Métodos de Crank-Nicolson
C: compra ; V: venda ; 1: N =30e m =40; 2: N =1000 e m = 500;

6.2 Observagoes

Os gréficos de erro absoluto indicam que a maior fonte de erro localiza-se
em torno de Sy = F, confirmando a necessidade de um maior refinamento do
dominio nesta regiao. Isto justifica o melhor desempenho do método CKNNU
face aos demais.

Observamos também que houve poucas diferencas entre os métodos trans-
formados, com excegdo da transformacao E-concentrante.

Resultados mais expressivos podem ser obtidos variando a discretizagao
do dominio. Um estudo interessante é a determinacdo experimental do valor
ideal da extremidade S = L para cada conjunto de parametros.

Vide em Geske e Sharstri (1985) uma andlise de erros de métodos de
diferencas finitas e outras técnicas para a equacdo de Black-Scholes.
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Capitulo 7 :
Opcoes Americanas de Venda

Voltemos aos problema de precificagido de op¢des americanas de venda,
mantendo as hipdteses anteriores. Vamos verificar que em opcdes de venda
o prémio P(S,t) de uma opgdo americana pode ser estritamente maior que
o prémio p(S,t) da opgao européia equivalente. Isto implica que P(S,t) nao
pode ser determinado pela férmula de Black-Scholes para opcoes de venda .
Fazemos em seguida uma previsao de modelo a ser estudado para este novo
problema.

7.1 Exercicio Prematuro em Opc¢oes de Venda

Como vimos no teorema 2.2, uma op¢ao americana de compra sem di-
videndos nunca é exercida antes do vencimento, de modo que seu prémio
é o mesmo de uma opgao européia, dentro das hipoteses tomadas. Vamos
verificar que existem valores de S -para os quais P(S,t) > p(S,t), concluindo
que a opc¢ao americana de venda pode ser exercida prematuramente.

Vamos inicialmente estabelecer que P(S*,t) > p(S*,t) para algum S* > 0
implica que é possivel a ocorréncia do exercicio prematuro. De fato, se esta
possibilidade nao existisse, poderiamos comprar uma op¢ao européia e vender
uma op¢ao americana quando a agdo estiver valendo S*, obtendo um lucro
L = p(S*,t) — P(S*t) > 0.

Como a opgao vendida somente serd exercida no vencimento, teremos
nesta data uma despesa de (E — S)* com a opgdo vendida e um rendimento
também de (E — S)* com a opgdo comprada. Assim, as operagdes acima
garantiram um lucro L no instante inicial, contradizendo a hipdtese de nao
arbitragem. :

O resultado a seguir fornece um intervalo de pregos S que satisfazem
P(S*,t) > p(5*,1):
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Proposicao 7.1 : Dado t € R, P(S*,t) > p(5*,t) para todo S* < E(1 —
e—r(T—-t))‘

Demonstracio : Seja S* < E(1 —e~"("-Y). Como ¢(S,t) < S, temos que
¢(S*,1) < E(1 — ¢7T(T-1) (7.1)
Somando Ee~"(T-% — §* aos dois lados da desigualdade (7.1):
e(S* ) =S —Ee ™"V <« E- 8§ =(E-S")* (7.2)
Da relagdo de paridade (3.46),
p(S*,t) < (E - S (7.3)
De (2.13), concluimos que:
P(S*,t) > (E - 5*)" > p(S*,1) . (7.4)

Observagao: A relacgao de paridade (3.46) nao vale para opgdes ameri-
canas. Podemos verificar, de modo andlogo aos resultados da secao 2.1, as
seguintes desigualdades:

P(S,t) > C(S,t) — S+ Ee~"(T"Y (7.5)
P(S,t)<C(5,t)—S+E

7.2 Formulacao como Problema de Fronteira Livre

Inicialmente vamos considerar a proposi¢cao 7.1 sob o ponto de vista do
exercicio prematuro.

Se em algum instante t* < T o prego da agdo-objeto é S* < FE(1 —
e "(T-t)), a opcdo deve ser imediatamente exercida, pois o rendimento L
gerado pelo exercicio prematuro satisfaz:

L=F -8 >Ee ™™ > p*(5*1) , (7.7)
em que p*(S*,t) é o prémio de uma opgao de venda européia com prego

de exercicio E e vencimento em T — t* anos; como qualquer portfolio que
produza um rendimento (E — S)* em ¢ = T tem o mesmo valor presente que
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esta opgdo européia, temos que nenhum portfolio representa uma alternativa
melhor que o exercicio prematuro. Observemos que neste caso 0 prémio
P(S*,t*) deve valer E — S* para que nio haja arbitragem.

Em particular, temos para S* = 0:

P(0,t)=E (7.8)
Utilizando argumentos de arbitragem, podemos verificar que
PSt)>(E-S)*=0VS>E (7.9)

Vamos verificar que, para cada instante ¢ os pregos que levam ao exercicio
prematuro formam um intervalo [0, S¢], cujo limitante superior serd denomi-
nado ponto 6timo de exercicio.

Teorema 7.1 : Se § < E é tal que P(S,1) > (E — 5)*, entdo P(S,t) >
(E — S)* para todo S talque S< S<E.

Demonstragao :
Suponha que exista S’ € [S, E] tal que P = (E — S)*. Como §' > § > 0,
existe A > 0 tal que
S=X5=X8"+(1-X)0 (7.10)

Temos portanto que:
P(AS'+ (1-X)0,t) = P(5,t)> (E-8)*
=E-S
=FE-AS"+(1-X)0 (7.11)
=ME-8)+(1-X(FE-0)
= AP(S',t) + (1 — A)P(0,1)

A desigualdade acima contradiz o fato de que a fungao P é convexa.

Coroléario 7.1 : Existe um Unico ponto Sy = Sg(t) tal que:

(7.12)

{ P(S,t)= (E~S)t , §< 54t
P(S,t)> (E-S)t , S> S(t)
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Demonstragao :
De (7.9), P(S,t) > (E — S)* para todo S > E. Do Teorema 7.1,
P(S,t) > (E— S)* para S < S<E.

O ponto S¢(t) separa o dominio em um segmento onde a opgao é exercida
e outro em que é conveniente exercé-la posteriormente. Assim, o problema
de precificacao de opgdes americanas pode ser visto como um problema de
fronteira livre em que a fronteira livre é dada por Sy = S¢(t).
Formulamos este problema da seguinte maneira:

P(S,t)=(E - 8)* (7.13)
P 1 ,_,0°P oP
— 4 = — —_— = < .
6t+205652+rsas rP<0 , 0<S5< Sy (7.14)
P(S,t) > (F-9)* (7.15)
oP 1 , _,0°P oP _
—7+5086—52+1‘Sﬁ—rP—0 , Sf<S<oc (7.16)
P(S;(t),t) = (E - S;()* (7.17)
oP
== (5r(t),t) = -1 (7.18)
P(S,0)=(E-8)* (7.19)
P(0,t)=E (7.20)
Sli_r}n P(S,t)=0 (7.21)

A condigoes (7.17)-(7.18) representam a continuidade da solucdo e da
primeira derivada parcial com respeito a S. Vide em Wilmott et al (1993) ,
(1995) uma deducdo intuitiva destas condigdes.

A desigualdade sobre (E — S)* deve-se & condigdo (2.13), enquanto a de-
sigualdade (7.14) vem do argumento de que o retorno do portfolio IT definido
da sec¢do 2.7 nao pode ser maior do que a taxa de juros r para todo S > 0!.

Quando S < Sy(t), a opgdo é exercida imediatamente, de modo que seu
preco deve ser dado por (7.13). Quando S > Sf(t), o portfolio IT nédo é
afetado pelo exercicio prematuro, fazendo com que P satisfaca a equagdo de
Black-Scholes neste subdominio.

1Observe também que P(S,t) = (E — S)% satisfaz a inequacéo (7.14)
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7.3 Formulacao de Complementaridade

Sejam A e B dois operadores lineares associados as equacoes diferenciais
lineares Au = 0 e Bu = 0. Considere o seguinte problema :

Encontrar u € M tal que

(Au)(Bu) =0 (7.22)
Au>0 (7.23)
Bu>0 (7.24)

Estdo incluidos no espago M as condigoes de fronteira e de continuidade
exigidas para a solugdo u. Vamos denominar o problema (7.22)-(7.24) como
formulagao de complementaridade?.

E conveniente formular assim um problema de fronteira livre pelo fato de
que a fronteira livre, que é também uma incdgnita, nao precisa ser conhecida
em problemas na forma (7.22)-(7.24).

O problema (7.13)-(7.21) na formulacdo de complementaridade é dado
por:

Encontrar P = P(S,t) € M tal que
oP 1 8*P oP

(O~ 30875 ~rSTe +TP)(P— (E=S)") =0 (1.29)
oP 1, ,0°P 0P
(P-(E-8)") =0, (7.27)

onde M é o espaco das funcoes u : Rt x IRt — IR tais que:

u(S,0) = (E - S)* (7.28)
u(0,t) = E (7.29)
Sim_u(S,1) =0 (7.30)

Veremos no capitulo 9 como reescrever um problema na formulagao de
complementaridade como uma inequagao variacional.

2Wilmott et al (1995) denomina este problema como Problema de Complementaridade
Linear (LCP), mas reservamos esta designagao para sistemas lineares.
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7.4 Opcgoes Americanas com Dividendos

No capitulo 2 vimos que as opgoes americanas de compra siao idénticas
as opcodes européias quando as acoes nao pagam dividendos. Vimos também
a modificagdo da equagido de Black-Scholes para agoes com dividendos, cuja
solucao tende a reduzir o valor da opcgao.

A reducao causada pelos dividendos pode fazer com que o prego de uma
opgao européia de compra fique abaixo do payoff a partir de um certo preco S
da ac¢do, como nas opgoes de venda. Neste caso, o prémio devera ser diferente
e um ponto 6timo de exercicio serd observado.

O problema associado as opgoes americanas de compra é formulado de
modo anélogo a (7.25-7.30):

Encontrar C = C(S,t) € M’ tal que

oC 1 2 2820 ac +y —
(6t 50 S 552 —(r 5)SaS+rC)(C—(S E)y')=0 (7.31)
oc 1, ,0°C oC
(at'-QO'SW—(T—(S)Sa—S*FTC)ZO (732)
' (C-(S-E))>0, (7.33)
onde M’ é o espago das fungdes v : RT x Rt — IR tais que:
~u(S,0)=(S-E)* (7.34)
u(0,¢) = 0 (7.35)
Sli_r& u(S,t) = Sli_r}noo(S - E) (7.36)

7.5 Observagoes

As referéncias bésicas utilizadas neste capitulo foram Wilmott et al (1993)
, (1995) e Merton (1973).

Um terceiro tipo de formulagdo para opcoes americanas é baseado em
problemas de tempo de parada étimo. Vide Van Moerbeke (1976) e Myneni
(1992). Esta formulacio permite uma demonstragio formal da continuidade
da derivada parcial da fun¢ao-prémio com respeito ao preco.

O modelo de opgoes americanas de compra com dividendos é facilmente
ajustado para determinar o preco de titulos conversiveis em acdes com pos-
sibilidade de exercicio prematuro. Vide Wilmott et al (1993).
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A dedugao da unicidade de fronteira livre a partir da convexidade da
funcao-preco foi desenvolvida neste trabalho. Uma razdo da verificacido nao
aparecer na literatura é que esta unicidade tem forte apelo intuitivo, sendo
aceita naturalmente. Em outros problemas de fronteira livre a fronteira nao
tem uma configuragao tao simples, reforcando ainda mais a necessidade de
métodos em que a fronteira é calculada a posteriori.

Opgbes Americanas : Solugdes para T = 1,4 e 7 meses

45 1 L I i 1 L L T

25+ 7

T
1

20

10

T
L.

0 1 1, -

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 7.1: Exemplo de op¢do americana de venda
os pontos em destaque representam a fronteira livre.
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Capitulo 8
Solucao por Diferencas Finitas

Seguindo a abordagem dos capitulos 4 e 5, vamos calcular o prémio de
uma op¢ao americana utilizando métodos de diferencas finitas. Embora estes
métodos aproximem diretamente as equagoes, a fronteira livre nao fara parte
das incognitas do problema aproximado. Vimos que o problema considerado
pode ser escrito da seguinte forma:

oP 1 o*P oP

(EE—'2§5§"_535+“H 0 (8.1)
(P—(E-8)")=(P-g(5)20 (8.2)

8 82 aP
(—61; _ -12- 52?3—5133 ~ S5 +1P)(P - g(5)) =0 (8.3)
u(5,0) = g(S) (8.4)
u(0,t)=FE e hm u(S,t) =0 (8.5)

Novamente, aproximamos o dominio Q = [0, L] x [O,T] por uma malha
uniforme dada por @, = {(S;,t,) ; 0< i< N, 0< j <m}, com S; = ih
e t, = nk. Conforme o capitulo 4, utilizamos as notagoes f* = f(S;,t,) e
9k = g(Sk). Denotamos por U a solugdo aproximada no.ponto (S;, t,,) € Q.

8.1 Meétodo Explicito

No método explicito com diferengas centradas no espaco, aproximamos as
equagoes (8.1)-(8.5) utilizando as diferencas finitas dadas em (4.1):

UM > Y= e, + Ul +aUf, (8.6)
U:’"*’1 2 gi (87)

(Uin+1 _ y;)(U;l+1 _ gi) =0 (8.8)

)

(1<n<m-1,2<i<N-1
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Os coeficientes c¢; = c;(7) sao dados por (4.4). Observemos que se Y; > g;,
entao UM > Y] > g;. De (8.8), UM! =Y,. Se Y; < gi, segue que UP*! > Y,
e de (8.8), UM' = g;. No caso Y; = g;, temos U = ¥; = g,.

Portanto, a solucao (U)X, do sistema (8.6)-(8.10) também é solugio
de (8.9)-(8.10) mais as seguintes equagdes:

Y, = c. Uy + ¢U +eUL, (8.11)
UM = max{Y;, g;} (8.12)

Vamos verificar a equivaléncia observando que de (3.12) temos que U >
Y; e UM > g;, de modo que (8.6) e (8.7) sdo satisfeitas. Além disso,
UM =Y, ou UM! = g;, resultando em (8.8).

Podemos assim construir um algoritmo segundo as equagoes (8.9)-(8.12),
que calculam a cada nivel de tempo a solucdo (U)X, em funcio da res-

trigao ¢; e da solugao (U)X

=1
, do nivel de tempo anterior.

8.2 Meétodo de Crank-Nicolson

Utilizando as aproximacoes dadas por (4.9) em (8.1)-(8.5), obtemos:

bo UM + boUM + 0 UM > 28 = UM + Ul + iU, (8.13)
Urtt > g (8.14)

(b_ UM + boUPt + U — Z) (U —g) =0 (8.15)

Urtlo = g(i)  (8.16)

1<n<m-1, 2<i<N-1)

Os coeficientes by e ¢, sdo dados por (4.11). Vamos definir os seguintes

vetores:
ut = (UMY 1<i<N-2

9=(gs1) 1<i<N-2 (8.17)
De (8.13), definimos a seguinte matriz:
by, j=i—1

C=(Ciy), Ciyj={ by, j=i ij=1,..,N—2  (818)
by, J=1+1
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As componentes do vetor-solugao u™*! sao os valores da solugao nos pon-
tos interiores do dominio. Vamos formar um vetor com as informagoes do
passo anterior. De (8.13), temos que:

bUSt + by Ut > Z0 — b UM = Z ~b_. g (8.19)
b UrtL + bUntl > 20 — b UM = Z% | — b.gy (8.20)

Podemos assim definir:

Zg b_1g1
Zg‘ 0
b" = - : (8.21)
N—2 0
N1 bign

O problema aproximado pode ser entdo escrito na formulagdo de um
Problema de Complementaridade Linear (LCP):

C,un+1 Z b

unt! > g

(C,un-H _ bn)t(un-H — g) =0
w=g

(8.22)

Discutiremos este problema num contexto de inequagoes variacionais, no
capitulo seguinte.

8.3 Meétodos Adaptados

Dentre as adaptacgoes desenvolvidas no capitulo 5, é natural tentarmos
aquela que proporcionou os melhores resultados, a adaptacdo para malthas
nao-uniformes E-concentrantes.

Outra adaptacao particularmente interessante é a transformacdo para a
equacao de difusao. A razdo por esta preferéncia é a simetria proporcio-
nada ao sistema. Diversos métodos numéricos para solucao de LCPs foram
desenvolvidos exclusivamente para matrizes simétricas.

As adaptacdes sao realizadas de modo anélogo aos métodos para solucao
da equagdo de Black-Scholes. Devemos enfatizar que na transformagao para
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a equacao de difusao, a restri¢io g; passa a depender do nivel de tempo atual,
visto que a fungdo payoff é transformada para:

g(z,7) = ed KA T(e3(K-Nz _ g3(K+1)ry+ (8.23)

As opcoes americanas apresentam uma facilidade com relacao as opgoes
européias que pode ser explorada: as condigoes de contorno de uma das ex-
tremidades é determinada pelo payoff, que é conhecido com precisio. No
caso de opgoes de venda, podemos impor valores exatos da condicao de con-
torno em pontos mais distantes da extremidade S = 0. Mais precisamente,
a proposicao 7.1 estabelece que:

P(S*,1) > p(S*,1) VS* < E(1 — e™"TY) (8.24)

Temos portanto que u(S,t) = (S* — E)t em S* = E(1 — e ™T-9). O
ponto S* substitui perfeitamente a extremidade S = 0, pois sabemos o valor
de P(S,t) neste ponto para todo ¢t <7T.

Isto representa uma vantagem significativa, por amenizar o problema de
concentraciao de pontos nas proximidades de S = 0 nas malhas transforma-
das, como mostram as figuras a seguir:

<

T

Opcoes Americanas : Crank-Nicolson via Eq. de Difusao

T

v
\. r=5%/ano
45F -
*gma*2 4 %/ o

40r
- E=$50
Sy T =002 enos
g
gso. 30 ponlos em S
?25_ 40 ponlos em T
R
g
5 20r
5
<
g15-
i

101 1

5+

0 e

10 20 30 40 5 60 70 8 S 100
Preodo Avo (S},

o

Figura 8.1: Equacado de Difusio com contorno em S = 0.
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Opooes Americanas * Crank-Nicolson via Eq. de Ditusao

50 T T ~r T T T T T
S
L1 Y 1=5%/a0
40 sgma*2 e 4 % /a0
" .
) S E-$5%0
$ .
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-530-
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320-
g15-
w
10
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0 L 2 N 4 - " " "

=)
o
n
[=1

30 40 50 60 70 % % 100
Preqo do Alivo (S ), §

Figura 8.2: Equacao de Difusio com contorno em S = S.

8.4 Observacoes

Os métodos de diferencas finitas para op¢oes americanas sao apresentados
em Brennan e Schwartz (1978) (método explicito) e Wilmott et al (1995)
(método explicito e implicito para o problema transformado para a equacao
do calor).

A andlise de convergéncia dos métodos de diferengas finitas nao é
uma tarefa simples. Wilmott et al (1995) aproveita as propriedades de
convergéncia provenientes do método de elementos finitos, afirmando que
o método de diferencas finitas é um método de elementos finitos com uma
escolha particular da regra de quadratura.
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Capitulo 9 :
Inequacoes Variacionais Lineares

Este capitulo tem por objetivo descrever a teoria de inequacdes variacio-
nais do tipo linear de forma genérica, afastando-se no momento do problema
de precificagao.

As duas segoes introdutdrias apresentam um resumo de diversos resul-
tados cldssicos de andlise funcional e um problema simples cujo modelo é
formulado como uma inequacao variacional.

As quatro secOes seguintes apresentam os principais resultados tedricos
de existéncia e unicidade para problemas estaciondrios, seguidos de métodos
numéricos que surgem da construcao de tais demonstragoes.

Apresentamos as inequagoes variacionais para problemas de evolugao do
tipo parabdlico como uma extensao do caso estacionario; embora as questoes
de existéncia e unicidade de solugdo de problemas parabélicos sejam muito
mais complexas, os métodos de aproximacao obtidos para problemas esta-
ciondrios sdo estendidos naturalmente para esta classe de problemas.

9.1 Conceitos Iniciais

A teoria envolvida com inequagdes variacionais tem como fundamento
algumas defini¢des e teoremas classicos de Anélise Funcional, que enunciamos
a seguir. Todos os resultados a seguir sao apresentados na versao para espagos
vetoriais reais.

Definicao 9.1 : Sejam (Hy,||.|l1), (H2,]-]|2) espagos normados. Dizemos
que um operador L : H; — H, é limitado se existe uma constante C' > 0

tal que
IL(u)ll2 < Cllully Yue H (9.1)

O espago B(H;, H,) dos operadores lineares limitados é um espago normado
com a seguinte norma:

L{u 2
D = sup “—hm— (9.2)
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Definicao 9.2 : Seja (H,||.||) um espago normado. Dizemos que um funci-
onal L: H — IR ¢ limitado se existe uma constante C' > 0 tal que

IL(u)| < Cllull YueH (9.3)

Denominamos o espaco H' dos funcionais lineares limitados como o espago
dual de H. H' é um espago normado com a seguinte norma:

)]
HLHH'—Eeg T (9.4)

Defini¢ao 9.3 : Sejam (Hi,||.|ll1), (Ha,||-||2) espagos normados. Dizemos
que uma forma bilinear a : H, x H, — IR é limitada se existe uma constante
C > 0 tal que

la(u, v)| < Cllullillvlle Yue H , vE H, (9.5)
A norma de uma forma bilinear limitada a é dada por

la(u, v)|
llall = sup r———"

U2 Tl ol (6.6)

Teorema 9.1 (Teorema de Representa¢do de Riesz): Todo funcional
linear e limitado L de um espacgo de Hilbert H pode ser representado em
termos do produto interno da seguinte forma:

F(z)=(f,z) Vz € H, (9.7)
sendo que f € H é determinado unicamente por L e ||f|| = ||L||5'.

Teorema 9.2 (Teorema de Representagdo de Riesz Generalizado):
Sejam H;, H, espagos de Hilbert e a : H; x H — IR uma forma bilinear
limitada. A forma a(.,.) tem uma representacdo dada por:

a(z,y) = (5(z),9) , (9.8)

sendo que S : H; — H, é operador linear limitado. S é unicamente determi-
nado por a e ||S|| = ||q]|.
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Teorema 9.3 : Seja V um espago de Hilbert ¢ K # @ um conjunto convexo
e fechado. Dado x € V, existe um 1nico elemento 2 € K tal que

§ = inf 1z -yl = | 2| (9.9
Além disso, r = z — z é ortogonal a K. O vetor : é conhecido como a
projecao de x em K e serd denotado por z = Pkz.

Proposigao 9.1 : Se z; = Pxz, entdo (x — z,y — z) < 0 para todoy € K

Proposigao 9.2 : Se z; = Pxxy e z9 = Py, entdo ||z; — 2of| < ||z — 22||

Definicao 9.4 : Seja (z,) uma sequéncia em um espago normado (X, ||.||)
e X' o dual de X. Dizemos que z, — x se

Jim L(z,) = L(z) VL € X' (9.10)

Lema 9.1 : Seja (z,) uma sequéncia contida em um espago normado
(X, 1ID- Se ||zal] £ oc, existe z € X tal que z, = .

Lema 9.2 : Seja K um subconjunto convexo e fechado de um espago nor-
mado (X, ||.||) e (zn) uma sequéncia contida em K. Se z, = z, entdo z € K.

Teorema 9.4 (Teorema do Ponto Fixo'): Seja (H,||.||) um espago de
Banach e T : H — H uma contragdo em H, ou seja, existe v < 1 tal que

|Tu = To < ylju— o] - (9.11)

Existe um tnico ponto u* € H tal que Tu* = u*, ou seja, T tem um unico
]
ponto fixo u*.

Teorema 9.5 (Lema de Lax-Milgram): Seja (V, (.,.)) um espaco de Hil-
bert com norma ||u||? = (u, u), b(.) um funcional linear limitado e a(.,.) uma
forma bilinear tal que :
(i) 3C > 0; la(u,v)| < Cllullliv|| ( af.,.) é continua)
(i) 3o > 0; a(u,u) > aljul|? (a(.,.) é coerciva)

Existe uma tnica solucdo u* do seguinte problema:

a(u,v) =b(v) VveV (9.12)

Este teorema é valido para espagos métricos completos.
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9.2 Problema do Obstaculo

O Problema do Obstéculo é um exemplo classico de inequacoes variaci-
onais. De modo anélogo ao caso de problemas variacionais (vide Baiocchi
e Capelo (1982)), vamos mostrar as relacoes de equivaléncia entre as vdrias
formulacoes do problema do obstaculo: inequacao variacional, problema de
complementaridade linear e problema de minimizacao com restricoes.

9.2.1 Introdugao

Inicialmente, vamos considerar o problema na forma unidimensional:
(D) Encontrar u € H,[0, L] tal que, dado v € H}[0,L] :

—u"(z) 20 ,0<z <L (DI1)
u(z) > Y(x) ,0<z <L (D2
[u(z) — ¥(z)]u"(z) =0 ,0<z <L (D3)

A solugdo u(z) descreve em condigoes ideais a deformacdao de um fio
eldstico com massa desprezivel quando suas extremidades sao presas em dois
pontos distintos x = 0 e x = L e hd uma barreira ou obstdculo ¥ (z)
impedindo que o fio ligue os dois pontos na forma de uma linha reta.

A condigao (D3) é equivalente a seguinte:

u(z) > Y(z) = u"(z) =0 (9.13)

De fato, se u satisfaz (D3) e u(z) — ¢(z) > 0, entao u(z) = 0. Por outro
lado, seja u satisfazendo (9.13) e z € [0, L]. Se u(z) — v(z) = 0, u satisfaz
(D3). Se u{z) — ¥(x) # 0, de (D2), u(z) — ¥(x) > 0 e portanto u”(z) = 0.
Portanto, [u(z) — ¢(z)]u"(z) =0 Vz € [0, L].

Este problema tem uma solugdo intuitiva : o fio ou permanece esticado
(na regido do dominio em que u” = 0) ou contorna o obsticulo (na regido
em que u = v), preservando a inclinacdo na passagem entre as regides de
contato.

Observe que a solucao pode ser separada em duas regides: uma regiao /
em que u(z) = ¥(z) e a regido complementar I em que u(z) > ¥(z), ou
segundo (9.13), u”(r) = 0. Deste modo, definindo

I={z€l0,]; ulz)=19(z)} , (9.14)

96



podemos reescrever o problema (D1)-(D3) da seguinte forma:

u(z) =y(z) ,z€l (D4)
—-u"(z)=0 ,zel¢ (D5
u(z) =¢(z) ,z € oI° (D6)

A condigdo de continuidade (D6), resultante do fato de que u € H} (),
funciona como uma condigao de contorno para a equagdo (D5). A for-
mulagao (D4)-(D6) expressa o problema (D) como um problema de fron-
teira livre.

Embora seja uma formulagdo mais familiar do ponto de vista de equacgoes
diferenciais, o problema de fronteira livre requer a determinacdo da fronteira
0d1°¢ do conjunto /¢, denominada fronteira livre, para que possamos calcular a
solugdo. Assim, a fronteira livre passa a ser mais uma incégnita do problema.

Cabe observar que a existéncia da solugao u pode ser comprometida se a
fungao 1 nao estiver no mesmo espago de u, como no exemplo acima. Por
exemplo, se ¥(0), ¥ (L) > 0, as condigdes (D2) e (D4) sdo incompativeis e a
solucdo ndo existe ( vide Baiocchi e Capelo (1982) ).

Estabelecemos a seguir uma defini¢ao conveniente para desigualdades en-
tre fungdes em um dado ponto z, do dominio {0, 1].

Sejam u,v € H([0, L) tais que u > v. Dizemos que u > v em z, € [0, L]
se existem p > 0 € ag, € Do([0, L])* tais que u —az, > ve:

() >0 ,lz—z,/<p
{ 0z, (2) =0 |z —xzo > p (9.15)

Dizemos que u = v em z, quando nao existem p > 0, a,, satisfazendo
(9.15), ou seja, para toda fungdo o € D,([0, L])* existe M = M(a) > 0 tal
que:

u—a>v=a(x)=0, |z, <M (9.16)

9.2.2 Problema de Minimizagao

Dada que a tnica energia envolvida no sistema fio-obstdculo deve-se a
deformacao elastica do fio, o Principio da Energia Minima nos garante
que a deformacgdo u(z) do fio é aquela que minimiza a energia potencial
elastica entre todas as deformacdes admissiveis. Deste modo, chegamos a
seguinte formulagao:
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(M) Encontrar u € K tal que J(u) < J(v) Vv e K,

Sendo K um conjunto convexo dado por K = {v € H)[0,L]; v > ¢} e J(.)
um funcional convexo dado por:

J(v) = % /0 ' '(x)%dx (9.17)

A existéncia e unicidade de solugdo para (M) é garantida pela convexidade
do conjunto K e da convexidade estrita do funcional J.

9.2.3 Inequacado Variacional

Um problema de minimizacao pode ser resolvido por métodos iterativos
de busca (que geram uma sequéncia (u*) tal que J(u**!) < J(u*) ) ou
calculando o elemento u que satisfaz as condiges de otimalidade de primeira
ordem (que sdo suficientes quando J € estritamente convexo). O segundo
modo nos leva a uma nova formulagao, no caso uma inequagao variacional.

Consideremos inicialmente uma fungéo f : [a,b] = IR. Se z, é um minimo
local de f, x, deverd satisfazer:

fl(zo)=0 ,;ro € (a,b) (9.18)

fl(ze)20 ,zo=a (9.19)
flx) <0 zo=b (9.20)

Agora, se u € K é o minimo global de J : K — IR, e v é um elemento
qualquer de K, podemos associar a J a fungdo g : [0, L] — IR dada por:

g ANy = J((1 = Nu + M) (9.21)

Temos que wy = (1 - Nu+ v € K e J(u) < J(w())) ¥V A €[0,1]. Deste
modo, g(.) tem um minimo em A = 0. De (2.8),

¢(0) = lim %[J((l — Nu+ ) — J(u)] >0 (9.22)

E conveniente expressar o funcional J(.) na seguinte forma:
1 I
Jw) = 5ae,0) 5 aluv)= [ uvids (9.2)
0
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Utilizando a bilinearidade de af.,.), temos que:

%[J((l — Nu+ ) — J(u)} = 2—]/\-[(1 — A)za(u, u) +
+2X(1 = Na(u,v) + Ma(v,v) — a(u,u)] =

= —a(u,u) + :z\-a(u, u) + (1= Na(u,v) + ga(zr, v) =

=a(u,v—u)+ g[a(u, u) — 2a(u, v) + a(v, v)]

%[J((l - Au+ M) — J(u)] = alu,v —u) + %a(u —v,u — V) (9.24)

Portanto, ¢'(0) = a(u, v—u), de modo que a solugdo de (M) também é soluc¢ao
do seguinte problema:

(V) Encontrar u € K tal que a(u,v—u) >0 Vve K

Esta é a formulag¢ao do problema de obstdculo como inequacéo variacional?.
Assim como no problema de minimizagdo, a formulag¢io de (D) como uma
inequagao variacional nao depende diretamente da fronteira livre, algo bas-
tante atrativo quando a fronteira livre esperada é complexa.

Para estes problemas, a solucao é obtida diretamente, e a fronteira livre é
calculada a partir da solucao, localizando os pontos que separam localmente a
solugcao em duas regioes, uma pertencendo ao conjunto /, outra pertencendo
ao conjunto I°. No exemplo acima, resolvemos a inequacgao variacional cor-
respondente ao invés de resolver diretamente o problema de fronteira livre.

Obtemos a equivaléncia entre (V) e (M) verificando que uma solugdo u
de (V) também é solugao de (M). De fato, seja v € K arbitrdrio e w =
(1 —Au+ dv e K. Temos de (9.24) que:

J(w) ~ J(u) = Aa(u,v — u) + 2‘;-a(v —u,v—u)>0 VA€o, L] (9.25)

Assim, J(w) > J(u) V w € K, ou seja, u é o minimo global de J.

2A notacdo (V) é caracteristica de problemas variacionais, como (9.12). Como estes
sao pouco frequentes no trabalho, nao ha riscos de confusido das notacbes.
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9.2.4 Equivaléncia entre (V) e (D)

Seja u € H}([0, L]) a solugao do problema (V). Como u € K, temos que u
satisfaz (D2).
Vamos admitir que u € H2([0, L]), de modo que u” seja integravel. Como
u € K, temos que u > v e u(0) = u(L) = 0 Seja ¥ = u(z) + ¢(x), com
¢(z) € Do([0, L])*. Observemos que 7 € H ([0, L]) e v(z) > u(x) > ¢(z),
ou seja, v € K. Deste modo:

2 5
0<a(u,—u)= /0 u'(z)¢ (z)dx = -—/0 u"(z)¢(z)dx (9.26)

Portanto, para toda fungdo ¢(z) € D,([0, L])*, temos que:

[/ @)etidr 2 0 (0.27)

Temos assim que —u"(z) > 0 para todo z € [0, L], verificando a condigao
(D1).

Vamos obter (D3) a partir da condigdo equivalente (9.13). Seja z, € [0, L]
tal que u(z,) > ¥(z,). Entdo existem p > 0 e a € D,([0,L])* tais que
u—a€Ke:

a(z) >0 ,lz—z| < p .
{a(I)ZO lz—xo| > p (9.28)

Escolhendo o = u — a, obtemos de modo semelhante a (9.26) a segumte
desigualdade:

0> / z)dr = /|x %Kp(—u"(z))a(x)d:c (9.29)
Como (—u"(z)) > 0 e a > 0, temos que:
/I— < (—u"(z))a(z)dz = 0 (9.30)

Como a(z) > 0 para |z — z,| < p, temos que u"(z) = 0 para |z — z,| < p,
ou seja, u"(z,) = 0.

De fato, suponha que exista um subconjunto A C {z € [0, L] ; |z — z,| <
p} de medida positiva tal que u”(z) > 0 para todo z € A. De (9.28), temos
que a(z) > 0 Vz € A. Isto nos leva & seguinte contradigao:

:/ (—u"(z))a(z)dz > / (—u"(z))a(z)dr > 0 (9.31)

A
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Portanto, u(z,) > v(z,) implica v"(z,) = 0.
Vamos demonstrar a reciproca. Seja u € C?[0, L] € H}([0, L]) solugao do
problema (D). De (D2). u € K. Basta portanto verificar que

/0,' u'(z)[V(z) —d(z)]dz >0 Vve K (9.32)

Considere o conjunto I dado por (9.14). Como v"(z) =0se z & I:

[ @ @) ~ @z = [ (~a()foe) - u(z)dz

[ @) @) — @iz = [~ @)le(z) - wiz)de

Temos que —u"(z) > 0. Se v € K, entdo v > ¢, logo:

_/OL U (z)[v (z) — ' (x)]dz = /(—u”(:v))[v(x) ~(z)lde >0 Vv e K (9.33)

I

9.3 Existéncia e Unicidade

Vamos abordar questoes de existéncia e unicidade de solugao para ine-
quagoes variacionais abstratas, de modo que os resultados sejam validos em
qualquer espaco vetorial real. Vamos considerar também propriedades gerais
para a forma bilinear utilizada, de modo que possamos estender os resultados
para uma larga classe de problemas. '

Vamos agora apresentar o problema. Seja (V,(.,.)) um espago de Hilbert
real com norma |ju||? = (u,u) e K C V um subconjunto convexo fechado de
V. Seja V' o espago dual de V.

Seja a(.,.) uma forma bilinear continua :

(i) a{u + dw,v) = a(u, v) + da(w, v)
(i) a(u, v + Aw) = a(u,v) + da(w,v)
(il) 3C > 0 |a(u, v)] < Cllull{jv]l
Seja b(.) um funcional linear limitado:
(iv) b(u + Aw) = b(u) + Ab(v)
(v) [b(u)] < Bllu
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Seja f um elemento de V associado ao funcional linear b € V' com norma
/1| = |lbllv: < B, segundo o Teorema 1.1 .
Consideremos o seguinte problema:

Encontrar u € K tal que a(u,v—u) > b(v—u) Vv e K
O problema (V) é frequentemente escrito na seguinte forma equivalente:
(V) Encontrar v € K tal que a(u,v—u) > (f,v—u; VvEK

Esta serd a representagao de uma inequagao variacional abstrata que utiliza-
remos ao longo do texto.

Se K = V, o problema reduz-se a uma igualdade, que corresponde ao
problema variacional classico. De fato, suponha que exista v € V' tal que

a(u,v—u) > (fiv—u) YveV (9.34)
Tomando w = 2u — v € V, temos que
a(u,w—u):a(u,u—v) < <f7u_v>:(f’w_u> s (935)

o que contradiz (V). Portanto, devemos ter a(u,v — u) = (f,v — u), o que
equivale a a(u,v) = (f,v), Yo € V. A existéncia e unicidade de solucdo de
(V) no caso em que K =V ¢é verificada pelo Lema de Lax-Milgram, no caso
em que af.,.) é coerciva.

Discutiremos o problema de existéncia e unicidade da solugao de (V),
considerando diversas hipéteses sobre a forma bilinear.

Verificamos a seguir a existéncia e unicidade no caso em que a(.,.) é
coerciva, usando argumentos analogos ao do Teorema 9.5 .

9.3.1 10. Caso: Forma Bilinear Coerciva

Teorema 9.6 (Lions-Stampacchia): Seja a(.,.) uma forma bilinear satis-
fazendo:
a(u,u) > af|u))? (9.36)

Existe uma tnica solugao u* € K de (V). Além disso, a solugdo varia conti-
nuamente com o elemento f € V.
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Demonstragdo :
(I) Continuidade com respeito a f:
Sejam u; € K e f; € V,i=1,2, tais que

a(u,v—1u;) 2 (fi,v—u) VveV |, i=1.2 (9.37)

Escolhendo v = uy parai = 1, v = u; para i = 2 e somando as desigualdades,
obtemos:

a(u; — Uz, Uy — u2) < (fi — fo, w1 —ug) < |<f1 — fa,u1 — ug)| (9.38)

Usando (9.36) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

s = wall < <115 = fo (9.39)

(IT) Unicidade:
Suponha que u; e u; sejam solugdes de (V). Fixando fi = fo = f em

(9.39), obtemos
s =gl < 0 (9.40)

Portanto, ||u; — us|| = 0, ou seja, u; = us.
(IIT) Existéncia:

Seja A : V — V um operador linear limitado associado a a(.,.) de acordo
com o Teorema 9.2:

a(u,v) = (A(u),v) , 4]l = lla]l (9.41)

Vamos inicialmente demonstrar a existéncia da solucao para a(u,v) =
(u, v). Neste caso, o problema (V) equivale a encontrar u € V tal que:

(u=fio—uy>0Vvek (9.42)
Observe que
0<(u—fiv—u)=(u—fo—f)—llu—f}?
0 < (llv— Sl = llu—= fIDllw— Sl (9.43)
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Assim, o problema (V) equivale a encontrar u € V tal que:
lo— 7| > llu—fll YveK (9.44)

Pelo Teorema 9.3, o problema dado por (9.44) tem solugdo tnica u que
corresponde & projecao ortogonal Py f de f no conjunto K. Para verificar
a existéncia da solucdo para a{.,.) genérico, vamos utilizar o seguinte lema:

Lema 9.3 : Para todo p € R, 0 < p < 2a/||A|]%, existe v €]0, 1] tal que

[, v) — pa(u, )| < llullloll ¥ u,v €V (9.45)
Demonstracdo
[, v) — palu, v)| = [(u,v) = p{A(w),0)| = |(u — pA(u), v)]
[(u, v) — pa(u, v)] < lu— pA(w)lle] (9.46)

Observe que
llw = pAW)||* = flull® — 20(A(u),u) + p*[| A(w)]]®
lu = pA)|I* = llull* ~ 2pa(u, u) + ;02H-4'(u)H2 (9.47)
lu = pA()|* < (1 = 200 + P A]1?)|u]l?
Deste modo,
(u, v) = pa(u,v)] < (1~ 2pa + || A1) ullllv]l = ylullllv]] (9.48)

Como ||u — pA(u)|| > 0, temos que v > 0. Além disso, observando que «y é
uma fungdo quadrética com respeito a p, podemos verificar que v < 1 para
0< p < 2a/|| Al

C
Para 0 < p < 2a/|| Al)?, definimos ®,(.) € V' por
B, (v) = (u,0) — palu,v) + plf, v) (9.49)
Pelo Lema 9.3, podemos verificar que ®,(.) é um funcional limitado:

@ ()] < [(u,v) = pa(u, v)| + |p(f,0)| < (vllull + pB)|lv]| (9-30)
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Seja ¢, € V associado a ®,(.) com norma |[¢,]| = ||Py]/v+, segundo o
Teorema 9.1 . Ja demonstramos que o problema a seguir tem solucao unica :

a(w,v —w) = (w,v —w) 2 (¢, v —w) YvEK (9.51)

Vamos definir um operador T : K — K que associa a todo u € K a solugao
w = Py ¢, de (9.51). Pela Proposi¢io 9.2,

ITu — Twl| = [[Pxéu ~ Pxdull < [|6u = ¢ull (9.52)
Novamente pelo lema 9.3,
[Du(v) — Pu(v)| < Ku— w,v) — pafu — w,v)| < yllu—wllijv]]  (9.53)
Deste modo,

| — ull = [|Pu = Pullv < ¥lJlu —w]] (9.54)

Portanto, ||[Tu — Tw|| < v|lu — w|}, com v < 1, ou seja, T é uma contragio.
Pelo Teorema 9.4, existe um unico elemento u € V tal que Tu = u. Como
Tw = Py, € K para todo w € V. temos que u = Tu € K, e al ém disso:

(u,v —u) = (Tu,v — u) > (g, v — u) = (v — u)
(u,v —u) > (u,v — u) — pla(u,v — u) — (f,v — u)] (9.55)
pla(u,v —u) = (fiv—u)] >0

Como p > 0, a(u,v — u) > (f,v — u), ou seja, u € solucao de (V).

O
9.3.2 20. Caso: Forma Bilinear nao Negativa
Vamos fazer a seguinte hipGtese sobre a forma bilinear a(., .):
a(v,v) >0 YveV (9.56)

Vamos verificar a existéncia de solu¢do em conjuntos convexos limitados,
generalizando em seguida o resultado para quaisquer conjuntos convexos.

Vamos denotar por X o subconjunto de K que contém as solugoes de (V)
quando a(u,u) satisfaz (9.56).
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Teorema 9.7 : O conjunto X é um subconjunto convexo e fechado de K

Demonstragdo :
Da continuidade de a(.,.) e (., .), temos que X é fechado. Sejam u;, us €
V,A€[0,1] e w = Auy + (1 — M)ug. Podemos verificar que:

a(w,v—w) = Aa(u,v—u1) + (1 — Aa(uz, v — ug) +
+A(1 = Na(ug — uy, us — uy)

De (9.56), temos que
a(w,v —w) > Aaluy,v—w) + (1 — A)a(ug, v — ug) (9.57)
Se u;,us € X, temos também :
a{w,v—w) > Mf,v—u) + (1 = A){f,v— us)

a(w,v—w) > (f,v—[Mur + (1 = Nug)) = (f,v — w) (9.58)
Portanto, w € X para todo u;,us € X e A € [0,1].

O

Seja ¢ : V x V —» IR uma forma bilinear continua satisfazendo a seguinte
condigao de coercividade:

q(v,v) > Blv||*> Vv eV (9.59)
Dado g € V, considere o seguinte problema:
(V2) Encontrar u, € X tal que q{u,v—u) > {(g,v—u) Vv € X

Da convexidade de X e do teorema 9.6, o problema (V2) tem uma uUnica
solucdo u, € X. Consideremos agora a seguinte forma bilinear continua:

a.(u,v) = a(u,v) + eq{u,v) , €>0 (9.60)
Temos que a(.,.) é coerciva:
ac(v,v) = a(v,v) + €q(v,v) > €B|lv]|* VveV (9.61)

Pelo teorema 9.6, existe uma unica solugao u, € K do seguinte problema:
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(Ve) Encontrar u € K tal que a.(u,v—u) > (f+eg,v—u) Vve K

Vamos extrair uma solugao para (V) tomando o limite da sequéncia (u.)
quando € — 0. Inicialmente vamos verificar os seguintes lemas:

Lema 9.4 : Seja a(.,.) uma forma bilinear satisfazendo (9.56) e J(u) =
a(u,u). Para todo u € V e para toda sequéncia u, € V com u, ~— u, temos
que J é semicontinua inferior com respeito a topologia fraca de V, ou seja:

Ve >03IN€ NN ;J(up) > Ju)—e V>N | (9.62)

Demonstragdo :
Seja J(u) = a{u,u) e u, — u. Temos que

J(ug) = J(u) + a(uy — u, u) + alu, up — u) + a(u, — u, up — u)

J(ug) > J(u) + a(u, — u, u) + a(u, up — u) (9.63)
Como af.,.) é continua, os funcionais lineares
fi(v) = a(v,u) e fo(v) = alu,v) (9.64)

sdo continuos, logo f1, f» € V'. Como u, — u,
AN e N ; [fi(u,—u) <e€/2e |folun—u)| <€/2 VRn2>N (9.65)
Deste modo,
a(u, — u,u) > —€/2ealu,u, —u) > —€/2 Vn>N (9.66)
Portanto, J(u,) > J(u) —€¢ ¥n>N.

Lema 9.5 : Seja (u¢)e>0 uma familia limitada em V. Se para toda sub-
sequéncia convergente (u,) de (u,) temos u,; — u,, €Ntao u — U,.

Demonstragao :
suponha que u, ndo convirja para u,. Entdo, existe L > 0 tal que

Vé>03r(8) > 0,7 <dtq |lur—u| > L (9.67)
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sejan € IN e k = 7(1/n) segundo (9.67). Deste modo, a sequéncia (u)
satisfaz
flug—uo] > L, Vk>0 (9.68)

Como (ug) C (u), (uk)k>o também é uma familia limitada. Assim, (uy)
possui uma subsequéncia (up) convergente, pelo Lema 9.1. Como (un) C (u),
temos por hipétese up — u,. Em particular, existe § > 0 tal que

lun —wol) < L , |h| <6 (9.69)
Porém, (up) C (ux) nos leva a seguinte contradigao:
L<|lup—ul)j<L , |h<$é (9.70)
Portanto, u, — u,.
C

Teorema 9.8 : Suponha que o conjunto X das solugdes de (V) para af.,.)
satisfazendo (9.56) seja ndo-vazio. Seja u, a solugio de (V2) para g € V
dado e para todo € > 0 seja u, a solugdo de (Ve). Temos que u, — u, para
e = 0.

Demonstragao :
Como u, € X, u, satisfaz (V):

a(te, U — uo) > (f,v —u,) VveEK (9.71)
Escolhendo v = u, € V em (Ve):
a(Ue, Uo — Ue) + €q(te, Uo — ue) 2 (f + €9, o — ) (9.72)
Escolhendo v = u, em (9.71) e somando a (9.72), obtemos:
— a(Ue — Ug, Ue — Up) + €q(Ug, Up — U) > €(g, Up — Ue) (9.73)

De (9.56),
(e, Uo — Ue) > (g, Uo — U) (9.74)

Vamos verificar que u, ¢ uma sequéncia limitada. De (9.74),

Q(U(, UO) - Q(uca uc) _>_ (ga Ug — uc)
Q(ueaue) < Q(ueauo) + <gauo - u€>
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Da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

ques ue) < {lgllfluellluoll + llgltlleo — ull
q(te ue) < [lgllllucllllwoll + llgllfluoll + llgililucll
gue ud) < (lglllluoll + llglDllucll + lgllfluoll

Definindo C = max{||g||||u.|| + |9, llglllluol|}, da coercividade de ¢(.,.),

Blludl* < glue, ue) < C(1 + |ludl)

lud® < Z (14 ffud) (9.75)
Se ||uel| > 1, temos que
2C 2C
lucll® < —llull = lluell < —- (9.76)
B g
Deste modo, c
lw]| <G, C=max{l, Zﬁ—} (9.77)

Pelo Lema 9.1, podemos extrair uma subsequéncia u, da familia (u)eso
tal que uy, 5 @€ V. Pelo Lema 9.2, 7 € K. Agora, pelo Lema 9.4,

liminf g(u,, u,) > q(@, @) (9.78)

Substituindo u, por u, em (9.74) e aplicando o limite inferior para  — 0,
temos que:

lim inflg(un, uo) ~ q(un, uy)] > lim inf[(g, uo) — (g, uy)]

lim inf g(uy, u,) — q(@, @) > (g, uo) — liminf(g, u,) (9.79)
Como u, — 1,
(@, uo) — (@, 7) > (g,uo) — (9, )
Q(ﬂa Uo — ﬂ) 2 (ga U — ﬂ) (980)

Vamos verificar que @ € X. Aplicando o limite inferior para  — 0 em (V,):
a(tg,v—a) > (fiv—u) Vve K (9.81)
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Como @ € K, u é solugdo de (V), ou seja, 4 € X. Assim, podemos substituir
u em (V2), obtendo:

q(um u - uo) Z (g, u - uo) (982)
Somando (9.80) e (9.82):
(@ — up, @ —u,) <0 (9.83)

Da coercividade de g(.,.), % — u, = 0, de modo que u, —> u,. Para mostrar
que u, — u,, observemos que:

Bllug — u0H2 < qup — o, Up — Uo) = q(Ug, Uy — Uo) — G(Uo, Uy — Uo)

Blluy — U0”2 < (g, un — o) — q(Ug, U — Uo) (9.84)
Como fl(x) = <g,1'> €cV'e fg(.'l') = Q(Uo,.’l?) € ‘/,a

Jim Blluy - uol* < 0 (9.85)

Portanto, ||u, — u,|| — 0. Como a subsequéncia u, é arbitrédria, temos que
_ ||ug — uol| — O para toda subsequéncia convergente (u¢). Pelo Lema 9.5,
|ue — uof] — 0.

O

Este teorema garante, portanto, a convergéncia das solugoes do problema
aproximado (V) para a solugdo u do problema (V), sugerindo inclusive um
método iterativo para problemas desta classe. Este resultado aparentemente
nao contribui para a verificacido da existéncia de solucao. Sua utilidade fica
mais clara adicionando o seguinte teorema:

Teorema 9.9 : Nas hipdteses do teorema anterior, o problema (V) tem
solucao se e somente se existe uma constante L > 0 tal que a solugao u, de
(V) satisfaca:

lud] <L Ye>0 (9.86)

Demonstragao :
=) Se existe uma solugdo u, € X, temos L = C segundo o teorema anterior.
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<) Suponha que (u.) seja limitada. Pelos Lemas 9.1 e 9.2, existe uma sub-
sequéncia (u,) C (u.) tal que u, — 2 € K.

Substituindo u, por u, em (V.) e reordenando os termos da inequagao,
obtemos:

a(un, up) + ngluy, uy) > a(ug, v) + ng{ug, v) + (f + ng, uy — v) (9.87)
Aplicando o limite inferior, obtemos:
a(u, ) > a(a,v)+ (f,i—v) Vve K ,ie,u € X
O

Uma maneira imediata de se limitar as solugoes de (V) é limitar o préprio
convexo K, como veremos a seguir:

Corolédrio 9.1 : Seja a(.,.) satisfazendo (9.56) e K € V' limitado. Entao,
existe solucdo u para (V).

Vejamos agora o caso em que K ¢ ilimitado. Definimos
Krp={ve K; |v]| < R} (9.88)
Considere o seguinte problema:
(Vi) Encontrar u € Kg tal que a(u,v—u) > (f,v—u) Vv € Kg

Seja Xr o conjunto das solugdes de (VR). Pelo Coroldrio 9.1, Xp #
® V R > 0. Veremos no teorema a seguir que Xp C X, o que garante a
existéncia de solugao para (V) quando K é ilimitado.

Teorema 9.10 : Seja R > 0. Se u € Xg com [ju|| < R, entdo u € X.

Demonstragao :
Sejam u € X e & € K fixos, com @ arbitrdrio. Temos que v = (1 —A)u+
At € K para todo A € [0,1]. Além disso,

R — |l

o]l < lull + Al —u|]| <R, 0< A< =
I+ Nz ol T

=) (9.89)
Para 0 < )\ < ) temos, portanto, que v € Kp.
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Substituindo v em (V), temos que v — u = A(@ — u) e

a(u,v — u) = a{y, AM(a — u)) > (f, \Ma — u))

a(u,@—u) > (f,u —u) (9.90)

Como @ € K foi arbitrério,

a(u, i —u) 2 (f,i—u) Vi€ K ,ie,u€ X

9.3.3 Caso Particular: Operador Nao-Singular

Seja a(.,.) uma forma bilinear continua com a(u,u) > 0 Vu € V e que
admite a seguinte propriedade adicional:

a(u,u)=0=>u=0 (9.91)

Se a(.,.) é uma forma simétrica, podemos definir um novo produto in-
terno (u, v), = a(u,v) e afirmar que o niicleo do operador A(u) satisfazendo
(A(u),v) = a(u,v) é é o elemento 0, ou seja, A(u) é ndo-singular. Definindo
g = A7Y(f), o problema (V) equivale ao seguinte:

(u—g,v—u),>0VveK (9.92)

Conforme verificamos em (9.42)-(9.44), o problema acima tem solucdo
unica.

No auséncia de simetria, a existéncia da solucao é garantida pelo Colorario

91 e pelo Teorema 9.10 . A unicidade é verificada da maneira usual: sejam
u1, ug solugdes de (V). Procedendo de modo andlogo a (9.38), obtemos:

a(u; — ug,u; —uy) <0 (9.93)

Da nao-negatividade de af.,.), temos que a(u; — ug,u; — uy) = 0. De
(991), U —us =0.
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9.4 Penalizacao

O método de penalizagdo é uma ferramenta 1til tanto para resultados
analiticos quanto para esquemas numéricos. A idéia surge da aproximacao de
um problema de minimizagao com restri¢coes por uma sequeéencia de problemas
irrestritos.

No caso em que a forma bilinear a(.,.) é simétrica, inequagoes e pro-
blemas (equagOes) variacionais sdo equivalentes respectivamente a proble-
mas de minimizacao com restricoes e a problemas de minimizagao irrestritos.
Deste modo, utilizaremos a estratégia de penalizagao para aproximar uma
inequacao variacional por uma sequéncia de problemas variacionais.

Seja (V,(.,)) um espago de Hilbert e K C V um conjunto fechado e con-
vexo. Vamos considerar operadores nao-lineares A : V — V que satisfazem
as seguintes propriedades:

(i) A é uma fungdo mondtona, ou seja:

(A(u) — A(v),u—v) >0 VuveV (9.94)

(ii) A é hemicontinua, isto é, para quaisquer vetores u,v,w € V fixos, a
funcao f: IR — IR definida por

‘ ft) =(A(u+1t-v),w) (9.95)
é uma fun¢ao continua. (iii) Para todo u € V, temos que:
Auyu) _ o (9.96)
ull=oo ]

observe que se existe v > 0 tal que (A(u), u) > v||u||, entdo A satisfaz (1.3).
Vamos definir um operador de penalizagdo § : V — V, em geral nao-
linear, satisfazendo:
(iv) O conjunto K C V é o niicleo de 3, isto &, :

Bv)=0&veK (9.97)
(v) Os elementos v e (v) satisfazem a seguinte relagao:
(B(v),v) = (B(v), B(v)) (9.98)

Considerando as mesmas condicdes do Teorema de Lions-Stampacchia,
veremos que as propriedades de (i) a (iii) sio necessdrias para garantir a
existéncia de solucdo do problema penalizado:
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(V.) Encontrar u, € V tal que a(u,v) + 2(B(uc),v) = (f,v) Vv eV

A adicao das propriedades (iv) e (v) garante a convergencia da solucao do
problema penalizado para a solugdo de (V). A quinta propriedade é utilizada
para simplificar os resultados e pode ser substituida por outra hipétese.

Quando a fungao de penalizagao é nao-linear, o problema (V) nao satisfaz
as condigdes do Teorema de Lax-Milgram. Os resultados a seguir, apresen-
tados em Zeider (1990), contornam esta dificuldade e sdo baseados na teoria
de operadores mondtonos.

Teorema 9.11 (Monoticidade Maximal): Uma aplicagio A monétona e
hemicontinua é mondétona maximal, ou seja,

(b—Alv),u—v)>20VveV= b= Au) (9.99)
Corolério 9.2 : Seu, — u€ Ve A(u,) = b €V, entdo A(u) =b.

Teorema 9.12 : Se A satisfaz (i)-(iii), entdo, dado b € 1", existe um unico
u € V tal que A(u) = b. Além disso,

JueV; (Al),v) = (f,v) VveV (9.100)

Proposicao 9.3 : Sea : V xV — IR é uma forma bilinear continua e
coerciva, entdo A(v) = a(u,v) satisfaz (i)-(iii). Em particular, se § satisfaz
(i), (ii) e (B(u),u) > 0, entdo A(v) + k(B(u),v) satisfaz (i)-(iii) para k > 0.

De (v), temos que (3(u),u) = (8(u), B(u)) > 0, de modo que o problema
(Ve) tem solucdo Gnica. O teorema a seguir mostra a convergéncia fraca da
solucdo u, de (V) para a solugdo de (V) quando ¢ — 0.

Teorema 9.13 : Dada uma familia (u,).>o de solugdes do problema (V.),

existe uma subsequéncia (u,) de (u,) que converge fracamente para a solucao
u € K de (V).

Demonstragao :
Pela propriedade (v) e do fato que u, satisfaz (V), obtemos:

it ) < 1) + = (B0, Bu)) = e ) + = (B(u), )
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a(ue, u)) < (fyue) < (|1l (9.101)

da coercividade de a(.,.),
1
ludll < =151 (9102)

Como V é um espago de Hilbert, existe uma subsequéncia u, de (u,) com
u, — @ € V. Analogamente a (1.8) podemos mostrar que 3(u,) satisfaz:

1Bul? = (B(ue), ue) < (S, uc) — alue, ue)] (9.103)
De (1.9), )
18ull* < ellflllludt < eI ]2 (9-104)

Portanto, B(u.) — 0. Pelo Coroldrio 1.1, 3(@) = 0. De (iv), @ € K.
Resta mostrar que % satisfaz a desigualdade do problema (V). De fato,
seja w € K. Substituindo v = w — u, € V no problema (V,):

a(uy, w — uy) + '16(5(“1))’ w—uy) = (f,w— uy) (9.105)

Das propriedades (i) e (iv):
a(uy, w — uy) + %(ﬁ(u,,) - B(w),w — uy) = (f,w — up)

a(tnw — uy) = (fyw — uy) = %(ﬁ(w) — Blug)yw—uy) 20 (9.106)

Aplicando o limite inferior sobre (1.13), obtemos:

a(@, w) - (f,w— ) > liminfa(uy, u) > a(@@)  (9.107)

Portanto, a(4,w — @) > (f,w — 2) Vw € K, ou seja, @ é solugao de (V).

C
Este teorema pode ser utilizado numa situacio geral:
e Seja §2 € IR"™; o espago de Hilbert ( V, (.,.) ) é dado por
V=HQ) e (u,v)= /Qu(:v)v(x)dx (9.108)
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e Seja K C V o seguinte conjunto fechado e convexo:
K={vel;v(z)>0 Ve Q} (9.109)
e a funcao de penalizagao 8 : V' — V é dada por:
B(u) = (u)” = min{u, 0} = %[ u(z) — |u(z)| ] (9.110)
Para tanto, precisamos verificar as propriedades (i),(ii),(iv) e (v):
(i) Sejam ¢1,¢2 € V e Q; e 2, definidos por:
L={zeQ; q(x)<0}, i=1,2 (9.111)
Temos que:

(B(q1) — B(g2), 1 — q2) = /m (@1)(q1 — g2)dz — /Q (@2)(q1 — g2)dx

2

(B(ar) = B(@), 0 — ) = [ (@)do + [ (@a)ide -
- [ @)adz - [ (@)(a)dz

(B(q1) — B(g2), 1 — g2) = /Qmm(‘h)zdz + /ang(qg)?d:c -

- [ @)@z - [ (@)(@)de

™ 2

Observando que as duas integrais com termos cruzados sao idénticas em
Q; N Q,, temos que:

(Blq) — B(@2), @1 — q2) > 91092[(QI) — (g2))%dr —
- Qmﬂg(th)(«h)alrr—/mm(qﬂ(ql)aﬁr
> - [ @@= [ (@)
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Como g, > 0 em 25 e gy > 0 em Qf, temos que
(B(a1) ~ Bla2),q1 — g2) > 0 (9.112)
(ii) Seja f : IR — IR definida por
f(t) = /n(u + tv) wdz (9.113)
Vamos verificar a continuidade de f:
1£(t) = f(to)] < “w”“’/n |(u+t0)™ ~ (u+ tov)"| dz (9.114)
Seja g(t) = (u +tv)™ — (u +t,v)~. Observemos que:
29(t) = (u+ tv) — |u(z) + to(z)| — [ (u+tow) — [u(z) +tov(z)| ]
(t = to)v(z) — |u(z) + tu(z)] + |u(z) + tv(z) — (t — to)v(z)|
29(t) < (t — to)u(z) + |(¢ ~ to)u(z)] < 2{(t ~ to)u(2)| (9.115)
De (1.21) e (1.22), temos que:
(O = £(ta)] < Iwllee [ )t = )] ()] da

[£(t) = f(to)| < |8 [|wlloolv]loo |( — o)l (9.116)
(iv) Se u € K, entdao u > 0, logo B(u) = (u)” =0.

I

29(t)

(v) Como (u)™ - u = (u)" - (u)", temos que (B(u),u) = (B(u), B(w)).

Cabe observar que os resultados podem ser estendidos para o caso em
que o subconjunto K é dado por:

K={veV;u(z)>¢(z) Vz €} , (9.117)

bastando para isto aplicar a transformagio w(z) = u(z) — ¥(r) na inequagao
original.

O método de penalizacao é bastante atrativo para problemas unidi-
mensionais: a inequac¢do variacional é transformada em uma sequéncia de
problemas variacionais, cujas solugoes aproximadas reduzem-se a sistemas
lineares; as matrizes dos sistemas lineares resultantes de equa¢des com uma
dimensao no espago, por sua vez, tém uma estrutura de banda bem definida,
favordvel ao uso de métodos diretos.
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9.5 Método de Galerkin

‘Vamos obter uma aproximacio da inequacao variacional abstrata (V) pelo
método de Galerkin. Seja Vi, C V um subspago de V e {¢1,...,¢n} uma
base nodal para V, C V. Vamos considerar que o espago vetorial V é um
espago de fungoes definidas em um dominio Q2

A abordagem realizada é um pouco diferente da aproximagao de equagoes
variacionais: ao invés de tomarmos v; = ¢;, 1 < i < n, tomamos uma fungao-
teste genérica em Vj:

Up = Z’Uj(ﬁj (9118)

Vamos considerar que as fungoes de base ¢; estao associadas a nés z; de

uma discretizagdo €, do dominio  pela relagdo ¢;(z,;) = 5,], de modo que

v(z;) = v;. Dado que a fungédo interpolante i, de 1 em V} é expressa por:
Yh = ZwJ Tj)¢ ij ¥i (9.119)
7=1 =1
Temos a seguinte aproximacao K} para o conjunto K:
n
Kn={v=Y vg;€V;v>¢ , 1<j<n} (9.120)
j=1

A solugao aproximada do problema também é expressa por uma com-
binagao linear das fungdes de base:

Up = Y Ujip; (9.121)

Assim, o problema aproximado consiste no seguinte:
(Vi) Encontrar up € Kj tal que a(up, vn —un) > (f,vn —up) Vv € Ky,
Substituindo (9.118), (9.121) em (V;,), temos que:

a (Zi: ujgo_,-,i(vi - ui)%‘) 2 <fai:(vi - Ui)¢i>

n
> (v — Zuj a(pj i) = Y (v — w)(f. i)
j=1 i=

=1 1
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Na forma matricial, temos (y — z)!Ax > b'(y — z) V y > ¢, sendo que:

z = (uy...,u) v = (Vi...,0)
c = (1017- --awn) b = (<f1 991)7- --,(fv ‘Pn)) (9122)
A = [ay), ai;j =a(g;, @) » 1<4,5<n

Vamos reescrever a inequagao obtida de modo a extrair condigoes sufici-
entes para I:

uA((y—c)—(z—¢) 2 ((y—¢) - (z—¢))
wAl(y —c) — by —¢) > ' Az — ¢) — b(z — ¢)

(Az ~ b (y—c) > (Az - b)Yz —¢c) Yy >c (9.123)

Dado que (y — ¢) > 0, temos as seguintes condigbes suficientes para
(9.123):
Ax > b
x>c (9.124)
(Az —b)'(z —¢) =0

- Portanto, a aplicagdo do método de Galerkin & inequagéo variacional (V)
nos leva ao Problema de Complementaridade Linear dado por (9.124),
no sentido em que uma solugdo do do problema (9.124) também é uma solugio
do problema aproximado (V).

9.6 Métodos de Elementos Finitos

Uma forma natural de construir o subespaco de dimensao finita requerido
no Método de Galerkin é proporcionada pelos métodos de elementos finitos.
A idéia central destes métodos é construir uma particao do dominio em
subregioes denominadas elementos, estabelecer pontos nesta particdo, de-
nominados nés, nos quais a solucao aproximada serd avaliada e construir
uma base de funcdes polinomiais em geral associadas a cada né da partigdo
e caracterizadas por nao se anularem apenas nos elementos adjacentes ao né
associado. A determinacdo de cada funcio de base é obtida pela imposicéo
de um conjunto de restrigdes (geralmente condigdes de interpolagao) nos nds.
Podemos construir diversos métodos de elementos finitos a depender do
tipo de particio do dominio, do posicionamento dos nés e das condigoes
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sobre as fungdes de base. Temos em Johnson (1987) os fundamentos tedricos
e detalhes sobre a implementagdo de métodos de elementos finitos.

Diversos aspectos operacionais estao envolvidos na implementagiao dos
elementos finitos. Por exemplo, devemos decidir a regra de quadratura para
calcular as integrais envolvidas na forma bilinear a(.,.). Temos ainda a
questao de como lidar com a esparsidade do sistema resultante e como pa-
dronizar os calculos de modo a aproveitar o carater local das fun¢oes de base

Os testes apresentados no préximo capitulo referem-se & implementacéao
tradicional de elementos finitos ( elementos de Lagrange lineares ) , que em
nosso caso divide o dominio do prego da mesma forma que no método de
diferencas finitas e utiliza uma base de funcées lineares por partes, deter-
minadas por condigées de interpolagao nas extremidades {que correspondem
aos noés) de cada subintervalo. As condigoes de contorno ndo homogéneas sao
impostas também de maneira andloga ao método de diferencas finitas.

9.7 Problema de Complementaridade Linear

A aproximacdao de uma inequagdo variacional com abordagens como o
método de Galerkin levam a uma inequacio associada em dimensao finita.

Vamos considerar o espaco de Hilbert formado pelo espaco vetorial IR™
munido do produto interno euclideano (.,.), definido como (u,v) = vtu. A
norma ||.|| associada a (IR",{(.,.)) serd a norma euclideana : |[u]|?> = u'u.
Cabe também observar que o espago dual de IR™ é o préprio IR".

O conjunto convexo K considerado é formado pelos vetores z € IR" cujas
componente z; sao limitadas separadamente, ou seja:

K:{.’L'GRn, C,'SIE,‘Sdi y 1§Z§n}
Na forma de produto cartesiano, temos
n
K= HKi ; Ry= [Ciadi]
i=1

Consideramos o caso em que K; = [¢;, +oc). Os resultados podem ainda
ser estendidos para K; = (—oc,d;] ou K; = R.

Associamos & forma bilinear continua a(.,.) uma matriz A € IR™ " se-
gundo a representacao de Riesz :

a(u,v) = (Au,v) = v Au
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se a(.,.) € coerciva, temos que a matriz A = [a;;] é positiva definida:
wAu = a(u,u) > offul* >0, seu#0
Trataremos, portanto do seguinte problema:

(Vn) Dados A € R"™™ e b € R", encontrar u € K tal que
(v—u)fAu > (v—u)b VveE K

Se A é definida positiva, o teorema de Lions-Stampacchia garante uma
solugao unica para o problema (V,).

Como vimos na secdo anterior, no caso em que K; = [¢;, +0oc), uma
condicdo suficiente (e necessdria, quando a matriz A é simétrica) para que
u seja uma solugao do problema (V,) é que u seja uma solugdo do seguinte
problema de complementaridade linear:

Atz > b
z>c, c=(c1,...,Cn) (9.125)
(Alz - bz —¢c)=0

Deste modo, podemos utilizar os diversos métodos iterativos existentes
para problemas de complementaridade linear para resolver diretamente o
problema (V). Veremos nos resultados a seguir que alguns destes métodos
podem ser construidos do ponto de vista das inequagoes variacionais, suge-
rindo que a hipdtese de simetria pode ser suprimida.

9.7.1 Projegoes

Vamos obter explicitamente a projecao de um vetor b € IR" no convexo K.
Isto equivale a encontrar a unica solugado u do problema (V,,) quando A = I:

Lema 9.6 : Seja u* = Pgb solugao da seguinte inequagdo variacional:
(u,v—u) > (fiv—u) VveK (9.126)
Entao, cada componente u}, 1 < i < n, é dada por:
u; = min{max{f;, ¢;},d;} (9.127)
Se K={reR"; z; >¢; , 1 <i<n},temos que:

u! = max{f;, ¢} (9.128)
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Demonstragao :

Seja Ky ={r € R*; z; > ¢ , 1<1<n}. Escolhendo v de modo
que v; = u; para j # i e que v; seja arbitrdrio, temos que (9.126) se reduz a
encontrar u; > ¢; satisfazendo a seguinte inequacao em IR:

ui(vi — u;) > filvi—w;) Yo > ¢ (9.129)
Seja wf = max{fi,¢;} > ¢;. Se¢; > f;, entdo w} =¢; e
wi (v — w) = cilv —w}) > filvi — ) (9.130)
Se ¢; < f;, entdo w] = f; e
wi (v — wy) = fi(vi — wy) (9.131)

Portanto, w} satisfaz (9.128). Seja u a solugao de (9.126) com K = K.
Das escolhas anteriores de v e da unicidade da solugao de (9.126), temos que
u, =w;,1 <1< n

Do mesmo modo, definindo K = {r € R" ; z; <d; , 1< i< n},
temos que z* € JIR" definida por:

z; = min{f;, d;} (9.132)

é a solugao de (9.126) com K = K.
Assim, w* = Pk, f e 2* = Py, f. Como K = K; N K, temos que:

Px f = Py,(Px,f) = Pr,(Px, f) (9.133)
Assim, a solugdo u* de (9.126) satisfaz:
u; = Pr,w* = min{w], d;} = min{max{f;, c;},d;} (9.134)

C

9.7.2 Meétodo do Ponto Fixo

Pelo teorema de Lions-Stampacchia, a solugao u de (V,) é o tnico ponto
fixo do operador

T:K—>K .

u€ K+ T(u) = Peohy (9.135)
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O vetor ¢, = ¢,(p) satisfaz a seguite relagao:

2a

(b, v) = (w,v) = pl(Au,0) = (f0)] , 0<p<m

VoeV (9.136)

Deste modo, ¢, = u — p[Au — f]. Pelo Lema 9.6, temos que

Py¢, = min {max {u,- —p (zn: a;juj — fi) ,c,-} ,di} (9.137)
7=1

Temos que u é a tnica solugdo da equagdo u = T(u), o que sugere um
procedimento iterativo u**! = T(u*) iniciando de um vetor 4° dado. De
(9.127), temos que:

u:_‘+1 = min {max {Uf —-p <E a,-juf — fi> ,c,-} ,d,} , 1<i<n (9.138)
Jj=1

A convergéncia de u* para a solugdo u é garantida pela propriedade de
contragao do operador T

3y €]0,1[; [|T(u — )|l < 7llu =7 (9.139)
Deste modo,
[+t —u¥|| = [|IT(u*) = T(u* )| < yllu® = o7 (9.140)
Repetindo progessivamente o argumento acima, obtemos:
[u**! = u¥[] < Hflu’ -l = AT (W) — ¥l = " (9.141)

Seja I : R"™ — IR™ o operador identidade. Aplicando o limite para kK — oc,
obtemos:

: _ i = 13 k+1 _ k : n_
Jim [|(T - D)) = Jim o5 — ¥ <Clim 7" =0 (9.142)

Como u* = Pkx¢u-+ € K para todo k € IN, e R" é um espago de
dimensao finita, temos que a sequéncia u* converge fortemente para um vetor
u* € K. Deste modo,

T = D)l < T = DO+ (T - D(w —ub)| — 0 (9.143)
Portanto, (T — I)(u*) = 0, ou seja, T'(u*) = u*.
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9.7.3 Método de Relaxacao Pontual

Trataremos agora de um problema de minimizagao em conjuntos convexos.
Seja J : IR® — IR um funcional estritamente convexo e K o conjunto convexo
definido anteriormente. Neste caso, existe uma unica solucao u do seguinte
problema:

J(u) = inf J(v) (9.144)

veEK
k+1

i

Seja u® = (v?) € K. Vamos definir um método iterativo calculando u
de modo que

k+1 k+1 o k+1 k ky — k+1 k+1 k k
Jui™ W T v, ) _v;g’f( JUY™ e U Vi U gy e, Upy)
3 1

(9.145)
O método iterativo baseado neste principio é denominado método de re-
laxagdo pontual.

Teorema 9.14 (Convergéncia): Seja J : R* — IR um funcional estrita-
mente convexo de classe C*! satisfazendo a seguinte condicao:

J(u) = +oc; Jul| = +oc (9.146)

Entdo, a sequéncia (u*) gerada pelo método de relaxacio pontual converge
para a solugdo u de (9.1260).

Demonstragdo : vide Glowinski et al (1976).

9.7.4 Problema Simétrico

No caso em que a matriz 4 de (V) é simétrica, temos que (V,,) equivale ao
problema (9.126) para J dado por:

J(u) = %utAu —~ ftu (9.147)

Podemos verificar que o método de relaxacdo pontual leva ao seguinte
célculo iterativo das componentes de u:

1 i—1 n
u; T = min {max {4— fi— Za,-ju]- - Z ai;Uu; 1,6 » d;
Rt 1) 7=1 j

J=i+1
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Este método € conhecido como método iterativo de Gauss-Siedel com
projecao. Uma forma mais conhecida é o método SOR Projetado, que faz
uma combinacao com parametro w, 0 < w < 2, entre a componente obtida
no passo atual e a componente do passo anterior; esta combinacdo é entdo
projetada no conjunto K:

) w 1—1 n
Uf+1 = min {max {-A— (fz - Za,-ju§+1 _.Z aijuf) + (1 - w)uf,c,-} ,d,‘}
i j=1

j=i+l

Reescrevendo o passo acima, obtemos:

i—1 n
u**! = min {max {uf —p (Z ault + 3" agul - f,-) ,ci} ,d,} (9.148)

j=1 =i
onde a constante p é dada por:

w
p = i (9.149)

Observemos a semelhanca do passo (9.148) com o passo (9.138) do método
do ponto fixo. Esta comparagao foi apresentada por Oden e Kikushi {1980),
que ainda sugerem que, se o passo (9.138) do método do ponto fixo fosse
adaptado para o passo (9.148), ainda garantiriamos a convergéncia (para um
valor adequado de p) em funcdo do método SOR Projetado para o caso de
matrizes simétricas. '

Poderiamos fazer o raciocinio inverso: esperando que a propriedade de
ponto fixo seja preservada na substitui¢cdo de (9.138) por (9.148), garanti-
mos a convergéncia do método SOR Projetado para matrizes nao-simétricas
baseando-se na convergéncia do método do ponto fixo para uma escolha ade-
quada do parametro p.

Usamos esta abordagem para obter a convergéncia de outro método base-
ado no problema de minimizac¢ao, o método de Gauss-Jacobi com projegoes,
independente da simetria da matriz:

-1 n
. W
Uf"‘l = min {max {—A ‘ (f, — Za,-juf —Z a,-,-uf) + (1 - w)uf,c,} adi}
u j=1 j=i+l

Fazendo a mesma adaptacao realizada para levar o método de Gauss-
Siedel com projegoes ao SOR Projetado (vamos denominar esta adaptagao
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como método SOR-Jacobi Projetado), obtemos:

u**! = min {max {uf —p (z ajjuitt — f1-> ,ci} ,d,} (9.150)
=1

onde a constante p é dada por (9.149). Portanto, o método SOR-Jacobi
Projetado é equivalente ao método do ponto fixo. O intervalo de variagao
de w, contudo, é diferente do método SOR Projetado:

2amin{A4;,i=1,...n}

O<w<
| A2

(9.151)

9.7.5 Meétodos Iterativos para LCPs

Os métodos iterativos para solugdo aproximada de problemas de comple-
mentaridade linear sdo baseados nos principios mencionados anteriormente
ou em técnicas de minimizagao com restriges. Temos ainda o método de
penalizagao, discutido na segao 9.4.

Os testes realizados consideram dois dos métodos iterativos appresentados
em Pissarra (1997): o método SOR projetado, que discutimos anteriormente,
e um método denominado método de gradientes conjugados quadratico
projetado.

Os métodos iterativos de solugao de sistemas lineares Az = b em geral
caclulam a norma do residuo r = b— Az da solugao aproximada e verificam se
esta norma atingiu um valor que torna a solugdo aceitdvel, ou seja, a norma
do residuo é um critério de parada do método.

No caso de LCPs, é conveniente substituir a norma do residuo pela
condigao de complementaridade (Az—b)!(z—c) = 0, pois em geral a sequéncia
de solucoes geradas por estes métodos satisfazem automaticamente aa demais
condigoes (Az > bex > c).

9.8 Inequacgoes Variacionais de Evolugao

Alguns problemas de evolugao do tipo parabdlico também podem ser expres-
sos como inequacoes variacionais. Temos, por exemplo, 0 modelo classico de
mudanca de estado s6lido para liquido de um bloco de gelo, conhecido como
Problema de Stefan. Problemas em finangas, como o célculo do prémio de
opgoes americanas, conduzem a uma formulagao semelhante.

126



Nesta secdo vamos fazer uma andlise semelhante aquela realizada com
o problema do obstidculo em uma dimensao, apresentar o problema geral e
tratar de questoes numeéricas como a aproximacao do problema pelo método
de Galerkin e uma estimativa de convergéncia da solugao aproximada.

9.8.1 Difusao-Conveccao Unidimensional

Vamos generalizar a equacao estudada no problema do obsticulo adi-
cionando termos de transporte e reagao, uma fonte externa e tornando o
problema parabdlico. Por conveniéncia, a varidvel temporal ¢ estard limitada
ao intervalo [0, T], com T > 0 dado. Denotando o dominio no espago-tempo
10, L[x(0,T') por £, o problema (D) ¢ escrito da seguinte forma:

(D) Encontrar u € H[0, L] tal que, dado f,g € H;[0,L] :

Lu = u; — (a(r)uz)z + B(x)us +y(x)u > f(z) ,(z,t) € (DI1)
u(z,t) > g(z) (nt)eQ (D2)
[u - g(:z)] [cu - f(I)] =0 ’ (I= t) € (D3)
u(z,0) = uy(x) ,0<z< L (D4)

Seja W = HL([0,L]). Definimos V como um espago de fungdes que as-
sociam a cada instante ¢t € [0,7] uma fungao v(-,t) € W, ou seja, fungdes
v :[0,T] - W. A regularidade com respeito & variavel { exigida pelo pro-
blema ¢ satisfeita fracamente se adotarmos um espaco de funcgoes Ly com
respeito a t, que vamos representar por V = Ly([0,T}; W).

O conjunto K serd naturalmente definido como o subconjunto das fungdes
limitadas inferiormente por g(z):

K ={veW; v(z,t) > g(z) q.s. em [0, L]} (9.152)
Esta defini¢ao é estendida para o espaco V:
Ky ={veV;v(,t)e K qs. em[0,T] e v(z,0) = uy(z)} (9.153)

Definimos em W o seguinte produto interno:
I

(u, ) = (u, v)w = / u(z)v(z)dz (9.154)

0
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Temos que (W,(.,.)) forma um espago de Hilbert. O produto interno em
V é definido de forma semelhante:

(u, v}y = /0 " ()t = /0 ' < /0 Lu(x,t)v(x,t)dz) dt (9.155)

Colocamos a condigao inicial no subconjunto Ky ao invés de 1" para que
V continue sendo um espaco vetorial, que ainda forma um espaco de Hilbert
com o produto interno (.,.)y. Vamos construir a formulagdo variacional a
partir do problema (D).

De (D2) e (D4), temos que u € Ky. Integrando o produto de Lu— f > 0
por v — g{x) > 0, onde v uma funcgio-teste em K, temos que:

/O"[ﬁu — fl(v — g(x))dz > 0 (9.156)

Observando a condigdo (D3), temos também que
/(;L[ﬁu — fllu—g(z))dz > 0 (9.157)
Subtraindo (9.156) e (9.157) e trazendo a fonte f(z) para o lado direito:
/OL Lu(v —u)dz > /Ollf(x)(v —u)dr VveK (9.158)
Observe que: '

[ @@t — wdz = [~ (o) - izt~ [ —a(e)us(v - u)ads

" a(z)uy(v — u)dr = (a(z)ug, (v — u),)

. (9.159)
Deste modo, temos que a solugao u de (D) é solugao do seguinte problema:

| " (az)u)(v — w)dz = /

(V) Para todo t € (0, 7], encontrar u = u(-,t) € K tal que
alu,v—u) > (fjv—u) Yve K |, (9.160)

Com a condi¢ao adicional

(u{z,0),v(z)) = (up(z),v(z)) Yve K (9.161)
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A condigdo (9.161) vem de (D4). A forma bilinear af(.,.) ¢ dada por:
a(u,v) = (uy, v) + (@(T)uz, v2) + (B(z),v) + (¥(z)u, v) (9.162)

A formulacao acima é a mais conveniente para se manipular do ponto de
vista numérico, mas nao estd na forma usual de uma inequagdo variacional,
pois a solugao de (V) ndo corresponde a funcio u, mas sim o conjunto de
todas as solugoes de (V) para cada t € [0, 7.

Uma formulagdo mais geral é obtida integrando (9.160) com respeito a
variavel t, chegando no seguinte problema:

(V) Encontrar u € Ky tal que
T T
[ atu®),v -t > [*(r0-u@)dt Voek (9.163)

Para concluir a equivaléncia entre (V) e (D), vamos verificar que (V)
implica (D).

A propriedade (D2) segue do fato de que u(-,t) € K Vt € [0,T]. As
condigdes (D1) e (D4) sdo equivalentes a (9.160) e (9.161) respectivamente,
adicionando a hipGtese de que (a(z)u,), seja continua.

Resta verificar (D3). Seja (z,,t,) € § tal que u(z,,t,) > g(z,). Entdo
existem p > 0 e a € Do([0,L])* taisque u—a=u(.,t) —a € Ke:

() >0 ,jlz—20 <
{3(w)=0 ,|a:—i,,| 22 (9.164)

Escolhendo © = u — « € K, obtemos de (9.160) a seguinte desigualdade:
(fa —a) S a(uv _a) = (‘Cu, -a>

(Lu— f,a) = /|x-zo|<p[£“ ~ f(@)]e(z)dz <0 (9.165)
Suponha que exista 0 < p < p tal que
(Lu—f)(2) >0, |o— 2o < p (9.166)
De (9.164), terfamos que:
/|z—z.,u<p[£“ ~f@loa)de > [ [ty [@)o(z)dz>0  (916)
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Isto leva a uma contradi¢io com (9.165). Assim, a afirmagao (9.166) é
incorreta, ou seja, (Lu — f)(z,) = 0.

Mostramos que u(z,,1,) — g(z,) > 0 implica (Lu — f)(z,) = 0. Como
u(x,t) — g(z) > 0 para todo (z,t) € €, podemos afirmar que (u — g(z))(Lu—
f(z)) = 0 para todo (z,t) € €2, estabelecendo a condigao (D3).

9.8.2 Problema Genérico

Inequagoes variacionais parabdlicas apresentam dificuldades do ponto de
vista analitico. Observemos no exemplo anterior que hé dois espacos vetoriais
envolvidos, um que contém a solucao num instante de tempo fixo além das
fungoes-testes, e outro que contém a solugdo em todo o dominio do tempo.

Vamos estabelecer o problema abstrato: sejam J = {0,7), (X, (., .)) um
espago de Hilbert com norma |ju||x = (u,u) e K C X um conjunto convexo
e fechado.

Dado v : J — X, definimos:

S

ol = ([ 001 )" L 1sp<oc (o108
ol = sup (@)l (9.169)

LP(J; )&’) = {UZ J—=X ; ”U“LP(J;X) < OC} (9170)

Dados f,u, € X, consideremos a seguinte inequagao :

(Vi) Encontraru:J — K ={ve€ X ; v>0q.s. em {2} tal que

(ug, v —u) +a(u,v—u) > (f,v—u) Vve K (9.171)
(u(0),v) = (up,v) Vo€ K (9.172)
O fato de lidarmos com espacos distintos torna necessaria a utilizacao de

ferramentas mais complexas de Andlise Funcional no estudo da existéncia e
unicidade de solugdo de (V). Assim, esta discussdo serd omitida.

9.8.3 Meétodo de Galerkin

A aproximacao da solugdo de uma inequacao variacional parabdlica pelo
método de Galerkin serd semelhante ao caso eliptico se considerarmos uma
semi-discretizagao no tempo.
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Consideremos o problema abstrato (V) visto anteriormente. Aproxima-
mos o dominio do tempo [0,T] por uma particao 7: 0 =1; <ty < ...in =T
com intervalos uniformes de comprimento At. Utilizaremos aproximacoes
U:7— Kdewu:[0,T}] > K da forma:

Un+l _pyr
At

U = , Ut=U(t,) =U(ty, ) (9.173)
Isto sugere a seguinte aproximacgao do problema (V;):

(Vr) Encontrar U : 7 — K tal que, para todo v € K,

Un+1_Un,v _ Un+1> + a(U"‘“,v _ Un+1) > (f, v — Un+1)

At
(9.174)
(U°,v) = (uo,v)
Sejam a.(.,.) e f, dados por:
a-(u,v) = (u,v) + Ata{u,v) , fn=U"+Atf (9.175)

Temos que a solugdo U* = U™*! de (9.174) para n fixo, dado que U™ é
conhecida, satisfaz a seguinte inequagdo variacional eliptica: :

a,(Uv—=U*) > (fa,v=U") VvE K (9.176)

A inequagdo (9.176) pode entédo ser aproximada pelo método de Galerkin
conforme a abordagem anterior.

O método de solugao apresentado acima é denominado método implicito.
Esta abordagem é generalizada no método de Crank-Nicolson, que utiliza
uma ponderacao dos niveis de tempo n e n + 1, dado 6 € [0, 1]:

Un+1 ~-Ur
(5=
+(1 = @)a(U™ v - U™ > (f,u—U") Yoe K

,’U—Un+1>+0a(Un+l,U—Un+l)+

9.8.4 Estimativa de Convergéncia

Vamos apresentar a estimativa obtida em um artigo de Claes Johson
(1976). Embora este resultado tenha levado em consideragao uma forma
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bilinear particular ( a mesma do problema do obstédculo), os argumentos da
demonstragao sugerem que € possivel generalizar o resultado sem perdas na
ordem da estimativa. Por conveniéncia, vamos seguir a notagao do artigo,
que trabalha com espacos de funcdes definidas em Q C IR%

Consideremos o problema (V;) com X = H}(Q), f,u, € X3, K dado
por K ={v € X ; v>0aqs emQ} e tendo a(.,.) como a seguinte forma
bilinear :

a(u,v) = /ﬂ V- Vo dz (9.177)
Temos o seguinte produto interno (v, v):
(u,v) = fnaﬁw dx (9.178)

Dado h > 0, seja €2; C 2 um poligono com vértices em €2 cujos lados
tém comprimento menor que h. Seja 7, = {T;} uma triangularizac¢do de j,
cujos angulos entre os lados adjacentes sao limitados inferiormente por 6.
Seja K = My " K, onde My, C H}(Q) é definido por:

My ={veCQ); v(x)=ax+bjemT; Vjeu|gaq,=0} (9.179)

Seja t, = nAt, n = 1,...,N, com At = T/N. Sejam J; = {t,}_; e -
Jn = (tn, tny1). Definimos também:

gun = L " 9.18
"= y(ty) e O = ——— 1
v" = w(t,) e Ov A7 (9.180)
Consideremos a seguinte aproximagao do problema (V,):
(Vi) Encontrar Uy : J, — Kj tal que, paran=1,...N - 1:
(OUR, v —UptY) + a(Uprt, v = UFY) > (oo - U
Vve Ky (9.181)
UR —uol| <C-h

Temos nestas condigdes a estimativa estabelecida pelo seguinte teorema:

Teorema 9.15 : Seja u uma solugao de (V;) e U, a solugdo do problema
discreto (V},) correspondente. Existe C > 0 independente de At e h tal que

N 3
1 2. 2
max {||u" — Up||} + (Z nu"—U;:u%) sc[aog(A—t-)wwh (9.182)
n=1

3Vide em Claes Johson (1976) hipéteses mais gerais a respeito de f e u,
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9.9 Observagoes

Este capitulo foi baseado fundamentalmente no artigo de Lions e Stam-
pacchia (1967), um dos artigos pioneiros na drea. Contribuicdes de carater
intuitivo foram obtidas em Baiocchi e Capelo (1982) e Oden e Kikushi (1980).

A abordagem desenvolvida apresenta alguns assuntos pouco explorados
na literatura, como inequagdes variacionais cuja forma bilinear associada é
nao-singular (este caso corresponde ao problema de precificagao estudado),
a relacao entre os métodos iterativos com projecoes e o método do ponto
fixo para inequagdes variacionais e a utilizagdo do método de Galerkin para
problemas nao-simétricos.

Aplicagoes de inequacgbes variacionais no problema de precificagao sdo
apresentadas em Myneni (1992) e Wilmott et al (1993).

Vide em Pissarra (1997) uma coletinea de métodos numéricos para Pro-
blemas de Complementaridade Linear. Alguns destes métodos foram utiliza-
dos neste trabalho.
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Capitulo 10 :

Experimentos Numéricos (1I)

Vamos verificar o desempenho de alguns métodos propostos para o
calculo do prémio de opgoes americanas, comparando os resultados com va-
lores propostos por Sullivan (1997).

10.1 Descricao e Resultados
Os métodos avaliados foram os seguintes:
1. Método Explicito (EXP) ;
2. Método Explicito com Malha nao-Uniforme (EXPXNU) ;
3. Método SOR-Projetado (SOR-P);
4. Método SOR-Projetado com deslocamento do contorno (SOR-P2);

5. Método de Elementos Finitos com Gradiente Quadrético Projetado
(SCGP);

6. Método de Elementos Finitos com Gradiente Quadratico Projetado
com Malha ndo-Uniforme (SCGPNU);

7. Método de Penalizagdo (PENALZ);

Os métodos SCGP e SCGPNU foram implementados em linguagem FOR-
TRAN, enquanto os demais foram desenvolvidos em MATLAB for Windows.

O método de gradientes conjugado quadritico projetado, adequado para
LCPs cuja matriz é nao simétrica, é apresentado em Pissarra (1997). Apre-
sentamos a seguir os graficos de cada método, em que utilizamos os seguintes
parametros :

r = 0.048%/ano, 0® = 16%/ano, E = $45, S = $40. T = 7 meses
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Utilizamos 100 pontos no preco e 500 no tempo para os métodos explicitos
e o método de penalizagao e 200 pontos no preco e 100 no tempo para os
demais métodos.

Comparamos ainda os resultados de cada método com os valores do
prémio obtidos pelo método binomial com 10000 pontos (Sullivan (1997)),
que vamos simbolizar por BINOM ; calculamos o erro relativo dos métodos
implementados com respeito a estes valores. Os testes foram realizados com
o mesmo numeros de pontos no dominio dos gréficos e para diferentes valores
de F e T. Permanecem fixos os seguintes parametros:

r = 0.048% /ano, 0% = 16%/ano, S = $40

Nos testes realizados, consideramos o prego fixo em S, = 40. Quando
S, nao pertencia a particao do dominio, o valor do prémio neste ponto era
calculado por interpolagao linear do prémio nos pontos vizinhos.

Opcoes Americanas : Metodo Explicito Direto

Figura 10.1: Método EXP
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Opcoes Amencanas | Metodo Explicito Nao Uniforme

<

T ¥ T T T T T T

Figura 10.2: Método EXPNU

Opcoes Americanas : SOR Projetado - 1

&

T T T T T T T

Figura 10.3: Método SOR-P
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Opcoes Americanas - SOR Projetado - 2

T T Y Y T T T T

Figura 10.4: Método SOR-P2

Opcoes Amenicanas : Grad. Quadratico com Projecoes

&

T T T T T Y

Figura 10.5: Método SCGP
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Opcoes Amencanas Grad. Quadrabeo com Projecoes - 2

L)
T Y v T T T T T

Figura 10.6: Método SCGPNU

Opcoes Amencanas : Metodo de Pendizagio
45 T T - T v T T T

o
5

Figura 10.7: Método PENALZ
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Método: | T=1/12 | T=4/12 | T = 7/12
BINOM | 0.2466 | 1.3460 | 2.1594
EXP 0.2464 | 1.3479 | 2.1598
EXPNU | 02474 | 1.3490 | 2.1606
SOR-P 0.2553 | 1.3524 | 2.1622
SOR-P2 | 02486 | 1.3499 | 2.1602
CGSP 0.2472 | 13454 | 2.1540
CGSPNU | 0.2472 | 1.3452 | 2.1538
PENALZ | 02652 | 1.7906 | 2.5178

Tabela 10.1 : Valores do Prémio com E = 35.

Método: | T =1/12 T=4/12 T=7/12
EXP 8.1103 x 10~% [ 1.4116 x 107> | 1.8524 x 10~
EXPNU | 3.2441 x 1072 | 2.2288 x 10~° | 5.5571 x 10~*
SOR-P 3.5280 x 1072 [ 4.7548 x 1077 | 1.2967 x 10~°
SOR-P2 | 8.1103 x 10~° | 2.8975 x 10~° | 3.7047 x 10~*
CGSP 2.4331 x 1074 | 4.4577 x 10~* | 2.5007 x 10~
CGSPNU [ 2.4331 x 103 | 5.9435 x 10~ [ 2.5933 x 10
PENALZ | 7.5426 x 102 | 3.3031 x 10~ | 1.6597 x 10
Tabela 10.2 : Erros Relativos com Respeito ao Método BINOM.
Método: T=1/12 T=4/12 T=17/12
SOR-P —1.3890 x 10~ [ —2.7384 x 107%% | —3.6615 x 10~ 2
SOR-P2 | —1.7495 x 10~*° | —3.8895 x 10712 | —4.1444 x 10~
CGSP 3.5020 x 10~ 0.1186 x 10~ —0.3439 x 107°
CGSPNU | —0.1149 x 10~'* | 0.6518 x 1017 4.5484 x 10710
PENALZ | —0.9568 x 10~ 0.5206 x 107! 0.3701 x 10!

Tabela 10.3 : Condigdo de Complementaridade Linear.
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Meétodo: | T=1/12 | T=4/12 | T= 7/12
BINOM 1.7681 3.3874 4.3526
EXP 1.7627 3.3894 4.3572
EXPNU 1.7661 3.3909 4.3602
SOR-P 1.7787 3.3957 4.3627
SOR-P2 1.7795 3.3949 4.3620
CGSP 1.7663 3.3854 4.3514
CGSPNU | 1.7665 3.3855 4.3514
PENALZ 1.7608 3.7775 4.8811

Tabela 10.4 : Valores do Prémio com E = 40.

Método: T=1/12 T = 4/12 T=7/12
EXP 3.0541 x 1073 | 5.9042 x 10~* | 1.0568 x 10~
EXPNU [1.1312 x 107° [ 1.0332 x 1073 | 1.7461 x 10~
SOR-P 5.9951 x 1073 | 2.4503 x 1073 | 2.3205 x 10~
SOR-P2 [6.4476 x 1073 | 2.2141 x 1073 [ 2.1596 x 10~
CGSP 1.0180 x 1073 | 5.9042 x 10~* | 2.7570 x 10~
CGSPNU [ 9.0493 x 10~* | 5.6090 x 10~* | 2.7570 x 10~
PENALZ | 4.1287 x 107° | 1.1516 x 10~* | 1.2142 x 1071
Tabela 10.5 : Erros Relativos com Respeito ao Método BINOM.
Método: T=1/12 T = 4/12 T="17/12
SOR-P —1.3890 x 10712 | —2.7384 x 10~1? | —3.6615 x 10~
SOR-P2 | —1.7495 x 10~ | —3.8895 x 10~'? | —4.1444 x 10~ *
CGSP 0.8089 x 10710 | 0.7984 x 10~ | —0.1294 x 10~?
CGSPNU | 0.6598 x 10~ | 1.1846 x 10~ | 4.4070 x 1010
PENALZ | 0.1247 x 1072 0.6800 x 107! 0.1291

Tabela 10.6 : Condi¢ao de Complementaridade Linear.
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Método: | T=1/12{ T=4/12| T=7/12
BINOM 5.2868 6.5099 7.3830
EXP 5.2902 6.5171 7.2899
EXPNU 5.2895 6.5167 7.3940
SOR-P 5.2959 6.5192 7.3949
SOR-P2 5.2908 6.5190 7.3926
CGSP 5.2874 6.5101 7.3841
CGSPNU | 5.2877 6.5102 7.3841
PENALZ | 5.2928 6.7151 7.8429

Tabela 10.7 : Valores do Prémio com E = 45.

Método: T=1/12 T = 4/12 T="17/12
EXP 6.4311 x 10~* [ 1.1060 x 10~3 | 1.2610 x 102
EXPNU | 5.1071 x 10~* | 1.0446 x 10° | 1.4899 x 10~°
SOR-P 1.7213 x 10~ | 1.4286 x 10~° | 1.6118 x 10~°
. SOR-P2 [ 7.5660 x 10~% | 1.3979 x 10~° | 1.3003 x 1073
CGSP 1.1349 x 10~* [ 3.0722 x 10~° | 1.4899 x 10~*
CGSPNU | 1.7024 x 10~* | 4.6084 x 10~> | 1.4899 x 104
PENALZ [ 1.1349 x 1073 [ 3.1521 x 10~2 | 6.2292 x 102

Tabela 10.8 : Erros Relativos com Respeito ao Método BINOM.

Método: T=1/12 T=4/12 Tr=17/12
SOR-P —1.3800 x 10712 | —2.7384 x 1012 | —3.6615 x 10~ 1%
SOR-P2 | —1.7495 x 10712 | —3.8895 x 10~ T2 | —4.1444 x 10~ 2
CGSP —0.2097 x 10° [ —0.3603 x 10~ [ 0.3650 x 10~°
CGSPNU | 0.1180 x 10712 | 1.2650 x 10~19 | 5.4427 x 10~
PENALZ | 0.1578 x 102 | 0.86017 x 10~1 0.2799

Tabela 10.9 : Condi¢gdo de Complementaridade Linear.
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10.2 Observacgoes

Assim como no capitulo 6, usamos a relacao de estabilidade (4.34) como
critério de escolha do nimero de pontos no preco e no tempo.

O aumento dos valores dos parametros E e T fazem com que o dominio S x
t aumente de tamanho, piorando o refinamento. Isto justifica o crescimento
do erro absoluto e do valor da condi¢do de complementaridade a medida que
o valor destes pardmetros aumenta nas tabelas acima.

As diferencas entre os valores da condicao de complementaridade dos
métodos transformados ( SOR-P e SOR-P2) e dos métodos nao-transformados
(SCGP e SCGP-2) deve-se especialmente ao fator de escala E observado em
(3.23).

Os melhores resultados foram obtidos com o métodos de elementos fini-
tos SCGP e SCGP-2. Tanto no caso de elementos finitos como no método
explicito de diferencas finitas, nao observamos melhorias na substituicao da
malha nao-uniforme pela malha E-concentrante. Entretanto, a adaptagao
utilizada pelo método SOR-P2 mostrou-se significativa, dado o desempenho
face ao SOR-P.

Os valores negativos da condicdo de complementaridade observados es-
pecialmente nos métodos SOR-P e SOR-P2 foram observadas graficamente
como violagoes da restricio P > (E — S)* .

Sullivan (1997) faz uma comparacdo dos resultados de diversos métodos
numéricos com o mesmo conjunto de dados utilizado neste capitulo. Neste
artigo, o erro relativo minimo para o método de diferencas finitas é —5.0 x
10~*, enquanto o maximo é de 0.1959. A menos do método de penalizacao,
que nao apresentou um desempenho satsifatério, os métodos testados nesta
secdo tiveram resultados bem melhores que os resultados de diferencas finitas
citados no artigo. Esta diferenca de desempenho deve-se principalmente ao
fato de que Sullivan (1997) utilizou o mesmo nimero de pontos no espago e
no tempo, reduzindo a eficiéncia do método.
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Comentarios Finais

Temos que boa parte dos objetivos estabelecidos foram alcancados: os
métodos de diferencas finitas foram intensivamente utilizados e a solugao por
inequacoes variacionais foi implementada com o método de elementos finitos,
proporcionando a va lidacao adicional de métodos de solucao de LCPs no
problema particular de precificagao de opgoes.

Observando os resultados numéricos relativos as opgoes européias e ame-
ricanas, notamos o quanto a solucao pode ser aprimorada com o uso de
modificagoes adequadas nos métodos.

Os resultados indicam que os métodos de solugao que nao transformam
a equacao podem ser mais adequados que os métodos transformados. O fato
dos coeficientes da equacgao de Black-Scholes serem varidveis ndo representou
grandes dificuldades ao proble ma.

Os temas discutidos neste trabalho servem como ponto de partida para
modelos sofisticados para opgoes, como modelos com custos de transagoes,
que causam a adicao de um termo nao-linear na equacao.

Poderiamos ter analisado o desempenho dos métodos de diferencas finitas
face a outros métodos, como o Binomial e 0 método de Monte Carlo, o que
seria atraente para fins praticos.

Os aspectos tedricos foram bastante satisfatorios. Apesar do pouco apro-
fundamento nos assuntos discutidos (exce¢do feita as inequagdes variacionais,
um tema que, mesmo sendo bastante pesquisado, nao possui a disponibili-
dade de livros-textos dos demais assuntos), varios pequenos resultados con-
tribufram para eslcarecer a teoria envolvida na precificagao de opgoes.
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