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Introdugao

Na Teoria de Grafos, a classe dos torneios é uma das mais estudadas
dentre os digrafos. Como é sabido, dado um torneio 7;,, de ordem n, a prob-
abilidade que ele seja hamiltoniano (isto &, tenha um n-ciclo passando por
todos os seus vértices) é quase um. Este fato justifica o grande interesse,
e 0 enorme numero de artigos de pesquisa, sobre a classe dos torneios hamil-
tonianos. Em 1966, J.W.Moon (veja [13]) estudou a seguinte questio:

“Dado um torneio hamiltoniano H;,, de ordem n, qual o niimero minimo
de k-ciclos, com 3 < k < n?’

Em {23], J.W.Moon demonstrou que este niimero minimo é exatamente
n— k+1, exibindo um torneio A, (bineutral) tal que para cada valor &, com
3 <k <n em A, temos exatamente n — k + 1 k-ciclos.

Na Teoria de Grafos, a caracterizacio de classes, satisfazendo propriedades
extremais, é um assunto de muito interesse.

Em 1960, P.Camion (veja [3]) deu algumas caracterizagdes para os torneios
hamiltonianos admitindo um dnico n-ciclo. Em 1970, R.J.Douglas apresen-
tou uma caracterizagio (veja [5]) que permitiu a M.R.Garey fazer a enu-
meragdo destes torneios. Em [22], M.R.Garey mostra que o nimero dos
torneios D, que admitem um tnico n-ciclo é dado por F,_g, com n > 4,
onde F; denota o i-ésimo ntimero de Fibonacci.

No presente trabalho, apresentamos uma outra caracterizagido para a
classe destes torneios hamiltonianos admitindo um Wnico n-ciclo {que serdo
chamados de torneios de Douglas), que foi apresentada por D.C.Demaria e
J.C.8.Kiihl em 1990 (veja [8]).

Esta caracterizagio é estrutural, permitindo obter o mesmo resultado

de enumeracdo de M.R.Garey, utilizando algumag variacdes do tridngulo de



Pascal (veja [22]).

Este nosso trabalho esté organizado da seguinte forma:

No Capfitulo 1, apresentamos alguns conceitos e definigdes bisicas para
digrafos e torneios, bem como alguns resultados fundamentais.

No Capitulo 2, estudamos a classe dos D-torneios, isto é, dos torneios de
Douglas.

No Capitulo 3, apresentamos as relagdes entre a classe dos torneios de
Douglas e a classe dos torneios normais (que sdo os torneios hamiltonianos
que possuem um Wnico ciclo minimal — veja [4] e [5] ). Concluindo este

Capitulo apresentamos o

Teorema. Seja H, um torneio hamiltoniano com cc(H,) = k > 3.
Entéo H, é um torneio de Douglas se e somente se H,, satisfaz as seguintes
propriedades:

(1.1) H, tem como quociente simples um torneio Qy,, m > 5, tal que:

(a) O torneio @, ¢ normal

(b) O subtorneio de polos em Q,,, é transitivo

(c) Todos o3 polos de @ séo de classe 1

(d) Entre dois polos x; e z; de Qp, de classe 1, a seguinte regra
de adjacéncias vale: x; = x; implica que j <7+ 1

(1.2) H, pode ser construido a partir de Q,, substituindo-se os vértices
de Q,, exceto os vértices as, as,. .., 051 de seu ciclo caracteristico Ay, por
algum torneio transitivo

(2) H, é a composicido de um singleton e dois torneios transitivos com

um 3-ciclo

o qual d4 a caracterizagdo estrutural dos torneios de Douglas, utilizando



técnicas provenientes da Teoria de Homotopia Regular para Digrafos, desen-

volvida por D.C.Demaria e seus colaboradores, nos anos 70 ¢ 80.



Capitulo 1. Preliminares

Introduzimos aqui as definigdes preliminares na teoria de grafos. Lem-
bramos que tais definicGes néo sdo universais e, em certo agpecto, propiciam
alguma confusdo, pois o que é grafo para um autor, para outro é digrafo e
para um terceiro ¢ multigrafo. Contudo, as definigies apresentadas sdo sat-

isfatoriamente objetivas para o propésito do texto, e podem ser encontradas

em [7]e [6].

Definicao 1.1. Um grafo consiste numa dupla (V, A), onde V' é um con-
junto finito ndo vazio e A é uma famflia finita de pares ndo ordenados de V.
Chamando G o grafo em questio, temos G = (V, 4), V = V(G) é o conjunto
dos vértices e A = A(G) é a familia das arestas. Se & € A, o est4 associada
a dois vértices (nfo necessariamente distintos) u, v € V, e dizemos que « liga
¥ e v. Em alguns casos, por absurdo de linguagem, consideramos G = V
mas sempre subentendendo as arestas A. Portanto, um grafo se caracteriza

por uma estrutura finita de pontos na maneira como se ligam estes pontos.

Se mantivermos a definigdo acima alterando uma caracteristica de A,
on methor, considerando A como uma familia finita de pares ordenados de V,

obtemos uma estrutura um pouco mais rica:

Definigao 1.2. Um digrafo consiste numa dupla (V, A), onde V é um

conjunto finito ndo vazio e A é uma familia finita de pares ordenados de V.

Em ambos os casos acima definidos sdo permitidas arestas distintas asso-
ciadas ao mesmo par de vértices, distintos ou ndo. Fazendo apenas a restricio
de exatamente uma aresta para cada par de vértices distintos (no digrafo)

chegamos ent&o &



Definigdo 1.3. Um forneio é uma dupla (V, A), com V conjunto finito
ndo vazio, A C V x V um subconjunto que nio intercepta a diagonal, e com
a seguinte propriedade: dados a,b € V com a # b, entdo ou (a,b) € A ou
{(b,a) € A (exclusivamente). Assim, um torneio é um digrafo onde néo se
permitem lagos (um vértice ligado a ele mesmo) nem arestas miiltiplas, mas

exige-se exatamente uma aresta entre dois vértices distintos.

A ordem de um torneio é o ntimero de seus vértices. Em geral, designamos
T, um torneio de ordem 7, e denotamos [T,| = n. Quando (a,b) € A, dizemos
que a precede b, denotamos ¢ — b, e quando contrario, a sucede b, denotamos

a < b

Defini¢éao 1.4. Um homomorfismo entre os torneios T, e T} é uma fungio
f:Tn - T;talquesea,b e T, coma — b, entdo, ou f(a) = f(b), ou f(a) —
f(8). Um epimorfismo é um homomorfismo sobrejetor, um monomorfismo é

um homomorfismo injetor e um isomorfismo € um homomorfismo bijetor.

Definicéo 1.5. Se T = (V, A) é um torneio e V' C V, o torneio dado por
T' = (V', A'), onde A’ sdo as relagbes induzidas de A, é chamado subtorneio
de T induzido por V', também denotado ¥ = [V’]. Observe que A’ é o
maior subconjunto de A para o qual a definicio de T’ faz sentido. De fato,

um subtorneio é a imagem de um monomorfismo entre torneios.

Definicao 1.6. Dado um epimorfismo entre dois torneios, f : T, —
Ri. Entdo f define uma parti¢do com k classes sobre T,,. Se V(Ry) =
{a4,...,a:}, tome U; = f~*(q;). Se para i e j temos a; — a;, entdo w — 2
para todo w € U; e 2 € U;. Neste caso, existe uma relagdo bem definida
entre estes dois conjuntos, ¢ podemos escrever U; — U;. Podemos também

escrever T, = Ry(Uh,...,U), onde cada U; substitui o vértice a; original.
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Entdo Ry € um quociente de T,,. Falamos também que T,, = Ry(U1,...,U)
é a composigdo de k componentes Uy,..., U, com o quociente Ry. Observe
que se escolhermos k vértices de T,,, sejam {p1,...,px}, com p; € U; para
todo 1 <€ ¢ < k, o subtorneio de T, gerado por esses vértices sera isomorfo a

Ry, pela restricdo de f.

Definigdo 1.7. Se 7' € T é um subtorneio e v € V(T') — V(T"), dizemos

que v cona T caso v - T ouwv « T

Definigdo 1.8. Um caminho é uma sequéncia de vértices de um torneio
da forma a; -~ ag —» az — ... — ag. Isto é:

o Se i # j, entdo a; # q;
e Para todo 4,1 < i <k~ 1, temos a; — a;11

Definicdo 1.9. Um caminho L que passe por todos os vértices de um

torneio é um caminho hamiltoniano.

Definicao 1.10. Um ciclo é um caminho fechado, ou seja, com a notacio
da defini¢ao 1.8, teriamos ax — ;. Neste caso, consideramos dois ciclos
iguais se passarem pelos mesmos vértices e na mesma sequéncia, a menos de
rotacdo dos indices. E melhor definir o ciclo como um subtorneio do tipo

indicado.

Definigao 1.11. Um torneio é dito hamiltoniano se existe um ciclo pas-
sante (uma sé volta) atravessando todos os vértices, sendo genericamente

designado Hy,, com 7 sua ordem.

Definigao 1.12. Um torneio T, com n > 1 é dito simples quando tem
86 dois quocientes: T;, e T}, onde T denota o torneio formado por um finico

vértice.



Definicéo 1.13. Sejam H,, um torneio hamiltoniano e €' um ciclo em H,,.
Caso nio exista vértice de H,, — C conando C, o ciclo C é dito ndo-conado
em H, e os vértices de H, — C sio chamados polos associados a C. Um ciclo
C ndo-conado em H, é minimal se cada ciclo C; tal que V(Cy) € V(C)
e V{C1) # V(C) é conado por no minimo um vértice de H,. Um ciclo
minimal é ceracteristico se possui o menor comprimento dos ciclos minimais.
O comprimento cc(H,) de um ciclo caracteristico é a caracteristica ciclica
de H,. A diferenga n— cc{Hy) é chamada diferenga ciclica de H, e denotada
por cd(H,).

Definigao 1.14. Dados um torneio hamiltoniano H, e v € V(H,). Dize-
mos que v é vértice neutro de H, quando [H,—v] for hamiltoniano. Indicamos
por v(H,) o ntimero de vértices neutros de H,. Entre v(H,) e cd(H,,), temos
a relacio v(H,) > cd(H,).

Definigéio 1.15. Um torneio T, é dito normal se é hamiltoniano e tem um
Unico ciclo minimal (o ciclo caracteristico) ou, equivalentemente, cd(H,) =

v(H,).

Definicdo 1.16. O torneio A,, n > 4, com o conjunto de vértices
V(An) = {a1,...,an} € o conjunto de arestas E(A,} = {a; = a; | 7 <

i—1ou j =1+ 1} é chamado torneio bineutral de ordem n.

Observacdo 1.17. A, é o Unico torneio hamiltoniano que tem exata-
mente dois vértices neutros. Além disso, para n > 5, {a,-1,0,,01,a3} 6é
seu subtorneio maximal transitivo formado por vértices consecutivos do ciclo

hamiltoniano.
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Definicdo 1.18. Os vértices de um subtorneio § de um torneio T sao

equivalentes se cada vértice, ndo em V(S), cona V(S5).

Se os vértices de T, podem ser particionados em subtorneios digjuntos

S .. 8™ de vértices equivalentes e Ry, denota o torneio de m vértices
un,..., Wy tais que w; — w; se e somente se 5@ SU}, entdo T, =
Rm(S!,...,8") ¢ a composi¢gio de m componentes S, ..., 5™ com o

quociente R,y,.

Observacido 1.19. Sempre posso particionar (no minimo o torneio triv-

ial).

Os resultados a seguir, conquanto sejam pré-requisitos & teoria dos torne-
ios, e estejam quase todos nas referéncias, sao apresentados para que o leitor

tenha uma idéia do género das demonstragdes na teoria de grafos diretos.
Proposicio 1.20. Todo torneio T,,, n > 1, admite um quociente simples

Demonstragdo: Se T, for simples, nada hé para demonstrar. Se nao,
existe k, 1 < k < n, e um epimorfismo f : T, — Tj. Se Ty for simples,

estd demonstrado. Se ndo, encontramos s, 1 < s < k, e um epimorfismo
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g : T, — T,. Nao é dificil ver que a composta de g com f é um epimor-
fismo de T, sobre T,. Repetimos 0 mesmo argumento para 7,, obtendo,
se necessario, m com 1 < m < s € um torneio 73, em condigdes andlogas.
Com tal procedimento sé temos possibilidade de acabar num torneio simples.
Concluimos que este torneio (que é um quociente simples de T} existe, pois

0 processo tem no maximo n — 1 etapas.

Teorema 1.21. Todo torneio T,, admite exatamente um quociente sim-
ples. Se T}, é esse quociente simiples € p, : T,, = T € um epimorfismo sobre

outro torneio T.', entdo T} é também quociente simples de T,

Demonstragéo: Sendo p; : T, — T} um epimorfismo sobre algum quo-
ciente simples T}, tome Uy e U, sendo os conjuntos das parti¢des associ-
adas a py e p, respectivamente. Coloque T} = T{(ui,us,...,u;) e T} =
Ty (v, 2. ., ), 05 = Py (u), Bi = o7 H{w;), para j e ¢ satisfazendo 1 < j <
kel <i<as.

Afirmamos que se existem ndicest #reicom SNy # 0 e FiNa, # 0,
entdo J;Nay, # 0 para 1 < m < k. O caso k = 2 & consequéncia das préprias
sentengas anteriores. Se k > 2, tome x; € FiNaog e z, € 8, N ey. Suponha,
que exista h com §; Ny, = 0. Agora tome z,, em ¢, arbitrariamente, com
1<m<kem¢g{tr} Podemos ver que o subtorneio Ly = [z;,2,,..., 2]
é isomorfo a T}; logo & simples. Mas {v;, ps(2)} C ps(Lx) e, de py(zs) # v;,
concluimos que 2 < |p,(Lg)]. Temos |p,(Ly)| < k, pois ps(x:) = ps(z,).
Portanto a imagem de Lj por p, é um subtorneio nfo trivial e menor que Ly,

contrariando sua simplicidade. Para ndo ocorrer isto, devemos ter
BiNoy, #0 paracada mtalque 1 <m < k. (*)
(i) Se houver alguma classe §; satisfazendo (x), ela serd dnica. Se nio,

12



supor por absurdo que existam ¢ e j, indices com §; e §; satisfazendo (),
i % j, e tome duas classes o, e @ com r # f. Sem perda de generalidade,
podemos supor 5 — J; e o « o. Tome u € §;Na, e v € §; Ny, entdo
u — o e simultaneamente u < ', um absurdo. H& portanto no méximo

uma classe §; satisfazendo (x).

(ii) No caso & > 2, ndo hé nenhuma classe f; satisfazendo (*); pois
se existisse, ela seria tinica e poderfamos construir Ly de forma andloga
a (i) tomando k — 1 vértices em f; e um fora. Assim, p,(Ls) seria iso-
morfo a Ty, contrariando novamente sua simplicidade. Entdo, neste caso,
para cada, i, existe j com §; C ;. Para todo 4, escolha qualquer z; € j; e

Jy = [z1, %3, . . . , z5) serd isomorfo a T, com pi(J;) = Tj.

(iii) No caso k& = 2 temos Uy = {a1,a0} € 0y =+ oa. Se para nenhum
indice 4 valer (), fazemos como no caso anterior € obtemos um epimorfismo
T" — T5. Se houver algum j; verificando (%), defina f : TV — T3 por
F(vy) = @y se B C a1, por f{v;) = ag se B C g € ponhamos f{v;) = oy ou
oy para obter f sobrejetiva. Entdo f é epimorfismo.

Por (ii) e (iii), concluimos que 7} serd epimorfo a T} e, portanto, T; é um
quociente gimples de qualquer outro quociente nio trivial de 7,,. Mas dado

outro quociente simples Ry de T, este serd quociente simples de T{. Logo

serd o préprio Ty, 0 que prova a unicidade do quociente simples.

Teorema 1.22. Dado um torneio T,,. Entao sdo equivalentes:
(1) T, € hamiltoniano
(2) O quociente simples Ry, de T;, é diferente de T,

(3) Cada um dos quocientes de T;, é hamiltoniano

Demonstracio: (1) = (2). Se T, for hamiltoniano, seja 1 — 22 —

13



.. = Ty — 27 um ciclo hamiltoniano. Se houver um epimorfismo f : T, —
T;, entdo existe ¢ com f(z;) = ag e f(2;) = a1, onde j = i + 1 mod n. Neste

caso, Z; — x; mas f(x;) + f(z;), um absurdo. Logo Ry, # Ts.

(2) = (1). Suponhamos R, # T,. Primeiramente provemos que
existe um 3-ciclo em T;,. Tome entdo um vértice a € T, ¢ defina U =
{vértices de T, que nio precedem a} e U’ = {vértices de T, que sucedem a}.
Como a ndo cona T, — a, entao U, U’ # @. Se para todow e Uev € U
tivéssemos w — v, entdo [ U {a}] — U’, uma contradigido. Devido a isso,
existem w € U e v € U' formando o ciclov - w — ¢ — v.

Considere agora um ciclo C de comprimento méximo em Ty, |C| = k.
Todo vértice de T, — C' deverd conar C; pois se um vértice v ndo cona C,
isto é, @3 — az — ... = ax —> a1, entdo podemos encontrar um indice ¢ com
v 4— a; ev — a; com j == {41 mod k e obtemos um ciclo de comprimento k+1
passando por V(C)U{v}. Entdo, ponhamos U = {vértices que precedem C}
e U’ = {vértices que sucedem C}. Temos T,,—C = [UUU’] e queremos provar
que U=U"=0.

Se for apenas um deles vazio, por exemplo, U’, entdo T, = U - C, con-
trariando a hipdtese. Sejam entdo ambos ndo vazios. Se U — U’, novamente
terfamos T, = [(U U C) — U'], um absurdo. Logo, existem w € U e v € U’
com w + v. Entdo o ciclow = a1 = as — ... = ap = v = w contraria ser

a maximalidade de .
(3) = (1) é dbvio.

(1) = (8) T, induz a mesma ordem em seus torneios quocientes

Proposi¢ao 1.23. Sejam H, um torneio hamiltoniano e Q,, um de seus

torneiog quocientes. Entao cc(H,) = cc{Q,,)

14



Demonstragio: Ver [2], [4] e [5].
Lema 1.24. Todo torneio T,, admite um caminho que passe por todos

os seus vértices (caminho hamiltoniano)

Demonstracio: Por inducdo. Os casos n = 2,3 sdo triviais. Suponha
o lema vélido para todo Ty, & < n. Dado T,,. Se for hamiltoniano, um de
seus ciclos méximos jé serd o caminho pedido. Se ndo for hamiltoniano,
entio T, = T5(S%, %) com |SY,]8? < n. Podemos entdo usar a hipdtese
de inducédo e tomar caminhos em S! e §2%, ou melhor, V(§?!) = {ay,...,0,}
e V(S?) = {b,....,b}comr+s=mn,a S a, > ... >a.eb b —
... = b,. Como S' = 52, necessariamente a, — b, e, justapondo ambos os

caminhos por essa adjacéncia, obtemos o caminho hamiltoniano em T;,.

Dizemos que um torneio 7' é transitivo se T ndo possui nenhum ciclo
passando por um subconjunto de vértices. O resultado a seguir define com-

pletamente os torneios transitivos de ordem n.

Lema 1.25. Para cada n, existe apenas um torneio transitivo de or-

dem n, Tty

Demonstracdo: Se T, é transitivo, tome 7y — 23 — ... = T, um
caminho hamiltoniano em 7,. Dados i e jcom 1 € ¢ < j € n. Mostremos
que ; = z;. Com efeito, negando tal, obterfamos o ciclo €' x; = Tiy1 —
.. = Ty = %y, 0 que contradiz a transitividade de 7. Entéo as tnicas
relagdes de adjacéncia possiveis neste torneio sdo da forma z; — z; sempre
que 7 < j. Se T! é outro torneio transitivo de ordem 7, denotando T, =
T! (2}, xh, ..., z;) com vértices satisfazendo as mesmas relagdes de adjacéncia
segundo o indice que T}, a aplicagdo que leva z; em x} é um isomorfismo de

T, em T,.

15



Chamaremos Tr, o Gnico torneio transitivo de ordem n. Kstabelecemos

a seguinte convengdo quanto 4 humeracio dos vértices de Tr,:
Tr, =Tra(®1,29, ..., 2n) => & — T; €1 > J.

Assim, o (inico caminho hamiltonianc de Tr,, por essa convengio, é z, —

Typ-1 —* ... = Z1. Para o caso n = 2, entretanto, denotamos Ty = T3(a, b)

para indicar a — b.

Definicao 1.26. Dado um torneio T, definimos a sua condensagdo como
um quociente transitivo de T, da forma T, = Tr;(SM, 59, ..., 5®), onde
cada componente S ¢ sirong, ou seja, hamiltoniano ou trivial (T}). Para
k > 1, o torneio T'ry, é sempre epimorfo a T3. Portanto, a condensagio de um
torneio hamiltoniano é sempre T7. Relativo a condensagao, temos o seguinte

resultado:

Teorema 1.27. Todo torneio ndo hamiltoniano T,, admite uma iinica

condensacdo Ty, 1 < k < n, a menos de isomorfismo

Demonstracao: Inicialmente, vamos construir uma condensacio para
T,. Como Ty, ndo € hamiltoniano, temos Ty, = T3(8@, SM) = Ty (8™, S,
Se forem S ¢ 8@ strong, obtemos Trz, uma condensagio para T,. Se nio,
ou 8O ou S gerd nio trivial e ndo hamiltoniano. Seja, por exemplo,
9™ nessas condigdes. Entao SO = Tp(J@, JU), Dai J@ — J ¢ §@ 5
J©) para s = 1,2. Podemos reorganizar os vértices de T, de modo seguinte
Tn = Tra(JO, J@, 8@, Em geral: na etapa ¢, teremos T, = T7,(SM, 5@,
oo, 8B). Se todo SO for strong, 1 < i < ¢, uma condensacio de Ty, é T'ry.
Se houver algum i com S nio strong, implica % = TH(P®, PM), Con-
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sidere a reenumeracio

& se J<i
PO se j=1
P® se j=i+1
S ge j>i+1

gl —

Vendo que ST’ — S@ caso 7 > ¢, podemos reagrupar os vértices 7, =
Troa (S, 8@ S}, O processo deve parar apés um ntmero finito
de etapas, pois em cada uma o mimero de componentes S todas ndo vazias,
aumenta em uma unidade e a soma de todas as suas ordens é igual a n. Camo
tal processo s6 termina quando todas as componentes S forem strong, para
1 € ¢ £ k, obtemos o torneio transitivo Tr} sendo uma condensagdo de Tj,.
Seja entdo T'r!, um outro quociente transitivo de T, em outras palavras,
T, = Trl (GY,...,G™). Para 1 < i < k, existe apenas um j com P® N
GY # §. Se ndo, suponhamos haver j com PO N (GHUGAU...uGU) =
AV £ ge PON(GUHI UG U...UG™) = A@ #£ §. Naturalmente,
PO = T5(A® AW, o que contraria P® ger strong. Mas se G&) o PO ¢
GUY 5 P para i < s, entdo GY O P® para i < ¢ < 5. Se negarmos isto,
teremos P C G™ para algum h # j. Se h > j, segue de G\ « G
que P®) « PW 4 que € um absurdo pois ¢ < 5. Analogamente, h < j
implica G « G, o que implica P® « P, nova contradigio pois ¢ > i.
Logo, cada componente tem forma G = [P_,fd) U P}‘Hl} U...u P}d""’}] para
algum d;. Em particular, se Tr}, é outra condensagdo de Tj,, cada uma se suas
componentes ¢ exatamente igual a alguma componente de Tr{. Portanto,

k = m e obtemos a unicidade desejada.

Teorema 1.28. Sendo v(H,) o niimero de vértices neutros de H,, vale
2<v(H,) <nparacadan> 4
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Demonstragio: Existe um 3-ciclo em H,,, seguindo 4 mesma prova do
teorema 1.22. Entéo existe um ciclo C' de comprimento méximo r € n — 2.
Suponhamos que [C} < n— 2.

Cada v € V(H,) — V(C) cona C. Definamos U = {v € V(H, - C) |
v ClelU ={veV(H,—C)|v+ C}. Novamente obtemos U, U’ # 9.
Como U — C — U, a relacio U — U’ ndo pode ser vélida. Caso contrario,
existiriamvy e Uew € U' comv — C — w = ve, escrevendo C : 21 = 3 —
... = T, — I, obterfamos o ciclov =+ 29 = 23 > ... =2 2, 2> w — v de
comprimento 7 + 1 < n— 2, contradizendo a escolha de C. Logo, [C| =n—2
e V(Hy) = V(C)U {1, 12}

(i} Se v e v ndo conam C, ambos s30 neutros;

(ii) Se v; néo cona C e v, cona, entdo v, é neutro. Podemos supor
vg — C (implicando v; — v). Escrevendo C : 21 — 22 = ... = Zp_g — 21,
tome i com z; — v € Zipe & v1. Entdo x4 é neutro devido ao ciclo
Ti = V1 — Tige = ... = Tio1 — Ti. Agora s € Ziy 530 dois vértices
neutros.

(iii) Se v; e vy conarem C, com raciocinio andlogo, obtemos dois vértices

z; € ¥ do cicle C, ambos neutros.

Observamos que, por um resultado de [2], para cada ordem n > 5, o nico
torneio hamiltoniano H, que possui somente dois vértices neutros é o bineu-

tral A,.

Proposicdo 1.28. Seja H, um torneio normal. Entdo o ciclo carac-

teristico ¢y, € ou 3-ciclo A, k = 3, ou um torneio bineutral Ay, k > 4

Demongtragao: Ver [4].
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Proposicao 1.30. Seja H, um torneio normal de caracteristica ciclica k,
k > 3, com ciclo caracteristico Ax. Um polo z associado a Ay deve ter as
seguintes propriedades com respeito a Ag:

(D) (eig1s--r08) = 2 = (a1,...,a;), i=1,...,k—1

(2) (ag,...,ak) —+ 7= (al,...,ai.,.l), 7 = 1,...,k—1
Demonstragéio: Ver [4] e [9].

Definigdao 1.31. O polo z é chamado polo do tipo i e de classe 1 ou 2,
denotado por z; ou ¥;, se suas propriedades sio dadas pelas condigdes (1) ¢

(2) da proposigio 1.30 respectivamente.

Teorema 1.32. Um torneio H, € normal se e somente se as condigdes

seguintes sao satisfeitas:

(1) H, permite um ciclo bineutral Ay, k > 4, ou 0 3-ciclo A3 como o ciclo

minimal
(2) Os polos associados a Ay, sdo do tipo k —1 de classe 1 (x1,...,T5-1)
e do tipo k — 1 de classe 2 (3, . .., Yx-1), considerados na defini¢do 1.31

(3) O subtorneio P,_; de polos associados a Ay nao é hamiltoniano

(4) P,y permite a seguinte composi¢do transitiva:
Py =Tri (TO, ..., T®) (isto  TH = TW &= § > j),
onde:
T ¢ formado por polos do tipo z;

TM ¢ formado por polos do tipo %1, %3, ¥

T{® é formado por polos do tipo %1, T, Z3, Yo
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T® ¢ formado por polos do tipo z;—1, Ti, Tir1, Y;
T*~2) ¢ formado por polos do tipo Ty—s, Te—2, Tr-1, Yk—2
T*-1) & formado por polos do tipo Tx_g, Tk—1, Yk-1

T § formado por polos do tipo zTx_1

e cada componente diferente de Tig) ou Ty pode ser ou ndo vazia

Demonstracao: Ver [4].
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Capitulo 2. Torneios de Douglas

Defini¢do 2.1. Chamamos de torneio de Douglas cada torneio que
admite exatamente um ciclo hamiltoniano. Denotamos por D, um desses
torneios de ordem 7 e por D a classe de todos os torneios acima mension-
ados. Denotamos v1 = vy = ... = v, = v; o ciclo hamiltoniano de D, e
chamamos seus subcaminhos v; = v; juntando v; a v; de caminho padrio a

partir de v; até v; (usamos o sfmbolo = no lugar de — indicando unicidade).
Proposigao 2.2.Cada componente S de um torneio D, é transitivo

Demonstragio: De fato, se existe um S nio-transitivo, entio nds
teriamos no mfnimo dois caminhos hamiltonianos distintos em S® e assim
dois ciclos hamiltonianos em D,. Em qualquer torneio existe um caminho

passando por todos os vértices:

/3]

a2

On41

Qn

Proposicdo 2.3. Cada subtorneio hamiltoniano H,, de um torneio D,

¢ um Dy, subtorneio
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Demonstracgdo: Se m = n — 1 isso é verdade; porque, caso contririo,
cada ciclo hamiltoniano de D, poderia ser extendido a um ciclo hamiltoniano
de Dy,

x

Se m < n — 1, considere duas diferencas possiveis:

(i) Existe uma cadeia de subtorneios hamiltonianos Cpyq,...,Ch_y tal
que V(H,) C V(Cpy1) C ... C V(Cp1) C V(H,). Entdo passo por passo
segue que: C,,_, € D,C,, 2 €D,...,H, €D.

(ii) Existe um subtorneio hamiltoniano C,, m < s < n — 1, tal que entre
H,, e C, existe uma cadeia de subtorneios hamiltonianos como em (1), j que,

para cada subtorneio K,4; tal que V{(C,) € V(K 1), o torneio K, ndo é

hamiltoniano, isto é, C; € conado por todos os vértices de V(H,) — V(C,) =

{viy.. 4, 'Un—s}'
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Entdo H,, deve ser composicdo H,, = Cp—sp1{¥1,. .., Vp_s, Cs), 0 que é um ab-
gurdo pela proposigdo 2.2 acima. Observemos que todo torneio hamiltoniano

nio é transitivo:
a1

Gn.-3
Coroldrio 2.4. Se D, € D é uma composigao D, = R,(SM, ..., SM),
entao R, € D
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Demonstragao: Visto que R, é isomorfo a um subtorneio hamiltoniano

de D,, concluimos que R,, € D pela proposic¢do 2.3.

Corolério 2.5. Um torneio hamiltoniano T,,, n > 4, é um torneio D,, se
e somente se, para cada quddrupla de vértices distintos a, b, ¢, d tal que os
pares (a,b) e (¢, d) sdo separados dentro de um ciclo de T,,, 0s mesmos pares

sao separados em cada ciclo de T,, contendo eles

Demonstragao: Se T, é um torneio D, entdo o resultado é ébvio, visto
que a ordem induzida é a mesma em todos os subtorneios hamiltonianos
de D,,.

Por outro lado, se nés considerarmos um torneio hamiltoniano 7, o qual
nip é um torneio de Douglas e tomarmos C' e H sendo dois ciclos hamiltoni-
anos, entéo existirdo dois vértices consecutivos a e ¢ em C e nao consecutivos
em H. Disso, existe um vértice & no caminho em H juntando ¢ a ¢ e um
vértice d no caminho H de ¢ para a. Conseqiientemente, os pares (a,b) e

(¢, d) sdo separados em H e ndo em C, contradizendo o corolario 2.4.
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Capitulo 3. Relacoes entre
Torneios de Douglas e Torneios Normais

Caracterizaremos os torneios de Douglas em termos de torneios normais.

Teorema 3.1. Cada ciclo caracteristico Ci, de um torneio D, (com

ce{D,,) = k > 4) € bineutral

Demonstragao: Por absurdo. Assuma que existam trés vértices neutros
em Cj, a saber, z, ¥y e z. Entdo existem trés polos, digamos x1, ¥ e 2,
conando Cx—z, Cy—y e Cy— 2, respectivamente (veja lema 15 de [2]). Se, por
exemplo, Z1 — y1, £ — %1 € y — Y;; entdo obtemos ¢ = 2y = (Cp —z) e

y = %1 = (Cx — y). Consideremos dois casos diferentes:

(i) O caminho padrio de z para y em Cj contém outros vértices, vamos

dizer u com u = y em C. Entdo temos os ciclos (veja o primeiro desenho):
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comz ST Y —= Yy % exr T >y >u=>y=>...=>z Mas

olhando os pares (z,y) ¢ (1, ), obtemos uma contradigiio ao coroldrio 2.5.

(ii) A outra possibilidade seria z = y em Cy. Entéo devemos considerar

ag possibilidades:

a. Se v é um vértice tal que v # x e v = ¥, entdo temos os ciclos
(veja o segundo desenho acima) com v = ... =z =31 Yy 2V e
v =y >y — & — T — v. Mas, olhando os pares {z,y) e (x1,v), obtemos

uma contradicdo ao corolario 2.5.

b. Se ndo existe tal vértice v {em outras palavras, para cada
vértice v tal que v # z, temos ¥ — x), entdo z ndo € um vértice neutro de Cg,
o que implica que y deveria conar Cy —z. Similarmente. Se 21 — ¥y, 1 = 2

e y1 — y; entdo, por dualidade, também obteriamos uma contradigio.

Como conseqiiéncia desse resultado, temos o seguinte resultado:
Sendo Ay o ciclo caracterfstico (bineutral, pelo teorema 3.1), a) € ay
seus dois vértices neutros, z e y dois de seus respectivos polos associados;

obtemos a

Proposicio 3.2. O torneio Hy o obtido de Ay por juntar x com gy é

bineutral e tem Ay como ciclo caracteristico

Demonstragao: Primeiramente sabemos que ndo podemos ter nem 2 —
a; ey — ag, nem a; — & € gy —+ y (pela prova do teorema 3.1). Agora,
consideremos o ciclo hamiltoniano ) = ay... = ay = a;.

O caso a; = = e y — a; é impossivel, pois temos os ciclos 2 — a; —
G = ... = Qg1 = Q] F 2 & Ty Y — e = a; — 2. Daqui temos

os pares (z,az) e (ag, a,), contradizendo o coroldrio 2.5.
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Finalmente, o caso ay — ¥, £ — a; ¢ £ — y € também impossivel. Isso
devido ao fato de termos os dois ciclos a; = 0, = ... 2D a4 = 6 = T —
Yy-—>a € a3 =T -y —>ag 1 — G — 0, que dio os pares (as, x) e
(ag-1,y) e uma contradigfio com o coroldrio 2.5.

Daqui temos a; — ¢, £ — a; e ¥ — . Entao Hy_5 é bineutral.

Proposicao 3.3. O subtorneio de D,, induzido pelos vértices do caminho

padrao de a; a a, é transitivo

Demonstrago: Tome P(ay,0:): ay = ... = a1, sendo o caminho
padrdo de az a @;. Devemos mostrar que a ordem natural induzida em
P(ay, a1) pelo ciclo ordenado de D, satisfaz a propriedade seguinte: A de-
sigualdade u < v é valida se e somente se © — v. De fato, existe um torneio
hamiltoniano {Ax, u,v} com ocicloar = ... = ax — u = v — a4, visto que

u e v s20 polos.

Observacao 3.4. Todo torneio bineutral é de Douglas. Se H, é bineu-
tral, entao H, = A,. Suponhamos que A, € D. Logo, existe um caminho
tal que ax 4 ag+1; 0 que é um absurdo, pois a; 86 pode ir em ai.1, porque

08 putros vértices “vao” nele.
a
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Proposicdo 3.5. Seja A, k > 4, sendo um ciclo de D,,. Entao no cam-

inho padréo de as a ax—, em D, existem somente os vértices aq, a3, ..., Q1

Demonstragao: Primeiro congtruimos o subtorneio Hyyo a partir de Ay
por juntar x e y. Assumamos que existe um vértice u em Dy entre a,, e a1

com 2 < m < k— 1. Visto que u é um polo de Ay, o subtorneio A; U {u} é

hamiltoniano. Assim, tome am — 4 — G-
z y

Temos que considerar dois casos:

(i) Se x — u, entdo existem os ciclos: 2 =5 a; = ... 2 2y = 4 =
B+l —F +o. 0 2 Y ST € T U gy —F ... — G —> Q1 —
as = ... = ay — & Mas, temos (am,am+1) € (4,2), 0 que contradiz o
coroldrio 2.5.

(ii) Se u — =, entdo h4 duas possibilidades:

a. Se y — u, entdo obviamente temos dois ciclos em Hy, oU{u}.
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b. Se u — y, entdo similarmente temos dois ciclos £ —= a1 —
Dy U A1 - D UG DY DT T A D Gy U

Y= Gmyy —F ... Qg — 2.

Proposigao 3.6. Seja Ag, £ > 4, um ciclo caracteristico de D,. Entéo

cada vértice enire a; € @y € equivalente a 4y

Demonstragiio: Construimos um subtorneio Hy o a partir de Ay adi-
cionando-se z e y. Seja v um vértice entre a; ¢ 2. Como na proposicio 3.5,

vemos que @y — v — a2. Suponhamos que v ndo é equivalente 3 a;.

ay Y T

Temos as seguintes possibilidades:

(i) Existe um vértice a; com 2 < j < k tal que a; — a; e v — a;.
Neste cago, temogs os ciclos T > @, v 2 @y — ... 2 6 =+ §y = T e
) = U=~ iy ... G~ Ay = ... —> G;_1] —> T —> a; e obtemos
08 pares (a;, @a) € (v, ax), o que contradiz o corolario 2.5. Conecluimos também

que g; — v para qualquer j, 2 < j < k.

(ii) Existe um vértice z no caminho padrao de a;_1 a a; em D, tal que
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v = z. Argumentando dualmente a (i} (e pela proposi¢do 3.3), chegamos
a2z —» a, ¢ obtemos os ciclos 2 &> @, = v = a3 = ... —F Ay > 2
(ou... 2 apy —ar—2) € Gy >V —=2—a = ag — ...+ ag Mas,
os pares (v, z) ¢ {81, @2) levam a uma contradigio ao coroldrio 2.5. Como ndo
é necessdrio considerar adjacéncias entre vértices equivalentes, a afirmagéo é

verdadeira.
Por dualidade temaos o seguinte

Corolario 3.7. Seja Ay, k > 4, sendo um ciclo caracteristico de D,,.

Entao cada vértice entre a;_.1 e ay € equivalente a a

Teorema 3.8. O quociente simples @, de um torneioc D, de carac-

teristica ciclica k > 4 é normal

Demonstragao: Consideremos todos os ciclos caracteristicos de D,. Pe-
lo coroldrio 3.6, o caminho padréo az — as — ... = @k, coincide em todos
o8 ciclos caracteristicos, pois seu complementc em D, é o subtorneio transi-
tivo maximal formado pelos vértices consecutivos. Por outro lado, podemos
ter varios vértices a; e a;, mas eles sdo equivalentes entre eies mesmos.

Agora construiremos o quociente simples Q,,, do torneio D,. Pela propo-
sigdo 1.23, ce(Dy) = ce(@Qy,). Denotamos por o a componente {a;} e por A},
o ciclo caracteristico de Q,,,. Entdo o predecessor « de a} e o sucessor v de aj,
no ciclo hamiltoniano de @, séo polos associados a @ e a), respectivamente,
isto 8, Ay —af > u—ad e g — v — A} — a}. De outro modo, se por
exemplo, u ndo é asgociado a ¢}, consideremas dois polos associados z e y
(dados pela proposicdo 3.2) e assumamos que o indice 4, 2 < ¢ < k, é 0 maior

tal que ¥ — a}. Assim feito, chegamos s seguintes possibilidades:
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(i) Se ¢ = 2, entdo v é equivalente a af, mas isso é uma contradigio devido

ao fato de @y, ser simples.

(ii) Se 3 < i < k, entdo existem os ciclos u = @} = a4y = ... —
dk >y oU e u—ra Fayy .2y d o d o
T — u. Entretanto, os pares (a{,z) ¢ (u,y) conduzem a uma contradi¢io ao

coroldrio 2.5.

Finalmente, nenhum vértice a; que pertence a A} pode ser vértice neutro
de Q. De fato, se, por absurdo, o torneio A} — a; fosse hamiltoniano, ele
deveria ter o ciclo passante u = o} = a) = ... > a_, = @i ,; > ... =
a, = v = ... = u induzido pela ordenagdo ciclica do ciclo hamiltoniano
de Qm {pela proposicio 2.3 e pelo coroldrio 2.5). Mas, isso contradiz o fato de
termos @, — aj_;. Daqui ¢cd(Qm) = m — k = v(Q\n) e, conseqiientemente,

o quociente simples (J,, é normal.

Teorema 3.9. Sejam D, um torneio com cc(D,) = k > 4 e Q,, 0 seu
guociente simples. Entao sdo vilidas as afirmacoes:

(1) Q. é normal

(2) O subtorneio dos polos de Q,, é transitivo

(8) Cada polo de Q. 6 de classe 1

(4) Entre dois polos z; e z; de Qn de classe 1, as seguintes regras de
adjacéncia valem:

.’Eg—)&:; = j<i+1

Demonstragao: (1) e (2) sdo Gbvios.
(3) Assumamos, por absurdo, que exista um polo de classe 2 em Q.

Entao temos og ciclos @y = a) = ... 2 a; 2 @iy = ... Doy ¥ )
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e af = ay) ... a2y —a, = ... =, = a). Mas, em vista de
(al,al,1) e (al, %), obtemos uma contradi¢do com o coroldrio 2.5.

(4) Se existem dois polos x; e x;,5 de classe 1 tais que x; = T;12, entao
temos os ciclos @; = Tl p 07 ... D@ Al A, . = G T
e T > Ty —> Ui, > 0 — 0, — T Mas (34, 67) e (a9, Tiy2) dd0 uma

contradi¢io ao corolario 2.5.

Teorema 3.10. Seja H, um torneio simples satisfazendo as quatro con-

dicbes do teorema 3.9. Entdo H,, é um torneio de Douglas

Demonstragao: Observemos que os vértices a; e @, tém, com respeito
a ag,...,05—1, as adjacéncias dos polos do tipo 2 e do tipo k — 2, respectiva-
mente.

Como as condigGes do teorema 3.9 sao satisfeitas, vemos que em D,

exceto para os caminhos padroes, sao vélidas as afirmagQes:

(i) N3o hé caminho de a, a g, com 7 < s (veja [4], teorema 4.5)
(ii) Ndo h4 caminhos de v a v, pertencendo ao complemento transitivo

de {a1,...,az}, tal que v = u

Agora, seja a =+ b — ¢ = d = a um ciclo de quatro vértices em D, dado
na ordenagio ciclica na qual os vértices aparecem em D,,. Pelo corolirio 2.5,
86 temos que provar que em D), nao se pode fer algum ciclo o qual possa
separar os dois pares (a,c) e (b, d).

De fato, visto que a quddrupla a, b, ¢, d deve ter dois ou mais vértices
no caminho a; = a3 = ... = @x_1 0u no minimo dois vértices em seu

complemento e considerando-se (1) e (2), vemos que tal ciclo ndo pode existir.

Teorema 3.11. Sgja H,, um torneio hamiltoniano com cc(Hp) = k > 4.

Entéao H, é um torneio de Douglas se e somente se H, satisfaz as condigdes:
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(1) O quociente simples @y, de H, satisfaz as condigdes do teorema 3.9
(2) H, pode ser construido a partir de Qm pela troca de todos os vértices

de @, exceto aq,. .., 051, por algum torneio transitivo

Demonstragao: De fato, pelo teorema 3.10, as finicas classes de equiv-
aléncias as quais sdo singletones devem ser as pré-imagens de ao, ..., a;—1 do

ciclo caracteristico A; de Q.

Teorema 3.12. Seja H, um torneio hamiltoniano com cc{H,) = 3.
Entéao Hy, € um torneio de Douglas se e somente se nm dos dois casos seguintes
sao verificados:

(1) H, é a composicao de um singleton e de dois torneios transitivos,
cada com um 3-ciclo

(2) O quociente simples @y, m > 5, de H, é um torneio normal tal que

(a) O subtorneio dos polos de @y, € transitivo

(b) Os polos de @, sdo todos de classe 1

(c) Hy pode ser construido a partir de Q. por substituir todos
os vértices de Q)y,, exceto o vértice as de seu ciclo caracteristico Az, por

algum tormeio transitivo

Demonstragdo: Dado H,, consideremos seu quociente @,,. Entio

aparecem duas possibilidades:

(1) Se @, é um 3-ciclo, entdo é ébvio que temos um dnico ciclo se no

minimo um de seus componentes nao possui mais do que um elemento.

(ii) Se m > 5; entfo consideremos uma sequéncia de subtorneios de
Douglas D3 C Dy € D5 C ... C D, e assumamos que D, tem como seu
quociente o 3-ciclo e o quociente simples de D, 4 tem ordem > 3. Observando

que D, tem como componentes um sgingleton, um subtorneio transitivo de
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ordem ¢ e outro de ordem p — ¢ —1 com 1 < g < p — 2, chegamos a quatro
possibilidades para Dpi:. A saber, veja o desenho abaixo, onde T'r; é o

torneio transitivo de ordem i:

g22 1L¢<qg-1 p—qg22, 1<p<p—qg-2

Visto que D,y1 é de um dos dois tltimos tipos, seu quociente é isomorfo
a As e daqui @, contém um subtorneio isomorfo a Ag. Assim, se repetir-
mos ¢ mesmo argumento usado na proposicao 3.4 e o8 seguinges argumentos

chegamos ao resultado.
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