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Introdução 

Na Teoria de Grafos, a classe dos torneios é uma das mais estudadas 

dentre os digrafos. Como é sabido, dado um torneio Tn, de ordem n, a prob­

abilidade que ele seja hamiltoniano (isto é, tenha um n-ciclo passando por 

todos os seus vértices) é quase um. Este fato justifica o grande interesse, 

e o enorme número de artigos de pesquisa, sobre a classe dos torneios hamil­

tonianos. Em 1966, J.W.Moon (veja [13]) estudou a seguinte questão: 

"Dado um torneio hamiltoniano Hn~ de ordem n, qual o número mínimo 

de k-ciclos, com 3 ~ k ~ n ?" 

Em [23], J.W.Moon demonstrou que este número mínimo é exatamente 

n- k +I, exibindo um torneio An (bineutral) tal que para cada valor k, com 

3 ::; k :5 n, em An temos exatamente n - k + 1 k-ciclos. 

Na Teoria de Grafos, a caracterização de classes, satisfazendo propriedades 

extremais, é um assunto de muito interesse. 

Em 1960, P.Camion (v~ia [3]) deu algumas caracterizações para os torneios 

hamiltonianos admitindo um único n-ciclo. Em 1970, R.J.Douglas apresen­

tou uma caracterização (veja [5]) que permitiu a M.R.Garey fazer a enu~ 

meração destes torneios. Em [22], M.R.Garey mostra que o número dos 

torneios Dn que admitem um único n-ciclo é dado por F2n-s, com n ;:::: 4, 

onde Fi denota o í-ésimo número de Fibonacci. 

No presente trabalho, apresentamos uma outra caracterização para a 

classe destes torneios hamiltonianos admitindo um único n-ciclo (que serão 

chamados de torneios de Douglas), que foi apresentada por D.C.Demaria e 

J.C.S.Kiihl em 1990 (veja [8]). 

Esta caracterização é estrutural, permitindo obter o mesmo resultado 

de enumeração de M.R.Garey, utilizando algumas variações do triângulo de 
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Pa.scal (veja [22]). 

Este nosso trabalho está organizado da seguinte forma: 

No Capítulo 1, apresentamos alguns conceitos e definições básicas para 

digrafos e torneios, bem como alguns resultados fundamentais. 

No Capítulo 2, estudamos a classe dos D-torneios, isto é, dos torneios de 

Douglas. 

No Capítulo 3, apresentamos as relações entre a classe dos torneios de 

Douglas e a classe dos torneios normais (que são os torneios hamiltonianos 

que possuem um único ciclo mínima! - veja [4] e [5] ). Concluindo este 

Capítulo apresentamos o 

Teorema. Seja H, um torneio hamiltoniano com cc(Hn) = k ;::: 3. 

Então Hn é um torneio de Douglas se e somente se Hn satisfa7. as seguintes 

propriedades: 

(1.1) Hn tem como quociente simples um torneio Qm, m ~ 5, tal que: 

(a) O torneio Qm é normal 

(b) O subtorneio de polos em Qm é transitivo 

(c) Todos os polos de Qm são de cl11Bse 1 

(d} Entre dois polos xi e Xj de Qm de classe I, a seguinte regra 

de adjacências vale: Xi -+ Xj implica que j ::; i + 1 

(1.2) Hn pode ser construido a partir de Qm substituindo-se os vértices 

de Qm, exceto os vértices a2, as, ... , ak-1 de seu ciclo caracteristico Ak, por 

algum torneio transitivo 

(2) Hn é a composição de um singleton e dois torneios transitivos com 

um 3-ciclo 

o qual dá a caracterização estrutural dos torneios de Douglas, utilizando 
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técnicas provenientes da Teoria de Homotopia Regular para Digrafos, desen­

volvida por D.C.Demaria e seus colaboradores, nos anos 70 e 80. 

6 



Capítulo 1. Preliminares 

Introduzimos aqui as definições preliminares na teoria de grafos. Lem­

bramos que tais definições não são universais e, em certo aspecto, propiciam 

alguma confusão, pois o que é grafo para um autor, para outro é digrafo e 

para um terceiro é rnultigrafo. Contudo, as definições apresentadas são sat­

isfatoriamente objetivas para o propósito do texto, e podem ser encontradas 

em [7]e [6]. 

Definição 1.1. Um grafo consiste numa dupla (V, A), onde V é um con­

junto finito não vazio e A é urna família finita de pares não ordenados de V. 

Chamando G o grafo em questão, temos G =(V, A), V= V(G) é o conjunto 

dos vértices e A= A(G) é a famflia das arestas. Se a E A, a está associada 

a dois vértices (não necessariamente distintos) u, v E V, e dizemos que o: liga 

u e v. Em alguns casos, por absurdo de linguagem, consideramos G = V 

mas sempre subentendendo as arestas A. Portanto, um grafo se caracteri7.a 

por uma estrutura finita de pontos na maneira como se ligam estes pontos. 

Se mantivermos a definição acima alterando uma característica de A, 

ou melhor, considerando A como uma família finita de pares ordenados de V, 

obtemos uma estrutura um pouco mais rica: 

Definição 1.2. Um digrafo consiste numa dupla (V, A), onde V é um 

conjunto finito não va::.do e A é uma família finita de pares ordenados de V. 

Em ambos os casos acima definidos são permitidas arestaB distintaB a.Bso­

ciadas ao mesmo par de vértices, distintos ou não. Fazendo apenas a restrição 

de exatamente uma aresta para cada par de vértices distintos (no digrafo) 

chegamos então à 
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Definição 1.3. Um torneio é uma dupla (V, A), com V conjunto finito 

não vazio, A C V x V um subconjunto que não intercepta a diagonal, e com 

a seguinte propriedade: dados a, b E V com a :f b, então ou (a, b) E A ou 

(b, a) E A {exclusivamente). Assim, um torneio é um digrafo onde não se 

permitem laços (um vértice ligado a ele mesmo) nem arestas múltiplas, mas 

exige-se exatamente uma aresta entre dois vértices distintos. 

A ordem de um torneio é o número de seus vértices. Em geral, designamos 

Tn um torneio de ordem n, e denotamos ITnl = n. Quando (a, b) E A, dizemos 

que a precede b, denotamos a --+ b, e quando contrário, a sucede b, denotamos 

a+- b. 

Definição 1.4. Um homomorfismo entre os torneios Tn e Tk é uma função 

f: T. --+ Tk tal que se a, b E T., com a--+ b, então, ou f(a) = f(b), ou f(a)--+ 

f(b). Um epimorfismo é um homomorfismo sobrejetor, um monomorfismo é 

um homomorfismo injetor e um isomorfismo é um homomorfismo bijetor. 

Definição 1.5. Se T = (V, A) é um torneio e V' c V, o torneio dado por 

T' = (V', A'), onde A' são as relações induzidas de A, é chamado subtorneio 

de T induzido por V', também denotado T' = [V']. Observe que A' é o 

maior subconjunto de A para o qual a definição de T' faz sentido. De fato, 

um su btorneio é a imagem de um monomorfismo entre torneios. 

Definição 1.6. Dado um epimorfismo entre dois torneios, f : Tn -+ 

Rk. Então f define uma partição com k cl""ses sobre T •. Se V(Rk) = 

{at, ... ,ak}, tome ui= f-1(0-j). Se para i e j temos Ui--+ Uj, então w--+ z 

para todo w E Ui e z E U;. Neste caso, existe uma relação bem definida 

entre estes dois conjuntos, e podemos escrever Ui --+ Ui. Podemos também 

escrever Tn = Rk(U1, ... , Uk), onde cada Ui substitui o vértice ai original. 
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Então Rk é um quociente de Tn- Falamos também que Tn = Rk(Ub ... , Uk) 

é a composição de k componentes Ut, ... , Uk com o quociente Rk· Observe 

que se escolhermos k vértices de Tn, sejam {p11 ... ,pk}, com Pi E Ui para 

todo 1 ~ í ~ k, o subtorneio de Tn gerado por esses vértices será isomorfo a 

R• pela restrição de f. 

Definição 1.7. Se T' C T é um subtorneio e v E V(T)- V(T'), dizemos 

que v cona T' caso v.....-? T' ou v+- T'. 

Definição 1.8. Um caminho é uma sequência de vértices de um torneio 

da forma a1 -+ a2 .....-? a3 -+ ... .....-? ak. Isto é: 

• Se i fj, então Di f aj 

• Para todo í, 1 ~ i::::; k- 1, temos Di -+ ai+1 

Definição 1.9. Um caminho L que passe por todos os vértices de um 

torneio é um caminho hamiltoniano. 

Definição 1.10. Um ciclo é um caminho fechado, ou seja, com a notação 

da definição 1.8, teríamos ak --+ a1 • Neste caso, consideramos dois ciclos 

iguais se passarem pelos mesmos vértices e na mesma sequência, a menos de 

rotação dos índices. É melhor definir o ciclo como um subtorneio do tipo 

indicado. 

Definição 1.11. Um torneio é dito hamiltoníano se existe um ciclo pas­

sante (uma só volta) atravessando todos os vértices, sendo genericamente 

designado Hn, com n sua ordem. 

Definição 1.12. Um torneio Tn com n > 1 é dito simples quando tem 

só dois quocientes: Tn e T1 , onde T1 denota o torneio formado por um único 

vértice. 
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Definição 1.13. Sejam H., um torneio hamiltoniano e C um ciclo em H.,. 

Caso não exista vértice de H.,- C conando C, o ciclo C é dito não-conado 

em Hn e os vértices de H.,- C são chamados polos associados a C. Um ciclo 

C não-conado em Hn é minimal se cada ciclo C, tal que V(C,) C V(C) 

e V(C1) ,P V(C) é conado por no mínimo um vértice de H.. Um ciclo 

minimal é característico se possui o menor comprimento dos ciclos minimais. 

O comprimento cc(H.,) de um ciclo característico é a característica cíclica 

de H.,. A diferença n- cc(Hn) é chamada diferença cíclica de Hn e denotada 

por cd(Hn)· 

Definição 1.14. Dados um torneio hamiltoniano H., e v E V(Hn)· Dize­

mos que v é vértice neutro de Hn quando [Hn -v] for harniltoniano. Indicamos 

por v(Hn) o número de vértices neutros de H •. Entre v( H.) e cd(H.), temos 

a relação v(Hn) 2: cd(H.). 

Definição 1.15. Um torneio T., é dito normal se é hamiltoniano e tem um 

único ciclo minimal (o ciclo característico) ou, equivalentemente, cd(Hn) = 

v( H.). 

Definição 1.16. O torneio A.,, n 2: 4, com o conjunto de vértices 

V(A.) = {a,, ... ,a.} e o conjunto de arestaB E( A.) = {a; --+ a; I j < 
i - 1 ou j = i + 1} é chamado torneio bineutral de ordem n. 

Observação 1.17. An é o único torneio hamiltoniano que tem exata­

mente dois vértices neutros. Além disso, para n ~ 5, {an_1 ,an,a1 ,a2} é 

seu subtorneio maximal transitivo formado por vértices consecutivos do ciclo 

hamiltoniano. 
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Definição 1.18. Os vértices de um subtorneio S de um torneio T são 

equivalente.s se cada vértice, não em V ( S), co na V ( S). 

Se os vértices de Tn podem ser particionados em subtorneios disjuntos 

s<1>, ... , s<nl de vértices equivalentes e Rm denota o torneio de m vértices 

WI, ..• 'Wn tais que Wi ~ Wj se e somente se S(i) ~ sU>' então Tn = 

Rm(S<1l, ... , s<ml) é a composição de m componentes s<l), ... , s<ml com o 

quociente Rm,. 

Observação 1.19. Sempre posso particionar (no mínimo o torneio triv­

ial). 

Os resultados a seguir, conquanto sejam pré-requisitos à teoria dos torne­

ios, e estejam quase todos nas referências, são apresentados para que o leitor 

tenha uma idéia do gênero das demonstrações na teoria de grafos diretos. 

Proposição 1.20. Thdo torneio Tn, n > 1, admite um quociente simples 

Demonstração; Se Tn for simples, nada há para demonstrar. Se não, 

existe k, 1 < k < n, e um epimorfismo f : Tn ~ Tk. Se Tk for simples, 

está demonstrado. Se não, encontramos s, 1 < s < k, e um epimorfismo 
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g : Tk --7 T,. Não é dificil ver que a composta de 9 com f é um epimor­

fismo de Tn sobre T,. Repetimos o mesmo argumento para T, obtendo, 

se necessário, m com 1 < m < s e um torneio T m em condições análogas. 

Com tal procedimento só temos possibilidade de acabar num torneio simples. 

Concluímos que este torneio (que é um quociente simples de Tn) existe, pois 

o processo tem no máximo n- 1 etapas. 

Teorema 1.21. Todo torneio Tn admite exatamente um quociente sim­

ples. Se Tk é esse quociente simples e Ps : Tn -+ r:' é um epimorfismo sobre 

outro torneio r:', então rk é também quociente simples de r:' 

Demonstração: Sendo Pk : Tn -+ Tk um epimorfisrno sobre algum quo­

ciente simples Tk, tome Uk e U, sendo os conjuntos das partições associ­

adas a Pk e p8 respectivamente. Coloque Tk = Tk(u 17 u2 , ... ,uk) e Tk' = 

Tí/( VIJ V2, ... , V8), ai = Pk1
( ui), J3i = p_;- 1

( vi), para j e i satisfazendo 1 :::; j :::; 

k e 1 :::; i:::; s. 

Afirmamos que se existem índices t f::. r e i com /3i n at f::. 0 e /3i n ar f::. 0, 
então fii n am f::. 0 para 1 ::; m ::; k. O caso k = 2 é consequência das próprias 

sentençaB anteriores. Se k > 2, torne Xt E f3t n Ot e Xr E /3i n ar. Suponha 

que exista h com f3i n ah = 0. Agora tome Xm em am arbitrariamente, com 

1::; m::; k em rt {t,r}. Podemos ver que o subtorneio Lk = [x1 ,x2 , .. • ,xk] 

é isomorfo a Tk; logo é simples. Mas { ViJPs(xh)} C p,(Lk) e, de p,(xh) #vi, 

concluímos que 2 S lp,(L,)I. Temos lp,(L,)I < k, pois p,(x,) = p,(x,). 

Portanto a imagem de Lk por p, é um subtorneio não trivial e menor que Lk, 

contrariando sua simplicidade. Para não ocorrer isto, devemos ter 

[3, n <>m ,P 0 para cada m tal que 1 <; m <; k. ( *) 

(i) Se houver alguma claBse /3i satisfazendo ( * ), ela será única. Se não, 
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supor por absurdo que existam i e j, índices com f3i e /3; satisfazendo (*), 

i :f:. j, e tome duas classes ar e ll't com r =f:. t. Sem perda de generalidade, 

podemos supor f3i --7 /3; e ar f- ll't· Tome u E /3i n ll'r e u' E /3; n ll't~ então 

u --7 u' e simultaneamente u f- u', um absurdo. Há portanto no máximo 

uma classe f3i satisfazendo ( *). 

(ii) No caso k > 2, não há nenhuma classe fii satisfazendo (*); pois 

se existisse, ela seria única e poderíamos construir Lk de forma análoga 

a (i) tomando k - 1 vértices em f3i e um fora. Assim, p8 (Lk) seria iso­

morfo a T2, contrariando novamente sua simplicidade. Então, neste caso, 

para cada i, existe j com f3i C a;. Para todo i, escolha qualquer xi E f3i e 

Js = [x~,x 2 , ..• ,x8 ] será isomorfo a r:' com Pk(Js) = Tk. 

(iii) No caso k = 2 temos Uk = {a1,a2 } e a 1 --7 a 2 • Se para nenhum 

índice i valer ( * ), fazemos como no caso anterior e obtemos um epimorfismo 

r;' -7 T2 • Se houver algum /3i verificando (*), defina f : r;' --7 T2 por 

f(v;) = a 1 se fi; C"" por f(v;) ="'se fi; C"' e ponhamos j(v;) = "' ou 

a2 para obter f sobrejetiva. Então f é epimorfismo. 

Por (ii) e (iii), concluímos que T;' será epimorfo a r~ e, portanto, Tk é um 

quociente simples de qualquer outro quociente não trivial de Tn. Mas dado 

outro quociente simples Ra, de rn, este será quociente simples de Tk. Logo 

será o próprio Tk, o que prova a unicidade do quociente simples. 

Teorema 1.22. Dado um torneio Tn. Entao são equivalentes: 

(1) Tn é hamiltoniano 

( 2) O quociente simples R,. de Tn é diferente de T2 

( 3) Cada um dos quocientes de Tn é hamiltoniano 

Demonstração: (1) => (2). Se Tn for hamiltoniano, seja x, -t x, -t 
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... --+ Xn --+ x1 um ciclo hamiltoniano. Se houver um epimorfismo f : Tn --+ 

T2 , então existe i com f(xi) = a2 e f(xj) = a1 , onde j = i+ 1 mod n. Neste 

cll.'lo, x;-'> x; mas f(x;) f- j(x;), um absurdo. Logo R,. of T,. 

(2) ==> (1). Suponhamos R,. of T2• Primeiramente provemos que 

existe um 3-ciclo em Tn. Tome então um vértice a E Tn, e defina U = 

{vértices de Tn que não precedem a} eU'= {vértices de Tn que sucedem a}. 

Como a não cona Tn - a, então U, U' =J. 0. Se para todo w E U e v E U' 

tivéssemos w--+ v, então [UU {a}]-+ U', uma contradição. Devido a isso, 

existem w E U e v E U' formando o ciclo v --+ w --+ a --+ v. 

Considere agora um ciclo C de comprimento máximo em Tn, ICI = k. 

Todo vértice de Tn - C deverá conar C; pois se um vértice v não cona C, 

isto é, a1 --+ a2 --+ ... --+ ak --+ a1, então podemos encontrar um índice i com 

v r ai e v --+ai com j = i+l mod k e obtemos um ciclo de comprimento k+l 

passando por V(C)U{v }. Então, ponhamos U = {vértices que precedem C} 

eU'= {vértices que sucedem C}. Temos Tn-C = [UUU'] e queremos provar 

que U= U' = 0. 
Se for apenas um deles vazio, por exemplo, U', então Tn = U--+ C, con­

trariando a hipótese. Sejam então ambos não vazios. SeU--+ U', novamente 

teríamos Tn = [(U U C) --+ U'], um absurdo. Logo, existem w E U e v E U' 

com w r v. Então o ciclo w --+ a1 --+ a2 --+ ... -4 ak -4 v -4 w contraria ser 

a maximalidade de C. 

(3) ==> (1) é óbvio. 

(1) ==> (3) Tn induz a mesma ordem em seus torneios quocientes 

Proposição 1.23. Sejam Hn um torneio hamiltoniano e Qm um de seus 

torneios quocientes. Então cc(Hn) = cc(Qm) 
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Demonstração: Ver [2], [4] e [5]. 

Lema 1.24. Todo torneio Tn admite um caminho que passe por todos 

os seus vértices (caminho hamiltoniano) 

Demonstração: Por indução. Os casos n = 2, 3 são triviais. Suponha 

o lema válido para todo Tk, k < n. Dado Tn. Se for hamiltoniano, um de 

seus ciclos máximos já será o caminho pedido. Se não for hamiltoniano, 

então Tn = T2{81, 82) com IB1 j, IB2
1 < n. Podemos então usar a hipótese 

de indução e tornar caminhos em 8 1 e 82
, ou melhor, V(S1) = {a1, ... ,ar} 

e V(S2
) = {b1, •.. , bs} com r+ s = n, a1 --+ a2 --+ ... --+ ar e b1 --+ b2 -+ 

... --+ b,. Como 8 1 --+ 8 2
, necessariamente ar --+ b1 e, justapondo ambos os 

caminhos por essa adjacência, obtemos o caminho hamiltoniano em Tn. 

Dizemos que um torneio T é transitivo se T não possui nenhum ciclo 

passando por um subconjunto de vértices. O resultado a seguir define com­

pletamente os torneios transitivos de ordem n. 

Lema 1.25. Para cada n, existe apenas um torneio transitivo de or­

dem n, Trn 

Demonstração: Se Tn é transitivo, tome X1 -+ X2 -+ ... -+ Xn um 

caminho hamiltoniano em Tn. Dados í e j com 1 ::; i < j ::; n. Mostremos 

que Xi -+ Xj• Com efeito, negando tal, obteríamos o ciclo C: Xi -+ Xi+l -+ 

... -t x; -t Xi! o que contradiz a transitividade de Tw Então as únicas 

relações de adjacência possíveis neste torneio são da forma Xi -t x; sempre 

que í < j. Se 7'! é outro torneio transitivo de ordem n, denotando T! = 

T~(xi, x~, ... , x~) com vértices satisfazendo as mesmas relações de adjacência 

segundo o índice que Tn, a aplicação que leva x, em x~ é um isomorfismo de 

Tn em T~. 
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Chamaremos Tr n o único torneio transitivo de ordem n. Estabelecemos 

a seguinte convenção quanto à numeração dos vértices de Tr n: 

Assim, o único caminho hamiltoniano de Tr n1 por essa convenção, é Xn ---t 

Xn-l -+ ... ---t x1• Para o caso n = 2, entretanto, denotamos T2 = T2(a, b) 

para indicar a ---t b. 

Defi.nicão 1.26. Dado um torneio Tn, definimos a sua condensação como 

um quociente transitivo de Tn da forma Tn = Trk(S(ll, s<2l, ... , S{kl), onde 

cada componente S{i) é strong, ou seja, hamiltoniano ou trivial (T1). Para 

k > 1, o torneio Trk é sempre epimorfo a T2. Portanto, a condensação de um 

torneio hamiltoniano é sempre T1• Relativo a condensação, temos o seguinte 

resultado: 

Teorema 1.27. Todo torneio não haroiltoniano Tn admite uma única 

condensação Tr;., 1 < k :s; n, a menos de isomorfismo 

Demonstração: Iniciahnente, vamos construir uma condensação para 

Tn. Como Tn não é hamiltoniano, temos Tn = T2 (SC2l, S(1l) = Tr2 (SC1l, S(2)). 

Se forem S(l) e S(2) strong, obtemos Tr2 , uma condensação para Tn· Se não, 

ou S(l) ou s<2l será não trivial e não hamiltoniano. Seja, por exemplo, 

SC1l nessas condições. Então S(l) = T2 (JC2l, J(1l). Dai J(2) --> J(l) e S(2) --> 

J(s) para s = 1, 2. Podemos reorganizar os vértices de Tn de modo seguinte 

Tn = Tr3 (JC1l, J(2l, S(2l). Em geral: na etapa t, teremos Tn = Tr1 (SC1l, S(2), 

... , S(tl). Se todo S(i) for strong, 1 ::=:; i :s; t, uma condensação de Tn é Tr1 . 

Se houver algum i com S{i) não strong, implica S{i) = T2(P<2l, pC1l), Con-
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sidere a reenumeração 

siJJ' = { 

s(j) 
p(l) 

p(2) 

siJ-lJ 

se 
se 
se 
se 

j <i 
J = t 

j=i+l 
j > i+l 

Vendo que s<rl' -4 S(q)' caso r > q, podemos reagrupar os vértices Tn 

Trt+t(S<1l', s<2>', ... , s<t+Il'). O processo deve parar após um número finito 

de etapas, pois em cada urna o número de componentes S(i), todas não vazias, 

aumenta em uma unidade e a soma de todas as suas ordens é igual a n. Como 

tal processo só termina quando todas as componentes S(i) forem strong, para 

1 $; i $; k, obtemos o torneio transitivo Trk sendo uma condensação de Tn. 

Seja então Tr:n um outro quociente transitivo de Tn, em outras palavras, 

Tn = Tr:n(a<1>, ... ,a<ml). Para 1 ~i~ k, existe apenas um j com p(i) n 
GIJ) # 0. Se não, suponhamos haver j com pl<l n ( Gi1l U Gi2l U ... U QIJl) = 

Ai1l # 0 e pl<l n (GIJ+>l u QIH2l u ... u Glml) = Ai2l # 0. Naturalmente, 

p(i) = T2(A<2l, A<1l), o que contraria p(i) ser strong. Mas se GW ::> p(i) e 

G(j} ::> p(a} para i < s, então cU> ::> p(t) para i :::; t :::; s. Se negannos isto, 

teremos p(t) c G(h) para algum h =f:. j. Se h > j, segue de GW t- G{h) 

que p(a) t- p(t), o que é um absurdo pois t ::; s. Analogamente, h < j 

implica G(h) t- G(j}, o que implica p(t) t- p(t), nova contradição pois t 2 i. 

Logo, cada componente tem forma G(j) = [Pj"l U Pj<+l) U ... U Pj<+•l] para 

algum dj. Em particular, se Tr:'n, é outra condensação de Tn, cada uma se suas 

componentes é exatamente igual a alguma componente de Trk. Portanto, 

k = m e obtemos a unicidade desejada. 

Teorema 1.28. Sendo v(Hn) o número de vértices neutros de Hn, vale 

2 $ v(Hn) $ n para cada n 2: 4 
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Demonstração: Existe um 3-ciclo em Hm seguindo à mesma prova do 

teorema 1.22. Então existe um ciclo C de comprimento máximo r ~ n - 2. 

Suponhamos que ICI < n- 2. 

Cada v E V(Hn)- V( C) cona C. Definamos U = {v E V(Hn- C) I 
v --+C} e U' = {v E V(Hn- C) I v f- C}. Novamente obtemos U, U' # 0. 

Como U --+ C --+ U1
, a relação U --+ U1 não pode ser válida. Caso contrário, 

existiriam v E U e w E U1 com v --+ C --+ w --+ v e, escrevendo C : Xt --+ x2 --+ 

... --+ Xr ~ Xt, obteríamos o ciclo v --+ X2 ~ xa --+ ... ~ Xr --+ w --+ v de 

comprimento r+ 1 ::; n- 2, contradizendo a escolha de C. Logo, ICI = n- 2 

e V(Hn) = V(C) U {v,, v,}. 

(i) Se v1 e v2 não conarn C, ambos são neutros; 

(ii) Se v1 não cona C e v2 cona, então v2 é neutro. Podemos supor 

v2 --+C {implicando Vt --+ v2). Escrevendo C: XI --+ X2 --+ ... ~ Xn-2 ~ xh 

tome i com x1 ~ Vt e Xi+2 f- VI. Então XHI é neutro devido ao ciclo 

Xi ~ Vt --+ X.:+2 ~ ••. --+ Xt-I --+ Xi. Agora V2 e X.:+ I são dois vértices 

neutros. 

(iii) Se v1 e v2 conarem C, com raciocinio análogo, obtemos dois vértices 

X i e x j do ciclo C 1 ambos neutros. 

Observamos que, por um resultado de [2], para cada ordem n 2:: 5, o único 

torneio hamiltoniano Hn que possui somente dois vértices neutros é o bineu­

tral Aw 

Proposição 1.29. Seja. Hn um torneio normal. Então o ciclo carac­

terístico ck é ou 3-ciclo A 3, k = 3, ou um torneio bineutral Ak, k 2: 4 

Demonstração: Ver [4]. 
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Proposição 1.30. Seja Hn um torneio normal de característica cíclica k, 

k ~ 3, com ciclo caracterisUco Ak· Um pala z associado a Ak deve ter as 

seguintes propriedades com respeito a Ak: 

(1) (ai+l!···,ak) -+z-+ (al, ... ,ai),i=1, ... ,k-1 

(2) (ai, ... ,ak)-+ z-+ (a1, ... ,ai+I), i= 1, .. . ,k -1 

Demonstração: Ver (4] e [9]. 

Definição 1.31. O pala z é chamado polo do tipo i e de classe I ou 2, 

denotado por Xi ou Yi, se suas propriedades são dadas pelas condições (1) e 

(2) da proposição 1.30 respectivamente. 

Teorema 1.32. Um torneio Hn é normal se e somente se as condições 

seguintes são satisfeitas: 

(1) Hn permite um ciclo bineutral A.l:, k ~ 4, ou o 3-ciclo Aa como o ciclo 

minimal 

(2) Os polos associados a A, são do tipo k -I de classe I (x, ... , x,_1) 

e do tipo k -1 de classe 2 (Yl, ... , Yk-1), considerados na definição 1.31 

{3) O subtorneio Pn-k de polos associados a Ak não é hamiltoniano 

( 4) Pn-k permite a seguinte compoBição transitiva: 

onde: 

TIO) é formado por palas do tipo x1 

T(l) é formado por polos do tipo x1, x2, Y1 

T( 2
) é formado por polos do tipo x1, x2, x3, Y2 
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T{i) é formada par palas da tipo Xi-1, Xi, Xi+1, Yi 

T(k-2) é formada por polos do tipo Xk-3, Xk-2 1 Xk-1, Yk-2 

T(k-1) é formado por polos do tipo Xk-2, Xk-1, Yk-1 

T(') é fonnado por polos do tipo x,_, 

e cada componente diferente de T(o) ou T{k) pode ser ou não vazia 

Demonstração: Ver [4]. 
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Capítulo 2. Torneios de Douglas 

Definição 2.1. Chamamos de torneio de Douglas cada torneio que 

admite exatamente um ciclo hamiltoniano. Denotamos por Dn um desses 

torneios de ordem n e por 'D a classe de todos os torneios acima mension­

ados. Denotamos Vt ==> v2 ==> ... ==> Vn => v1 o ciclo hamiltoniano de Dn e 

chamamos seus subcaminhos vi ::::} v3 juntando vi a v3 de caminho padrão a 

partir de vi até v1 (usamos o símbolo=> no lugar de -7 indicando unicidade). 

Proposição 2.2.Cada componente S(i) de um torneio Dn é transitivo 

Demonstração: De fato, se existe um S(i) não-transitivo, então nós 

teríamos no mínimo dois caminhos hamiltonianos distintos em S(i) e assim 

dois ciclos hamiltonianos em Dn. Em qualquer torneio existe um caminho 

passando por todos os vértices: 

Proposição 2.3. Cada subtorneio hamiltoniano Hm de um torneio Dn 

é um Dm subtomeio 
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Demonstração: Se m = n - 1 isso é verdade; porque, caso contrário, 

cada ciclo hamiltoniano de Dm poderia ser extendido a um ciclo hamiltoniano 

de D •. 
X y 

b, 

a, 

Un-2 
a, 

h.-o 

Se m < n- 1, considere duas diferenças possíveis: 

(i) Existe uma cadeia de subtorneios hamiltonianos Cm+lo ... , Cn._1 tal 

que V(H,.) C V(Cm+,) C ... C V(Cn-1) c V(H.). Então passo por p!lllso 

segue que: Cn_1 E V,Cn-2 E V, ... ,Hn E 'D. 

(ii) Existe um subtorneio hamiltoniano C9 , m:::; s < n- 1, tal que entre 

Hm e Cs existe uma cadeia de subtorneios harniltonianos corno em (1), já que, 

para cada subtorneio Ks+l tal que V(Cs) C V(Ks+l), o torneio Ks+l não é 

hamiltoniano, isto é, Cs é conado por todos os vértices de V(Hn)- V(Cs) = 

{vl, ... ,Vn-s}· 
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X 

y 

Então Hn deve ser composição Hn = Cn-s+l(vl, ... , Vn_ 8 , 0 8 ), o que é um ab­

surdo pela proposição 2.2 acima. Observemos que todo torneio hamiltoniano 

não é transitivo: 

Corolário 2.4. Se Dn E 'D é uma composição Dn = R,.(S<11, ... , s<ml), 

então R,. E 'D 
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Demonstração: Visto que Rm é isomorfo a um su btorneio hamiltoniano 

de Dm concluimos que Rm E D pela proposição 2.3 . 

• 

• 

• 

Corolário 2.5. Um torneio hamiltoniano Tn, n ;:::: 4, é um torneio Dn se 

e somente se, para cada quádrupla de vértices distintos a, b, c, d tal que os 

pares (a, b) e (c, d) são separados dentro de um ciclo de Tn, os mesmos pares 

são separados em cada ciclo de Tn contendo eles 

Demonstração: Se Tn é um torneio Dm então o resultado é óbvio, visto 

que a ordem indmüda é a mesma em todos os subtorneios hamiltonianos 

de Dn. 

Por outro lado, se nós considerarmos um torneio hamiltoniano Tn o qual 

não é um torneio de Douglas e tomarmos C e H sendo dois ciclos harniltoni­

anos, então existirão dois vértices consecutivos a e c em C e não consecutivos 

em H. Disso, existe um vértice b no caminho em H juntando a a c e um 

vértice d no caminho H de c para a. Conseqüentemente, os pares (a, b) e 

(c, d) são separados em H e não em C, contradi:r.endo o corolário 2.4. 
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Capítulo 3. Relações entre 
Torneios de Douglas e Torneios Normais 

Caracterizaremos os torneios de Douglas em termos de torneios normais. 

Teorema 3.1. Cada ciclo característico Ck de um torneio Dn (com 

cc(D.) = k 2 4) é bineutral 

Demonstração: Por absurdo. Assuma que existam três vértices neutros 

em ck, a saber, x, y e z. Então existem três polos, digamos Xt, Yt e Zt, 

conando C,-x, C,-y e C,-z, respectivamente (veja lema 15 de [2]). Se, por 

exemplo, Xt --+ Yb x--+ Xt e y--+ y1; então obtemos x--+ Xt --+ (Ck- x) e 

y--+ Yt--+ (Ck- y). Consideremos dois casos diferentes: 

(i) O caminho padrão de x para y em Ck contém outros vértices, vamos 

dizer u com u => y em Ck· Então temos os ciclos (veja o primeiro desenho): 

X U y 

\ I 
\ I 

' I ' / -~ 

v 
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com x --+ XI --+ y --+ YI --+ x e x --+ XI --+ YI --+ u ::::} y ::::} ... ::::} x. Mas, 

olhando os pares (x, y) e (x11 yi), obtemos uma contradição ao corolário 2.5. 

(ii) A outra possibilidade seria x::::} y em Ck. Então devemos considerar 

as possibilidades: 

a. Se v é um vértice tal que v # x e v --+ y, então temos os ciclos 

(veja o segundo desenho acima) com v => ... * x --+XI --+ y --+ YI --+ v e 

v --+ y--+ YI --+ x--+ XI --+v. Mas, olhando os pares (x, y) e {xi, v), obtemos 

uma contradição ao corolário 2. 5. 

b. Se não existe tal vértice v (em outras palavras, para cada 

vértice v tal que v # x, temos v --+ x ), então x não é um vértice neutro de Ck, 

o que implica que y deveria conar ck- X. Similarmente. Se xl --+ Yb xl --+ X 

e YI --+ y; então, por dualidade, também obteríamos uma contradição. 

Como conseqüência desse resultado, temos o seguinte resultado: 

Sendo Ak o ciclo característico (bineutral, pelo teorema 3.1), a1 e ak 

seus dois vértices neutros, x e y dois de seus respectivos paios associados; 

obtemos a 

Proposição 3.2. O torneio Hk+2 obtido de Ak por juntar x com y é 

bineutral e tem Ak como ciclo caractenStico 

Demonstração: Primeiramente sabemos que não podemos ter nem x --+ 
a1 e y --+ ak, nem ai --+ x e ak --+ y (pela prova do teorema 3.1). Agora, 

consideremos o ciclo hamiltoniano a1 => a2 .•• => ak ::::} a1. 

O caso ai --+ x e y --+ ak é impossível, pois temos os ciclos x --+ ak --+ 

a2 ::::} •.. ::::} ak-1 --+ a1 --+ x e x --+ a2 --+ y --+ ak ::::} a1 --+ x. Daqui temos 

os pares (x, a2 ) e (ak, ai), contradizendo o corolário 2.5. 
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Finalmente, o caso ak --+ y, x --+ a1 e x --+ y é também impossível. Isso 

devido ao fato de termos os dois ciclos a1 ::::} a2 ::::} ..• ::::} ak_1 => ak --+ x --+ 

y --+ ai e a2 --+ x --+ y --+ ak-I --+ ai --+ ll:2, que dão os pares (l1.:2, x) e 

(ak_ 1, y) e uma contradição com o corolário 2.5. 

Daqui temos ak--+ y, x--+ a1 e y--+ x. Então Hk-2 é bineutral. 

Proposição 3.3. O subtorneio de Dn induzido pelos vértices do caminho 

padrão de ak a a1 é transitivo 

Demonstração: Tome P(ak, ai): ak ::::} ... ::::} a1 , sendo o caminho 

padrão de ak a ai. Devemos mostrar que a ordem natural induzida em 

P(ak, ai) pelo ciclo ordenado de D,. satisfaz a propriedade seguinte: A de­

sigualdade u < v é válida se e somente se u --+ v. De fato, existe um torneio 

hamiltoniano {Ak, u, v} com o ciclo a1--+ ... -t ak--+ u -t v -t a1, visto que 

u e v são polos. 

Observação 3.4. Todo torneio bineutral é de Douglas. Se Hn é bineu­

tral, então Hn = A,.. Suponhamos que An f/. V. Logo, existe um caminho 

tal que ak f+ ak+I; o que é um absurdo, pois ak só pode ir em ak+l• porque 

os outros vértices "vão" nele. 
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Proposição 3.5. St:;ja AI:, k 2: 4, sendo um ciclo de n,. Então no cam­

inho padrão de a2 a ak_1 em Dn existem somente os vértices a2, aa, ... , ak-1 

Demonstração: Primeiro construímos o subtorneio Hk+2 a partir de Ak 

por juntar x e y. Assumamos que existe um vértice u em Dn entre ame am-1 

com 2$ m $ k -1. Visto que ué um polo de Ak, o subtorneio Ak U {u} é 

harniltoniano. Assim, tome Um --+ u--+ Um+!· 

X y 

• 
o 

o 

Temos que considerar dois casos: 

• o • 

(i) Se x -7 u, então existem os ciclos: X -7 a 1 -7 ... -7 am -7 u -7 

Um+1 --+ ... -7 Uk --+ Y --+ X e X --+ U --+ 0m+1 --+ ... --+ Uk --+ Ut --+ 

a2 -7 ... --+ am -+ x. Mas, temos (am,am+l) e (u,x), o que contradiz o 

corolário 2.5. 

(ii) Se u --> x, então há duas possibilidades: 

a. Se y-+ u, então obviamente temos dois ciclos em Hk+2 U {u}. 
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b. Se u -+ y, então similarmente temos dois ciclos x -+ a1 -+ 

... -+ Um -+ u -+ llm+t -+ ... -+ ak -+ y -+ x e x -+ a1 -+ ... -+ am -+ u -+ 

y -+ Um+l -+ ... --? ak --? X. 

Proposição 3.6. S~ja A~c, k 2: 4, um ciclo característico de Dn. Então 

cada vértice entre a1 e a2 é equivalente a a1 

Demonstração: Construímos um subtorneio Hk+2 a partir de Ak adi­

cionando-se x e y. Seja v um vértice entre a1 e a2• Como na proposição 3.5, 

vemos que a1 --+v -+ az. Suponhamos que v não é equivalente a Ut . 

. . 

Temos as seguintes possibilidades: 

(i) Existe um vértice a3 com 2 < j :::; k tal que a; -+ a1 e v -+ aj. 

Neste caso, temos os ciclos x -+ a1 -+ v -+ a2 -+ . . . -+ ak -+ y -+ x e 

a1 -+v -+ a,. -+ aj+l -+ ... -+ a1c -+ a2 -+ ... -+ aj-l -+ x -+ a1 e obtemos 

os pares (at. a2) e (v, a~c), o que contradiz o corolário 2.5. Concluimos também 

que a3 -+v para qualquer j, 2 < j :::; k. 

(ii) Existe um vértice z no caminho padrão de a1c-t a a1 em Dn tal que 
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v --+ z. Argumentando dualmente a (i) (e pela proposição 3.3), chegamos 

a z 4 a1 e obtemos os ciclos z ---+ Ut -7 v -7 a2 --+ . . . --+ ak-1 --+ z 

(ou ... -+ ak-1 --+ ak ---+ z) e ak ---7 v --+ z --+ a1 --+ a2 -+ ... --+ ak· Mas, 

os pares (v, z) e (a1 , a2 ) levam a uma contradição ao corolário 2.5. Como não 

é necessário considerar adjacências entre vértices equivalentes, a afirmação é 

verdadeira. 

Por dualidade temos o seguinte 

Corolário 3. 7. S~ja Ak, k ~ 4, sendo um ciclo caracterlstico de Dn­

Então cada vértice entre ak-t e ak é equivalente a ak 

Teorema 3.8. O quociente simples Qm de um torneio Dn de carac­

terística cíclica k 2:: 4 é nonnal 

Demonstração: Consideremos todos os ciclos característicos de Dn. Pe­

lo corolário 3.6, o caminho padrão a2 -+ a3 --+ ... --+ ak-l coincide em todos 

os ciclos característicos, pois seu complemento em Dn é o subtorneio transi­

tivo maximal formado pelos vértices consecutivos. Por outro lado, podemos 

ter vários vértices a1 e ak, mas eles são equivalentes entre eles mesmos. 

Agora construiremos o quociente simples Qm do torneio Dn. Pela propo­

sição 1.23, cc(Dn) = cc{Qm)· Denotamos por a~ a componente {ai} e por A~ 

o ciclo característico de Qm. Então o predecessor u de aí e o sucessor v de a~ 

no ciclo hamiltoniano de Qm são polos associados a a~ e a~ respectivamente, 

isto é, Ak - a~ -+ u -+ a~ e ak -+ v -+ Ak - ak. De outro modo, se por 

exemplo, u não é associado a aí, consideremos dois polos associados x e y 

(dados pela proposição 3.2) e assumamos que o índice i, 2 :::; i :::; k, é o maior 

tal que u -+ a~. Assim feito, chegamos às seguintes possibilidades: 
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(i) Se i= 2, então ué equivalente a c4, mas isso é uma contradição devido 

ao fato de Qm ser simples. 

(ii) Se 3 ~ i ~ k, então existem os ciclos u -7 ai -7 a~ -7 ... -7 

I I I I I I 
ak -7 y -7 x -7 u e u -7 ai -7 aH1 -7 ... -7 ak -7 y -4 a1 -4 Q.2 -4 

x -7 u. Entretanto, os pares {ai, x) e (u, y) conduzem a uma contradição ao 

corolário 2.5. 

Finalmente, nenhum vértice ~ que pertence a Ak pode ser vértice neutro 

de Qm. De fato, se, por absurdo, o torneio Ak - a~ fosse hamiltoniano, ele 

deveria ter o ciclo passante u ~ ai ::::} a~ ::::} ... ::::} a~_ 1 ::::} a~+l ::::} ... ::::::} 

ak ::::} v ::::} . . . ::::} u induzido pela ordenação cíclica do ciclo hamiltoniano 

de Qm {pela proposição 2.3 e pelo corolário 2.5). Mas, isso contradiz o fato de 

termos a~+l -7 ai_1. Daqui cd(Qm) = m- k = v(Qm) e, conseqüentemente, 

o quociente simples Qm é normal. 

Teorema 3.9. Sejam Dn um torneio com cc(D11 ) = k ~ 4 e Qm o seu 

quociente simples. Então são válidas as afirmações: 

(1) Qm é normal 

(2) O subtorneio dos polos de Qm é transitivo 

( 3) Cada polo de Qm é de classe 1 

(4) Entre dois polos Xi e xj de Qm de classe 1, as seguintes regras de 

adJacência valem: 

Demonstração: (1) e {2) são óbvios. 

(3) Assumamos, por absurdo, que exista um polo de classe 2 em Qm· 

Então temos os ciclos ai -4 a~ -7 ... -7 a~ -7 a~+l -7 ... -7 a~ -4 Yi -4 ai 
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e a~ ~ a~ --t ... -+ a~ -+ Yi -+ ai+1 -+ ... -+ ak -+ ai. MaB, em vista de 

(at, a~+l) e (a~, !li), obtemos uma contradição com o corolário 2.5. 

( 4) Se existem dois polos xi e xi+2 de classe 1 tais que Xi --+ xi+2 1 então 

t 'j f I ~I I I I~ emos os c1c os Xt ---+ xi+2 -+ a 1 -+ ... ~ ai -+ ai+l -+ ai+2 --t ... -t ak -r Xt 

' ' c ' ' M ( ') ( ' ' ) d-e Xi --t xi+2 -t ai+2 --. ai -t ai+1 -+ X i· as xi, ai e ai+2, xi+2 ao uma 

contradição ao corolário 2.5. 

Teorema 3.10. Seja Hn um torneio simples satisfazendo às quatro con­

dições do teorema 3.9. Então Hn é um torneio de Douglas 

Demonstração: Observemos que os vértices a1 e ak têm, com respeito 

a a2 , ••• , ak-1, as adjacências dos paios do tipo 2 e do tipo k- 2, respectiva,.. 

mente. 

Como as condições do teorema 3.9 são satisfeitas, vemos que em Dn, 

exceto para os caminhos padrões, são válidas as afirmações: 

(i) Não há caminho de ar a a8 com r< s (veja [4], teorema 4.5) 

(ii) Não há caminhos de u a v, pertencendo ao complemento transitivo 

de {a1, ... ,ak}, tal que v---)> u 

Agora, sftia a ---)> b ---)> c ---)> d --+ a um ciclo de quatro vértices em Dn dado 

na ordenação cíclica na qual os vértices aparecem em Dn. Pelo corolário 2.5, 

só temos que provar que em Dn não se pode ter algum ciclo o qual possa 

separar os dois pares (a, c) e (b, d). 

De fato, visto que a quádrupla a, b, c, d deve ter dois ou mais vértices 

no caminho a2 => aa => ... => ak-1 ou no mínimo dois vértices em seu 

complemento e considerando-se (1) e (2), vemos que tal ciclo não pode existir. 

Teorema 3.11. Sttía Hn um torneio hamiltoniano com cc(Hn) = k 2:: 4. 

Então Hn é um torneio de Douglas se e somente se Hn satisfaz a:s condições: 
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(1) O quociente simples Qm de Hn satisfw, as condições do teorema 3.9 

(2) Hn pode ser construido a partir de Qm pela troca de todos os vértices 

de Qm, exceto a2, ••• , ak_1, por algum torneio transitivo 

Demonstração: De fato, pelo teorema 3.10, as únicas classes de equiv­

alências as quais são singletones devem ser as pré-imagens de a2 , ... , ak-1 do 

ciclo característico Ak de Qm. 

Teorema 3.12. S~ja Hn um torneio hamiltoniano com cc(Hn) = 3. 

Então Hn é um torneio de Douglas se e somente se um dos dois casos seguintes 

são verificados: 

( 1) Hn é a composição de um singleton e de dois torneios transitivos, 

cada com um 3-ciclo 

(2} O quociente simples Qm, m 2: 5, de Hn é um torneio normal tal que 

(a) O subtorneio dos polos de Qm é transitivo 

(b) Os polos de Qm são todos de clwse 1 

(c) Hn pode ser construido a partir de Qm por substituir todos 

os vértices de Qm, exceto o vértice a2 de seu ciclo caracterfstico A3, por 

algum torneio transitivo 

Demonstração: Dado Hn, consideremos seu quociente Qm. Então 

aparecem duas possibilidades: 

(i) Se Qm é um 3-ciclo, então é óbvio que temos um único ciclo se no 

mínimo um de seus componentes não possui mais do que um elemento. 

(ii) Se m 2::: 5; então consideremos uma sequência de subtorneios de 

Douglas D3 C D4 C D5 C ... C Dn e assumamos que DP tem como seu 

quociente o 3-ciclo e o quociente simples de Dp+l tem ordem > 3. Observando 

que Dp tem como componentes um singleton, um subtorneio transitivo de 
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ordem q e outro de ordem p - q - 1 com 1 ~ q ~ p - 2, chegamos a quatro 

possibilidades para Dp+l· A saber, veja o desenho abaixo, onde Tr1. é o 

torneio transitivo de ordem i: 

Trp-q 

p- q ?_ 2, 1 ~ zl ~ p - q- 2 

Visto que Dp+l é de um dos dois últimos tipos, seu quociente é isomorfo 

a A5 e daqui Qm contém um subtorneio isomorfo a A5 . Assim, se repetir­

mos o mesmo argumento usado na proposição 3.4 e os seguintes argumentos 

chegamos ao resultado. 
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