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Introducao

Um dos objetivos do presente trabalho é estudar a existéncia, a unicidade e a re-
gularidade da solugao das equagdes que descrevemn o movimento de um fluido magneto-
micropolar viscoso incompressivel (problema (1.1)-(1.3)), ocupando um dominio limitado
Q) C R? (regido de escoamento) durante um intervalo de tempo (0,7)(0 < T < x).
Estas equagdes formam um sistema de equacoes parabdlicas nao lineares, onde estdo re-
presentados a velocidade do fluido u, a velocidade microrotacional w, o campo magnético
b e a pressdo hidrostdtica p.

Quando o campo magnético b = 0, o fluido é denominado fluido micropolar (Auido
assimétrico, fluido com tensao assimétrico) e as equagdes cldssicas de Navier Stokes, co-
rrespondem ao caso em que a velocidade microrotacional w = 0 e o campo magnético
b=0.

A seguir, fazemos uma breve exposigao dos trabalhos conhecidos.

Para o problema (1.1)-(1.3) com b = 0, usando a técnica de lineariza¢do e um quase
teorema de ponto fixo, Lukaszewics [24] apresenta um resultado de existéncia de solugdes
fracas, também, com a mesma técnica, o proprio Lukaszewics [23], sob certas relacoes entre
as viscosidades, os dados iniciais e as forgas externas, obteve a existéncia e a unicidade da
solugao global forte. Também, Galdi e Rionero [14] estabeleceram sem prova, resultados
de existéncia e unicidade de solugdes fortes.

Para o sistema completo (1.1)-(1.3), Rojas-Medar e Boldrini [33] provaram a existéncia
das solugoes fracas, Rojas-Medar [32] estabeleceu a existéncia e a unicidade da solugio
local forte e Ahmadi e Shahinpoor [2] estudaram a estabilidade das solugdes.

Os resultados em [32] e [33], foram obtidos usando o método de Galerkin espectral e
argumentos de compacidade, isto é, considerando solu¢ées aproximadas (aproximacdes de
Galerkin) construidas sobre a base das autofun¢oes dos operadores de segunda ordem que
aparecem nas equacoes do problema, sdo obtidas estimativas uniformes para a sequéncia
destas solugoes aproximadas, de onde pode-se deduzir a sua convergéncia (ou pelo menos
a convergéncia de uma subsequéncia) e entdo usando argumentos de compacidade obter
resultados de convergencia forte que permitirdao o passo ao limite nos termos nao lineares
e assim obter a solucdo do problema como o limite da sequéncia das aproximagées de
Galerkin.

Os resultados conhecidos sobre a existéncia global de solucdes fortes do problema (1.1)-
(1.3), requer de algum pequeno decaimento no tempo das for¢as externas associadas, mas
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no caso das equacoes cldassicas de Navier-Stokes, esta classe de decaimento ndo é necessdrio
(ver por exemplo, Heywood e Rannacher [16]), portanto, deverfa ser possivel provar a
existéncia global de solugoes do problema (1.1)-(1.3) sem esta condi¢do de decaimento.
[sto é realmente possivel e neste trabalho somente assumindo certa regularidade sobre os
dados iniciais e as forcas externas, usando o método de Galerkin espectral e argumentos
de compacidade, provamos a existéncia e unicidade da solucao global forte de problema
(1.1)-(1.3), atingindo de esta forma resultados ao mesmo nivel do que as obtidas para
as equacoes de Navier-Stokes. Também, para as aproximacoes de Galerkin, sdo obtidas
estimativas de erro uniformes no tempo.

Usando uma outra aproximacao da solucao e um método iterativo, no qual nao pre-
cisamos de argumentos de compacidade, estabelecemos existéncia e unicidade da solugao
focal forte do problema (1.1)-(1.3). Também, este método fornece taxas de convergeéncia
das solucoes aproximadas.

O outro objetivo deste trabalho é estudar o problema (1.1)-(1.3) quando é definido
sobre um dominio dependendo do tempo @ = Upcser 2 X {t} € R*x (0,T) (dominio nio
cilindrico). A existéncia de solugoes fracas em este tipo de dominios, para as equagoes
cldssicas de Navier-Stokes foi estudado por Milla-Miranda e Limaco [28] e para as equagoes
de Boussinesq por Conca e Rojas-Medar [6]. Para o problema (1.1)-(1.3) provamos a
existéncia da solucao fraca, a existéncia e a unicidade da solucdo local forte, atingindo
no caso das solugoes fracas resultados ao mesmo nivel de Milla-Miranda e Limaco [28] e
no caso da solucao local forte, obtemos resultados andlogos aos obtidos por Rojas-Medar
[32] em dominios cilindricos. Também, sdo obtidos resultados de existéncia e unicidade
da solucao global forte.

Este trabalho estd organizado como segue:

No Capitulo 1, apresentamos o sistema de equagdes (1.1)-(1.3) que governam o pro-
blema em estudo, fixamos as notagoes a serem usados e definimos os espagos funcionais
sobre os quais trabalharemos. Enunciamos resultados tedricos que serao usados no desen-
volvimento deste trabalho e também, damos os resultados ja conhecidos sobre o problema.

No Capitulo 2, usando o resultado de existéncia da solugao fraca estabelecida por
Rojas-Medar e Boldrini [33], provamos que condicionalmente esta solugao fraca € dnica.
Também, damos resultados de regularidade da solugdo fraca, para o qual primeiro en-
contramos estimativas nos espagos de Nikolskii (baseados em um lema que estabelecemos
e provamos usando fundamentalmente o Lema de Hardy-Littlewood) e logo usando um
resultado que relaciona os espacos de Nikolskii e os espagos fracionarios de Sobolev, prova-
mos que a solucao fraca do problema (1.1)-(1.3) possui derivadas fraciondrias no tempo
de qualquer ordem menor que 1/4 e condicionalmente possui derivadas fraciondrias no
tempo de qualquer ordem menor que 1/2.

No Capitulo 3, combinando argumentos usados por Rojas-Medar [32] (método de
Galerkin espectral) e Heywood e Rannacher [16] (método de Galerkin espectral junto com
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exponenciais como fungoées peso), provamos a existéncia e a unicidade da solucdo global
forte do problema {1.1)-(1.3) sem assumir decaimento nas for¢as externas associadas e
tambéin assumindo que as forcas externas possuem decaimento exponencial. Logo, com
estes resultados obtemos estimativas de erro para as aproximacoes de Galerkin, quando
a solucao é obtida sem assumir decaimento nas forcas externas e mostramos que estas
estimativas de erro sao melhores quando as forcas externas possuem decaimento expo-
nencial. Convém fazer notar que em este capitulo, os resultados de existéncia da solucao
global forte serao obtidos semn nenhuma relacio pre-estabelecida entre as viscosidades, os
dados iniciais e as forcas externas, relacao que é necessdria no trabalho de Lukaszewics
[25]. Maiores comentérios sobre estas diferengas serdo feitas ao inicio do Capitulo 3.

No Capitulo 4, damos resultados de existéncia das solugdes fracas e de existéncia e
unicidade da solugao local forte, quando o problema (1.1)-(1.3) é definido em um dominio
nao cilindrico Q, isto é, um dominio dependendo do tempo. Para provar estes resultados,
usamos uma mudanca de varidveis conveniente, transformando as equacoes definidas em
um dominio nao cilindrico em um sistema de equacoes definidas em um dominio cilindrico
@ = Q2 x (0,T). Logo, para este novo problema transformado, usando o método de
Galerkin espectral e argumentos de compacidade, provamos a existéncia das solugoes
fracas e também a existéncia e a unicidade da solugao local forte. Entdo, usando a inversa
da mudanca de varidveis, retornamos ao problema (1.1)-(1.3) definido sobre o dominio
nio cilindrico @, obtendo assim os resultados desejados. Esta técnica foi introduzida por
Dal Passo e Ughi [8], para o estudo de uma certa classe de equagbes parabédlicas em um
dominio nao cilindrico. Também, resultados da existéncia e a unicidade da solugao global
forte podem ser obtidos, atingindo resultados andlogos aos obtidos no Capitulo 3.

No Capitulo 3, usando um método iterativo para as solugdes aproximadas, provamos
a existéncia e a unicidade da solucao local forte, também sao obtidas estimativas de erro
e taxas de convergéncia das solugdes aproximadas para diferentes normas.

O método iterativo que usamos é inspirado em um processo iterativo proposto por
Zarubin [41], isto é, considerando uma solugdo aproximada do problema (1.1)-(1.3), linea-
rizamos o problema, obtendo uma sequéncia de sistemas lineares que geram uma sequencia
de solugdes aproximadas (a existéncia das quais, para cada sistema linear é obtida por
exemplo, usando o método de Galerkin espectral), logo provamos estimativas a priori
uniformes no tempo para a sequéncia de solugoes aproximadas, a seguir, usando estas
estimativas a priori, provamos que a sequéncia de solu¢des aproximadas é de Cauchy em
determinados espacos de Banach, portanto a sequéncia converge fortemente a um elemento
do mesmo espaco e entdo com estas convergéncias provamos que o elemento limite é a
tinica solu¢do do problema nao linear (1.1)-(1.3). Como uma consequéncia, facilmente
obtemos as estimativas de erro e as respectivas taxas de convergéncia para diferentes
normas. Uma observacdo resaltante em este método iterativo é o nao uso dos teoremas
de compacidade, fato que é fundamental no método de Galerkin.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo para fixar a notagdo, faremos uma breve revisao dos principais conceitos
tedricos e resultados a serem usados no estudo dos capitulos posteriores.

1.1 Apresentacao do problema

Seja  um dominio limitado em IR® com contorno 00 de classe C!, um intervalo de
tempo [0,7),0 < T < oc e o cilindro @ = Q x (0,T). As equagdes que governam o
movimento de um fluido magneto- mlcropolar viscoso incompressivel definidas sobre Q,
sao dadas por (veja [2], [7], [11]):

0. 1

51-;—4-11 Vu-(;t+x);\u+V(p+§rb-b):xrot‘w+'rb-Vb+f,

5}

d_u_ ~Aw — (o + 8)Vdivw + ju - Vw + 2xw = xrotu + g, (1.1)
%?—u_\.!H»u Vb—b-Vu=0,

divu=divb=0 em @,

onde u(z,t) € IR® denota a velocidade do fluido em um ponto z € e no tempo
t > 0; wiz,t) € R b(z,t) € R* e p(z,t) € R representam a velocidade microrota-
cional, o campo magnético e a pressao hidrostdtica respectivamente; f(¢,z), g(t,z) € R®
sdo campos de forcas externas dadas; p, x,r,«,8,7,] € v sdo constantes positivas as-
sociadas as propriedades do material e por razoes fisicas estas constantes satisfazem
min{yu, x,r,j, v, + 3+ v} > 0. As expressées V, A, div e rot denotam o operador
gradiente, Laplaciano, divergeute e rotacional respectivamente ( também denotaremos

Ju 2 011

— por u, ); a i-ésima compoente de u - Vi é dada por [u - V) E U’() :
r
7

ot



Sobre o contorno 992 de €2 assumimos as seguintes condigdes
u(z,t) = w(z,t) = b(z,t) = 0, (z,t) € dQ x [0,T). (1.2)

Por simplicidade temos assumido condigoes de contorno homogéneas, desde que no caso
nao homogéneo sob hipdteses convenientes pode ser tratado de um modo usual (veja [19]).
As condigoes iniciais sao:

u(z,0) = ug(x), w(z,0) = wo(x), b(z,0)=bo(x), z € (1.3)

A equagdo (1.1)-(i) tem a forma das equagdes de Navier-Stokes, mas estd unida a equagao
(1.1)-(ii) a qual essencialmente descreve o movimento dentro dos macrovolumens no mo-
mento em que eles sofrem efeitos microrotacionais representado pela velocidade micro-
rotacional w. Para fluidos sem microestrutura, a velocidade microrotacional w é nulo.
Para fluidos Newtonianos, o pardmetro x é nulo e entdo as equagdes (1.1)-(i) e (1.1)-(ii)
sao independentes.

Quando ndo existe campo magnético, isto é, b = 0, o problema foi estudado por
Lukaszewicz [24], 23] e Padula e Russo [30].

O sistema completo (1.1)-(1.3), foi estudado por Galdi e Rionero [14], eles estabele-
ceram sem prova, resultados de existéncia e unicidade de solugoes fortes. Também, para
o sistema completo (1.1)-(1.3), usando o método de Galerkin espectral, Rojas-Medar e
Boldrini [33] provaram a existéncia de solugdes fracas. Usando a mesma técnica, Rojas-
Medar [32] estabeleceu a existéncia e unicidade da solugdo local forte, alcangando resul-
tados ao mesmo nivel das conhecidas no caso das equagoes cldssicas de Navier-Stokes.
Ahmadi e Shahinpoor [2] estudaram a estabilidade de solugdes do sistema (1.1)-(1.3).

1.2 Espacos de funcoes e notacgoes

No que segue do trabalho denotaremos sempre por ! um dominio limitado no espago
tri-dimensional R*.

A seguir, descreveremos os espacos funcionais a serem usados.

Sendo Q C IR® um dominio limitado com contorno 99 suave, denotemos por LP(f2)
para 1 < p < o¢, 0 espago de Banach de funcoes Lebesque integraveis com as normas
usuais:

[Ju]| 7,0 =</Q ]u(x)|”d:1:) l/p, 1<p<oc e ul[re = itexg ess|u(z)|,

onde |.| é a norma Euclideana.



No caso p = 2, L?(Q) é um espaco de Hilbert separdvel com produto interno

(u,z:):/ﬂu(z)v(:r)dr:/ﬂéu,—(z)vi(x)d:c

e denotamos ||.||r2 = [|.]I-

Quando E é um espago de Banach e 0 < T < oc, LY0,T;E) para 1 < ¢q < o,
representa o espaco de Banach das fung¢des com valores em E definidas no intervalo [0, T)
que sdo L? integraveis no sentido de Bochner e L? (0, T; E) denota as fungdes comn valores
em E definidas no intervalo [0,7) que sdo L7 integrdveis em [0, Ty] para qualquer Ty <

T < oc; com as normas usuais:

Nullraorey = [/OT Hu(t)]ﬂ-dt} l/q, 1<g<oc

”uuf,oc(o,’r:pj) = Sup ess HU(t)llp
te(0,T)

Se E ¢é reflexivo, temos que L9(0,T;E) para 1 < ¢ < oc € reflexivo. Se E é separdvel,
temos que L90,T;E) para 1 < ¢ < oc é separdvel. O dual topoldgico de L(0,T; E)
identifica-se com o espago de Banach LP(0,T; E*), onde E* é o dual topoldgico de E e
1 1

-+ -=1

q
Se E' = L1(Q2) denotamos L(0,T; LI(Q)) = LY(Q), onde Q@ = Q2 x (0, 7).
Param > 0e 1 < p < oc, consideremos os espacos de Sobolev

WP(Q) = {u € LP(Q) ; D% € LP(Q), ¥|a| < m },

com a norma usual
ullmp = ( 22 1Du(E)][7,0)) 7.

lef<m
Quando p = 2, denotamos W™2(Q) = H™(Q) e ||.|lmp = ||.|| .
Definimos
H"(Q) = o fecho de C5°(2) na norma H™(2)
onde

C(Q) = {u e C*Q),k=0,1,2,... e soporte de u compacto}.
Observe-se que H™(Q2) é um espago de Hilbert separdvel e que HJ () é caracterizado por
HY(Q) = {u € H'(9): ulon = 0}.

Tambén, consideremos os espacos de Sobolev H*(Q?), H3(Q2) com s € IR, s > 0, como foi
definido em Lions-Magenes [23], isto é,

Q) = {v ., tal que existe @€ H(R?) com ¢|q =1 quase sempre}
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com a norma

_ _
el = oo B s [P0

onde
H(R®) = {v; ve SR, (1+]z*)*% e L*(R})}
com a norma
1vllrreqsy = 111+ [21?)* 20 r2(ms)s

onde 8'(IR?) é o espaco das distribuicdes temperadas sobre IR3 e © é a transformada de
Fourier de v. O espago H§(£2) = o fecho de C§°(£2) na norma de H*(£2).

Denotamos por ||.||; e (.,.)s+ a norma e o produto interno em H*(Q) ( ou H()
quando for apropriado) respectivamente.

Como estamos considerando 2 dominio limitado, temos a desigualdade de Poincaré-

Friedrichs:
Se u € H}(Q) entdo [lu|| < Cql|Vul]

onde Cq depende apenas de Q. Assim, resulta que em H;(Q) as normas |jully e ||Vul]
sao equivalentes.

A seguir, enunciaremos as desigualdades de Sobolev e o Teorema de imersao de
Sobolev, os quais serdo muito usados.

Teorema 1.1 Seja Q C RY um dominio limitado com contorno 9K localmente Lipschitz,
m = 0,1,2,... e u € W™ (Q) N LYQ) onde 1 < r,q < oc. Para qualquer inteiro

7, 0 <7 < m e qualquer nimero « no intervalo el < a <1 satisfazendo
m

1 j 1 m 1
=T to(-- <)+ (1-a)-,
PR A R S
tem-se
- - . N
1D7ullze < Cllull ulliy®  se m—j——<0
j j -j ] Y
e [|D7ul[re < CHUH%?”U”% M com o = —]rr—z se m—j—— >0,

onde a constante C depende apenas de Q, r, q, m, j, a.

(ver [1], p. 79).
Em particular se u € L™(Q2) N L1(Q2) com 1 < 7 < g < o¢, tem-se que u € LP(Q) para
1-—
todo p com r < p < ¢q e além disso, com « € [0, 1], satisfazendo 5 =2 + 7 a’ tem-se a

.
desigualdade de interpolacio:

lullre < lullfelfullie®.



Teorema 1.2 (Imersao de Sobolev) Seja Q@ € RY um dominio limitado com con-
torno OS2 localmente Lipschitz. Sejam m, n nimeros inteiros e p um mimero real com
0<n<mep>1. Entao tém-se as injegcées continuas e densas:

TWmP(Q) s W™I(Q)

com

=- - : se p(m—n) <N,

g€[lyc) se p(m—n)=N,
g=oc se plm—n)>N.

Além disso, a injegdao de VW™P(Q2) em W™ (Q2) € compacta para cada 1 < s < ¢, com ¢
definido acima.

Também, se mp > N e k € o mator inteiro tal que 0 < k < %”V, tém-se as injecoes
compactas

W™ (Q) « C*(Q).

(ver [1], p. 97, p. 144).
Outros resultados que frequentemente usaremos nos proximos capitulos, sdo os se-
guintes:

Teorema 1.3 (Desigualdade de Hélder generalizada) Sejarn Q C RN um dominio
limitado, p; > 1,1 =1,2,3,...,k e fi, fo,..., fx fungdes tais que f; € LP1(Q), 1 <1 < k
1 1 1 1
onde = = — + — + ...+ — < 1. Entdo o produto f = fi.fo.f3....fx € LP(Q)) e
P2 U ! Dk

[f e < Ll follewa [ fsllrvs o L fill e

(ver [4], p. 37).
Lema 1.1 (Desigualdade de Young) Sejam a, b € IR com a > 0,b > 0 e sejam

1 1
P, g€ R taisque 1 <p<o<ce 1_7 + E = 1. Entdo, pare todo £ > 0, tem-se

p—1

1—¢q

(@)

ab<:za’ +C.b!, onde C.=

p? )
Lema 1.2 Sejam o(t), v(t), f(t) e h(t) fungdes suaves ndo negativas definidas para todo
t > 0. Assumir que

o/(1) + u(t) < g(6(0) + F(t) e 6(0) = &y,

9]



para todo t > 0, onde g € uma fungdo Lipschitz continua ndo negativa definida para
¢ > 0. Entao
o(t) < F(t; ¢o), para todot € [0,T(¢o))

onde F( . ;¢0) € a solugdo do problema de valor inicial

F'(t) = g(F(t)) + f(t),
F(0) = éo

e [0,T(¢o)) € o maior intervalo de existéncia. Além disso, se g € ndo decrescente, entdo

/Ot U(r)dr < éo + /Ot [g(F(1; ¢0)) + f(7)]dr.

(ver [15], p. 656).
Uma variante do Lema de Gronwall é o seguinte lema:

Lema 1.3 (Desigualdade de Gronwall) Sejam as fun¢des a(t) > 0 absolutamente
continua com a'(t) >0 e b(t) > 0 somdvel em [0,T]. Assumir que € satisfeita a seguinte
desigualdade integral:

e(t) + /Ot g (T)dr < @ + /Ot b(r)e(T)dT

parae as fungdes continuas positivas ¢ e ¢~ sobre [0, T] com uma constante A > 0.

Entdo

e(t) + /Ot ¢ (T)dr < (1 + /Ot b(T)d‘r)a(t) exp(/ot b(T)dT).

(ver [31], p. 437).
Também precisaremos do seguinte resultado de compacidade.

Lema 1.4 (Aubin-Lions) Sejam os espagos de Banach By, B e By, com By, B, espa-
cos reflexivos, tais que By <« B «» By com injecdes continuas e a inje¢io By — B
compacta. Para T finito e 1 <p; <oc,1=10,1, seja

W={vvelr0,T;By), v = % € L7'(0,T; By) }

com a norma
lvllw = [vllrroo,m;0) + 11Vl 201 (0,7; 1)

Entao W € um espaco de Banach e
W — LP°(0,T; B)

com injecdao compacta.



(ver [22] p. 38, para o caso 1 < p; < oc e [38] p. 1097, para o caso geral).
A seguir, introduzimos alguns espacos funcionais necessarios para o desenvolvimento
deste trabalho. Considerando

Coo () = {v e (CF(Q)°; divu=0 em Q},
definimos os seguintes espagcos:

H(Q) = fechode C§(Q) na (L*(Q))’norma,

V(Q) = fechode C§(Q) na (H'Y(Q))’norma,

V() = fechode C(7,(Q2) na (H*(£2))*norma.

Em particular, quando s =1, 11(Q) = V().
As normas e os produtos internos em H(Q2) e V() sao:

3 v
(le") = Z/Qui(l‘)vi(l')dl‘v ”u“:(uvu)l/zv
3

(uvl")s = Z(uivvi)Hsv IIU’HS:(U"U);/2'

=1
Denotamos
H=H(Q), V=1(Q) e 1, =V,(Q).
Observe-se que V" é caracterizado por

V={ve (HOL(Q))3; dive =0 em Q}

(ver [40], p. 18) e consequentemente a H'-norma e a Hj-norma sao equivalentes para
u € V. Assim, para u € V" denotamos |Jully = [|[Vul|.

Note que V' e H sdo espagos de Hilbert com V < H inclusdao continua e densa,
portanto, identificando H com o seu dual topoldgico H*, tem-se V< H = H* — 1™
inclusdes continuas e densas, onde V* é o dual topoldgico de V.

Denotamos por V;* o dual topolégico de V; e por H™* o dual topolégico de H(2) onde
s€ IR, s>0. '

O complemento ortogonal de H em (L?(2))3 pode ser caracterizado por

HY = {6 (L*(Q)*; ¢ =Vp para algum p € H'(Q)}.

Assim, o espago (L?(02))® tem a decomposicao (L?(Q))® = H & H* (decomposicio de
Helmholt7) e podemos considerar a projecao ortogonal (definida por esta soma direta):

P (L*Q) — H,

-
[}



consequentemente, P(Vg) =0, Vg € H'(Q).
Para ) C IR? dominio limitado, a aplicacio

b HYQ) x HYQ) x HY(Q) — R

definida por b(u,v,w) = (u- Vv, w) é uma forma trilinear bem definida.
Umas propriedades interessantes sobre a forma trilinear b sio as seguintes:

b(u,v,v) = (u-Vo,v) =0 e (u-Vv,w) = —(u-Vw,v), Yu €V, Yu, w € (H;(Q))>. (1.4)

(ver [40], p. 163).
Consideraremos o Operador de Stokes A = —PA com dominio D(A4) = (H*(Q))*NV
que é caracterizado pela relagdo

(Aw,v) = (Vw, Vv), Yw € D(A), YveV.

Desde que A é um operador autoadjunto, definido positivo com inversa A~' : H — H
compacta, por resultados de andlise funcional para o operador A, existe uma sequéncia
de autovalores positivos A; > 0 e uma sequéncia de autofungdes {¢?(x)}32,, tal que

A¢? = X', ¢ € D(A)

e D<M ... /\j < /\j+1 < ...,limj—»oo /\j = +occ.

L ; . j
Além disso, {¢’(2)}5Z, é uma base ortonormal para H, {“’7%};":1 forma uma base
]

ortonormal em V' (com o produto interno (Vu, Vv); u,v € V) e {%(Jﬂ}j‘;l é uma base
ortonormal para (H%(Q))* NV (com o produto interno (Au, Av); u,v € D(A)).

Também, consideramos o operador Laplaciano B = —A ou o operador fortemente
elitico L = —yA — (a + B)V div, com condigbes de contorno Dirichlet e dominio D(B) =
(H*(Q))} N (H§(Q))® = D(L). Para simplificar a notagio denotamos com ¢'(z) e 7; as
autofuncoes e os autovalores de B ou L segundo o contexto.

Observe-se que para os operadores B e L sdo vdlidas consideragoes andlogas as do
operador A.

Usando resultados fortes de Amrouche e Girault [3], observemos que quando {2 é de
classe C*', temos que [[ullp2 e [|Aull, [lwllw= e [|Bwl|, | Vul| e [|AY?u||, [|Vw]] e || BY/?w]]
sdo normas equivalentes. Além disso, desde que ||w|| g2 e ||Lw|| sdo normas equivalentes
temos que ||Bw| e |[Lwl||, ||LY?w|| e ||V, ||LY?w|| e ||B"?w|| sio também normnas
equivalentes.

O seguinte lema é um caso particular do teorema geral de interpolagao de Lions-
Magenes [23].



Lema 1.5 Sejam os espacos de Hilbert V', H tal que V- — H = H* < V™ com inclusdes
continuas e densas. Se a fungiou € L*(0,T; V) eu’ = % € L*(0,T;V*), entdo u € quase
sempre igual a wma funcdo de C([0,T]; H) e tem-se a sequinte desigualdade:

d, ..
Sl = 2 )
no sentido das distribuigées sobre (0,T).
(ver [40], p. 260).

Denotamos por Cy([0, T]; E) o espago das fungdes fracamente continuas de [0, T] sobre
o espago de Banach E| isto é,
Co([0,T;E)={u:[0,T] = E; Vv € E, t = (u(t),v) é uma fungdo escalar continua}.
Lema 1.6 Sejam X e Y dois espagos de Banach tais que X — Y com injecdo continua.
Se ¢ € L®(0,T; X) e ¢ € Cu([0,T];Y), entdo ¢ € C([0,T}; X).

Observemos que os espacos de fungoes sdo espagos vetoriais ou reais e nao serao dis-
tinguidas estas duas situagoes em nossas notagoes. Também os vetores serao considerados
como vetores linha.

Finalmente, no que segue, ¢ denotard uma constante positiva genérica dependendo
apenas de €, dos pardmetros pu,x,7, 7, v, ¢, 3, v fixados no problema e das condigoes
iniciais, e quando precisarmos distinguir as constantes denotaremos com ¢y, ¢y, ... € C' com
subindices.

1.3 Resultados conhecidos sobre o problema

Considerando o problema (1.1)-(1.3) com 0 < T < oc, T numero real fixado, a seguir,
damos a nogdo de solucao fraca do problema.

Definicao 1.1 Para qualquer f € L*(0,T;V*), g € L*(0,T; H™*), ug, bp € H e uy €
L%(Q), diremos que uma tripla de funcées (u,w,b) € uma solugdo fraca para o problemna
(1.1)-(1.3) se

u,be L0, T; V) N L®(0,T; H),

w € L0, T; H(Q)) N L>(0,T; L))

e satisfaz

(1 2) + (1 + ) (T, ) + (- Vi, 0) = (b= Vb, ) + x(rot e, ) + (. 7). (15)

g, &) + (Vu, Vo) + (o + 3)(divw, dive) + 2x(w, ¢) + j(u - Vw, @)
= x(rotu, ¢) + (g, ),

(b, ) + v(Vh, Vi) + (u- Vb)) — (b- Vu, ) =0, (1.

—
p— —
-1 o

—
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Ve, eV, Yo e Hy(Q) e para todo 0 < t < T no sentido D'(0,T), com
u(0) =ug, b(0)=by e w(0)=ws. (1.8)

A existéncia de solugdes fracas do problema (1.1)-(1.3) com b = 0, foi provada por
Lukaszewicz [24], sob condi¢des apropriadas usando a técnica de linearizagdo e um Teo-
rema de quase ponto fixo. Para o sistema completo (1.1)-(1.3), Rojas-Medar e Boldrini
[33], provaram um resultado de existéncia de solugdes fracas, usando o método de Galerkin
espectral. Isto é, fixaram s = 3/2 e consideraram as bases Hilbertianas {¢*(z)}32, de
Vi(Q) e {¢'(z)}2, de H(Q), onde os elementos foram escolhidos com sendo as solugdes
dos problemas espectrais:

(' v)s = X&', v), VveV(Q)
(W w)s = MW, w), Ywe H(Q).

Para todo k > 1, consideraram V* = span{¢!(z), ..., &¥(x)} C V; e Hx = span{v!(z), ...,
vk(z)} € H§() subespacos finitos dimensionais e as aproximagdes u¥, w* e b* de u,w e
b respectivamente, definidas pelas seguintes expansodes finitas:

k k-
t) = Zcik(t)‘fi(x)’ ’LUk(I,t) = zdik(t)wi( s bk 113 t Zelk @ (”L' (19)

satisfazendo as seguintes equagoes:

(uf, ) + (p+ x) (VU¥, V) + (u* - VU, ¢) = x(rot w¥, @) + r(b* - Vb, )

+(f, %), (1.10)

j(wf, ¢) +7(Vuwk, Vo) + (e + 8) (divw*, dive) + j(u* - Vut, ¢) + 2x(u*, ¢)
= x(rot u*, 8) + (g, 8), (1.11)
(b5, ) + v(VbF, Vo) + ( kLWbk, ¥) — (bF - Vb, v) =0, (1.12)
uk(0) = u’g, w*(0) = wo, bk(O) = b, (1.13)

Vo, veVieVee Hy.

onde uf — ug e b5 — by em H e wf — wg em L?(Q) quando k — oc.
Assim, usando estas aproximacoes Rojas-Medar e Boldrini [33], obtiveram o seguinte
teorema de existéncia:

Teorema 1.4 Se ug, by € H, wy € L*(Q), f € L?(0,T;V*), g € L*0,T; H™'), entdo
eriste uma solugdo fraca (u,w,b) do problema (1.1)-(1.3), isto €,

u, b€ L¥0,T; V)N L®(0,T; H) e we L*0,T; HX(Q)) N L>=(0,T; L*(Q)).
Além disso, u, be C([0,T);Vy,) e we C([0,T]; H-Y/*).

10



Observacgao 1.1 Como (u,w,b) € solucdo fraca, tém-se que u, b € L*(0,T;H) e w €
L=(0,T; L*Q)), além disso, u, b € Cu([0,TiVy,) e w € Cu([0,T]; H-Y%).  Entdo,
desde que H C V), e L*(Q) ¢ H™Y*, aplicando Lema 1.6, conclui-se

u, be Cy([0,T]; H) e w € Cy([0, T); LEHQ)).

Agora, usando as propriedades da proje¢do P : L%(Q2) — H, podemos reformular o
problema (1.1)-(1.3) como segue: encontrar u, w, b, em apropriados espacos (a serem
definidos depois), satisfazendo

(ut, v) + (u-Vu, @)+ (1 + X) (Au, ©) = x(rot w, ) +r(b- Vb, @)+ (/7 55>7 (1'14)
J(we, @) + 7(Bw, 0) — (a+ 8) (Vdivw, ¢) + j(u - Vu, ¢) + 2x(w, ¢)
= x(rotu, ¢) + (g, 9), (1.1

< Ot
Nt

(bes ©) + (46, 0) + (u - Vb, ) = (b- Vuu, 1) = 0, (1.
para0 <t < T, Y g, v eV, Voe Hy(Q),
u(z,0) = ue(z), w(z,0) = wo(z), b(z,0) = bo(z). (1.17)

A seguir, damos a nogao de solugao forte (local e global) do problema (1.1)-(1.3).
Para a definicao de solucao local forte, considerar o problema (1.1)-(1.3) com T mimero
real fixado, 0 < T < <.

Definigdo 1.2 Sejam ug,by € V, wo € H(Q) e f, g € L*(0,T;L*(Q)). Dizemos que
(u,w,b) é uma solugdo local forte de (1.1)-(1.3), se u, b € L=(0,T1; V)N L?(0,Ty; D(A)),
w € L(0,Ty; HH(Q)) n L0, Ty; D(B)) para algum 0 < Ty < T e satisfaz (1.14)-(1.17).

Para dar a nogéo de solugao global forte, consideramos o problema, (1.1)-(1.3) com T = oc.

Definigao 1.3 Sejam ug, by € V, wo € H{(Q) e f,g € L=(0,0¢c; L*(Q)). Uma solugio
global forte do problema (1.1)-(1.3), é uma terna de fung¢ées vetoriais (u,w,b) tais que v,
b pertencem ao espago L>(0,2c; V) N L%,.(0,0c; D(A)), w pertence ao espago L>(0, oc;
HYQ))n L2 (0,0c; D(B)) e satisfaz (1.14)-(1.17).

Observagao 1.2 Se prova que se (u,w,b) € uma solu¢do global forte do problema (1.1)-
(1.3), entdo uy, b € L2 (0,00;H) e wy € L% .(0,0c; L*(Q)). E assim, esta condi¢do
junto com u,b € L%, (0,oc; D(A4)) e w € L},.(0,0c; D(B)), implicam por interpolagio
(ver Lema 1.5), que u,b sdo quase sempre iguais a uma funcdo continua de [0,T] em
1(0 < T < oc); analogamente, w é quase sempre igual a uma fungdo continua de [0,T)
em Hy(Q) (0 < T < oc). Consequentemente, as condigdes inictais u(0) = ug, w(0) =
wo, b(0) = by sao bem definidas.
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Usando a técnica de linearizagdo e um Teorema de quase ponto fixo, Lukaszewicz [25],

estabeleceu (sob certas relagoes entre as viscosidades, os dados ug, wy e as forcas externas

f,g) a existéncia e a unicidade da solugdo global forte do problema (1.1)-(1.3) quando
= 0.

No Capitulo 3, para provar a existéncia global de solugdes fortes de (1.1)-(1.3) (equi-
valentemente de (1.14)-(1.17)), sem assumir as restrigoes feitas por Lukaszewics [25], apli-
caremos o método de Galerkin espectral.

Isto &, consideramos os subespacos finito dimensionais V* = span{s'(z),..., o¥(z)}
C Ve Hy = span{¢'(x),...,¢(x)} C HYQ), k € IN, as correspondentes projegdes
ortogonais Py : L2(2) = V* e Ry : L*(Q) — H, e as solugdes aproximadas:

k k
t) = Zcik(t)gpi(x), wh(z,t) = Zd,-k(t)éi(x e bf(z,t) Zelk <(x), (1.18)

desemvolvidos em termos das autofungdes {¢'} do Operador de Stokes 4 = —PA e das
autofungoes {¢'} do operador L = vB — (a + B)Vdiv com B = —A. Entdo, os coefi-
cientes c;k(t), dir(t) e e (t) sio determinados com a condigcio que u*, w* e b* satisfacam

as seguintes equagoes:

E 4 (u+ x)Aut + Py(u* - Vu*) = xPerot w® + rPy(b% - Vo) + Pof ,  (1.19)
jwf + vyBuf — (o + 8)Vdivw® + jRe(u* - Vu*) + 2yuw®

= yxRgrot u* + Ry, (1.20)
bE + v ABE + Py(uk - VbF) — P(bF - VuF) =0, (1.21)
u*(0) = Peug, w*(0) = Rywo, b¥(0) = Pyiby, (1.22)

desde que PtA = AP, e RyL = LRy. Ou equivalentemente:

(uf, @) + (1 + x) (AuF, ) + (WF - VU, @) = x(rot w”, ) +r(b* - V¥, ¢)

+(f, ¥), (1.23)

](wt ,0) + 'y(Bw ,0) — (a+ 8) (Vdiv wk, ®) +j(u'c - Vuwk, o) + 2x(wk, ®)
= x(rot u*, ¢) + (g, ¢), (1.24)
(bE, ) + V(Abk,w) + (uk - VB, ) — (b5 - Vuk, ) =0, (1.25)
u*(0) = Pyug, w*(0) = Rewo, 6(0) = Peby, (1.26)

V%UJE ‘/'k ev¢er
Isto é equivalente a formulagao fraca:

(U, o) + (1 + x) (Vuk, Vo) + (uF - Vuk, ) = x(rot wk, @) + r(b* - Vb, )
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](ut o) + ~H{Vuk Vo) + (e + 3) (div wk, div o) + j(uk - Vuwk, é) + 2x(wk, ®)

= x(rotu*, 9) + (g, ), (1.28)
(bF, ) + vV, V) + (uk - Vb ) — (bF - Vuk, ) =0, (1.29)
u*(0) = Peug, w*(0) = Rewg, b*(0) = Piby, (1.30)

Vo,vel*eVoe Hy.

Usando as aproximagoes (1.18) (as quais existem para todo ¢t > 0, segundo a estimativa
energia para a solugdo fraca) com {¢'} autofungées do Operador Laplaciano B = —A e
(1.23)-(1.26), Rojas-Medar [32] estabeleceu resultados de existéncia e unicidade da solucao
local forte para (1.1)-(1.3). Os seus resultados foram os seguintes:

Teorema 1.5 Sejam os valores iniciais ug, by € V, wo € H}(Q) e as forcas externas
fig € L*0,T;L*Q)). 0 < T < oc. Entdo. sobre um (possivelmente pequeno) intervalo
de tempo [0,T,], 0 < T, < T, o problema (1.1)-(1.3) tem wma tnica solugdo forte (u, w,b)
e

(ug, wy. b)) € L*0, Ty H) x L*(0,Ty; L*(Q)) x L*(0,Ty; H).

Além disso, esta solugdo pertence ao C([0,T1]; V') x C([0,T\]; H;(Q)) x C([0, T1]; V).
Também, existem C'-fungies Fy(t), Fi(t) e Fa(t) tais que para quaisquer t € [0,T],
tém-se:

() + 3l (DI + rie)
+ [ (G OUTu) P + AT+ 2] V0(7)]P)dr
+ [ Xl + 2(e+ 8)lidiv w(r)P)dr < Foft),
IVu(e)i + 195(6) 12 + 3 T ()]
te [ (lAu(r) P+ A + || Bu()]P)dr < Fi(0)

S el + ) + () Py < Fole),

Também, as mesmas classes de estimativas sao vdlidas uniformemente em k € IN para
as aprorimacgdes de Galerkin (u*, wk, b*).

Com hipéteses mais fortes sobre os dados iniciais e as forgas externas, obteve o seguinte
teorema:

Teorema 1.6 Alémn das hipdteses do Teorema 1.5, assumir que ug, by € V r H?*(Q),
wo € HE(Q) » HYHQ) e fi.g. € L*0,T; L*Q)). Entdo a solugdo (u,w,b) fornecida pelo
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Teorema 1.9, satisfaz u, b € L*=(0,Ty; D(A)), w € L*(0,Ty; D(B)) e

ug, b, € L®(0,Ty; H) N LY0,Ty; V), ug, by € L*(0,Ty; V),

wy € L=(0,Ty; L*(Q)) N L2(0, Ty; HY(Q)), we € L0, Ty; HY).
Além disso,

u, b€ CY([0,T\]; H) N C([0,Ty]; D(A)), w e C*([0,Ty]; L*()) n C([0, Ty]; D(B))
e tém-se as segquintes estimativas:
e (O + Jllwe (0 + rllbe(2)]*
+e [UTu)I? + [Vud )| + [ Vol < Holo)

| Au(t)|]® + || Ab(#)|12 < Hy(t);
| Buw(t)||* < Ha(t);

J () + )+ (- < (e

para todo t € [0,Th], onde H;(t),i =0,1,2,3 sdo fungées continuas em t € [0,T}].
Também, as mesmas classes de estimativas sdo vdlidas uniformemente em k € IN para
as aprozimacées de Galerkin (uf, w*, b*).

Como uma consequéncia de acima, usando resultados de Amrouche e Girault [3], para a
pressao conclui-se:

Proposigao 1.1 Se as hipdteses do Teorema 1.5 sdao satisfeitas, entdo existe uma unica
fungdo p € L?(0,Ty; HY(Q)/R) tal que (u,w,b,p) € a tnica solugdo de (1.1)-(1.8), onde
(u,w, b) € a solugdo dada pelo Teorema 1.5.

Proposigao 1.2 Se as hipdteses do Teorema 1.6, sdo satisfeitas, entdo eriste uma unica

fungdop € L=(0,Ty; HY(Q)/R)NC([0, T]; L*(Q)/R), tal que (u,w, b, p) € a tinica solugdo
de (1.1)-(1.3), onde (u,w,b) € a solugdo fornecida pelo Teorema 1.6.
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Capitulo 2

Unicidade e regularidade da solucao
fraca

Damos um resultado de unicidade da solucgdo fraca das equagdes do movimento de um
fluido magneto-micropolar. Também, provamos que as solugdes fracas possuem derivadas
fraciondrias no tempo de qualquer ordem menor que 1/4 e condicionalmente possuem
derivadas fraciondrias no tempo de ordem menor que 1/2.

2.1 Preliminares e resultados teoricos

Para fixar as notagoes, daremos as defini¢des dos espagos e resultados a serem usados
neste capitulo.

Seja I um intervalo de IR e seja E um espaco de Banach. Os espacos de Sobolev
fraciondrios sao definidos para 0 < s <1, 1 < p < oc por

W*(I.E) = {f € LY(LE); ||fllinn < <)
oude | fllsm =( / <Hf(t) — f(T)Hg) dtdr )/

|t —7l* |t~ 7]

W*P(I; F) tem estrutura de espago vetorial e com a norma || fllwse = || fllre + | flljisr €
um espacgo de Banach.

Quando p = 2, observemos que W*2%([; E) coincide algebrica e topologicamente com
H?*(I;, E) como definido no Cap. 1.

Agora, para qualquer h > 0 seja I = {t € I;t+ h € I} e denotamos por u,(.) a
fungao ua(t) = u(t + h) — u(t). Logo, se f € LP(I;E)(1 < p < ), entao f, frne fn+ [
sao todas bem definidas em 7.



Os espacos de Nikolskii de ordem s, 0 < s < 1, 1 < p < oc, sdo definidos por
N*P(I E)={f € LP(LE)|; [|f|lgs» < o<}
onde

1 )
N fll o = sup 75 (/,h [lf,,(t)”%dt) ’

O espago N*P(I; E) com a norma. || f||nse = ||fll7e + || f]l 5s» € um espago de Banach.
Observamos que se I = (o, 3), entdo I, = (o, 8 — h) para h < 8 — o, I, = ¢ para
h>p03-a.
Quando I = (0,T), denotamos

E’Vs’p(]; E) — H/rs,p(O,T; E) e NS,P(I; E) = NS,p(O’ T: E)

O seguinte resultado que compara espacgos de Sobolev e espagos de Nikolskii, é devido
a J. Simon ([39], p. 141, Coroldrio 24).

Proposigao 2.1 Suponha ques>r (0<r<s<1, 1 <p<cc). Entdo
W*P(I; E) < N*"(I; E) — W™ (I; E)
com injegoes continuas.

Os argumentos que usaremos para obter resultados de regularidade, serd baseado sobre o
cldssico Lema de Hardy-Littlewood ([44], p. 32).

Lema 2.1 (Hardy-Littlewood) Suponha que f é integrdvel sobre (0,a). Para todo
t, 0 <t <a, colocamos

6(t) = sup T)dT, onde 0< €<,
€ t—E
E~
6,(t) —sup t/ dr, onde t<€é<a

1 § .
e M(t) = max{6(t) 91(1‘)} = sup —t/t f(r)dr.

£€(0,a]
Entdo, se f € L(0,a), r > 1, tem-se MeL(0,a) e
a 7 r a
r A < T d
/0 M (t)dt_?(r_1> /0 Fr(t)dt

Um resultado que serd fundamental para obter estimativas nos espagos de Nikolskii
e consequentemente junto com a Proposigdo 2.1, para obter a ordem das derivadas fra-
cionarias, é o seguinte lema:
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Lema 2.2 Sejam X, Y dois espacos de Banach, X — Y continuamente ¢ seja u €
LP(0,T; X), 1 < p < =, satisfazendo a sequinte desigualdade integral:

T—h T—h t+h
L eIt < [ uatlle [ a(r)dr de (2.1)
onde up(t) = u(t + h) —u(t). Entdo
1 1 1
a) Se g€ L0, T) e > + e 1, tem-se u € NwP(0,T;Y). Além disso,

1
NF]E"’(O,T;Y) <c Hu”;',P(O.TL\')

[l
onde ¢ € uma constante positiva que apenas depende de ||g||1.10,7)-
1 1 L . )
b) Se ge& L0, T) com —+—=1, entdo u €| L""(O,T;Y ) e satisfaz
P 4
1
037, < €Il
onde ¢ € uma constante positiva que apenas depende de ||§||r.a(0.7)-

Prova.
Prova da parte (a):

Fazendo uso do Teorema de Fubini na integral do lado direito da desigualdade (2.1),
obtemos

/()T—flullh(t)”\. /t-¢+h§(T)det _ /Ohg(T)/Or”Uh(t)H‘\'dth
+ [750) [[ luavat dr

T T—h
+ [ 3o [ fua(®)vdrdr

= [ a(r) [ lunlt)i vt dr. (2.2)
0 T <0,
onde F=¢ 7 0<T<T-—h,
T—h 7>T—h.
T 0<7<h,
Observe-se que 7<T —h, T—h>0 e T—T—h=< h h<r<T-h,

T—-7 7>T-h.
Agora, usando a desigualdade de Holder no lado direito de (2.2), temos

[t < ([va) " ([ o)

17



< ([ juntopar)”

desde que 7 — 7 — h < h. Por outro lado, da definigdo de u, temos

lur(E)ll v < lJu(t + h)l|x + ||u(t)||x e desde que (a+b)” < 2P (aP +b”), resulta

lun(@) < 2[lu(t + M)l + 2Pllu(®)l,

logo,

T P p [T P P P
L @it < 22 [0 ute+ mdt + 22 [ u(o)lRat

T T
< 2?/ ]Iut]l”»dt+2”/ lu(t)|[dt

< 27 [N Ol = 27 ol

Assim, desde que 71— h >0 e T < T — h, observando (2.4), temos

T T—h
L@t < [ un(®lFedt < 27 ulf g v

Logo, levando a desigualdade acima em (2.3), vemn

/:_—h““h(t)“‘\’dt < RMagttl/e |l reo,m:x)-

Portanto, a ultima desigualdade e (2.2), implicam

/ T (®) ] / T a(rydr dt

<

<

T
) B2 o

T
hl/q2l+1/”Hullr,p(o,T;,\’)/ g(r)dr
0

e desde que por hipétese § € L'(0,T), tem-se

T—h t+h . 1/q ol+1/ .
L el [ ardr de < R gl ull s,

Agora, levando (2.5) em (2.1), resulta

T—h
/o Nun(t)][§-dt < hY924 VPGl oyl o o750

18
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o qual implica

1 T=h Pd < 9l/p+1/p’ 1/p 1/p
/L o [lun (t)|I5-dt Hg”r‘ 0,T) HUHr‘p(o,T;.\')f'
Lap

Portanto, com ¢ = 21/p+1/p3[[§[|%120 ) € da hipGtese sobre u junto com a definigao dos

espacos de Nikolskii, conclui-se os resultados da parte (a) do lema.
Prova da parte (b):

Neste caso, encontraremos melhores estimativas para o lado direito da desigualdade
(2.1) do que as obtidas na prova da parte (a). Para isto, serd fundamental o uso do Lema
de Hardy-Littlewood.

Para o termo do lado direito de (2.1), temos

/OT_hHuh(t)H‘\-/tt+h§(r)rlrd2 = h/ l[un(t) II\(;/;Mg(T)dr)d{

< b )l ule) ot (26)

1 rt+h
onde 8,(t) = sup (—/ g(7) dr).
h>0 \h Jt

Agora, usando a desigualdade de Hoélder no lado direito de (2.6), tem-se

./OT*hlluh(z‘)II,\' [ atryarar < h(/OMHuh(t)H‘;-dt)l/p(/OT_hei'u) ) e

Por hipétese § € L0, T — h), entdo observando a definigao de 6,(¢), aplicamos o Lema
2.1 (Hardy-Littlewood) a segunda integral do lado direito de (2.7), com a =T —h, r = ¢
e f = g, obtendo

[ oo <2() [ wa <2 () [0 =2 L) it

Assim, levando a ultima desigualdade em (2.7), vem

T—h t+h T—h 1 q .
[ oy [ atryarde< ([ o) 20 (0 gl

¢ observaudo (2.4), resulta

T —h t+h
L ol [ atrydrde < b2 s 29 (=5 ) 13l

19



logo, com isto em (2.1), obtemos

T—h
2L e < 4 () lallmom oy

desde que 21/9+1/P = 2, e entdo

1 T—h 1/p L q 1/p 1/ 1/p
sup ([ Tn01ae) < 72 () il ) < € Nl

onde ¢ é uma constante que depende de ||§||74(o,m). Portanto, pela hipétese sobre u e da
definigdo dos espagos de Nikolskii, segue-se os resultados da parte (b) do lema.

2.2 Unicidade da solucao fraca

Com as notagoes do Cap. 1, nosso resultado é o seguinte:

Teorema 2.1 Sejam ug, by € H, wo € L3(Q), f € L*(0,T;V*) e g € L*0,T; H™!).
Entdo, erxiste no mdzimo uma solu¢do fraca do problema (1.1)-(1.3) tal que

u, b€ L*(0,T; V)N L®(0,T; H)n L*(0,T; L™ ()),
w € L*(0,T; Hy(Q)) N L™ (0,T; L*(Q)) N L*(0, T; L™()),

2 3
onde—+ <1comr>3.

Alem dzsso a solugdo (u,w,b), se existe, satisfaz
(u,w,b) € C([0,T]; H) x C((0,T]; L*()) x C([0,T]; H).
Prova. A existéncia da solucdo fraca (u,w,b) do problema (1.1)-(1.3), satisfazendo
u, be L*0,T;V)r L®(0,T; H) e we L*0,T; H}(Q))nL> (0,T; L*(Q)),
foi provada por Rojas-Medar e Boldrini [33] (ver Teorema 1.4 do Cap. 1).
A seguir, assumindo que (u,w, b) € L*(0,T; L™(§2)) provaremos que ela é Unica.
Para isto, suponhamos que (up,w;, b)) € L*(0,T;L7(2)) é outra solugdo fraca do

problema (1.1)-(1.3) para os mesmos ug, Wy, by, f € g. Também, denotemos

p=u—u, nN=w-—w e E=b-0.
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Entao, de (1.5)-(1.7), temos que p, n e &, satisfazem

(p0) + (1 +x)(Vp, V) = =(p-Vu, ) = (w1 - Vp, ) +1(€- Vb, )

+r(by - V&, ) + x(rot n, ¢), (2.8)
7, @) +7(Vn, Vo) + (o + 8)(div n, div ¢) + 2x(n, ¢)

= —j(p- Vw,¢) — j(u - Vn, ¢} + x(rot p, ¢), (2.9)
(&, v) +v(VE VU) = —(p- Vb)) — (ur - VE¥) + (£ Vu, ¥) + (b - Vp, ¥),(2.10)
Ve, weV e Yo Hy(Q)
p(0) =0, n(0)=0, £(0)=0. (2.11)

Colocando ¢ = p, ¢ =ne v =1 em (2.8)-(2.10) respectivamente, obtemos

1d
211‘

thH’IHZ +91Vnl]? + (e + 8)||div n|]* + 2x||nl|* = —j(p - Vw,n) + x(rot p, n),

—lol[* + (e + )Vol? = =(p- Vu, p) +1(£- Vb, p) + (b - VE, p) + x(rot n, p),

3 H|IEH2+V' [VEll* = =r(p- Vb,€) +r(€- Vu, &) +7 (b - Vp, &),

desde que (u; - Vp,p) = (uy - Vi, n) = (uy - VE, &) = 0.
Somando as igualdades acima, temos

5ol + 0l + rliElR) + NVl + ATl + or |V

+(o + 8)||div gl * + 2x|In]l?
—(p-Vu,p) +r(§-Vb,p) = j(p-Vw,n) = r(p-Vb,&) +r(§ - Vu,§)
+x(rot n, p) + x(rot p,n), (2.12)
desde que r{b, - V& p) + r(b - Vp, &) = 0.
1

Agora, para r >3 e — + - = 3 usando a desigualdade de Holder, temos
rop

Hu. Vo, w)| < flullrel| Ve {Jwlr-, (2.13)
.. 2 3 .1 3 1 1 1
mas, por hipdtese — + — < 1, entdo — + — < = e desde que = = — + —, obtem-se
s s 2r 7 2 2 p o
Lo 130 1 1,12/ 3
> —e = — e — =Dy T
P ( N 2r 5 roos  2r 2 6
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Assim, por interpolagdo (Teorema 1.4 do Capitulo 1), temos |Julj;» < c||u|l2/‘||u||%r e

entdo de (2.13), vem

(. Vv, w)| < ellull*ull 3 |Vl [lw

I (2.14)

([22], p. 84-85), logo usando a desigualdade de Young e a desigualdade de Holder, primeiro
ps ;

com p=q =2, logo com p = Zeq= g, resulta
|(w.Vv,w) [ < ellull*[lull 35wl +cl| Vol < clfull|[wli} | Vul|*" + c|[Vo|?

< cllullPllwlli: + el Vull® + ¢ | Vol® (2.15)

para u, v € Hy(Q) e w € L7(Q). Agora, usando (2.15) e (1.4) do Capitulo 1, estimaremos
os termos do lado direito de (2.12), como segue

| = (p-Vu,p)l =1(p-Vp,u)| < el[Voll® + Cellpll||ull}-,
Ir(€-Vb,p)| = [r(£-Vp,b)| < <lIVoll® + o[ VE|I* + C. €165~
| =i(p-Vw,n)| = ilp-Vn,w)| < &|Vnll> + )| Voll* + Cesllol* 1wl
| =7(o-Vb,§)| = [r(p- V& b)| < olIVEI? + | Voll? + Ceollol*lIBll7-,
[r (&-Vu,6)| = |r(€-VEu)| < ol VEIP + ClIENPull3-

e para os outros termos, usando as desigualdades de Holder e Young, temos

[x(rotn,p)l < xllrot nlllloll < Cellpll* + 61| Vnll?,
x(rot p,m)| < Ceflnll* + e IVl

Logo, levando as estimativas acima em (2.12), obtemos
1d

5= (1I” + 51l + rlI€l®) + (e + IV + A Vnll* +wr | VEN®

< 5 [|[Vall* + 268[Vall* + 30l VEN" + CellplPllullsr + CeollEN*Ill7
+Ceallpll*llwlir + Ceallol*llbll7- + Coll€l*lulli- + Cslloll® + Cllnll?,

4+ x vr
escolhendo ¢ = E—m—x, é: % e 0=, tem-se

%(Ilpll2 + Il + rlIEIR) + (e + IVl + AVl + or [ VEN?
< c (ol + lall® + i) lullz. + lwlly. + 6l7- + 1),

o qual implica

T+ w

e+ b

%(II/)H2 + jllnl* + rlf€l®) < edlloll® + dllnll® + rliEl®) (il e+ 1)
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onde ¢ > 0 depende apenas dos parametros fixados no problema.
Entao, integrando de 0 a ¢, resulta

I+ I + eI < e [ o) + sl + eI e(rdr
PO + 300} + rlig(0)] (2.10)

onde ®(t) = ||lu(@)ll- + llw@li- + l6(B)]7- +1.
Logo, usando a desigualdade de Gronwall em (2.16), para todo ¢ € [0, T] tem-se

o)+ Sllate) 2 + rlECN® < (o0} + m(O) + €@ exp(e [ @(r)dr),

: _
mas, como u, w, b € L*(0,T; L™(Q)), resulta que / O(7)dr) < oc e entdo observando
0

(2.11), a tltima desigualdade implica que p(t) = n(t) = £(t) = 0 para todo t € [0,T],
consequentemente

u(t) = ui(t), w(t)=w(t) e b(t)=0b(t) Vte[0,T]

demonstrando a unicidade.

Agora, observe-se que para provar a continuidade de (u, w, b) é suficiente mostrar que
ue, by € L0, T; V") e w, € L*(0,T; H™').

De fato, como u, b € L%(0,T;V), w € L*0,T; Hy (Q)) ese u, by € L20,T:17), u, €
L*(0,T; H™'), entao por interpolagao (Lema 1.5 do Cap. 1) implicam wu, b € C([0,T}; fI)
e w e C([0,T]; L*Q)).

A seguir, demonstraremos que ug, by € L*(0,T;V*) e w, € L*(0,T; H™').

De (1.5)-(1.7), tém-se

[(ue(t), o)l < (o + ) (Vu(t), Vo) + [(ult) - Vu(t), @) + rl(b(t) - Vb(L), <)

+x|(rotw(t), @)| + [(f(t), 2, (2.17)
Jwe(t). o)l < A[(Vw(t), Vo)l + (e + 8)|(div w(t), div ¢)| + 2x|(w(t), 0)]
+31(u(t) - Vw(t), ¢)] + x[(rot u(t), o) + [(g(t), &), (2.18)

|(be (), W) v[(Vb(8), V)| + [(u(t) - VB(E), ¥)| + |(b(t) - Vu(t), v)l,
Ve, vel e YV oe Hy(Q).

IA

Agora, observando (2.14), tem-se

[(u(t) - Vb(t), ©)| = [(u(t) - Ve, b(1)] < clful) ¥ () [l 16| -
e desde que u e L>(0,T; H), vem

[(u(t) - Ib(t), &) < e [lu(e)][37|1b(H)]

iy
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Analogamente,

|(u(t) - Vw(t), 0)] = [(u(t) - Vo, w(t)] < ellul)V lw @l o 6]l oy

0

Também, temos
(Vu(t), V)| < flu@®)liviielly,
[(divw(t),dive)] < ([Vu@)IHIVell < ellw(®)llnll8llxy,
[(rotw(t), )] < |lrotw(®)|| ¢l < cllVu®)]] ll¢llv < ellw®)laliell-

Entao, levando em conta estas estimativas, estimamos os termos do lado direito de (2.17)-
(2.19), como segue:

(e (t), )] < ellu®llvlielly +cllu@®I M) llellv + e o 16 -l ellv

+c[lw®ll allellv + (1 Ollv-llellv, (2.20)
ilwe(t), @) < Bellw(®)llmllollng + w3 w16l

+ellu(@®)vlgllng + gl lIéllm, (2.21)
[Be(t), ) < cllb(®)lvllwlly + e llu@I 6@ - lvllv

+e |6 )l 1]y (2.22)

Mas, por definigao

(@l = sup [(u(t), @) e Nw(B)llu-r = sup [(we(t), B)l,

llolv <1 |[¢|;‘H(1)S1

entdo, de (2.20)-(2.22), temos

ludt)llv- < eChu@®)llv + Hu@I )l + 16O 16 1
i@l + 1 Dllv-), (2.23)
ilwe®lli-r < eUlw®llmg + Ta@I el + lu@ly + lg®lln-), (224
lu®)llv- < cUlb®lly + @I N6 - + 1O Tu@ ), (225)

onde ¢ > 0 depende apenas dos pardmetros fixados no problema.
Por outro lado, desde que por hipétese u, w, b € L*(0,T;L™(Q)), entdo

t— ()] € L0, T), t = w(®)r € L0, T) e t = |b(t)|sr € L(0,T),
também, desde que u, b € L%(0,T; V), temos

t = |u()|| € LT(0,T) e t — ||b(t)||- € LF(0,T).
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1 3 1

Consequentemente, como por hipétese — + 7 < 3
r
generalizada (Teorema 1.3 do Cap. 1), obtemos

usando a desigualdade de Holder

t = (@)l fu(OlE € L20,T), ¢ — 6Ol 1b(t)]I5 € L2(0,T)
E o () lu@®llE € L20,T),  t — [1b(t)]l-[u(®)||f- € L0, T)
t = u() o)1} € L0, T).

Portanto, como wu, b € L*(0,T;V) e w € L*(0,T; H}(Q)), usando as conclusdes acima
junto com as hipdteses sobre f e g, de (2.23)-(2.23) conclm -se

ue, by € L*(0,T: V) e w € L*0,T; H™),

completando a prova do teorema.

2.3 Regularidade da solucao fraca

Os seguintes resultados estendem os principais resultados de [43] para equacoes de fluido
magneto-micropolar

Teorema 2.2 Sejam ug, by € H, wy € L), f € L¥0,T;V*) e g € L*0,T: 7).
Entdo, a solugdo fraca (u.w,b) do problema (1.1)-(1.3), pertence ao espago de Nikolski
NT20,T: H) x N¥2(0,T; L3(Q)) x N30, T: H).

Teorema 2.3 Além das hipdieses do Teorema 2.2, assumir que a solug¢do fraca (u,w,b)
do problema (1.1)-(1.3) pertence ao (L*(0,T; L*(Q)))®. Entdo (u,w,b) pertence ao espaco
fracional de Nikolskii

N22(0,T; H) x N¥3(0,T; L*(Q)) x N7*0,T: H).
O seguinte teorema é um resultado da regularidade da solucao fraca:

Teorema 2.4 Se as hipdteses do Teoremma 2.2 sdo satisfeitas, entdo

a) A solucdo fraca (u,w,b) do problema (1.1)-(1.3), possut derivadas fractondrias de
1

qualquer ordem menor que —.

b) Se a solugdo fraca (u,w,b) do problema (1.1)-(1.3) pertence ao (L*(0,T; L*(2)))*,

entdo (u,w, b) possui dertvadas fraciondrias de qualquer ordem menor que 3

V]
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Prova do Teorema 2.2

Com as notagoes da Se¢do 2.1, consideramos I = (0,7). Entdo, lembrando a notagdo
up(t) = u(t + h) — u(t), integramos (1.5) - (1.7) de t a ¢t + h, obtendo

(un(t), ©)

3 (wa(t), ¢)

(bh(t’)vw)

t+h t+h

() [ (Vu(r), Ve)dr - [ (u(r) - Vu(r), p)dr

t+h t+h t-+h
+r / (b(r) - Vb(r), o)dr + x / (rot w(r), @)dr + /t (), o)dr,
o / (Vw(r), Vé)dr — (o + f) / " (div w(r), div o)dr
_QX /-t+h. dT—]/t+h dT
+x'/t+h (rot u(t), ¢ d7'—+-/t hgr),qb) dr,

tH—h ‘ t+h
—V/t (Vb(1), Vi)dr — /t (u(r) - Vb(1),¥)dr

t+h
—+—/t (b(7) - Vu(r), ¥)dr,

onde h > 0 é tal que (¢t + h) € (0,T).
Pondo ¢ = ua(t), ® = wr(t) e ¥ = bu(t) nas igualdades acima, obtemos

lun(t)®

Jllwa®)]®

[16a(8)]I*

<

(a4 ) /“"Rw ). Vun®)dr | +1 [ (u(r) - Vu(r), w(t)) dr |
ir /t " b(r) - I, unlt)) dr |+ x [ (rot (), un(e)) dr |

t+h
+|/ )y dr |, (2.26)
I“/ . (Vw(r), Vwp(t))dr | + | (e + 3) /t+h(divw( ), divwp(t)) dr |
+|23</t+ ), wa(t)) dr | + |]/ (u(7) - Vw(r), wa(t)) dr |

t+h
#x [ (rotu(r), wa(t ))dr|+|/ ), walt)) dr, (2.27)
v [" h(Vb( ), Vba(@)) dr |+ | [ (u(r) - Vb(r), ba(1)) dr |
+l /Hh W(0) dr|. (2.28)
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Agora, usando a desigualdade de Holder, estimaremos os termos do lado direito de (2.26)-

(2.28), como segue:

() [ (Tulr), unft)) dr|

Analogamente,
t+h
7 [ (Tulr), Vun(t)dr

[ o), (o)

Observemos que

t+h
| (o + 3) /c (divw(r), divw,(t)) dr|

< c/tHh{(VU(T)’vuh(t))‘dT

< o [T ITun) ) Vun)] dr

t+h
t

< cllu®ly [ lu(r)llv dr.
cln(®lly [ el

t+h
Cth(t)||V/t+ 16(F)] s dr-

t+h
< ¢ /z | (divw(r), divwy(t)) | dr

< o [T IVl s

t+h
ln®llig [ o)l dr.

<

Também, observando que H} () < L*(Q), temos

2 [ et wntr) dr |

Agora,

[ ) - ), () dr |

t+h
< C/t | (w(r), wn(t)) | dr
t+h
¢ [ el lea(®) ] d7
t+h
cluen®llg [ ()l dr.

IA

IN

IN

t+h

/: | (u(7) - Vu(r), up(t)) | dr
t+h

/t | (’U(T)Vuh(z‘), U(T)) '(17_
t+h .

/t ()17 4| Vun ()| d7

ety [t

IN

IN



Analogamente,
t t+h
[ 6tr) - V() uatt)) dr | < elfunto)ly [ 1B dr
Também, usando as desigualdades de Holder e Young, temos
t+h t+h
5[ ) Ve, unr)dr] < e [ (u(r) - Vun(t), w(r) | dr
t+h
< e [T @l Vun@) o) dr
t+h
< clun®lln [ lulinsllw(n) s dr
t+h . .
< C“wh(t)llngft (lu(m)lI7s + llw(r)l[7.4) dr.

Similarmente,
| /t+ b)) dr| < el [ ()l + 1)) dr
f+h t+h 9
[ e v meydr] < el®@le [ QI+ 16l dr

Também, desde que H(Q) — L?(Q) e V < H < L?(Q), temos
t+h t+h
] \/ (rot w(T),un(t))dr| < c/ | (w(T), rotup(t)) | dr
t t£+h
< e [ wnl rotun()] dr
t+h
< e [ ()l [ Vua(®)l dr
t+h
cllun(®lly [ Iw()lng ar,
t+h t+h
x [ otu(r) wn(®) dr| < ellwnl®llny [ Iu(r)llv dr

IA

Observemos que
[y < [T, w0 1
[ 1@l a0l
t+h
< lluh(t)Hv/t £ (7).

IA
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Similarmente,

[ ot wnw) dr < Ol [ (e

Entao, levando estas estimativas em (2.26)-(2.28), obtemos

a1 < ellun(olle [ Gl + () + o)1
Hlw(m)lgg + 1 (D) dr, (2.20)
lenF < ellun(®llag [ (el + ol + ()l
Hu)llv + lg(7)l[w-1) dr, (2.30)
oa ()11 < Cl\bh(t)“v/t"*hmb(r e + Ne()2e + 16(7)[20) d, (2.31)

onde ¢ > 0 é uma constante genérica que depende apenas dos parametros fixados no
problema.

Agora, observando que H(Q) — L*(Q) e integrando com respeito a t desde 0 a T — 1
as desigualdades (2.29)-(2.31), resulta

[ iz < [ iy [ el + iR + ol
+Hlw(Way + L ()lv-) drdt,

[ bt < [ el [ el + o + Ity
+IIU(T)HV + lg(r)||-1) d7 dt,
/0 en(®)11" dt - < /0 o (D)l / ¢ (I6()lve + [lu(m)IE + 1b(r)II}) dr dr.

Assim,

T~—h T—h t+h
@iz < [ unl [ gi(r)arat, (232)
OT—h OT—h t t+h
/0 lwa(®)?dt < /0 Hu'h(t)llng,/t g2(7) dr dt, (2.33)
/T_hllb oirde < [ i@l [ g5(7) dr dt (2.3
iz < [0l [ o) dr 31)

onde  gi(t) = e(fu(®)lv + RO+ 1BOIF + T ()ay + £ O]
g2(1) = e (lu()]| g + Tl + el + @l + llg(t Hu
gs(t) = e (IO + hu O+ 6(NIIT).

il
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Mas, u, b€ L*0,T;V) e w € L?(0,T; H}()), entdo

t— lu()lli- € L'(0,T), t = [b(t)Il} € LY(0,T), t— [lw(®)ll},; € L'(0,T),
logo, desde que f € LY(0,T;V*) e g € L'(0,T; H™!), concluimos que g, g2, g3 €
LY0,T).

Portanto, aplicando o Lema 2.2-(a) em (2.32) e (2.34) com p=2, Y =H e X =1,
resulta u, b € N©2(0,T; H). Similarmente, usando Lema 2.2-(a) em (2.33) com p =
2,Y = L) e X = H}(Q), temos w € N#%(0,T; L%(2)). Assim, a prova do teorema
esta completa.

Prova do Teorema 2.3

Integrando as desigualdades (2.29)-(2.31) com respeito a t desde 0 a T — h, obtemos

[ mora < [ oy [T aw e (2.55)
T—h 2 T~h t+h.~

L eaiPat < [ en®llng [ dalr) drat, (230)
T—h ' T—h t+h

L len@iPae < [ lea®llv [ galr) drat, (2:37)
0 0 ¢

onde  §i(t) = c(ul®)llv +lu@®)f7s + 1o(OII7a + llw®)lla + £ (BO)]]v-),
32(t) = c([lwt)llmy + Nu®li7e + lw®lFs + Nu®)lly +g()ln-1),
g3(t) = c(ll®)llv + llu(@®)|[7« + lb(6)]|7:)-
Agora, como u, w, b€ L*0,T; L*(Q)) , temos
t — [Ju(t)ll7« € L*(0,T), t— [lb(t)]|7+ € L*(0,T), t = |lw(t)l|7. € L*(0,T),
logo, desde que wu, b € L*0,T;V), w € L*(0,T; H}(Q)), f € L*0,T;V*) e g €
L?(0,T; H™'), concluimos que §i, go, g3 € L%(0,T).
Portanto, aplicando o Lema 2.2-(b) em (2.33) e (2.37) com p = ¢
e X =V, obtemos u, b € N¥%(0,T: H). Também, com p = g

L

X = H}(Q), o Lema 2.2-(b) junto com (2.36), implicam w € N2*(0,T; L*(Q)).
Isto completa a prova do teorema.

Prova do Teorema 2.4

Parte (a): Usando o Teorema 2.2, junto com a Proposicao 2.1 com s = ﬁ,p =2er=aq,
obtemos para 0 < o < %

u, be N©2(0,T; H) = W*X(0,T; H) = H*(0,T; H),
w € N72(0,T; L2(Q)) < We2(0,T; L¥Q)) = H*(0,T; L*(Q)).
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Parte (b): Usando o Teorema 2.3, junto com a Proposi¢ao 2.1 coms = ;,p=2er =«
obtemos para 0 < a < %

1

u, b e N70,T: H) < W**0,T; H) = H*(0,T; H),
w e N32(0,T; LX(Q)) = We(0,T; L)) = H*(0,T; L*(1)).

Por outro lado, u, b € W*2(0,T; H) se e somente se (1 + 7)u*, (1 +7%)b* € L*(IR,; H),
onde u*(t) = u(t) para t € [0,T] e u*(t) = 0 em outro caso, u* é a transformada de
Fourier de u* em ¢, analogamente para b*. Também, w € W*2(0,T; L%(Q2)) se e somente
se (1 4+ 7% w* € L*(R,; L*(Q)).

Isto mostra que a solugao fraca (u,w,b) tem derivada fracional de ordem a definido

por
d rt z(s)
Dra(t) == [ ds
e=(t) dto(t—fs)"‘5

onde z = u, z = w ou z = b pertencem ao L%(0,T; H) x L*(0,T; L*(?)) x L*(0,T; H).
Isto completa a prova do Teorema 2.4.
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Capitulo 3

Existéncia global de solucoes fortes

Usando o método de Galerkin espectral, provamos a existéncia de uma unica solugao
global no tempo para as equagoes do movimento de um fluido magneto-nicropolar semn
assumir que as forcas externas possuem decaimento no tempo e também quando as forgas
externas possuem decaimento exponencial no tempo. Além disso, obtemos estimativas
uniformes no tempo da solu¢do que sdo usadas para obter estimativas de erro para as
solugoes aproximadas.

Para provar os resultados de existéncia, usaremos as aproximacdes de Galerkin u*, 1
e b* desemvolvidos em termos das autofuncdes do Operador de Stokes A e do operador
L = —vA — (a+ B)Vdiv (ver (1.18) do Cap. 1), também combinaremos os argumentos
usados por Rojas-Medar[32] e Heywood e Rannacher [16]. Com esta técnica, a solucao
obtida tem maior regularidade (que é necessdria para obter estimativas de erro) do que a
atingida por Lukaszewics [25], além disso, estabelemos a existéncia da solugdo sem impor
nenhuma relagdo entre as viscosidades, os dados iniciais e as forcas externas, condigao
que Lukaszewics [25] precisa para obter os seus resultados.

l)k

3.1 Existéncia global da solucao no caso de forgas
externas sem decaimento

A existéncia global de solugoes fortes sem assumir decaimento exponencial nas forgas
externas, serd obtida usando exponenciais como funcgdes peso, a qual é uma forma de
trabalhar inspirada de Heywood e Rannacher [16].

3.1.1 Existéncia e unicidade da solucao

Um andlogo ao Teorema 1.5 do Capitulo 1 (com T = oc), é o seguinte resultado.
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Teorema 3.1 Sejam os valores iniciais ug,by € V, we € H{(Q) e as forgas erternas
frg9 € L=(0,00; L*(Q)). Se [Juollv, llwollnys [1bollvs 1fllroo,00:r2c0) € 119l (0,502 sG0
suficientemente pequenas, entdo a unica solugdo forte (u,w,b) do problema (1.1)-(1.3)
eziste globalmente no tempo e satisfaz u,b € C([0,<); V) e w € C([0,o¢); H{(Q)). Além
disso, para qualquer 8 > 0 existem algumas constantes positivas M, M, e A, tais que

sup{{[Vu(t)[ + 3 V(O] + [ V6(t)[} < M, (31)
supe™® [ {Aum + I Bu(F + [ Ab()Phdr < 2, (32
supe™® [ e () + (P + 1) < M (33)

Também, as mesmas classes de estimativas sao vdlidas uniformemente em k € IN paru
as aprorimagoes de Galerkin.

Prova. Comecamos provando as estimativas no tempo de || Vu(£)[}2+|| Vw(t)[*+]| Vb(t) |
Primeiro encontraremos estimativas para as aproximacoes de Galerkin ( ver (1.18) do
Cap.1) e logo para a solugao no limite.
Considerando ¢ = Auf em (1.23) e v = Abk em (1.25), temos

1d . _
;2-—;7HVuk||2 + (i 4+ )| Ak = x(rot wk, Auk) + r(b* - VbF, AuF) + (f, Au¥)
dt
—(uF - Vuk, Auk),

%%nwkuuz/nwnz = —(u*- Tk, AbF) + (b* - VuF, AbF).
Agora, usando as desigualdades de Young e Holder, a imersao de Sobolev H'(Q2) < L%(Q)
e a desigualdade de Sobolev |lull;s < c||ul{'/?||Vul|'/?, para qualquer ¢ > 0 e § > 0,
obtemos as seguintes estimativas:

C.||Vuwk||? + 2| Au® |2,

cfl¥] 1| V¥ | sl Au®|| < el VBE |2 ABF |2 Aut|

Ce gl VOF|1® + 8| ABMJ? + el A%,

CllFIIP + el Aut|P?,

ol ¥ 1] | Vu¥ | sl Aut|) < el Tk 2] Aut] P

Cel|Vuk® + eff Au*|]?,

clfu{|as [Vl B < el Vakif] B8] /2] 405272

Csl| Vb ||| V08 1 + 81 Ab% 1%,

A P A PR B (e A A (T A T T T U R T
Ce sl VOV kI + 2]l Auk)1 + ] A6

|x(rot wk, AuF)|
1P (b - Vb, Au®)|

|(f7 Auk)!
[(u* - Vuk, Auh))

[(uF - Wbk, ABK)|

[(b5 - Wuk, A%

AN VAN VAN VAN VANNE VAN VAN VAN VAR VAN
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Levando estas estimativas nas identidades acima e somando, obtemos

L (912 4 9B + (a4 ol A

< Cel [ VUH|]? + Ce sl VO II° + CLl[VUk|1® + Csl| VU] VoF||?
+Ce VO IVUM I + Cell FII? + 5el] Au®|® + 36]] Ab¥||*. (3.4)

Agora, observemos que Lw = yBw — (o + §)Vdivw é um operador fortemente elitico,

consequentemente
(Lw, Bw) > 7|| Bwl|* — No|| Vuw]|? (3.5)

onde Ny > 0 depende apenas de v, o + § e 9Q ([17], p. 70).
Logo, pondo ¢ = Bw* em (1.24) e usando (3.5), para qualquer o > 0, obtemos
k2 B k2
22w+ ) But|

< Ng||Vw*|]2 + x(rot uf, Bw*) + (g, Bw*) — j(u* - Vw*, Bw*) — 2x(w*, Bw*)
< No||Vwk||? + ¢, || Vu||? + ¢ |glf* + 0| Vub||*|| Vwk|?
+¢5|| Vw*||* + 4o Bwk|%. (3.6)

Escolhendo ¢ > 0, § > 0 e o > 0 suficientemente pequenos, somando (3.4) e (3.6), resulta

d . .
UV + 5Vt + VB?) + (0| A + 1| Bu®|* + v]| Ab¥|?

< c(IVOH]1° + IVuffl® + [ TuMI* I VB8 + ([ V68|l Vu[| + [ V[ Vet|?)
(I Vet (I* + [IVw* %) + (I + llgll®)-

Entao, tem-se

%(HVU’“H'2 + 5IVWR|? + (| VOEI12) + (e + x)|| Auk|)? + || Bw®||? + v]| Ab*||?)
< es([| VU2 + 5[ V|2 + [VO51P)? + o[ VUb|? + 51 Vuk|)? + || VEF||1?)
+e(ILFI1P + gl (3.7)

Isto leva & desigualdade diferencial:
d
Ef(t) +((t) S (1) + b(t) + e (3.8)

onde £(t) = [[Vu(£)][*+|| V(¢ H'2+1!Vb’°( %, €)= (n+x)ll A @)1+ 7| Bwk ()]1*+
V[ ABF(B)I2 e e = ¢ sup (st ||2+ la(tII).
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Por outro lado, desde que |jul| ;> é equivalente a || Aul|| e ||w]| 5> é equivalente a ||Bw
existemn constantes positivas ¢4, c5 € ¢, tais que

I

cal [Vuf|[? < (4 )| AUR|?, o5l (1)]12 < vl Bwk(?, col VO*(1)]]* < vl A6,
entao, considerando ¢; = min{cy, cs, cg} > 0, tem-se

c7€(t) < el [VuF|? + esl| Vah (1)]1* + esl VB ()1 < ¢(1), (3.9)

levando isto em (3.8), vem diit—f(t) < e3E3(8) 4+ cpf (t) = crE() + 1. (3.10)

Observe-se que se £(t) < 1 para todo t > 0 o resultado (3.1) é obvio. Entdo, suponhamos
que existe um ¢; > 0 e um intervalo [t],%3), t; < 3 tal que

£(t) <1 paratodot €0,t)), &) =1 e £(t) > 1 paratodo t € (t,t).

Logo, desde que £(t) < &3(t) para todo ¢ € [t|, 1), de (3.10) tem-se

%f(t) < e (t) — cr&(t) + e,
£(t) =1.

Consideremos a equagao diferencial

Calt) = (1) — conlt) + e = Glew, i),

n(ty) = &)
Entdo, a ultima desigualdade diferencial, implica que 1 < £(t) < n(t) para todo ¢ no

intervalo de existéncia [t1, t5).
Agora, observemos que quando ¢; = 0, temos

d
Zn(t) = esrP(6) = ennl) = G(0,n(1)).
Asraizesde G(0,n)sdon=0en = (;)1/2, entdo existe t* € [t1,t,) tal que n(t*) = (?—)1/2.
8 s

Assim, n atinge o méaximo em t*, isto é, r(0) = (0_7)1/2 ¢ uma raiz simnples inestdavel de

8
G(0,7n). Logo, para ¢, suficientemente pequeno, G(cy, n) também tem uma raiz simples
inestavel r(c,) perto de r(0). Entao, temos que 1 < £(#) < n(t) < r(¢;) < +2¢ para todo
t € [t1,t,). Portanto, se 0 < £(0) < 1, existe uma constante M = max{1,r(c;)} > 0, tal
que 0 < &(t) < n(t) < r(ey) < +2¢ para todo £ > 0. Isto é,
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sup{IVa* (B + 31|Vt ()] + [ VH (1)} < M. (3.11)
Multiplicando a desig—ualdade (3.8) por €%, 6 > 0, e integrando no tempo de 0 a ¢, temos
e (IIVur@)|1* + IVt )1 + VB (2)[I)
+ [ (et 0N At D)2 + A B2 + v 484 (7))
< Ve (0)]? + 51V ()] + [ VE*(0)?
+es [ VU@ + IV DI? + V6 ) |PPdr
ver [ IV +IT0HE)P + (Vo))
40 [ STVt @) 4+ 5Vt )| + IV IP)ar + e, [
Logo, observando (3.11), obtemos
[V )P + 5 V()] + [ VO ()I1?)
+ [ AR + A Bt + w464 () [P
< IVuoll® + 51 Vawoll? + [ Vbol2 + (esM° + coM + 6M + 1) /Ot e dr.
Entdo, considerando o min{1, j, u + X, 7, v} e multiplicando por e~%, temos que
IVu* ()] + [ Vu* (@)1 + [ VE* (1))
reno [C (AR + | Bt (] + 1464 )

t
< cem (|| Vuol|? + 5| Vo[ + || Vbo|2) + ce"‘"/o e dr < M,

t
desde que 0 < e <1 e e‘“/ e dr =011 - <7t
0
Portanto, conclui-se que

t &
supe™® [ e (At ()| +1|But(r)|? + [[A6H(r)[P)dr < My (312)
Além disso, desde que e” > 1 para todo 7 > 0, (3.12) implica
t
/0 (1AW ()P + (| Bw*(7)]|” + (| Ab*()||*)dr

< [ AR + [Bur)IE + [AFOIP)dr < e (313
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Assim, de (3.11) e (3.13), resulta que

{u*}, {b*} sdo uniformemente limitadas em L®(0,oc; V)N L2 (0,5c; D(4))  (3.14)
(0,0c; D(B)).  (3.13)
Agora, provaremos as outras estimativas, as devemos provar primeiro para as apro-
ximagoes (u*, w*, b¥) e entdo levar para a solugao (u, w,b) no limite.

Considerando ¢ = uf em (1.23), ¢ = wf em (1.24) e ¥ = bf em (1.25), obtemos

lug]® = x(rotw",uf)+r(b’° ka uf) (u* - Vo, uf)

e {w*} ¢ uniformemente limitada em L>(0, oc; Hy(Q)) N L2,

a+3 d . k12 2 k ‘ . . )
2 :ﬂ”dww I +-7||UJ I ’—X(mt“ wt)"QX( £ — 3(u® - V' wy)
~(Bu, “ft) (9. we), (3.17)
IBSII® = (b - Wt BF) — (u* - Vb, bf) ~ w(AB*, 1), (3.18)

Para o lado direito de (3.16)-(3.18), usando as desigualdades de Hélder e Young, a imersao

de Sobolev H?(Q) < L=(Q) e (3.11), temos:
Ix(rot w¥, uf)| < AP+ elfug ),
|P(6° - Vb, uf)| < Hr,wHkaHHmH < Ce|| VP11 AP + <l |I?
< Cel| A + <l g%,
[(u* -V uf)l <l e || Vadt | ug 12+ ellug
(14 x) (Au®uf)] < I+ s fug]?,
[(fruf)] < ik
x(rot u*, lbf)l < Gyl | V| + 0w,
IZX( o)l < Col|Vut|? + dllwel?,
5 (uf - Yk wf)l < Col| AufPIIVwk|? + 6lJwi]* < Call Au®li* + dllwe I,
7 (Bu,wi)l < Gl Bu®|]* + 6wy,
(g, wi)] < Callgl® + 6llw],
(65 Vb, bF)| < Col| APVt + ol|bg]* < Coll A6I* + ol 6117,
[(u*- W 65)| < ol AuF|PIVEH1? + o |bf]* < Coll Au¥|1? + olbe 17,
(A5, 6)] < Col| AB*|1* + allbe 1.
Logo, levando estas estimativas em (3.16)-(3.18) e somando, temn-se
R 1 R i

< CLaltTut(|? + CollVub|? + Cas | Aub|[2 + Col| Buk|[? + .|| A6
TP + Cllgll? + Bel|ub]2 + 38[|uwk> + 3o18?
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1 j 1
Ih E = — = — = =,
e escolhendo T ) 0 e o 5 obtemos

| A en ok
lug]|? + (o + B) 7 lidiv w¥||? + Fllwil® + [|6F (1
< e[ Vwt||? + of[Vuk|f? + el AuF||? + cf| Bw¥||? + cf Ab*11% + el FII1? + ellgll®, (3-19)
logo, observando (3.11), multiplicando por €% e integrando de 0 a ¢, obtem-se
| t g . 0
/0 e’ (luf (DIIP + sllws (D1 + I6F(DIP)dr + (o + B)e®||divw*(8)]]?
t t
< (a + B)||divw*(0)| + (o + ﬁ)efo 07| div w* (7)||2dT + cM/O o dr
t
e [ (Il Aut ()| + 1 Bur(r) | + [ A6*(7)][P)ar
. t
+e sup{llF &)1 + lg()II?} [ e
>0 0

d . d . .
desde que e”t%Hdiv wk||? = E(e“”div w¥||?) — Be||div w||%.

Assim, multiplicando por e% e observando (3.12), resulta

t 5
e [ e ([uf(r)I? + Ik ()| + (1657 [P)dr < Mo (3.20)
Logo, de (3.20), conclui-se
{uf}, {6f} sdo uniformemente limitadas em L2 ,.(0,oc; H) (3.21)
e {wf} é uniformememte limitada em L3, (0, oc; L?()). (3.22)

Agora, de (3.14) e (3.21), temos que existem u, b € L>®(0,0c; V) N L2,.(0,0c; D(A4)) e
subsequéncias de {u*} e {b*} tais que quando k¥ — oc, tém-se:
v —su e b¥ — b fraco—* em L*(0,0c;V),
u* —u e b* — b fraco em L% (0,0c; D(A)),

uf ~—— u, e bf — by fracoem L2 (0,0c; H).

Analogamente, de (3.13) e (3.22), existe w € L*®(0, oc; H; () N L2, (0, oc; D(B)) e uma
subsequéncia de {w*}, tal que quando & — oc, temos:

w* — w fraco — x em L*(0,oc; Hy(Q)),
w* — w fraco em L%, (0, oc; D(B))

wk — w, fracoem L%,.(0,0c; L%(Q)).

38



Entao, usando o Lema de Aubin-Lions (Lema 1.4, Cap. 1) com By = D(A), py =2, B, =
H, pp =2e B=1", temos que

wF—u e b¥ — b forte em L%OC(O,QC;V).

Analogamente, considerando By = H(Q) N H*(Q), po = 2, B, = L*(Q), p, = 2 ¢
B = H}(Q), resulta

wk — w forteem L2, (0,0c; Hy()).

Assim, uma vez estabelecidas as convergéncias acima, passando ao limite em (1.23)-(1.25)
de um modo usual (ver [40], [22]), conclui-se que (u,w,b) é uma solugao global forte do
problema (1.1)-(1.3).

Para provar a unicidade da solugdo, suponhamos que (ug,w, b;) € outra solu¢ao do
problema (1.1)-(1.3) para os mesmos ug, wq € by. Denotemos

p=u—u, n=w-—w, £=b—b.
Entao, de (1.14)-(1.17), temos que p, n e £ satisfazem

(prs @) + (1 +X)(Ap,¢) = =(p- Vu, ) — (w1 - Vp, ) + x(rot n, ) + (€ Vb, ¢)
+r(by - V€, ),
I(ne, @) + (B, 6) — (o + 8)(Vdivn, ¢) + 2 x(n, ¢)
= —j{p-Vu,¢) — jluy - Vi, ¢) + x(rot p, ¢),
(&, w) +v(A6 v) = —(p- Vbvw) — (uy - VEU) + (€ Vu, ¥) + (b - Vp, v),
p(0) =0, n(0)=0, £0)=

Colocando v = p, 6 =ne v =rE, resulta
5 dt\lsz (n+0)IVoll? = =(p- Vu, p) + x(rotn, p) + r(€ - Vb, p) + r(by - VE. p),
: ﬁnnnz V02 + o+ B)ldiv Al + 2]l = ~(p - T, m) + x(rot p, ),
Qd,llfilz 1 V| VENT = =r(p- Vb,€) + 1(€ - Vu, &) + rlby - Vp,€)

Somando as identidades acima, vem

5 “ 41pllz+1%|nllz+'!|£|! + (1 + )NV + A 1Vn|* + 7 || VE]?
<A(p- Vu, p)| + [x(rot n, p)| + [r(€- Vb, p)| + 5(p- Vuw,n)|
+Ix(rot p, )| + [r(p- Vb, &) + |r(€ - Vi, &)
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e usando as desigualdades de Holder e Young, no lado direito da desigualdade acima,
obtemos

1d

Sl + 3llnl + PHEIR) + (5 + )10l + AVl + 7 o] Ve

< Cell AulPllpll* + £l Voll* + 81 Vall® + Cslloll* + Col| A6l pll* + ol VE]I?
+Cel| Bw|P[Inll* + £Vl + Cellnl* + £l Voll* + C | bl €112
+el|Voll* + Coll AulPll€]1* + ol VEI®.

Logo, escolhendo ¢ = i—g—x, 6= -;i e o= %, vem

%(Ilpll2 + 31l + rliel®) + (u+ UV ol + AVl + 1 v||VE(®
< c(lAull® + 1 Bwll* + |46l + D(lll* + lnll* + l1€11%),

isto, implica
%(llpll'2 +7lml* + rllel?) < el Aull® + (| Bwll* + [ 46]* + 1)([[oll* + [Inlf* + [1€]*).

Agora, Vn € IN, integrando a tltima desigualdade de (n — 1)T a t, Vt € [(n — 1)T, nT],
temos

Lo + In()I1* + flE@)1I?
<c /(n_l)T(HAU(T)II2 + | Bw(r)II? + [146(n)I1* + D)(llo()I* + In(r)II? + E()1*) dr
+e (llp((n = DT + jlin((n = YD) + 7llE((n ~ DTI?)

e usando a desigualdade de Gronwall, resulta

oI + (Ol + )12
< e(lo((n = DD +lln((n = DT+ rl(n = D) P exple | B(r)dr)

para todo ¢t € [(n — 1)T, nT] e onde B(t) = ||Au(®)||* + || Bw(t)||? + || Ab()||* + 1.
Mas, de (3.2) temos que u, b € L2 (0,0c;D(A4)) e w € L%,.(0,0c; D(B)), entdo

lLoc

t
Vn€ N eVte[(n—1)T,nT] tem-se /( ) B(7)dr < oc. Consequentemente, a ultima
n—-1)T

desigualdade implica

I + (@)1 + 1@ < e (llo((n = DD+ 5lin((n = DT)|* + rlie((n = 1)T)I?)
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para todo t € [(n — 1)T, nT] e para todo n € IN.
Entao, para n = 1, desde que p(0) = n(0) = £(0) = 0, resulta

p(t) =0, n(t)=0 e &t)=0, Viel[0,T].
Para n = 2, temos
LI + 1N + I < e (pT)* + 5lIn(DI* + rllE(MI), Yt € [T, 2T]
e desde que p(T) = n(T) = &(T) = 0, resulta
p(t) =0, n(t)=0 e £(t)=0, Ve [T, 27).

Assim, p(t) =0, n(t) =0 e &(t) = 0 para todo t € [0,2T], logo continuando com o
processo, obtemos

p(t) =0, n(t)=0 e &(1t) =0, Vte[0,nT], Vne IV,
isto implica
u(t) = u(t), w(t) =w(t) e bt) =b(t), Yte[0,nT], Vne N

mostrando a unicidade da solucao global forte.

Para provar a continuidade da solugdo, observemos que u, b € L% .(0,oc; D(A)) e
ug, by € L% ,.(0,0c; H), entdo usando o Lema 1.5 (Cap. 1), temos que u, b € C([0,c): V).
Similarmente, tem-se que w € C([0,0¢); H3(Q)).

Finalmente, as estimativas (3.1)-(3.3) do teorema sdo obtidas tomando o limite quando
k — oc nas desigualdades (3.11), (3.12) e (3.20) respectivamente. Isto completa a prova

do teorema.

Observagao 3.1 As estimativas anteriores sao vdlidas para 8 > 0 se elas sdo conside-
radas em intervalos de tempo [0,T],0 < T < oc (naturalmente com o supremo dependendo
de T). Isto vem da forma como a prova foi feita.

Observacao 3.2 As duas idltimas estimativas do Teorema 3.1, sao vdlidas com 6 = 0
sobre o intervalo de tempo [0, oc) se também sdo dadas as hipdteses f,g € L*(0, oc; L*(2)).

De fato, temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.1 Além das hipdteses do Teorema 8.1, assumimos que f,g € L*(0,<;
L*(Q)). Entdo, a tunica solugdo (u,w,b) dada pelo Teorema 3.1, satisfaz as seguintes



estimativas:

sup [ (IVu(m)| + [ Vu(r)P + [Vo(r)|)ar < Ms, (3.23)
sup [ (JAu(m)IP + [Bu(r)|P + [ 46(r) )dr < Mo, (3.24)
Sup /Ot (ue()? + lwe(DI? + b (T)]1P)dr < M, (3.25)

onde Mj, M, e Ms sdo constantes independentes de t.
Também, as mesmas classes de estimativas sdo vdlidas uniformemente em k € IN para
as aprorimagoes de Galerkin.

Prova. Considerando ¢ = u, ¢ = w* e ¢y = rb* em (1.23)-(1.25) e somando as igualdades,
temos
1d

527 U1 =+ gl I1P + PlI651%) + (e + )V 2+ AT 4 rv [ VOH + 2l

< Ix(rot wh, uf)| + [(f,u)] + [x(rot u*, w¥)| + [(g, w")|
< xllw®ll llrot w¥|| + Call Al Vu*]] + xllrot w¥|| [[w*]| + Callgll [|Ve*|

< k12 Xp k)2 Cé 2 Bk k|12
< xllw® I + SIVUEE + A+ STVl + xllw]
4 2u 2
X ez, C& o o kp2
FHIVUR + SR gl + 511Vt
onde temos usado as desigualdades de Holder, Young e Poincaré. Logo,

d . .
E(llukllz + gllwH P+ 1651 + (e + )N VAN + | Vwk [P+ 2rv]| VEF|?
< c(ILFIP + llall®)- (3.26)
Integrando (3.26) de 0 a ¢, e considerando o min{1, j,r, u + X, 7, 2rv}, obtemos
v t i
[N + [[w* ()1 + 165 (1)1 +/0 (IVU* (2 + [[Ver (D)]1? + [ V68 (7)1[?)dr
= C/ot LN+ Hg(IP)ar + ¢ (luoll® + dllwoll* + [lbol?)-

Logo, desde que f, g € L?(0, cc; L%(Q)), vem

IO + [t O + 16O + [ A + [T + 198 ()]

< csup( [ (FOI + lo(IF)dr} + e lual + sl + o) < c.

42



Portanto, concluimos
t
sup [ (190t () | + V()| + V64 () [2)dr < M (3.27)
t>0 Jo

Agora, integrando (3.7) de 0 a ¢, considerando o min{1, j, i+ X, v, v} e observando (3.11),
temos

[Tk + [Vt + VOO + [ (A () + [ B (7)1 + (| A6 ()]
< clsup(I VO + ST OIF + TP [ (It + 51V (7))
HITHIR)r +e [ (Ve + ST + 196 ()[)dr
v [LAFE + TgIF)dr + e (1Tl + Vol + [[Vbol)
< (e M+ ey max{1,j} [ (IVa ()2 + [ 9h()|2 + [904(7) )
te [P + lgr)2)dr + e (1Vuol® + 51V wol + V5ol
Assim, observando (3.27) e desde que f,g € L2(0, 0c; L3()), conclui-se
Sup/ (A5 (7)2 + || Bwk ()] + | A (7)|12)dr < M. (3.28)
A seguir, integrando (3.19) de 0 a ¢, temos
Q@I + b + 165 OIdr + o+ Bldiv wh(o)]?
< oot Ddiv wol + ¢ [ (VA + Vo) P)dr
b [CQAGEI + [ Bub ) + A4 R)dr +e [ (FEE + o]y
Logo, tendo em conta (3.27)-(3.28) e o fato que f, g € L?(0,oc; L*(Q2)), obtemos
sup [ (1t + b(r)| + [85(r)|P)r < A (3.29)

Portanto, tomando o limite quando ¥ — oc nas desigualdades (3.27), (3.28) e (3.29)
respectivamente, obtém-se as estimativas dadas na proposigao.

Observagao 3.3 Observe-se que a condigio que os dados sejam pequenos, somente foram
usados para obter a primeira estimativa do Teoremna 3.1. Portanto, as duas ultimas es-
timativas do Teorema 3.1 e as estimativas da Proposicdo 3.1, sdo vdlidas se assumimos

que [ u()[2+ [Vu(Ol + 19602 < M e [ Q) + gl < C, v 1 >0
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3.1.2 Mais regularidade da solugao
O seguinte resultado é um andlogo ao Teorema 1.6 do Cap. 1 (com T = o).

Teorema 3.2 Com as hipdteses do Teorema 3.1, assumimos que up, by € VNH?(Q), wy €
H}(Q) N HYQ) e fi,9: € L=(0,0c; L3(Q)). Entdo, a tnica solucdo dada pelo Teorema
3.1 satisfaz .-
u,b € C([0,0c); VN H*(Q)) N CY([0,c); H),
w € C([0,0c); Hy(Q) N H(Q)) N CH([0, oc); LH(Q))-

Além disso, para qualquer § > 0 existem constantes positivas Mg, M7 e My, tais que

sup{[lue()II* + |ee(&)]* + lwn ()17} < M, (3.30)
Stgg{llr"lu(t)ll2 + [[Bw(®)|* + | 46(8)]1*} < My, (3.31)
sup e~ /Ot el ([[Vue (1) |12 + (| Vwe()||> + || Vbe(7)||*)dT < M, (3.32)

t 0 5
supe™® [ e (llua(r) - + lu(r)lfs + (P} )ar < Moo (3.33)
Também, as mesmas classes de estimativas sdo vdlidas uniformemente em k € IN para
as aprozimagoes de Galerkin.

Prova. Precisaremos de melhores estimativas para u*, w* e b*. Para isto, derivamos

1.23), (1.24) e (1.25) com respeito a t e colocamos ¢ = u¥, ¢ = w¥ e 1 = rb* respectiva-
t t t

mente, obtendo

% %Hufll2 + (1 + )| Vb2 = x(rot wh, uf) + r(bf - Vb5, ub) + r(bF - Vb, uk)

= (uf - Vb, ug) + (), (3.34)
2 St + A Tt + (o + B)lldiv wbl? + 20l = x(rot o, )

—j(uf - Vut, wf) + (ge, wf), (3.35)
% %Hbfll2 + V|| VBE[|2 = r(BE - Vuk, 65) + r(bk - Vuk, b5) — r(uf - VbF, bF) | (3.36)

desde que (uf - Vuk, uf) = (u* - Vwk, wk) = (uf - VbE, bF) = 0.
Logo, somando as igualdades (3.34)-(3.36), obtem-se

1 d 5 . . .
3 (—E(IIUsz + gl l? -+ rllog )
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+(p+ )NVl + V[ Ve l? + rel| Vo112 + (o + B)l|div g |® + 2x]|wy])?
= x(rot wf, uf) + r(b¥ - Vo uk) — (uf - Vuk uf) + (f,, uF) + x(rot uf, wf)
—j(uf - VY, wh) + (g, wk) + r(bF - Vuk 65 — r(uF - VHE BF, (3.37)

desde que r(b* - VbF, uF) + r(b* - Vuk, bF) = 0. Agora, usando as desigualdades de Holder
e Young, com uma constante genérica ¢ > 0, tém-se:

xrotul,ub)| < el + 2w
(ot w)| < ellut]® + (““ WA gy,
(Fub)] < cllfill® + ”” L vk,

(g, wi)l < cllgelf® + gHwaHz-

Também, usando a desigualdade de Sobolev |[¢|lrs < cllgl|V*|VellP* e a imersio de

Sobolev H'(Q) — L*(0), temos -

(f - YUk )] < T2 < ef| a2 kP
< e Vet + L vy,
(b - VB, )] < "'HbfﬂrﬂllwklﬂlucHH <c|rbk||~||wk1|||\7utn
A CA RN A RS
< el e e + LI v
SN R A B SR L
Analogamente, podemos provar
r(oF - VB < e[ Tutl k) + | Ik,
- ok ) < el TPl + LIut + v,

. JUR i ¢
(k- 05 < el VBB + Ve +—12—lnwfn?

Usando as estimativas acima em (3.37) e observando (3.11), obtemos a seguinte desigual-
dade diferencial

d

(Il + gl + 6 1%) + (i + IVl + 3 IV + v (96

< e(M)(fufl? + Twt P+ 16511%) + e[ £I* + llg:]®),  (3.38)
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onde ¢ > 0 é uma constante genérica e ¢(M) é uma constante positiva que depende de M.
Entdo, multiplicando a desigualdade acima por e®, integrando no tempo de 0 a t e
logo considerando o min{1, j,r, u + x, v, rv}, obtemos

(Il (O + g (O + 16 ()II1?)
+/0 e ([IVuf (DI? + |V (DI + V6 (7)]1*)dr

<c [ (IR + k@I + I I
e sup(L AP + lg®IF) [ e¥ar + e (@)1 + jut O)] + rls§ (0)P)
+cf / "I + il (I + rlf(n)lP)dr

desde que e jth( t) = t(e“h(t)) — 0% h(t).

Entdo, multiplicando a desigualdade acima por e~ %, levando em conta as estimativas
anteriores e as hipdteses sobre f; e g;, obtem-se

lug (I1® + llws (O + 1165 ()12
+6‘9t/0 e (IVus ()| + Vi (DI + (V6 (7)]1*)dr

< (Ut 0)e® [ (b + (I + 65 )I)dr

s e [Cemdr e (ut )] + O] + 115 (0)1)
< e+ e ([uf(O) + [wf O) + O] (3:39)

onde temos considerado a estimativa (3.20).
Assim, observando (3.39), é suficiente encontrar estlmatnas para ||uf(0)||%, |lwk(0)?
e ||65(0 HZ para obter as estimativas uniformes de u¥, wf e bf.
Para isto, colocando ¢ = uf, ¢ = wf e ¥ = bf em (1.23), (1.24) e (1.25) respectiva-
mente, temos
lugl® = x(rotw*, ug) +r(b*- VoF, uf) + (f,uf) — (uf - Vb, uf) — (1 + x)(Au*, uf),
illwfl? = x(rotuk, wf) + (g, w) + (o + B)(Vdiv w¥, wf) — 2x(w*, wf)
_7(Bwka wf) - ](uk : Vwkv wf)v
HBFN? = (6% - Vb, bf) — (u* - VOF, bF) — w(Ab8, b).
Logo, lembrando que uf, 65 € V N H%(Q) e w§ € H(Q) N H*(Q), as igualdades acima,
implicam

luf ()] < xI[Vwg]l + e[ Ab§IHIIVogH + 1F (O)I] + ¢l Auglll| Vgl + ¢ || Aug| < e,
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A O < 2l Vugll + g0l + e[| Vdiv wg]| + 2x]lwg |
+3[[Bugll + ¢ || Augll| Vgl <,
1B (O)]] < elfAbglIVugll + ¢l Aug] | Vog]| + vl Abgl| < c,

desde que H*(Q) < L=(Q). Consequentemente, levando isto em (3.39), concluimos

Stl;g(HUf(tHV + w7 + [N < M (3.40)

t B
e supe™® [ (VUS| + | Vul ()| + [ VHDIP)dr < Mo (341

£>0
Agora, pondo ¢ = Auf e ' = AbF em (1.23) e (1.25) respectivamente, tém-se
(e + ) AP = x(rot wk, Au*) + r(bk - Vb5, Auk) + (f, Auk) — (u* - Yok, Au¥)

—(uf, Aub),
VILABRZ = (bF - Wk, ADF) — (uk - Wbk, AbR) — (bF, AbF).

Entao, usando as desigualdades de Holder e Young, temos

(n+)0AC P < CAVWd|* + Colo* - Vo812 + CAFII? + Celju® - Vuf)?
+Cfuf||* + 32| Auk))?, (3.42)
V| ABE|P < Co|IbF - Vuk|]P + Coljuf - VOF||? + CLlIbE||1? + 3o Ab* |2 (3.43)

Observemos que

[[u® - u¥|? A4V u|[7e < el TubPvuf|| /2] Aut P

C.||VuF|I'° + ]| Auk| |2

ININA

Analogamente, obtemos

16 VR P < GBI + o AR

R e P R e R P
< G| VO V| + 2] Aut?

[k VB < Gl VuH[E VO + ol Ab

Levando estas estimativas em (3.42) e (3.43), obtém-se

(L+ ) AP < ClIVH? + Co IV + CL I 1P + -
+C||ub])? + 62| Au*||? + o] AbF 7,
AP < Co|IVERIPI VUt P + Co [Vt VB2 + o llbg 2
|| ADE||2 4 2| Auk |2

VukHw

A7



Logo, escolhendo ¢ > 0, ¢ > 0 suficientemente pequenos e somando as duas tltimas
desigualdades, tem-se

(e + 20N AU + ][ AP < eIVt + el VO™ + el VUt [0 + f [ V6 1*)| Vu*||?
+el|[ VU Pl VOHI1® + ell FII? + ellug||® + cllgg]]®. (3.44)

Assim, observando (3.11), (3.40) e a hipétese sobre f, de (3.44) conclui-se

St1>1§)>(IIAU'°(?f)II2 + A O)%) < e (3.45)

Agora, considerando ¢ = Bw* em (1.24) e usando (3.5), temos

YNBWH? < Nol|Vuk||* + Csl| Vw|* + Cillgll* + Cillw*|I?
+Cs|u* - Vw¥||? + Collwe]|* + 56| Bw*||*.

Desde que [|u* - Vuk||? < |Ju¥]|f=l|Vu||? < | Auf|P][Vwk]? e [lw*]]® < | Vwk|?,
tomando § = 5 tem-se

7| Bw¥|? < o[ Vuwk||? + ellgl? + ell Au¥| P Vwk |l + el wg . (3.46)
Portanto, usando as estimativas (3.11), (3.40), (3.45) e a hipdtese sobre g, temos

sup || Bu*(t)])* < c. (3.47)
£>0

A seguir, derivamos com respeito a ¢ a equacdo (1.19), obtendo

uf, = xPi(rot wF) + rP(bF - Vb*) + P (b - VbF) — (1 + x) Auk
—Pi(uf - Vu*) - P(uf - VuE) + Pfi = A (3.48)

Consequentemente,
o [t ori k(2 —ot [t or 2
e [ eub(llf-dr < e [ eIh(m)]-dr,

entdo, ¢ suficiente estimar o lado direito de (3.48). Para fazer isso, observemos que

|l Pe(by - V65 )|lv- = r sup |(bf- Vb, Pev)| < rosup 168171V lllwll s < el VO IIIIVOE|
vivs

[lvliv <1
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Também, temos

X Pe(rot wi)lly- = xIzushl:gl!(rotwfkav)lSCIIwaH,
1Pt - VB9 = rl'siug_g(b“vz)f,mn < ¢ | V4| V5l
viv s
1+ X)Aufllv- = (p+x) S [(Auf,v) = (n+X) s [(Vuf, V)| < e[ Vuf|,
1Pt - 9ully- = sup [(uf - Val, Pro)] < e | V][V
1P Fubll = sup [(u*- Vi Pro)] < el 9|V
IPefill- = sup |(fu Pev)l <cllill
ulhy- <1

Com estas estimativas em (3.48), vem
lublly- < el ]| + | VNIV + el Vubl] + | Tub I Vak] + ellfell.  (3.49)
Logo, observando (3.11) e elevando ao quadrado a estimativa (3.49), temos
gl [3- < el Vgl + el V[ + el Vg lf* + |l £l
Da desigualdade acima, multiplicando por €%, t > 0 e integrando de 0 a ¢, obtem-se
[ e mdr < o [ UTut@I? + IVRE@IE + [Vub(0))dr

+c/0t || f.(7) || 2.

Entao, multiplicando por e~% e levando em conta a estimativa (3.41), temos
3 t
e [ ul(r)dr <+ (sup || £()P) e [ e
0 t>0 0
Portanto, levando em conta a hipétese sobre f;, resulta
t
sup e‘g"/ e7||uk (r)]|E.dr < c. (3.50)
t>0 0

Agora, derivando (1.20) com respeito a ¢, temos

j“’.ft = —‘/B‘u.'éc + (o + 3)Vdiv u;tk - ij(uf CVuk) — GR(u* - Vu:f)
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Para o lado direito de (3.51), tém-se:

I Bwillu-r = v sup [(Bwf,v)|=7 sup |(Vwy,Vv)| < c||Vurl,
”vnyésl Hully(l)sl
(o + B)Vdivwl|g-+ = (a+p) | ﬁup(ll(divwf,divv)[
UH(}—

< ¢ sup [Vl Vo]l < el V],

||U|lH(l)Sl
iR (uf - Vu*)lg-+ = j sup |(uf-Vu* Rev)| <c sup [jufllrs]l Ve*|llv]i e
I|U||Hf1)51 ||U||H[1)S1
< cllVug|li vk,
7R (uf - Vuwf)lg- = j sup |(u*- Vuf, Rev)| < cf|Vub|||| Vi),
l|U||H(1)51
I2xwillg-+ = 2x sup |(wf,v)| < cllwf|| < c||Vui,
Hvﬂyaﬁl
IXRxrotuf|jw-+ = x sup |(rotuf, Rev)| < c||Vufl),
HvHHaSl
IRegellu-+ = sup (g, Rev)| < cllgell,
HU”H&SI

levando estas estimativas em (3.51), obtemos
lwilla-r < ellVugll + el Vgl + el Vug I Vwfl| + | Vet |l Vgl + ellgell,  (3.52)
logo, observando (3.11) e elevando ao quadrado a desigualdade (3.52), tem-se
lwllfr-1 < ellVug | + el Vgl + cllgel”

Multiplicando por e® e integrando de 0 a ¢, temos
t ) t . t
[ e b -dr < ¢ [ e (ITub)IE + 19wk)R)dr + c sup gl [ edr,
logo, multiplicando por'e““ para todo t > 0 e observando (3.41), vem
t t
e [ ek (r)llf-rdr < c+c (supllgu(®)|)e™™ [ ear
0 £>0 0
Assim, lembrando a hipétese sobre g;, resulta

t 5
supe"“/0 e’ lwk(r)||%-dr < c. (3.53)

>0
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Também, derivando (1.21) comn respeito a ¢, tem-se

bl = Pe(bF - Vub) + Pe(bF - Vub) — Po(uf - Vb¥) — Po(uf - WbF) — v ABE. (3.54)
Entdo, analogamente como para (3.48), tem-se

by < clIVoIVufll + e I VoM Vug]] + eI VE]]. (3.55)
Assim, observando (3.11). obtem-se
1Bl < eI VOEN? + || Vug]®.
Logo, para qualquer § > 0 e para todo t > 0, temos
e [ Fdr < e e [ B + | Tu ()

e levando em conta a estimativa (3.41), resulta

t
supe-"t/o 07|16 (7)1 dr < . (3.56)

>0
Portanto, de (3.45) e (3.47), temos que

{uF}. {b*¥} sdo uniformemente limitadas em L>(0,oc; D(A))

e {w*} é uniformemente limitada em L*(0, oc; D(B)),
de (3.40) e (3.41), resulta que

{uk}, {b¥} sdo uniformemente limitadas em L>(0,2c; H) N L7,.(0,0c: V")
e {wF} ¢ uniformemente limitada em L(0,0c; L*(2)) " L7 (0, oc; Hy(Q)),

de (3.50), (3.33) e (3.36), tém-se que
(0,0¢; 1)

e {wk} é uniformemente limitada em L7 ,.(0,0c; H™Y).

)k k 5 : ., 2
{u;}, {b;;} sd@o uniformemente limitadasem L7

Com todas as conclusoes acima, temos que a solugdo (u, w, b) fornecida pelo Teorema 3.1,
satisfaz:

u, be L0, 0c: D(A)) e ug, by € L=(0,0c; H) N L% ,.(0,0¢; V),

w e L0, 5c: D(B)) e wy € L>(0,0c; L3(Q)) N L3 ,.(0, 0c; Hy(Q)),

Uy, by € L3 ,.(0,0¢; V%) e wy € L2 (0,0c; H™Y.
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Além disso, como uy, by € L%, (0,0c;V) e wy, by € L2,.(0,0c;V*), usando o Lema

1.5 (Cap. 1), resulta que uy, by € C([0,0c); H); analogamente, mostra-se que w; €
C([0,oc); L*(Q2)). Consequentemente,

u, b€ C'([0,0¢); H) e w e C'([0,0oc); L*(2)).

Para finalizar a prova temos que demonstrar a continuidade de u(t), w(t) e b(t) na norma
H2(Q).
Observemos que

(n+x)Au(t) = xP(rotw(t)) + Pf(t) +rP(b(t) - Vb(t)) — P(u(t) - Vu(t)) — ult)
= X(t).
vAb(t) = P(b(¢) - Vu(t) — P(u(t) - Vb()) — b,(t) = Y ().
Lembrando que w € C([0, oc); H}(Q)) tem-se rotw € C([0,oc); L2(Q)) e entdo
P(rotw) € C([0,cc); H).

Agora, desde que f, f, € L=(0,0c; L3()), por interpolacio (Lema 1.5, Cap. 1) temos
que f € C([0,0oc); L*(Q)) e consequentemente, Pf € C([0,oc); H).

Também, u € C([0,0oc); V) e a estimativa ||Aul| < ¢ implicam que o termo u - Vu €
C([0, oc); L3(Q)). De fato, temos que

llu(t) - Vu(t) — u(to) - Vu(to)]|
< [(u(t) = ulto)) - Vu(@)] + [lu(to) - V(u(t) — u(to))ll
< e[l Au(®)][[Vu(t) = Vulto)l| + |l Aulto) [[|V (u(t) — ulto)||
< eIV (u(t) = ulto))ll = 0,

quando t — tg.
Finalmente, concluimos

P(u-Vu) € C([0,0¢); H).

Analogamente, obtemos P(b- Vb) € C([0,oc); H), e desde que u, € C([0,cc); H), con-
cluimos que X € C([0,0c); H). Consequentemente, Au € C([0,oc); H), isto implica que
u € C([0,0c); D(A)). Analogamente, provamos a continuidade de w e b.

3.2 Resultados sobre a pressao

De um modo usual podemos obter informagao sobre a pressdo. De fato, temos
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Proposicao 3.2 Se as hipdteses do Teorema 3.1 sdo satisfeitas, entdo existe uma unica

fungdo p* € L?,.(0,>; HY(2)/IR) tal que tomando p = p* — %rb-b tem-se que (u,w,b,p)

€ solugao de (1.1)-(1.3) e para qualquer 6 > 0, satisfaz

t
supe—‘“/o e 11p(7) | @y T < G, (3.57)

>0

onde C' > 0 € uma constante genérica que independe de t.
Com as hipdteses do Teorema 3.2,

p* € L*(0,00; H'(Q)/R) 0 C([0,0¢); LA(Q)/R)

ep=p*—irb-b, satisfaz
sup o)l # 0y m < C, (3.58)

onde C' > 0 € uma constante genérica que independe de t.

Prova. Observemos que (1.1) é equivalente a
(4 x)Au = P(F),

onde FF= f+ xrotw +rb-Vb—u-Vu—u,.
Também, temos que

- Vaul® < fluli7 [ Vull7a < [Vul PVl V2 AulP’? < el Vul |0 + ef| Aulf?.
Entao,

1F|® cllfIIP + el Vel +ello - VoII* + cllu - Vull* + cful]*

<
< esup([[fI° + IIVwll® + VI + [IVul]'®) + el Abl[? + ef| Aul[ + elfue]*.
£>0

Agora, observemos que com as hipéteses do Teorema 3.1 (respectivamente do Teorema
3.2), temos F € L2_.(0,>c; L*(2)) (respectivamente F € L=(0, oc; L*(Q2))).

loc
Portanto, os resultados de Amrouche e Girault [3], implicam que existe uma nica p* €
L-z

2 (0, 0c; HYQ)/R) (respectivamente, p* € L=(0,0c; HY(Q2)/R) N C([0, oc); L*(Q)/IR))
tal que
—(p+x)Au+Vp" = F,

divu

ulgn =

€ HP*H%I‘(Q)/IR < clF|*



Logo, com as hipédteses do Teorema 3.1, para todo 8 > 0, temos

t
Stl;g e‘at/O eof|]p*(7')||%,1(m/mdr <cg, (3.59)

e com as hipdteses do Teorema 3.2,
Sup P ()13 r < C (3.60)

Agora, consideramos p = p* — 5b-b e observemos que

16+ bl 16 0l1* + IV (b - O)II* < 11Bll74 + cllb - (VB)'[J?

<
< || VolI* + c 1Bl VBl[F4 < clIVB|l* + c || VoI Vbl /7| Ab] P2
< ||Vt + e[ VBIIY + ¢ [JAb]|* < ¢ + || AB||%.

Entao,

flpllir'(n)/m < “P*“iﬂ(m/m +cllb- bl H < Hp*HQH‘(Q)/R +c [[4b]]2 +c.

Portanto, usando (3.2) e (3.59) (respectivamente (3.31) e (3.60)), segue-se (3.57) (respec-
tivamente (3.58)). Isto completa a prova da proposigao.

3.3 Existéncia global da solucao no caso de forgas
externas com decaimento exponencial

Assumindo que as forgas externas decaem exponencialmente no tempo, mostraremos que
as solugdes de (1.1)-(1.3). possuem melhor regularidade que as obtidas em Teorema 3.1 e
Teorema 3.2.

3.3.1 Existéncia e unicidade da solugao

Um anélogo ao Teorema 3.1, é o seguinte resultado:

Teorema 3.3 Com as hipdteses do Teorema 3.1, assumimos que para alguma constante
7 > 0, elf € L®(0,0c; L3(Q)) e eTg € L=(0,0c; L3(Q)), com ||€7 f|lree(o.00:r2)) €
lle™ 9|l roo(0,00:12()) SUficientemente pequenas. Entdo, a unica solugdo global forte do pro-
blema (1.1)-(1.3) dada pelo Teorema 3.1, satisfaz

u, be L*0,0c; D(4)) e w € L*(0,oc; D(B)).
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Além disso, existe uma constante positiva v* < 7 tal que pare qualquer 0 < 6 < ~*,
tém-se

supe” ([ V()| + jIVw(®I + I Vo)) (3.61)
sup /Ot e (|| Vu(r)|? + [ Vu(r)[|* + | Vo(r)|P)dr < C, (3.62)
sup Ot (| Au(r)|* + || Bw(r)||® + || Ab(7)||*)dT < C, (3.63)
sup [ ()7 + [l + ) P)dr < € o

onde C >0 € uma constante genérica que independe de t.
Também, as mesmas classes de estimativas sdo vdlidas uniformemente em k € IN para
as aproximagdes de Galerkin.

Prova. Multiplicando a equagdo diferencial (3.7) por e com 0 < v < 7, temos

E(é’”tﬁ(t)) +e7((t) < eae™EX(8) + cae™E(L) + e E(t) + e (ILFIF + flall®),  (3.65)

onde £(t) = [|[Vuk(t)|[2+ | Vwk )P+ V)12, (1) = (u+x) [ Au )P+ | Bu ()] +
vl ABE(8)]%.
Desde que 1 < e, temos que e"€3(t) < e37€3(t) e entdo,

LE() + 1) < ese™EE) + er™E(D) + 77 E(t) + e (1] + gl

Analogamente como para (3.9), temos que existe ¢; > 0 tal que ¢;&(t) < ((¢), logo,

%(e”’ff(f)) < 3 €33 (1) + e e™E(t) — (cr — v)eE(t) + ¢ e (L FIF + gl

Agora, escothendo +* = min{ 7, 521} e o(t) = e (1), temos

c3 (1) + 2 6(t) — (e = 77)8(t) + ¢ e (| FII* + llgll*)

—o(t) <
< 3 d(t) + e p(t) —Tro(t) + a1,
o(0) = ¢&(0)
onde ¢7 = -21 ( pela escolha de 4* ) e ¢ = ¢ supe (|| fF(O)IZ+{lg()||*) é suficientemente
0
pequena. =

Ot
<t



Assim, na ultima desigualdade diferencial, fazendo um andlise similar como para
(3.10), podemos concluir que existe uma constante C > 0 tal que sup ¢(t) < C. Isto é,
£>0

sup et (|| V(1)1 + I Vw(@)|1* + [ VEF()]|%) < C. (3.66)
>0
A seguir, multiplicando (3.26) por €%, com 0 < 6 < v* < 7, temos

d 2 ke ‘ .
— (e (M1 + dllw* 1 + r[16511%)) + €7 (1 + )N Vu I + Y| Vw* || + 2rv|| VE¥|)

dt
< 0™ (|u¥]]? + jllwt|? + rI6¥1P) + ce” (I£11° + llgl?)
< Caf e (|| Vuk||? + 5| Vuwk||? + || Vbk||?) elf-778
+e sup{e™ (| F(1)| + [lg (1))} e~

Integrando de 0 a ¢ e logo considerando o min{1, j,r, u + X, 7, 2rv}, temos
e (lu* ()11 + [lw*(@)[1> + (1651
+ [ UTH@IE + IVt ) + V5l

t -
< ¢ sup{e (V¥ + I VwH| + [ VeH|2)} [ e dr
>0 0
= 5 t - . 5 B
e sup{e™ (LS + g1} [ e mdr +e((fuoll* + sllwol* + rlfoll)
Assim, observando (3.66), o fato que § — 77 < 0 e as hipéGteses sobre f e g, concluimos
sup/ (VDI + [Vuk ()| + | V8 () P)dr < C. (3.67)
Considerando (3.65) com 0 < v =6 < v* <7, e integrando de 0 a ¢, resulta
t
/ eBr( Auk
0
t
< CM?/ T (IVur(r)|I? + 5|V (P + [V (7)]|*)dr
0
’ t
+e(146) [ (VU (E)* + 511V (r) [ + [ V6 () [P)ar

t _ . )
+Cl/(; C(B-W)TdT -+ C(”VU()”2 +]||Vw0||2 + ||Vb0||2)

(DI + 1 Bw*(n)|I* + [| 46" (7)]1*)dr

t - " & "
e [T (VA ()| 4 V() + V(7)) dr
0

t — . . .
toy /0 O dr 1 ¢ (|Vuo||? + 1| Vo) + | Vboll?)
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onde M vem de (3.1) e ¢ =c¢ sup UFGIERIGID) sup{e’t IFO + g}

Portanto, observando (3.66) "o fato que 0§ -5 < 0 e 8 —~* <0, conclui-se
t 5 5
sup | T (|| AR (1) |2 + || Bw*(1)]|2 + || 465 (7)||*)dT < C. (3.68)
t>0

Agora, multiplicando (3.19) por €% (0 < § < v* <) e integrando de 0 a ¢, vem
/Ot T (luf ()1 + Jlhwe (717 + 165 (7)]17)dr + (a + B)e™||div w* (1)
< clldiv woll? + ce/ote"f||divwk(f)||2dr + c/o e (|Vwk(r)|[2 + || Vu*(7)|[2) dr
+c /Ot T (| Auk(T)||2 + | Bwk(7)||? + | A5 (1)||P)dT + /Ot e dr.

Assim, desde que ||divuw|] < c[|[Vuw] e 8 = F < 0, levando em conta (3.67) e (3.68),
obtem-se

sup [ e ([uf(r)* + ()1 + () P < C. (3.69)
De (3.66) e (3.68), temos que

{u*}, {¥*} sdo uniformemente limitadas em L>(0,oc; V)1 L*(0, >c; D(A))
e {w*} ¢ uniformemente limitada em L>(0,0oc; H3(Q)) N L*(0, oc; D(B)).

Também, de (3.69) conclui-se que

{uf}, {bF} sdo uniformemente limitadas em L*(0,oc; H)
e {wF} é uniformemente limitada em L*(0,c; L*(Q)).
Entdo, existem u, b € L>(0,0c; V) N L2(0,0c; D(A)) e w € L=(0,oc; H{(Q)) r L*(0, >
D(B)), tais que quando k — oc, tém-se
uf —su e b — b fraco—x em L=(0,0c:17),
w* —u e b* — b fraco em L?(0,oc; D(A)),
uf — u, e bF — b, fraco em L*(0,oc; H),
w* —s w fraco— % em L>=(0, oc; H(Q),
w* —s w fraco em L%*(0,oc; D(B)),
wF — w, fraco em L*(0,oc; L*(Q)).

Assim, usando o Lema de Aubin-Lions (Lema 1.4 do Cap.1) com By = D(A), py =
2,Bi=H, P =2e¢ B =1, temos que

u* —su e b¥ — b forteem L2

loc

(0,: V).

Ot
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Analogamente, podemos concluir que w* — w forte em L2 (0, oc; HE(Q)).

Também, usando o Lema 1.5 (Cap. 1) deduz-se que

Loc

u, be C([0,0c); V) e w e C([0,cc); Hi(Q)).

Entéo, passando ao limite de modo usual em (1.23)-(1.25) (ver [40], [22]), conclui-se que
(u,w, b) é uma solugdo forte do problema (1.1)-(1.3), satisfazendo

u, b€ L®(0,0c; V) N L*(0, 00; D(A)) N C([0, 00); V),

w € L*(0, oc; HY(Q)) N L(0, 0; D(B)) N C([0, o0); H (),

ug, by € L?(0,0c; H) e w; € L*(0, oc; L*(Q2)).

Finalmente, as estimativas dadas no teorema, sdo obtidas tomando o limite quando & —
oc nas desigualdades (3.66)-(3.69) respectivamente.

3.3.2 Mais regularidade da solugao

Assumindo mais regularidade sobre os dados, andlogo ao Teorema 3.2, temos:

Teorema 3.4 Além das hipdteses dos Teoremas 3.2 e 3.3, assumimos que €'t fy, e7'g, €
L>(0,0c; L?(Q)). Entdo, a unica solucdo global forte (u,w,b) dada pelo Teorema 3.2,
para os mesmos v* e 8 do Teorema 3.3, satisfaz as sequintes estimativas

sup e (ue(t)* + ue(6)]? + [8(2)) < €. (3.10)
sup [ e ([Vu(r)|P + [Vu(r)|* + [Vh(r))ar <€, (37
supe® ([ Au(®)* + | Bu(O)]* + | 4(0)I*) < C. 3.72)
sup [ e (lua(r) - + lwalr) - + buln)IB-)ar < €, (373
supo(8)(| Tt + [ + [ VeD)?) < C. 3.74)
sup [ () (uelr) [P + () + ()] Per < . (3.73)

onde o(t) = min{1,t} % e C > 0 é uma constante genérica que independe de t.
Também, as mesmas classes de estimativas sao vdlidas uniformemente em k € IN para
as aprorimacoes de Galerkin.



Prova. Multiplicando (3.38) por €% (0 < § < v* < %), vem

;t( 11 + gllwe? + rll6E) + e (e + )NV + | Va1 + rvl| Vo)

< (e(M) + ¢ 8) ™ (Juf 1+ [[wf 1+ [IBE1I%) + c ™ (LAI + llgul) e~
< ce™([ufl® + [f[® + 1651%) + ¢ sup{e™ (LAl + lgdl®)} e

Logo, integrando de 0 a ¢, observando (3.69), considerando o min{1, 5, r, it + x, 7, rv} e as
hipdteses sobre f; e g;, obtem-se

e (lugll® + lwsl) + 1651%) +/ (IVug (DI + [ Vwg (1)) + [V (r)I]*)dr
Sc+ 02/0 el 7mdr + e ([lug (0)1* + sllwt () + B (0)]]%), (3.76)
onde ¢; = ¢ sup(||fi(t)]| + ]]gt(t)H)sup{eW‘(Hft( W+ Hge(t)D}. Mas, similarmente como
£>0
para (3.39), tem-se ||uf(0)[|* + j||wk (O)H2 + r||6%(0)]|? < ¢, entdo de (3.76), conclui-se que

supe”(luf (DI + [t O + 65O < € (3.77)
¢ S“p/ IV + Ve (I + Vi (r)P)dr < € (3.78)

desde que 6 — 7 < 0.
Agora, somando (3.44) e (3.46), temos

FAWE? + ([ A + | Bw|® < e (1 + [[Au® )V + ¢ (flu]* + [hwf
+e (IVuf|I® + [ VOHB) (IVu|f* + 16°(1%) + e (LA + 1lgli?)

“ o+ llog11)

logo, multiplicando por e (0 < § < v* < %), resulta

% (|| Auk|® + [| 465 [* + [ Bw¥||?)
< ¢ sup{1 + [|Au*|*} e®)| Vuw¥||? + ce® (Jlufll? + |l + 165 ]1°)
© >0

C(sup{HVukll2 + V082 ) eIVt + 176 )

+c SUP(”f( )+ 1lg ()l sup{e"(llf||+llg|l yel=7

Portanto, de (3.11), (3.43), (3.66), (3,77), as hipéSteses sobre f e g, concluimos que

sup e (|| A (|2 + || Bu*|)? + || A6k ) < C (3.79)
£>0
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desde que 8 — % < 0.
Agora, de (3.49), (3.52) e (3.55), levando em conta (3.61), vem

lugllf- < ellVuill? + e IVOI2 + el Vel + c Il Al
lwgllf- < cllVU | + e[ Vewd|l® + cllgel®,
65 I3 < ellVEI? + e[| Vug]l®.

Entdo, somando as desigualdades acima, multiplicando por e% para todo ¢t > 0 e inte-
grando de 0 a ¢, tem-se

t 5
/0 T (luf (DT~ + lwi (P - + o ()13 )dr
t
< [ TR + TP + VBN + ¢ suple™ (LA + o) [ -7
Logo, das hipéteses sobre f; e g;, do fato que 8 —7% < 0 e da estimativa (3.78), conclui-se

sup [ (ur) - + l1h(r)lfer + I5(I-)or < C. (3.80)

A seguir, tomando o produto interno em L?(Q) de (3.48) com uk, de (3.51) com wf e de
(3.54) com b, temos

+
b + EEX L b = x(o utt) + r(b - VO, uf) + r(6* - VB, uf)
uft) - (u ) vutvutt) + (ftv utt)v

Jllwill® + ﬂ;HV% FlIF + IIle will? = x(rot uy, ugy) — 2x(wf, w)
—J(Ut Vut, ug,) — j(uf - Vwf, ug) + (95, ug),

6517 + & SIVBE? = (0 - W, b5 + (6 - W, b5) — (o - V¥, B5) — (u - 9, ).

Somando as tltimas identidades e usando as desigualdades de Hélder e Young, resulta

t+xd

||uu|12 +anttu? + ljek ||2 B X |vul?

wh||? + 2, o+ ﬁ 2

< Cll V|l + Cellby - V|| + Clb - bell2 + Cellug - Vub|]? + Ceflu® - Vug||?
+Ce |\ fill® + Gl Vugll? + Cll Vg || + Callug - Vo || + Col|u* - V||
+Csllgell* + Cellby - Vub[[? + Cellb® - Vaugl|* + Celluy - V||
+Cel[u - V|2 + Bellugll® + 56llwgll? + 4€[1bh|1. (3.81)
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Agora, observemos que

167 - VB 12 < 16117l VO5174 < [ VBEIP1A8M)7,
165 V1P < (165117 I VBEN® < e I1ABK|1%| Vbg| 2,
lug - Ve < fuflifl Ve < el Vugl?l| Bu®|?,
luf - Vg |? < e Vg || < efl Auf PVt
[ - (A AT R A | P P
165 Vugl? < (16517 I Vug]® < e L4617 Vug |,

desde que H'(Q) — L*(Q) e HZ(Q) — L®(Q).
Entao, escolhendo ¢ = —, § = e £ = -, usando as estimativas anteriores e (3.31),
de (3.81) obtemos

;((AH-Y 192 + Vbl + v T

+(o+ ﬁ)—lld“ wll® < e(IVwrfl® + [IVof11° + IV l?) + e (L2 + llge]*)

”“ct” +]||“tt“ +||b H +

Logo, multiplicando por o(t) = min{l,t} e (0 <6 <~ <7), tem-se

A1 + 3lbI1 + [65]1%) + (o (0) (G DN Tuf? + Vbl + v 95 2)
oo+ 0) o (0)div wf| )<co*(t)(||Vui‘llz+I\thll“rHVb’“IlzleHn wh?)

+ea(t) (IVwell + [IVo1* + IV ugll®) + co(t) (£ + llgel*)

desde que a(t)g;g(t) + o' (t)p(t) = :t( (t)

@(t)) quase sempre.
Observemos que o(t) < e% e o'(t) < (1+6)e? quase sempre para todo ¢ > 0. Entdo,
(t)(||ugll® +Jllun\l2 +[[6:11%) ( (1) (1 + 0NV + 9V 1P + v Vog]))

+(o+ ﬂ) 2 (o (D)]divw, cl%)

< ce® (| Vbl + [ Vwfl + | VEE) + ce® (142 + o) )
< ce® (| Vb + [[Vwb]® + [ VBEIP) + ¢ {sup ™ (LA + [lg2)} e
>0

Integrando no tempo de ¢ > 0 a ¢ e logo considerando o min{1, j, u + x, v, v}, vem
' k 2 k 2 2 k
[ () (ug (M + Mo (I + 155D dr + o () (IVug]* + [ Vug]]* + [1V65]°)
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< co(@) (IVuf @I + | Vat (@) + [V EIP) + eole) divuk ()]
te [ (IVub)E + DI + [VubIPdr +cs [ e0mar

onde c5 = ¢ sup(||fl| +[19:l]) {Supe" (1 fell + [lgel1)}-
Agora, observando (3.78) e o fato que § — 7 <0, temos

t
[ a(r)([lug (NI + llwi (M1 + 16 (D)1%)dr + o () (1Vus]® + [[Vwell® + [ VE]1?)
< co (@) (IVui ()] + IVwi (e)I” + [ Vo (@)])?) + . (3.82)
Também de (3.78), temos que existem sequéncias £, — 07, tal que
en [ (IVug ()1 + IV () 1® + [ V0 (€a)[1P)] — 0 quando n — cc.

Entédo, tomando ¢, — 0% (s, sequéncia conveniente) em (3.82), vem

[ s + bR + 1B P + o(0) (TR + [T + [ VEE])
<c Enli__r_?o_,_a(sn) (”vuf(fn)”2 + ”wa(sn)HQ + ||ka(5n)“ ) + ¢

Sc lim ep e (| Vui(en)® + [ V() + 1 Vo () 1) + ¢ < C.

En

Logo, a desigualdade acima, implica que

supo(t) (| Vut(@))” + [ Vuf (I + [V OI7) < € (3.83)
¢ sup p [ oMb + () + [Bh(IP)er < C. (3.84)

Assim, de (3.79) deduzimos que

{u*}, {v*} sdo uniformemente limitadas em L*(0, oc; D(A))

e {w*} & uniformemente limitada em L*(0,cc; D(B)),
de (3.77) e (3.78), conclui-se que

{uF}, {b¥} sao uniformemente limitadas em L>(0,0c; H) N L?*(0,oc; V)
e {wf} é uniformemente limitada em L*(0,oc; L*(Q)) N L*(0, oc; Hy(Q)),

de (3.80), obtém-se que

{uk}, {05} sdo uniformemente limitadas em L?*(0,0c; V™)
e {uwk} é uniformemente limitada em L%*(0,0c; H™!),
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de (3.83) e (3.84), V= > 0, tém-se que

{uF}, {6¥} sdo uniformemente limitadas em L*®([z,oc); 1),
{wf} ¢é uniformemente limitada em L>([z, oc): HH(Q)),

{uk}, {65} sdo uniformemente limitadas em L?([z, oc);

e {wf} ¢ uniformemente limitada em L?*([c, oc); L3(Q)).

Entao, com estas conclusoes, temos que a solu¢do (u, w,b) dada pelo Teorema 3.3, satisfaz:

u, b€ L>(0,o¢c; D(4)), w e L>*(0,oc; D(B)),

ug, by € L>(0,0c; H)N L*(0,0¢; V) N L%([z, o¢); V), Ve > 0,

w, € L=(0,oc; L*(Q)) N L*(0, oc; HY(Q)) N L™([z, ) Hy(2)), ¥z >0,

U, by € L*(0,0¢; V)N L[z, 0¢); H), V< > 0,

e wy € L*0,0c; H Y N L*([=,0¢); L*(Q)). Ve > 0.
Além disso, desde uy, by € L2(0,0¢; V) e ug, by € L?(0,0c; V*), usando o Lema 1.5 (Cap.
1), temos que uy, b, € C([0,oc); H). Analogamente, w, € C([0, oc); L*(£2)).

Portanto,
u, b€ CY([0,0¢); H) e w e CH[0,0c); L*(Q)).

Finalmente, as estimativas dadas no teorema, sio obtidas tomando o limite quando £ —
oc nas desigualdades (3.77)-(3.79), (3.80), (3.83) e (3.84) respectivamente.

3.4 Estimativas de erro

Com as mesmas notagdes do Capitulo 1, consideramos {¢'} e {A;} as autofungdes e os
correspondentes autovalores do Operador de Stokes A; {#'} e {v;} as autofungdes e os
correspondentes autovalores do operador L = —vA — (a+ ) Vdiv; as projegoes ortogonais
Py : L*(Q) — V¥ = span{yt, ..., ¢*} e Ry : LH(Q) — Hy = span{d, ..., 6"}

Entéo, para qualquer v € L?(2), tém-se:

k k

Pyv = Z(v,api)c,:i e Ryv= 2(1’7 ¢')¢’,

=1 =1

também, para estas expansdes em termos das autofuncoes, sio obtidas as seguintes esti-
mativas de erro (ver [31]):

Lema 3.1 Sev eV ew € H}(Q), entdo

lv = Peul® <

. 1 .
12, lw — Rew|)* < A——IIVU:HZ.
Tkt 1

63



Sev € VN HYQ) ew € HH Q) N HQ), entdo

lv — Piv]|* <

1
|lw — Rewl* < ——I|Lw|[?,
k+1 Yi+1

1 1
IVo = VPl < A%, [[Vw = VRw|]® < —||Lw|*.
k+1 Tk+1

Agora, sejam (u,w,b) a solugdo global forte do problema (1.1)-(1.3) (equivalentemente
(1.14)-(1.17)) dada pelo Teorema 3.2 e (uF, w*, b*) as solugdes aproximadas do problema
(satisfazem (1.23)-(1.26)).

Considerando as projecOes ortogonais P, e Ry, definimos

v* = Pou—uF, ¥ = Raw —wk, h* = Pb- bt

nf = u — P, eF = w - Rew, 8 = b — Pb.

Com estas varidveis temos que

I Il

lu—u*|] < llu— Peull +||Peu = u*[| = [In*]| + |fv
lw = w*[ < M+ (125

16 =05 < [IE8 + 1R8]l
Logo, levando em conta Lema 3.1, temos os seguintes resultados:

Proposicao 3.3 Com as hipdteses da Proposi¢do 3.1, existe uma constante ¢ > 0 tal que
para todo k € IN (suficientemente grande) e para todo t > 0, temos

[tear s o= [tk s - [ el < o
/\k+1 'Yk+1 k+1

/ V()] A / V<5 ()l Pdr < —— / 19642 < 5

+1

Proposicao 3.4 Com as hipdteses do Teorema 3.2, existe uma constante ¢ > 0 tal que
para todo k € IN (suficientemente grande) e para todo t > 0, tém-se

. C C
||”IkH2 < 2. |l‘5k||2 < 2 ||fk||2 32
k+1 Yie+1 k+1
. C C
IV7*|? < S |VeH| < —, IVEX|I? < FY
k+1 Tk+1 k+1
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Proposigao 3.5 Com as hipdteses do Teorema 3.3, eriste uma constante ¢ > 0 tal que
para todo k € IN (suficientemente grande), 0 < 8 < v* e para todo t > 0, temos

.o o c c
DR S T O =, IR <

Akt Vi+1 kst
[ emlntnltar < - [ Il < o~ [ el < o
0 ’\k+1 0 Tk+1 0 Ak

2 ¢ t
vt mitar < =, [ emiveotar < =, [ em|ve i < .
0 Ak+1 JO Yk+1  JO A

k+1

Proposigao 3.6 Com as hipdteses do Teorema 3.4, existe uma constante ¢ > 0 tal que
para todo k € IN (suficientemente grande), 0 < 8 < ~v* e para todo t > 0, tém-se

c ‘ ¢
eI (1)]]* < VR e”||=*()|I> < =, e |lEF ()7 < VIR
k41 k1 k41
. C - C
|V ()|° < || VHO)P < ——,  IVER()]P <
Ak+1 Y41 Aes1

Agora, com L = —vA—(a+3)Vdiv, de (1.14)-(1.16) temos que Pu, Ryw e Pcb satisfazem

(Peug, @) + (u- Vu, @) + (g + x)(APeu, ) = x(rot w, ) + r(b- Vb, ) + (f, ¢),(3.85)
J(Rywy, @) + (LRxw, @) + j(u - Vw, ¢) + 2x(Ryw, ¢) = x(rotu, ¢) + (g, ¢), (3.86)
(Pebi, ¥) + (AP, ) + (u- Vb, ) — (b~ Vu, ) = 0, (3.87)
Ve, v el 1, Vo e Hy, C HY(Q)

desde que Prg = ¢, Ryd =0, P =, PoAd = AP, e RyL = LRy.
Subtraindo (1.23) de (3.85), (1.24) de (3.86) e (1.25) de (3.87), temos que v¥, % e A*

satisfazem

(vf, ) + (1 + x) (A5, 2) = x(rot ¥, ) + x(rot 2%, ) — (u- V¥, ) — (u- Vo, )
—(n* - Vuk, @) — (v - Vuk, ) + (€5 Vb, )
+r(h* - Vb, @) + 7 (b* - VER, o) + r(b* - VRE, ©),  (3.88)
(=, @) + (L5, 6) + 2x(z*, ¢) = x(rot 0%, ) + x(rotv*, ¢) — 5 (n* - Vw, )
—j(uk -V, p) — G(0F - Vu, 8) — j(u* - VeE, 8), (3.89)
(h¥, ) + v(ARK, ©) = —(nF - Vb, ) — (uF - VAR, ©) — (0F - Vb, ¢) — (uF - VEF, v)
+(h* - VR, v) + (88 - VuF w) + (b- VnF, 0) + (b- V¥, ), (3.90)

desde que rot (w — w¥) = rot (zF + zF).



3.4.1 Estimativa de erro na norma L?(f)

Lema 3.2 Com as hipdteses do Teorema 3.2 e da Proposigao 3.1, existe uma constante
¢ > 0, independente de t > 0 e de k € IN (suficientemente grande), tal que

A @I + 151 + [IR* )12

t Cc
+ [UVHOIE +[VHEIR + IV P)dr € 57—+ o
0 k+1 Tk

c

Prova. Considerando ¢ = v¥, ¢ = z¥ e 1 = h* em (3.88)-(3.90) respectivamente, temos

1d
55“?1’“”2 + (u+ X) [ Vo¥[1? = x(rot ¥, v%) + x(rot 2%, v%) — (u - Vi, o)

—(n* - VuF, v%) — (vF - Vuk, oF) + (€5 - Vb, 0F)

+r(h* - Vb, v*) + r(b* - VEF, vF) 4 (b5 - VA%, 05),(3.91)
Jd ., . .
§EH2’CH2 +7| V252 + (@ + B)||div 2F() + 2x[2°))?

= x(rot n*, 2¥) + x(rot v*, 2%) — j(n* - Vu, z*)

—j(vF - Vw, 2*) — j(u* - Ve, 2F), (3.92)

1 .
§%Ilh’°nz +V[VAEI® = —(n - Vb, ) = (v* - Vb, ¥) — (u* - VE¥, )

+(hF - Vuk, hk) + (€5 Vuk BE) + (b Yk BE) + (b - Yk, hF).(3.93)
Usando as desigualdades de Holder e Young, temos
|x(rot =%, v8)| = |x(ck, rot v¥)| < Ccl|*|12 + || V¥
Similarmente,
s X .
[x(rot 25, v)] = |x (", rot v¥)| < xllF[l| Vol < xll=*|1* + I VoH

Das desigualdades de Hélder e Young, junto com a imersao de Sobolev H!(Q) — L*(Q),
temos

[(u- V", o8] = |(u -.Vv",n")l < Nl VOl < Cell AulPlln 11 + £l V|2

Analogamente,
(" - Vub,oR)) < Clln* Pl At + el Vot
|r(€5 - Vb,0%)| < CIEFIPI 4B + e[ Ve,
|r(6* - VEE,F)| < CllABHPIIEN) + £l Vo2,
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Usando a desigualdade de Sobolev ||¢||74 < c||¢||Y*|Ve||*/* e as desigualdades de Holder
e Young, tem-se

(% - Vb, v)] < M VU] < el TV < ClVut ot + < T

Similarmente,
Ir(h* - Vb, v%)| < cl|R¥|| sl VBli[[v| rs < cl| VAR VB[RV e
< G| VoI V2 Tk (P2 + o | VAF|P
< Coel| VOB 1P + €| VAP + o[V A5,
r(b* - VRE W) < cl|0F| s [ VAR |eE | s < el VB[V RE|[[0F (Y4 VR
< G| VPRI VR P2+ o | VR
< CoellVEEPIIE(1? + <l Vor|)? + o | VA*||.
Também,
|x(rotnf, 25)} < C'an|12+5HV “I1?,
Ix(rote®, 25) < xlIFP + = ||V1’°||
* -V, 2F)| < Col|Lwl)? Hn 12+ Sl VR
- Ve, 25 < Cegl|VwlB|| 517 + 81|V 5P + o || Vb2,
j(uF - VR R < ol Ak PRI + 6| VR
Similarmente,
|(n* - Vb, B5) < Colln®|?14b]° + ol [ VA5,
[(W% - Vb, hF)| < ool VBIPIRAIIP + ol| VAR|? + || V¥,
[(uF - VEE RR) < Coll Auk|PlIER))? + ol VRE|,
[(hE- Vb BE)| < Col|Vuk|I*RE(1? + ol VR,
(5 - VU BE) < CollEF|PIlAWM + of VAR,
[(b- Vs, B[ < CollAb|PIIn*I? + ol [ VA5,
[(b- Vo %) < Co VBB IRMI1P + ol VRH||? + ]| V).

Levando todas estas estimativas em (3.91)-(3.93), obtemos

S+

57 07 Gl Aul® + A5t

B+ Coe IVBI[ + Coe || VO K] 2

(’s
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+C. (48] + [ AB[P)IIEHI + (8= + DI Vo*®

+20||VRE||2,
LENHIZ + I T47 + 242 < Co1 4+ L)1 + I + (< + X9t
+Cel| VWPl + Coll Au*[P]|1¥11? + 48[ V25|,
S NRHIP + VIR < (2C, ol VB + Coll Db YA + 2, B 1¥)?
+2C, || Auf||€5)1% + Tal| VA¥|I® + 22| V¥ |2,
Agora, escolhendo ¢ = é—%, 6 = %, o= —1% e somando as tres ultimas desigualdades,

obtemos

d 5 . . .
U+ 5125+ 1AMI%) + (e + )N VI + I V21 + o] VAF|
< e(1+ [ AuFP)I® + el Aul® + | Au(* + 1+ || Lw|® + | ABI1*) 0]
+e((|AB|I* + [ A6 + [ Auf (%) IEEN? + el Vall®ll=51®
+e(IVuf )"+ [1V0]1* + VOB IWSI1® + c(IVoll® + IV 1A%,
onde ¢ > 0 é uma constante genérica independente de &.

Logo, desde que ||Bw|| e ||Lw|| sio normas equivalentes, usando a estimativa (3.31)
dada no Teorema 3.2, resulta

d , ‘ ‘
— (AP =+ 352+ 1AM + (i + )NV 1P + V257 + v VAE)

< e(lM 1 + 11 + 11EFI)
+e([[VuE [l + ([ VO1F + [[VEF1* + [V wl®) ([l + 112517 + 1h5])%)
< c(lIH1 + 1)1 + 1)
+ea(t) (I[Vub(® + [ V8l + V851> + [Vawlf?) (lo*l17 + 1125]1% + 1h*]1?)
onde a(t) = [|Vut(t)|[* + [[VB(O)]I° + [VE* (O)[I° + [ Vw(®)]°.

Da estimativa (3.1), temos «(t) < c¢(M) onde ¢(M) > 0 constante genérica que de-
pende apenas de M. Logo

%(Ilvkll2 + 157+ AP + (1 + NV + AV + o] VAS)?)
< el + e (1P + IE5I%) + c(ADBE) I I + l125]12 + 1h*]%), (3.94)

onde 3(t) = [[Vu*(t)||* + [IVo(#)|12 + VB (£)]]* + [V (8)]]*.
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Integrando de 0 a t, logo considerando o min{1,j, u + x, 7, v} e levando em conta a
Proposicao 3.3, obtemos

e Ol + ||:’°(f)H2 +{IRE(B)11* + /Ot (IFo* ()12 + (V5 ()2 + (VR (7)12)dr

c

Y /\kH + C/O BN + 15011 + (|RE(r)1?)dr.

Aplicando a desigualdade de Gronwall, obtemos
¢ 5 t v BN
[ ()1 + 5O + IR O + /0 (VeSO + V5 + ([ VRS (7)) dr

)exp(/ot c3(r)dr).

c c
/kﬂ-l k+l

t
Finalmente, da estimativa (3.23), temos que / c3(r)dr < ¢, completando a prova do
0

lema.
Agora, damos o seguinte resultado:

Teorema 3.5 Com as hipdteses do Teorema 3.2 e da Proposi¢do 3.1, as aproximagoes

(u*, w*, b*) satisfazem
() = w* ()1 + flo(e) = w* (@) + [fo(t) = B (O] € —— + —
Tk+1 /\k+1

para todo t > 0, onde ¢ > 0 € uma constante que independe de k € IN.

Prova. Observemos que

u(t) = u* (O < 2(lult) = Peu(®)|)* + [ Peu(t) — u*()i1%) = 2(1n*(0)]]* + [[5(0)]%),
lw(t) —w (O < 2008 + 1125 (0)11%),

16(t) = 5 (I < 20115 ()11 + [R5 (1P,
Entao,

lu(t) = u* (O + lw(t) = w* O + llb(t) = 6" ()]
< 20l N7 + IF I + 1 ON%) + 201" O + WO + [[REDI)

Logo, usando a Proposicao 3.4 e o Lema 3.2, obtemos o resultado.
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3.4.2 Estimativa de erro na norma H'(f2)

Lema 3.3 Com as hipdteses do Teorema 3.2 e da Proposigdo 3.1, existe uma constante
¢ > 0, independente det > 0 e de k € IN (suficientemente grande), tal que

IO + V@I + TR0
+ [ bR+ R + IR < =

Prova. Tomando ¢ = vf, ¢ = zF e ¢ = h¥ em (3.88)-(3.90), temos
L+xd
N lI® + <"
-—x(rot; L UE) + x(rot 2%, vF) = (u- Vb, vF) — (u- VoF, k)
( - Vuk ’bt) — (v* - Vit vf) + 7(€% - Vb, ’Ut) + r(h" Vb,vf)
~i—r(b’c Vf v, )-{—r(b'c Vhk, vt)
< Ce||VEH|P + CLl|VEH|1P + Co || Aul*| Vnk||? + Ce | Aul)?l| V¥
+C IAUkH'ZHVUkH'2 + C.[|Au|([ k|2 + Cc|| Ab)17 VEH1?
12+ C.|| AL||?|| VER|I? + Co||ABF|P)| VR ||? + 10<]|vF ]I,

I+ thllVJ‘lP + 28 D i 4P 4 x TR

= x(rotn*, zF) + x(rot v*, 2¥) — j(n* - Vi, 2F) — j(uk - V25, 2F)
—j(&* - Vw, zf) = j(u* - V¥, 2f)

< Col| VI + Coll V| + Csl| Lwl P V|| + Call Au®| P V25|)*
+C,,||Lw][‘2||w’°||2 + Csl| Au* ([ V¥ (1 + 66]] /117,

IR + 2 dtuwn

= —(n*- Vb, h¥) — (vF . Vb, hE) — (uF - VA% RE) — (uF - VR, RE)
+(hE - Wk RE) + (€5 - VUE RE) + (b Vb RE) + (b VR Rf)
< Col| AP V¥ |2 + Coll Aub| P VA*[1? + Co | AbII (| V0¥
+Co || Aut|P|VE |12 + Col| Au® |2 VAH? + Col| Au®| Pl VE*|?
+Coll AB[PI Vi |* + Coll AbI*|| Vo [1* + 8o A%,
onde temos usado as desigualdades de Holder e Young, as imersdes de Sobolev H(2) —
LY(Q), H*(Q) — L=(Q).

Escolhendo ¢ = 3 0= ITIRARETS e somando as desigualdades anteriores, obtemos

c

—lIvet|®

d . . :
w17 + 31161 + 181 + 2 (4 NV + AV + VRSP
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d - :
+ X + (o + O)lldiv )

< o1+ [ AuS IV + el Aull® + [[Au I + 1+ [[Lwll® + [ A6 Vo*)*
+e([lADII + A6 + | AuF IV EH + (1 + [l Au®| )i V=*|?
+e(fAull® + | AuM® + 1+ [ Luwl® + |6l Vo*|?
(|| Ab* + [[ A6 + [ Au®|?) [ VA* 2.

Logo, considerando (3.31) dada no Teorema 3.2 e o fato que ||Bwl| e ||Lw]|| sdo normas
equivalentes, obtem-se

d . . .
UEl + G111+ RN + = (e NV + A V52 + v TR

d ) .
+ X + (o + B)div 2¥))

< el VR + | VP + el VES® + el Vet )1? + IV2EI2 + (IVARRIP). (3.95)
Integrando de 0 a ¢, observando que v¥(0) = z%¥(0) = A*¥(0) = 0 (pela definigao), con-

siderando o min{1l,j. u + x,7,v} e levando em conta a Proposi¢do 3.3 e o Lema 3.2,
obtemos

[ + I + B2 + [T @I + 192401 + 900

< [19*@tar +e [ 198 Pdr+e [ 9@
v [UVHDI + 194 + 984 ()| dr
c Cc c C C C
Tkt1 * /\k-H) " (”/E-H N /\iﬂ) s Th+1 - Mett

Isto completa a prova do lema.
Assim, o Lema 3.3, nos leva ao seguinte resultado:

Teorema 3.6 Com as hipdteses do Teorema 3.2 e da Proposi¢cdo 3.1, as aprorimagdes

(u*, wk, b*) satisfazem

c

1Vu(t) - Va ()] + [ Vu(t) - VurOIP + [[95(1) - Vo (0)]]? <

Tkl Akt

para todo t > 0, onde ¢ > 0 € uma constante que independe de k € IN.

Prova. Deduz-se do Lema 3.3 e da Proposigao 3.4.



3.4.3 Melhores estimativas de erro na norma L%(Q) e H!(Q)

Com as estimativas da Secdo 3.4, podemos obter melhores estimativas de erro do que nas
Subsegoes 3.5.1 e 3.5.2.

Lema 3.4 Com as hipéteses do Teorema 3.2 e do Teorema 3.3, sejam ¢; = min{u +
2 v}, Cq a constante de Poincaré (||ul| < Cal|Vul|, para u € Hj(R)) e v* definido

*C;

coino no Teorema 3.3. Entdo, para qualquer constante T tal que 0 <7 < min{y*, &},
eriste uma constante ¢ independente de k € IN (suficientemente grande), tal que

([ O + 1F I + 1R O1)
c

+ [, EUTH I 4TI + VAR < 5=+

Prova. Multiplicando (3.94) por e, obtem-se

d, 5 , = .
5(6“(”“"112 + 311512+ 11A51%)) + e (VM2 + S V2E1P + ([ VARP)
< c ([P + InFI1P + I1EF1P) + (M) B() e (k)1 + (125117 + 11A5)1%)
e ([[0F]12 4 GllE )7 + 1REIP).
Como 0 <7 < &, entdo ¢ = c; — iCq > 0. Logo,

(e ([oH|2 + 511517 + [1AH2)) + e2 P(IVOH + T2 + [V R5|P)

dt
< ceP (1FI1P + 1In*I2 + 11E511P) + c(M)B(E) e (JI0*N12 + 12511 + (1K4)1%)
Integrando de 0 a ¢, considerando o min{1, j, ¢z, jco} e usando a Proposicao 3.5, obtemos
e (|[5(B)1° + 12517 + 15 ()11
t
+/0 e“T(HVv"(T)H? + V)P + (VRS (7)|P)dr
<t gt [ DB (A +IFOIR + I
7k+1 _ ’\k+1
Aplicando a desigualdade de Gronwall, temos
([ @I + 15O + IF* (O1)
t _ , .
+/0 eIV (T)|]? + | V2E()|1P + VA7) |P)dr

c c t
< (——+ ex c(A)B(T)dT).
< (o= + o) ew( | e(MB(rdn)
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Agora, da estimativa (3.62) dada no Teorema 3.3, temos que / c(M)3(r)dr < c. Entao,
0

da tltima desigualdade conclui-se o resultado.
Agora, podemos estabelecer uma melhor estimativa de erro na norma L?(Q):

Teorema 3.7 Com as hipdteses do Teorema 3.4, para Ti como no Lema 3.4, as apro-

zimagdes (uf, w*, b*) satisfazem

e (Jlu(t) — u (O + llw(t) = w (O + [1b(t) = *(O)°) < 5— + 15—

/c+1 /\k+l

c

para todo t > 0, onde ¢ > 0 € uma constante que independe de k € IN.

Prova. Usando o Lema 3.4 e a Proposicdao 3.6 segue-se o resultado.
A seguir, damos o seguinte lema:

Lema 3.5 Com as hipdteses do Teorema 3.2 e do Teorema 3.3, para Ji como no Lema
3.4, existe uma constante ¢ > 0, independente det > 0 e de k € IN (suficientemente
grande), tal que

(VRO + IV + VA )]

+ [ + 1O + ) ) < .

+ .
Tkl Akl

Prova. Multiplicando (3.95) por e, temos

Z ((u+ NTHE + Al VH + o] V)

d - .
+ X F [+ o+ 8) Fjdiv 2| )

< (VI + VR + | VEH?) + 23 MCae™ | V24|
o+ ) e Jdiv ¥ + (e + cm)em ([ VH® + | V42 + [T P)
< eIV + VoI + [ VER) + e P ([T + [V 12+ VA4 )

e (vl + gl + A1) +

Integrando de 0 a t, considerando o min{1,j, u + Xx,7, v}, observando o Lema 3.4 e a
Proposicao 3.5, obtemos

VO + IV @)1 + VR ()17
+/0 e (e (M + 2 (DI + (7)) dr

C
<—+
k1 Ak+1

c c c c
S+ 1)+ ()
Tk+1 k+1 The+1 k+1

+c /Ot P (|| V(DR + IV (D)))P + IVRE(7)|1%)dT
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de onde segue-se o resultado.
Agora, estabelecemos o seguinte:

Teorema 3.8 Com as hipdteses do Teorema 3.4, para @ como no Lema 3.4, as apro-
rimagdes (uf, w*, b*) satisfazem

c c
+ —

(|| Vu(t) — Vur (1)1 + |Vw(t) - Vwr(0)]]? + | Vb(t) — VO*(1)|1%) < B
Ye+1 k+1

para todo t > 0, onde ¢ > 0 € uma constante que independe de k € IN.

Prova. Usando o Lema 3.5 e a Proposi¢do 3.6 obtem-se o resultado.
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Capitulo 4

Existéncia de solucoes fracas e
fortes em um dominio nao cilindrico

Usando o método de Galerkin espectral provamos a existéncia de solugoes fracas e a
existéncia e a unicidade da solugdo forte para as equagdes do movimento de um fluido
magneto-micropolar em uma classe de dominios nao cilindricos tri-dimensionais.

4.1 Espacgos funcionais e notacgoes

Seja 0 < T < oc un nimero real fixo e {Q;}o<i<7 uma familia de conjuntos limitados de
IR? com contorno 99,. Consideremos o dominio nao cilindrico
Q = U € x {t} com contorno lateral 9Q = |J 90 x {t} suave
0<t<T o<t<T

Estudamos a existéncia de solugoes fracas e fortes para as equagoes que descrevem
o movimento de um fluido magneto-micropolar viscoso incompressivel em um dominio
dependendo do tempo Q; C IR? num intervalo de tempo {0, T]. Isto é as equagdes (1.1)-
(1.3) definidas em Q:

%?+u-Vu— (u—i—x)Au-{-V(p—l»%rb-b) = xrotw +rb-Vb+ f,

]%l?l —7Aw — (a+ )V divw + ju - Vw + 2xyw = xrot u + g, (4.1)
%—uAb—i—u-Vb—b-Vu:O,

divu= divb=20 em Q,

u(z, t) = w(x, t) = blz,t) =0, (z,t) € 00, (1.2)
u(x,0) = ug(z), w(z,0)=we(z), b(x,0)=bo(x), 2z € Q. (4.3)

(B3]
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Para provar a existéncia de solugdes fracas e a existéncia da solugao forte, fazemos
uso de uma apropriada mudanga de varidveis para transformar o problema (4.1)-(4.3)
definido em @ em um sistema definido sobre um dominio cilindrico @ = 2 x (0,T) onde
a varidvel espacial ndo depende do tempo, logo, usando o método de Galerkin espectral
(aproximagoes de Galerkin) junto com o Lema de Aubin-Lions (Cap. 1), resolvemos o
problema neste dominio Q e retornamos para @Q usando a inversa da mudanca de varidveis.

No que segue do capitulo, os vetores serdo considerados como vetores linha, também
as fungdes serao reais ou vetoriais e ndo serao distinguidas estas duas situag¢des em nossas
notagoes.

Agora damos a defini¢do precisa do dominio espacial dependendo do tempo ; onde
o problema de valor de contorno-inicial tem sido formulado.

Sendo T > 0, seja a fungio

R:[0,T] — R™ com n =3,
isto é, R(t) é uma 3x3 matriz. Para  como no Cap. 1, consideremos os conjuntos
Q={r=yR(t); yeQ}, 0<t<T,
com contorno |
Iy ={r=yR(t); yed}, 0<t<T.
Observe-se que tais dominios §; geram um dominio néo cilindrico de R? x IR:

Q@ = U Qx{t} comcontornolateral 0Q = |J 09 x {t} suave.

0<tT o<t<T

Sobre R(t) damos as seguintes hipGteses:

R(t) = o(t)M, onde o é uma funcdo real de classe C* sobre [0,T],0(¢) > 0 e M é
uma 3x3 matriz inversivel com entradas constantes reais.

Esta classe de dominios foi introduzida por Milla-Miranda e Limaco [28] no estudo
das equagdes cldssicas de Navier-Stokes. Veja também Medeiros e Milla-Miranda [26], e
as referéncias ali.

Para 2 C IR®, dominio limitado com contorno 8 suficientemente regular (ver Cap.
1) e M;y3 = (myj); =123 matriz fixa (com as hipéteses acima), considerando

V(Q) = {ve (CPQ)?: divwM ™) =0 em Q)

define-se
H(Q) = ofechode V(Q) na (L*Q))? norma,
V(Q) = ofechode V() na (H'Y(Q))? norma,
1:(Q) = o fechode V(Q) na (H*(Q))? norma.



Os produtos internos e as normas em H(Q) e V,(Q) sao dados por:

3
(u,v) = (uvl")f{(ﬂ) = Z/ ui(y)vi(y)dya ||U” = (U‘»U‘)L/Z»

i Q
3 5
(U,L')s = (U,U)‘}'(Q) = Z (ui’vi)H’7 HUHS = (U, u);/z'

onde (.,.)ws € 0 produto usual em H*(Q2).

Em particular, denotamos V() = V() e ||ulli = ||u]|w#-

Com estas notagdes junto com as notagoes dadas para H(Q2) e V() no Cap. 1,
tem-se:

Proposigao 4.1 Seja M = (my), 1,7 = 1,2,3, matriz fiza, inversivel com entrudas
constantes rears. Entdo as aplicagdes

o V(Q) — V() e ¢ : H(Q) — H(Q)
u — ¢gyu = uM v — oot = v M
s$a0 1somorfismos.

Prova. A aplicagdo ¢, ¢ linear e injetora (pois M ¢ inversivel) de C§%(2) em V/(£2).
Agora, dada a fungdo v € V() existe vM ™" € C§%(Q) tal que ¢y (vM™") = v. Portanto,
¢1 1 C5 (1) — V(Q) é linear e bijetora. Também, para u € V'(Q2), temos

3 3
ot = lowliy = S ID @M= 5 3 [ DY v

o<t laf<1j=1

= TEY /Q!D"(uimij)izdxz s ZZ|mi_,-‘2/(1|D“u,-12(l.1,'.

jal<1 =1 j=1 ja|<1i=1j=1
3
Logo, desde que M é inversivel, para i = 1,2,3, tem-se que »_|m;;|° > 0. Entdo
=1
3 3
considerando €, = min_ > |m;]* >0 e C; = max Y |my|° > 0, a dltima igualdade
=123 o =123
fornece
3 3
2 1o 2 «a 2.,
oYy / Du,dz < |diulfig < C: 33 / | D%, | %dz.
laj<ti=1 72 laj<t i=1 7€
Assim,

Cillulli ey < llorulliq) < Callullf (). (1-1)



Agora, veamos que ¢; : V(Q) — V(Q) é injetora. Se ¢, = 0, entdo por (4.4) tem-se
u =0 e desde que ¢; é linear, resulta que ¢; é injetora. 5

A seguir, demonstraremos que ¢ é sobrejetora. De fato, se v € V() entdo (pela
definicio de V(Q)) existe {v,} C V(Q) tal que v, — v em V(Q), mas como ¢, :
C5o,(2) — V(Q) é sobrejetora, temos que existe {un} C C§5 () tal que dru, = vy,
portanto, ¢1u, — v em f”(Q), o qual implica que {¢ru} C V() é uma sequéncia de
Cauchy. Logo, observando (4.4), tem-se que {u,} é uma sequéncia de Cauchy em V(Q),
assim existe u € V() tal que u, — u em V() e observando o lado direito de (4.4)
e a linearidade de ¢,, tem-se que @ u, — ¢, u em V(Q)

Finalmente, pela unicidade do limite resulta ¢;u = v. Similarmente, demonstra-se
que ¢, : H(Q) — H(Q) é um isomorfismo.

Entao, em virtude da Proposicao 4.1, V(Q) pode ser caracterizado por:

V(Q) = {ve (Hy(Q)*; diveM™) =0}

Também, levando em conta a caracterizagio de H*(Q) (ver Cap. 1) e a Proposicao 4.1,
tém-se

HY(Q) = {0 € (L}Q))®; ¢ = VgM~ para algum ¢q € H'(Q)}

e (L*(Q)®=H(Q) & H-(Q).
De fato, se ¢ € H(Q), entdo Vu € H(Q) tem-se (¢,u) =0, isto &, (¢, uM~'M) =0, o
qual implica (@M, uM~1) =0, VuM ™! € H(Q), logo ¢M* € H(Q), consequentemente,

existe ¢ € H'(Q) tal que ¢M* = Vg, assim, ¢ = VgM~¢. Agora, seja ¢ = VgM~* com
g € H'(Q), entdo Yu € H(Q), tem-se

(6,u) = (VgM ™, u) = (Vg,uM™") = —(g,div (uM ")) =0,

portanto ¢ = VgM~t € HX(Q). Finalmente, se u € fI(Q) N I:IL(Q), entdo u = VgM~t
e div (uM™") = 0, logo |[ulf* = (VgM %, u) = (Vg,uM~") = 0, o qual implica u = 0, de
onde conclui-se que H(Q) N H+(Q) = {0}.
Assim, podemos considerar a projecao ortogonal (definida pela soma direta acima):
P (L¥}Q)® — H(Q),

portanto, P(VgM™t) =0, Vg € HY(Q) com Vg € (L*(Q))>.
A seguir, introduz-se algums espacos funcionais que serao necessarios para estabelecer

0s nossos resultados.
Seja UV; = {u € (C5F(Q))?; divu =0 em Q;}, entdo define-se

H(Q,)) = ofecho de U, na (L*(;))® norma,
V() = o fecho de V; na (H“‘(Qt))3 norma,
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para s € IR, s > 0. Em particular, denotamos V(Q;) = V().
Os produtos internos em H(£2;) e V() sdo dados por:

3
(u,v)e = (u, V), = Z/ wi(x)v;(z)dx

((w,v)) = Z /Q ar A )d.r.

i,7=1 J
Observamos que V5(Q;) < (H§(Q:))? continuamente para s > 1 e
V(Q) = {ue (Hy())?; divu =0 em Q).

Agora, seja B uma bola em IR® tal que Q, C B, para todo t € [0,7]. Entdo, para
1 < p < o, define-se:

LP(O,T; V() = {ue LP(0,T; V(B)); u(z,t)=0q.s. em B—Q, quase Vte [0.T]}

comm norimma

L/p
lullorson = ([ 1u@l@dz) s 1sp<o0 e
Hullr=oo )y = sup ess |[u(t)|lva,-
te[0.7:

Analogamente, define-se L?(0,T; H({;)).
A seguir, com a definicio dada para Q; e com as hipéteses sobre R(t) = o(t)M,
consideramos a transformacao
Qﬁt . Qt — 0 (43)
r=(21,22,23) — &(z) =y y=zR(t),
logo, para cada t € [0,7] tem-se que ¢; é um difeomorfismo de classe C'. O Jacobiano
de ¢, denotado por J¢, é R(t)!, satisfaz det (J¢;) = det R(t) = o*(t)det M # 0.
Observe-se que ¢;(2;) = Q, dy = [det (J¢:)]"' dz e que a inversa de ¢ é definida por
g7 — (4.6)
y= (Y103 — & '(y) =z z=yR(t),

com det (Jor') = det R™1(t) = (o*(t)) " det M~
Assim, levando em conta a transformacao ¢, temos a seguinte proposicao:



Proposicao 4.2 Seja ¢, a transformagdo definida em (4.5). Entdo para cada t € (0,T),
as aplicagoes

V(Q) — V() e H(Q) —

v(y) — u(z) = vo dy(z) = v(zR™'(t)) h(y) — b(z)
sdo isomorfismos.

Prova. A aplicagio é bem definida, desde que u € V() para cada t € (0,T). De
fato, como v € V(Q), pela definicio de V(Q), existe {v,} C V(Q) tal que v, — v em
(HI(Q)) e desde que t é fixo tem-se u,(T) = v, 0 ¢(x) = v (zRI(E)) € (CF(Q))3.

Agora, como R(t) = o(t) M tem-se R™'(t) = M™', assim, denotando y = zR™!(¢),

a(t)
3 .
M = (my;)ij=123 ¢ M~ = ()i =123, resulta y; = in-}(lz—) ezx; = 3 Lo () yi myj,
i=1
7 =1,2,3. Entdo
3 3 4
divun(z) = 3 L) = 3y Py O

i=1 j=1 (9yj 8l‘i

< Ox;
3 87./ n] 3 3 1
() —=L = vn i) = —=div (va (y) M~

e desde que {bn} C l/( ), conclui-se div un( ) =0, isto ¢, {up} C V..

Logo, como v, — v em (HY(Q))3, tem-se que u, = vy 0¢ —> u = vo ¢ em
(H'())3. Portanto, u, — u=vo ¢, em V() e como V(£;) é fechado, conclui-se
que u=vo ¢, € V().

A seguir, demonstraremos que [|v||yq, € [lullv(a,) sio normas equivalentes.

Observando que v(y) = u o ¢; ' (y), temos

Ioley = 190 = 2 Il = > [ 12
3
= ¥ [ S ) 32 Zdy—z ), Zlo 05 (07" ) ey
- 3y maleOF /dtR g6 ) Pl

p (220} mag (32 ol }Z et e gz ter ey

su
te[0,T] det R

1 1 . / -
= — ; dr = — |
det M e {|a pu 123{Z|m1| }Z |=—(2)|*dz = IIU\lun

IN
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3 -1
onde ¢; = det M [ sup {\‘7( jr__{lla_zx3{2|mij|2}]
E T =1

te(0.T)
Por outro lado, desde que u(:c) = v o ¢(x), resulta

lullviey = 123:1 axl QdI—Z/ Z |@ Gl gzjll dx
= L[ % 12 e
= g‘; o (i |2|ZZtR / det R™* ‘—(d’t( )IFdr
< t:{t(l)g:{iet(RP } 7mla§~3{2lmulz} Z/ det (J ) !a—l (6:(x))*dx
= det M t:[%%ua |2}_r_nla;3{ZImz;\ }Z/ I y)’dy = e2 [|v]|Fq

3
onde ¢; = det M sup {|o(t)]*} max {3 |m;;|*}. Portanto,
t<{0.T" 7=123"1 '

2 2
cr[[v][§q) < Hlullviany < 2ol q)-
Como uma consequéncia da Proposigao 4.1, temos o seguinte resultado:
Lema 4.1 Com as hipdteses da Proposi¢ao 4.1, tém-se que as aplicagoes

L*0,T;V(Q)) — L*0,T;V (%),
L=(0,T;V(Q) — L(0,T;V(Q)),
L¥(0,T; H(Q)) — L (0,T; H())

860 1somorfismos.
Também, levando em conta a Proposicao 4.2, tem-se:

Lema 4.2 Com as hipdteses da Proposi¢do 4.2, as aplicagées

L30,T; V() — LX(0,T:V(5)),
v(y,t) — u(z,t) =v(@R7(t),1)
h(y,t) — bz, t) = h(zR7(H),t)

L¥(0,T:T(Q)) — L®(0,T;1()),
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L®(0,T; H(Q)) — L™(0,T; H()),

L0, T:V(Q) N H3(Q)) — L*0,T;V(Q) N H*Q,)),
L®(0,T: V(Q) N HY(Q)) — L®(0,T; V(Q:) N H}(Q)),
L*(0,T; Hy(Q)) — L*(0,T; Hy(%)),

z(y,t) — w(z,t)=z(zR7'(t),t)
L*(0,T; Hy(Q)) — L2(0,T; Hy()),
L=(0,T; L*(Q)) — L®(0,T; L} (),
L*(0,T; Hy(Q) N H*(Q)) — L*0,T; Hy(Q) N H* (),
L=(0,T; HY(Q) N HY(Q)) — L%®(0,T; H (Q:) N HY(Qy)),

sdo bijegdes de classe C*.
A seguir, damos a nogao de solugdo fraca e de solugdo forte do problema (4.1)-(4.3).

Definicdo 4.1 Sejam ug, by € H(Qp) e wo € L*(Qp). Dizemos que (u,w,b) definidas em
Q é uma solugdo fraca do problema (4.1)-(4.3) se e somente se

u,b € L2(0,T;V(Q)) N L®(0,T; H(Q)),
w € L*(0,T; Hy(Q)) 0 L®(0,T; LX)

e satisfaz:
—/ Dedt + ;L+X)/ (Vu ch)tdt—i-/T(u-Vu ©)udt — r/T(b-Vb o)t
y 0 ? O b
T
= x [ (cotw, ght + [ (£, 0t
) T T T . .
—j /O (w, é1)edt + /O (Vw, Vé)udt + (@ + §) /o (divw, dive)dt
T T T T
+/0 (u- Vw,¢)tdt+2></0 (w, ¢)edt = x/o (rotu, ¢)tdt+/0 (g, 0).dt,

T T T T
—/0 (b,wt)tdt+y/o (Vb,Vw)tdt+/0 (u-Vb,z/;)tdt—/o (b- Vu, ).t = 0,

Ve, o, v € (C'I(C_?))3 com soporte compacto C Q, divg =0 divey =0,
u(0) = up, w(0) = wq, b(0) = by.

Observagao 4.1 Como € usual, as condigcdes de regularidade acima séo suficientes para
garantir que as condi¢des iniciais fagam sentido.
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Definigao 4.2 Sejam uy, by € V() e wy € H;(Qy). Dizemos que (u,w,b) definidas em
Q ¢ uma solugao forte do problema (4.1)-(4.3) se e somente se

u,b € L=(0,T;V(Q)) N L*0,T; H* Q) N V(Q)),
w € L=(0,T; Hy(Q)) N L*(0,T; H* () N Hy ()

e satisfaz:

T T T T

| @t = 0+ ) [ (du@dd+ [ (e Vu, gyt = [ (52 9b, )

T T
= X/O (I'Ot w, S:)tdt +/(; (f7 (rj)tdtv
¢ T T T
j/o (wy, ©)edt — 7/0 (Aw, d))tdt+/0 (u-Vw,qb)tdt+2x/ (w, 0)dt
0
T T T
—(a-i—ﬁ)/ (Vdivw,é)tdtzx/ (rot u, ¢)tdt+/ (g, 0)udt,

0 0 0

T T T T
/(bg,w)tdt—z// (Ab,w)tdt-l-/ (u-Vb,u’v)tdt—/ (b~ Vu,w)dt = 0,
0 0__ 0 4}

Vo, o, v € (CHQ))® com soporte compacto C Q, divp =0, divi=0 e
u(0) = ug, w(0) = 1wy, b(0) = bg.

Observagdo 4.2 Demonstra-se que se (u,w,b) é uma solu¢do forte do problema (4.1)-
(4.8), entdo uy, by € L2(0,T; H(Qy)) e wy € L*(0,T; L*()).

Com uma mudanga apropriada de varidveis o problema (4.1)-(4.3) definido sobre o dominio
nao cilindrico Q, pode ser transformado em um problema definido sobre um dominio
cilindrico @ = Q x (0,T). De fato, seja a transformacdo ¢, definida em (4.3) e a aplicagdo
&, definida por

o :

(z,

5 Q (4.7)
— (y,t) = (du(2),t) = (xR71(¢), ).

= O

)

Com as hipéteses dadas sobre R(t), deduz-se que ® é um difeomorfismo de classe C'!' com
inversa ®~! dada por

. Q Q (4.8)
(y:1) (z.8) = (&7 (W) 1) = (yR(1),1)

onde ¢;' é a transformacao inversa de ¢; definida em (4.6). Além disso, det (Jd) =
det R(t) e det (JO') = det R™'(¢).

—
—
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Logo, usando a transformagao ® definimos as fungdes sobre o dominio cilindrico Q:
v(y,t) =uo ® ' (y,t) = u(yR(t),t),  z(y,t) = wo &7 (y,t) = w(yR(), 1),
h(y,t) = b 0 ® N (y,t) = b(yR(t),t),  qly,t) =po®  (y,t) = p(yR(t), 1), (4.9)
fly:t) = fo® M (y,t) = f(yR(1),1),  §(y,t) = g0 &7 (y,t) = g(yR(t), t).
Desde que R(t)R™'(t) = I, temos
R()(R(@)) = —~R(OR(2). (4.10)

Denotemos R(t) = (0;;(t))i =123 R7Ht) = (8;;())ij=123 ¢ K(t) = (R7'(t))!. Entao,
como z = yR(t) e y= :vR'l(t) com as notagdes sobre R(t), tém-se:

™

z; =Y y;ojilt Zx, Bi;(t), parai,j=1,2,3. (4.11)

Assim, usando (4.9)-(4.11), obtém-se as seguintes identidades:

3
u=- 3y, ﬁ,-,(t)afu-(t)yk—aai + v =—yROR(t)- Vv +

ik l=1 Y
u-Vu = 23:( 3 B,'l(t)bi)@ =vR™(t)- Vv,

=1 i=1 ayl

3.9 3 ov . y 3.9 38 d
Au = i’lz_:l “a‘y—l(g::l ﬁkl(t)ﬂki(t)a_yl) =Av com A= i,tZ=1 3_y—(z=: Br(t) Bea(t )3yz)’

3
Vo = 3 (851, O(0). B (0) - = VaK (1)

: 3 ,

V(b-b) = ;ﬂu( )a% (h-h)=V(h-h)K(t),
Vdivw = (ﬁlj( )? ﬁﬂ]( ﬂ3] Z /Bkl VdIV( R™ 1(t)) I\’(t)v

Jkll

3 a 3
divu = Z:l B_yj(; _ﬂij( Jui) = div (UR'l(t))7

3

0z 822
tw = E Gor {t 3
ro : 1( Zk( ) ) B}

( ) 1:63k( ) - /Blk( )

643 dz
L Bu(t) 32 — Bl 5L )

3
isto é, rotw =Y Vz;4;(t) onde A;(t) = K(t)K;i(=1)Kqa,(—=1)Kg,s, com
i=1
4+ (2 -3 - 1)
2

A+ (2-9)(i-1)

)=~ (R

oy = (—l)i + (
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e K;(—1), K4, (-1), K, transformacdes elementares de matrizes:

Kix(0) multiplica por 8 a k—ésima coluna e logo soma na i—ésima coluna,

K,,(6) multiplica por 8 a a;—ésima coluna,

K4+, intercambia a o;—ésima coluna com a 7;—ésima coluna.

Portanto, usando as identidades acima, o sistema (4.1)-(4.3) definido sobre @ é trans-
formado no seguinte sistema definido sobre @Q:

v — (i + x)Av + vR7Yt) - Vo — yR(R™H(t) - Vv + V(g + %h - hYK(t)

= f+ThR"l(t) ~Vh+xz3:Vz,-Ai(t), (1.12)

=1

j2e — vAz — (o + 3)Vdiv(z R (£))K (t) + juR™(t) - Vz

3
—jyR' ()R () - Vz+2xz = §+ x 2 Vo Ai(1), (4.13)

=1
hy — vAh — yR(t)R™Y(t) - Vh+ vR™}(t) - Vh — hR™Y(t) - Vv = 0, (4.14)
div(eM™Y =0, div(hM ) =0 em Q, (1.15)
v(y,t) = =(y,t) = h{y,t) =0 em 0O x (0,7T), (4.16)
v(y,0) = vo(y), 2(y,0) = 20(y), A(y,0) = ho(y) em Q. (4.17)

Observacao 4.3 No que segue do capitulo, a norma de uma matriz serd denotada por
|I.||. desde que em espagos de dimensdo finita todas as normas sdo equivalentes. Também,
¢ denotard uma constante genérica dependendo apenas de §2, dos pardmetros fizrados no
problema u, x, j, v, v, &, B e de Orlltz?%{HR(t)H, HRTYOIL IR ()]} Quando precisarmos
distinguir as constantes ou fazer notar a dependéncia de algum pardmetro, denotaremos
a constante por C com subindices.

4.2 Existéncia de solugoes fracas

A seguir, estabelecemos o seguinte resultado.

Teorema 4.1 Com as hipo’teses sobre Q;. Se ug,bg € H(Q0), wy € L2(Q) e f. g €
L3(0,T; L*(%)), entdo existe uma solugio fraca (u,w,b) de (4.1)-(4.3). Além disso, u.b €
Co([0, T H(Q)NC([0, T); V352(Q)) ew € Cu([0, T; L*(%)) NC((0, T H3%(Q,)) quase

sempre.

Para demonstrar o Teorema 4.1, primeiro usando a aplicagdo ¢ definida em (4.7), transfor-
ma-se o problema (4.1)-(4.3) definido sobre @ no problema (4.12)-(4.17) definido sobre o
dominio cilindrico Q). A seguir, encontra-se a existéncia das solugoes fracas do problema
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transformado e logo usando ®~! definida em (4.8), retorna-se ao problema (4.1)-(4.3),
demonstrando assim, em virtude do Lema 4.2 a existéncia de solugdes fracas no dominio
néo cilindrico Q.

Para provar a existéncia de solugdes fracas do sistema transformado (4.12)-(4.17),
usaremos o método de Galerkin espectral. Para isto, fixamos s = 3/2 e consideramos as
bases Hilbertianas {¢*(y)}%2, de V,(Q) e {¥(y)}2, de H3(Q), onde os elementos foram
escolhidos com sendo as solugdes dos problemas espectrais:

(¢ v)s = N (9 v), YveV(Q)
(¥, w)s = (' w), Vwe Hy(Q).

Seja V* = span{¢'(y), ... ¢*(¥)} C V, (@) e Hi = span{¢'(y),. - ¥¥(y)} C H§(Q). Para
todo £ > 1, defimmos aprox1magoes vk, 2% e hX de v, z e h respectivamente por meio das
seguintes expansoes finitas:

k k k
t) =Zcik(t)¢i(y), z’“(y,t)=¥dik(t)l/)i(y), h"(y,t)=§e,—k(t)¢"(y), te(0,T),

satisfazendo as seguintes equagoes:

(vE, ) + (1 + X)a(t; v, ) + b(t; v¥, v,s«)—C(flusv) (f,¢)

+1b(t; b5, h¥, ) + x(Z VzEA(t), @), (4.18)
=1
3(zF, @) +va(t; 2%, ¢) + (o + B)(div (*R7(¢)), diV(¢" “H(t))) + jb(t; v*, 2*, ¢)
_JC( ,d)) + QX(" ’ ) (ga¢) + X Z VLkA (t ¢) (419)
(R, ) + va(t; h*, ) — &(t; B5,0) + b(t; v, hE, ) — b(t, RE %, ) =0, (4.20)
Vg, veVk e Ve Hy,
vR(0) = vf, 2F(0) =2k, R*(0) = RS, (4.21)

onde vf — vy, hE —> ho em H(Q) e z§ — 25 em L?(Q) quando £ — oc, com

it w,w) Z/f,vmzﬁ“ (08u(0) 32 5 2dy = (VuK(®), Vw K (1),
b(t; u, v, w) Z/ llX:lﬂ,, ut w]dy— (uR™(t) - Vv, w),

3 3 a
&(t:u, w) j‘::l/n[;:la ykwuqdy— (yR'()R1(t) - Vu, w),
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para u, v, w no qual as integrais sio bem definidas.
Observe-se que em (4.18) temos usado a igualdade

(Vig+5h- WE(),¢) = =(g+ 5h- hydiv(sR7(1) = 0, ¥ g € T*.

Também, observe que para a forma trilinear b, pela Proposi¢do 4.1 e (1.4), temos
blt;u,v,v) =0 e b(t;u,v,w) = —b(t;u,w,v), Yue V(Q), Yv,w e H Q). (4.22)

Agora, note que as equagoes (4.18)-(4.21) formam um sistema de equagoes diferenciais
ordindrias para os coeficientes c;x(t), dix(t) € eix(t), os quais definem as aproximagoes vk K
e h¥ em um intervalo de tempo [0, tx). Entdo, encontraremos algumas estimativas a priori
independentes de k e f, que nos permitirdo considerar {; = T, também provaremos que
(vk, 2%, h*) converge em algum sentido apropriado para a solucio de (4.12)-(4.17) quando

k — oc.
Existéncia da solugao fraca do problema transformado

De forma andloga a nocao de solugdo fraca do problema (4.1)-(4.3), pode ser intro-
duzida a definigdo de solugdo fraca para o problema (4.12)-(4.17). Com isto em mente,
provaremos o seguinte lema:

Lema 4.3 Com as hipdteses do Teorema 4.1, o sistema transformado (4.12)-(4.17) ad-
mite pelo menos uma solugdo fraca (v,z,h), com

v, he LAH0,T; V()N L¥(0,T; H(Q)) e z € L*0,T; HX(Q)) n L=(0,T; L*(Q)).

Prova. Como f, g € L*(0,T; L*(f)), entdo f,§ € L*0,T;L%Q)), também g, hy €
H(Q) e zp € L*(Q). Assim, com estas hipéteses demonstraremos que (4.12)-(4.17) tem

pelo menos uma solucao fraca.

Colocando ¢ =%, ¢ =z% ¢ ¢ =rh* em (4.18)-(4.20) respectivamente, tém-se:

%%Hvkl(? + (1 + VK @I = (F,0F) + &t 0%, 0F) + rb(t; b5, B, o)
3
+x(D_ VzEA (), vF),
=1

%%W + VKON + (@ + B)ldiv(zFR™H(1))]* + 2xIz4|?

3
= (§,2%) + jé(t; 2%, 25) + x (3 Ve A1), ).

=1

LS + VR = ré(es 5 1Y) + rb(0; RS o, 1),

2 dt
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desde que por (4.22), b(t; v*, w, w) = 0. i )
Somando as equagdes acima e observando que b(t; h*, h*, v%) + b(¢t; K, vk, R*) = 0,
obtem-se
d . _
EE(WHZ + 312512 + rIREIP) + (e + )INVEK @ + I VK (@)
+rv||VAE K (t))1? + (a + B8)||div(z* R} (8))|I* + 2x||2*||?
= (f,0F) + (§, 2%) + &(t; o5, o%) + je(t; 25, 2F) + ré(t; B, BY)

+x(§3: VzkA(t), vF) +x(i Vo A(t), 25). (4.23)

i=1 i=1

A seguir, estimaremos o lado direito de (4.23). Usando a desigualdade de Holder e a
desigualdade de Young, temos

(< AT < SIAIR + I

13,251 < 1111241 < i,ngn? ol

et o) < Xt o+ (LA ORI ey
et 4,24 < Zyvstrc o) + (EOEOIROR 2 e
Iré(ts 1, 14)] < TLIVAER ()7 + (“R'”” LR ORI 2oy,
(3 Vst ) < HITSK O + S

(3 Vot (), 49 < EXNAR O + Al

Assim, levando estas estimativas em (4.23), resulta

%(Hvkll2 + 312517 + Pl BHE) + (1 + XUVOEE @ + IV E ()

+ru]| VA K (1)[]%) + 2(e + B)lldiv(z* R (1)) I”
< c(IFIP+ 0917 + el 1 + 17 + IR,

onde ¢ é uma constante que depende de x, 1,7, J, |yllr=, max [|R'(t)]],

o<tLT
dax [IRT(O) e max [|R(O)]
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Logo, integrando a ultima desigualdade de 0 a ¢, com 0 < ¢t < T, tem-se:

I @17 + l1ON? + rllA* @I + (1 + X) /t IV (r)K (r)||*dr
[ IV + v [ [9R) K () Pdr
< [UFEIR+13NEar +c [ Uk + 14 + il
+HWF O + 1125 (0)I17 + rl| A5(0) 1. (4.24)
Agora, pela escolha de vf, zf e h’g, existe uma constante c¢; independente de k tal que
gl < ellwall, =5l < cllzoll e [IAGH < erllholl.

Entéo, desde que vg, ho, 20 € L2(Q) e f, § € L0, T; L3(Q)), (4.24) implica

[P + 11 I + IO + (a4 3) [ 1994 )K ()|
4 [ IVHOR@IPdr +ro [ 1184 K ()| dr
Y /0 (I P + 1 @I + rllpH ()]

Usando a desigualdade de Gronwall, temos

IO + F O + B + (430 [ 1905 K ()P
+7/ IV 5 () K ()]} dT+ru/ VA (F)K (F)|[Pdr < e (4.25)

Assim, Vk € IV, temos que v¥, z* e h* existem globalmente em ¢ € [0, T]. Agora deno-
tando NV = Jnax HR t)]|, observamos que

viI? < vf|? = |2HVU"K( JRW'? < [IVeEK @)1,

1 .
wel VI < Ve

IIR( )|
logo,
/ | Vo*(7)|[2dr < Ne.

Portanto, de (4.25) conclui-se

{v*}, {h*} sdo uniformemente limitadas em L%(0,T; H(Q)) N L*(0,T; V(Q)) (4.26)
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e {z*} é uniformemente limitada em L>(0,T; L*(Q)) N L2(0, T; H}(Q)). (4.27)

A seguir, mostraremos que {vf} e {h¥} sdo uniformemente limitadas em L2(0,T;V*(Q))
e que {zf} é uniformemente limitada em L?(0,T; H~*(Q2)).
Consideremos Py : H(Q) — V* e R, : L?(Q) — Hy, projegoes definidas por
k . . k 3 -
Piu=) (u,¢')¢ e Raw=) (w, ')y

i=1 i=1

Desde que Vi(Q) — H(Q) e Vk < V,(Q); Hi(Q) — L2(Q) e Hy < H(), podemos
considerar as restrigoes

P.:Vy(Q) — Vi(Q) e  Ry:H}(Q) — HiQ),
que sao lineares e continuas, portanto
P:VH(Q) —Vi(Q) e Rp:HT(Q)— H(Q),
definidas por:

(Piv,w) = (v, Bw), Yv € VX (), Yw e V4(Q) e
(Rju,0) = (u, Ry8), Yu € H™5(Q), V8 € Hy(Q),

sdo lineares e continuas, também || Py|| < |||l < 1 e ||R;]] < ||Rk]] < 1. Além disso,
Py =¢" e  Ry(¥') =1

Entao, para u, w, b apropriados, denotando
itu,w) = (—Au,w),

b(t;u,b,w) = (uR™(t)- Vb, w),

&(t;u,w) = (YR(OR™'(Y) - Vb, w)
e observando (4.18)-(4.20), Vw, n € V¥ e V€ € Hy, tém-se:
(vF,w) = ( (o + x)AvF —v*R7Y(2) - Vok + yR'(O)R™H(t) - VoF + f

3
+rhERTH(E) - VAE + X Y VzFA(t),w ),

=1
3(zF,€) = (vAZF — jvFR7(t) - V2 + jyR () R7H(t) - V2F — 2x2*
3
+(a+ B)Vdiv(ZFRTIHE))K(t) + §+ x Y VuFAi(t), € ),
i=1

(k¥ m) = (vAR* + yR'(t)R7H(t) - VAF — ok R7Y(t) - VR* + R*R7I(t) - VoF ).
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Tomando w = Pyu, n = Pybcom u, b € fs(Q) e £ = Ryw com w € H{(Q), temos
(vF,0) = ( By( (1 + X)A0*) = PL(*R7\(t) - Vob) + By (R (R~ (1) - Vo)
3
+Pi(f) + PL(rHRTM(E) - VAY) + Py (x L VA, u ), (4.28)

(2, w) = ( Ri(rAz) — Ry(GWRT(0) - V24) + RiGYR (R™(1) - V)
~Ry(2xz*) + Ri((a+ B)Vdiv(z*R™ (1)) K (1)) + Ri(5)

+RZ(><23," Vol Ai(t)),w ), (4.29)
(hf,b) = ( Pi(vAR*) + Py (yR'()R7}(t) - VA*) = P{(v*R™(t) - VA¥)
+P;(RER™Y(t) - VuF), b). (4.30)

A seguir, observe-se que

1P ((e+x)A")lp- < (p+x) sup | < Avfu>|

llullg, <1

< (p+x) sup |( VeEK(t), VuK(t))]

llully, <1
< (p+x) sup [[VO*E(@)|[[[VuK (1)]]
llull\;-sﬁl
< (p+X)RTOI Sup V(|| Vul]
ully, <

. -1 2 k k
< clp+ ) s IRZ OIFHIVH < e [IVeH),

entdo, tendo em conta (4.26), tem-se

/(: HPe((p+ X)Avk('r) )H%/s_dT < c/ot HVU’C(T)H?dT <c. (4.31)
Analogamente,
|P{(yR (R (t) - VoM)lly < Sup | <yR()R™Ht) - Vo*,u > |
| < lluf|lip<1HR'(t)HHR_l(t)llllyHooHVUkHHUII

< cROMRT Oyl V¥l
< e pax {IR'ONRT Oyl Vo,

entao,

/ot 1P (R (DR (r) - Vek(r))lFdr < e / IVt (r)ifPdr < e (432)
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Também,
/||P,c (DI T<c/ 1f(r)||2dr < c. (4.33)

Observando que

3
RS VA < s | <X VEAD,u> |

i=1 Jlully, <1 i=1

< c[[RTIINVEE < e[|V,
e levando em conta (4.27), temos
¢ 3 ¢ .
LIPS VAE@ A dr < e [ [VHlPdr <e. (4:34)
i=1

Agora, para estimar o termo Pg(v*R™1(t).Vv*), usaremos o seguinte lema ([22], p. 73):
Lema 4.4 Se {u*} € uma sequéncia limitada em L*(0,T;V(2)) N L=(0,T; H(Q)), entdo
{u*} é limitada em L*(0,T; L?(Q)) onde T=3 "

Observe-se que em virtude do Lema 4.1, podemos usar o resultado dado no Lema 4.4,
desde que {v¥} é limitada em L2(0,T;V(Q2)) N L>(0,T; H(Q)).
Entéo, usando a imersdo de Sobolev H*~! < L3(Q) (s = 2), temos
P RM) - Tib)lg. < sup | < RON(E) - Vo u> |
’ lullg, <1

< sup (PR sl Vel s llvF s

g, <1
< ROV SIUP IVl -
< cl[RTH@IIIMF sup lullas

’u,"/sSl

< cllRTOMYI7s < cllv®li7s,

e de (4.26) usando o Lema 4.4 (n = 3), temos que {v*} & limitada em L*(0,T;L3(Q)).
Portanto, obtem-se

LB OR ) Ve < e [ I mllisdr <e. (435)
Similarmente,

[P OR ) VR DI dr < ¢ [ IRt se (130)
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Portanto, levando (4.31)-(4.36) em (4.28), implica que

[ Ik ar < e

De forma aniloga, demonstra-se que

[ s ar <.
Assim, conclui-se que
{vf} e {h*} sio uniformemente limitadas em L2(0,T; V;*(Q)). (4.37)
De (4.29), tem-se
Nztlli-s < IR(YAZ)la-s + | Ri(g0) -5 + | Ri(GyR () R™(t) - VZ¥) || -
HIRL VR 0 T3+ LR s+ IRR S oA

+|Ri((a + 8) Vdiv(* R~ (t)) K (t)) [ - (4.38)

Estimaremos somente o dltimo termo de (4.38), desde que os outros termos sdo estimados
de forma andloga as obtidas anteriormente.
Temos que

|Ri((a + B)Vdiv(z* R} (£)) K (t))]| n-s
<c sup | < Vdiv(z"R™(t))K(t),w > |

lwllms<1
<c sup |(div(z*R7I(t)),div(wR™(t))]
lwlfms <1
<c “ iupﬂ V(R DIV (wR™H ()]
<RIV sup fwllm < e[V

wl|gs<t

e observando (4.27), obtemos
¢ 3
| IR (e + 8)Vaiv(H DR (D) K () -dr < [ [VH(r)2ar <.

Portanto, conclui-se que

{z¥} é uniformemente limitada em L?*(0,T; H™*(Q)). (4.39)
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Assim, de (4.26) e (4.37), usando o Lema de Aubin-Lions (Lema 1.4, Cap. 1), com By =
V(Q), po =2, B=H(Q), B, = V*(Q) e p; = 2, temos que existem v, A € L2(0,T;V(Q))
e subsequéncias de {v*} e {h*} tais que quando £ — oc, tém-se

¥ —s v e B¥ — h fracoem L*0,T;V(Q)),
vF —s v e B¥ — h fraco —x em L*®(0,T; H(Q)),
vf —s v, e h¥ — h, fraco em L%(0,T;V*(Q)),
¥ — v e h¥ —s h forteem L%(0,T; H(Q)),
Analogamente, de (4.27) e (4.39) com By = H}(Q),po = 2, B = H*(Q),p1 = 2 e

B = L*(Q), temos que existe z € L?(0,T; H}(Q)) e uma subsequéncia de {z*} tal que
quando £ — oc, tém-se

zF — 2 fraco em L%(0,T; Hi(Q)),

¥ — z fraco —x em L®(0,T; L*(Q)),
zF — 2, fracoem L%*(0,T; H™°(Q)),
¥ — 2 forte em L2%(0,T; L3(2)).

Passando ao limite em (4.18)-(4.20) de forma usual como em Lions ([22], p. 76), obtem-se
que (v, z, h) é uma solugdo fraca do problema (4.12)-(4.17), satisfazendo

(ve(8), @) + (1 + ) (VU)K (t), VeK (1) + (v(t)R7(t) - Vo(t), ¢)
~(R'(OR™}(t) - Vo(t), ¢) = (f(1), ¢) + r(R()R7N(t) - VA1), &)

(Y VEDA), ), (1.40)

J(ze(t), @) +v(Vz(t) K (t), VOK (1) + (a + B)(div (z(t)R7' (1)), div (6R7(2)))
+j((t)R7H(E) - Va(t), ¢) = JyR' ()R (t) - V(t), ¢) + 2x(2(t), ¢)

= (4(t),8) + X(Z: Vui(t) Ai(t), 8), (4.41)

(he(t), ) + v(VA(H) K (t), VYK (1)) = (yR'()R™(¢) - VA(t), ¥)

+(v(t)R7H(t) - VA(t), ) — (h()R™'(t) - Vu(t),¥) =0, (4.42)
Vo, €V(Q) e Vo € HAQ),
v(0) = vy, 2(0) = 2o, h(0) = hy, (4.43)

no sentido das distribuigdes sobre (0, 7). Isto completa a prova do Lema 4.3.
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Observe-se que (4.40) e (4.42) sdo vélidos V ¢, ¥ € V(Q).
Prova do Teorema 4.1

Pelo Lema 4.3, tem-se que existe uma solugao fraca (v, z,h) do problema transfor-
mado (4.12)-(4.17). Logo, para provar o teorema, observe-se que a solugdo fraca (v, z, h),
satisfaz:

—/T(v Gt + (u+) [

T T. T
a(t; v, ¢)dt +/ b(t; v, v, g)dt — / é(t; v, 2)dt
0 0

/ (f,¢) dt—i—r/ Bt b, b, ¢)dt+X/ ZV,.,A (t), 3)dt (4.44)
—]/ i)t + // dt+(a+ﬁ)/ (div(zR-1(t)), div (BR-1(t)))dt
+]/ dt—]/ (t: 2 dt+2x/ dt
=/O (g, qE)de/O (; Vi Ai(t), §)dt, (4.45)

T - T - - T . - T . ~
—/0 (, e)dt + V/O a(t: b, B)dt —/0 &(t; b, ) dt +/0 B(t;v, b, )dt
—/TB ¢ h,v,¥)dt = 0, (4.46)
V&, ¥, ¢ € (CHQ))® com soporte compacto C Q, div(gM™!) = div (v M) = 0.

A seguir, consideremos as fungdes testes ¢, ¢, ¥ € (C'I(Q))3 com soportes compactos
contidos em @ tais que diveg = 0, divy = 0 e definimos

Verifica-se que ¢, U, ¢ € (Cl(Q))3~, que os soportes de ¢, ¥ e ¢ sdo compactos contidos
em @ e que div(gM™!) =0, div(yM™!) =0.

Integrando por partes tém-se que
T
¢)dt — / é(t; v, g)dt = —/ det R(t) (v, ¢, )dt,

-/ "

/0 B)dt = /detR Z/Zﬁk, )5 g::d dt,

k=1

‘G(
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/T(;(t"u v, §)dt = Z / /detR(t (Lk—v )dydt,
0 1 Uy Uy J

k.j=1

/OT(div(:R'l(t)),div(q;R ))dt = /detR(t Zﬁkt 3y , dive)dt

k=1

onde zx é a k-ésima coordenada de yR(t). Usando as identidades obtidas acima em
(4.44)-(4.46), temos

T 3
—/ det R(t) (v, @)dt + (1 + x) Z/ / det R(t Z Bult a”’a“”’d dt
ij=1 k=1 a
9
- det R(t) (v ——v Ydydt = | det R(t) (f,¢)dt
> [ / o)yt = [
0g; 3 A
_rk;/ /detR ) (e h)dydt+x/ det R(t ; ), ) dt, (4.47)
--_]/ det R(t) (z, ¢y dt+’yZ/ /detR Z Br(t) 9z 8qﬁ]d dt
k=1 ay,a
a+ﬂ/ det R(t Zﬁk, a"“ -, div g) at

kil=1

j)dydt +2x / det R() (=, 6)dt
0

—]Z/ /detR

k,j=1

= /0 " detR()(G, 8)dt + X /OTdetR(t) (i Vo Ai(t), ¢)dt,  (4.48)

—/TdetR(t wtdth/ /detR Zﬂk, ah a‘/”d dt

k=1

+ Z / / det R(t hkﬂv,)dydt Z / / det R(t (vkgw’h)dydt (4.49)

k,j=1 k,j=1
Agora, consideremos a transformagao inversa
i — @
(ya t) — (yR(t),t),
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e observemos que det (J®~!) = det R™!(t). Portanto, tendo em conta (4.9) e fazendo

uma mudancga de varidveis nas integrais acima, temos:

Oz 0%

_/ u, ) dt + (1 + Xx) Z/ /Qfau]a%d dt — k_1/ /Qzuk-g:—zu,-dxdt

k,j=1

/ Yedt — T Z / bk (’V’b +x/ (rot w, ), dt,

T T ¢ dw.: 0o T .
——]/0 (w,qbt)tdt-!-'ykg;l/o /m—yiﬂdxdt—l-(a—i-ﬂ)/o (divw, div ¢): dt

Oz Oxx
(T 99; T
—j ,3:‘1/0 /m uka—“-wjdxdt-i-Qx/O (w, @) dt

T T
=/ (g, ¢)tdt+x/ (rotu, @), dt
0 0

Q. Oz Oxy

3 T wJ
- kﬁgl/o /Qtukaxkb_ dz dt.

T 3 T .
- [Ggdt+v S [ 955 %3 4zt + Z/ ——u]d:::dt
0 k=170

(4.50)

(4.51)

(4.52)

Assim, (4.50)-(4.52) e o Lema 4.2, mostra que (u,w, b) é uma solugédo fraca de (4.1)-(4.3)

e segue-se que

u, b€ L0, T; V() N L=(0,T; H())
w € L*0,T; HY(Q)) N L=(0,T; L*()).
) =

Por argumentos usuais demonstra-se que u(0 w(0) = wp e b(0) = bg.

4.3 Existéncia de solugoes fortes

4.3.1 Existéncia e unicidade da solugcao

Un andlogo ao Teorema 1.5, é o seguinte resultado:

Teorema 4.2 Com as hipdteses sobre €. Se ug, by € V(), wo € Hy(Q) € f, g €
L*(0,T; L*(Q,)), entdo eziste T,0 < Ty < T, tal que o problema (4.1)-(4.3) tem uma

unica solucdo forte (u,w,b). Além disso,

u, b € C(0. T V() e w e C([0,Ti): Hy()):
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Existéncia e unicidade da solugao forte do problema transformado

Considerando a projegdo ortogonal P: (L%(Q))? — }-I(Q), reformulamos o problema,
(4.12)-(4.17) como segue: encontrar

v, he ¢([0,T); V(Q)) n L¥(0, T; D(A))
e z€C([0,T}; H () n L*(0,T; D(B)),

satisfazendo:
ve + (1 + x)Av + P(wR™Y(t) - Vo) — P(yR'({)R™(t) - Vo)
= P(f) + P(thR™\(t) - Vh) + P(x i VaAi(t),  (4.33)

=1

jzt + 9Bz — (o + B)Vdiv(zR™ () K (t) + juR™'(t) - Vz
. 3
—jyR'()R™'(t) - Vz+2xz = g+ x D VuiAi(t),  (4.54)

i=1
he + vAh — P(yR'(t)R™!(t) - Vh) + P(uR™}(t) - Vh)
—P(hR7(t) - Vv) = 0, (4.53)
v(y,0) =v(y), 2(y,0) = 20(y), h(y,0) =ho(y) em Q. (4.56)
onde
A=—-PA e B=-A com A= i i(i Bt )ﬂki(t)i).
i1 O g 9y

k=1 {

Observe-se que A : D(A) < H(Q) — H(Q) e B : D(B) — L*Q) — L*(Q) com
dominio D(A) = V(Q)NH?*(Q) e D(B) = Hy(Q)NH?*(Q) respectivamente, sdo operadores
eliticos de segunda ordem e eles sdo caracterizados por:

(Av,w) = (Vo K(t), Vw K(t)), Vv &€ D(A), Yw e V(Q),
(Bz,u) = (Vz K(t),VuK(t)), Vze D(B),Vue H{Q).

Também, temos que A é um operador autoadjunto, positivo definido, com inversa A~! :
H(Q) — H(Q) compacta.
De fato, para u, w € V(Q), facilmente mostra-se que

(v, w)l < cllvllmllwllar e (Av,v) 2 clloliF

Entdo, pelo Lema de Lax-Milgram, para cada f € H(Q) = H*(Q) < V*(Q), existe uma
tinica v € V(Q) tal que

(Av,u) = (f,u), YueV(Q), istoé (Adv— f,u)=0 Vue V(Q).
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Logo, —Av — f = VpM~ para algum p € D'(Q) e desde que Av € L2(Q), resulta
p € HY(Q) ([40], p. 14).

Portanto, para cada f € fl(Q), existe uma tnica v € V(Q) N H2(Q) tal que Av = f,
assim, existe A7 : H(Q) — D(A), além disso,

AT T = 1Vol® < e[VuE@)]1* = ¢|(Av,v)| = e|(f,v)] < ellfllllell < IAITAT fllm,
isto &, ||A~Lf||m < c||fll, o qual implica que A~1 ¢ continua. i

Agora, desde que D(A) < V(Q) denso e a injecdo 1 () — H(2) é compacta (pois
HY(Q) < L?*(Q) é compacta) temos que A~!: H(Q) — H(Q) é compacta. Também ¢
autoadjunta. N

Entdo, por un resultado conhecido de analise funcional, o operador A~! tem uma
sequéncia decrescente de autovalores positivos {u;} com u; — 0 quando 7 — oc, e uma
sequéncia de autofuncdes {&*(y)}s2, tal que A-1@' = y; &, logo considerando A; = o e

L

desde que A~! tem rango em D(/i), temos

Ag =N, ¢ e D(A)

onde 0 < X < M < ... <M< ;\ hm/\=oc

- i—00
=t
Também, temos que {Z*(y) °§1 é uma base ortonormal em H(f), {‘?\—,(}ﬁ—)}fil forma uma

base ortonormal em V(Q) ( com produto interno (Vu K(t), Vo K(t)): u, v € V(Q) ) e
{%(iﬂ}fil é uma base ortonormal em H2(Q)NV () (com produto interno (Au, Av); u, v €
D(A) ). Consideracdes andlogas sio vilidas para o operador B e denotaremos com #; 0s
autovalores e com cf’)i(y) as respectivas autofuncées de B.

Agora, para provar a existéncia da solugao forte do sistema transformado (4.53)-(4.56)
usaremos o método de Galerkin espectral, para isto, consideremos as bases Hilbertianas
{F(y)}321 de V(Q) e {6 (y)}32; de H}(Q), os subespagos V* = span{¢'(y), ..., #*(y)} C
V(Q) e Hy = span{s*(y), .. ,d)"( )} € H}(Q) e as correspondentes projegbes ortogonais
P, : L*(Q) — Vk e Ry : L*(Q) — H;.

Para todo k > 1, definimos aproximacdes v, z¥ e h* de v,z e h respectivamente por
meio das seguintes expansoes finitas:

k -~
Z czk 95 zk(y7 t) = Zdlk(t)(f)l(y)? hk y7 z ezk 7 te (OvT)v
i=1

=1

satisfazendo as seguintes equagoes:

kb (u+ v)Av® + P(v*R7Y(t) - VoF) — Pe(y R'(t) R7Y(t) - Vo)
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= Po(f) + rP(R*R™\(t) - VAF) + ka(Zsf VzfA(t)),

i=1
jzF +yBzF — (a + B)Re(Vdiv(zFR™ (1)) K (t)) + jRi(vFR™1(2) - V)
3
—jRe(y R'(t) R7(t) - Vz*) + 2 x Ri(2¥) = R (§) + xRe(Y_ VuEA(1)),
=1
hY + vARY — Po(y R'(t) R™(t) - VA*) + Pi(v*R™1(t) - VAF)
—P (K R7(t) - VvF) =0,
v*(0) = Pyvg = v§, 2%(0) = Ryzo = 25, h¥(0) = Peho = AE.

Isto é equivalente & formulagao fraca:

(vf, ) + (1 + x)(Av*, ) + (VFR7HE) - V¥, 0) — (yR'(¢) R71(t) - V&, )

— (Frg) 4 TR R - VRS 0) 4+ X(C VA4, 9), (457)

=1

j(zF, 8) +v(Bz*, ) — (e + B)(Vdiv(z*R7 (1)) K (), ¢) + j(v*R7}(t) - V¥, )
k

—j(yR'(t) R\(t ) vk, 6) + 2x(:*, ¢)
= (3,9) + x(Z Vi Ai(t), ), (4.58)
(hf¥) + v(ARF, ¥) — (y R'(t) R7H(t) - VA, ¥) + (V*R7N(¢) - V¥, ¥)
—(h*R™(t) - Vvk,¥) = 0, (4.59)
Vo, veVF e Voe H,
v¥(0) = vk, 25(0) = 2k, h*(0) = A (4.60)

A nogéo de solugdo forte para o problema (4.53)-(4.56) é dada de forma andloga & definigdo
de solugao forte do problema (4.1)-(4.3). Com isto em mente, a seguir provaremos o
seguinte lema:

Lema 4.5 Com as hipdteses do Teorema 4.2, o sistema transformado (4.53)-(4.56) ad-
mite uma tnica solugdo forte (v, z, h) em um intervalo [0, Ty] comv, h € L®(0,T1; V(Q))N
L2(0,Ty; V(Q) N H3(Q)) e z € L=(0, Ty; HH(Q)) N L0, Ty; HH(Q) N H(Q)). Além disso,

v, h € C([0,T}; V(Q)), z € C([0,Th]; Hy(Q)),
v, he € L0, Ty; H(Q)), 2z € L*(0,Ty; L*()).

(
Prova. Como f, g € L2(0, T; L2()) entdo f, § € L%(0,T; L*(Q)), também v, kg € V(Q)
e 20 € H}(Q). Com estas hipGteses mostraremos que (4.53)-(4.56) tem uma tdnica solugdo
forte.
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Colocando ¢ = Av* em (4.57), temos

(vF, Av¥) + (1 + x)||Av¥)|? = —=(v*R™Y(t) - Vok, Av¥) + (yR/(H)R™L(t) - V&, Avk)
-~ -~ o~ 3 -~
+(f, Av¥) + r(RER7Y(E) - VA%, Avk) + (30 VzEA(t), Av*),
i=1
mas,

(v, Avk) = (VuFK (1), VUFK (1)) e

LG R(IP = (o, Ant) + (VoA (0, VoKD,

entao

S LAV DI + (0l AP = (VA K (1), VK (1)
—(v*R7Y(t) - Vok, Av®) + (yR'(H)R™L(2) - Vo*, Av¥) + (f, Av¥)
+r(h*R7L(t) - VRE, AvF) + x(fj VzEA (1), Avk). (4.61)
Usando a desigualdade de Holder, a desigualdade de Sobolev [ju|[;s < cl|ul|Y/?||Vul|/? e
a desigualdade de Young, estimaremos o lado direito de (4.61), como segue:
[(Vo*K(t), VR K (1))] < VoK (O VVE K (2)]]
SR OIIRTI @IV K@) < el Ve K (@))%,
[(VFR7H(E) - Vb, Aek)| < ([ RTHO sl Vo* sl Av¥|
< [ VEERTHEINREON VYK ()72 | A*|
< c|IRTONIRG PNV K ()] (VoK (8)) ][] Av¥|
< c[RTHOMNRGIPIVEK (@))% A* |2
< ClI VK (1)]I° + el Av|?,
(YR ()R (t) - Vb, A < [R'OI IR ONIRE yllol Vo K ()] [| Av¥|
< CIVUEK (8|17 + el Ao,
|(R*R7H(t) - VA, Avh)| < C[ VR K@ VA* |17 + el Avt]?
< CJRG)IFIVAE @I VA K@) V(VA*K (£))]] + €] Av¥|?
< CIR@)|PIIVH* K ()P ARF|| + ¢l Av*|?
< Cegl VR K (2)[1° + 8| AR¥|1* + €l Av¥|P?,
|(f, AF)| < ClFIIP + ell A2,

10> VzE A1), AF)] < [RTONIRONIIV K (]| Av*]
< C VK@ + ¢l Ak,
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desde que K'(t) = —K(t)(R'(t))'K(t), V@ERY(t)) = K(t)Vik e [|[V(VUEK (1)) <
c || Av¥||.
Usando estas estimativas em (4.61), para qualquer € > 0 e § > 0, tem-se

VO R @17 + (4 x| At

< c||VVFEK @)1 + c[|[VEEK @) + e[| VeF K (1)]|°
+¢||[VREK (t)||® + 5¢|| Av%||2 + 6||ARM|? + ¢ || FI)>. (4.62)

SRR
&IQ_

Observemos que Lz = 7Bz — (a+B)Vdiv (zR™'(t)) K (t) é um operador fortemente elitico
de segunda ordem, entao

(Lz, Bz) > 4||Bz|> = No [|V= K(1)|]%, (4.63)

onde Ny depende apenas de 7, a + 8, ||[R™'(t)|] e 9Q ([17], p. 70).
Logo, colocando ¢ = Bz* em (4.58) e usando (4.63), tem-se

VR ()] + YNBHP < Nol| VK (8| + j(VZK'(t), V2K (1))
—j(WFRY(t) - V=, BZ%) + j(yR' ()R~ (t) - Vz*, BZ¥)

N |,
&IQ_

3 -
—2x(2¥, Bz*) + (g, Bz") + x(3_ VuvfAi(t), BzF). (4.64)

i=1
Para os termos do lado direito de (4.64), temos as seguintes estimativas:

c||VZE(#)]?

(W R7H(1) - Vz, CollVF KON IVLK (O + ol B2*|)”
)-V

oo oo UJ! m:

n
o J\_/ N’
IANIN IN A IA

[(yR'()R™"(t) - V£F, CollV*K (1) *HTHB;ZICH2
(2%, Bz CollVZ* K (t)))* + o] B2*||?
(g, B=* Collgl? + ol B2*I?
ZkaA (t), Bz%)| < CoIVV* K (1| + ol|B2*”.
i=1

Levando estas estimativas em (4.64), para qualquer o > 0, obtem-se

LENTERWIP +IBH < eI VAR + e[ VAR + 50l B
e [VAR@O[IVFR @I + gl (4.65)
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Analogamente como para (4.62), pondo ¢ = Ah¥ em (4.59), tem-se
ld k(41112 ink(|2
57 IVAK @I + vl AR7|
< cl|VREK(®)]1P + ¢ [V K ()| VA K (2)]| + 3 6]| AR¥|®
+c || VREK (1)]|*| Vo K (8)])2 + €] Avk|, (4.66)

Logo, somando (4.62), (4.65) e (4.66), resulta
1d .
57 IVEK @I + VKO + IVAEK@)]1)
+(p 4+ ) AVF|? + 7l B2F||? + v|| An¥| 2
< c|IVEK )P+ IV K @145V K (@)]]* + e 5l VK ()]
+e [|VUEK @I VREK (O + e [[VREK (1) + e [[VRAK () |1*| Vo K (¢)|]*
+e [VOFK (O + e [VAEK (8)[|° + |1 £11* + e[|l + 6el| Av*|?
+44 || ARK|? + 50 || Bz*||?

e considerando € =

©+ X v y
, 0= = = —, tem-se
12 g C9 7 gt

d - b . v
a-t-(IIka\ O + VK@) + [[VAK (1))
+(p 4 )N AP + 71| BF? + vl ARSI
< c(IVEE @2 + VKON + IVRE (1))
+e (| VR @)1+ 5IVE @) + IVAAK @)1P) + e 11 + cllall*.
Portanto, temos a seguinte equagao diferencial:

-j—t&k(t) +CH(t) < cB*(1)* + B4 (1) + o1, (4.67)

onde, 6%(t) = [[Vo*K(1)|1? + jlI VK ()2 + [VAEK ()17 e ¢H(t) = (i + x)llAH]” +
YIIBz¥||* + v|| AR¥||*. Em particular,

in(t) < 05 (t)® + cOF(t) + ¢

dt
Consideremos a equagdo diferencial
d
S5 = et +ee(n) +e
5(0) = 607
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com 8y = ||Vg K(0)||? + 7| V2o K(0)]|2 + ||V ho K(0)||2. Entdo, aplicando o Lema 3 dado
em Heywood([15], p. 656), existe T1 € (0,T], (T1 < T(6)), tal que 8%(¢) < £(¢,8), Vt €
[0, T].

Portanto, integrando a desigualdade diferencial (4.67) de 0 a ¢ (¢t € [0,T}]), tem-se

IV K @I + IV OK O + VO K @)
) [ IAr @) Pdr 4 [ [1BAE)|Pdr +v [ A8 ar
< Voo KO + jlIVz0 K ()| + 1| Vo KO
ve [ @mb)drve [ enb)dr+at=Fol). (469

Mas, como

Vo0 < IREIEITHOK @I < sup (IROIPRE©) < e

de (4.68), concluimos que
{v*}, {h¥} sdo uniformemente limitadas em L>®(0,T}; V(Q)) N L(0,Ty; D(A)) (4.69)
e {z¥} é uniformemente limitada em L®(0,Ty; H(Q)) N L*(0,Ty; D(B)). (4.70)
Agora, colocando ¢ = v¥ em (4.57), ¢ = zF em (4.58) e ¥ = h¥ em (4.59), temos
ozl = —(u+ x)(flv", vf) — (VRT(E) - VR, of) + (R (R™'(2) - Vb, uf)

(08 + (R0 - TR )+ (3 VEEAD, 1),
i=1
A + <a§3)d||dw<’°R-l<>>n2 (B, 28) - SR -V, )

+(a + B)(div(z*R7' (1)), div(z*(R7}(t)))) + SR (ORI (1) - V25, )

3
—2x (2%, zf) + (g, =) + x Z
|hEI1? = —v( AR, Bf) + (yR’(t)R‘1 t) - Vh*, hf) — (v*R™H(t) - VR*, hf)
+(hER™(t) - Wk, BE).

De isto, usando a desigualdade de Holder e a desigualdade de Young, temos
lefll® < ellAvH|? + e[k R7H(8) - VAP + clly R/ () R () - Vok||® + e || FI)®

3
+e[[R*RTHE) - VAR + el 30 VA1, (4.71)

i=1
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= + (o + 8) —lldw( FRTHE)IP < | B|1P + cllvkRT(2) - V24P
+c ||dw(J°R HO)H Idiv(ZF(RT @) + e lyR ()R (t) - V|2

3
+e[|lZF12 + e llgl]® + eI > VuF A%, (4.72)
i=1
1REI1P < el ARK|? + e iy R (t)R7H(2) - VA*|P + c|lv*R7H(2) - VA*|1?
+c||[R*R7I(t) - VoF|2 (4.73)

Logo, tendo em conta (4.69) e a imersao de Sobolev H?(Q) «—» L*°(Q), obtemos a seguinte
estimativa:

IWCRTHE) - VOHP < [l RTHB)1l VI1® < el RTH)IP) AvF |12 Vo2
< e sup [[RTHOIPIVEP A < el Avt|2.
0<t<T
Analogamente,
IR*RTH(t) - VAHP < el ARSI,
[W*RTHE) - VP < cf| A,
lW*R™Y(t) - VRH|2 < c|| Av¥||?,
IBER7H(t) - VP < | ARF|2.
Também,
lyR (R (1) - VP < [[ROIPRT Oyl 7 I V2 < e [VUF|?,
lyR'(t)RH(2) - V252 < e[V
lyR'(R7I () - VAHI2 < ]| VA,
3
I VAW < V2P
i=1
3
!IZW"A W2 < el Vo).

Observando que

K(t) = (R7Y(t)!, V(z*R7'(t)) = K(t)Vz* e K'(t) = —K(t)R'(t)K (t), tém-se

(3]

Idiv (FRTH0)) £ IIVEERTH O = IK() V]| < e[ V2H],
[div(=F(RT ()M < IVEHRTIO)I = IR () V| < ||V,
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Entao, levando estas estimativas nas desigualdades (4.71)-(4.73), e integrando de 0 a
t (t €[0,71]), obtemos

[ IkeIPar < [ QAR + AR ) P)ar
ve [LIVH@IR + IVekE)IRar +e [ 1P
j [ @I + (o + DlldivORM P < ¢ [ QARI? + 1BH)P)dr

ve [UVH@IP + IVt +e [ (#EIF + 130)IPdr
+(a -+ B)|ldiv(* QR O],
[ s < e [IvaH@IRdr+ ¢ [ QAFOIR + A

Observando (4.69),(4.70), (4.26),(4.27) e que ||div(z*(0)R=1(0))|| < ¢||V 2], obtemos

U @I? + 3157 + k)P < Fi) (474)

para qualquer ¢ € [0,7}]. Portanto,

)
(0
Av

u&
v

{vF} e {h¥} sdo uniformemente limitadas em L?(0,Ty; H(Q)) (4.7
e {zF} é uniformemente limitada em L?(0, T; L*(f2)). (4
De (4.69) e (4.75), concluimos que existem v, A € L=(0,Ty; V(Q)) N LQ(O,Tl;D(/i)) e
subsequéncias de {v*} e {h*}, tais que quando £ — oc, tém-se
v* —s v e h* — h fracoem L%(0,Ty; D(A)),
¥ —s v e h¥ — h fraco —x em L®(0,Ty; V(Q))
v — v, e h¥ — by fracoem L%(0,Ty; H(Q)).
Similarmente, de (4.70) e (4.76), existe z € L*®(0,Ty; HL(Q)) N L*(0,Ty; D(B)) e uma
subsequéncia de {z*} tal que quando kK — oc, tém-se
- z* — 2 fracoem L%*(0,Ty; D(B)),
¥ —s 2 fraco —x em L*®(0,Ty; Hy(Q))
¥ — 2z, fracoem L%(0,Ty;L%(Q)).

Logo, usando o Lema de Aubin-Lions (Lema 1.4, Cap. 1), com By = D(A), po=2, B =
H(Q), p, =2 e B =V(Q), temos que

v* — v e h¥ — h forte em L2(0,Ty;V(Q)).
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Analogamente, tomando By = D(B), po=2, Bl =L*Q), ;. =2e B = H}Q), temos
¥ — z forte em L2(0,Ty; Hy(Q)).

Agora passando ao limite (4.57)-(4.59) em forma usual como em Lions ([22], p. 76), temos
que (v, z, h) é solugdo forte do problema (4.53)-(4.56) satisfazendo

(velt), ©) = (1 + ) (Du(t), ©) + (v(t)R7H(t) - Vu(t), @) = (R ()R (1) - Vo(t), )
3
= (f(t),¢) + r(R(t)R7}(t) - VA(t), ) + x ZV zi(t) Ai(t), ), (4.77)

(t), 6) — (o + B)(Vdiv(z()R™(t )K(t),cb)

j(ze(t), ) — v(Dx(t )
+i(v(t)R7I(t) - V (t) ¢) — J(yR'()R71(t) - Vz(t), ) + 2x(=(t), §)

= (3(t), ) + x<5_: Vui(t)Ait), 9) (4.78)
(ha(£),0) = v(A(E), §) = (YR (R () - Vh(t), ¥) + ()R (8) - VA(), ¥)
—(R(t)R™'(t) - Vu(t),v) = 0, (4.79)

Ve, yeV(Q) e Ve HY ),

no sentido das distribuigdes sobre (0,7;). Observe-se que (4.77) e (4.79) sao validos
Vg, v elVQ). i

Para provar a continuidade, temos que v;, hy € L*(0,Ty; H(Q)) e v, h € L*(0,Ty;
D(A)) , entdo por interpolagdo (Lema 1.5, Cap. 1) tem-se que v, h € C([0,T1]: V()
quase sempre. Analogamente, o fato que z € L2(0,Ty; D(B)) e z € L?*(0,Ty; L3 (),
implicam por interpolacdo que z € C([0,T1]; H}(2)) quase sempre.

Agora demonstraremos a unicidade da solugao.

Suponhamos que (v', z!, k') e (v2, 2%, h?) sdo duas solugdes de (4.53)-(4.56) para os
mesmos g, 2o € hg. Definimos

2
v=0ov'—v? z=z'—2% h=h'-hRE

Entao, temos que v, z, h, satisfazem:

(v, ) + (1 + x)(Av, ) = =(v'R7H(t) - Vv, ¢) — (VR™H(2) - Vo, )
+R' (R™Ht) - Vu,¢) + r(hPRH(t) - Vh, ¢)
3

+r(hRR7H(t) - VR, @) + x(3 VzAi(t), @),

=1
3(ze, 6) + (Bz, 6) + 2x(2, 0) — (o + 8)(Vdiv(zR™ () K (1), ¢)
= —j(tR7(t) - V', ¢) — j(W*R7I(t) - Vz, )
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+7(yR ())R7H(t) - V2, ) + x ZWI (), ),

(he, ) + v(Ah, ¥) = (yR'()R™(t) - Vh,9) — (wR™!(2) - VA, 9) — (V*R™!(t) - Vh, )
+(hR7Y(t) - Vo', ) + (K*R71(t) - Vv, ),

Ve, yeV(Q) e Ve HHQ),

v(0) =0, 2(0) =0, A(0) =0.

Agora, colocando ¢ = v, ¢ = z e ¥ =rh nas igualdades acima, temos
sl + (m+ X)IVOK (8| = —(vR™H(t) - V?,v) + r(R*R7H(t) - Vh,v)
3
+HyR ()RL(t) - Vu,v) + r(hR7'(2) - VR, v) + x(D_ Vi Ai(t),v),

i=1

3l + VKO + 2217 + (e + )ldiv(R 1) P

= —j(vR™}(t) - Vz',2) + jJ(yR'(O)R™'(t) - Vz,2) + x(O_ Vv 44(t), 2),

i=1
§E||h||2 +1v||VAK ()| = r (yR' () R™1(t) - Vh, h) — r(vR™}(t) - VA, h)
+r(hR™Y(t) - Vv', h) + r(h2R™(t) - Vv, h).
Logo, somando as igualdades acima e observando que
r(h2R™Y(t) - Vh,v) + r(h*R™'(¢) - Vv, h) = 0,
tem-se

1d

5 7 I + 3l + rllAl) + (e + ) VoK @O + A V=K@

+rTRR (O + 2ol + (@ + ) Jdiv (=R )]
—(vR™\(t) - Vo, v) + (yR(OR™M(E) - Vo,v) + r(hR(t) - VAL, v)
B -V ) + RO Vers) 4 r ROR) - Vot

—r(vR'vl(t) - VA h) +r(hR7YHt) - VUl h) + x(i Vz; Ai(t),v)

x(zaj Vu; Ai(t), 2). (4.80)

Usando a imersdo de Sobolev H'(Q2) — L*(f2), temos a seguinte estimativa:

[(RR7H(t) - VAL v)| < [RRTI Ol VA I sllvll < e[V (RRTH(#))[I| ARl [f|
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< cIKOVAIIARMlllv]| < clIVRE (@)1l AR [flv]
< Goll ARM[P|lvll* + SIVAK (1),
Analogamente,
(WRH(t) - V% o) < CellAV|PJo]® + el VoK ()7,
(WR™Ht) - V2t 2)l < Cel|B2|Pllz])® + el VoK (8)1%,
((WR™H (1) - VAL R < CAlARMPIIA]® + £l VoK (1)1,
[(RR™H(t) - Vo', B)| < Coll Avt|P(|Rl)? + 8|| VRE (8)]1%.
Também,
(WR'(OR™H(E) - Vo,0)] < Cellvl]® + <[ VoK (#)]]7,
(WR'(OR7I(t) - Vz,2)| < Collzll” + ol V2K (1)1,
: < Gslihl® + 8 IVRE (1)1,

Collvll? + ol V2K (®)]1%,

™
<
)
=
&
IN

Cellzll* + &l VoK ()™

Y
4
&

=
&
IN

Entao, com apropriados £ > 0,0 >0e § > 0, levamos as estimativas obtidas acima em
(4.80), obtendo

-j—t(livﬂ2 + 3112l + rllAIR) + (1 + )oK @)1 + [ V2K (@)

+rul|VAE ()| + dx||2]|* + 2(a + B)lldiv(zRTH(E)I1* )
< e (Il + izl + rllAI?) (1A ® + LARY + [ Av** + [1B2H1* + 1)

e integrando de 0 a ¢, tem-se
IO + 5= + TR < O + 5112001 + 7RO
+e [ ()P + Izl + rliAE)IP)(r)dr

onde £(t) = [[Av' ()] + | AR ()|]* + | A (@)I|* + 1B (1)1* + 1.
Apllcando a desigualdade de Gronwall, vem

(12 + 3101 + rlIA@I < (O + 1)1 + rAO)) exp [ &(r)ar)
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t
e usando (4.69)-(4.70), tem-se que /0 &(r)dr < c.

Portanto, a tltima desigualdade implica v(t) = z(t) = A(t) = 0, isto é, v' =%, z' =
z? e h' = A%, mostrando a unicidade da solugdo (v, z, h).
Isto completa a prova do lema.

Prova do Teorema 4.2

Observe-se que a solugao forte (v, 2z, h) do problema transformado (4.53)-(4.56), satis-
faz (4.77)-(4.79) V ¢ € H;(Q), Vg, ¥ € V(Q) e no sentido das distribuigées sobre (0, T}).
Entdo (v, z, h) satisfaz:

[ e @t — (49 / " (v @i~ [ GROR) - Vo, )t
+/ (VR™M(t) - V, G)dt = /T'(f
+x/ ZVZA(L‘ ), &)d (4.81)

Ty
Vdt + 7 /O (RR™\(t) - Vh, @)dt

‘Gl

j/oﬂ(zt,&)dt—ﬂ,'/oﬂ (Az, ¢)dt—j/0 (yR' ()R (t) - Vz, ¢)dt
~(a+8) /T‘(Vdiv(~R—1(t))K(t) g)dt + '/T‘(UR-I(t).v $)dt + 2 /T' (z, @)dt
0 hd ’ J 0 “3 X 0 ?
T - 3 ~
= [ (@ dd+x [ (X IuAi), dt, (4.82)
0 0 =
" by D)t — V/T'(Ah z/S)dt—/T'( RI()R™Y(¢) - Vh, &)dt
/(; ( ty 0 Y ’

T -
+ / (WR™Y(t) - Vh, ¥)dt — /0 (RR™'(t) - Vo, 9)dt = 0, (4.83)
V&, ¥, ¢ € (CH(Q))® com soporte compacto C Q, div (gM™!) =0, div(yM~) =0.

A seguir, consideremos as fungdes testes ¢, ¢, ¥ € (CY(Q))® com soportes compactos
contidos em @ tais que divg =0, divy = 0 e definimos

¢(y,t) = det R(t) ¢(yR(t),1),
¢>(y, = det R(t) (yR(t),1),
W(y,t) = det R(t) Y(yR(t), ).

L
~—

Verifica-se que &, ¢, ¥ € (CY(Q))?, que os soportes de ¢, é e 9 sdo compactos contidos
em Q e que div (M) = div(vyM~') =0.
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Entdo, usando as identidades obtidas acima em (4.81)-(4.83), temos

T T -
A det R(t) (v; — yR'(t)R™*(t) - Vv, ¢)dt — (1 + X) det R(t) (Av, ¢)dt
0

+ /OT det R(t) (vR™}(t) - Vv, g)dt = /Oﬂ det R(t) (f, ¢)dt

47 /0 " det R(t) (RB-\(t) - Vh, @)dt + x /0 " det R(t) (zaj Vi Ai(t), @)dt, (4.84)

i=1

T T -
j / det R(t) (z, — yR()R™'(t) - Vz, §)dt — ~ / det R(t) (Az, ¢)dt
0 0
T
—(a+0) /0 det R(t) (Vdiv(zR™1 (1)) K (t), ¢)dt

T T
+j det R(t) (vR™}(t) - Vz, @)dt + 2x | det R(t) (z, ¢)dt
A v

= [ det R(t) (G, 8)dt + x /0 " det R(t) (ﬁj Vo Ai(t), o)dt,  (4.85)

0

/0 " det R(t) (hy — yRU(OR-M(2) - Vh, )dt — v /0 " det R(t) (Ah, v)dt

+ /0 " det R(t) (wR™Y(t) - Vb, ) dt — /0 " det R(t) (RR-\(t) - Vv, w)dt = 0. (4.86)

Agora, considerando as defini¢des dadas em (4.9) e a transformagio &' : Q — Q
definida em (4.8) ( isto é, ®~!(y,t) = (yR(t),t), com det(J®~') = det R*(t)), fazemos
uma mudanga de varidveis nas integrais de (4.84)-(4.86), obtendo:

T T T
/O/Qlutgsd:cdt—(u—i—x)/o /QtAugadxdt—%/o /Qtu~Vugadxdt

T T Iy
:/ f*’d”t”/ / h'Vh¢dxdt+x/ / rot w ¢ dz dt, (4.87)
0 0, 0 Q 0 o,
T T -
j/O /Q wtédl‘dt—’Y/O . Awqbdxdt—(a—}-ﬂ)/() /Q Vdivw ¢ dzx dt

T] TI
+j/ / u-Vw¢dxdt+2x/ / w b dz dt
0 (o1 0 Qe

T] Tl
=/ / gqbd:rdt-{—x/ / rotu ¢dzxdt, (4.88)
0 Q, 0 Q
T] Tl Tl
/ btwd.rdt—u/ / Abwdxdt-i—/ / u- Vb dz dt
0 0, 0 [¢1) 0 0,
T
—/ b Vuydrdt =0, (4.89)
o Ja,

Vﬁzv ¢7 ¢' € (C‘l(é))'} com di\'g&‘ = dl\"lr/) =0.
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Também, desde que pelo Lema 4.5, v, h € L*(0,Ty; V(Q) N H*(Q)) N L0, Ty; V(Q))
e z € L*(0,Ty; HY(Q) n H3(Q)) N L>(0,Ty; H{(Q)), entdo dos resultados do Lema 4.2,
segue-se que

u, b€ L*(0,T; V() N H}(Q,)) N L=(0,T; H()),

w € L*(0,T; Hy(Q) N H2(Q,)) N L®(0, T; L*(Q)).
Por argumentos usuais mostra-se que u(0) = ug, w(0) = wy e 5(0) = by, demonstrando
assim que (u,w,b) é a tnica solugao forte do problema (4.1)-(4.3).
4.3.2 Mais regularidade da solugao

Dando hipéteses mais fortes sobre os dados iniciais e a matriz R(t) (que define os conjuntos
), temos o seguinte resultado:

Teorema 4.3 Além das hipdteses do Teorema 4.2, assumimos que ug,by € V() N
H*(Qo), wo € H}(Qo) N HXQy), o € C?*0,T] e fi, g¢ € L*(0,T; L*%)). Entio a
solugdo (u,w,b) satisfaz

u, b € LOO(O,Tl, HZ(Qt) n V(Qt)),ut, bt € LOO(O,T]_,H(Qt)) N L2(0,T1; ‘/'(Qt)),
w € L®(0,Ty; HA(Q:) N Hy (), we € L0, Ty; L3(Q)) N L*(0, Ty; Hy (Q))-

Além disso, temos que
u, b e C'l([(), Tl], H(Qt)) N C([O, Tl], HQ(Qt) N V(Qt)),
w € Cl([()’ Ti); Lz(Qt)) NC([0, Thj; HQ(Qt) N H&(Qt))-

Mais regularidade da solugao do problema transformado

Lema 4.6 Com as hipéteses do Teorema 4.3, a solugdo (v, z,h) do problema transfor-
mado (4.58)-(4.58) dada pelo Lema 4.5, satisfaz

v, h € L®(0,Ty; V(Q) NHYQ)) e z€ L™(0,Ty; HY(Q) N H*(Q)).
Além disso,

v, h € C'([0,Th); H(Q)) N C((0, T1); V(Q) N H*(Q)),
z € CY([0, TL}; L3(Q)) N C([0, Tu]; Hy () N H*(RQ)).
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Prova. Por hipétese f, g. € L*(0,T; L?(Q:)) entdo f;, §. € L%(0,T; L3(Q)) e desde que
ug, by € V(Qq) N H*(Qp), wo € HE(Qo) N H?(Qy) temos que vy, by € V() N H?(Q) e
wo € HNQ) N H(Q).

Para provar o lema, precisaremos de melhores estimativas para v¥, zX e h*.

Para isto, derivamos (4.57)-(4.59) com respeito a t, logo colocando v = vk, ¢ = zF e
¥ = rh¥ respectivamente, temos

thHv FZ+ (1 0IVUER O = = (1 + x) (VUK (1), Vo K (1))

—(p+ x)(VvEK (t), VoEK'(t)) — (vER71(t) - VuF, vf) — (v (R™1(1)) - Vuk, o)
+(YR"()R™I () - V&, of) + (yR'@) (R (1)) - Vok,of) + (R () R7H(t) - Vg, vf)
+(fe, v + r(RERTY(2) - VR*, oF) + #(R*R™1(2) - VR, vF) + r(AE(RTI(2)) - VR*, vf)

3 3
+x(3 Vai, Ault), vf) + x( VE A1), vf), (4.90)
d =1 i=1
%—Hpt I + V2, KO + 2126 1” + (o + ﬂ)lldiV(Z§R'1(t))ll2

—v(VZEK'(t), Vz{ K (1)) ~ 7(VZ*K(2), Ve K'(8) ~ 5(uf RTH(t) - V25, 2)

=N (RTHB) - V25, ) + (g R (ORTH(E) - V5, 2f) +J(yR'(t)(R'1( 1)) - V¥, 2))
+i(RO)R™(t) - Vi, 2) + (G, ) — (a+ﬁ)(dw( S(RTHY)Y), div(z R7H(1)))
—(e + B)(div(z*R7!(t)), div(z (R7}(t))) + x Z Vo Ai(t), #)

i=1

3
+x(Z VuEAj(t), zf), (4.91)

||h’°u2 + ru||VREK (8)|]° = —rv(VRK'(t), VREK (1)) — ru(VR*K (t), VREK' (1))
—r(yR"(t)R™(t) - VA*, Bf) — r(yR/()(R7}(2)) - VA, y)

—r(yR'()R7}(t) - VA, hf) = r(vfRT}(t) - VA*, Bf) — r(v*(RT(t))" - VA, Bf)

+r(hERY(t) - Vok, hE) + r(RE(RTI(8)) - Yok, BE) + r(RER™I(¢) - Vuf, Rf).  (4.92)

2dt

A seguir, estimaremos o lado direito de (4.90)-(4.92).
Observando que K'(t) = —K(¢)(R'(t))*K(t), para qualquer ¢ > 0,0 > 0e o > 0,
temos
c||VOEE @) Ve K (2)]
C:(| V| + el Ve K (1)),
CAIVvF||? + ¢|| VUEK (1)])2,
CL VR + ol VAR (1)]?,

(1 + x)(VO*K' (1), Vg K (1))

(1 + x)(VVEK (1), Vg K'(t))]
lrv(VR*K'(t), VhEK (1))

VAN VAN VAN VAN
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lrv(VR*K (t), VREK' (1))
IV (VZ*K'(t), VZ{ K (t))]
V(VZFK(t), VZEK' (1))

Para os outros termos, observando que (R™!(¢)
imersdes de Sobolev H!(Q) — L*(Q) e H*(Q) —

0,>0e0c >0, tém-se

(v RTH(t) - Vu¥, 0))]

[(W* (R () -

[(yR"(t)R™H(t) -
(YR (E)(RTH(1)" -
[(yR'(t)R7H(t) - V'Ut,
I(ft,

vy)]

Ij(vt )
(v (R
li(yR"(t)R™
iy R (¢)(R™

|7 (yR(t)R™

() V"?f
(1) - V¥, zf)
Ht) - VR z)
b)) - V¥, 2f)
He) - vzta tk)
)
)

|(9t71~
a + B)(div(z*(R7(t))"), div(zf R™'(t
a + B)(div(*R7\(¢)), dW(%( (t))'

IX(Z vvzktAl(t)v ztk)l

|
I
|
|
l
|

)l
| )l

—~

<
<
<
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ColVREII® + ol VREK (DI,
Csll V2412 + 8l VZ K (1),
Csll V2|1 + 6l Vz K (1)1,

" = —RYt)R'(t)R7*(t) e usando as
L>(Q), para qualquer n > 0, >

[0 R™H () rall Vol al g |
c||VoFK ()|l Av*|lllve |
Cell Av*|P|lwfl)? + e[ Vvf
c|lv |l VoF il raflu e
CellAv*|® + || VuE K (1),
c||VuF[ll|lvfll < Gyl VuF|? + nllvf|f?,
Coll V5|12 + mllvf |2,
Cellvf|® + el Vus K ()12,

Coll fell* + nllvfll?,

Cll AR ||| Ag|? + el| Vo K (1),
CllARF|I? + ¢l| Vo K (1)1,

K@),

Csllugll* + 81V K (817,

C,,HVZ’CH? + 77”% “2

C.|| B2*|1%| 25|12 + el VUF K (1)1,
Csl| Bz + 6| VzEK ()],
CollVZFI1? + 011217
C,,||Vzk||2 +1n7J H"t H2

Csllzf|* + 6| V2E K (1)1,
Collgeli® + n3 1125117,

Csl| V251> + 8| V2EK (1)1,

Csll V25 + 8| VZEK (1)),

Cell=/ 1 + el Ver K ()17,



ZVU"A ) < CollVuH 1P+ nill=l
|7 ( R”(l‘ 1(t) VhE B < ClIVAHIP + e |lAfl?,
Ir(yR'(t)(R™'(t))' - VRS, B)| < ClIVAH|1? + nr|Rf))?,
|(?JR'() Ht) - VR R < Cor||hSI? + ol VAEK (1)),
lr(% Lt) - VRS RO < CllARMPREIP + el Vof K ()17,
Ir(W*(R7I(t))" - VRE,BE)| < CL||ARM|P + ol VAK ()%,
Ir(hER™N(t) - Vok, BE)| < CL||AVF|||RE||? + ol [VAEK (1)]2,
Ir(RE(R7H(E)) - Vb, hE)| < CLl|Avk||% + ol VAFK (1))

Levando estas estimativas em (4.90)-(4.92), temos

1d
571 + (e + 0V K (8)]2

2dt
< Tel| Vo K (4|2 + 8| VK (O + Ceall V0 I1* + Col VA2 + Cyll ol
+C:([|AvH? + L ARF|?) + Cll AR P12 + Cell AP0 || + Cegallvf]l?,

jd § . e
sl I+ VRO + 21211 + (o + B)lldiv(zf R (1))

2d
< 68|V K ()| + 2| Voi K ()1 + Cyll VOH||? + Canll V2*1* + Gl gelf?
+Cl| B2 + Cll B |PY| 811 + Cegn 3 12117,

d .
SIREE + vl VALK ()]
< 60| VASK (8)|1* + &l VeF K ()| + Col| VA + Co || A*|?
+C|| AR PRI + Coll AV IPIAEN? + Co v RENI.
Somando as desigualdades anteriores, temos
1d , . . . s
57 el + i1z + rllRg (%) + (1 + ) VoK @) + 2]V K ()]
+rv||VhEK ()] + 2xlzf 1% + (o + B)lldiv(zr R™ (1))]?
< 10:]| Vor K (t)|1° + 76}V K (2| + 60| VA K (1)
+e (V)P + VAP + VRSP + e (Al + 113"
+e (AR + AV P[uf? + B2 17112117 + | Av*P1AE1%)
+e (| AVI® + [ B2FIP + 1| A1) + e (lofIlP + 5 112117 + 7 A1)

Logo, escolhendo ¢ = £ ;;) X 5= 1’):1 o= 7{;, tem-se a seguinte desigualdade diferencial:
d ok k .
—65(t) + C(8) < €5(t) + 6% (t)n* (1), (4.93)
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onde

0% (t) = o (OI” + sllz @117 + rllAg ()],

C*(t) = (p+ VUK @) + IV (KON + rol VAL () K (2],

n*(t) = c (14" )1 + B @) + I AR5 + 1),

&8(t) = c(IVe* @I + IV @I + VR @)1 + 1 £ + 1317 + 1A ()1

+HIB (O + | AR (0)]?).

Agora, observando (4.26), (4.27), (4.69), (4.70) e as hipéteses sobre ft, Gt integramos
(4.93) de 0 a t, obtendo

0% (t) + /Ot CH(r)dr < /Ot 0k (r)nk(r)dr + ¢ + 6%(0). (4.94)

Podemos provar que 6%(0) = [|[v5(0)]|? + j||zF(0)||? + r||A¥(0)||> < ¢. De fato, de (4.57)

com ¢ = vf(0), temos

eI < el AO)[[uf ()1 + e llv* (O) el VL (O) ] rallvi ()] + e lw* (O [z (O]
+IFO)[Iwf )] + ¢ [1h* ()1 | VA*(0) | allvs (O] + ¢ IV () Il (O)]],

1/2

logo, usando a desigualdade de Sobolev |Jull;s < c|lul|'/?||Vu||'/? e a desigualdade de

Young, tem-se

lf @I < ell A )] + eIVl Av* ()2 Vo* (0) /2 + ¢ || VL (0)]
HIFO) 1+ c[[VA @I AR QI VA* Q)12 + e[| VZ*(0)]
< e[| AHO)[] + el VHFO)I1° + ¢ IV (Ol + 1/ (0)]] + ¢ [| AR*(0)]
+e[[VRHO)® + e[| V25 (0)].

Mas, pela escolha de v&, z& e hE, temos

|4 )] < lAwll,  [[ARF©)] < [l Aholl,  IVY*(0)]] < [ Vwoll,
IV50)| < [[Vzll, VA0l < [IVhall,

portanto, como vy, hy € HX(Q) NV(Q), 20 € HXQ) N HY(Q) e f € C([0,Ty]; L)),
deduz-se uma estimativa para |[vf(0)|], isto &,

lvf )| < ellAvol + ¢ Vo> + ¢ Vuoll + cll Aholl + ¢ [|Vhol® + ¢ | V2ol + ¢ < c.

De forma andloga, obtem-se uma estimativa para ||z5(0)|| e ||h¥(0)||. Assim 6%¥(0) < ce
(4.94) implica

k() + /Ot CH(r)dr < c+ /Ot 0 (r)nk(r)dr.
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Agora, observando (4.68), temos
/ot n*(T)dr < c Fy(t) + ct.
Entao, aplicando a desigualdade de Gronwall, obtem-se
6% (t) + /Ot C*(r)dr < c exp(c Fy(t) + ct) = G(t), Vt e (0,Ty).
Assim,
[k @I + I + BRI + ¢ [ 190k K () ar
+c /Ot |V2f(r)K (7)]|%dT + ¢ /Ot VRN (T K (7)||%dT < e (4.95)

Logo, observando que ||[Vvf||? < ¢||VuFK (¢)]|?, concluimos de (4.95) que
{vf}, {r¥} sdo uniformemente limitadas em L>(0,Ty; H(Q)) N L0, Ty: V() (4.96)
e {zF} é uniformemente limitada em L*=(0,Ty; L3(Q)) N L2(0, Ty; HX(Q)).  (4.97)
Agora, colocando ¢ = Avk e ¥ = AR* em (4.57) e (4.59) respectivamente, temos
(1 + )| Av|]? = —(vF, Av*) = (V*RY(t) - Vo, Av%) + (yR'(£)R™1(t) - Vo, Av¥)
3
+(f, AvF) + r(hXR7(¢) - VAE, Avk) + (D VF A1), Aut),
=1
v||AR%||2 = —(h¥, AR*) + (yR'(t)R™1(t) - VA, ARF) — (v*R71(t) - VR*, ARF)
+(R*R71(t) - Vuk, ARF).
Usando estimativas andlogas s estimativas obtidas para o lado direito de (4.61), como
também o fato que |(vf, Av¥)| < Ce||vf||* + ]| Av¥|]?, tém-se
(420N AVHP < Cellvgfll® + CellVOHI® + Cel VoM + Call fII + Ce sl VA¥|I°
+C[IV2H|1? + 81| AR¥||? + Bel] AvF %,
v ARFIP < CollRg|)? + Gl VAE|I® + Col| V¥ ||*| VR*(1? + Ce ol V¥ VA4
+ell AvF|? + 45]| AR¥|)2.
Somando as desigualdades acima e escolhendo £ > 0, § > 0 apropriados, obtemos
A + | ARKP < e IVEE[P + e[| V252 + e [VAH2 + || VeF|1® + ¢ | VRH® + ¢ [|of))?
+ellhell® + ellfI1P + eIV IVAH|2 + o || Vok [P VR = Gi(t).
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Logo, da desigualdade acima junto com (4.69), (4.70), (4.96) e o fato que f € C([0,T7;
L%(€)), conclui-se

{v*}, {R*} sdo uniformemente limitadas em L*(0,T;; D(A)). (4.98)
A seguir, pondo ¢ = Bz* em (4.58) e usando (4.63), tem-se

YBzF||* < NoHVZ"||2+IJ‘(Zf,BZ’°)IjrIj(ka‘l(t)-~z’%Bz")l )
+i(WR ()R (t) - V25, B2F)| + |2x(2*, BZ*)| + |(@, B=F)]

+|X’(i VufAi(t), BzF),

=1
logo, usando estimativas andlogas as obtidas para (4.64), para qualquer o > 0, obtem-se

YWBK|? < C,||VzH|? + C'cr||Zfl_[2 + Co|| VoI V25|12 + Col| 28| + Collgl1?
+C, || VY¥||* + 60| B2*||2.

Escolhendo o = %, da tltima desigualdade, resulta

1Bz < e[ V517 + ¢ |V + e ||zf 17 + e [ Vo VP + e [l25)1% + e 1311* = Ga(t)
e observando (4.69), (4.70), (4.97) e o fato que § € C([0, T]; L*(2)), concluimos que
{z*} é uniformemente limitada em L*(0,Ty; D(B)). (4.99)

Entdo, de (4.96), (4.97), (4.98) e (4.99), passando ao limite (4.57)-(4.59) de forma usual
como em Lions ([22], p. 76) e pela unicidade do limite, podemos concluir que a solugao
(v, z, h) fornecida pelo Lema 4.5, satisfaz

v, h € L=(0,Ty; D(A)), w € L*(0,Ty; D(B)),

v, hy € L%(0,Ty; H(Q)) N L*(0, Ty; V(Q)),

z € L™(0,Ty; L*(Q)) N L*(0, Ty; Hy(Q)).
Para provar a continuidade de v;, h; e z; é suficiente mostrar que vy, hy € L2(0,Ty; V'*(Q))
e 2w € L%(0,Ty; H1(Q)), onde V*(Q) é o dual topoldgico de V(Q) e HY(Q) é o dual
topolégico de Hy(Q). De fato, como v, hy € L2(0,Ty; V(Q)) e 2z, € L0, Ty; HE (), se
v, he € L2(0,T1;V*(Q)) e 2z € L*(0,Ty; H71(Q)), o Lema 1.5 (Cap. 1) implica que
v, h € CH[0,T); H()) e z € CH([0, T1]; L*(2)).

Agora, para provar que vy, hy € L*(0,Ty; V*(Q)) e 2y € L*(0,Ty; H1(Q)) é suficiente

mostrar a existéncia de uma constante ¢ > 0 (independente de k) tal que

[ I + IO + 5 E-dr <
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De (4.57)-(4.59), temos
vF 4 (u+ x)Av* + P (vER7L(t) - Vv*) — Po(yR'(t)R71(¢t) - V&)
3
= Pif + P(rh*R™Y(t) - VA*) + Pe(x Y VzEA(2), (4.100)

i=1

gz +7vBz* — Re((a+ B)Vdiv(z*R™} (8)) K (¢)) + Rk(jka_ (t) - v2¥)

—Ri(jyR' ()R (t) - V2F) + Re(2x2F) = Reg + Ri(x Zvv (4.101)
hf + vARF — Po(yR (t)R™Y(t) - VA*) + Po(v*R™(2) - th)
—P(h*R™(t) - Vo) = 0. (4.102)
: : 0 0
Derivando (4.100)-(4.102) com respeito a t e desde que -é?Pk P"a tém-se
0 ,
vy = (u+><)(9 (Av¥) = Pe(vfR7}(t) - Vo¥) — P(v* (R} (t))' - Vo*)

—Pc(v*R7(t) - Vuf) + Pe(yR"(t)R™1(t) - VU¥) + Pu(yR'(1)(R™1(t)) - Vv*)
+P(yR (t)R71(t) - Vof) + Pl fy) + Pi(rhfR™(t) - VAF)
+P(rk¥(R7Y(t)) - VAE) + P(rh*R71(t) - VAF) + Pe(x 23: VzEA(L)

i=1

+Pk(x_23;vzf.4§(t)), (4.103)
ja = —’7;%(32'“) — Re(jufR7H(t) - V2¥) — Re(ju*(R7H(1))" - V2F)

—Ri(jv*R™(t) - Vat) + Ri((a + B)Vdiv(zf R~ (t)) K (1))

+Ri((a + 8) Vdiv(z ( H))RTHD))) + Re(JyR" () R™H(¢) - V=F)

+Re((a + 8)Vdiv(z* RH())K'(t)) + Re(jyR'(t)(R™ (1)) - V)
+Rk(3yR’( JR™H(t) - V) — Rk(2xzt) + Rk ()
Ry

(3 Vet A(0) + R (3 Vet AL(D), (4.104)

=1 i=1

bl = —vgt-(‘ih'“) + PRI R (1) VB + PR (O(R™ (1) - VA

)
+Pk(yR’( )R™H(t) - VhE) — Pe(vER™H(t) - VR*) — Po(v*(R7Y(t))' - VAF)
~P (v R7Y(t) - Vi) + Pe(h{ RTH(t) - V") + Po(hH(RTH(t))' - Vo¥)
+Pk(hk H(t) - Ver). (4.103)
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Agora, observemos que para u € V(1)

0 d d

(5:(Av),u) = Z(Av¥,u) =

portanto,
(%(Avk), u) = (VuFK(t), VuK(t)) + (Vv* K'(t), Vu K (t))
+(VuF K (t), Vu K'(t)). (4.106)

A seguir, demonstraremos que o lado direito de (4.103) é uniformemente limitada em
L?(0, Ty; V*(€2)).
Levando em conta (4.106), temos

II—-(AU Mo = “jﬁgll(at(z‘lv"), u)|
< “l:slrlvpgllvw Ol Vu K (¢t )l|+”5”13/p [VoE K (8)||Vu K(t)]
+”us“1§‘>élle’°K(t)HVuK( )|
< c(IVufll + 2(Ver|l) sup [[Vull < e(IIVyg]] + [[VUF).

lully <

Logo, observando (4.26) e (4.96), tem-se
‘ 9, : k 2 ‘ k 2 k 2 e
LI = e 05 (At EIEdr < e [UVeE@IE + VA P)dr Se. (4107

Observando (4.98), vem
|Pc(vERTI(t) - VU*)||p. = sup |(vFRI(t) - VoF, Pu)|

llully<1

< sup [ R ()| VV*llrellull < e[ Vef|ll| Av¥|| sup |y
liully <1 lufly <1
<c( sup |JAVDIVf]| sup ||Vull < ¢l Vi,
0<t<Ty

ully <1

portanto, levando em conta (4.96), resulta
t t
L IR R ) - D )IEdr < e [ IVuin)ltdr <e,  (4108)

/Ot | Pe(rh*(r)R™ (1) - th(r))ll'i-,.dr <c /Ot IVRE(D)||2dT < . (4.109)
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Analogamente, observando (4.26), tém-se
/Ot | Pe(v*(r)(R™H(7)) - Vo (r))||3.dr < ¢ /ot |Vuk(r)||%dr < ¢, (4.110)
/Ot | Pe(rh*(r)(R™H (7)) - VRX)|3.dr < ¢ /Ot IVR*(r)|2dr <. (4.111)

Também, observando (4.69), temos

| Pe(v*R7(2) - Voi)llg = S |(v*R™H(t) - Vvy, Peu)|
ully <
< ¢ sup [lWFllaliVoffilfullre
u‘-,SI
< e sup [[VeINIVYg]l sup IVl < el Ve,
0<t<Ty [lully- <1

entao, tendo em conta (4.96), resulta
t t
/ | Pe(v*(r)R™M(1) - Vof(T)||3.dr < ¢ /0 |Vuk(T)||%dr < ¢, (4.112)
0
t + t 3
L IR ()R () - D) udr < ¢ [CIVRE@DIPdr S e (4113)

Como o € C?0,T] tem-se que R" € C[0,T], logo

|P(yR" ()R (t) - VVO)lp = Sup ((yR"()R™'(t) - Vo*, Peu)
< CHVU'“H” sup IVul| < cl|VoH|

e observando (4.26), temos
/Ot | Pe(yR"(r)R™Hr) - Vu*(r))|[3.dr < ¢ /Ot Vo (r)||2dr < ¢,  (4.114)
/Ot | Pe(yR () (R7H(7)) - Vok(r))||3.dr < ¢ /Ot |Vok(n)|[Pdr <. (4.115)
Tendo em conta (4.96), tem-se
/Ot IPe(yR ()R () - Vef())||2.dr < ¢ /Ot | Vek(r)]%dr < c. (4.116)

Agora, como

3 3
IPe(x 2 Vi 4t)lly- = sup [(x YV Ai(t), Peu)] < e[ Vzfl] sup [lull,

i=1 fully <1 i=1 [fufi- <1



1Pe(x DV A0l < el V|| sup |lull < ||V,

i=1 Jlulli <1

1Pl = sop (o P < cllAl] sup [l < ell 7]

entao,
/ 1P XZVz“ (P)|[3.dr < c/ IV2E(r)|2dr < c, (4.117)
/ X xZ;Vz ) AY(r))|%.dr <c/ V25 (r)||2dr < e, (4.118)
[ PR < e [ 1P < c (4.119)

Finalmente, levando as estimativas (4.107)- (4.119) em (4.103), concluimos que

t

L lkoli3.dr <. (4.120)
De forma andloga, demonstra-se que
t

L IR edr < e (4121)

Para (4.104), temos

[Re(Vdiv(zf RTHE) K (t)llw- < sup  [(Vdiv(zR™Ht))K (t), w)|

”wuyl <1

< sup |(div(zf R™H(t)), div(wR™'(t)))]

|IWI|H1<1

<c||Vz|| sup |[Vuw| < el|VZ]],

w H&Sl
entdo, observando (4.97), resulta
£ t
/0 | Re (Vdiv(zE(r)R™H () K (7))||4-1dT < c/0 |V2k(r)||%dT < c. (4.122)
Analogamente, observando (4.27), tém-se
t t .
[ IR (Vav (O RHONEONdr e [[VH0)Pdr <e, (1123)
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/Ot IR (Vdiv (X (1) R () K" (7)) ||ordr < € /Ot V25 (7)|12dr < c. (4.124)

Assim, observando as estimativas (4.107), (4.108), (4.110), (4.112), (4.114)-(4.119) e
(4.122)-(4.124), de (4.104) conclui-se que

t
/0 25 ()15 dr < c. (4.125)
Logo, (4.120), (4.121) e (4.125), mostram que
s, hyy € L2(0,Ty; V*(Q)) e zy € L*(0,Ty; HY)).

Portanto,
v, h € CY[0,T\); H()) e z € C([0,T); L*(Q)). (4.126)

Agora, devemos demonstrar a continuidade de v(t), k() e 2(¢) na norma H?(Q).
De (4.53)-(4.56), temos:

(n+x)Av = —v, — P(uR™(t)- Vv) + P(yR'(t)R™'(¢t) - Vv) + Pf

FB(rhRY(2) - Vh) + P(x 3" Vaidi(t)),

i=1

vBz = —jz; + (a+ B)Vdiv(zR™(¢))K(t) — juR™(t) - Vz

3
+jyR () R™Ht) - Vz — 2xz + § + x 3 Vuidi(t)

i=1

vAh = —hy+ P(yR(t)R™}(t)- Vh) — P(vR™}(t) - Vh) + P(hR™'(¢) - V).

Como, f,§ € C(LO,TI];LQ(Q)), entio, Pf € C([O,Tl];fI(Q)). De (4.126) temos que
(8 ht € C([O, Tl], H(Q))
Agora, como H'(Q) — L*(Q) e H*(Q) — L>*(Q), observando (4.69) e (4.98), temos

Hu(t)R™H(t) - Vu(t) — v(te) R (ko) - Vu(to)]]
< [Jlw@)(R™H(t) — R (to)) - Vo)l + [l(v(t) — v(to))R™ (ko) - Vu(2)]|
(o) R™Hto) - V(u(t) — v(to))|

< lo(E)(BH(t) = B (to)) |74l Vo ()] .
+{(v(t) = v(to)) R~ (to) Il 1| V()| 14
+v(to) R~ (to)ll oo [ Vu(t) — V}J(to)H )

< c||[R7HE) = R7Hto) Vo) Au ()] + ¢ [[Vu(t) — Vu(to) ]| Au(t)]]
+e [[Av(to) [ Vo(t) — Vou(to)]

< c|[R7HE) = R™Hto)l| + | Ve(t) — Vulto)ll,

123



mas,

IRH(t) = Bt < IIRH()(R(to) — R()R™ (to)
< [IRT ®)R(0) — ROIRT (o)l < clIR(to) — R,

entdo, desde que v € C([0,T1]; V(Q)) e da continuidade de R, tem-se
() R™(t) - Vu(t) — v(te) R (o) - Vu(to)]] — 0 quando ¢ — to.
Logo, vR™(t) - Vv € C([0,T1]; L*(Q)) e conclui-se que
P(WR™(t) - Vv) € C([0,T\); H(Q)).

Analogamente, obtemos P(rhR™Y(t)- Vh) € C([0, T:]; H(Q)).
A seguir, como ||x £, Vz A1) < ¢||Vz]| e z € C([0, T1); Hy(Q)), tem-se
x 23, V2 Ai(t) € C([0,Th); L%()) e consequentemente

P(x > V(b)) € OO, T (@),

Similarmente, temos que |[yR'(t)R™1(t) - Vu|| < ¢||[Vu|| e v € C([0,Ti); V(Q)), entdo
yR'(H)R™H(t) - Vv € C([0, T1]; L*(Q2)). Logo

P(yR'(t)R™(t) - Vv) € C([0,T); H(Q)).

Portanto, Av € C([0,T1]; H(Q)) o qual implica que v € C([0, T}; (A))
Analogamente demonstra-se que que h € C([0,T1); H(Q)) e z € C([0,T1]; L%Q)),
completando a prova do lema.

Prova do Teorema 4.3

Desde que a solugdo (v, z, h) fornecida pelo Lema 4.6, satisfaz:

v, h € L®(0,Ty: D(A)), z € L%(0, Ty; D( 3)),
v, he € L®(0,Ty; H(Q)) N L0, T1; V(Q)) e
z € L®(0,Ty; L3(Q)) N L*(0, Ty; HY(Q)),

entdo, usando a tranformacao &' : Q — Q definida em (4.8) e Lema 4.2, segue-se que
a solucdo (u, w,b) fornecida pelo Teorema 4.2, satisfaz os resultados do Teorema 4.3.
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4.4 Resultados sobre a pressao

Para a pressao temos os seguintes resultados:

Proposigdo 4.3 Com as hipdteses do Teorema 4.2, existe uma unica p € L?*(0,Ty;
HY(Q4)/R) tal que (u,w,b,p) € a solugdo de (4.1)-(4.3), onde (u,w,b) é a dnica solugdo
dada pelo Teorema 4.2.

Proposigao 4.4 Com as hipdteses do Teorema 4.3, existe uma unica p € L>(0,Ty;
HY(Q:)/R) tal que (u,w, b, p) é a solugdo de (4.1)-(4.3), onde (u, w,b) é a unica solugdo
dada pelo Teorema 4.3.

Prova da Proposigao 4.3

Observemos que com as hipéteses do Teorema 4.2, os resultados do Lema 4.5 para
o problema transformado (4.53)-(4.56) sdo vdlidos. Entdo, para a pressio do problema
transformado (4.12)-(4.17), temos o seguinte resultado:

Lema 4.7 Com as hipéteses do Teorema 4.2, existe uma tunica q € L*(0,Ty; H'(Q)/R)
tal que (v,z,h,q) € solugdo de (4.12)-(4.17), onde (v,z,h) € a solucdo fornecida pelo
Lema 4.5.

Prova. De (4.53), temos ) )
(n+ x)Av = P(F) (4.127)

onde

5 3
F=—vy,—vR7'(t)- Ve +yR )R (t)- Vv + f +rhR™Ht) - VA + x(D_ Vz Ai(t).

=1

Agora, observe-se que

IFI < cljudl + clivllzall Vol + e[ Vol + C_Hfll +c|lhllralVhAlrs + €[ V2]
< cllull + el Vullfl vl + Vol + c[|f]] + c[[VA[l[[ ARl + c||Vz]]
e desde que pelo Lema 4.5, z € L*(0,Ty; H}(Q)) e v, h € L=(0, Ty; V(Q)), obtem-se
IFN? < clludi® + el Av||® + || FII* + cl| AA|* +c. (4.128)

Logo, com as estimativas do Lema 4.5, tem-se que F' € L2(0,71; L*(Q)). Assim, usando
os resultados de Amrouche-Girault [3], existe uma tdnica ¢* € L*(0,T1; H'()/IR) tal que

- T3 £
—(u+0A+VEMT = F e [Cle(ln@ymdr < [ IF()Ir <
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1
Entdo, escolhendo ¢ = o(t) ¢* — Sh - h e lembrando que K(t) = mM—t’ temos
—(p+x)Av + V(g + —;-h -h)K(t) = F, isto é, ¢ satisfaz (4.12).
Somente falta mostrar que q € L%(0,Ty; H(Q)/R).
Desde que V(h- h) = 2h - (Vh)t, temos

Nt < clld i +clib- Al <cllgl +cllh- AP +cliV(h- h)|
< elig'llin +cllbllze +cllh- (VRY|1? < cllg*lf + cIVAI* + cllRl|7s | VA4
< cllg' i + VAl + eI VAPV A2 AR|[*
< cllg i + el VA + e || VA|Y + ¢ || ARl
< c|lg’ 3 + el ARl + ¢ (4.129)

de onde resulta g € L2(0,Ty; H'(Q)/IR). Isto completa a prova do lema.

A seguir, con o resultado do Lema 4.7, provamos a Proposigao 4.3.

Usando a transformagio &' : Q — @ definida em (4.8) e as defini¢des de (4.9) em
(4.12)-(4.17), temos que p(z,t) = g(zxR~'(t),t) junto com a solugdo (u,w,b) dada pelo
Teorema 4.2, satisfaz (4.1)-(4.3). Além disso, p € L*(0,T1; H*()/R) € tinica, desde que
a aplicacao

L*0,T,H'(Q) — L*0,T, H(Q))
a(y,t) — plz,t) = q(zR7'(t),1)

é um isomorfismo. Isto completa a prova da proposicao.
Prova da Proposicao 4.4

Com as hipéteses do Teorema 4.3, temos os resultados do Lema 4.6 para o problema
transformado (4.53)-(4.56). Assim, de (4.128) e Lema 4.6, tem-se F € L>=(0,T;; L*(Q)).
Portanto, de (4.127) e os resultados de Amrouche-Girault [3], existe uma unica ¢* €
L>=(0,Ty; H(Q)/R) tal que

—(p+x)Av+VgM*t=Fe g Fooom @y < NFFoomr2ay < €
Logo, escolhendo ¢ = o(t) g*—5h-h, temos que ¢ satisfaz (4.12) e observando (4.129) junto
com o Lema 4.6, tem-se ¢ € L*(0,T1; H'(Q2)/R). Para finalizar a prova da proposigio,
usando a transformagdo ®7! : @ — @, temos que p(z,t) = ¢g(xR™!(t),t) junto con
(u, w, b) fornecida pelo Teorema 4.3, satisfaz (4.1)-(4.3). Além disso, desde que a aplicagdo

L=(0,T,HY(Q)) — L=(0,T,H'(Q,))
q(y,t) — p(z,t) = q(zR'(¢),1)

é um isomorfismo, resulta p € L*(0,T; H'(Q;)/R), completando a prova da proposicao.
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4.5 Comentarios sobre a existéncia e a unicidade da
solucao global forte

Resultados a0 mesmo nivel aos obtidos em dominios cilindricos na Se¢do 3.1 do Capitulo
3, podem ser atingidos no caso de um dominio nao cilindrico.
Um analogo ao Teorema 3.1 é o seguinte resultado:

Teorema 4.4 Com as hipdteses sobre ;, assumir ug, by € V(Qo), wo € Hi(Q) e
f, g € L®(0, 0c; L*(Q:)). Se as normas [|uollv(ae), Bollviao)s lwoller (o) | fllres(o,00:r2(000)
e |19l 1o (0,00:1.2(02)) 8GO suficientemente pequenas, entdo a unica solugdo forte (u,w,b) do
problema (4.1)-(4.3), existe globalmente no tempo e satisfaz

u, b€ C([0,00); V(%)) e we C([0,00); Hy(Q))-

Tendo em conta a desigualdade (4.67) e a desigualdade (3.8) do Capitulo 3, pode-se
observar que a prova da existéncia e a unicidade da solucdo global forte do problema
transformado (4.12)-(4.17), é anédlogo & prova do Teorema 3.1 do Capitulo 3.

A seguir, com hipdteses mais fortes sobre os dados iniciais e as forcas externas, obtem-
se mais regularidade da solugdo. Assim, andlogo ao Teorema 3.2, temos:

Teorema 4.5 Além das hipdteses dadas no Teorema 4.4, sao assumidos ug, by € V(£25)N
H*(), wo € HY(Qo) N HA(Q), o € CX([0,)) e fi, g € L=(0,00; LA(R)). Entdo, a
solugdo global forte (u,w,b) fornecida pelo Teorema 4.4, satisfaz

u, b€ C([0,00); V(Q:) N H*(Qy)) N CH([0, oc); H()),

w € C([0,0c); Hy () N H*(Q,)) N CH{[0, oc); L3()).
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Capitulo 5

Existéncia e unicidade da solucao
forte usando um método iterativo -
estimativas de erro

Usando um processo iterativo para as solugdes aproximadas, junto com o método de
Galerkin espectral para a existéncia da solucdo aproximada, prova-se a existéncia e a
unicidade da solugdo forte das equagoes do movimento de um fluido magneto-micropolar.
Também sao obtidas estimativas uniformes no tempo que usamos para obter as estimativas
de erro.

5.1 Formulacao do problema aproximado e resulta-
dos conhecidos

Consideraremos as notagdes do capitulo 1, em um intervalo de tempo {0,T) com T < oc.

Para situar o problema em estudo, aplicando a projegdo P & equagdo (1.1), reformu-
lamos o problema (1.1)-(1.3) como segue: encontrar u, b € C([0,T]; V) N L?(0,T; D(A)),
w € C([0,T); H{(Q)) N L2(0, T; D(B)) tais que

us + (1 + x)Au + P(u - Vu) = xP(rotw) + rP(b- Vb) + P, (5.1)
Jjws +vBw — (e + B)V div w + ju - Vw + 2xw = xrotu + g, (5.2)
by + vAb+ P(u-Vb) — P(b- Vu) =0, (5.3)

u(z,0) = up(zx), w(z,0) = we(z), b(z,0) = bp(x) em .
Neste capitulo, por simplicidade consideraremos as condi¢des iniciais

u(z,0) =0, w(z,0) =0, b(2,0) =0 em Q, (5.4)
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desde que quando eles sdo ndo nulos, sio tratados de forma similar e os resultados serio
dados como uma observacao.

Seguindo um método iterativo proposto por Zarubin [41], com n € IV, consideremos
0 seguinte processo iterativo para a solugdo aproximada do problema (5.1)-(5.4):

uptt 4 (p 4 x) Au™ 4+ P(u - VUt = xP(rotw®) + rP(8" - V6™ + Pf, (5.5)
jW?+1 + fwa'”'l _ (a + ﬂ)v div wn+1 +ju" . an+1 + 2an+1

= yrotu®™ + g, (5.6)
WPt 4+ v AP + P(u™ - V™) — P(b" - VU™ = 0, (5.7)
u"t(z,0) =0, w"*(z,0)=0, 6" (z,0)=0 em Q. (5.8)

Observemos que para cada n, o problema (5.5)-(5.8) é linear com respeito a (u"*!,
w"*l b**1) ] entdo usando o método de Galerkin espectral podemos demonstrar que existe
uma solugdo (u™*!, w™*!, 6"*1) para o problema (5.5)-(5.8).

De fato, para cada n fixado, conhecida a solugdo aproximada (u™,w",b") de (5.1)-
(5.4), queremos encontrar uma solugao (u™*!, w™*!, 6"*1) de (5.5)-(5.8). Entdo, andlogo
a (1.18)-(1.22), considerando as solugdes aproximadas

uit(z thk ), witi(z,t) = Zdik ¢'(x), biti(z Zelk t)s(z),

satisfazendo

(upth)e + (1 + ) Audtt + Pe(u™ - Vupth) = XPk(rotw") + rP(b" - VOt + Py f,
Jwpth)y + yButt — (a + B)Vdivwpt! + jRe(u™ - Vupt!) + 2xwit!
= xRy (rotu™) + Ry,
(bn+1) + l/4bn+1 + Pk( Vbn+1) Pk(bn . VUZ-H) =0,
wpH0) = v (x,0) = 0, witl(0) = w"t(z,0) =0, bTH(0) =" (z,0) =0,

e seguindo os mesmos passos de Rojas-Medar [32], demonstra-se os seguintes resultados:

Teorema 5.1 Sejam f, g € L?(0,T; L*(?)). Entéo para cada n, sobre um (possivelmente
pequeno) intervalo de tempo [0,T], o problema (5.5)-(5.8) tem uma tnica solugdo forte
(urtL, wht e st €, utt, "t € L®(0,T; V)N L%(0,T;D(A)) e w™tt € L=(0,T;
H3(Q)) N L*(0,T; D(B)).

Além disso,

(uptt, wrtt ertt) e L0, T, H) x L*(0,T; L*(Q)) x L*(0,T; H),
(u™h w0 € C([0,T) V) x C([0,T]; Hy(Q)) x C([0, T]; V).
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Teorema 5.2 Se as hipdteses do Teorema 5.1 sdo satisfeitas e f, g¢ € L*(0,T; L*(2)),
entdo a solugdo (u™tt, w1l p"*1) € L2(0,T; D(A)) x L>=(0,T; D(B)) x L*(0,T; D(A)).
Além disso,

uptt, Bt e Lo(0, T H)n LY0,T; V), it byttt e L*(0, T V™),
wptt € L=(0,T; L*(Q)) N L*(0, T; Hy(Q)), wi™ € L*(0,T; H™Y),
u™tt, bt e CY([0,T); H)n C([0,T]; D(A)),

w"t e CH([0, T]; L*(Q)) N C ([0, T); D(BY)).

Observagao 5.1 Observe-se que a solugio (u™*!, w™*1, b"*1) € obtida como sendo

u™t = lim uftl w™! = lim wptl, A" = lim b}
k—ro k—rco k—+o0

A seguir, enunciamos un lema que frequentemente usaremos para obter as estimativas de
erro em diferentes normas,

Lema 5.1 Sejam as aplicagbes ¢, :[0,T] — R, n € IN, tais que para todo t € [0,T],
0 < ¢1(t) < M e para todo n > 2, tem-se a sequinte desigualdade

t
0 < palt) < C ]0 Bnr(T)dT,

com C constante positiva. Entdo,

(Ct)n—l (CT)n—-l _
) < M i) 9
¢(t)—M(n—1)!—M(n-—1)! (5:9)
para todo t € [0, T] e n > 2. Além disso,
t crl M (CT)"
< < — .
/0 dn(r)dr < M n — C nl
Prova. De fato, tem-se
t tr t t; ty
< < C?
on(t) < C/o C/o bn-o(t2)dtadty < C /0 /0 C/O On-3(t3)dtadtadty
t oty th—9 tn—l Tn—l
< ¢t n-1)dtn_1...dt; < MC™! < MC™! :
< C /0 /0 /O Giltn-i)dtnsndty S MC™ gy < MC™ oy

(n—1)~vezes

A tltima desigualdade estabelecida no lema é uma consequéncia de (5.9).
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Corolério 5.1 Sejam as aplicagdes ¢, : [0,T} — IR, tais que Yn € IN, Vt € [0,T],

on(t) >0 e
(Ctyn—m (cT)m—m™

<M
(n=m)! = (n—-m)!
ondem € IN comm < n e M, C sdo constantes positivas que independen de n.
Entao

$a(t) < M

on(t) — 0 quando n — o, Yt e€|[0,7].

Prova. Como a serie Z M;—

converge, resulta
nom (n —m)!

M(CT)™™

n—>c0 — n—o0 (n - m)‘ =0.
Assim, nhlpoo oa(t) = 0.
Também lembremos que para u € Hj(Q) com divu =0 e Q limitado, tém-se

lrotull = [[Vull e flull* < A7H|Vu|? (5.10)

onde A é o menor autovalor do operador —A (ver [24]).
Finalmente, no que segue do capitulo, ¢ denotard uma constante positiva genérica que

tomaré diversos valores e quando precisarmos distinguir as constantes denotaremos com
Cy, Ca, ..., My, M, ... e C com subindices.

5.2 Existéncia e estimativas a priori das solucgoes
aproximadas

Com as notagdes dadas no Capitulo 1, a seguir damos os resultados obtidos:
Teorema 5.3 Sejam f, g € L2(0,T; L*(Q)), u' = w' = b =0. Seja
§ < 2732\BCS My e

onde A € o menor autovalor do operador —A\, § = min{ﬁ%, -127‘;%}, Cq € a constante da
imersdo de H*(Q) em WH4(Q), Ms é a constante da desigualdade de Cattabriga ||ul] ;> <
M;||Aul| e
6 = —zi——ﬂl[l + CTexp(CT)] + —?——HfH2
(1 + x) QY
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2/\—1 ) 2

1 2x
onde M = —1|f||2s0y + —llgll3201, C = max{x*y7!,
= l1fla@ + gl {

T

Entdo, para cada n, para o problema (5.5)-(5.8) eriste uma tunica solugdo (u™, w™, b"),
tal que u™, b* € L*(0, T; V) n L%0,T; D(A)), w™ € L*(0,T; H}(Q)) n L*(0,T; D(B)),
ul, b € L*0,T; H) e w? € L*(0,T;L*(Q)). As solugdes aprozimadas {(u™,w",b")}
satisfazem as seguintes estimativas:

sup{[lw*()I” + w1 + " (IF} < Mo,

/Ot HVU"(T)szT-f-/Ot IVw™(7)||*dr +/0t |Vo™(7)||PdT < My,
Slip{HVU"(t)H2 + Vw1 + VR )|} < M,
A ||Au"(r)”2dr+/ot 1Bur()Pdr + [ 14 (lPdr < Mo,

t t t .
| @) Edr + [ i miitar + [ smltdr < Mo
para todo t € [0,T] e onde My > 0 é uma constante genérica que independe de n.

Assumindo mais regularidade sobre os dados, temos:

Teorema 5.4 Com as hipdteses do Teorema 5.3. Se fi, g. € L*(0,T; L*(Q)), entdo a
solugdo (u™, w™, b*) obtida em Teorema 5.3, para cada n, satisfazu™, b* € L>=(0,T; D(4)),
w™ € L=(0,T;D(B)) e

ul, b € L=(0,T; H)yN L*(0,T; V), ul, b2 € L*(0,T; V™),
wt € L®(0,T; L*()) N L*(0,T; Hy(Q)), wh € L*(0,T; H™Y).

Além disso, as solugides aprozimadas {(u", w™, b")} satisfazem
Slgp{llu?(t)ll2 + [l ()17 + 168 (0)]I°}

[ v e + [ 1vup@ar+ [ Ive@itar < M,
sup{[ 4w ()P + | Bur @I + |4 OIF) < M,

[ s + [ b mdr + [ 165 dr

AN

My,

IA

IN

A/[O)

para todo t € [0,T) e onde My > 0 é uma constante genérica que independe de n.
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Observagao 5.2 Os mesmos resultados do Teorema 5.3 sdo vdlidos, se reemplazamos a
condi¢do ul = w! = b! =0, pelas condigées

u', bt € L=(0,T; V)N L*(0,T; D(A)),

w' € L=(0,T; H:(Q)) n L2(0, T; D(B)),

(uf,w}, b)) € L*(0,T; H) x L*(0,T; L*(Q)) x L*(0,T; H),
u'(z,0) = w'(z,0) = b'(z,0) = 0

e ||Vul|], || Vb suficientemente pequenas.

Observagao 5.3 Se no problema (5.1)-(5.4), consideramos as condigdes iniciais u(zx,0)
= ug(z), w(z,0) = wo(x), b(x,0) = bo(x), entdo em (5.5)-(5.8) para cada n considerando
u™(z,0) = up(x), wi(z,0) = wo(x), 6" (x,0) = by(z), temos que serdo vdlidos

1. Os resultados do Teorema 5.3, se

ug, by € V, wy € Hy(Q),

ul, b' € L®(0,T; V)N L*(0,T; D(A)),

w' € L®(0,T; Hy(Q)) n L*(0,T; D(B)),

(ul,w},bl) € L*(0,T; H) x L*(0,T; L*(Q)) x L*(0,T; H),
u'(z,0) = ug(z), w'(z,0) = wo(z), b'(x,0) = by(z),

e ||Vul|, ||Vb!|| suficientemente pequenas.

2. Os resultados do Teorema 5.4, se

uy, by € V N HY(Q), we € Hy(Q) N H*(Q),

(u',wh, b') € L®(0,T; D(A)) x L=(0,T; D(B)) x L*(0,T; D(4)),
ul, b} € L®(0, T; H)n L*(0,T; V),

w! € L*®(0,T; L*(Q)) N L*(0, T; Hy(Q)),

(ul, wl,bL) € L2(0,T; V*) x L2(0,T; H™') x L*(0,T; V™),
ul(z,0)-= uo(z), w'(z,0) = wo(z), b'(x,0) = bo(z),

e ||[Vu!l], ||Vb'| suficientemente pequenas.

Prova do Teorema 5.3

Para cada n, a existencia da solugao forte (u™, w™, b") do problema (5.5)-(5.8) é garan-
tida pelo Teorema 5.1.
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A seguir, multiplicando (5.5) por u™*!, (5.6) por w™*! e (5.7) por rb"*!, temos

%;t” w2 + (g + x)||[ Va2 = x(rot w”, u™t) + r(b™ - VO u )
+(fu™, (5.11)
%;?Hwnuu? + Al VW2 4+ (@ + 8)||div w2 + 2x (w2
= x(rotu™, w™) + (g, w"™*), (5.12)
;;tllbn+1“2 ||V = (57 - VL, B, (51

A seguir estimaremos o lado direito de (5.11)-(5.13). Usando a desigualdade de Holder, a
desigualdade de Young e (5.10), tém-se

x(rotw™, u™h)| = |x(w" rotu™)| < xflw||f| Vur+|
x? n +X n
< AP+ BT
Bt x
- +
() < ——,nf||2+’iﬁ\w+1n?
2
‘X(rOtun’wn+l)l = |X( I'Otlbn'*'l)l 27” n||2 ”vwn-HHQ

(g™ < ggngn%-zxuw"“n?

Levando estas estimativas em (5.11)—(5.13) resulta

d . . /\1
SR+ o+ T < E 2 e

+2r(b" Vb”“, "+1), (5.14)
SR 4 TR 2 + Bl W < S gl (515)
P+ 2wrl| VR = 205" - T, b, (5.16)
Somando (5.14), (5.15) e (5.16), obtemos
S 4+ 5l 4 ) 4 () [T
-i—”/HVw”‘”II2 + 27‘1/||Vb"+1||2 + Q(a + B)|ldiv w™tH||?

< Jw® + H u® + llfll2 X,Hgl!'2

_,LH-
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desde que de (1.4), 2r(6™ - V6* 1 u™1) + 2r(b™ - Vu*L, b+ = 0.
Agora, integrando de 0 a t, tem-se

: . n n : n ‘
O + 31w O + 6 O + (a4 x) [ 10 ()| 2dr

1 [ 19w ()lPdr + 2rw [ 985
0 0

2x° /t : 2 X* rt 2
< — w"(r dT+—/ u™(7)||°dT
2 [Nl ipar+ £ [ o)
221 ) 1 gt 5

— d
2 [ serar+ - [ latirar

e observando as hipdteses sobre f e g, vem
t
Jm O + il LI + LI + (a4 x0) [ IV (0)Par
t n+l 2 . g n+1 2
#y [ IVem(@)|Fdr + 2o [ V6 Pdr
< M+C [P + Gl + () ),

onde 93 1 2 22
- . X X

M = f —9ll320y, C = max{=—, ———

Nﬂn 720+ 7519120 ot PP

1),

Colocando
alt) = [l @O + sllw O + rlIB" @11,
de (5.17), resulta
t
uni(t) S M+C [ ga(ti)dn.

Agora, de forma recursiva, obtemos
t b
easa(t) < M+C /0 (M +C /0 o1 (ts)dts |dt:

. t £ to
< M+ MCt+ 02/ / (M +C/0 On_s(ts)dts |dtadty

CQtQ t t ta
S M + MCt + A[T + 03/ / (,’)n._z(tg)dt;gdtgdtl
2 Ct 3 th ty
< A.sz_:o 7 +C / / / M +C/ ¢n—3(ta)dts |dtzdt,dt,



IN

ty ty tz
M Z k' / / / Yn-3 t4 dt4dt3dtzdt1

k= 0
tn 1
/ / (I/n— (n—- 1) )d dtl

n vezes

k=0

Desde que @n—(n-1)(t) = ¢1(f) =0 e T52; Ct) ) < PRyl L—i = exp(Ct), concluimos que
¢nt1(t) < Mexp(Ct).
Portanto, para todo n temos

sup ([[u™ ()| + jllw™ @)1 + 70" (#)]*) < sup M exp(Ct) = M exp(CT) = M.
te[0,7] te[0,T]
(5.18)

Além disso, de (5.17) obtemos
t t t
(u+) [ IV (@)Pdr +7 [ [0u () dr + 2w [ Vu(7)|Pdr
0 0
t
<M+C [ Mdr < M+CMT = M,
0

Logo,
Mz

[eni@iar < =2, [l < 2 [k < 22 619

Assim, de (5.18) e (5.19) com respeito a n, concluimos

{u"}, {b"}sdo uniformemente limitadas em L>°(0,T; H) N L*(0,T; V) (5.20)
e {w"}é uniformemente limitada em L®(0,T; L*(Q)) N L*(0, T; H}(Q)). (5.21)

Agora, multiplicando (5.5) por Au™*! e (5.7) por rAb™*!, temos
HVu"“II2 (,u + )| Au™tH2 = x(rot w™, Au™tt) 4 (" - VAT Ayt

+(f, Au™) — (u" - Vurt Ayttt (5.22)
VO 2 + ru AD|2 = —r(u™ - VBT AR 4 (B" - VU, AR, (5.23)

2dt

2dtl

A seguir, encontraremos estimativas para o lado direito de (5.22) e (5.23).
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Usando as desigualdades de Holder, Young e Sobolev (Jjullr« < 2Y2||u||*/#||Vu|>/* para
u € H}()), obtemos

(™ - VU™ A < [l Vet e Au
22|V VU P ] Aum

2VENTVE|| V|| VUt | AumE) (5.24)

IN N IA

Como H?(Q) — WhH4(Q), temos

IVullre < fluflwre < Collul

H?,
onde a constante Cq independe da escolha de u. Também, para u € D(A), temos
lull 2 < Ms||Aull
onde M3 independe da escolha de u. Logo, juntando estas duas ultimas estimativas resulta
IVullre < CaMs||Aul|,

levando isto em (5.24), obtemos

[(u™ - Vurtl, Ayt < 22071800 M| V||| Au™ T2 (5.25)
Analogamente,

[r(u® - Vo™, ADMTY)| < r2V2A"Y8Co My || V||| Ab™ |2 (5.26)
Observando (5.24), tem-se

TG - i | I [ | PAY A (T2 i

r2U /2| B4 VR P| Vm [a| Au |
r2t 2NV | Won ||| VY| a]| Aut |
r22 X8 Wb Co Mal| Ab™ Y| || Au™ Y|

IA N AN IA

e usando a desigualdade de Young, obtemos
[r(b™ - V™Y, Au™h)| < r27Y2ATVEC M| VM| (1] A0 + || Aum [P, (5.27)
Também,

< r2V2ATYB BR[|Vt el AB |
< r2V2ATVR| |V || Co Ma]| Aum [ Ab™H |
< 27 ATIBCG M| VB[ (|| Aut T2 + || A F[?). (5.28)

(6 - Vum, 4™
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Para os outros termos de (5.22)-(5.23), usando (5.10) junto com as desigualdades de
Holder e Young, tém-se

[x(rot w™, Au™*)| < x|| V||| Au™t|
2 +x
< n(2 :u__ A n+1(2 59
< v+ B A, (5:29)
1 b+ X .
A n+l < 2 n+1 2. 5
|(f, Au™T)] < ——u+xllfll + = A (5.30)

Agora, reemplazando as estimativas (5.25)-(5.30) em (5.22)-(5.23), obtemos

d 2x?

. 2 .
- vun+1 2+ + A n+1y12 < \V/ n 2+ 2
il 1+ (e + )] Au™]" < M+X” w"|| —N+X[[f”

+ 232 \"Y3C o M| Vun|||| Aum |2
+r212ATY3Co M || Vo™ | (|| Au P + || AB™?),

d . ‘
T;i—t-HVbTHl”Z+2rV|[Abn+1||2 < T23/2/\—-1/8C0M3“vun”||Abn+1“2

+r2 2 \"Y8C o M| | VoM | (|| Au™FH|? + || Ab™E||?)

e somando, resulta

d n (3 y A n ' y
B;(HW TP+ VO + (4 )] Au™THP + 2rp|| 4B
2)(2 2 2 2
< —||Vu"||* + —
e A e 1]
+29/2 )G My | V| (| Aum [ + 7| 46" 2)

+r232\"V8C My || V0™ || (|| Au™ |2 + || Ab™ |2,
logo, pondo 8 = 2%/2X~1/3Cq M3, temos

d n n n p
E(IIVU"“IP+r||Vb"+1I12) + [+ x = 0 Vur]| + || VO ][ Au |
+[2rv — r(||Vu| + (VB ][] Abm 12

2x? 2
< (V|| + ——II 1%
B+ X X

Observando (5.19) e as hipéteses do teorema, integramos a tltima desigualdade de 0 a t,
obtendo

IVt @)1 + rf Vo (1)]]?
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+ [T+ x = 8w )]+ rlIVEH Il Au™ ()

47 [ (20 = 0017w ()l + V8" (7)) | 46" ()

2
< 2x

~ (w4 x)y

2
My + ——||f|[32q) = 6° 5.31
2+ Xllfllr,z(o) (5.31)
Pondo n =1 em (5.31) e usando a condigao do teorema (u! = b' = 0), obtemos

192N + I VOIP + [0+ 0l P+ [ 201 48%() ar < 6%

entao, ,
. . )
sup [[Ve2(0)|P <62 e sup [[VOX(0)] < =,

te[0,7] te [0,7]

também, deduzimos que

sup [|Vu?(t)]] <6, sup [V (#)]] < sup r||VB(t)[| < v/,
te [0,7] te [0,T

7'— te [0,T]
logo,
sup {IVu@®)|| + 7|V @)} < 1+ V78 e sup {||[VE2()] + ||VE (1)} < ! f/_;/’—(s
te [0,T] e (0.7 (5.32)

Para n = 2 em (5.31), temos
I @ + VBN + [ [+ x = 6UVa D] + I T ] 4’ (7)
b7 [ (20 = (17l + IVEOID A6 ()] Pdr <8,
de (5.32) deduz-se que

(4 VP8 <~V +IVEON) e — ¥ < (T + [V O)

para todo t € [0, T}, logo

ITLO + FIVEOIP + [ e+ x = 601 + VP du(r) s

t .
+r/0 (20 — 61 “\*/;/FJJHAN(T)H% <&
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mas, como 0 = 23/2\"1/8Cq M; e pela hipétese do teorema (23/2A~Y8CqM3d < &), temos
86 < . Logo, da definicao de &, resulta

1441
\/F

p+x—01++r)d>0 e 2v-86 §>0.

Portanto,

. 52
sup |Vul(®)[> < 6% e sup |VH(H)|* < —.
te [0,T] te [0,T) T
Por argumento similar, para todo n, obtém-se

sup ||[Vu(t)||2 € 6%, istoé, sup ||[Vu"(t)]| <6 (5.33)
te (0,7 te [0,7]
e sup ||VV*(®)|® < & isto é, sup [|[VbH'(t)| < d
-, 1 3 = T =
el Tr o VT

Agora, de (5.33) e (5.34) temos que Vn, Vt € [0,7]

<

1+

—(+ Vs < =(IVur @)l + V" @I e - NG

§ < =(IVe™ @)l + [IVe™ (1)),

logo, usando a hipétese do teorema, obtemos
0<p+x=01+Vr)d< pt+x-0(|Vu" @) +rIVo" (1))

e 0<w-8( ;;”)5 < w0 (V)] + IV (0)])

Vt € [0,T] e para todo n. Assim, de (5.31), tém-se

(et x =60+ v7)3) [ A (mlfdr < &

e r(2w-0( *\"/F‘/F)a) /Ot |Ab™(r)||2dr < 62
Logo, das tiltimas duas desigualdades e de (5.33)-(5.34), concluimos que

{u"}, {b"} sdo uniformemente limitadas em L®(0,T; V)N L*(0,T; D(A4)).  (5.35)
De (5.6), temos

Jwptt + Lw™? + ju” - Vo™ 4 2xw™ = xrot u® + g, (5.36)
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onde Lu™*! = yBu"t! — (a + 8)Vdivuw™tt.
Desde que L é um operador fortememte elitico, temos que existe uma constante Ny > 0
(No dependendo apenas de v, a + 3 e 99) tal que

(Lw”“,Bw”“) Z ,Y”Bwn+1”2 _ N0||vwn+1”2. (5.37)

(Ver [17], p. 70).
Multiplicando (5.36) por Buw™*!, tem-se

1d .
i IV P + (L™, Bu™!) + 2x|| Vo |?

2dt
— _j(un . v,wn+1’ Bwn+l) + X(I‘Ot un’Bwn-{—l) + (g’ Bwn+1)
e usando (5.37), resulta

1d

35 VW E + [ Bum | 4 2 Vw |

< Nol[ V™2 = j(u™ - Vu™t, Bu™) + x(rot u”, Bu™*)
+(g, Bu™"). (5.38)
Para o segundo termo do lado direito de (5.38) de forma anéloga a (5.24), tem-se

l](un . vwn+1) Bwn+l)| S j21/2/\—1/8|!vunHvan-f-lnm||Bwn+1”
< j21/2/\—1/81[vun” c ”V,wn+1||1/4”Bwn+1”7/4

e usando a desigualdade de Young junto com (5.33), resulta
" - Vu, Bt < e[Vt + £ BuP,

com ¢ > 0 independente de n.
Para os outros termos de (5.38), tém-se

3¢
2y
- 3 ’y

Yy« g2 L ntl)2
(g, Bu™")| < 27IIQH + g llBuw I

x(rotu®, Bu™)| < S| Vur?+ L Bum|P,

Logo, usando estas trés Ultimas estimativas em (5.38), obtemos
d .
JEHVM’"“II2 + || Bw™? + 4x|| V|

ntlp2 , 3 2 3x° ny2
< 2(Np + o)|| V™| +;HQH +—,y-HVU I
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e integrando de 0 a t, resulta

VW@ + [ 1B (o)l
<c [ IVurs @lRdr +cllg +e [ IVur(r)|dr
Portanto, da ultima desigualdade junto com (5.19), deduz-se que
{w"} é uniformemente limitada emL>(0, T; H;(Q)) N L*(0, T; D(B)). (5.39)
Multiplicando (5.5) por uft!, (5.7) por 67*! e usando a desigualdade de Holder, obtemos

a2 < (e ) A g+ + ffu® - Vum+fuf )
+2x[Vw[llug* ] + rll™ - Ty + 11 Al
BETHIP < wllAB IO A+l - VBTl + [l - Va1

entao, com ¢ > 0 independente de n, temos

lur ™l < ellAu™ ]+ cllu sl VU™ e+l V™| + el | VO™ s + cll 1,
12 < ell A" + ellu™[| 2 VO™ Ml ra + cllb™ ]l el V" s

mas [lullzs < Cil|Vul e [[Vullrs < Col|Vul|'/2]| Aul|'/2, logo

lug < ellAu™| + ol Vur [ Va2 A2 + el V|
+ef| VO [ V6™ 2| DT - el £l

6L < cll b + o Tu [[[|Vor |2 Apt |
+l [ VB [[[[ Va2 Aum 2

e aplicando a desigualdade de Young,vem

g * < ellAu™] + | Vur P Vur | + | V]| + cf [V 12| Vo
+f| A" + ¢l £1],
(6571 < el AL + el [Vt PIVE | + el VB[P V] + ef| Aum |,
logo, observando (5.33), (5.39) e elevando ao quadrado, resulta
il el Au™H + ¢ + el A2 + | £,
CHAbn+1“2 +eo+ HAun+1||2’

I

<
[l <
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novamente, levando em conta (5.35), somamos as duas ultimas desigualdades e integramos
de 0 a t, obtendo

[ imiar+ [T R < e [ QA e+ 4 ) ar
+c/0t ”f(r)szr-e-c/Ot dr < M;.

Portanto,
{uf}, {6} sdo uniformemente limitadas em L*(0,T; H). (5.40)
Multiplicando (5.6) por wi*!, temos

+1”2 a+ﬁ d n+1“‘2

n+1 2
P + 3N + () Ljdivu
= —j(u" - V™t w?*‘)—?x(w"“, with) + x(rot u™, with) + (g, wit!). (5.41)

Para o lado direito de (5.41), usando as desigualdades de Hélder e Young, temos as
seguintes estimativas:

2x (W™ Wit < Cellw™ I + eflwr %,
Ix(rotu™, with)| < Cel| Vur|[? + elfw |7,
(g, wi*)l < Cellgll® + ellwi 1%,
(

e observando que H?(Q2) < L*(Q), (5.39) e a desigualdade [|u||y> < M;||Au||, obtemos

3w - Vet wf ] < llut e ||V eyt
< clutllmellw T < CellAum + effug .

Levando estas estimativas em (5.41) com ¢ = -]é, tem-se
Iy V4 (et B) v ™ 2 < elfu™ 2 el| Va2l Au [+l
onde ¢ > 0 independe de n. Integrando de 0 a t, temos
j [ g iPar < ¢ [ @) + IVar @I + 140 (0] ) dr + ¢ gl
tendo em conta (5.20), (5.21) e (5.35), resulta
[ hertn)r < 1.
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Portanto, concluimos que

{wP} é uniformemente limitada em L*(0,T; L*(Q2)). (5.42)

Prova do Teorema 5.4

Para cada n, a existéncia da solugdo (u", w™, b") é garantida pelo Teorema 5.2.
A seguir, derivando respeito a t as equagdes (5.5)-(5.7), temos

upt + (p+ X)Auptt = —P(uf - Vutty — P(u” - Vultt) + xP(rot wy)

4rP(bF - V) 4 rP(6 - VEY) + P, (5.43)
Jultt 4y Bu™ — (o + B)Vdivutt + 2an+1

= —jul - Vot — ju" - Vult! + xrotul +g;,  (5.44)
bR 4+ v ABPTY = — P(ul - VB — P(u”- Vb?“) + P(bp - VUt

+P(b" - Vuith (5.45)

multiplicando (5.43) por uf*', tem-se

1d

2dt|lu?+l||‘2 (14 )| Var Y2 = —(u® - V™, w1 4 r(b) - V™ )

+r(b" - VO ulth) + x(rot wi, ufth) + (fy, ulth). (5.46)

Com ¢ > 0 independente de n, temos

;+»<
Ix(rot wi, uf*h)| < ellwpll? + —= (I Vur 1%,

(fof™)] < ellfill?+2 ”uw"“n?
0T < e s < el A
< clluplPfAu® + EEE vty
6 OB € VS e
S Pl + B v,

levando estas estimativas em (5.46), obtemos

d
TP+ (e + IV < il + ell fll® + elluf P w2

+c|| 7|12 AB™FH 2 4 2r(b™ - VBT ultY). (5.47)
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Multiplicando (5.45) por rbf*!, tem-se

2dt”bn+1”2+rl/“Vbn+lH2 (ut Vbn+1 bn+1)+7‘(bn Vun+1 bn+l)+7‘(bn Vun+1 bn+1)

(5.48)
e com ¢ > 0 independente de n, temos

n n n n A n n 7l p rv n
Ir(uf - VoL 07 < rlluplll| Vb “Ilme +1||r4 < clluf P AT + Ve,

|I‘(b£1 . Vu"“,b?“)] < C“bn” ”Aun+1||2 ||Vbn+1|]2

levando estas estimativas em (5.48), resulta

Ilb"“ll?‘ +2rv|[VEEH® < clluf{PLA™ P + cllof Pl Au I + 2r (6™ - Vugth, b7,
(5.49)
Somando (5.47) e (5.49), obtemos

[l P2+ 10 1P) + (4 )| Vur|? + 2re|| VB2
< ellwpl? + ell £l + elllufll® + 16113 ([ Au™*H|? + [|Ab™FH?) (5.50)

prit

desde que de (1.4), (b™ - VoI ufth) + (67 - Vultt 67t = 0.
Agora, multiplicando (5.5) por Au™t! e (5.7) por 4b™*!, resulta

(N+X)||Aun+ln2 — ( n+1 Aun+1) ( n_vun+l’Aun+l)+X(r0twn7Aun+l)
+T(b"- Vbn+1,Aun+1) +(f, Aun-H)’ (5.51)
VAP = —(BftT, ABTHY) — (u” - VBT, ApTH)
—(b™ - Vut Ap™t) (5.52)

Usando a desigualdade de Holder, a desigualdade de Young, a desigualdade de Sobolev
(lullrs < c||ul|/?]|Vu]|'/?) e a desigualdade de Cattabriga, encontramos estimativas para
o lado direito de (5.51)-(5.52) da forma seguinte:

|( n+l Aun+1)|

|(un . Vun+1, Au”H)[

Cellug *|1* + el Au™ T2,

[u" |l VU™l rall Au™ |

e[ Vur ([ Tu R A2 Au
CHVU"“||1/2||,4u"+1|]3/2

Cs Vu"+1]|2+5[[.4u"+1||2,

Cel[Vur |l + el Au™HH%,

IA AN IN N NN

|x(rot w", Au™)]
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(6" - VO AUt < 187 s VT sl At
cf| VBR[| Vo™ ABm |2 ) Aum |
Cel| VO™ [l Ab™ | + | Aum T2
Cenll VO™ | + nl] A6™|I* + ]| Au" 1%,
|(f, A < CllFI? + el Au™ 2,
(B85, A < Collbg |2 + nl] Ab™ 2,

|(u™ - VB AT < el VO™ ]| AT

cl| Pum||[[ Vo™ |2 Apn 2
Call VO™ 1 + nl Ab™+|?,

cl| VOl Vu 2 At 2] Al
Coll Vur | Au™ || + nl| Ab™ 1%,

Cenll VU™ 2 + | Au™ |2 + ] AL™1%,

I(bn . Vun-H’ Abn+1)|

IAIAIA A A N IA IN N A IA A

levando estas estimativas em (5.51)-(5.52), tém-se
(1 + )N AUHP < CellVu™ 2 + Celluf Y1 + Cel| V™| + el f1]°
+Cenl| VO 4 nl| AD™H? + el AumH,
AP < CllbEHI + CRll VO + Co [V HH? + el A2
+377|| A"+ ?
e considerando (5.33) e (5.39), resulta
(1 + 0N A2 + | AP < Co+ Cellu ™I + Cell A1 + Callbr 1P
+4T}||Abn+1||2 + GEHAun+1H2’

v p+X
AT

AW 2 + | A2 < Cs + clluf PP + ellof 1+ el £

escolhendo n =

, com ¢ > 0 independente de n, temos

Reemplazando a estimativa (5.53) em (5.50), tem-se

. .
=l =HI2 =+ rlloF ) + (i + )N Vg + 20| Vo2

dt
< cllwflf* + ell fll* + e(lluflf* + 1671%)(Cs + ell £11?)
te(llug 1 + 1671 (lug *H1% -+ 1157 7H1%).

Integrando de 0 a t e logo considerando min{1l,r, u + x, 2rv}, vem

v v t t n B
et O + 15 O + [ 1Vu (@)Pdr + [ 196+ (7)) 2ar
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< c(u O + O +e [ It P +ell il
ve [ UREEI? + B IR)Cs + el (7))
ve [ URE@I? + IR @I + 5 @dr. (.50

Observe-se que upt!, bt € C([0,T); H) (Teorema 5.2), f € C([0,T]; L*(Q) ( f, fi €
L*(Q) e Lema 1.5, Cap. 1). Entdo, levando em conta (5.40) e (5.42), conclui-se que

e (™ O + rller O)1) + ¢ [ g (Pdr + el il
ve [ (E) 2 + 18 ICs + el f(D]Pdr < o
Assim, de (5.54) tem-se
[ I + I O + [ IVu+ () Pdr + [ Ve () Par
< Coe [ (I + I () + 155 (7))
e aplicando a desigualdade de Gronwall, vem
la O + I+ @I + [ IVt ()|Par + [ 196+ (7)]dr
< Cuexp(e [ (lup(r)[ + [E(r)|)dr) < My,
Portanto,
{uf}, {b}'} sdo uniformemente limitadas em L*(0,T; H) N L*(0,T; V). (5.55)
Observando (5.53), de (5.53) deduzimos que
{u"}, {b"} sdo uniformemente limitadas em L*(0,T; D(A)). (5.56)
Multiplicando (5.44) por wi"*!, obtemos

1d | | |
J‘é%”w?“'ll!? +7||Vw£‘+1”2 + (a + B)||div w?+1”2 + QXHW?HHQ

= —j(ul - Vu™ L wl) + y(rot ul, witt) + (g, with). (5.

ot
[}
=
S
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De forma andloga como para (5.46), temos

- Y wf S Ve sl
< clluflll Bum Vet
< cluplPBu P + 2Vt P,
x(rotuf, wf)| S elju(? + I Vupt |,
1
oo wr*Dl < 2P + gl

com estas estimativas em (5.57), resulta

d n n 3 n
I e + AVt + (o + B)lldiv wi 2

< cllufll? + ellgell® + elluf|1?]| Buw™ 2. (5.58)
Multiplicando (5.36) por Buw™*!, tem-se
(Lw™', Bu™!) = x(rotu”, Bu™*!') + (g, Bu™*") — j(w}t!, Bw™")

_j(un . V,wn+1, Bwn+l) . 2x(w"+1, Bwn-{-l)7
usando as desigualdades de Holder e Young, e observando (5.37), temos

WBW™H? < Nol|Vu™|? + Cel [ V|| + Cellgl)? + Cel|wit||?
+2C. || Vw™!||? + 5¢|| Bw™!||?,

escolhendo ¢ = -110 e observando (5.35), (5.39), obtemos

[Bu™H® < el Vw4 el V|l + cllglf? + ellwg I
< Cs+ellgl® + cllwi*|? (5.

(S]]
(1]
e]
g

onde ¢ > 0 independe de n.
Reemplazando (5.59) em (5.58), tem-se

d, o, n . n
I IR + IV + (o + B)]div w2

- L ellufll? + cllgell + elluf I1P(Cs + cllgl®) + elluf [1Pllw 1%,

integrando de 0 a t e logo considerando o min{j, v, « + 8}, vem
t t
e O + [ IVwp+ (lPdr + [ lidivwp (o) ar
t t ‘ .
< [ I mIPdr + el +e [ IMEOIFCs + cllg(r)|*)ar

t 0 5 . n ¢
+e [P (IPdr + 5l o)),
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logo, tendo em conta que g € C([0,T); L*(Q)) (g, 9: € L*(Q)), wit! € C([0,T]; L*(Q))

(Teorema 5.2) e (5.40), obtemos que

@1 + [ IVupr)Pdr < o e [ ub(r) Pt (r)|Pdr,

aplicando a desigualdade de Gronwall, concluimos

t
lot @17 + [ 19uin))ar < Coexple [ luf(n)Pdr) < My

Portanto,
{w}} é uniformemente limitada em L>=(0,T; L*()) N L*(0, T; Hy(Q)).
Além disso, observando (5.59) e (5.60), temos que
{w"} é uniformemente limitada em L*(0,T; D(B)).
De (5.43), temos que
ul™t = —(pu+ x)Auptt - P(ul - V™) — P(u"™ - Vult) 4+ xP(rot w})
+rP(b} - V") + rP(b" - VBT + P fy,
logo, com ¢ > 0 independente de n, tem-se
w5 = ellAuf* . +cllP(uf - Va5 + e[ P(u” - Vu* |-
+e||P(rot wi)[[5- + cl| P(b] - VO™ )] [5..
+e[|P(8" - VOr)|[} + el PG
Agora, para os termos do lado direito de (5.62), temos
[Auf*lv- = sup [(Auyf*™'v)] = sup [(Vui*, Vu)
livllv <1 flvllv <1
< sup HVut“IIIIVUII < Ve,
: llvllv <
I1P(uf - Vurly. = sup [(uf - Vu"h )| < sup [lupfll| V| relv]lrs
flllv <1 flvllv <1
< cllugliflAumt S IVl < ellug |l Au™*"]],
{lvllv<
IP(u" - Vug*) |l = sup [(u"- Vup™, )] < sup a7l Vg v 7o
flullv <1 Jlullv £
< CllVU"HHVu?“H sup, Vo] < ClIVU"HHVU?“H
Jlliy <
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IP(rotuf)lly- = sup |(rotuf,v)| = sup |(w},rotv)]

llollv <1 fullv<1
< sup Jlwd || Vo]l < (lwidls (5.66)
vljv<1
IP(b; - V"™ )[ly- = sup |(b] - V&",v)| < sup [|6FIIIVE™ [|ral|v]l ra
v <1 v <1
<l As™tl, (5.67)
|1P" - Vorth)ly. = sup [("- VBT, v)| < sup ||6%]|1s]|VEFH[]|v]|7.
ffellv<1 llullv <1
< Vet Ve, (5.68)
I1Pflly- = sup [(fe,v)] < Ifll sup [lv]l < cll . (5.69)
lvfiv <1 flvilv <1

Levando (5.63)-(5.69) em (5.62), obtemos

g3 < el VR + clluf Pl Au R + el VP Tt
ellwf P + cFIPIAB™ P + [ VB IPVEEH P + el £l (5.70)

De (5.44), com ¢ > 0 independente de n, tem-se

lwit - < el Bwi* - + el Vdiv w5 + ellwi R + elluf - Vo iR

tellu® - Vup s + cllrot uflf- + cllgull3-. (5.71)

Também, temos as seguintes estimativas

|Bwitlg-1 = sup [(Bwf*v)[= sup [(Vw;™', V)| < ||Vup™,
ol g1 <1 Jlull g1 <1
0 0
IVdivwpt||g- =  sup [(Vdivuwlth )= sup |(divwP*!,divv)
||UHH(1)51 Hvﬂyéil
< ¢ Sup_ [Vl Vol < el Vwp i,
vllgy <
Jwitlw-r = sup J(wft o) < sup [Jwpt||v]l < eflwpttl,
”U”H(I)§1 HUIIH‘}Sl
luf - V™ g = sup [(uf - Vw™ )| < cllul|Bw™ ),
HUHHéSI
" - Vui* g = sup |(u"- Vit )| < o[ V[ Ve,
”UI!Hasl
lrotui|lg-+ = sup [(rotug,v)| < |lufll,
”U“Hésl
lgellu-r = sup [(ge, )] < cllge]l-
hveraSl
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Logo, levando estas estimativas em (5.71), resulta

[ |

cll VP + cllwf 1 + elluf |2 Bw™ I + ¢ Vor| 2| Vg 2

+el[ufl? + cllg:l*. (5.72)
De (5.45), com ¢ > 0 independente de n, temos

6571V < el + [P(uf - VO )[IF + ([P (™ - Vo[-

HIP®F - Vur D[ + ([ PO" - Va7

e observando (5.63)-(5.63), (5.67) e (5.68), vem
16571+ < el VO I +elluf [P A6™ [P+l Vu ||| Vo |24 Vo7 2| Vug 2. (5.73)
Observando (5.33), (5.56) e (5.61), somamos (5.70), (5.72) e (5.73), obtendo

[l IS+l -0+ 165
< el Vug P +elfupll® + cllwf || + ellf|” + el Ty ?
ellwp P + el VO IP + el £l + cllgell”.

Tendo em conta (5.40), (5.42), (5.55), (5.60) e o fato que f;, g € L*(Q), integramos a
ultima desigualdade de 0 a t, obtendo

[t e+ [ e+ [ l-dr < Mo,

Portanto,

{ur}, {b%} sdo uniformemente limitadas em L2*(0,T;V™)
e {wl} é uniformemente limitada em L?(0,T; H™').

5.3 Existéncia da solugao e estimativas de erro

Os resultados sdo os seguintes:

Teorema 5.5 Suponhamos que as condi¢oes do Teorema 5.3 sdo satisfeitas. Entdo as
solugdes aprozimadas (u™, w", b*) convergem em L>°(0,T; V)N L?(0,T; D(A)) x L>=(0,T;
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H}(Q)) N LY0,T; D(B)) x L*(0,T; V)N L*0,T; D(A)). O elemento limite (u,w,b) € a
inica solugdo do problema (5.1)-(5.4) e satisfaz as seguintes estimativas de erro:
Slgp{HVU"(t) — Vu(t)||® + [[Vu"(t) — Vuw(t)||* + V6" (t) - Vb(8)[|*}
(MST)n—I] 1/2
(n—1) ’
t . t t .
/0 | Au™(1) — Au(r)||%dT +/0 | Bw™() — Bu(r)|*dr +/0 |Ab™ (1) — Ab(T)|%dT

(MST)n—l ] 1/2
(n—1)! ’

[ 19w (e) = Vu()Par + [ [Vur(r) - V() 2 + [ 11V6(r) = Vb(r) | dr
0 0 0

(MgT)" 1/2
n! } ’

SMg[

SMw[

< Mu[

[ ) = wlPdr + [ () -l + [ 1) = bl
(MST)n—l 1/2
< Mol T 5]

para todo t € [0,T] e onde as constantes Mg, My, Mg, M1y e Mia sdo independentes de
n.

Com hipdteses mais fortes sobre os dados, temos:

Teorema 5.6 Suponhamos que as condi¢bes do Teorema 5.4 sdo satisfeitas. Entao as
solugdes aprozimadas (u™, w™, b") convergem em L>(0,T; D(A))x L>(0,T; D(B))x L>(0,
T; D(A)) a solugdo (u,w,b) fornecida pelo Teorema 5.5. Além disso, (u,w,b) satisfaz as
seguintes estimativas de erro:
sup{||Vu"(t) - Vu(t)|]? + || Vu(t) - Vu(@)|® + | V6" () — Vb(t)[1*}

(MIGT)n—l

(n—1) "

t t t
[ un(r) = Au(r)dr + [ |Bun(r) - Bu(r)lPdr + [ 46" (r) - Ab(r)]dr
(M T)"!

(n—1)"°

/Ot IVu(r) = Vu(r)(2dr + /ot V™ (r) = V()| 2dr + /Ot IVb™(r) — Vb(r)|2dr

< M,

< My,
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(]\/I].GT)"' 1

J ) = wmlPdr + [ () = win)ldr + /0 157(r) = bu(m)l2dr
(MT)™ !

(n-—-1)"
sup{(luf(t) — w(OIf + [wi(t) - wel®)[F + 15 (1) - bu(t)|*}

< My

< My

L9 —w @i+ [ 1V@p - w)@)Pdr+ [ 196 - b)@IPdr
(M6T)"2
sup{[4u”(t) — Au(®)|* + || Bur(t) = Bu(®)|* +[|45"(6) - Ab(t)|*
(MsT)" 2

(n—2)"
) — walEdr + [ () = waordr + [ 18() — bl -dr
(MgT)"2

(n—-2)!"7

para todo t € [0,T] e onde as constantes My, Myg, M7, Mg, Mag, My, My e Mys sio
independentes de n.

< My

< Mo

< My

Denotamos por

n,s n+s n n,s n+s

="yt W =™ -y e B =0T — b, Vn,s > 1.

De (5.5), temos
u?+s + (/J + X)Aun+s + P(un—1+s . Vun+s) = XP(I‘Ot ,wn—l+s)
+rP(b" 1. Vo) + P, (5.74)
ul + (u+ x)Au™ + P(u™t . Vu") = xP(rot w™™!) + rP("' - V") + Pf. (5.75)
De (5.6), tém-se
JuwPtt 4+ vBu™t — (o + B)Vdivw™ + j(u 7 V) + 2wt
= yrotu" 'S 4 g, (5.76)
Jwl + yBu" - (o + 8)Vdivw” + j(u"t - Vu') + 2xw”™ = xrotu™"t + g, (5.77)
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De (5.7), temos

BFS 4y AR + P(um L VBT — PRI L Wyt = 0, (5.78)
B + vAB" + P(u™! - VoY) — P(b"! - V™) = 0. (5.79)

Subtraindo (5.75) de (5.74), (5.77) de (5.76) e (5.79) de (5.78), obtemos

ug”’ 4 (p+ x)Au™ + P(uHS . Uyt — P(u™ - Vo) = xP(rot w™ )
LrP(B" L VB — (5L VBT,

WP+ yBu™ — (o + B)Vdivu™ + j(uP1H - V) — j(utt . V)
+2xw™ = xrot u"~"*,

B+ v ABYE 4 P V) - (5 Ut = P(utt YY)
N O )

Portanto, u™*, w™*® e b™° satisfazem as identidades:

ug”® + (4 x)Au™® + Pu™ s Vu™f) — rP(B7IFS L V) v
— XP(I‘Ot ,wn—l,S) + TP(bn—l,s . Vbn) _ P(un—l,s . vun)7 (580)
jwp® + yBuw™ — (o + B)Vdivw™® + j(u" . Vu™) + 2xw™*

= yrot u™™ 1 — j(u"H* . Vu™), (5.81)
b;z,s + I/Abn’s + P(un—1+s . Vbn,.s') _ P(bn—l+s . Vun,.s‘)
= P(b" 1. V") — P(u" 1. V). (5.82)

Com estas notacoes, para provar o Teorema 5.5 e o Teorema 5.6, precisaremos de algums
lemas que a seguir estabelecemos.

Lema 5.2 Com as identidades (5.80)-(5.82), ezxiste uma constante ¢ > 0, independente
den e s, tal que

VU™ (@)% + [[Vw™ (&)1 + [ Vo™ (1)1 t
+ /0 1| Au™s(7)||2dr + /0 || Bw™ (7)||%dr + /0 | AB™ () ||2dr

S C/Ot (V= ()2 + [V ()P + [VO" ™ (7)]|*)a(T)dT (5.83)

onde gn(t) = [|Au"(@)]] + || Buw (@) + [|A6"(&)]] + 1.

Prova.
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Multiplicando (5.80) por Au™*, logo usando a desigualdade de Holder e o fato que
llullrs < cllull V2| Vul]/?, tem-se

1d

2dtIIVU’”H? (1 + x)||Au™|f?

= — (U1 Tu™, Au™) + (B0 L U, Au™) 4 x(rot w™ThE, Au™®)
r(6"7 - Vb, Au™) + (U™ . Y, Au™)

< clfu s VU™ | sl Aumel| 4 el |6 s | VO™ ]| Au|
+cl|[ Vur Tl Au™ | + c|o" 0 || ns [ VO™ | 13 ]] Au™||
+ellu™ 18] V| sl Au™|

< el V|| Tum |2 Au™ P2 e[ VORI V6™ |2 A6 Au|
el T A + el VB V72 B Au |
+e|| VUt |Vt V2 Aut 2 Au))

onde ¢ > 0 independe de n e s.
Agora, observando (5.35) e usando a desigualdade de Young, vem

1d

SV + (0] Aut

< Cel|[ VU2 + Ce gl V™17 + 8| A™||? + C || V™2
+Ce || VO 10|12 Ab™| + Cel| V= |2 Aut|] + 5z Au™||2. (5.84)

Multiplicando (5.81) por Bu™* e observando (5.37), tem-se

[Vu™|? +9[|Bu™|* < Nol Vu™|* - 2x(w™, Bu™)

—j(u™ M V™, Bu™) + x(rot v~ Bu™*)
—j(u™ " - V", Bu™). (5.85)

J?dt'

Usando (5.39) e as desigualdades de Holder e Young, estimamos o lado direito de (5.85),
obtendo

1d
I VW™ |* + || Buw™||?

2dt
< Nol| V™ |1* + el Vw™ (| Bu™ || + el|u" [l s ]| Vo™ || 2| Bw™|
VT Bu™ |+ ellu sl V]| Bw™||
< Nol V™ || + ¢ Vu™ || Bw™*|| + cl| V™| || Bw™||*/2
+l| Vur I Bw™ || + el Vut T [ V|V But |2 Buw™|
< Nol|Vw™||2 + G| VW™ |12 + Cy|| Vu™||2 + Cp || Vu™ 152
+Cy | VU |P|[Bu™| + 4nl{ Bu™|1%,
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escolhendo n > 0 apropriado, com ¢ > 0 independente de n e s, resulta
d . . .
J’EHVUJ"’SII2 + [ Bw™|? < ¢ V|| + ¢ Va2 4 ol Vur TP Bl (5.86)

Agora, multiplicando (5.82) por Ab™*, temos

SV 4 o] A

= — (UL VB, ABYS) 4 (BT Tt Ap)
+(67HS - Tt ADS) — (TS VB, A

< cl[um S o [[VER ol 4B+ cllBP o [T | A
B[ sl 4B + el ||l V67 a1 AB™ |

< cl| VB[R] AB[P/2 o+l V|2 A 2 AB |
el VBT 2 A2 A6 |
el VB3] A2 Al |

< Col[ T |2 + Col | um || Aw|| + Col| V87 4|2]| Au?]
| T 2] Ab| + 6] Ab™ |

< Cl| T2 + Col |V + ]| Aun
+Col| TH 2| A + Col| Tun~ | ABY| + 48] AB 2. (5.87)

Somando (5.84) e (5.87), obtemos

1 d n,s n,s T,S
5 V[P + V6™ 11%) + (e + )| Au™||* + v]| Ab™|?

2 dt
< Cegl| VU™ |12 + Cp e |[ V|2 + C. || V™ |2 + C.||[ VB 15|12 ]] 4b™|
+Ce|| VU™ |*]| Au|| + Col|VH™*| %] Au™||
+C|| VU™ |2 || AbY| + 6¢|] Au™||2 + 56| 4™ |2,

escolhendo ¢ > 0, 8 > 0 apropriados, com ¢ > 0 independente de n e s, resulta

d ¥
F VU2 4+ [95%2) + (u 4+ x) | Aw™|[2 + v A6

< || Va2 + ¢f| VB2 + | Ve
+(||Vun—1,s“2 + HVbn—l,sHQ)(“Aun“ + HAb"”), (5.88)

Agora, somamos (5.86) e (5.88), obtendo
d n,s(2 : n,s(|2 n,s {12 n,s|2 n,s(|2 n,s (|2
2 V™7 + gl V™7 + [IVO™]15) + (u + ) Au™ |17 + 4[| Bw™ |7 + v]] 4™
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< c(IVu™[® + IVe™ | + [ V™|17) + e[ Va2 )1? + o[ V™12
+e([[Vu"H )17 + ([ V8" ([| Au™ | + (| Bw™ || + (| AB"))

< c([IVu™ 1 + [[Vw™]|1? + || V™ ||?)
+e(IVur TV 4 ([Vw T + [ V0R P ([Au™] + ([ Bw™] + [ A" + 1)

logo, integrando de 0 a t e considerando o min{1, j, u + x,~, v}, vem
HVu"’S(t)ItI'2 +{[Vu™ ()] + IItVb"’s(t)ll2 t
+ [haw@rar + [ 1Bum()|rar + [ )46 (r)|Pdr
< ¢ [LUTu P + [V ) 4+ 98 () ()i
ve [ UITws @) + [V @I + 95 ()|

onde wn(t) = ||Au(t)]| + [[Bw™ (1) + [|A*(&)]| + 1.
Aplicando a desigualdade de Gronwall, tem-se

V™ (8)]]% + || Vw™ ($)]|? + || V6™ (2)]]?
+ /O | Au™S (7)]2dT + /O | Bw™ (7)|%dr + /O | Ab™ (7)|[2dr

< e [LUvurs @R + [V @) + 980 (0l P)oa(r)dr

completando a prova do lema.

Lema 5.3 Com as identidades (5.80)-(5.82), existe uma constante ¢ > 0, independente
den e s, tal que

[ @+ [ sl + [ 1 e)Rar
< e [LUTu @I + 1Tum )2 + 957 (7)) (r)ar
+o / CIVum () Pl (5.89)
onde ¢a(t) = [|Auw ()] + [ Bur(0)] + A0 +1.

Prova.
Multiplicando (5.80) por uy™, obtemos

a2 = (4 ) (Au™, ) = (5 Vs, )
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A

IA

IN

+r(B"I U ) + x(rot w™T e, up )

+r(6" 0L VB, up®) — (W Y, ul®)

cll Au™*|[[lu"|| + el[u o e | V™| alud|

+cl[6" 2 el VO™ |l + el Vo™ [lug )|

+l[b" 0 s | VO™ s llug || + ellu™ | sl V|| s l|ug™|

ol Au™?||{Ju*|] + ¢ Var | Au™e g

+c|[ VO I AD™ (|[|ug || + el Ve g

+el| VB |67 AB® R |up | + el Vo Va2 At lug|
CellAu™||? + Ce|| Ab™||? + Ce || V™ H°||2 + Cc|| Vo™ | %] A

+C. (| VU™ | 2| Au™)| + 5eljul’||. (5.90)

Multiplicando (5.81) por w;”®, temos

gllwe

B [

(a+lg) d : n,s||2
5 dt||d1vw |

= —y(Bw™, w*) — j(u" . V™, w)
—2x(w™, wi®) + x(rot u™ ™ w®) — j(utH - V', wit)

< | Bu™(llwlf + e[ Vur || Bw™|[[[wi || + el V™ |[{lwi|
+¢l| Vur T [|wi || + el V[ V|| 2 B || wi |

< CollBuw™|? + Col[ V™ |2 + Cp || VU412
+Cl| V(1| Bw™|| + dnf w1 (5.91)

Multiplicando (5.82) por b;"°, obtemos

1612

= —y(A™, b1°) — (WM U b ) 4 (BT V™t b))
+("H5 - T b)) — (uE L VR b))
< ell ™ YlIog || + el Vur LA™ (165 + el Vom Tl Aum 167
+el | o | VUl 161 + cllu™ = rsl V8™ |2 1167
cl| Ab™|[1167* || + cl| Au™*|l[F* 1] + cl| Vo™~ ||| Au™|| V2167
el [Vu™ || AB™ | %167
Coll A™*1? + Coll Au™*||* + Col [ T5™~H|j2]| Au”|
+Co| | VU7 A6 + 46167 1” (5.92)

IN

IN

Logo, com apropriados ¢ > 0, n > 0 e # > 0, somando (5.90), (5.91) e (5.92), resulta

n,s . n.s n.s d . n.s
" l1F -+ e 17+ 1871 + (o + B) - lldiv w™?
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< (|l Au™ | + | B + [ A6 + |Vt + ol e
el V8 (] Au| + A7) + el Zun (A" + (| Bt + 1)
< el Aum[2 + | Bu |2 + [ A6|P) + of| Va2
([T 4+ ([ |78 ) e+ [ B + [ 467 + 1),

onde ¢ > 0 independe de n e s.
Integrando de 0 a t, tem-se

[ @ar + [ s @ipar + [ el
t t
e [ (lAu (I + | Bum (D] + | 46™ (D)P)dr + ¢ [ [V ()] dr
te [ UIVur T (D) + IV (I + V5 (0] en(r)dr
onde @, (t) = [JAu"(t)|| + || Bw™(¢)|| + ||Ab™(t)|| + 1. Logo, observando (5.83), vem
[ @l + [ ur e+ [ 1P
<e [ UIVum T @I + Vw4 () + V6" (1)) on(r)dr
+e [ [V dr
completando a prova do Lema 5.3.

Prova do Teorema 5.5

Colocando ¢, (t) = ||[Vu™* ()2 + ||Vw™*(t)||> + || V™4 (t)||%, de Lema 5.3, temos
t t t
n,s 2 N, 2 7,8 2
Gns(t) + [ NAw () + [ 1Bum(n)Pdr + [ fasm()]

<e /0 i (F)gn(F)dr (5.93)

onde ¢n(t) = [[Au™(t)|| + || Bw™(t)|| + [|A6"(t)]| + 1.
Como ¢2(t) < 4(||[Au™(®)]|2 + || Bw™(t)]|2 + ||Ab"(t)]|2 + 1), entdo pelas estimativas
dadas no Teorema 5.3 ((5.35) e (5.39)), temos que

{¢n} é uniformemente limitada em L*(0,T). (5.94)

Agora, aplicando a desigualdade de Holder no lado direito de (5.93) e tendo em conta
(5.94), obtemos

bustt) + [ Aws )P+ [ 1Bur)Fdr + [ Aol
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< c( /0 t ¢2_1,S(T)dr) 7 (5.95)

em particular
t
B2, S Ms [ ¢ (r)dr. (5.96)
Observando (5.35), (5.39) e da definigao de u™*, w™° e b™°, segue-se que Vn, s

bn,s(t) < M. (5.97)

Consequentememte, Lema 5.1 junto com (5.96) e (5.97), fornece

2 (1) < Mg%. (5.98)
Portanto,
n—-1411/2 n—141/2
VUm0 2+ ([T () [P+ [ VB () < Mo [%f—f’lT] M[%} - (5.99)

De (5.93) e (5.98), com uma constante My > 0 que independe de n e s, temos

t t t
| laws@iPar + [ 1Bu(r)|Fdr + [ abm(n)|Pdr
0

]\/187' n—2 1/2 (]Wgt)"_l 1/2 [(]UgT)"_l 1/2 _
< M2 2272 < ~ - 7 .(5.10
(/ ae! — dT) < Mlo[ = 1)!] < M|y ] (5.100)

Também, integrando de 0 a ¢ a desigualdade (5.99) e logo usando a desigualdade de Holder
no lado direito, obtemos

[ U @IP + [Tur (I + [V () P)er

t ] n—141/2 ¢ n—1 1/2
< Mg/o [(—@)—] dr < czwg(/o %T-)Tdr)

(n—1)! (n—1)!
nql/ , nql/:
< Mu[(]vﬁf) ]1 i < Mu[(M:;!‘r) }1 : (5.101)
De Lema 5.3, tendo em conta (5.101), temos
[ s par + [ i+ [ el
(A[ T)n 1/2 }
< c/ On-1,5(T)gn(T)dr + ]\Iu[ Z } (5.102)
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onde ¢n,s(t) = [[Vu™(t)[]* + || Vw™ (t)]|? + [ V6™ (1)||*.
Aplicando a desigualdade de Hélder no lado direito de (5.102) e tendo em conta (5.94),
obtemos

/”U *(7) ||2d7'+/ hw* T)”ZdT+/ 4
<c (/0 ‘ﬁ"—l’s(ﬂdr) 1/2 ‘et [<M8T)n} 12

n.

e observando (5.98), resulta

t y t n,s t ,8
e @itar+ [ wpsn)idr + [ 16 (lkar
Y n—2\1/2 Ty 11/2
<c</ a0 ”87 ) cMu[(Ms ) }

n!
(MsT ) 1/2
(n—1)! ) '

< Mrz( (5.103)

Agora, das estimativas (5.99)-(5.101), (5.103) e Coroldrio 5.1, concluimos que
{u"}, {b"} sdo sequéncias de Cauchy em L*(0,T;V) N L*(0,T; D(4)) N L*(0,T; V"),

{w"} é sequéncia de Cauchy em L>(0,T; Hy(Q)) N L*(0,T; D(B)) N L*(0,T; H(Q)),
{u?}, {b}} sdo sequéncias de Cauchy em L?*(0,T; H),
{w'} ésequéncia de Cauchy em L*(0,T; Hy(Q)) N L*(0, T; L*(Q)).

Assim, desde que L>(0,T;V), L>(0,T; H}(Q)), L*(0,T; D(A)), L*(0,T; D(B)), L*(0,

T;V), L*(0,T; H}(Q)), L*(0,T; H) e L*(0, T; L?(?)) sdo espacos de Banach, existem u, w
e b tais que quando n — oc, tém-se

u" — u forte em L*(0,T;V)N L*0,T; D(A)) N L*(0,T; V),

b* — b forte em L*®(0,T; V)N L*(0,T; D(A)) N L*(0,T;V),

w" —s w forte em L>(0,T; Hy(Q)) N L*(0,T; D(B)) N L*(0,T; H}()),
ul — u; forte em L%(0,T; H),

b} — b, forte em L*(0,T; H),

w} — w,; forte em L2(0,T; L*(Q)).

A seguir, com as convergéncias estabelecidas acima, passando ao limite (5.5)-(5.7) de
forma usual como em Lions ([22], p. 76), tem-se que o elemento limite (u, w, b) é solugdo

de (5.1)-(5.4).

161



Para provar a unicidade da solucdo, suponhamos que (T, w,b) é outra solugio do
problema (5.1)-(5.4) e denotemos

&(t) = llu = Tll* + [lw —@* + [lb ~ Bl

Logo, com estimativas andlogas as obtidas para chegar a (5.17) (ver a prova de unicidade
do Cap. 3), obtem-se a seguinte desigualdade

t
£t <e /O £(r)dr, Vte0,T]
e entdo, usando a desigualdade de Gronwall, segue que &(t) =0, V ¢t € [0,T), isto é,
u(t) =a(t), w(t)=w(t) e b(t) =b(t).

Finalmente, as estimativas de erro do Teorema 5.5, sdo obtidas tomando o limite quando
- § — oc nas desigualdades (5.99)-(5.101) e (5.103) respectivamente.

Prova do Teorema 5.6

Do Lema 5.2, com ¢, (t) = ||Au™(t)|| + || Bw™(t)|| + ||Ab™(¢)|| + 1 e ¢ > 0 independente
de n e s, temos

[Vu™(2)]12 + [[Vw™ (8)||* + || V6™ (1)
+ /0 | Au™* (r)||2dr + /0 || Bw™ (7)) %dr + /0 1| Ab™ (7) || 2dr

< ¢ [[Uvar @I + [V ) + V6 (0| ga(r)dr

Agora, das estimativas do Teorema 5.4 ((5.56) e (5.61)), resulta que
{¢n} é uniformemente limitada em L*(0,T). (5.104)

Entdo, colocando ¢y s(t) = ||Vu™* ()12 +]| Vw™(t)]|2+]| V6™*(t)|? na dltima desigualdade
e observando (5.104) tem-se

bnelt)+ [ A ()Pdr+ [ [Burs()Par+ [ 4 (0)|dr < Mis [ Gnoso(r)dr
(5.105)
Em particular

t
(bn,s(t) < ]\/[16‘/0 ¢n—1,S(T)dT

e de (5.97), para todo n e s tem-se ¢, 5(t) < My, entdo usando Lema 5.1, obtemos que

(Mgt)™!

d’n,s(t) < ]\/[9 (Tl _ 1)' :

(5.106)
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Portanto,

(Mygt)™~ - (MyT)™ !
(n—1)! <M" (n—1)

Além disso, de (5.103) e (5.106) com uma constante M7 que independe de n e s, temos

[Vu™ (@) + [Vw™ ()| + Vo™ (#)]|* < My (5.107)

N[ n-2
/ ”Auns( H2d7'+/ Ilens( ” dT+/ HAbns )H2 T < ]\/[15/ \[9 nlti—)Q)

(Mgt)" !

dr

= ]\/[17

(n—-1)"
Logo,
n,s 2 n,s 2 ns (AIIGT) =
[ lawlPdr + [ 1B () dr—i—/ |46 (r)|[2dr < M”—( o (5.108)
Também, integrando de 0 a t a desigualdade (5.107), obtemos
t , ‘ MgT)" B
[ a2 4 19w+ 195 ) < Mg EEEDE - (5a09

Do Lema 5.3, com ¢ > 0 independente de n e s, temos

t
,ns 2 2
[ sy ar + [ frsear + [ el
< [ ATt @)+ [Tur @) + [ V80 ) galr)dr
t
+c/ | Vw™*(1)||%dT. (5.110)
0

onde ¢n(t) = [[Au™(t)]| + || Bw™(t)|| + || 46" ()] + 1.
Observando (5.109), resulta
(A[th)
(n—=1)"

Logo, tendo em conta (5.104), (5.109) e levando esta ultima desigualdade em (5.110),
obtemos

[ 9w @) + [Tur =)l + V6 () |)dr < Mg

(MgT)*~

-(———m—. (5.111)

/t Hu"’s(r)Her-{—/t (7 l2dr+/ 1% (7)1 2dr < M.
0 t 0 t 20
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A seguir, derivando (5.80) com respeito a t, obtemos
ug® + (p+ x)Au® = =Pl vu™) — P(uT . V)
+rP (b1 V™) + r P(WY IS VHT)
+xP(rot wf™ M) + rP(bF™H - V) + rP(b" 1 - VbT)

P} V) — P(u"TY . Wl 5.112
t
e multiplicando por u;"’, temos
1d p n n—1l+s ns n—1+s n,s , NS
szl I+ (e + 0N Ve IIF = =™ V) (577 VB, up)

+r(b" 1 Vb up®) + x(rot wi Y, up)
+r(b™H - VO, uf?) + (02 VB up)
—(up ™M - VUt u?) — (0P Vg, ug). (5.113)
Para o lado direito de (5.113), usando as desigualdades de Holder e Young, a imersdo
H'(Q) — L*(Q) e as estimativas do Teorema 5.4, tém-se
[(uf = - V™ u)| clluf TNV U |l lug s < el Au|[[ Vg
Cell4u™||* + el Vu1?,
el AL I Vu || < Cel| A6™|? + €| Vuf |2,
Cellwy ™11 + el Va2,
cllor ™ A IV ug™|| < Cellof ™11 + el Vur|I?,
ClI Vo™= VO |1? + el V| 2,
clluy ™ AUV | < Cefluy ™ N1 + el Va2,
cllu " el Vg [lw |l s
Ce VU2 Vug || + el Vug||2.
Levando estas estimativas em (5.113), com apropriado ¢ > 0 ¢ ¢ > 0 que independe de n
e s, tem-se

LCARRER A ]

|x(rot wy ™", ? )l
(67 Vb" ug™)|
T Gl Vb?,un )l
(a7 - vt U

(" Vg, u))|

AN VANRE VANS VAR VAN VAN VAN VARSI AN

d. . ) _ . .
I+ ()Y < ellwp™ 12 + el ™2 + ellof ™)1 + e A
+l| A6+ cf [V Vg
+¢|| VO 0P VBR|E + 2r(b™ M L VbR ul’). (5.114)
Agora, derivando (5.81) com respeito a t, temos

jwy® +yBui’ — (o + 8)Vdivw™ + 2xw;”’
= U T — G ) + x(rot ™)
—j(uf vty — jurh - Vwp) (5.113)
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e multiplicando por w;"’, obtemos

|2+ AVl + (e + B)divaf |2 + x|

= —j(ul . V™, wi®) + x(rot uf ~H, wi)
—j(up™h . Vo, wl ) — i Vwl, w®).  (5.116)

Analogamente como para (5.113), para o lado direito de (5.116) temos as seguintes esti-
mativas:

(g™ Vet wg)] <l V™ |l lwi e < el Buw™ (][ V)|
Cyll Bw™||? + nl| Vw*|®
|x(rot uf ™, wi)] Colluy ™I + 1l V|

(e ™Vt w)) < T Ve el < elluf Tl Bwt [l V|
Colluy ™% + 0l V|
e sl Vg lllfwellrs < el VUt I Vwp | Ve

CllVur=H PV ll® + nll VaI*.

3" Vg, wi)

IA N IA A IA A A

Escolhendo apropriado n > 0, levamos estas estimativas em (5.116), obtendo
d s n—1,s nij|- =
il et AT 117 < el Bw™f? + elluf ™+ el Vet TP VPP (5.117)

Derivando (5.82) com respeito a t, obtem-se

by + vAby = —P(ulITS V™) — P(utTI L VP + PRI V™)
FP(O™ I Vu) + PO - V) + P(6TN - Vg
—P(uf™"* - V") — P(u""1* - VbY) (5.118)

e multiplicando por rb;”*, temos

CNE I + ol VB = (T + (B Tt )
(6" Y, b%) 4 (b - Y, b))
r(6"7H0 - Vg, b)) = r(uf T - VO™, b))
~r(u"h - VO, ). (5.119)

2dt

+ +

Analogamente, como para o lado direito de (5.113), tém-se

(U= VO, B < Gl A + 8] VB,
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|T(b?—1+s . vun,s, b?’s)
(B, 6)
[r(o" 1 - Vg, b7)

r(uf™"* - Vo™, b}*)

(u™ )

r(u™ - VbE, b’

Cil| Au™||* + 6]| V6| %,
Collbt ™| + 61| V|1,
Col| VB™ |2 Vu || + 6| Vo |,
Collug™"||> + 6] voy*||1%,

|
|
|
|
| < Goll VeI VORI + 61 V| ®

IAN N IN IN N

|

|
e levando estas estimativas em (5.119), com apropriado 6 > 0 e ¢ > 0 que independe de
n e s, resulta

d 7,8 7,8 n,s 7,8 —Ls n—1,s
il 1P+ rul| Vo < el Au™*|® + 1 A6™|1%) + e(lut ™ + (68~ 11%)

+¢|| Vo R T ug||? + el Va2 Vb2
+2r(B" 1S VU, b, (5.120)

Somando (5.114), (5.117) e (5.120), temos

d n,54|: : n n,s NS || n,8 |3 n,s
(I IP =+ gl 12+ leE 1) + (20N Vu [ + A Vi l1® + ro| V5P

< c(lAu™ |2 + | Bw™|1* + [ A1) + c(fluf ™ IP + llwr =12 + 11657 °11%)
+l[ Vur TP Vg + ([ V| + [[V6E1)
+||[ Vo (Vg + [ V71%)

desde que por (1.4), (5"~ Vb"* u®) + (5" 1. Vui®, b°) = 0.
Entdo, integrando de 0 a t e logo considerando o min{1, 5,7, t + X, 7, v}, temos

O + Ihf*OIF + 155 0
[ Ivure@itar + [ Ivur@lPdr+ [ 1V o)|Par

< [ Aum @) + | Bum ()l + |48 ()| )dr
e [ U I + e I + 1577 P)dr ,
+e [ (a2 + 195 @IV + [TuR I + [6)[)dr
Considerando (5.107), (5.108) e (5.111), segue-se

e 1 + | + 15 () |
+ [ Ivars@)iPar + [ IVui e + [ 196 () Far
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e observando (5.55) e

PO + w11 + ll6f (812

I

(MysT)™ (MyeT)" 2
< oMy Ty oMo oy
(Ml T)n 2 n 2 n 2
+edo (S ) [ UV + IV6f P + V() P)ar

(5.60), resulta

t n,s 2 t n,s 2 t 7,8 2
+ [ Ivur @l + [ Ve (@)lPdr + [ 105 (0)]dr

(A/[lsT)n_Q

< My —————.
e Y

(5.121)

A seguir, multiplicando (5.80) por Au™*, temos

(1 + )| Au™l

2

IA

IA

IN

—(ug®, Au™*) — (U7 VU™, Au™) + (00T VB, Au™)
+x(rot w1, Au™) + (6" - VB, Au™*) — (uTH . Y, Au™)
[l Au™|] + el|u ] || V™| s ]| Au™|
+r[|6" 1 s (| VO™ | sl Au™|| + x| V™~ bl Au™?|
+7][6" ] 1 [ VB" [ e | Au™ | 4 {u T [ VU™ | ra | Au™|
clfug || Au™|| + el Vu™ ||| Au™*||>2
+el|[ V™| /2 AD™| 2 Au™ | + [V TR || Au™|
+cl| Vom0 A | Aum|| + cf VUt Aw” ||| Au™|
Cellut[I? + Cel|Vu™||? + Ce || VO™*||* + 6| Ab™ |2
+C (| Vw12 + Cl [ VB 1|2 Ab™| + Cc || Va7 Au™|
+62| Au™||%. (5.122)

Multiplicando (5.81) por Buw™* e observando (5.37), obtemos

Y| Bw

n,sH2

< Nl Vw™||? = 5wy, Bu™) — 2x(w™®, Bu™®)
- —j(ur V™ Bu™®) + x(rot u" ¢, Bw™)
—j(u™ - Vu", Bu™*)

< Nol| V™ |I® + el [[|Bw™|| + el Ve[| Bw™||
of|um 2 s | Vs | Bw™|| + | Vur ||| Buw™|
+ellu™ || sl Vet | sl Bw™ |

< Nol| V™| + elfwf | Bw™|| + ¢l| V||| Bu™|

el VY2 B2 + ol Vunte [ B
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+el| Vot || B[ Bu™|
< Noll V| + Colfuid|P + ol V™| + G| V™|
Ol Vur T + df But (5.123)

Multiplicando (5.82) por Ab™°, temos

U”Abn,s”2 — _(b?,s’ Abn,s) _ (un—1+s . Vbn,s’ Abn,S) + (bn-—1+s ) Vun,s, Abn,s)

(ML Vut, AB) — (unThe - VB, AD™)

cllof*[1[| 6™ || + || V™| AB™[/2 + cf V|2 ]| Au™e | V2]| A6
+el| VOl Aut ||| AL || + el [ Tun ol A6 [ Ab™|

Collb|* + Col| V6™ || + Co,el| Vu™||* + ¢]| Au™|?

+Co| [ VO] Au” 1P + Col V122 46712 + 86| A6™(1”. (5.124)

IA

AN

Escolhendo apropriados € > 0, > 0 e 8 > 0, com ¢ > 0 independente de n e s, somamos
(5.122), (5.123) e (5.124), obtendo

(1 + 20N AU + ]| Bw™ || + v]| 46"
< e(lluf I + lw|1* + [6°1%) + e(IVu™|]® + [|[Vw™||* + | Ve™|]*)
+e([[ Va1 + [ Vut TR
+e([I VU + VORI (L Au™ 1 + (| A1),
logo, considerando o min{y + x, 7, v} e observando (5.56), tem-se
AU Y2 + [ Bum 2+ |46 < e(lul ) + [l + [167]1)

+e([[ Va2 + [Vw™ |1 + [ V™)
+e([[Tum T+ [T+ (VB

e levando em conta (5.107) e (5.121), resulta

[Au™ (O + | Bw™ (®)|| + [ Ab™ ()]

(MT) 2 (MygT) ! (MgT)"2
< Myl My et
S eMa oy F My Ty F My
Portanto, concluimos
M,¢T)"2 i
llAU"’s(t)H2 + ”B,wrh-?(t)”2 + ”Abﬂys(t)HQ < ]\/[22((”;6—%)!—. (5.123)
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De (5.112), com ¢ > 0 independente de n e s, tem-se
luge’ G- < ellAuf®l[5- + el Puf ™% - Vu™) |5 + el P(u* - Vui)|[3.
+cf| Py~ - VO[5 + | P(6" 1 - VB[ + el | P(rot w?“”)ll%r-
+l|[ P67 - VO[5 + el PO - VO)IF + cllP(ug ™" - V)
+c||P(u™h - Vud)|i3... (5.126)

De forma andloga a (5.63)-(5.68), temos

Aug?lly- = sup [(Au’,v)| < [|[Vui’],
lvlfv <1
|Puf™ - Vu™)|[y- = sup [(up™'* - V™, u)| < sup [fuf T | [Vu™|pallv]l
[lvliv <1 [lwilv <1
cllup =t Au™,
1P Vug )|y || Vur=H ([ V|,

cllo = ll1Ab™ ),
el Vo=l Ve,

n-— ls”

)

IP(6r = V6™ |-
P61 - Vb )y
IP(rot wy™")||v-
1P - V™) |-
P65 - Vo) lv-
1P (u ™. Vu") -
I1P5 - Vug) v

cl|w;
cllbr (Il Ab™ |,
c|| Ve M1V,
cllug ™Il Aut ],
o VaH ||| Vg

IA N AN IA A IA A N TA

Observando (5.35), (5.53) e (5.56), levamos estas estimativas em (5.126), obtendo

Il < el Vu P + el Au™ |1 + el 4™ + ¢l VB |1* + effuf™ )
|7 + ellad TR + el vt R V|
el o P g (5.127)

De (5.119), com ¢ > 0 independente de n e s,tem-se

lwi®l|3-1 < c||Bw?’s||%,_1 + || Vdiv wi* |- +cHw Nt + c|lul™ s - V™% -
+o||Ju e Vw4 - + cflrot up T oG- + cllug T - V|3
I ‘ 4- H
+c||u”"1’s . Vw?||2,,_1. (5.128)

Anélogo como para (5.71), temos

|1Bwi |- < [[Vw|,
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IVdival |l < el Vul],
fwiler < eljupl,
Jug =™ - V™ g < sup [luf TV allvllne < ellupT I Bw™l,
||‘U|H(1)51
[ V([ < ef| Vur TV,
lrotuy ™ (-1 < ellur ™,
Jug™"" - V-1 < c||ut_1’s|H]Bw”||,
" Vullg-r < e[ VUl Vgl

Logo, observando (5.33), (5.55) e (5.61), levamos as estimativas acima em (5.128), obtendo

el Vi |I* + ellwi|I* + el Bu™||? + cljup™|?
+ef| VTP V. (5.129)

1w I~

De (5.122), com ¢ > 0 independente de n e s, temos

157115 < ellAbg (I3 + el P(uf ™1 - VO™)[I5. + || P(u™ 1 - Vb )|
+||P(opH - Vum) |5 4 o |[PO"TH  Vu)| [
+c|| P61 VU5 + e[ P(OM T - V)|
Fel| PPV VMR, + || P(u Y - V)| (5.130)

Analogamente como para o lado direito de (5.126), obtemos as seguintes estimativas:

(| Abg ||y~
[P (ug =t - Vo™)|ly-
HP( n—1+s Vbns)“V-
[P (b1 - ™)y
| P61 - Vug) |-
PO - Vur) |l
)
)

Ve,

cllug Tl A6,
e[ Vur= el ve: ),
cfloy = |l A,
el Vo el v,
cller ™" I Au™l,

el Vol Vg,
eflus ™ ll1 4671,

el Vur Ve,

I!P(b" b Vup)|v-
|1P(uf™" - V™) |-
| P(u™ - Vo) ]y

IAINA N AN IA A N IA

logo, observando (5.33), (5.55) e (5.56), levamos estas estimativas em (5.130), obtendo

165° 13- < e(lIVup|® + IIVE°11?) + c(|| Au™* |2 + [ 46™° %) + ¢l V&1 Vg |2
te(llug TP+ 16T + el VTP Ve . (5.131)
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Somando (5.127), (5.129) e (5.131), resulta

eI~ + llwi e + 1162°]1-
< e(IVui® + | Ve | + [ Ver-|?)
+e([Au™|* + [ Bw™ [ + [| 46™||%)
Fe(llwf ™ + [lug =+ 16770 + eflwf )
+e([Vur TP + [P (Vg + [Vl + (V6] ]f?),

logo, observando (5.107), (5.108), (5.111) e (5.121), integramos de 0 a t, obtendo

[ o + [z O edr+ [ 6 )]
< AIZI%— cﬂ[n%
+e A[go% +CMZO%
+edty SRR [ (19t )7 + [V up ()] + 9520 o
e tendo em conta (5.53) e (5.60), concluimos que
/|| 3 dr+/ i (7)11% m/ 163 (7) 13- dr<nfzg%. (5.132)

Agora, das estimativas (5.121), (5.125) e (5.132), junto com o Coroldrio 5.1, conclui-se
que

{u}}, {b}} sdo sequéncias de Cauchy em L*(0,T;H)N L*(0,T;V),
{w?} é sequéncia de Cauchy em L*(0,T;L*(2)) N L*(0,T; Hy(Q)),
{u"}, {6"} sdo sequéncias de Cauchy em L*(0,T; D(A)),

{w"} é sequéncia de Cauchy em L*(0,T; D(B)),

{u%}, {b7} -sdo sequéncias de Cauchy em L*(0,T; V™),

e {wl} ésequéncia de Cauchy em L*(0,T;H™').

Logo, desde que L%(0,T;V), L%(0,T; H}(Q)), L=(0,T; H), L=(0,T; L*(Q)), L* (0,T;
D(A)), L*(0,T; D(B)), L*0,T;V*) e L*(0,T; H™') sdo espagos de Banach, das con-
clusdes acima e da unicidade do limite, temos que

u* —su e b" — b forteem L*(0,T;D(A)),
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w" — w forte em L*(0,T; D(B)),

u' —> u, e b — b, forteem L®(0,T;H)NL*(0,T;V),
w? — w; forte em L*®(0,T;L*(Q)) N L*(0,T; Hy(QY)),

ul — uy e b — by forte em L%(0,T; V™),

wl — wy forte em L2(0,T; H™Y),

onde (u,w,b) é a solugdo dada pelo Teorema 5.5.
Finalmente, as estimativas de erro do Teorema 5.6 sdo obtidas tomando o limite
quando s — oc nas desigualdades (5.107)-(5.109), (5.111), (5.121), (5.125) e (5.132)

respectivamente.

Observagao 5.4 Da observagdo 5.3, para a tnica solugdo de (5.1)-(5.3) com condigées
iniciais (1.3), todas as estimativas de erro dos Teoremas 5.5 e 5.6 sdo vdlidas, desde que

u™(z,0) = u"**(z,0) — u"(z,0) = uo(x) — ue(z) =0,

w™(z,0) = w"**(z,0) — w™(z,0) = wo(z) — we(z) = 0,

b4 (z,0) = 6"**(z,0) — b™(z,0) = bo(x) — bo(z) = 0,

Vu™(z,0) = Vu™*(z,0) — Vu(z,0) = Vuy(z) — Vue(z) =0,
Vu™ (z,0) = Vw"¥(z,0) — Vu™(z,0) = Vwy(z) — Vwy(z) = 0,
V6™ (z,0) = V6 (z,0) — VE*(z, 0) = Vbo(z) — Vbo(z) = 0,
Au™(z,0) = Au™"(z,0) — Au™(z,0) = Aug(z) — Aug(z) = 0,
Bw™*(x,0) = Bw™**(z,0) — Bw"(x,0) = Bwy(z) — Bwy(z) =0,
Ab™(z,0) = AV (2,0) — Ab™(z,0) = Abo(z) — Aby(z) = 0.

5.4 Resultados sobre a pressao

5.4.1 Estimativas a priori

Usando os resultados de Amrouche e Girault [3], como uma consequéncia do Teorema 5.3,
para a pressao temos

Proposicao 5.1 Com as hipdteses do Teorema 5.3, para cada n, existe uma unica p* €
L?(0,T; HY(Q)/R) tal que (u",w", b p") é uma solugdo aprozimada de (1.1)-(1.2) e
(5.4), onde (u™, w", b") € dada pelo Teorema 5.8. Além disso, as pressées aprorimadas
{p"} satisfazem

t
L 17 () T < Co

para todo t € [0,T) e onde Cy > 0 € uma constante genérica que independe de n.
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O seguinte resultado é uma consequéncia do Teorema, 5.4.

Proposicao 5.2 Com as hipdteses do Teorema 5.4, para cada n, a pressdo p" obtida
em Proposi¢io 5.1, satisfaz p"* € L*(0,T; H(QY)/R) e as pressées aprorimadas {p"}
satisfazem a segquinte estimativa

Sl:P{HPn(t)“%ﬂ(m/R} < Co

para todo t € [0,T] e onde Cy > 0 é uma constante genérica que independe de n. Além
disso, para cada n, (u™, w", b™, p") € uma solugdo aprorimada de (1.1)-(1.2) e (5.4), onde
(u™, w",b") € dada pelo Teorema 5.4.

Prova da Proposicao 5.1

De (5.5) temos que

(u+ x)Au™*t = P(F) (5.133)
onde
F = xrotw™ + rb™ - Vo™ 4 f — o™ - Vot — o+
Agora,
[talk e[ V|2 + ¢l |b*][ 7| V" H[Ta + cll FIIP + ellu™| 7l VUt [T + clfuf ™|

VANVAN

o[ Vw2 + || V6™ A6™ Y2 + cl| £IIZ + cf| Vut|[2] Aumt |2
+cllup*?, (5.134)

com ¢ > 0 independente de n.
Entao, observando a hipétese e as estimativas do Teorema 5.3, integramos de 0 a t,
obtendo

/ot IF(r)|%dr < e.

Logo, F € L?(0,T;L*)). Portanto, os resultados de Amrouche e Girault [3] implicam
que existe uma dnica p?*tt € L%(0,T; H*(Q)/R) tal que

(4 +x)Au™ + VpI*t = F,
divu"™! = 0 em Q =Q x (0,7), (5.135)
un+1|ag = 0

e [[u™*H g2 + |P2 Y i)y m < || F||. Em particular,

“Pf“”iﬂ(m/n < || F|I%.
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Agora, considerando

—_ o+l _ bn+1 . bn+1
Pt =t 5
e observando (5.6)-(5.8), temos que (u™*!, wn*!, 57+ pn+l) ¢ solugdo aproximada de (1.1)-

(1.2) e (5.4).
Observemos que se u, v € H}(Q), tém-se

V(u-v) =u- (Vo) +v-(Vu), [|[Vu| =[(Vu)i e lu-v|} <c|V(u- v)||* (5.136)

onde u - (Vv)t = uVw.
Entdo, usando (5.136), temos a seguinte estimativa:

”an”%ﬂ(Q)/R < ch*-HHH‘ Q)/R“*’CanH‘anH%n
< et i m + el VOB
< ellpt oy m +ello™ ! - (VO
< el My + ellb™ IV
< Pl n)/m+0||Vb"“ll [ Ab™*1||?

onde ¢ > 0 independe de n. Logo, observando (5.35), resulta
HanH? a/r < c”p*+1“H‘(Q)/R + C||Abn+1||2- (5.137)

Assim, levando em conta (5.35), integramos (5.137) de 0 a t, obtendo

t
L 1m0 oy < Co.

Observagao 5.5 Da Observagdo 5.3-(1), conclui-se que para cada n, (u™,w",b", p") €
uma solugdo aprozimada de (1.1)-(1.8), onde (u™, w",b") € dada pelo Teorema 5.3 e p™ ¢
fornecida pela Proposi¢do 5.1.

Prova da Proposigao 5.2

Com a hipétese do Teorema 5.4, as estimativas do Teorema 5.3 e Teorema 5.4, junto
com (5.133) e (5.134), deduzimos que

(1t + x)Au""! = P(F) onde F € L=(0,T;L*Q)/R).

Entdo, os resultados de Amrouche e Girault {3] implicam que existe uma tnica p?*! €
L>=(0,T; HY(Q)/R) tal que

fu™ e + I3 )y < cllFL
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Logo,
12 13 )/ e < llFI
entdo, de (5.137), vem

12" % @y < cllFIIP + el 40",

onde pn+1 — pn+1 rbn.+1 . pnFl
Portanto, tendo em conta (5.56) e o fato que F € L*(0,T; L*(Q)/IR), concluimos que

S‘iP{HPn(t)”inm)/R} < Co

para todo t € [0,T] e para todo n.

Observagao 5.6 Da Observagao 5.3-(2), resulta que (u™, w™, b", p™) € uma solugdo apro-
mimada de (1.1)-(1.3), onde (u™, w",b") é fornecida pelo Teorema 5.4 e p" é dada pela
Proposicdo 5.2.

5.4.2 Estimativas de erro
Temos os seguintes resultados:

Proposicao 5.3 Com as hipdteses do Teorema 5.3, as aprozimagdes {p"} da Proposi¢do
5.1, converge em L*(0,T; H'(Q)/IR). O elemento limite p, satisfaz a seguinte estimativa

de erro (MyT)-11/2
MT)*~
/ " (r T)Hm(n)/de < Mlo[m}

para todo t € [0,T] e onde as constantes My e M5 sdo independentes de n. Além disso,
p € tal que (u,w,b,p) € a unica solugdo do problema (1.1)-(1.2) e (5.4), onde (u,w,b) é
a unica solu¢do dada pelo Teorema 5.5.

Proposigao 5.4 Com as hipdteses do Teorema 5.4, as aprorimagdes {p"} dadas pela
Proposigio 5.2, converge em L=(0,T; H(Q)/RR) & p dada pela Proposi¢io 5.3. Além
disso, p satisfaz as sequintes estimativas de erro

(MyT)""
/ 18°(r) = 2Dl yymdr < Mas (-1’

M¢T) 2
AR 2 < M (_1_‘:’___.
S‘gp{”p (t) — ()5 (Q)/R} < Mas (n—2)!

para todo t € [0,T] e onde as constantes Myg, Moy e Mog sdo independentes de n.
Também, p € tal que (u,w,b,p) é a unica solugdo do problema (1.1)-(1.2) e (5.4), onde
(u, w, b) € a dnica solugdo fornecida pelo Teorema 5.6.
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Prova da Proposigao 5.3
De (5.135), temos que existe uma tnica p?*! € L%(0,T; H'(Q)/R) tal que
uptt — (p+ ) AU ™ VUt 4 Vpt = yrotw™ 4+ b - VBT 4+ f (5.138)

e p"tl = pitl — LpnFl. pntl ¢ 3 pressdo aproximada de (1.1).

*

Logo, de (5.138) deduzimos as seguintes identidades

_(/J' + X)Aun-{—s + vp:v,+s — _u?+s _ un—1+s . v,un+s + XI'Ot ,wn—l+s
+rp" I LS 4 f
—(p+x)Au" +Vp? = —ul —u" -V 4 xrotw™t +rbt T VB 4+ .
Denotemos
prt=p* —pl e pPM=p"t—p", Vn,s >1.

Entao, subtraindo as duas iltimas identidades, tem-se que p2* satisfaz

—(p+x)Au™ + VP = —up® — " Y™ -y L T 4 xrot w TS

AR v/ A L v/ (5.139)

com u™*, w™ e b™* definidas como anteriormente.
Entao, os resultados de Amrouche e Girault [3], implicam

P2l @ym < gl + w0 Va4 Jlu™~h - Van|| + xllrot w |
+r||6 TS| 4 |6 VBT
Logo,
1P lmaye < el + el el VU™l s + cllu™ ||l [ V"l s
+el[ V| + 6"l [ VO™ s+ cl]6™ T 1| VO™ 1o
clluf || + el Vur | Au™|| + e V||| Va2 Au” 2
+l[ V|| 4 ¢ VBT ABS | el VHm [ [[ Vo  Alt 2,

IA

onde ¢ > 0 independe de n e s. Assim,

pr’sllin(n)/m,
< cljuf |2 + el| Aum |2 + e Tun b Aut| + el | a2
| 4™ + €| VB2 Ab™|
< cffug|® + e(|| Au™* | + (| A" ?)
+e(| VU2 4 [Vt 4 [V ([ Aun] + ([ A+ 1). (5.140)
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Como, p™*+' = pi*! — Zp™+L . p7+L entdo

pn+s — pf+s _ gbn-i—s . bn+s e pn — pit _ gbn . bn,

assim, p™° satisfaz a seguinte identidade
n,S _ M,§ _ r_bn,s . bn+s _ Cbn L ps
p p* 2 2 ‘

A seguir, levando em conta (5.136), as imersdes H3(Q) < L>®(Q) e H}(Q) — L*(Q),
temos

el 3 e + V(™ 5|+ ¢ V" - 67

el sy B (VB 4 6™ - (T8}
ellB - (V)P + elfpe - (T8

o sy + cllB™ e [ VB + cl}6 3| V5™ 3
HellBP3 V7 24 -+ ell8 ]3| V02

< ellpm By + el ABIPIVEIP + | VbR 2] 46

IIp"’SH%,](Q)/R

INIA

IN

onde ¢ > 0 independe de n e s. Logo, observando (5.35), vem
||pn’s|ﬁr'(n)/m < C”Pf’s“irl(n)/m + CHAbn’sH?- (5.141)
Portanto, de (5.140) e (5.141), resulta
122 (M @y < ellut” (DI + el Au™ (7l + [|A6™ (1)) + ednr,s(T)¥n(7) (5.142)

1270y <l ()2 + (| 4w () [+ [ A8 (7)) + s o(7)n(r) (5.143)

onde

Gns(t) = (Ve @O + [[Vu™ O] + IV6™*(2)]?
Un(t) = [[A"(@)] +[]A6" ()] + 1.

Agora, tendo em conta (5.100) e (5.103), integramos (5.142) de 0 a t, obtendo

o (MgT)"111/2 (MsT)"~171/2
/0 P2 ()7 oy mdT < CMI'Z[ (ns_ 1)! ] +CMIO[ (ns- 1)! }
+e f ' Gnmts (1) 0n(r)dr (5.144)
0
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De (5.35), temos que {1,} é uniformemente limitada em L?(0,T), entdo aplicando a
desigualdade de Holder e observando (5.98), temos

[ bustrpniar < o [ dptrar) ([ )"
= C(/t ¢121—1s (1) d7')1/2

MgT n—2 1/2 (]WgT)n_l 1/2
s (/ M9 T) M”( (n—1)! ) !

levando isto em (5.144), concluimos

M.Tr"171/2 }
/ llp2*( ”H‘(Q)/RdT < My [(_(;ZST)I—S'_} (5.145)
Analogamente, de (5.143), tem-se
t M T)n—l 1/2 _
() <M [———( : ] 5.146
12 sy < Mg |[“ (5.146)

Assim, do Coroldrio 5.1 junto com (5.145) e (5.146), deduzimos que {pl}, {p"} sédo
sequéncias de Cauchy no espaco de Banach L2(0,T; H}(Q)/IR). Portanto, existem p. e
pem L%(0,T; H(Q)/R) tais que

Pt —p. e p" —p forteem L*(0,T; H'(Q)/R) e
—(p+x)Au+u-Vu+Vp, = xrotw +rb-Vb+ f (5.147)
onde (u,w,b) é dada pelo Teorema 5.5. Somente falta mostrar que p = p, — %b - b.

De fato, como p" = pl — %b" - b", entdo usando (5.136), temos

roo. r
H(p? — 55 “O") —po+ §b'bll%ﬂ(ﬂ)/ﬁ

. r
lp" — (P« — 55 01y m

< dfpt - P*||%ﬂ(n)/m +cljio-b—0"- bn”%ﬂ(m/m
< clip? = pllin@ym + el V(" +0) - (67 = O)II*
< dipt - p*“%ﬂ(n)/m
+cl[o” + b||24I|V(b" — b)|f7e + clio” — bll7= ||V (6" + b)II?
< bl = palli@ym + eIV + 0P A™ - b)|®
logo, observando (5.33), vem
16" = (p. = 55 D)y < €llot = 2o rrgaym + A =B (5.198)
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Portanto, desde que p! — p, em L?(0,T; HY(Q)/R) e b — b em L?(0,T; D(A4)),
concluimos que {p"} converge a p, — gb.b em L%(0,T; H'(Q)/R) e pela unicidade do
limite, resulta

r
=p.—2b-b
p=p 5

e assim, de (5.147) temos que (u,w,b,p) é a solugdo do problema (1.1)-(1.2) e (5.4).
Finalmente, tomando o limite quando s — oc em (5.146), obtemos

(]\/IST)n—l 1/2
/ llp"™(r “H‘(Q)/RdT < AIIS[W’]
Prova da Proposicao 5.4
Observando (5.108) e (5.111), integramos (5.143) de 0 a t, obtendo

t ]\/[ T n—1
/0 1™ ()51 () mdT < CMzogTr';—s_)l—)! M17( +c/ Br-1,s( (T)dr
onde
Ons(t) = [|[Vu™ (@)1 + [[Vw™ ()]]* + || Vo™ (1)
Un(t) = ||[Au”()] + A" ()] + 1.

De (5.56), temos que {¥,} é uniformemente limitada em L>(0,T), entdo

n-1 A
% A/[l?(ljlsT / ¢n l.s

Logo, de (5.109) e da definigao de ¢, s, tem-se

t
|15 (0 oy i < e

MgT)" ! My¢T MT)"!
/ 157 ()l oy me < eMaot o 1)! + eis o 1)! e = )1)!
de onde concluimos , (MysT)™
7,8 16 5
/0 IIp™ (T)”i,l(n)/RdT < My, n—1) (5.149)

Agora, de (5.148), observando (5.107), (5.121), (5.125), o fato que {¥,} é uniformemente
limitada em L*®(0,T) e a defini¢do de ¢, 5(t), obtemos

(MyT)"2

. M,.TY™ 2 M, T2
12 Ol o/ < €M (n t ety M) gy e T)

—2)! (n—2)! (n—-2)
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Logo,

MyT) 2 - x
1P2° O3 oy < Mzsg—(}fﬁ_—;);—- (5.150)
Analogamente, de (5.143) tem-se
M, T n—-2
1™ Ol ay/m < Mze-(-(-;l%,—- (5.151)

Logo, de (5.150), (5.131) e Corolario 5.1, concluimos que {p?}, {p"} sdo sequéncias de
Cauchy no espago de Banach L>*(0,T; H(Q)/RR).
Portanto, pela unicidade do limite, temos

Py —p. e p" —p forteem L®(0,T; H'(Q)/R),

comp=p, — gb - b, onde p e p, sdo dadas pela Proposicao 5.3.

Além disso, de (5.147) temos que (u,w,b,p) é solucdo de (1.1)-(1.2) e (5.4), onde
(u, w, b) é dada pelo Teorema 5.6.

Finalmente, as estimativas de erro da proposi¢ao sdo obtidas tomando o limite quando
s — oc nas desigualdades (5.149) e (5.151) respectivamente.

Observagao 5.7 Da Observagdo 5.4, as estimativas de erro para as solu¢des aprorimadas
{(u",w", 6", p")} do problema (1.1)-(1.8), sio dadas pelo Teorema 5.5 e Proposigio 5.3. F
melhores estimativas de erro para as solugées aprozimadas {(u", w™, b", p™)} do problema
(1.1)-(1.3), s@o fornecidas pelo Teorema 5.6 e Proposicio 5.4.
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Capitulo 6

Comentarios finais, perspectivas
futuras

6.1

Comentarios finais

Os resultados do Capitulo 2 foi publicado em 1996, na Revista de Matemadticas
Aplicadas , Univ. de Chile, Vol. 17, pag. 75-90, com o titulo: On the uniqueness
and regularity of the weak solution of Magneto-micropolar fluid equations.

Fazendo uma andlise mais geral do Capitulo 2, obteve-se o trabalho: On the exis-
tence of fractional time-derivative of some evolution partial differential equations,
publicado como Relatorio de Pesquisa N2 82, IMECc-UNicAMP, 1997.

A primeira Se¢ao do Capitulo 3, foi apresentado em 1995 no 42 Congreso Franco-
Latinoamericano de Matemadticas Aplicadas (Métodos Numéricos en Mecdnica),
Concepcién, Chile, com o titulo: Magneto Micropolar fluid motion: Global exis-
tence of strong solutions. O resumo foi publicado no Anal do congresso e o trabalho
completo foi publicado como Relatorio de Pesquisa N2 43, IMEcc-U~NicavPp, 1995.

O resultado da Secao 3 do Capitulo 3, foi publicado em 1997 como Relatorio de
Pesquisa N2 89, IMECC-UNICAMP, 1997, com o titulo: An error estimates uniform
in time for espectral Galerkin approzimations of the magneto-micropolar fluid equa-
tions.

Do Capitulo 4, os resultados obtidos na Segdo 2 (existéncia de solugdes fracas), foi
apresentado no V workshop on partial differential equations: Theory, computation
and applications, IMPA, RJ, 1997, com o titulo: On the initial value problem for
the equations of magneto-micropolar fluid in a time dependent domain, tem sido
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aceito para publica¢do na Revista Matemadtica Contemporanea (" proceedings”do V
Workshop em Equacoes Diferenciais Parciais).

Durante o desemvolvimento do Capitulo 5, foram realizados os seguintes trabalhos:

e Relatorio de Pesquisa N2 23, IMECC-UNICAMP, 1997, com o titulo: On the
convergence rate for an tterational method for the equations of nonhomogeneous
incompressible fluids

e Relatorio de Pesquisa N2 42, IMECC-UNICAMP, 1997, com o titulo: The equa-
tions of a viscous asymmetric fluids: An iterational approach.

Também, usando o método iterativo aplicado no Capitulo 5, estd sendo desemvolvido
um trabalho para as equagoes de fluido asimétrico nao homogeéneo.

6.2 Pesquisas futuras

1.
2.

Estudar a existéncia de solugées periddicas das equagdes de um fluido asimétrico.

Considerando as equagdes de fluidos magneto-micropolares definidos sobre dominios
"thin” tri-dimensionais e com condi¢oes de contorno periédicas, pretemdemos estu-
dar a existéncia de um atrator global e a regularidade de solugdes.

. Aplicar o processo de homogenizagio para as equagoes de um fluido assimétrico em

um meio poroso.

Usando o método de aproximagao de elementos finitos para as equagdes de umn fluido
magneto-micropolar, estudar a regularidade de solugées e a ordem das estimativas
de erro para a discretizagao espacial. Também, queremos fazer um anélise sobre a
estabilidade de solugdes e das estimativas de erro uniformes no tempo.

Analisar as estimativas de erro dos métodos de projecdo (ou métodos de passo
fracional) para as equagdes de um fluido magneto-micropolar.

Implementagao computacional de métodos de projecao e do método de elementos
finitos para as equagdes de fluidos magneto-micropolares.
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