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INTRODUCAO

¥

(¢ primeiro teorema de interpolagio de operadores, foi obtido por M. Riesz em 1926,
na forma de uma desigualdade para formas bilineares. Uma versio mals completa desse
teorema, para operadores, foi dada por G. 0. Thorin, resultando no hoje cldssico Teorema
de Interpolagho de Riesz-Thorin. Um passo essencial depois, foi o teorema de interpolagio
de 1. Marcinkiewicz (1838), cuja demonstragio foi publicada por A. Zygmund em 1956
Varias generalizagbes foram obtidas nesse perfodo, principalmente por E. M. Stein e G,
Woeiss, embora, todas elas eram a respeitos de espagos LY ou simiares. O desenvolvimento
de teoremas de interpolagio para pares de espagos de Banach e Hilbert abstratos comegou
em 1058 em vérios paises. As primeiras publicacBes sioc devidas a J. L. Lions (1958-19603,
E. Gaglhiardo (1958-1960}, A, P. Calderon {1960) ¢ J. Peetre (1960}, sendo que os trabalhos
de Peetre estdo entre os que mais contribuiram para a moderna teoria de interpolagao.
Assim virios métodos foram criados para se obter teoremas de interpolagho e muitos tendo
profundas interrelacges.

Resumidamente temos a seguinte colocagdo: dado um par de Banach {Eq, E;}, um
espaco E é um espago intermedidrio em relagio a {Ey. Ky} se EgNEy — E s By + E4
onde ~ denota inclusic continva. Sejam {Eg, Eq} e {Fu. Fy} pares de Banach e E e F
espagos intermedidrios em refagdo a {Ey, By}, {5, Fi} respectivamente. Se E e F tém a
propriedade que, se T € um operador Lnear, tal que 7 : By — Fy \ T ¢ By — Fy, entido
T+ E — F, dizemnos que E e F sio espagos de interpolagio em relagio g aos par {Es By}
¢ {Fy, F1} respectivamente. Assim um métodoe de interpolagio é um functor F, gue a cada®™
par de Banack { Fg. Ep}. associa um espago E = F{E;, Ey ) que é um espaco intermedidrio
de {.E—-"{j.e E]}b

(Os métodoz de interpolagio mais importantes sio os métodos real e tomplexe. O
método complexo foi desenvolvido por A, P. Calderon e provém de trabalhos de G. O.
Thorin. O método real das médias foi introduzide por J. Peetre e J. L. Lions {18], e pos
terjormente foi desenvolvido por 1. Peetre.

0O método p de interpolagio vtilizado neste trabalho. é uma generalizagdo do caso pit) =

considerado por 3. Peetre.

i

Urma questdo natural be teoria de imerpolacio, € a seguinte: propriedades valida:
err: ulm ou em ambos espagos extremo: continwam validas para espacos interpolados”
Entre essas propriedades estd a comparidade de operadores. O problems po(ﬁff se7 colo-
rudo. do seguinte modo: dades pares de Banach {Ey Eq} e {Fo  Fy}. um operador T €
LiiEe. BV {Fo. by e FUEG Ey)  FiFe Fy), onde F é um fanctor de interpolagio: que
rondiches devem ser postas sobre o5 espacos extremos para que ¥ 5 FiE £y — FoFa Fuo
seia compacto. Uma condigdo minime é gue T seja compacto de £y em Fiy ou de £y ens Fy.
mas somente isso ndo se mostroy suficiente. Varios resultados aparecerars dando respostas
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parciais a esta questdo. Os primeiros foram os Teoremas de Lions-Peetre ([18] e [19]}, em
gue Bum caso se tomava Ey = E; e em outro Fy = F,. Pouco depois aparecen o resultado
obtide por Persson {21}, em que os espagos eram todos distintos, mas sendo necessiria um
hipdtese de aproximagdo sobre o par {Fp, Fy}. Devemos aqui observar que os Teoremas de
Lion-Peetre e Persson J& apareciam implicitamente em um trabatho de M. A, Kranosel-
ski sobre espagos LF e cuja generalizacdo para espacos de Banach gerais foi direta. Em
1969, aparece o teorema de Havakawa [14], que nio pede hipdtese de aproximacio sobre
05 espagos, mas pede que T By — Fj seja compacte (k = 0,1}, Posteriormente, em tra-
balhos como [6], [7] e [9] foram obtidos novos resultados, sem hipdteses de aproximagio,
mas gue pedem a inclusdo de espagos como Fy ~ Fp ou Eg — Ey.

Na década de trinta, K. Kuratowsky definiu a medida de ndo compacidade de sub-
conjuntos limitados em espacos normatdos. Posteriormente se definiuv a medida de nio
compacidade de operadores. Essas defini¢tes se mostraram extremamente dteis no estudo
qualitativo de equagdes diferencials em espagos de Banach. Também essas medidas se
tornaram Gtels para o estudo de operadores ndo compactios em espagos Interpolados.

O objetivo deste trabalho & estudar como se relaciona a medida de nao-compacidade
de um operador, com espagos de interpolagao do tipe p, que pode ser posto do seguinte
modo: obter estimativas para a medida de ndo-compacidade de operadores nos espagos
interpolados, conhecendo-se a medida nos espagos extremos. Ou seja. dados pares de
Banach {Eg, Ev}, {Fo, F1} e um operador T € L{{Eg. Eq}. {Fy, F}}) , sendo 3{T) a medida
de nao-compacidade de T, gueremos obter estimativas do tipo

BTy}

HTer) < C B{7) ﬂimﬁ

onde E = F(En Fy ) F = FlFy, Fi) séo espagos interpolados, e F ¢ um functor do tipo
&

Qs dois primeiros Capftulos deste trabalho se ocupam de teoria de interpolagio e teo-
remas de compacidade. No primeiro Capitulo apresentamos o método p de interpolagio.
Diefinimos parametros funcionals. o3 métodos J, ¢ K, de interpolagdo e functores de tipo
p. Temos também s principais resultados, como a eguivaléncia dos métodos J e AL o
teorema de dualidade. o teorems de reiteragao e outras propriedades. Apresentamos ums
variante do método de interpolagho de Gustavsson-Peeire. introduzida por 1. B. Garciz e
I, L. Fernandez, gue é um exemplo de functor do tipo p. Além disso. definimos os espagos
fi e demonstramos que o interpolado entre dois desses espagos. é um e5pago do mesma
tipe. No segunde Capitulo apresentamos os teoremas de compacidade gue sio ulilizados
neste trabalhos, Temos 3 demonstracio dos dois teoremas de compacidade de Lions-Peetre
e do teoremiz de Hayvakawa. As demonstragdes estio generalizadas pare o método g



O Capitulo 3 trata de medidas de ndo compacidade de operadores. Primeiro defin-
- imos as medidas ¥ e ¥ para subconjuntos limitados de um espaco de Banach E. A
definigio das medidadas § e 3 para operadores provem do conceito de k-contragio, também
aqui definido. Concluimos o Capitulo com a demonstragdo de vérias propriedades, tanto
para a medida de nio-compacidade de conjuntos limitados, como para & medida de nko-
compacidade de operadores, Isso se mostrou necessdrio, pois varios livros e artigos trazem

as propriedades, mas nao as suas demaonstragdes.,

Nos Capitulos de 4 & B estdo os resultados obtidos neste trabalho, que séo do tipo

B(1/B(TEy 5 )
1/B(Te, )

A fase inicial do trabalho, foi generalizar para o método p os teoremas contidos no artigo
de M. F. Teixeira e D. E. Edmunds [21], que s80 para o método €. Tendo sido feita essas
generalizagbes, tinhamos a seguinte sitvacho: dados pares de Banach {Ep, Ev}, {Fp, Fi}
e um operador T € L{{Ey, E,}, {Fo, F1}), obtivemos teoremas para os casos {i}) By = Ey,
{it} Fo = Fy e (1) Eg # Ey, Fp # F\ com uma hipitese de aproximacio sobre {Fy, F1}.
O préximo passo no trabalho foi variar as condiches em {iii) e obter novos resultados.
Inicialmente estdvamos obtendo teoremas que somenle davam uma estimativa da medids
de néo compacidade do operador no espago interpolado, mas através de uma peguena Inu-
dan¢a na forma dos resultados, pudemos obter como coroldrio, teoremas de compacidade,
como por exemplo o Teorema de Persson. Chamamos a atenglo para esse fato, porgue isso
permite uma demonstracao para esses teoremas, utilizando técnicas diferentes das usadas
nas demonstragdes i& conbecidas.

é{TE,F} < C é{TEhFI)

No Capitulo 4 estd&o os dois primeiros resultados deste trabalho, que chamamos de
teoremas do tipo Lions-Peetre. A demonstragho desses teoremas seguem. com poucas
modiicagbes, as que estdo em [21] Esses teoremas d&o como corolarics 0s teoremas de
Lions-Peetre.

Ko Capitulo % o resultado também provém de [21], mas com mudancas mais profun-
das. No Lema 1 deste Capitulo temos a idéia gue fol fundamental para obter os ontros
tearenyas: © fato de gue € necessario achar uwm operador P tal que TP ou PT ., dependendo
doe caso. Caproxima” T, on seja HT —~ TP < k. onde F € uma constanie gue depende
da medida de ndo compacidade de T ¢ que ¢ diferente para cada caso. Nesse Capliulo.
SUpOIos que o par de Tchegada® { Fo. Fy ) satisfaz uma hipdiese de aproximacie. chamads
Hs e esza hipdtese nos forcesse o operador P, Descrevendo de modo resumido, a hipdlese
pede a existencs de um operador F o Fyp — Fp (k= 0,1, tal que no caso & = 0 o
operador P é comparto, Utilizando essa hipdtese, no Lema 5.2.1 mostramos gue existe
um: operador F, nas condigdes de Hy tal que |7 — FPT] < C. onde (" é fungao da medids
de ndo compacidade de 7. Na realidade. a hipdiese de aproximacio Hy € equivalente a
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hipétese do teorema de compacidade de Persson. Temos como corolario o teorema de com-
pacidade de Persson. Ainda nesse Capitulo damos um exemplo de espagos que satisfazem
a hipdtese H;.

Apés o resultado do Capitule 5, passamos a trabalhar no sentido de obter um resul-
tadg do mesmo tipo, mas com a hipotese de aproximacio sobre os espagos de "partida”
{Eq, Ey}. Assim no Capitulo 6 temos 2 hipdtese de aproximagao H,. Neste caso, pela
hipbtese, temos um operador F tal que F: Ey — Ep (k= 0,1}, mas agora P é compacto
para k = 0,1. Utilizando H; demonstramos o Lema 6.2.1, cujo resuitado é semelhante
ao do Lema 1, mas que tem demonstragio muito diferente. Apesar da hipdtese Hy ser
diferente da Hy a proposicao 5.1.2 também satisfaz Hy. O fato principal desse capitulo ¢
que temos como corolario do teorema, um teorema de compacidade semelhante ao teorema
de Persson, mas sendo um novo teorema de compacidade, pois a hipdtese de aproximacho
é sobre os espagos de partida.

O proximo passo apls os teoremas dos Capitulos 5 e 6 foi obter resultados sem
hipdteses de aproximacio. A sugestdo de como proceder foi dada através dos artigos {6] e
{71, ou seja utilizar os espagos £7 para obter um operador P, como ocorreu anteriormente.
Além disso o teorema do Capftule 7 pede que Fy C Fy. Devido a algumas dificaldades. o
resultado do teorema difere um pouco da forma geral dos outros, Temos como corolario o
teorema de compacidade de Cobos-Ednrunds-Potter.

Ng Capitulo 8, de forma semelbante ao 7, também necessitamos da incusio de espagos,
neste caso By« Ey e vtilizamos come auxiliar os espagos £3, mas agora ¢om Uma norma
diferente da utilizada no Capitule 7. Temos como coroldrio o teorema de compacidade de
Cohoz-Fernandez.

Os teoremas dos Capitulos 6, 7 ¢ § sho novos, mesmo no caso plt) = ¢,



Capitulo 1

Interpolacao com Parametro
Funcional

Neste primeiro capitulo definimos pardmetro funcional e algumas classes especi-
ais de pardmetros funcionais. Também definimos os métodos J e X de interpolagio
com pardmetros funcionais e apresentamos os principais resultados, come o teorema de
equivaléncia € o teorema de dualidade para esses métodos. Também apresentamos a
demonstra ¢io do teorema de interpolagio de espacos [5(E}.

1.1 Parametros Funcionais

1.1.1 FPunctores de Interpolagao. Dois espagos de Banach By, By formam um par de
Banach E = {Eg, Eyt se Eg ¢ Fy estdo continnamente 1imersos eI um espago tepoldgico
linear de Hausdorfl £ Entdo os conjuntos intersecglo EgM Ey ¢ soma Eq 4+ E; estéo bem
definidos; e se demonstra que B Ey 2 Es + FE, tornam-se espacos de Banach quande
prunidos com as seguintes normas

i WpwnE, = max{ |lz]lg,. lizlig, }.

Heliper, = inf {lzollg, + linyiip |

rurg

respectivamentes,

Um espago de Banach E & um espage infermedigrio em relagdo a um par de Banach
E = {Ey B} se
Eeﬁgl e B E(}ﬁ- E;‘

{Q simbolo « denota inclusdo continua. )



Sejam K = {Eo, Ey) e F' = (Fo, Fi) pares de Banach. Denotamos por L{E,F) o
conjiinto de todas as aplicagbes lineares de Ep + 4 para Jo + F) tal que T, € limitada
de E; para Fi, k= 0,1.

Um functor de interpolagio F & um functor que 2 cada par de Banach E = (Fy, )
assoela um espago intermediario F{Ey, E1} entre Eg and Eq, tal que temos

Tirige.5y) € L{F(Eo, E1), F(Fo, Fi))
para tode T € LUE,F).

Os functores de ipterpolacio que consideraremos dependem de parametros funcionais.

1/1.2. Parametiros Funcionais. Chamamos de pardmetfro funcional a uwma fungio p,
continua e positiva em g,

Uma funglo v : |0, 00] — [0, 00] é submultiplicativase v 0 ;v #E e
pisty < pis)r{t)
para todo 5,1 > 0.

Seja P a classe das fungbes p - {§, 00) — [0, o¢] que sdo continuas € positivas em (0, oo}

e tals que
pls) < max{l,s/t) pit}

para tedo 5,1 > 0. Para p € P valem as seguintes propriedades

{1} p{1} é nao-decrescente

{11y pit3/t € ndo-crescente
pata § > 0,

Seja P¥7 g classe dos parametros funcionais pral que p € P e

g . !
At) = su ;7{_{ - = o{max{}. 1}
>0 PLE)

o

et

w

T3a defini¢ao terios que P é uma funclo submultiplicativa e que {1} = 1.



O pardmetro funcional pp{t) = 1%, 0 < 8 < 1, pertence a2 P. Ele corresponde ao
pardtnetro usual #, Além disso, pp € P* e 1< 8 < 1, mas gy, o1 § P

Para controlar os pardmetros funcionais necessitamos dos indices de Boyd {ver Boyvd
12]. {3] ¢ Maligranda [18]).

1.13. Os Indices de Boyd. Dado um pardmetro funcional g € P, os Jndices de Boyd
op e B3 da fungio submultiplicativa P s8o definidos, respectivamente por

log B(1)
11 o = SEAL
{ ) g Ii?fw k’g 1
e log 21
OF g
1.2 EORUP eeee——
(1.2) b 0«31 log1

Os indices o5 e By sho nlimeros reais com as segnintes propriedades

o oo dt

(1.3} oy >0 < / 5(2)-1;"<+cx;,
1 .

. _
Pooodt

(1.4} By <0 <= /pfi}—;(-;-oci,
4]

Para os pardmetros funcionais pg e py mencionados acima, temos ap, < D e 55 > 0,
respectivamente, Para o parametro funcional pe{?) = t5, 0 < § < 1, temos a,, = B, = B

Pode-se demonstrar que para todo p € P, com B > 0 {az < 0, respectivamente)
existe um pardmetro funcional crescente {decrascente, respectivamnete] p* (p_ . respec
tivamnete) equivalente a p. Portante pode-se considerar p € P+~ como um pardmetrn
funcional crescente, e p{f}/{ como um pardmetro decrescente. além disso, F pode ser
considerado nko decrescente, e Bt)/T nao-crescente. Conseguentemente, se g € P¥7 e
ff < g < o, temos

Ha™ ) minf1, 1) lirs < o

1.1.4.- Os espagos de Interpolaggo. Seja F = {Ey. Eyy um par de Banach, Os
funcionais J ¢ A de Feeire sho definidos por

Jitzy = Jt. 2. = max{{jzlig,. tilzlig}. o€ EgnFy.

Kitzv= R, 0. Ey=  inf {lizgllg, + tiixlig .

A Eg e Iy

regpectivamente,



O espato (Ep, EyJpo i, £EP el < g< 4oc, consiste de todos os x € Eg+ E; com

norria finita
(1.5) Hellogr = M p(2") K2, 2 E) Inezles(2)-

O espago (Ep, EBy), .7, consiste de todos os 2 € Eg + E,, qne possuem uma representagio

(1.6 z= 'z n

com norma finita (uy, € Fp N Ey) e {u,) convergindo em Ey + Ey.
(1.7} g gir = inf i( P(Qﬁ)wzj(gn»’“nim) )nEEHtQ(E},
onde o infimo € tomado sobre todas as representagbes {1.6).
Para p € P, os espagos (Eo, F1)p.4.7 € (Ep, Ei )y g5 580 espagos intermediarios entre

Ep ¢ Ey. Na demonstracio desse fato os indices de Boyd sio fundamentals: se p ¢ P,
entdo Gz > 0 e ar < 0, onde {(t} = p{t)/t e consequentemente 1.3 e 1.4 valem. Assim,

desde que 1 < p{ts pil/tie
A(t,z) < min{1, 1) {lzl|ynz, .

obtemos .
Hellp o < P(277) min{1,2%) Hlee HzligemE, .

Por outroe lado, desde gue
Hz”E:ﬁ*Ej < min(l?l;f‘} J{f.,.'r}!

ahtemaos
Hellgear, < 1p(27) min{1, 27" W& Hxllo,gu-

para algum ¢ com § < ¢ < oo, As provas das inclusdes continuas Eo M By — (Eg EyJppu
# {Eg, Eqlp g — Eg+ Ey 580 imediatas.

1.1.5. Os teoremas de equivaléncia. Seja F = (L, Fy) um par de Bapach, Para
p€PTT e 0 < g < +oo, vale 0 teorema de Equivaléncia entre J-método e o K -métndo:

{1.5] (EG- El .}r'.gr,-..i = ifis E‘j };;‘g;}“{\

Uma parte da demonstragio depende do Lema Fundamentol Inferpelagde: se z £
{Eoo £, aon, entdo existe uma sequencia (u, b, in Fg NV E; que satisfaz {1.6) ¢

Ji ) < C Kit.a).

A oputra parie da demonstragdc depende das propriedades dos indices de Bovd . comw
visto anteriormente. '



Quando ndo houver necessidade de especificar o método que gera o espago de inter-
polafan escreveremos simplesmente { Eg, E1), -
Também necessitamos do seguinte complemento a {1.5}:

(1.8) (Eg, Erog,s < Eo < (Eo, E1Jo 001k
e L
{1.10) {Eg, Ex ) 10 = Er — {Eg, Ex b ouii -

1.1.6. O Teorema da Dualidade. Denotamos por X7 0 espago dual de um espago de
Banach X. Seja JE = (Ep. Fy) um par de Banach tal que Eg M Ey é denso em Ey e Ey.
Entéo ' = (Ej, E]} é um par de Banach e femos

(1.11) (EoNEY = Ef+ Bl e (Eg4 EyY = E[nE,;.
e mais (@, )
: 2oy a,a ; ; ‘.
{1.12} J(aa,ﬁf)—aegﬁs} T e B a € Ey+ Ey;
) (', a)

. ’, @ s ,
{1.13) K, E'y= sup {a, 9)l e € E{+ Ej.

s EEp+E; }{ (.f“}’ 1 a‘? E) '
Para p € P+ e 1 < ¢ < +¢, temos ¢ Teorema da Dualidade
(1.14} ({Eo, E1)pg) = (Ep. Exlpr o
onde p*{tj = 1/p{1ftyand 1/g+ 1/¢ = L.

1.1.7. O Teorema de Reiteragio. Seja E = (Ey E;1} um par de Banach. Para
2y Po. 1 € P temos

DN i 1
{1.15) n=py ﬁ(p&)-

Assuma que § < # < o5 < 1. Entlo, se 8 < ¢ go. gn € 420, temas

{1.16). ({Eo. E1dpego- LB E1dpy gy Yo = {Eu Exdy g

Parg a demonstragdo observamos gue 35, » U se gy <+ {sul,q; Bt} < +20 se
o=+ e ap < 1seq < +oc {supy, Fil/i) < 4o se gy = 42X} quande J;wr = A)L

ou para condigbes obtidas mudando-se oz indices B e T guande a- o < . { Fssat condighes
Frirh :

aeseguram gue 5 € 7}+~_)

X
1.1.8. Caso Fy — Fy. Nocaso em gue tem-se & inclusdo continua

{1.17} Eg o £



para todo p € P e 8 < ¢ £ o, temos

(1.18) Helloar ~ Hallf g = H2(2) K (2%, 2 ))ae wellespmes.

além disso, existe uma sequencia (un}n>o em Eg 0 By (= Ep) tal que

(=3

{1.1%}) T o= Z U, (convergenciain Eg+ Fy(= E;))
riss{? '
)
(1.20) llpgc ~ Hellf .y = inf ({2 J(2°, wndmen s,

onde o infimo é tomado sobre toda representacio {1.19).
Nesse caso, 0 espago (Eg, B ), equipado com a norma (4) € denotado por {Eg, By} .

1.1.8. Caso Ey — Fy5. No caso em que tem-se 2 inclusdo continua
(1.21) Ey £y

para todo p € P¥ e 0 < ¢ € co temos

-T&

(1.22) lizltagn ~ 2l gk = W@ K (@7 2)hnenlean)-

além disso, existe uma sequencia {Un Jnpo em Eo N Ey (= El} tal que

[ o]

{1.23) = :}:: g {convergencia em Eg+ Ey (= Epi)
?}:O

e

(1.24) Hallpgur ~ H2lls = W JptE )T 2™ 1) ey

onde o infimo é tomado sobre toda representacio (1,23}.

Nesse caso, o espago {Eq. By}, equipado com a norma é denotade por {Eo. 317,

uando pfi] = 1¥, esses casos especials sio tratados por Butzer-Scherer 4. As
! p p Lo
afirmagdes {1.20) e {1.22) seguem de um: cdlculn direto.

1.1.180. Os espagos de classe J. e K. Sejg E um espaco intermedidrio em relagéo
a urn par de Banach JF = {Eo. 1) Dizemos que £ & um espace intermediaric de classe
Jp(:E(;. E; } 5E

{1.25) {(Eo. Eylpny — E.

¢ dizemos gue E & um espaco intermediario de classe A Ey Eyi s

{1.26} E e {Eg Erlpoe i



Temos que E é de dasse J,{Eg, By} se e somente se para todo z € Ep 1 Ey, temos

(1.27) lzllE < Clizll p(::”‘) -

Diremos simplismente que F & um espago de interpolacio do tipo p se

E ¢ J,(Eo, Ex} N K {Eo., Ey)

1.1.11. Functores de Interpolagio do tipo p. Um functor de interpolagio F é
chamado do tipo p se existe uma constante C > 0 tal gue

W
(1.28) 1T 7t 511750 ) < CIIT o p(li-—‘—)
Tilo
para tode T € L{E, F}.

1.1.12. Proposicio. Seja p € P~ e seja F um functor de interpolagio do tipo p. Se
(Fg, 1) é um par de Banach entdo F{ £y, Ey) € de classe J,(Eg, 1), i.e. temos

(1.29) {Eo. E1)pag = F{Ea. Eq).

Suponha gue = {Ey, E)) é um par de Banach ¢ E; 1 E; é denso emn Ey ¢ Ey. Ento
F{Eq. Ey) é de classe K (Eqg, Ey), 1.2, temos

{1.30} féEB El} S (Eﬁ: El );e.:x-:h’-
Demonstragao. Passo 1. Consideremos a aplicagdo
TA = du,

onde u € um elemento dado em EgNEj e b € @. Claramente T : @ — E; com norma
HTHe = Hullp,. £ =0,1. Entao T @ — F{Ey Ey} com norima menor gue uia constanie
multiplicada por tlullg, #{luliz, /Helie b portanto

i,.1]
T T i - [3?{%2 °1
lwlirig, £y & Clullg, T
; i {Ett--.Ex.} i Y p ;lﬁ;;}j

ou eguivalentemente
{141} Hullrp, gy S O pl(27 PRI w F

Agora.se a = 3wy € Eg+ Fy com u, € Eg 0 Ey, loge obtemos

lelirie ey 2 C E } . IE

gue inplica (1,28}



Passo 2. Para cada n € Z, seja z}, € (Eg + Ey)' tal que < 2,2 >= K(2",z). Entdo
zh £, — @ elogo |jxlle, € 25, k=10,1. Portante , 2} : F(Ep, By) —C e

n

PR L e
nHE;

&4 Freraame < < O P2y,
J:E.?'(E{:,El s Hellr(Bey)  zer(Eo.Bn) l1FlirEe.Br) ) P

Conkequentemente, temos,
p(1) Ktz E) < Cllallzige.5,)»

que implica (1.30).
Assim a demonstracio estd completa.

1.1.13. Exemplo. Seja g € Pt~ e seia {Ey, £;) um par de Banach. Os espagos
{(Fo. Ey)pg. 1 € ¢ £ oo, pertencem a casse K,(Eq, By) N J,(Eg, Ey). Além disso, o
functor de interpolagho F : (Fg, Ey) — {Ep, By ), 4 € do tipo p.

1.2 Interpolagio de Espacgos £4(G,)

O teorema abaixo serd de grande utilidade, como auxiliar nas demonstra¢des dos
teoremas dos Capitulos §e 7.

1.2.1 Os espagos {5, Seja G um espago vetorial e seja (|| - {ls)nez uma sequencia de
normas em . Para cada n € Z . denctaremos por Gy 0 espago G equipado com a norma
el Gn = (G- )

Seja p gualguer parametro funcional e § < ¢ € oc. Denotamos por £{G .} o espago
vetorial de todas as sequencias {a, ez, In 7, tal gue

g
1) el = leezliae,) = { lef?**.‘:ééaﬁw] <4
né &
G funcional [l - Hi., € daramente uma norma em LG, L

Quando p{t) = 17, 0 <8 <1 escrevemos (3G b

1.2.2. Teorema. Suponhamos que 0 < gg. 91, 9 < +0¢. e que &g 5y € K, Se sp % 5500
p € PY defisdmos

P . . A ETTEr SO AV I PRy T
{ 1_?} ““ifj — -{5»; fx ";fi_;p‘.f-if g —5; ,}‘

Fntoose sp < Fr < ap < &y . temos v € Pe

(1.3} (G AT G g = (UG,

B



Demonstragio: Passo 1. Sejz a = (a,)nez € (£35(GR) €55(Gn) v g

femds gue

Entao

LY

Por outro lade, pela definicho de K({1,a}, dado ¢ > 0, existe bup. b,y € G,

K{t,a)

n = an + bp1, entéo

inf (27 {faqglln + 127 e fle) 2 27 fbralls + 1277 |1

Gp=annin)

logo

+oc >

]

i

2

# if

W

2

{laljee = sup 27" enlin

ngEX

inf  {llaollo + tllas{li}
iﬂf {Sup 2mmee Hani)“h + 1 SUP 2-“7;81 “ﬂﬂ.}“ﬂ}

a=na

i {sup(27" % flanglln + 1277 Hlani s )}

inf 27" g ol + 127 e,

s=og+ay
a=getar "
sup{

y,  Gamopota.g

sup {

inf (27" {lazol

neF on =ony+3ni

sup {27 [{bnolln + 27" t{{bns |1 — £}
nEZ

b

% + 2‘&“3.} f% ia"r«l Hﬁ. }}

sup {gﬁnm“bﬂe{!n + ansl tani I“r;} - £
ne Z

{ltolleg + tl1bafleee) — €
E(l,a, 05 65) ~ ¢

Pela definigdo

tal gue

ﬁl“ﬁ"f

onde by = {buoly € &1 = (bui)n. 7 € Z, como £ > 0 pode ser tomado arbitrariamente
pequeno, concluimos que

(1.4)

K{t,a}= sup{

ne &

Consideremos, agora para cada

PR IST it TRy L :
2 HEug s + 13 iiardlf'?%

Fortanto

inf BB L FmTS g
anxana-&am( “ ndihe ot i \sl_j?'-_}}

n € Z um decomposicht ¢, = o+ gy . arbitrdria. Entéo

-

LRV

m;,p“e_r_)'nr;si fFTmE

Hlaggil, = minf 277 197

minf 27 g2 e 1 4 fiﬁ-nié‘i‘:‘.j

min{ @77 127 g 4+ aa s

min{27™ 27 Hlas i, :

Gnggptdng

fmin{277 127" Ya. < in{

27 el 1277 Han |y

Tk j§|

iffz.l??;'r,



e.par (1.4), concluimos que

£

sup(mm(ﬁ”“’” t27 M lanlle £ ﬁ(t &)

Tomando t = 278 7%} ohtemos 2™ {a,ll, < K(2M5 %) q).
Consequentemente p{27")la, /|, < p(277)27% K(grlau-ol g)
Somando os termos e considerando a definico de v, obtemos

D@2 llanll)? € Y (@l g ania ), gy

ne X neF

oy seia

1/g
ol = Tlaallg < { 3 (o) k(ao=)a)y)

nEZ Z

Para concluirmos precisamos ainda dos seguintes fatos:

a d
A O O

o et ~ . du
= {y (w7 K (™ 5"&-533}(’!(51"30);“
o ' )
N e -1 s dt
= {QI 80) ("}(2.81"’3{,‘) }S (f"l 20 a)}q
2“*‘ dt
a=—oc
2!;-1_—} df
> ¢ Z Ix 2nf$1*3:‘,} a}c/ {_')'{fﬁ_,sc }"‘Q _?_
nE 00 &
a4t
> Y Kiieel o a@iigneeys [T
e . 3 1
Lo
> €S Bl g 4o g
LR T
R, . . )
= 03 @ g g
s - I

e pars completar observamos gque

o d? o5 3 dg
:"3{37‘3—'1.}{ f.aifP— = £ .fs—lf'f.f‘{}}'?mw
/G (TR @) _}: / TR e



o 7 di
] < K{2",a)® )
h n;z—:m ( a) ~/2"‘" g ) !
- ' ¥ dt
< £ EOR 4 Fiw Iy ~g il
< 3 K@y [ ]
‘ S Y KENa)la (2R
= ¢ ¥ )R
assim concluimos que |jaallg < C llal I(g,o'gg?)m o que implica
(1.5 (s £ v = E(Gr)
PASSO 2. Agoraseja D < r < gen = (a,), € £5(Gy), entio
o dt ?““ dt
JACOR TR 3 [ e Eard
o - o
, ?R"]‘T {ff
s pon Vg -2
> };Ar(z @) j 7)o
2ﬂ+3
dt
> L ni+1 4 —
> ZA (2%, a)? y(2*H ) / o
. zfa,i_h-ta -
z

C K2 a) 4(27)7F 72

H

O3 2T B2 )Y

¢ por outro lado

i ) &t * o de
/ TR = / (et R (0 sy — s
o SR

i S
. i Y+
= {8 = 8} / LR N WS S § LGN
o St
o 2!". {f;

it
™
3

S MU WA
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2!’!

. Y
¢} K (ortrme, qf IR e
E; { a) 2"4(7{ '

1A

T

dt

n-t 1

< C ZK"(T{“»M}’MQ f(g{ﬂwii{hwso))—q /
n 2

, < C KA ) (el g(gn ey

H

C Z{,},(?n(si*{ag))—l }f-r_(gﬁ{“_‘sc}sa}}q

portanto

y e o - df . T{2;~—8 Y- - AR ]
Halley ) £ € {/ﬁ (v{1)™ hr(w])g“f_—)”q € C @ ey K (200 0oz
& oo

_ . i/
Ko (6o 4 6,(6) = [, _int 2 langll) + (427 g 1

Gn=0ng +ﬂns
Yy

n
{veja [1,p.122]}, temoas gue
lHallier (Gupts, (Gapgeg S ClHETETSN TR (27000 00 (GL). €6 (G))]ss

< CH{y(amiemely }:{min(?"ﬁ,2’”‘*3*’1?‘2"‘*1_)%ianﬂn')’}”’})nm

= Cfj(y(zmiemsy Z_(min{?mm}m,2’“{’*””}‘2‘5"*’““‘}iiawmiimm)’}”r} bruffes

= C{[%{,?.{?ynwc=~s;§}-—l Z{min“?an{s{g»—xg‘;.}?{n—!—m'}s;,}Eﬁ_:ﬁm!}mém}r}:j?}.}mHﬁ
o

a1
. ¥4
d Typaie i3 ™ Tiso—s; by anisp=5;3, [EREIEN S RS S R ) 3y ; f
f; C [E ;E!IEIIH\I.E v 1‘}\2 l AE!EY] {ipf‘gww The jg.a?4+fr;§§?'a-§-n;}w'..é%!‘-f

o SET IR
RS AT R

(d gue domonstra gue ' :
(1.6 FHG W G (G, \

PASSO 3. beja r < gy ¢ De (1451 (1.5} e da monotonicidade temos que
(17 UG GGy € G, LGy € G L5 (G Vg
fi{.{;""} C E£;Q{_G?ﬁ }' {'.l'\_'(<;‘h. ; .3"3,(;

M

12



o que demonstra o teorema.
1.2.3. Corolario. Temos

{1.8) (5§(Gm)?f§(6m))p¥q = fﬁ(@m}g 0< g s o
c}nde {1} = 1/p{t~1).

1.24 Observan;aa E dare que 1.2.2 também vale para os espagos ({2 G ) (Gt
C* (G}, EQ G M onde &y, = (G} Y withm € IN em € Z_ = ~IN, respectiva-
mente (\feja 1.1.8e 1.1.8.}

U resujtado semelhante oblemos, se utilizarmos a norma

1/q
(19 el = Hanezligion =| T @ llanlils] < +os

ngx

no lugar da norma definida em 1.2.1, para definirmos o espago £2{G,), entao teremos o
seguinte teorema

1.2.5. Teoremsa 2. Assuma gue § < ¢p. 3. ¢ < +00, € que &, 87 € R, Se 85 # 8. 8
p € Pt definimos

{1.10) y{t} = te/lso=nd ot lsa=si)y

Entéo, se s < fpLap<sp temosy € P e
{1.11) (ER{Ga ) £8 G g = C{Gx)

A demanstracio segue do mesmo modo que a demonstragdo do teorema 1. Para mais
detalhes ver [0,

1.3 O Método de Interpolacao de Gustavsson-Peetre

A seguir introduzimos um variante do método de interpolacdo de Gustavsson-FPeetre,
que depende de pardmetros funcionais. Veremos gue este método gera espagos do tipo p
e que além disso o método tem & importante propriedade de interpolar espagos L7 e gorar
espacos de Orlics.

1.3.1 As fungdes de Rademacher r; [0.1] — {=1.1}. 7= 0.3, 2. - s&o definidas
de segulste modo, A primeita rp vale Dem [0.31/21e =7 em {1/2.1% & sepunde vy vale |
e L1/ 410 1/2.3 4 e vale =T em {1/4.1/2501374. 1] e assimn por diante. A partir das

funcoes de Rademacher. definimos para n &€ &

] Tam seqn 20
¥, =
* 7‘2&1;!(_,}_ BT < (}

13



Assim temos a seguinte defini¢io:

L3

1.3.2 DEFINICAO. Seja { Ep, 1} um par de Banach, o espago < Ep, E; >pp € U €5PASo
linear de todos os = € Ep + E; tal que existe uma sequéncia {%, ),z z em Ep M By que
satisfaz

('1,1‘2) T = i

com convergéncia em Eg + Ey e tal que g, = b, + by, entdo

{1.13) m}p/(] Er,,(z) )

neJ
onde o supremo é tomado sobre todo os subconjuntos finitos de Z e assumimos que para
k= 0,1 asequéncia (F,{. 125 %, /(2" Vnez 7 6 L¥(]0,1}, By} somavel. Munimos o espago
< Eg, By >, 5 tom a norma

P
dt < oo

kn

!
i ., 2
irz‘gfn{')pf_?“ o

Assim tendo definido o método, pode-se demonstrar que ele possui as seguintes impor-
tantes propriedades. As demonstragdes se encontram em [8] e [10], ;

I[I[j<EﬁnEl Fep ™ inf fi%‘} S]jp

|
I
Lrgony B

1.3.3 Teorema. Seia {Fy Ey} um par de Banach, p € P+~ e 1 < p < x=. Entdo
< Ey. By > .5 € um espago de Banach,
1.3.4 Teorema. Se {Ey, B} é um par de Banach, temos que

Eor By —x E(;._ F; Sag T En+ B
ou seja, < Fo. By >, 6 um espaco intermediario emire Eg e £y,
3.5 Teoremsa. Sejam {Ey Ey ). {F. F;} pd"&- df Banach » 1 < p ¢ =x. Extdo s
LFE L F Lk = Y temosgue T 2 Lic £l By o Fal £y > =

%
!:‘r' ‘~2 Bff ;ﬁ_"{;w!

WG

onde My = U e ro k= 611

Este teorema demonstra que o método <, >, ¢ um functor de interpolagdo do tipo 2.

14



1.3.86 Teoremn. Seja {£;, By} um par de Banach ¢ 1 < p € .. Entae Eyn E; & denso
em < Eo, By 3,0,

Atraves desse teotema, verifica-se que < Ey By >,,C K'p M J,, ou seja, que o espa’fo
interpolado & um espago do tipo p.

L4 «
Para og espagos LP temos o seguinte teorema:

1.3.8 Teorema. Seja {Ey. Ey} um par de Banach de reticulados de Banach g-céneavos
para g < oo, Entao para tode p, tal que 1 € p < o temos

< D{(Ep}, LM E1) »pp= LP(< Ep, By >pp)
com normas equivalentes.

1.3.7 Definigho: Um fungdo de Orlicz ¢ uma fungio continua & : [0, ¢} — [0, ) com
$(0) = 0.

0O método definide acima fornece a seguinte caracterizacdo dos espagos de Orlicz.

1.3.8 Teorema. Seja ¢ uma fungdo de Orlicz que juntamente com sua conjugada sat-
isfacam a condigdo-B,, e £ um reticulade de Banach com concavidade finita. Entao
existem po.p com 1 < pg, < oc tal gue

< LPHEN LV E) > 4= L@{.E.}
com eguivaléncia de normas. onde 1 <p<oc e

3 g
plt) = { 1 $-HitmF se >
’ g set < 0

Neste trabalho. a mportancia deste teorema # que podemos estender os resullados pars
espacos de Orlicz.
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Capitulo 2

Teoremas de Compacidade

A seguir estdo demonstrados os principais teoremas de compacidade de operadores
em espagos de interpolagdo. As demonstragdes estdo generalizadas para o método p. In-
cluimos os dols teoremas de Lions-Peetre, que apesar de sua simplicidade sdo fundamentals
neste trabalho. Também incluimos a demonstracdo do Teorema de Hayakawa.

2.1 Teoremas de Compacidade de Lions-Peetre

Denotamos por Le{E. F} o espago de todos os opcradores lincares eompactas de
Eem¥F.

2.1.1 Teorema {Lions—Peetre}. Seja F qualquer espago de Banach e seja (Ep. Ly} um
par de Banach. Seja T um operador bnear emy Le{Ep, F30 L{E; F) e assumimos que £
é de classe K, {Ey Ey), para algum p £ P17 Emtdo T € L{E F).

Demonstracko. Seia {a, ] uma sequéncia da bola unitdria de £, Dado ¢ > 0 sefa f um
3 5
ndmero suficientemente grande tal que Pi1) < 1. Assim £ possivel escolher of € Eg ¢

al € Fy.tal que g, = o + &l o

Hellip, + tlal g, € 2Rt a0 En  E5 L
Como B 6 de classe K0 Eg £y temos que Kifa Eo By € CBitilie, Dy Assing segue

QU
Haptiz, + tienlie, € Cpitiiandie < Opith

i
Portanto {a7 ) ¢ lmitado em Ey. Desde gue T & uin operador comparto de £s para F.
existe um subseguéncia :‘jﬁf;, tde (o} ) tal que

fiTad — Tal Jip < <.

16



se n’, m’ sdo sufucientemente grandes. Agora, desde que

+

I7a, = Talllr < ITlhlal, ~ ez, < CITIEL < ¢ e,

concluimos gue
1Tan ~ Tamellr < C ¢,
L4
se m’, n’ sho sufucientementie grandes e isto demonstra a compacidade do operador T -
E—~ F. '

2.1.2 Teorema (Lions—Peetre). Seja F um espage de Banach qualquer e seja {Fg, Fy)
um par de Banach. Seja T um operador linear de Lo F, Fy} 1 L{E, Fy} e assumimos que
F é de classe J,(Fp, Fy), para algum p € Pt~ Entéo, T € L( £, F).

Demonstragdo, Seja {x,) uma sequéncia limitada em E. Desde que T & compacto de E
para Fy, existe um subsequéncia (z,.) tal que (T'z,) é convergente em Fy. Desde que F é
de classe J(Fp, F1) e p € submultiplicativo, temos que

_ _ _ Tz — Taaiir )
{T L - T e < . T Lt — T it : !
I{ IU z I[F —_ C” z I “FD R(HT.TVJ _ T«":HUIE}-E.
e ATz, ~ Tarllr)
SR e vy s P

Portanto {Tr.) é uma sequéncia de Cauchy em F.

2.2 O Teorema de Compacidade de Hayakawa

2.2.1 Teorema, Sejam (Ep Ey) e {(F, Fy) pares de Banach ¢ seja T um operador lnear
de FEp -+ By para Fg + Fy. Suponhamos que T € Lo{EL, Fih k= 0.1, Entdo. T é também
compacto de (Eg, Fyjpgem (Fo. Fyjpe-parap e PP e 0 < g € +ox.

Demonstracio. Passo 1. Para cada m € Z. definimos G, = Ep M 27Ey 1e. G

é o espauge Eg M Ey eguipado com & norma J{2™, - ). Agqui consideraremos os espagos

£316,,) com & norma definids em 1.2.4. _

Seia {Un by umea seguéncis em Eq M Ey, mas somavel em Eo + . Emtéao. definindo
Sl

GQ gy, }oox Z L

¥R -

Leinos
(£ {?é (;«v ‘ —— ffg. j—«. 1552?

para qualguer pardmetro funcional pe 8 < ¢ € +x. Por owtro lado. desde que

(g Ey g = £UG o AL
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para demonstrar gue
¢ T: {Ey, El)p,q — (Fo, Fl)pgq

é compacto, é suficiente mostrar que
T 8{Gn) — (Fo, Filpy

é edmpacto, onde
T=Toa.
Passo 2. Com essa afirmacao. para cada » € IV, introduzimos o operador corte F, em

(4G} + €(G ) dado por

PN((um}} - (”'30$Gauv—N3ﬁ'—N+lﬁ”’su!}s' ",uﬁ_]gﬂ;\;,{}sg;' . )

Para & = 0,1, temos

P i LG} s 8 G ) 0 LG ).
Agora, desde gue
(G ) (G ))p = €2(Gim),
{Eo. Byl — Ee- E=0.1,

termnos a seguinte sequéncia de aplicacdes continuas

£5(Gm) 25 LG ) N (G} = €U Gr) = F (k= 0.1},

Agora, pela compacidade de T como operador de Ey para Fp {ou E; para Fy} implica

gue TPy é compacto de £{Gy) para Fy e consequentemente que o operador F o Fp, ¢
també compacte de £5(G,.) para Fy. Portanto, aplicando o tecrema de Lions-Peetre

2.1.2 . temos gue . -
TPy =TebF, 35?;(_Gm} = {Fo. Fy boug

¢ também compacto. ~
Passo 3. Assim. para demonstrar a compacidade de 7', é suficiente ver gue existe uma
subsequéncia (T F, 1 de [TF,) tal que

B = TPl — 0 as n— x.
ondge It - |, denota o operador norma,
Necessitamuos de mais dols operadores de corte auxiliares:

}ﬂlg-t{’i‘?{‘€ = - 9(}._6-_?‘@{“'81- oty Uy }

Foloa b=t g tiepay. oot 0.0, -1
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Cada um desses operadores é linear e limitado em £}{5,.) com normaiguala 1, k= 0,1,
Desde que [ = P_ + P, temos

T = Pl < €I = FRP s + T = FRPs ]
Assim somente necessitamos mosirar que para alguma subsequéncia (f‘:Pﬁ;)

nm%m%~fﬁqkﬂmgm?;fﬂaégm4 — 0.

o

Mas, desde gue

H@*?&d&%)
I = T ) Pallo
PO/IT ~ TPu)Paflo)

2.1y WT-TPoPulle < T - TPPslle 'ﬁ(

< BUHT - TP.P Sl
< i Pall) B
obtemos 1] =
F e TPAP g < C PUUT - FRuP-1ly) PANT o)
He JP-{se < € Bl WP-l) e
&

BT = TR Pl
1T = TP )Py lo
Consequentemente, sabendo que p{1) = o{min{1.{;}. & suficiente demonstirar gue pars
alguma subsequéncia (n') temos

MT ~ TP P, < C 01T

(2.2) Bim T - TP P lh =0,
i e U

& L

(2.3) im (T~ TP Pl = 0.
rit o

Passo 4. Vamos demonstrar {2.2) e {2.31. Desde que

(2.4) T = TROP-l < JT

existe uma subsequéencia (TF,-1de [TF vl gue (00T - tonverge. Seja A seu

Hmite | Podemos achar {7 ) < £33, 1 1al gue iz
Ty, i . JHE

[y . 13 LT
i}‘ (f - pf,\‘}z?;’flgfl = 1if
Chame gy, = tf ~ Foir, .. Entie obtemos uma sequéncis {y) C 111G, 1 satisfazends

B IPTR < 1
SH¥ntgtin, =5

Feyo=0 i k<o

i,
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Desde > que T £} = Fy é compacto, logo existe uma subsequéncia (ynu) of {y,r) tal
que {Ty.) converge para algum b € Fy. Em particular |jbllg, = A and (Ty,.) também
converge para bin Fu 4+ Fi. .

Por outro lado ,se k 2> n% ¢ yfzkﬂ} é o —{k + 1) componente de y*', segue gue

{FPrsr = POP-yurllae,y = 3(9_(k+})§?fk+1})

= a7 (k+3)2k+}J{2 (EH}.EL( - _}
-{k
S 2 { Ti}”(Fk,}; e Pk}yn”! [g{(;m}
< gnikﬂ}nyﬂ"[jﬁmm) < (k1]
€ {jue _ )
“T{Pk+1 - Pk)y'fi”nf'o < HT”QT-{H»})-
Portanto

Wyrllrsr = 1T Y (Pess =~ Poveellme s,

k?nn‘
< S TR - Poverlls
kzn”
< il Y 2t
knl '

e desde gue o vltimo termo converge para zere guande n” — oc, concluimos que b= 0. ¢
entan A = {.

Passo 5. Devemos mostrar que {3) & valido, Seja (2,) a subsequéncia obtida no passo 2.
Devemos mostrar que existe uma subsequéncia {7,.] tal que

(25) T = TRe)Pillo — 0.
Devemos repetir os argumenios do passo. Desde que

0T~ TF 1P < 11T,

existe uma subsequéncia (T P} de | TP, Vial que (JUT ~ TP P gL, comverge. Sejx »
set Bmite. Podemos achar {20 C G, rral gue iz gy < 1 @
“Ii} - Pi-f’,\‘z-u’gif'(i = ;H? - TPP"' }3';"52'}: RE

Seja yo = {F — Polr,o. Entéo ohtemos ums sequénca {y,01 C £3{G,. ) sstisfazendo

op 00 .

iWetigio, = 5,

Py, =0 se k<,

”'?ying:F{_ P 3

o

e R
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Desde que T : f{Gn) — Fo é compacto, existe uma subsequéncia (g~} of {y.} tal que
(T'y,) converge para algum b € Fy. Em particular ||bl|s, = v and (Fy,» ) também converge
para bin Fy + Fi.

Por outre lado, se k > n”, segue de

HPess = POPeyolla,y = 27972,

¥ »H)
I Peis = Pyl (6o
Qu(k“}{iyv”“fé{c;‘m} < g=(k+1)

I

tA

que _ i
UT{ Prsr — Piyorils, < |ITlp2- 1,

Portanto

Wyellrer = T Y (Pent = Pourllros s
kzyﬁ

ST s - Powells,
kzyls

S H:}T‘”} Z 2_k+}\.

k? Wit

A

e desde que o dltime termo converge para zero qucmdo " — oo, concluimos que b= (i, e
entho v = f.
Assim a demonstragdo esta completa.
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Capitulo 3

Medidas de Nao-Compacidade

A definicdo de medida de nido compacidade de subconjuntos limitados em espagos
nermados fol intreduzide por K. Kuratowsky na década de 30, Posteriormente, na década
de 50, essa definigao voltou a ser utilizada, devido aos avangos na teoria de equagdes
diferenciais e m espagos de Banach abstratos, na gual medidadas de nfo compacidade
se mostraram de grande utiidade. Além disse, o estudo de teoremas de ponto fixe para
operadores lineares e teoria espectral, fez aparecer o conceito de medida de nio compach
dade de um operador. A seguir definimos essas medidas e demonsiramos suas principais
propriedades. '

3.1 Medidas de Nao Compacidade

Sejam £ e F espacos de Banach, B um sub-conjunto imitade de F e ¢ > §. Uma cobertura
{V;} de B é ume z-cobertura se diam{¥;} < ¢ para todo i. A medida de ndo-compacidade
de B é definidz ponr:

Yp{BY = inf{z > 0: existe uma £- cobertura finita de B}

Uma cobertura {8} de B por bolas de raio < ¢ chamamos de uma £-cobertura re-
strita de B. Asshm a medida restrite de nao-compacidade é definids por

yeiBi=nfis > 0 existe ums -cobertura restrita finite de H)

Seie LIE.F) a familia de todas as aplicagdes Hneares Iimitadas de £ oem Fl e sefa
Fe R k>0
Uma aphicacao 7 € LIE. F) € chamada uma k-contragbo se

vp{T (B} < kvpl B}

para todo conjunto mitado B C E.



A medida de nio compacidade A{T) de T é definida por
€ B(T) = min{k : T é uma k-contragio }

Da mesma maneira definimos k-contragdo restrita e 2 medida de ndo compacidade restrita

A de T usandoe as medidas restritas de ndo-compacidade vo5 e Vip.

‘

3.2 Propriedades

As proposi¢des a seguir apresentam viarias propriedades das medidas de nao compaci-
dade gue serdo utilizadas nos proximos capitulos:

3.2.1 Proposigho. Sejam A e B subconjuntos limitados de um espago de Banach E, entao:

(i) Ye{A) = 0 se e somente se 4 é compacto, onde A é o fecho de A.
(1) vE(4) = ve(4).

(iit) Yp(A) = [Ave(A).

(iv} YE{A) < ¢e(B)se A C B.

(v} ¢¥e(A+ B} < ¥g(A)+ ¢e(B).

(vi) (A < vpl{d) € 20p{A).

{vii} Se E é um espago de Banach de dimensao infinita, entdo
wel(l’pl = 1, onde Ug & a bola unitdria de E.

As propriedades (1}-{v) também valem para a medida yiz.

Demonstragae: Demonstraremos (i} (v] e {vil}, pois as outras seguem das definigdes.
{11} Seja ¢ > O eseja S;.---.8, C F tal que diom{8, < vplA)+ e 4 C Wb, Emén
A4 C UHASN. x € . Desde gue diami A8, = [Aldiem{ 8, temos gue vpild) <
IAHupl AL+ g3 Isso prova que ©p{AA) < [Alyeld), pois ¢ > 0 ¢ arbitrario. Agora se
A G oenbo vpidl = L-‘-g;_-{%i__/\a'}} < fﬂz’q;{}ué}, portanic (Alyp{A) < _:";5:{}\,-4;}._ provando

()

{viSeja o > @ Entao existem conjuntos 8y, - S e Ty, 75, de . tals que diam (5,1 <
vplAy+ /2 diawd T £ wplBy+ /2, A C U5 e B C oy, T, Portanto A+ K £
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Ui {5 4 T;). Desde que
diamn{S; + 15} < diam{ &) + diam(T;) < ¥p{A}+ ¥ B) +e
obtemos que Yr{A + 8) £ yp{A) + ¢ve{B)+ £, o gue prova (v).
(vii} Como Ug C 0+ 1Ug. segue que $£(Ug) < 1. Entéo
Up C e+ rlg}
onde {#;) € uma sequéncia finita de pontos de Up e 0 < 7 < 1. Logo
Up C Ui + r(uj{z; + 7Ug})} = Uis{ac + 2, + r*Ug}

Assim dado € > 0, tomo 0 < r < 1, existe n € IV tal que 7® < ¢. Portanto aplicando
recursivamente a coberiura obtemos

portanto 15*5({;‘}_:;2 < r* < ¢, mas come £ > 0§ pode ser tomado arbitrariamente pegueno,
concluimos que ¢p{lg) = 0, o que implicaria que £ é de dimensio finita o que contraria
a hipdtese, logo ¥g{Ug) = 1, 0 que prova (vii}.

3.2.2 Proposigéo. Sejam E, F espagos de Banach e 7,77, T3 € L{E, F). entdo:

(11 T é compacto se ¢ somente se 3{T1= 0.

(i) (7 £ U1y

(Biy 8(Ty + T} < BT} + B{T).

{iv} ;§(T_} = t_f}p{?('{.«"g}} onde g € 5 bola unitdria de F.

MTY< B(T) < 28(T),

B

{v)

Pemonstracio: (i} Suponhames gue 7 1 E — F ¢ umpy operador compacto e geia 4 € E
ums subconjunto hmitado. entao T{4 ] € relativamente compacto ou seja T{ A1 € compacio.
logo p

veiTidy = opld{Al = 0= Ougl A}

porianto 3T = 0 Por ouire lado seje 3T ) = 0, coma

er{T{AD < BT jvpld) =10
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o que implica Yp(T{A}) = 0 e por (i} da proposigdo 1 temos que T(A4) é compacto. Como
A &t subconjunto imitado qualquer de E, concluimos que T € um operador compacto.

{ii} Seja A C E tal que diam(A4) = 1 e seja Vi, -,V € E tal que A C WV, entdo
T{Ay C U T(V;), assim

Vr(T(4) S diam(T(V)) = sup ||z~ Tyllr
tye 1
< S U Tlieemllz - vl
= ||T| LEF) SUP fe - yile
xyE '

= |TluE.r) diam(13)
e como os {V5) é uma cobertura qualquer finita qualquer de A4, concluimos que ¢¥r{T{A)) <
1T (4}, portanto B(T) < |T-
{iii} Seja A C K Hmitado, entde

vr{(Ty + T2) (4}

H

Cr{(TH{A)) + (T2 A}))
Yr{Ti{A)) + vp{To(A)]
BTy (A4 BTy el A)
(B(N)y+ (M) velA)

[FAE Vo

portante 3{Ty + Ty < 8{1) + ({12}

{ivj Da propriedade (vii} da proposigéo 1 teme% que vpilip) = 1. Seja B C £ wal que
LFLB? = 1: da definicéo, temmos gue L*ff?_ < f}’aTi ’:,L{B entdo Yy (T (B} < 3T
portanto pedemos definir (7'} do seguinte modo

BTy = sup{ep(T(B)}/dalB) = 1)

Dado ¢ > 0. como vpfle) = 1, e ve{ B} = 1. existe sequencia finita (#;) de pontos de B
tal gue _
B Cudz,; + 10}

portanio B S udr, + {1+ 23lg}

Comu T ¢ limitado. temos gue TiUrt estd contido na bala de centro em 0 ¢ raic HT7L
porianto existe uma sequéncias finite (53 de T{lg! tal que T{lg) C uixn + r{ IS ;m?a
todo r 2 vpid il ey} assim segue que

T(B: ¢ widp,+ 1+ T
C Uy + i-rfsw{wﬂ"fr}}
C L""?._i {{yj + “‘:_) {14 ¢ ..?Z'F}
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onde y, = 7{z;} Comor > Cp(T{UEY) tomamos 1 = ¢p(T(Ug)) + £, assim
s

#

Pr(T(B)) < raio{{1+ eyrUp) = (1 + &)r = (1 + e {wp{T{(UE)) + ¢)

come € > 0 pode ser tomado arbitrariamente pequeno, concluimos que 13};"(7“{3}} <
wp{T{EE)) para todoe B nas condiges acima, portante {T) = ¥p{T{Ug}}.




Capitulo 4

Teoremas do Tipo Lions-Peetre

O titulo deste capitulo se deve ao fate que os enunciados dos dois teoremas apre-
sentados sho semelliantes aos dois teoremas de compacidade de Lions-Peetre. Em ambos
tegremas pede-se apenas gque o espago intermedidrio em consideragio pertenca a uma das
classes J ou K, ndc se especificande qualquer método particular de interpolagio para se
obter o espac¢o interpolado.

4.1 Resultados Principais

4.1.1 TEOREMA Sejam F um espago de Banach, {Fp. Fy} um par de interpolagdo e F
um espago intermedidrio de classe J{p, Fy. Fy ). onde p € um pardmetro funcional, Entéo
se T € L{E. E}. {Fg. Fy}}. temos que:

Hg gl )

(4.1 FHTe st O BTe R ?( oTE
FIVENS

Demonstracio. Seiz & um sub coninnto Imitade de F e sejs £ = vl entao
v, (T80 < T g 1
mie nm pamers finkie de conjunios Iy 0, com diemp B ST e o W

FPortante e
Tan={ JT, 2 F
F3=N1

IHe mesme modo existom conjuntos by - Vi em Fy com diawmp V) £ 3iTp g it pars

TRYE TR b TAD qus

fm Dol tal gue
AT

Uz} = F

izl

i

T
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Definimos Wy = Uy nViparai=1,---,nel=1--- me entdo temos que

| o - ()N

Come F € J{p, Fy. F1}, temos que

o ; b 5FIEF;)
(4.2} b- Bl < Cilo- bl (?ﬁﬁﬂg

para todo b.b € F, portanto,

| . ) dié.mp W,
e e f GUATHE Py
diam gy < Cdiamp, Wy p(dmm;‘ﬁl"f'}g)
) L BTe p )6
< C3{Ter)é (*ﬂ***
< HIEFR) O P BMTerp
e (2720
= CHTppi Pl g7 ) ¢
£ Enru } ,{) ( "3;\ T{.E,?'_C j
Bre {1} e {2} tramos gue
. . L T . . — JLE—E}’“ TR
(4.3 velTiIO0 < diemprW, £ O 3T F 4P ( ) e
\Fi T Fol

BOT A0 conCiuinos que
3 { 7}; F E .\g
}e ?_F ;

BT ey 3T ;(

4.1.2 TEOREMA. Sejs {

phs gue F 4 un spago int ‘E?’Zi!i"‘(s ario do tipe Ap e B onde p @ am parimetro

Eo By F ure par de interpolacda. sels F um eepago de Banach

i CEo EJF P vemes que
6:-%{ TEI\ f-\i
TRY HT pTr;f(;_:a
. o 4 ide ?E-c.\?“ 17



Demonstragio: Seja { um sub-conjunto limitado de E e seja ¢ > §. Como F ¢
KipiEg, Ey),dadoa € Qexiste zg € Egex; € Eytal que 2 = 24 4 24

(4.2} Hzollg, € € p{t)iizlle
e
{4.%) Hzslle, € € plt Hizlle

Para {1 = 0,1, seja §); o conjunto dos z; obtidos como acima deixando a percorrer §1. Entéo,
temos por {2) e {3} que

YelT {8y < B{TE, pivE () € B(TE, p)C p{Ye())

G () € BTE, F1E,(0) < BT, FIC ot be(9)
agora como § ¢ GOp + Oy segue gue:
YT < ep(T(Qe)) + vp(T(0)) < (B(Tr, riplt) + 8T, pipltit ™ )C vE(()
Logo para todo 1 > @

BiTer) < CLB(Tg, plplt) + B{TE, plp(i)™)

8Tg, ri
> fazer P = i {emOs gue
e fazendo AlTo 5] L€TOS que

4T g . BT,
MIpri s X ﬁiTz;f..F}ﬁ"(w—iiﬁg)
. ﬁ{\}ﬁg.?i

4.2 Consequéncias dos Teoremas

4.2.1 Coreolério.{Teorema de Linns-Peetre! Sels F um espaco de Banach, {Fo. FyF un
par de Banach ¢ F um espagoe Intermuedianio de classe Jip, Foo Fy b onde o ¢ umn pardmetro
fencional, Se T ¢ LSE By {fe. Fyirotal que T E — Fy écompacto. entao 7 0 E — F

& COInDRIIG.

Dierponstract: as hipdiesss do spundciado. sabemor peto Teorema 1 gue

. vt e o STEE Y
EE R e
YN BdE g i/

s

T oé compacto do Foem Fyootetnos ATr piom {1 e come PO = 4 oblenios
i 1 rF. FH

COldoge T é compacio de £ oem F




4.2.2 Corolério.{Teorema de Lions-Peetre) Seja { £y, E;} um par de interpolagdo, seja F
um espace de Banach ¢ suponha que E & um espago intermedidrio do tipo K{p, Ey. Ey).
onde p é um parametro funcional. Entéose T € L{{Ey By}, {F . Fljtalque T : By — F
é compacto, temos que T : B — F també, é compacto,

Demonstragio: Pelo Teorema 4.1.2 sabemos que

B8(Tg, \F})

Come T : By — F & compacto, segue que 3(Tg, p) = 0, ¢ como p(8) = §, temos gue
HTer) <0, portanto B{(Ter) = 0, loge T E — F é compacto.
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Capitulo 5

Teorema do Tipo Persson 1

A guestio natural que se levanta apds os teoremas do capitulo anterior é o que se
pode obter quando Eg # Ey e Fy # Fy, Neste capitule e nos préximos apresentamos
solugbes para esta questdo. Para a demonstragdo do teorema deste capitulo necessitamos
de uma hipdtese de aproximagho. que € a mesma hipdiese do teorema de compacidade de
Persson. O teorema a seguir € uina generalizaclo para o métode p do Teorema 2 do artige
de Teixeira-Edmunds {211,

5.1 A Hipdtese de Aproximacgioc

5.1.1 HIPOTESE DE APROXIMACGAO FH, Seia {Fo.Fy} um par de Banach,
Existem constantes positivas ¢3 . ¢y tal gue dado ¢ » 0 e conjuntos finitos Ay C Fp e
Ay o FyLoexiste um operador P& LifFo, Fi} {Fp. Fibitel ques

{it Jro Fy — Fy é compatio,
(0 PIFYC Fgn By parad = @1
i - Pl ry Soeliz - Prlis, < e

para todo ¥ € A4, {1 = 8.1}, onde T é & aplicacio idennidade.

Ly oviste da naturezs aparentemente forte da hipdtese de aproximagao o danas 2

sewuly um exelnpdo signiloante e que a hipdiese & verificad

5.1.2 PROPOSICAO. beis X um espaco localmente compadio, munida com wins me
Ja pnopy £ (1o Entho 2PN BRI L} @ v pey de Banach

3 ffj.\

dids positiva e s

gue sz2lizfar a hindae



Demonstragio: Seja ¢ > 0 dado e sejam Fy, F) conjuntos finitos em LP e LP respecti-
vaménte, Desde gue o conjunto § de todas as fungdes mensurdveis limitadas com suporte
compacto é denso em LP e em L™, podemos assumir gue F, F} € S, Agoraseja K C X
compacto, tal quesup f C K paratodo f€ F; (i = 0,1}

Seja (K, ) uma partigdo finita de K congistindo de um conjunto K¢ com u{Kp) = O e
conjuntos Ky, ... Ky tal que y{K;) >0 paraj=1,...Ne

sup {flz) - fly)l<m
. yER,
para J = 1,... N e para todo f € F; (i = 0,1}, onde 5 max{1,u{K}} < £. Agora seja
¢, = xz, e definimos
PI=3] feudufutiia)) @,

w>0 X
para todo f & L} (X,pz).
Entic temos que P(L7) C L nLP (i = 0,1) e como em [10], | Pliyzr £ 1, portanto
= Plipey € 2 (i = 0,1}, Como P : LF — LP é de posto finito, concluimos que €
COMPacto.

5.2 Resultados Principais

5.2.1 LEMA. Sejemt E = {Ep. By}, F = {Fy, F1} pares de interpolacdo. Suponhamoes
que I satisfaca a hipStese de aproximagio H;. Entdo dado £ > 0, existe P € L{F) que
satisfar {1} e {ii} e tal que, para 1 = {0, It ~ I 4 z{',f: vy 5 g’ . ;3‘};}

o s

WT = PTH e, ry € 6T F) + <

Demonstragao: Seje ¢ > 0. Existern conjuntos finitos Ag C Fo e 4y C Fy 1al que para
wodo ¥ € E; com izl <1 temos:
TR : i ree s L . 1 -1 .- . .
(5.1) mingea Tz = ¥l € BTe.p)+ 5 € 7 (0= 0.1)

De fate, seja U, 8 bols unitdria em E, para 1 = L1, entdo como [p é limitads
temos que vl g e vp {70z 11, 880 fnlios,
Da definicie temos que

ve Tl v 81T, vl e )

¥ COmy ;;3_,5;‘1:'_{75 P implica gue t_;‘g T < -;‘:f( Te, gt Agora dado ¢ > 0 e definindo

P

vo= HITE g+ 1200 pela definicio de v existe A, = {5 ) em F tale que

Titey ¢ Uty + nlr)

=
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Entdo 4, é finito e para 2 € Ug, temos Tz € y; + rjUr, para algum j 0 que implica

(5.2) 1Tz~ yillr, < sup My - wlls
ve{y,+nlir)
< or
portanto

min |77 - yll < 5(T£'..,FL} +1/2z¢7"
yGAt

para todo z € E;, {izlig, < 1.
Pela hipotese de aproximagao Hy, seja P € LI, F) satisfazendo (i} e {ii) e tal que

(53) ”‘f - P”L;“,g < e
€
(5.4) e = Pally, < ¢/2

parz todo z € A; (F = 0,1).
De (2}, {3} e (4) obtemos

N2 = PYTa)llg = H{Tz)~ P(T2)lir, =
WHT )~ P(Te)+ Hyd - Hyg )+ Plys) — Ply dliF,
WHTz)— g~ P(Taj+ Ply; )+ Jlyy — Plusilis

H

< WHTz ~y) = P(Tx = g )ile + 1 - Pyl
< W =-PUTz - yili+Hly, - Pustlr

" 1 1
< I TE R+ 5e e+ 5¢

= oMTgpi+e
para i = 0,1, logo [T — PTli e, 5, € 3T R+ €
5.2.2 TEOREMA. Sejam {Fo Ey} e {Fy. Fy) pares de Banach. ¢ suponhamos que
{Fo. Fy} satisfage = hipdtese de aproximagdo Hy e sejam B, F espagos de interpolagéo
do tipe poonde p & PP e > 0 dado. Entaose T ¢ LI{E E; L {Fo By by L temos qua

G s . BT E R+ £
Flprpy SO Pl pi+e) 2 ot

1/ (cod(Tg b )+ £)

onde ¢n. oy £30 a8 mestas constantes do Lema 1.

Demonstragdo: Dado s » O sejs F € L{{Fe. Fy} i Fy Fy) como no Lema 521, Enthe
pelo teorema do grafico fechado o operador P Fy — Fo 0 Fy, (k= 0,15 é Bmitado. Pela
defini¢do Fy v Fy — FlLemtho PT t By — F e como F @ Fy — Fy é compacto, temos gue
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PT : By - F compacio e PT : E; — F limitado, portanto pelo Teorema de Lions-Peetre
2.1.1 obtemos que FT : E — F é compacto. Assim se considerarmos a decomposigac
T = PT + (T - PT) temos para gualquer sub-conjunto limitado I de E que

Yr(T(R) < ‘R{?F{PT(QD + 9p((T — PTH(1))
$p((T - PT)(S1))
0T — PTHye.r ¥E(SL)

i

(P

onde a dltima desigualdade segue porque T'— PT éuma {{T— PT (g F) contragio restrita.
Como E e F sdc espagos de interpolagao do tipo p, temos que;

W - PT L, ,F,})

HT — PTLip, R

assim pelo Lema 5.2.1, da submultiplicatividade de p(t} e do fato gue f’éﬂ é nfo crescente
segue gue

(5.5) [W—PﬂMamﬁch‘RmM%%ﬁ(

UR(T(Q) < T - PTHyer ¢6(9)
i = IET~-PTi%1) ;
< CWr-prr (w Al <
£ O llo? TP, f.s:( )<
. 1 -
< CiTr - PT 1*‘T“PTL “(-—-——-—'—-—-—-‘——“—;——) Al £}
< Cl te BU ihyp TP VEE
| | ﬁ(ﬁﬁﬁm)_ |
= CpUiT - PTily) ——g— elil)
=PIl
- i
; - p<m) .
< Cﬁ{\cl‘j{(fﬁ‘}ﬂi“‘;’f} 1 VF{Q}

BN T
oo TEg 7, e

BSSHN Cblemos o teQrema.

%.3 Consequéncias

5.3.1 COROLARIO. (Teorems de Compacidade de Persson’ Sedam {Eo. By} {Fo. 1y
pares de Hanach e seiams E o F espacos de interpolacio do tipe p. onde g € F77.
Suporhamos que o par {Fy Fy ) osatisfaz a hipdrese de aproximagio Hy. Entéo se T ¢
Ei{Ee. Fyy. {Fo. Filvial que T2 By — Fiy 6 compacto temos gque T B — F ¢ compatic.

Blemonstragdo: Pelo teorema 5.2 temos que
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?{II(CULQ(TEQ,FQ) +£))
1 {eo(Tg,5) +¢€)

B(Ter) € CPleiB{TE 1) +e)

e como T ; Ep ~ Fp & compacto, pela propriedade 1 do Capitulo 3 segue que ,é(?’gn,;:ﬁ) = 4§,
ento

- = pilfe

BTer) < Plesh(Te, ) + £) Dot
onde a desigualdade vale para todo € > 0. Como limy..po p(#)/t = 0, tomande ¢ > 0
arbitrariamente pequeno, 1/¢ t{orna-se grande, logo obtemos que H{Tg ) = 0 portanto
T : E — F & compacto, o que conclui o teorema.



Capitulo 6

Teorema do Tipo Persson 11

Neste capitulo fazemos um estudo semelhante ao feito no Capitule &, mas agora com
uma hipétese de aproximacio sobre os espagos de partida {Eg, Ey}. O teorema a seguir
tem como coroldrio um teorema de compacidade de operadores, gue é inédito na literatura
ou pelo menos nio conseguimos gualquer referéncia,

6.1 A Hipdtese de Aproximacao

6.1.1 HIPOTESE DE APROXIMACAQ H,. Dado¢ > 0 qualquer e conjuntos finitos
¢o C Ea, ¢y C E;, existe um operador P € L{{Ey, Eq}, {Eg. By}, 18l que:

{i} P E, — E; écompacto. {(k = §,1)
(i) P(ELYC Esn Ey (k= 0.1)
(411} UPHpeorpg SlellPr—2lig, Separntodox € ¢ k= 0.1

A proposigdo 5.1.2 do capitule anterior, gue nos dé& um exemplo de um espago gue
satisfaz a hipétese de aproximagdo H,. turobém satisfaz Ho.

6.2 Resultados Principais

6.2.1 LEMA. Seja T € Li{F Er} {Fp Fibh Suponhames que o psr de interpolagho
{E Ey Y satisfaca a hipdress de aprovdmagkeo Hg. Entéo dado ¢ > 0. existe

F e LU{Eq By} . {Ey. By} gue satisfaz (i) e (i) tal que

BT~ TPlpeerg S48 T, R )+ 1

para & = (1,1,
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Demonsiragio: Para todo ¢ > 0, exdstem conjuntos finitos ¢ C E; tal que para todo
z € Ug, temos

win [Tz ~ Tyllr, < 2 8(TE, .F,)

yEdy, :

De fato, como {/p, # limitado, entéo 1;35* (Ug,) e &p*(T('ff»E*)) sao finitos. Pelas pro-
priedades das proposicles 3.1 e 3.2 temos que

R dT(Ug,)) = BT F)

b AT{UE) < ¢r (T UEe,) < 2¥r(T(TE,)

portante vr (T{Tg,) < 2 8{T}), onde usamos B{T}) no hgar de A(Tg, r, ) para facilitar
a notacao.

Pela definigéoe de gﬁﬂ(T(FEE )) existe uma cobertura {Vi )i, de T(Ug, ) tal que T{T'g, ) C
Uny Vi e diam{Vi ) £ 2 8(T%), k= 0,1, Assim

"
T(Ug,) C |J Vi
=1
implica que
Up, cT MV c T 00 € Es
izl =1
e também temos que T{T H(V;4)) C Vi, Jogo diem{T{T 1V, 1))} < diam{Vi,).
Agors seje (B}, wm conjunte de bolas, onde cada bola B; é uma bola maximal em
T=H Vil g, . on seja B, € a maior bola totalmente contida em T-HVix) i Ug,. Seja
¥, 0 centro dessa bola, entao

sup | Tr~Tulls, = sup [Tz — Tuidls,
zET""fl"nk}{‘iZng 2-5'}"""3{‘-"‘;*}
< sup T~ Tylir

ERT Vit {Va'ﬁ
diami TP Vi 0
25T

]

1

portanto
T2 = Tudip, € 2375

pata tode z € TV 1M g, . Denotemos agora por ¢y ¢ conjunto formado pelos centros
dax bolas B, Como o & finlto temos

min [{Tr - Tyllp, <2 37T
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para tedo x € Ug, .

Congidere a sequéncia { B} de bolas maximais dada acima. Temos que y; ¢ o centro de
B, e seja r; o seu raje. Como {Ey, Ky} satisfaz Hy, seja P € L{Ex, Ey, satisfazend o (1),
(1), P <1 etal que {|Py — yll € ¢ paratodo ¥ € ¢, onde ¢' £ min{%,»ug%?ﬁa}-ﬂ}.
Assim como Pl < 1, temos que P(Tg) ¢ Ug. e considerando os conjuntos dados acima,
temos gue :

TPTen cTTe)c (JVis

P
implhca gue
Uec P HTTI0V0
1=3

Afirmamos gque PHTY(V)) #. Consideremos [B;). Seja 7 € B; tal que {lz - yilg, <
/2. Entdo Px € B, pois

|FPe — Py + Py — wille,

WP - wllg, =
< WPz - Pylle, + 1Py~ wile,
< HPUuE solle = wlle, + Py — wllE,
< rfidrfi=r

portanto Pr € B, C T7H{V. .} implicando z € P=HT 7NV, 41} o que prova a afirmagéo.
Assim

Sup TPz~ TPyl < sop NTPr — TPylls,
L PIT AL il TEFTHT N L
< £UT HWT Pr — TPylip,
I‘.ng*;:s_;i-}rw;{ri}'?}
= sup TPz — TPylly,
Pz Pyef =i,
< sup UTr — Tyilr,
¥ i

. PR I - Ty
= diemiT{TT {4

< 73T

ARETH tamibsein Lemns gus

nin TP - TRy, £ 0507,

FRrl

. s
T TN B g
BaTR VOO0 F e Lo .

ki



e ex}sw P ¢ L{Ey, E;) satisfazendo (1) e (ii) de By, ||Pyi = willE, < & <e/UT

TPz - TPyllr, < 28(T:)
Entao

KT — T Pialir, Tz - TPzl|f,

Tz -~TPz - Ty + Ty~ TPy, + TPylir,

i

#

< Tz ~Tylls, + [Ty ~ TPylip, + TPy - TPzl
< 28T+ HT e HIJ: Pylle, + 2B8(Tx)

< 4 HTO+ T

< {5( )+ 1T e HT“

< 48(T)+¢

0 que conclui a demonstragio,

6.2.2 TEOREMA. Sejam {Ey. Ey}, {F, Fi} pares de Banach e suponha gue {E;, B3}
satisfaz a hipétese de aproximagio Hy. Sejam E = (Eg, Ey),, ¢ F = (Fy, Fy),, onde p é
uina parametro funcional e ¢ € {1, ). Entdose T € L{{Ev. Ey}, {Fo, F3}) temos

+e) P14 B(To) + €))

B(Tg r) < Cpla BT,
{(Ter) P L8 BT 5 o))

Demonstracac. Dado s > 0, seju P € L{{E, By}, {Ep. E1}} dado como no Lema 6.2.1 .
eptan TP ¢ L{{EQ, E]}(_— {FQ., Fj}} e

TF:E, — F,
& compacto, portamio pelo Teorema de Hayakawa temos gue
TP.E—F

% COEnpacto,
Cousideremos a decomposicdo T = TP + (T ~ TP} e seja B um conjunio hmitado de F

&.’.‘F.‘:EE‘I‘
Ce{TH) = wpliTP+ (T -TPH B} :s
< arff’ D+ eRlT — TP BY
- nm?*ﬂ};_ff_,? ‘.

At

(1 = TPl r vei B

Agora tomo e Fosao espagos de interpolacio do tipe p temos

. R , ? - } .F‘ j; F g
W~ TPlierm €OUT = TP E Fos Bl
' Ve Fed T - T-‘péii,-_ﬁg.,he
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e pelo Lema 6.2, X
’ T -TPll <4 5(Ti)+¢ (k=10,1)

assim temos

$r(T(B)) < T - TPliysr ¥&(B)

‘ < T - TPlor({E=Fpt ) 9(B)
< cptir - i) BAT= ) dam)
< CH4 BT +£) ﬁi ;%g?;i) ve( B)

o que demonstra o teorema.

6.3 Consequéncias

6.3.1 COROL#:;{IO Sejam {Eg, E1}, {Fo, F1} pares de Banach e sejam E = (Ey, E1}p,.
F = (Fp,Fy}pq onde p € PT e ¢ € {l,00). Suponhamos que {Eg, E1} satisfaca a
Hipétese de Aproximacio Hy, Dade T € LU{Es By} {Fo. Fi}) tal queou T2 By — Fg ou
T : Ey — Fy seja compacto, entdo T ¢ E - F & compacto.

Demonstragdo: Consideremos primeiro que T : Eg — Fg é compactio. Entac fi(’ff‘g-{“;:{-) §=
0, e pelo teorema acima temos gue

BA1/14 B(Te)+ &N
14 BTG+ £)

HTeri € CPABT)+ ) (1)

para tode ¢ > . Como 3{T} = 0 obtemos
pllje)
ife
toInande-se ¢ 2 § arbitrariamente pequeno, 1/7 tOTha-se grande e como U B/ 1 = 0

segue gue HTp p) < Glogo 3(Tppy= 0o gue mplics que T 1 E — F ¢ compacto.
Agore se T 0 By — Fy & compacto, entdo F{T 1= 0 e por (1] 1emes que

BTer) < CPBA BT+

o P AT e}
HIpr) €0 Pe) —— rr_b -
14 8{Ta)+ £} ,

il

L

como £ > O pode ser tomadeo arbiirariamente pequens e lme.gpitl = 8 segue como no
caso acing que g pi= U)o que implica que 7+ £ — F é compacto.
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Capitulo 7

Teorema do Tipo
Cobos-Edmunds-Potter

Neste capitulo apresentamos vm teorema de n3o-tompacidade de operadores gue
néo necessita de uma hipdtese de aproximacgio, mas pedimos & inclusdo dos espagos de
chegada, ou seja Fy « Fp. A esse teorema segue como corolario ¢ teorema de compacidade
de Cobos-Edmunds-Potter.

7.1 Preliminares
Sejars { Eg. By}, {Fo. F1) pares de Banach, Para cada m € IV | definimos
K, =Fe+27™F

ou sejx, consideramos Fy 4+ Fy munido com a norma K{-, 277 {F. F1}} e consideremos
os espagos [3°{ K.} das sequéncias {bn} em K, conforme foi definido na Sessio 1.2 do
Capitule 1. Suponhamos agora que Fy — Fp. Assimn para todo b€ Fy e v € Fy temos

(i1} K277 by < lb~ vllp 4 277 {elly
elogo .
(7.2 PEREZT b € 2T - el el

Se ¢ e 110, entie

& pmandoe © = b em (2] obtemos

FFTOR 5 T Lo R
FERITT b L by
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portanto
(7.3) MR B < libllp, b€ Fie (k=0,1)

Agorase b€ Fyn Fy | (fecho em Fp), existe uma sequéncia (v} em FgM F) tal que v, — &
em Fp, quando 1 — oo. Entdo temos que

i K{27™,8) = lim Lm K{(277, 0}

Fh = ) L Rt S S Y ]

< bm fim 277 wdlg

Hrp e 0 !.—-)C.‘(‘

= Hm lim 27%Hullp =0

L O L 0

j0g0 BMpnoe A{27 ™, 8 = D para todo b€ Fp O Fy .
Seia 7 a aplicagdo que a cada elemento b € Fu 4+ Fy = Fy associa a sequéncia constante
igual a b, ou seja

1:b—(b)=(bb,-)
Da desigualdade (3) vemos que
JiF = R (Kp) k=01
onde £3°( K.} tem a norma
@l iy = sp 2K (2™ a,), k= 0,1
i mE Y .
Portanto {[fym ey = L

Agora temos gu¢

T v L -
RN (K} = 05 (K, )

. ————*-““*“""“"L g - . .
Assim seja § € g,f‘{!a,«, PO (K} = (K], entdo existe uma sequéncia {§]
iRy = TR ) DI R tal que & — 7, logo

jitis K{:‘wmx?}i} = lm inf '{Hy%f‘ilifc + ?"m%iyu_}%iﬂ}

£

== N ¥ O S};m&'z_(}‘f"?,\i
< Hm (40l + 27TGE
TP I ’
= §

ande o € (P (AL e py £ 7R Y e tompamos g = U+ 3, logo

hm AT g0 =D

T e N
entaC

B RE27™09) = Bm b K277 .80
¥ e 0, Ty e T aan
= lim bm AT g
fomme Ty THE e Y

= B
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portanto concluimos que
’ m K277, §)1=0

Fr) v 0

7.2 Resultados Principais

7.2.0 LEMA. Sejam E = {Ey, B}, F = {Fo, F3} L = {UF{KL)L65( K} pares de
Banach e suponhamos que Fy « Fy. Dado T € L{E . F) e £ > §, existe Te L{E L)«
Pn e L{L, L) tal que '

0T~ PNT o tge k) S BUTER) T €

Demonstragio: Para & = 0,1 existers conjuntos finitos ¢ C Fj tal que para todo
z € Ug, temos

(1) min Tz = yllr, < ATELR) + 5

onde esses conjuntos sdo construides comoe no Lema 5.2.1. Agora definimos

¢ = j{éx) C TR (k=10,1)

T:jﬂ?

Assim os elementos de G sB0 sequéncias constantes de {7°( K, }. Pelas definigbes de T ¢
7 temos que T 1 By — E5{ Ky ). logo T & LUE . F). i
Seja z € Ug, . entdo (1] vale. Para y € ¢y, temos j{y} € ¢ logo

min_ {[Tz - Jlyiler = min_ [Tz = J{u e

HyiEdy ye,?“zﬁﬁig'}
< min [Tz ~ iyl
Yy Py *
= min fi{f e Thr — jlytles
yEdy

= né;ﬁ 13T 7~ ylijex
Fedy
< min Ul ouliT2 - wils
&
= miniFr - g,

5!& Trp

ih

Sifp, r 1w/

L

toga ,

P74 min_ BT ~ 3y, < :9{1'3“5_}_;;\ Vb= ko= 801

13

| E%-N BLAd]

Hyige,
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A desigualdade » se demonstra observando que ¢ < 71 {é;).
Dadé (z,) € £( K n) , seja Py o operador

PN{(IR)) = (x{)axls‘"&x;’\’-]soﬁos'”}

logo Py 85(K ) = #°( K )

Cottio B mee K{2"™, 53 = 0 para § £ £, temos

im K277, 5(y)) = 0

it
onde ¥ € gp e J{y) € éo. Assim existe N tal que
(2 Wiy~ Pr(i(utles < /2
para todo 3(y) € do C Go.
Agora dado x € Ug,, por (1} existe g € ¢ tal que ||T2 ~ Yoller < £/2 portanto

{{Te ~ PvTallee = [1H(Ta)~ PnTalies
H(Tx) — Pv(Ta)+ ) — 1) + Prle) - Prlgn)lex

= KTz - gi) = Pe(Tx)+ Pnide) + T — Pr(3i)) e
< [Tz - i) - Pw(Tz ~ gioillee + o — Prdiiles

= = Prlipge aeliTr - illee + gk = Praillex

< HTg, g i+e/2+6/2

= HTp.r)+s
logn temos que
e = PaTalles < B{TE . p 1+ ¢

para todo ¢ £ Ug,., portante

BT~ PRTlpeee € B(Tp, p )+ e

o que demonstra o Lems.

7.2.1 TEOREMA. Sejam {Ey By} {Fp Fy} pares de Banack e suponha F »-~ Fo. Seis
Fom i Eo Eyipge Fo= tFy P,y onde g6 um pardmetro Tuncional ¢ p £ {0, Entde se

T o LiiEg Eyv.dFo Fi} temos :

P

Pl TE, 7+ 53
IV VAN

SiTerd € CpiT i
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&

Demeonstragio: Sejam T ¢ Py operadores dados como no Lema 7.2.1. Para todo N,
PnT € compacto de Ey para £57{Kp,). Pelo Teorema de Hayakawa, o operador

PNT i E = (P Kn ) 57 (K ))pp = &Ko)
é também compacto e ¥(1) = 1/p(1~}). Tomando a decomposicio
’ T = PuT 4+ (T~ PyT)
e tomande B C F limitado, oblemos |
P ((PNT + (T - PyT))(BY)
< de(PNT(B) + v (T - PNTYB))
< T - PuTilie m)be(B)

ve(T(B))

i

pois PnT 6 compacto e T — PyT é uma ||T — PyT}| b-contragio. Como E e ££{X,,) sic
espagos de interpolagio do tipo p temos que

o o T~ PrTllnee, o)
(1T — PnTlippe) < CHT ~ PRTH LB £ -f’( : TR )
(E) (Eo 2} P Hr - PNTZIL{EG‘*‘«’E"’}

e pelo Lema 7.2.1 i ) N ‘
WF = PNTllnm ey € BTEm ) +

onde £ > { arbitrario. Assim

v T(BY < T - PnTligpe ¥ 8)
s o _fHT - PRTlY -
i.€ﬁ?wmfzpﬁfﬁwer~mft;
e P T Pl |
y . . - i -
< {‘ T"PJ"T WETI'“'P?TE am(‘——,..—''''""""""’*"’::._‘I“‘-) ré..s {ﬁ’
< Cf v Tilo AU NIl P TP YE( B

f 1
‘*(i;%&»m) )

C BT ~ PuTlly ———g—— vp(B)
TP

kY
- ) )
9<sz[y'g§; By e g

H

ST F
LR R, FpITTE

vl B

BT

B COmo vale gue
L:‘fi:.ff}wvs 3{ T§ B J ] = 3’{::{}}"_} 15}{ fg R z \'

¢ teorTema Regue.

o
g}



7.3 Consequéncias

7.3.1 COROLARIO (Tecrema de Cobos-Edmunds-Potter) Sejam {Eo, o), {Fo, Fi }
pares de Banach e suponhamos que F; «» Fp. Seja E = (Eo, Ey),p e F = (Fo, Fy)op.
onde p & P+ ep € {0,00]. Entdose T € L{Ew, Exh{Fp. Filtal que T : By — Fp &
compacto temos que 7 E — F é também compacto.

Demonstragao: Como T : Eg — Fy é compacto, temos que Q(TEQ.F};) = 0 e pelo teorema
7.2.2 temos que

F1 /(T r,) + 1)
/(B Tgy k) + €}

B3(Tery < CHUTH)

para todo ¢ > {. Come ﬁ(’fg) = {} entdo obiemos

pllje)
1/e

tomando-se ¢ > { arbitrariamente pequeno, 1/¢ torna-se grande e como lim, .. p{t)/t = 0
segue que 3(}'"5 F} £ 8 o gue implica ﬁ(TE )= 0, portante T . E — F é compacto.

BTer) € CRUITI) =

¥



Capitulo 8

Teorema do Tipo
Cobos-Fernandez

0 teorema aqui apresentado, de modo semelhante ao teorema do capitulo anterior,
pede a inclusdo de espagos, mas agora dos espagos de saida, ou seja Eg — £y, Um fato a
ser notado é que apesar de obter um resultado semelhante, a tecnica de demonstracdo é
muito diferente da usada no teorema do Capitule 7. Segue como coroldrie o teorema de

compacidade de Cobos-Fernandez.

8.1 Preliminares

Sejam {Eg. £y} e {Fy. Fi ) pares de Banach e suponhamos que Eg — Ey. Definimos
(i = Eg 2™ E) e consideremos os espagos £5{Gm ) e £1{G ) onde (2,1 € (1{GL] se

Hiealilgiony = 3 24N 2, < o (k= 0.1)

Pt

Dado (2.} € £1{G,, ). definimos ¢ operador ¢ do seguinte mado

Vernos entde gue o 00000 — By (F = 010 Definbmos Py fHGo 1 — 616G, Tk =

011 por

}D‘\’i?y%} = EJ_.:.’T(}.I}_. [ I\_}{}{} . ?

i o PR PR
e temos que PN g diGey = 1
Bado T € Li{Fe £y {Fe Fybseln T oo sepalnie operadin
T=Too {ilial— F:
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8.2 Resultados Principais

8.2.1 LEMA. Sejam {E;, Ey), {FQ’FL} e {£1(G ), 61{Gr)} pares de Banach. Dados

T & LI{Ey By}, {Fs, 1Y e e > 0, 5eia T € L{{E(G), (G, {Fo, Fi}) como definido
ima. Enti iste & € IV tal :

acima. Entio existe que ¥, e {L

‘ 0T~ TPNllL(z;gsmg,m <4 BT +e

para k = 0, L.
Demonstragdo: Seja T € fr’hfi(am}! portanto ¥ = (z, ) com z,, € EgN2"E; e

oo

”(.%)Hfi{c;m} = Z?"”k,}(?”,xﬂ) < 1

n=}

Primeiro consideremos 7 € Uiz, Entéo of{EYE By e

Ho®lls, = I3 zallE,

n=l

> ilaailz,
n=1

Y maxdienls - 2 lielz)
r:;;

= Y Jh)
n=i

< 1

1/

1A

Agora seja ¥ £ U g . entéo olfie By e

otFiile, = 13zl

A
1%
=

E
[~
o
i
~
=
i
it
A
o
™
i



[P
< 1

Portanto para £ € U G,y temos [o{@)lg, £ L ellollnngn ey £ 1

Sejam Uy e Tp as bolas unitdrias em Ep e £}{G,,) respectivamente. Como o :
k — —
(G} — Ei ¢ lofly £ 1 temos que U(Effi) C UEg,.- Conforme fol feito no lema 6.2.2,
temos que :

Y5, (T{Ug,)) < 2 B(T%)

e pela definigao de 1, existe uma cobertura finita (V;) de T(Ug,) tal que T(Ug,) C UL,V
e diam(V;) < 2 B{T},). Entdo, como

Ug, € Ui T7HVY)
VRINoE ter
aUa)C Ug, c UL, T7HW)
o que immplica
Uy o (Ug,) C Uy e TV
e observamos que
diam{Tiote™ (T VI = diem{T(T3 V) € diemi1) € 237,

Reja {F,) uma sequencia de bolas, tal que B, & uma bols maximal em o~ T (1 150
Iy e sels 5 o sew cenire. Como B, C o~ H{T {1711 entéa
£

< 2 3Tiparatedo T € SO e Tl O S Ug,. Sede o 0 conjunto

o portante 177

fipite formads pelos 7 Entdo

(£1) min §TF ~ Thhr, €2 370

wEoy
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para todo I € ?gi.

o

Agora seja ¥ € ¢k C £1{Gm). Assim illei(6,,) < 00 ou seja

¢

O

}:?wnk'f{?n,yﬁ) < 50

=}

onde k= 0,1 e ¥ = {y.). Como para todo ¢ > 0, existe N € IV tal que
Y 2y <,

=2

considerando operador de corte Py temos

W75 - TPaillE T

tA

Lt (Gmy By 1 PrBlle s,

“’f!luei(am}) Z 2™ (2™, g

n= J’\'!

i

< }ifﬂ'ifz(q{cm}‘mf'
Por outro lado, como ¢ C £1{G,.) ¢ finito (k = 0,1}, dado ¢’ > Qexiste N tal gue
(R.2) o iTE - TRNAlle < (T

para tode ¥ € ¢y,
Se 7€ g n . existe, por (814 7y € ¢ tal gue

W7 - Tl € 2570

Nesse ponto. devemos observar que do mesns mode gue fof fete no Leme 6.2.2, podemos
escolher Pn osatisfazendo (821 e

WTPE - TR Sy s €2 1dSi T,

pare o ¥ fxado acima.

b



o gue demonstra o lema.

8.2.2 TEOREMA. Seiam {Ey, Ei}, {#o, F1} pares de Banach e suponhamos Ey — Ej.
Sejam E = (Eo, Ev)pp, F = (Fo, Fy)py, onde p € P*7 e p € {1,0c). Ents para todo
T € L{{Eqe, Eq}, {0, F1}) temos

£

B4 BT + o))

BlTer) < Cpla BN +e). BT T
Flig)+ £

s

Demonstragao: Sejam Py 53(6m) s £, 0 £ HGmt — Ex bk =0 1)eT =007,
operadores definidos como no Lema 82.1 e ¢ > 0 dado. Para todo N, Fx é compacto
de £{G ) para £1{G .}, logo TPy também é compacto de {} para Fy. Pelo Teorema de
Hayakawa, ¢ operador

TPy (B G E(GCrl)pp — F

é também compacto e observamos que (£{Gr ), €GNy = B{G Y onde v(1) = 1/p(171)
Considerando a decomposigéo

T=TPy+(T-TPy)

e tomando B ¢ & limitado, temos

vr{T(B

it

IE'F(S?FN + ff - f’f};\‘ b

< R(TPy(By + ¢plT - TPy B
= pltT - TP B
< T = TPallp r, vo B

Come £ e F sio espagos de interpolacio do tipe p temos gue

£ pele Lema 8,21
R I N PR O I

: : O P ‘\.'....
onde B o= Ul e e o Uoarbiira Assin

vpiTtBiy € BT ~ TRy ipgr gy vl B

- . b . ;f - -FI iy - -
< i - TRy fg\T; sl BV
HT = TPx i

‘S te_?“f}\,[g{?{if—:?}“ﬁ 1#}}{-1r;?}:j-_.}}\{j &{7 fT
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illi?" TPylle) s (B)
l/iIT TPN”G

1/(4 3(%” E) 0 (B)

o resultado acima vale para tode B C &(G,,) imitado. Tomando B = {fgp obtemos

. = CF - TPyl &

< CH4 B +)

Fr(F(g)) € C pa BTy + ) BT 2 2]

1/(4 H{Ty) + ¢)

pois zf}fg (Ugg) < 1. FPara finalizar o teorema afirmamos que

olli) = Ug

de fato, se 7 = {2,) € U, entdo

13l = (S (2™ JE2 2 )P < 1

n=0

e como ¥{27") = p(2) Ve o(F) = ¥ 1. Oblemos

Mol = i (27 J2 o e

clzi=3 wuy

< Hpl2% 7 HE ey

ol
= (S e
it

3
= i

1

A

o gue implica o{lp) ¢ Up. Por outre lado. se v € I'p temos

1. pOITERTD ., £

,.__.__.i"“.z

3 -
onde k. £
i, < E i
tendn cOTLn consequencia que Lz

que

o gue demonsiTa O tenTema.



8.3 Consequéncias

L3

8.3.1 COROLARIO. (Teorema de Cobos-Fernandez). Sejam {Ey, E1}, {Fo, Fi} pares
de Banach e suponhamos que Eg v Ey. Sela E = (Eg, Eq),p, F = (Fp, Py}, onde
pe PP 0 psocesejn T € L{Es Exy}, {Fo. Fy)) tal que T ¢ Ey — F, é compacto.
Entao

T-E—~Fé compacto,

Demonstragao: Do Teorema 8.2.2 sabemos que

B4 BT + £))
48T + )

B(Tpr) < CH4 BT +e)

para todo £ > 0. Como T 1 Ey — Fy é compacto temos que Ia) = 0 logo

ﬁ(TE’F) < Cpl4 5(7’1}—? £) ?-%.17252

tomando ¢ > 0 arbitrariamente pequenc, temos que 1/¢ torna-se grande € como

-
Bim 35;3 =0

[T

o corolario segue.
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