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Capitulo 1

Introducao

O objetivo desta tese ¢ estudar os centros de politopos de problemas de
programagdo linear. Nos entendemos por politopo, a intersecgdo finita e nao
vazia de inequacoes lineares.

A importancia deste estudo deve-se ao fato de que todos os algoritmos
polinomiais de pontos interiores para se resolver problemas de programagao
linear tem um mecanismo explicito ou implicito de centragem.

A nossa primeira tarefa neste processo de estudo foi definir a nogédo de
centro de politopo. Esta nogio parece ébvia para politopos simples e de
formato regular, mas, torna-se mais complicada para politopos gerais. Isto
ocorre porque podemos definir centros de maneiras distintas, por exemplo,
o centro do politopo pode ser o centro do elipsdide de menor volume que
contém o politopo. Ou ainda, o centro da maior esfera contida no politopo.

Portanta, o centro do politopo depende da definigao de centro que estamos
usando, mas felizmente, varias destas defini¢bes sdo equivalentes no sentido
de que ao usi-las, nds podemos resolver programagao linear em tempo poli-
nomial. Algumas definicdes de centros de politopo mais usadas, bem como, a
descrigao de um procedimento para se resolver programagao linear em tempo
polinomial usando-se uma destas definigdes em particular, sdo apresentadas
no Capitulo 2 deste trabalho.

Apés este estudo dos centros de politopos, onde apresentamos algumas
definicoes de centros e também a importincia de se calcular tais centros, nés
propomos um método para se calcular um centro de politopo usando apenas
projecées ponderadas nas restrigdes do problema de programacéo linear. Este



centro foi denominado de p-centro e ele é definido como o ponto fixo da
gequéncia gerada pela aplicacdo que descreve o nosso método. A descrigdo
deste novo procedimento e uma discussio sobre a existéncia de pontos fixos
para esta sequéncia sao apresentados no Capitulo 3.

No Capfitulo 4, nds descrevemos as experiéncias computacionais, com-
parando o p-centro com o centro analitico { a nogdo de centro mais usada
pelos algoritmos em pontos interiores ). Esta comparacdo é feita em termos
da qualidade de centragem, nao nos preocupamos em comparar o nimero de
iteragdes, nem o tempo total gasto pois os dois métodos tem caracterfticas di-
ferentes, ou seja, o algoritmo do p-centro é facilmente paralelizdvel tornando-
se assim muito maig eficiente num ambiente paralelo. Enquanto, que o al-
goritmo do centro analitico é mais eficiente em um ambiente sequencial. E
como a implementacio foi feita em um méquina sequencial a comparagio do
algoritmo do p-centro e do algoritmo do centro analitico em termos de tempo
seria injusta.



Capitulo 2

Centros de Politopos

2.1 Tipos de Centros

Os métodos para se calcular centros sdo aplicados em geral sobre con-
juntos convexos limitados em um espago n-dimensional. O nosso interesse ¢
calcular centros de politopos originarios de problemas de programacao linear.

Mas a nocdo de centro de politopo ndo é em geral trivial, pois dado
nm politopo geral de problema de programagio linear, podem haver virias
definigdes de centros, como por exemplo, o Centro de Helly, Centro de John
e o Centro Analitico, onde este \iltimo é o mais usado em problemas de
programacao linear.

Para este estudo, iremos trabalhar com corpos convexos cuja definigao
apresentamos abaixo.

Defini¢io 2.1.1 Um corpo convero é um conjunto convero S
com interior ndo vazio.

Existem virias nocdes de centros de um conjunto convexo. Intuitivamente
falando, devemos esperar gile o centro de um conjunto convexo seja um ponto
¢ que divide cada corda que passa por ¢ em duas partes iguais ( ver Figura

2.1).



L

Figura 2.1: Centros de Cojuntos Convexos



O teorema de Helly generaliza esta nogéo de centro de um conjunto con-
vexo para dimensio n.

2.2 Centro de Helly

Definicdo 2.2.1 Seja C um corpo convero em R® ( ver Figure
2.2 ), ¢ € C é denominado Centro de Helly ( H-centro ) [14], sec
divide qualquer corde passando em ¢ em duas partes de tamanhos

A e B tais que :

(2.1)

10 T T T T T T T T T

Figura 2.2: O Centro de Helly



O nome deste centro tem uma relagéio com Eduard Helly [14], pois foi ele
quem propds ¢ teorema que estabelece a existéncia de tal centro para corpos
convexos no R".

Teorema 2.2.1 Supor K uma familia de pelo menos n+1 con-
juntos converos no espago Fuclidiano n-dimensional, onde K €
finito ou compacto. Entdo se cada n + 1 membros de K tem um
ponto em comum, entdo existe um ponto em comum pare todos
0s membros de K.

O préximo teorema é uma consequéncia do teorema de Helly ( 2.2.1 ) e
sua prova é a validade das inequagdes ( 2.1 ).

Teorema 2.2.2 Se C € um corpo convero em IR", existe um
ponto z € C tal que para cada corda [u,v] de C que passa através
de z

1 ||;:—u,||< n

. 2.2
n+l 7 lv—u| ~ n+1l (22)

A prova deste teorema é dada em [19].
O préximo teorema nos garante gue um corpo convexo no IR"™ possui uma
infinidade de H-centros.

Teorema 2.2.3 Seja E denotando o elipsdide n-dimensional, cen-
trado em ¢, definido por

E={zeR": (s 0'Q—c)=1}.

Seja E denotando o elipsdide concéntrico com E e definido por

E:{mewz(a:_e)tQ(x;c):(”_l)g}.

n+1
Entdo todos os pontos de E sdo H-centros para E.
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Prova : [19]

Considere ¢ elipséide E n-dimensjonal, E' o elipséide concéntrico com £

em ¢ e um ponto y € E arbitrério.

Desenhe uma corda [ passando por y e outra corda [ passando por y e c.
Sejam A e B denotando os tamanhos dos segmentos que y divide Le A e B’

os tamanhos que y divide {'.

Considere o plano bi-dimensional contendo as cordas { e [. Tal plano
intersecciona o elipsdide bi-dimensional que também serd denotado por E

( ver Figura 2.3 (a) ).

! 7

(p)

0 2 1 6 2 10 12

Figura 2.3: (a) Elipséide ; {b) Transformagao de E em E’ na bola unitéria

Projete o elipséide bi-dimensional na bola unitdria no IR? ¢ nomeie todas

as imagens da mesma forma que em F.
Precisamos mostrar que

A N 1
A+B  n+1

1 :
14 16

1
18

20



Referente a Figura 2.3 ( b ), por construgio o raio de E ¢

r_n—l
T n4 17

Por um teorema elementar da geometria temos que AB = A'B’ e clara-
mente B > B. Entdo

A __AB ___AB  AB A
A+B~ AB+B*” AB +(B):~ AB +(B)? A+B’

Como o raio da bola unitiria é igual a » = 1 temos que

A+B =2

entao segue que

>
A+B —

n+l-n<+11
n—+1 2
2

2(n+1)
1
n+1

8



Por um raciocinio andlago, devemos mostrar que

B 1
>
A+B " n+1’
isto &,
B _ _AB __AB _ _AB B _
A+B =~ AB+A? AB 4+ A2~ AB +(4)? B +4
n—1
2 — 2 2 n+1
Portanto,
B S 1 '
A+B " n+tl
Combinando os resultados
A > 1
A+B " n+l
B N 1
A+B ~n4+1’
CONSeguimos
A < n
A+B n+1
¢ isto completa a prova que y é um H-centro para E. O

Podemos resolver problemas de programagio linear usando H-centros de-
vido ao seguinte teorema, .

Teorema 2.2.4 Sejo C uwm corpo convero em R", e seja ¢ um
H-centro para C. Seja



E={zeR":(z-e)R(z—-¢)=1) (2.3)

denotando o elipsdide de menor velume centrado em ¢ e contendo
C. Entdo o elipsdide

E’:{:{:E]R“:(:r_c)‘R(m—c):%}

estd totalmente contido no interior de C.

Prova [19]

Para provarmos este teorema denotaremos o elipséide { 2.3 ) por FE,
usaremos a transformagaoy = Ri (z—c) para projetarmos F na bola unitdria.

Seja €' um corpo convexo, denotaremos a sua imagem transformada no-
vamente por C.

Escolha y € C tal que || y || = «, por essa razdo podemos afirmar a
existéncia de um hiperplano de suporte para y em C denotado por A e um
hiperplano k' paralelo 3 A, de tal maneira que C fica situado entre h e &'
( ver Figura 2.4 ).

Seja u o ponto onde # intersecciona C, escolha v € A tal que o segmento
[, v] contém 0. Seja v denotando o ponto onde o segmento de linha [0, v]
intersecciona a fronteira de C. Note que v ndo é necessariamente distinto
de ». Claramente, H-pontos sdo preservados por uma transformacao afim.
Logo 0 é um H-ponto para C. Ejaque || v ||2]| v ||> 0e ]| u||> O, temos
que

o] vl 1
el Tl = Tl + 117~ nd

(2.4)

Seja z o ponto onde o segmento de linha que passa por y e 0 encontra &'
Por construgao nds temos

z2=—tyeu=—Tv (2.5)

10
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Figura 2.4: Tlustragao para a prova do teorema 2.2.5
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para algumas constantes ¢ e .
Além disso, y é normal aos hiperplanos k e h'. Portanto,

(z—u)ly=0

yiy —v) = 0.

Combinando este dltimo resultado com { 2.5 ) conseguimos

(r=t)lly*=0

- ©oquenos da

t=r
Segue de ( 2.5 ) que
1 (gl vl
t 2zl lul
Agora observe que ,
|y |l | v ]
e _ hgll  _ D=l _ _Jul
o+ = Nyl +1 =] ”?J|:+1 |]||U|:+1
z u |
Il vl {| u il - | v ]
Tl ol v el Taf+ier 20

Combinando isto com { 2.4 } temos que

12



fa 1

a+|z|| T n+l

a{n+1) 2 a+|z]
Izl < a(r+1)-a
lz]| € no+a-—a
lz] < ne

(2.7)

Seja agora h~ uma transposicao de h na direcio oposta de k' de tal forma

que k' estd a uma distancia || z || de 0.

Seja F' uma porgio da bola unitdria situada entre & e k' ¢ E' o elipséide
de menor volume contendo F. Por argumentos simétricos, E' tem seu centro
em 0. Alegamos que E' é justamente a bola unitdria, pois se EI‘r tem vo-
lume menor do que a bola unitéria, a transformacdo z = ¢ + R 3y deveria
transformar £ em um elipséide centrado em ¢ e contendo C e possuindo um
volume menor do que o volume de E. Mas isto é impossivel pela forma que

: ' e N 1 .
E foi escolhido. Portanto, E' ¢ a bola unitdria. Entdo, || z |*> o devido a

um resultado de Todd [286].
Se combinarmos isto com ( 2.7 ), temos que

Il =

(2l

IAIA

n*a?

3%

az

v

¥

v

3 -
fr2

Mas o ¢ a distancia de 0 & fronteira de C, isto significa que a esfera

1y 1
2_' 2: — _— —
o =y = (3) =

esta totalmente contida em C.

13



. . - -1
Levando em consideragdo a transformacao z = ¢ + R™3y esta esfera pro-
jeta o elipséide

(&~ o) R~ ) = =

que deve estar totalmente contido em C, como mostra a Figura 2.4 (b ). Logo
conseguimos o resultado desejado. O

Agora vamos estudar uma outra nogao de centro que considera o elipséide
contendo um politopo.

2.3 Centros de John

Definicao 2.3.1 Dado um politopo P, sejo E denotando o elipséide
de menor volume contendo P. Definimos o centro de E como o
Ceniro de John ( J-centro ) deste politopo.

Nos referimos a eles como J-centro, por causa do seguinte resultado devido
a John [12].

Teorema 2.3.1 { Fritz John — 1947 ) Seja P um politopo
no espago Fuclidiano R™. Seja E o elipsdide de menor volume
contendo P. Enido E ¢ dnico e se reduzirmos E por um fotor de
n sobre o seu centro, obteremos um elipséide contido em P

A diferenga dos dois centros apresentados até aqui, H-centro e J-centro,
é que um J-centro € dnico, enquanto que um H-centro néo é necessariamente
unico. Além do mas, um J-centro é sempre um H-centro, tal resultado assim
como a sua prova esté em {19].

Teorema 2.3.2 Seja C um corpo convezo e sejo F o elipsdide de

menor volume contendo C. Seja E = lE‘ denotando o elipsdide
obtido diminuindo E por um fator denn. Seja ¢ denotando o
ceniro de E e seja | = [u,v] um segmento de linha passando pelo
ponto ¢ com pontos finais na fronteira de C. Entdo

! lu—cll n

) 2.8
n+1l 7 Jlu—v| T n+l (2.8)

14



Prova [19]

Se considerarmos um [ estendido a uma corda I = [#,v'] com pontos
finais no elipséide E ( elipséide exterior } e reduzirmos a corda [ a uma corda
" =[«",v"], com pontos finais na fronteira de £’ ( elipséide interior ), como
mostra a Figura 2.5, obtemos a seguinte relacdo

18 T T L T 1 ) L ¥

16

14

Figura 2.5: Todo J-centro é um H-centro

lu—cll _ fu—cl _ 1 |
lu=vll flu—cl+lc—vil { lle=vl
[ w—cll

Como || v —c ||>]| " — ¢ || temos que

1 N Fitd
e = e=el ~ Tw—cl+Te-vl
fu=cll Tl el

15



v ~c]|
T —cl+e—v ]

Esta ultima desigualdade segue do fato que || e — v ||<|| e - ||.

P |
Como E = EE temos que

le—vll=llc—ull=n|lu —c|.
Assim
lu—c| [ —c]| _ 1
lu—vi T e —cli+nflu"—cl] n+1
Agora como
L lvmul _ le—el+fu=c]
TR To—ul]
_ fv—cll  Nu—cl
lv—ull  lv—ul’
temos portanto
Jlo—ell _ | lu=cl
lv—ui | v—ul
1 1-1
- el R L (2.9)

n+l w4+l  n+l

Mudando u por v é possivel obtermos a inequagdo ( 2.1), com
A=|lv—c|,B=||u—c|le A+ B =| v—wv || o que prova que um J-centro é
sempre um H-centro. )

16



2.4 Procedimento para se Resolver Proble-
mas de Programacao Linear usando J-
centros

Consideremos agora o seguinte problema de programacao linear

Minimizar dz
sujeitoa Az <b (2.10)
>0

onde 4 € R™*" , z € R™, ¢ ¢ R*™' ¢ b € R™!. Assumimos que as
restricoes Az < b, z > 0 definem um politopo em R"”, entdo é possivel re-
solver tal problema pelo procedimento que usa um mecanismo de centragem,
minimizando a func¢éo objetivo em cada passo sobre uma regido determinada
pela intersecgdo de um elipséide definido por

.
T

E={zeR": (z—y)'Qz—y) <RL0< R <1}

e o conjunto definido por C = {z : Az < b}, onde ¥ é um ponto interior em
( 2.10 ). O ponto y é um J-centro para C' = {z : Az < b} se ele é o centro
de um elispdide de raio 1, de menor volume contendo C = {x : Az < b}. Isto
fica mais claro realizando uma ligagdo com o método que usa elipséides para
construir uma sequéncia {z;} convergindo para z* que é solugio 6tima de
(2.10).

Como foi dito na introdugéo existem algoritmos conhecidos de tempo po-
linomial que possuem um mecanismo estruturado para se encontrar centros
de politopos e através destes centros conseguimos resolver problemas de pro-
gramagcao linear. Nesta se¢do iremos mostrar como resolver problemas de
programacdo linear usando um tipo de centro que foi estudado, ¢ centro de
John. Faremos isto através de um procedimento que usa basicamente a de-
finicdo de centro de John, ( Definigdo 2.3.1 ), a minimizagao da fungdo
objetivo a cada passo do procedimento € o teorema de John, ( Teorema
2.3.1 ), que nos diz que se diminuirmos F o elipsdide de menor volume que
contém o politopo P definido no IR®, obteremos um elipséide totalmente
contido em P,

17
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Figura 2.6: Esquema do Procedimento
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Consideremos entfo o seguinte problema de programacao linear

Minimizar cx

sujeito a Az < b
x>0

e Seja E° denotando o elipséide de menor volume contendo o politopo
P'’=P={Ac< bz >0}
e seja z° denotando a centro de E°.

e Scja z! a solucio de

Minimizar cz

sujeitoa 1z € E?

onde Ef = lE":'.
n

e Seja E! denotando o elipsdide de volume minimo contendo o politopo
P'=Pn {z |tz < '’}
e seja 22 denotando o centro de F'.

e Seja z° a solucdo de
Minimizar 'z
sujetto a z e E}

onde E} = }-El.
T

e Repita este processo iniciando com o politopo

P'niz |z < 2’}

19



Examinando a convergéncia deste procedimento { ver [19] }, vamos con-
siderar ¥ como a solucio de

Minimizar cz
sujeitoa 1z € E° .
E consideraremos também z* denotando a solugiio de

Minimizar c'z
sujeito a z€eP.

1
J4 que, por definigio E? = EEU’ temos

-~ que implica
— 1
¢z — ¢tz = n(ctz' — tz0).

Como c'z* > ‘T temos que
t_ %

ctz* — 'z > n{cte! — c'20). (2.11)

Podemos reescrever ( 2.11 ) como

t..0

dzt —cta® > n{(c'x! - cta® + 2t -z}
dzt — s > n(dfz — dx*) - n(c'a® - ctxY)
n(c's' — ¢z*) < (c'z* — 2% + n(cta® — ')
(o — da®) < (chz* — c*2®) + n(ctz® — ctz*)
n
/| I 1
(ctz! — tz*) < (ca” — c'z*)(n )
n
Portanto,
1
dal —clz* < (1 - ;)(ctwo ) (2.12)

20



Agora, seja P! = PN {z | ¢z < ¢z},
Pela mesma razdo aplicada acima temos que

cz® —c'z* < (1 - -}-)(c‘:,c2 — c'z*). (2.13)
n

Consideremos agora ctx? — c*z*. Podemos ver claramente que
cdzl > Mazximizar cz
sujeitoa  z € E! .

Logo,

ctz? - clo? < cfet - cta (2.14)

Tal desigualdade pode ser reescrita como

¢z — cr* — (dx? - da*) < efal - ot — (cfa® - c'x”)
dz? —cz* < (cf2® — ) + (2! — ) — (¢’ - cfxt). (2.15)

Substituindo { 2.13 ) em ( 2.15 ) temos

clz? — ctx* (1— %)(c z* — ¢3*) + (ciz! — efz*) — (cfx? — cfa?)

IA

ctx? — clx*

IA

1
(c'z? — ctz*)(1 + E) < (dz! - cz")
1
.2 .
cz—-cz"t < 1+%(C£E — c'z*).
Agora substituindo ( 2.12 ) em { 2.16 ) obtemos :
1_1
cz? — 'zt < T +§(ctm0 — ctz*)
da? — it < exp iz — zY)

1
(c'z? — c'z*) — —(cta? - ¢tx*) + (c'z! — cfx*) — (cf2? —
n

ct:n*)

(2.16)



Combinando { 2.13 ) e { 2.16 ),

1
dzd —dzt < (1 - <)exp w(dx® — fz¥)
n

cizd — ctz* < expn(ctz® — c'r”). (2.17)

1 1-1
Aqui usamos os fatos 1 — ~ < expn e ——lf-l n < expn.
n

Entdo continuando o processo da mesma forma, obteremos

dz* — do* < exp (' —d2*), VE > 0. (2.18)

Seja L = logy(ctz® — c'z*). Estimando L em termos do problema dados
A, b, c e se considerarmos k = (p+1)nL onde p é um inteiro positivo obtemos
de ( 2.18 ) que

ek — ctrt < exp PO (el
Isto implica que cfz* pode ser feito tio perto quanto se queira de ctz*
simplesmente fazendo & um miltiplo suficientemente grande de nL.
Portanto, se temos um método eficiente para se calcular J-centros, temos
um procedimento em tempo polinomial para se resolver problemas de pro-
gramagao linear. Mas calcular J-centros ou H-centros ndo é um tarefa muito
facil, existe um algoritmo, denominado algoritmo dos elipsdides de Khachyian
[24], que calcula um J-centro, dai um H-centro, mas tal algoritmo nao é efi-
caz na pratica, pois exige um custo computacional muito elevado. Por essa
razido que iremos estudar uma outra nogdo de centro, que é definido geral-
mente sobre politopos e sao frequentemente aplicados nos métodos de pontos
interiores para resolver o problema de programagao linear, que serd dada na
préxima gecao.
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2.5 Centro Analitico

Definigdo 2.5.1 Seja P o politopo definido por um sistema de
desiqualdades

71
Z @i, T4 S b,' (219)
j=1
para i = 1,2,3---,m. O centro analitico de P ¢ o ponio
£ = (&,&,&) € R" que resolve o seguinte problema de pro-
gramagdo linear

m i)
Mazimizer (b = ayzy)

i=1 j=1
sujeito a z€EP

Uma vez que P ¢é limitado este problema de maximizac¢io tem solucio.
Pode ser mostrade que tal solugao é Gnica. Deste modo, o centro analitico

de um politopo estd bem definido.
Uma propriedade que caracteriza o centro analitico é a seguinte.
Seja £ o centro analitico do politopo P de acordo com a Defini¢do 2.5.1

e seja f(z) de tal forma que

flz) = ]ogﬁ(bf; —alr) = ’Zn: log(b; — aiz).

i=1 =1

Ja que a funcdo f alcanca o seu valor maximo em P quando x = £ temos

of 1 B
ar; = ;(b——_i — aﬁm)(_%) = 0. (2.20)

A equagao { 2.20 ) s6 é vilida pois z é minimo irrestrito e o centro
analftico é interior. Além disso, multiplicando { 2.20 ) por x; e somando
sobre 7, obtemos :
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m ; G2
D (— alf )=0. (2.21)

i=1

Adicionando e subtraindo b; ao numerador da equagdo ( 2.21 ) obteremos

m b; — iaﬁx}: m b
S ) = D) (2.22)

=] i=1

Observe que o lado direito de { 2.22 ) é independente de z. Se conside-
rarmos £ = £ sobre o lado esquerdo, vemos que o lado esquerdo, e entao 0
lado direito valem m.

Para um z € P fixo, seja d; denotando a distincia de z ao hiperplano
alz = b; e d} como a distdncia de £ a0 mesmo hiperplano. Entdo

=l
i)

i at
ba—a-'c B la:ll & d

"= Z(bz~ﬂtf B fh—ﬂff i’

Il a: ||

Agora segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

;ME

i=1

;_n

Isto implica que

quando z = £ a igualdade é vélida.
Formalizando nos dd o seguinte teorema .
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Teorema 2.5.1 O ceniro analitico minimiza uma soma poderada
dos quadrados das distdncias de um ponto em P aos hiperplanos
que definem P. Os pesos sdo dados por

1
di (€)

onde £ € o centro analitico de P.

Wy = ,?J=1,2,---,m

Do mesmo modo que usamos H-centros e J-centros para resolvermos
problemas de programacdo linear, podemos usar centros analiticos para este

propdsito.
Para isto, consideremos o seguinte elipsdide
2
m .
> (L) <1 (2.23)
= i=1 dﬁ
Claramente esta desigualdade implicaque d; > 0,7 =1,--, m. Podemos

reescrever ( 2.23 ) como

m [ (b; — abz) — (b — alé)
Z{ (bs—a:.s) }“’

i=L

ou

a-—l

Finalmente, escrevemos esta desigualdade como

(z—£6)Qz-¢ <1 (2.24)

ot
a;a NPT il .
onde @ = E —-3—‘— ¢ uma matriz simétrica positiva definida.

af¢)’

Para 08 :.c que satisfazem ( 2.24 ) temos que

b — alx

d; =
el

>0,1=12,-,m.
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Portanto, ( 2.24 ) descreve um elipsdide contido em P. Agora se espan-
dirmos este elipséide por um fator de m, este novo elipséide ird conter P,
com isso obtemos o seguinte lema .

Lema 2.5.1 O elipsdide
(- €)'Qx — &) <m?
contém P.

Prova.

Considere € Ped; = ” ” Entdod; >0, i=1,2,---,m. Observe

que

@-'Qa—6) = Z(d";fd?)z—i(j,. _1y

i=1
_ oy iy
= G
S I 2
< (ZE) —m=m'—m<m
=1 Yi

como desejado.
Com este resultado podemos usar centros analiticos do mesmo modo que

usamos centros de John na secdo 2.3.
No apéndice A apresentamos um método que usamos para se calcular o

centro analitico.
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Capitulo 3

Método de Projecoes
Ponderadas

Neste capitulo, iremos apresentar o método de projecdes ponderadas. Ba-
sicamente vamos mostrar como o método funciona, ou seja, daremos as
férmulas para se calcular as projegoes, a transformacdo que gera o préximo
ponto das sequéncias de iterandos € o critério de parada.

Proporemos uma definicdo de medida de centricidade, que nos mostrara
quao central é o ponto encontrado pelo método de projegées ponderadas
denominado p-centro, que € definido como o ponto fixo da sequéncia que
define 0 método.

Existem caracteristicas que devem ser levadas em consideragdo para nos
motivar a implementar tal método. Uma delas é que o método ¢ menos
sensivel a restricoes redundantes, tal caracteristica serd abordada mais deta-
lhadamente através de um exemplo. Qutra & que o algoritmo trabalha com
os dados originais que definem o politopo, havendo assim uma redugdo no
acumulo de erros de arredondamento.

Além dessas caracteriticas, o0 método € de ficil implementagdo e também
pode ser executado em um ambiente paralelo aumentando a sua performance.
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3.1 O Meétodo de Projecoes Ponderadas

Nesta se¢do, descreveremos o método para encontrar o p-centro de um
politopo geral. Cada iteracdo é obtida como uma combinacdo convexa das
projecdes aos hiperplanos associados com as desigualdades que definem o
politopo. Nés assumimos o politopo descrito por um conjunto § = {x € R" :
Az < b} seja um politopo de programacéo linear de dimensdo completa e a
matriz A contendo, também, as restrices de nio-negatividade. Seja z* um
ponto interior factivel para uma iteragdo k. Entdo, definimos as seguintes

projecoes.
Definicdo 3.1.1 ( Projegdo Ortogonal )

Seja
Py(z*) = z* + (b; — alz*)

Il @ |
a projecdo de um ponto x* ao hiperplane associado com a desi-
gualdade aiz < b;.

Uma vez que a projecdo ortogonal F;(z*) pode ser infactivel, nds neces-
sitamos definir uma projecdo ortogonal factivel.

Definigdo 3.1.2 { Projegdo Ortogonal Factivel)
Seja
Po (z*) = 2% + 0;(Pi(z*) — 2¥)
onde 0; = maz {o: z* + a(F(z*) — z*) € 8} a projegdo orto-

gonal factivel associada com a desigualdade atz < b;

Note que «; é maior do que 7ero uma vez que z* é assumido ser um ponto
interior factivel e menor ou igual a 1 ( &; = 1 quando a projegdo ortogonal
P;(z*) produz um ponto factivel ).

O centréide dos pontos sobre a fronteira de S é o centréide do envoltério
convexo destes pontos. Portanto, é razodvel pensar que se temos mais ponhtos
sobre a fronteira mais o envoltério convexo destes pontos se parece com o
politopo original. Com isto em mente, definimos um “ parceiro ™ para cada
projecdo ortogonal.

28



Definigao 3.1.3 Sejo

Py (z%) = 25 + M(Pi(s®) — %)
onde A =maz {X: 2%+ MB(z*) — z*) € 5} o ponio obtido de
Pi(z*) pela busca na direcio —(Py(z*) — z*).

Portanto, nosso politopo possui uma corda ligando P, (z*) e P, (z*) para
cada hiperplano associado com a i-ésima desigualdade. Isto é, cada desigual-
dade gera dois pontos : Py, (5*) e Py, ().

Uma nova iteragao z**! é a média dos m pontos centrais

P (xk) + P)\f (xk)

5 L, i=1,2,---,m.
Isto é,
k1 1 &
X = % ;(Palﬂj + PA X )
1 m
= *—EZ’B +a’i(PT k) “f‘.'l:k - /\,r(Pi.’L'k - :L'k)
=1
k 1 m
= I + ‘% ;(ai - Ai)(.Piﬂ:k — C[a'k)
1 & b; —alzt q
k i K] 1
= — Y
= o 2 T N T
13 alx®  a; 1 - b;a;
k 1 1R
7m 2 T T T am 5% M, P
= zF— iﬁtwkﬁxk + —AﬁW"b
2m 2m
I - - T . -~
= (I - —AWFkA)* + — AWk .
{ 5 WEA)x"® + 5o b (3.1)

onde W* = diag((cy — M), ..., (0m — M), A é @ matriz obtida de A pela

i
. \ . a; s .
substitui¢do do vetor af na linha ¢ por T a“ i e b é o vetor obtido de b pela

substituicdo de b; por
Ml II
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Cada iteragdo do método é definido como o centréide dos pontos Py, (z*)
e Py, (z*) para ¢ = 1,2, --,m, onde m é o nimero total de restrigées. Figura
3.1 ilustra o significado geométrico de P;(zf), P, (z*) e P, (2*). Note que
quando projetamos na restrigio (1), P;(x) é infactivel, portanto, precisamos
recuar até a factibilidade ser alcangada, gerando o ponto P, (x). E, final-
mente, andamos na dire¢do oposta gerando o ponto Py, (z¥). As projectes
nas outras restricdes ndo estio nomeadas mas elas sdo representadas pelo
simbolo “e” na Figura 3.1.

Figura 3.1: Projecbes sobre os Politopos

Abaixo, apresentamos politopos no IR? para ilustrar o caminho gerado
pela transformacéo descrita em ( 3.1 ). Para cada politopo, nés comegamos
com pontos iniciais diferentes.

Observemos que para os cinco politopos dados as sequéncias geradas pela
transformacdo { 3.1 ) convergiu para o mesmo ponto fixo. Infelizmente, isto
nio é o caso em geral, embora, em nossas experiéncias numéricas nds sempre
obtemos 0 mesmo ponto fixo iniciando de diferentes pontos iniciais. Mas, nds
podemos construir um exemplo em duas-dimensdes onde isto ndo é o caso.
Préxima segdo mostra a existéncia de pontos fixos para as sequéncias geradas
pela transformagéo ( 3.1 ).
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Caminho para o politopa 2

Caminho para 0 politopo 1

Caminhe para o politapo 4

s S VR Bt

Figura 3.2: Caminhos gerados pelas iteragoes
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3.2 Existéncia de Pontos Fixos

A transformacdo descrita por ( 3.1 ) contém a matriz W), que depende
da iteracdo k, fazendo qualquer prova da convergéncia especifica uma dificul-
dade. Para contornar este problema, segue o teorema dado por L. Brouwer.

Teorema 3.2.1 ( Teorema do Ponto Fixo de Brouwer )
Seja B > 0 ¢ seja D = {x € R" /|| z |< B}. Entdo, quelquer
Jun¢do continua com dominio D imagem contida em D tem pelo
menos um ponto fizxo.

Uma vez que a transformagéo ( 3.1 ) é continua e S é um politopo entéo o
teorema de Brouwer prova que existe um ponto fixo para a sequéncia gerada

por ( 3.1).
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Capitulo 4

Experiéncias Computacionais

O algoritmo proposto em ( 3.1 ) foi implementado no MATLAB jé que
estamos mais preocupado com a qualidade do centro do que com a eficiéncia
em termos de tempo de execugio. Além disso, MATLAB com sua incrivel
capacidade gréfica nos permite visualizar como ¢ método trabatha. Nés reali-
7amos experiéncias numéricas para comparar a qualidade central do p-centro
junto com o centro analitico em varios politopos de dimensées diferentes. Pri-
meiramente, mostramos figuras de politopos no espago bi-dimensional para
ilustrar a qualidade central do p-centro e do centro analftico. Depois, apre-
sentamos em forma de tabelas, os resultados dos politopos gerados. E, final-
mente, mostramos os resultados dos problemas do NetLib. Em todos estes
problemas, o p-centro se comportou muito bem.

4.1 Medida de Centricidade

Para medir quao bom é o centro, devemos definir uma medida de cen-
tricidade. J4 que, um bom centro é um ponto que divide qualquer corda
que passa por ele em duas partes iguais, nés definimos a seguinte medida de

centricidade.

Definicao 4.1.1 Seja z um ponto interior factivel de um poli-
topo § € Py, (x), Py(x) para i =1,2,...,m como definido previ-
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amente. E, sejam
d; =|| Py, (x) — x|

di =|| P () -z |}
pare cada desigualdade i. Definimos

_ min{d;, d;}

g = ———=—, parai=12,...,m
maz(d, &)’ ¥

e a centricidede de um ponto como

m

Ex) =Y 2 (4.1)
i=1
Junto com esta medida, nds usamos a medida
dmin = min {min{d;,d;}},i=1,2,...,m, (4.2)

a distdncia minima de z a fronteira do conjunto S, como a segunda medida
de centricidade. Portanto, um ponto # é um centro melhor do que T se

12> E(2) > E(Z) e dpyin(8) > dpysn(T). (4.3)

De fato, a primeira medida nos diz qudo balanceado um ponto é E,
a segunda medida quao longe o ponto estd da fronteira. Nosso objetivo é
satisfazer o critério ( 4.3 ) mas isto nem sempre é possfvel. Entdo, usamos
uma cotnbinac¢ao de ambas medidas definindo

C(z) = E(x) * dnin (Z)- (4.4)

Um bom centro, para nds, seria o ponto que teria o maior C(z). E, nés
iremos mostrar que o p-centro é um centro melhor do que o centro analitico
para esta medida de centricidade.

Para isto rodamos exemplos em politopos no IR?, em politopos gerados
em varias dimensoes e em problemas do NetLib que serdo mostrados nas
segoes seguintes.
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4.2 Politopos no R?

Nesta se¢do, apresentamos alguns exemplos no IR®. A razdo para isto é
para melhor visualizar a qualidade central do p-centro e do centro analitico.
Figura 4.1 apresenta quatro politopos no IR? mostrando o p-centro ( denotado
por p ) e o centro analitico ( denotado por a ).
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Figura 4.1: A qualidade central para o p-centro e o centro analitico
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Namero [ p-Center Centro Analitico
Politopo || E(z) | dpin | Clz) E(z) | dpin Clz)
1 0.785055 | 0.838004 { 0.657879 | 0.751202 { 0.633975 | 0.476243
2 0.897926 | 0.784585 | 0.704499 (| 0.477018 | 0.419465 { 0.200092
3 0.893993 | 0.504127 | 0.450686 || 0.583612 | 0.356582 { 0.211671
4 0.829394 | 2.358854 | 1.956419 {_]_é73359 1.110123 | 0.525487
Tabela 4.1: Politopos no ®?
-
3 ! 22
T P < ~—

Figura 4.2: Centro Analitico e p-Centro para Politopo Redundante

Apresentaremos os resultados dos politopos gerados no IR® na tabela
acima, onde mostramos as medidas E(z}, dpjp ¢ C(z) como definidas em
(4.1), (4.2) e { 44), respectivamente, para cada politopo desenhado na
figura acima.
Como podemos ver da Tabela 4.1, o p-centro é melhor do que o centro
analitico em todos os exemplos. Verificamos isto pois o C'(z) do p-centro foi
maior do que o do eentro analitico nos quatro politopos testes.
Além disso, o p-centro parece ser menos sensivel do que o centro analitico.
Figura 4.2 mostra o p-centro e o centro analitico para um politopo redun-
dante. Para comparar a sensibilidade dos centros, nés plotamos o p-centro
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para o politopo nao-redundante { ou seja, excluindo as restrigoes do tipo
z: <k, k=3,4,...,202 ) e o p-centro para o politopo redundante, nds de-
notamos entdo como p e P, respectivamente. O mesmo foi feito para o centro
analftico. Como podemos ver, o p-centro é menos perturbado do que o centro
analitico quando a redundéncia foi adicionada.

Os resultados do célculo de C(x) para o p-centro sao C(p) = 0.657879 e
C{p) = 0.796722 e para o centro analitico os resultados sio C(a) = 0.476243
e C(a@) = 0.022537.

4.3 Politopos Gerados

Consideremos o problema de aplicar o método de proje¢des em politopos
gerados. Nds geramos os politopos baseados em um trabalho dado por May

et all ([16]).

Trabalhamos sobre politopos de diferentes dimensGes e para cada di-
mensao geramos 10 diferentes politopos. As préximas tabelas apresentam
as medidas E(z), dyip(z), C(z) e a média de cada uma destas medidas

obtida para cada dimensao.

Se considerarmos a média para cada dimensao, observamos que o p-centro
se comporta melhor do que ¢ centro analitico em todas as dimensoes. Isto
comprova a melhor qualidade central do p-centro para politopos de dimensoes

grandes.
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Nimero de p Centro Centro Analitico
| Restrigoes TG Tl T 0T 76T | deg) | 0
1 0.823057 | 16. 271420 13.392306 || 0.755212 | 16.844223 | 12.720959
0.793164 | 11.276783 | 8.9443383 || 0.704773 | 9.1541410 { 6.4515914
0.680669 | 9.2678320 | 6.3083259 || 0.711692 | 6.8692550 | 4.8887938
0.674376 | 33.898460 | 22.860321 || 0.629528 | 27.125818 | 17.076465
25 0.717447 | 29.610961 | 21.244295 || 0.654722 | 23.274599 | 15.238392
0.748472 | 21.931323 | 16.414981 || 0.686986 | 19.739801 | 13.560966
0.716735 | 12.594309 | 9.0267880 || 0.634101 | 15.495284 | 9.8255810
0.747629 | 37.460002 [ 28.006183 || 0.663433 { 39.341569 | 26.100495
(.669877 | 21.715826 | 14.546932 || 0.704103 | 19.020983 | 13.392731
0.665825 | 112.38149 | 74.826405 || 0.652976 | 88.743597 | 57.947438
Média 0.7237251 | 30.64084 | 21.55757 j 0.6797526 | 26.560927 | 17.720341
Tabela 4.2: Politopos Gerados
Nimero de p-Centro Centro Analitico
Restri¢des E(z) | dpipz) | Clx) E(@) | dpiple) | Clz) j
0.541500 | 21.327091 | 11.548619 j| 0.555919 | 17.881157 | 9.9404749
0.757013 | 6.5533620 | 4.9609830 | 0.667532 | 8.8480070 | 5.9063270
0.68883% | 8.5989720 | 5.9232728 § 0.636768 [ 9.2595090 { 5.8961590
0.752402 | 6.6397840 | 4.9957867 || 0.629279 | 6.9624710 | 4.3813367
50 0.526056 | 47.669656 | 25.076906 || 0.496536 | 55.978122 | 27.795126
0.571243 | 15.357850 | 8.7730643 || 0.587006 | 12.124344 { 7.1170626
0.581980 | 24.603624 | 14.318817 || 0.552443 | 20.334199 | 11.233485
0.612918 | 13.987518 | 8.5732010 || 0.599045 | 11.338354 | 6.7921850
0.640562 | 18.527729 ) 11.868164 || (.602590 | 19.595930 } 11.808319
0.581950 | 39.997945 | 23.276804 || 0.545435 | 36.180397 | 19.734054
Média 0.6254459 | 20.326353 | 11.931561 || 0.5872553 | 19.850249 | 11.060452

Tabela 4.3: Politopos Gerados
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e

e

Niumero de p-Centro Centro Analitico

Restrigoes E(x) | dpinle) | Clz) E(x) I dmin@j C(x)
0.622865 | 53.025358 33.027645 0.589277 | 46.165239 | 27.204129
0.549290 | 6.8077300 3.7394180 0.604890 | 6.1078850 | 3.6945985
0.5815011 | 24.427088 14.204631 0.615459 | 22.942287 | 14.120029
0.616150 | 28.863172 17.784045 0.654879 | 26.338567 | 17.248569

75 0.554988 | 8.8209260 4.8955080 0.560451 | 7.2693650 | 4.0741228

0.650793 | 5.7443840 3.7384060 0.668768 | 5.4025340 | 3.613041G
0.604759 | 23.076588 13.955774 0.487623 | 27.811106 | 13.561235
0.621851 | 5.6352120 3.5042622 0.560382 { 6.2653880 | 3.511010&
0.532874 § 31.237540 16.645672 0.436269 | 43.935065 | 19.16750&
0.604972 | 12.370884 7.4840384 0.531424 | 12.240412 | 6.5048487

Média 0.5940053 | 20.0008882 | 11.89979461 [l 0.5709422 | 20.446634 11.269908’L

Tabela 4.4: Politopos Gerados

Nimero de p-Centro Centro Analftico

Restrigoes E(@) | dpip(z) | Cl2) E(z) dninlz) | C(z)
0.586188 | 4.2755320 | 2.5062655 || 0.440676 | 0.0001234 [ 0.0005437
0.565594 | 8.8421860 ( 5.0010873 | 0.557134 | 7.8125770 | 4.3526522
0.497273 | 6.8957210 | 3.4200558 || 0.470435 | 7.7807460 | 3.6603352
0.480339 1 7.6391760 | 3.6693941 (| 0.489061 | 7.0183650 { 3.4324086

100 0.517349 | 7.8579990 | 4.0653279 § 0.509901 | 7.6716810 | 3.9117978
0.483505 | 9.9460530 | 4.8089663 || 0.572132 | 7.2124090 | 4.1264499
0.669433 | 5.9635070 { 3.9021683 | 0.509628 1 R.7839970 | 4.4796285
0.974577 | 9.1298940 | 5.2458271 || 0.376567 | 0.0028410 | 0.0010698
0.544314 | 6.7454160 | 3.6716243 | 0.493139 | 6.7538820 | 3.3306026

Média 0.4918572 ] 6.7295484 | 3.6389716 || 0.4418757 | 5.3042621 | 2.7295488

Tabela 4.5: Politopos Gerados
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4.4 Politopos do NetLib

Para finalizar as experiéncias computacionais, nds trabalhamos alguns

problemas do NetLib. Transformamos o problema na forma dual, ou seja,
Em todos os exemplos nds buscamos

convergéncia, e, mais uma vez, o p-centro se comportou bem considerando
a medida usada. Ou seja, o C(x) do p-centro foi maior do que o do centro
analitico em todos os problemas do NetLib.

todas as restrigées sdo do tipo “ < 7.

Problema do p—Centro Centro Analitico
NetLib E(z l mm z) | Cfz) E(x) |dyinlz) | Clz)
AFIRO 0. 782673 3.006488 | 2.4235375 || 0.770644 | 2.647757 | 2.040478
SC50A 0.733962 | 7.192810 | 5.2792492 || 0.498449 | 3.593712 | 1.7912821
SC50B 0.749230 | 6.227521 | 4.6658455 || 0.609343 | 8.609592 | 5.2461946
SC105 0.795656 | 5.043007 | 4.0124987 || 0.541323 | 1.229604 | 0.6656129

SHARE2B |} 0.854567 | 0.004655 | 0.0039780 _&736210 0.005152 | 0.0037929
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Capitulo 5

Conclusao

Apresentamos no Capitulo 2 um estudo sobre tipos de centros de polito-
pos. Este estudo foi importante pois ele est4 diretamente relacionado com
o trabalho desenvolvido aqui, pois 0 objetivo da tese é propor um método
para se encontrar um centro de um politopo. Além disso, todo algoritmo de
tempo polinomial para se resolver problemas de proramacio linear, possui
um mecanismo implicito ou explicito de centragem. Por isso centros de po-
litopos podem gerar interessantes formas de abordagem para problemas de
programagao linear.

No Capitulo 3 apresentamos uma nova defini¢do de centro e um método
para se calcular o centro de um politopo, que foi definido com o p-centro.
Como o método de projegoes ponderadas trabalha com os dados originais
que definem o problema uma das vantagens é que o erro de arredondamento
nao é acumulativo e também a matriz A ndo precisa possuir uma estrutura
definida, isto é, as matrizes podem ser densas ou esparsas.

Para se aplicar o método seria razodvel pensar que existiria pelo menos
um ponto para o qual ele convergiria. Neste mesmo capitulo apresentamos a
existéncia de pelo menos um ponto fixo, tal existéncia foi verificada usando-se
um teorema de ponto fixo elaborado por Brouwer.

Finalmente, testamos o método de projecoes ponderadas em alguns po-
litopos gerados no R?, em politopos gerados em dimensdes maiores ¢ em
problemas do NetLib. Tais testes foram realizados iniciando-se o0 método
em Varios pontos iniciais diferentes, onde obtivemos a convergéncia do pro-
cesso iterativo para o mesmo ponto, 0 que nos levou a crer que o processo €
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convergente.

No capitulo 4 apresentamos as experiéncias computacionais e verificamos
que o p-centro possui uma melhor qualidade central, segundo a medida de
centricidade que definimos, do que o centro analftico. E também podemos
concluir que o método de proje¢bes ponderadas é facilmente paralelizdvel
tornando-se assim muito mais eficiente em um ambiente paralelo.

Para estudo futuro, a idéia seria de realizar para o p-centro o mesmo tra-
balho feito com o centro analitico baseado no algoritmo de geragao de colunas
para o problema de encontrar um ponto factivel em um conjunto definido por
um niimero finito de desigualdades convexas. Para cada iteragdo, o algoritmo
calcula um centro analitico aproximado do conjunto definido pela intersecgéo
de desigualdades geradas na iteragdo anterior. Se este centro analftico apro-
ximado & uma solucgdo factivel o algoritmo termina; caso contririo, a desi-
gualdade violada pelo centro é selecionada e um novo hiperplano { definido
por esta desigualdade ) é anexado préximo ao centro aproximado. Como o
niimero de hiperplanos aumenta, o conjunto definido por estas intersecgoes
diminut e o algoritmo eventualmente encontra a solu¢io do problema.
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Apéndice A

Centro Analitico

Neste apéndice, iremos apresentar o método que usamos para se calcular
o centro analitico. Tal centro foi usado para o nosso trabalho como objeto
de comparacio em termos de medida de centricidade que foi definida no

Capitulo 3.

Problema
n

Mazimizar J]«;
i=1
sujeito a :
Ax =b
z2>0

Problema equivalente :

Magimizar > In(z;)
j=1
sujeito a :
Az =1
z=20

Portanto, o problema pode ser resolvido da seguinte maneira :

Dado um ponto inicial factivel e interior, isto é, z° > 0 tal que Az = b,
nés encontramos o préximo ' = 2%+ A onde A°® é direcdo de subida factivel
( isto é, AA® =0 ) ou seja A estd no niicleo de A. Logo, nds queremos que

(=) > f(=)
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ou achar A® tal que

Mazimizar f(z Zln (=" + A"
i=1

sujetto a
AN =0

Em geral, nés queremos

Maximizar f(z**) Zln ¥ + A¥)

=1
sujeito a :
AAF =0

Mas, a funcio f(z*+!) pode ser aproximada pela fungdo quadrética

gz = V() AR+ 2

onde
Vf(z*) = Dile

com Dy, = diag(z*) e V2 f(z*) = D>
E finalmente, o problema pode ser reescrito como

Mazimizar g(z*+!)
sujeito a :
AAF =0

A funcao Lagrangiana para o problema ( A.1 )} é

L(8%, ) = V(h) Ak + (AR T2 (A% -

_1_(Ak)tv2f(mk)Ak

AAAF

Diferenciando a fun¢do acima, com respeito a A¥| nés obtemos o multi-

plicador de Lagrange
M= (ADZAY b
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E, a direcdo de Newton é dada por
A¥ = Dye — DEAIXE
Finalmente, o novo ponto
S SN TN

onde o > 0 ¢é dado pela solugio de uma busca linear tal que z > 0 e
f(z**') > f(z*). O processo é repetido até que algum critério de con-

vergéncia seja alcangado.
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