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Resumo

Neste trabalho definiremos solucao fuzzy para problemas que envolvam difusao e explo-
raremos algumas propriedades importantes como unicidade e estabilidade dessas solucoes.

Basicamente estamos interessados em considerar algumas caracteristicas importantes
desses problemas difusivos como incertos, para isso, usaremos o conceito de numero fuzzy.
Termos como coeficiente de difusao e condigao inicial serao considerados como incertos e
através da extensao de Zadeh aplicado a solucao da equacao deterministica associada ao
problema teremos a solucao fuzzy.

Serao obtidas também solucoes via base de regras, utilizando sistemas dinamicos p-
fuzzy, garantindo assim, uma maneira eficiente e pratica de obtermos, boas respostas
para os problemas, sem necessariamente termos as solucoes explicitas. Aplicagoes desses
resultados também serao apresentados.

Palavras chave: Sistemas Dinamicos Fuzzy; Equacoes Diferenciais Parciais; Estabi-
lidade; Equacao de Difusao.
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Abstract

This work will define fuzzy solution for problems involving diffusion and explore some
important properties such as uniqueness and stability of these solutions.

Basically we are interested in considering some important features of these diffusion
problems as uncertain and, we use the concept of fuzzy numbers for this. Terms such as
diffusion coeflicient and initial condition are considered as uncertain and by the extension
of Zadeh’s solution applied to deterministic equation associated with the problem we have
the fuzzy solution.

Solutions for rule-base situations are also obtained, using p-fuzzy dynamic systems,
thus guaranteeing an, efficient and practical way of obtaining adequate answers to the
problems, not necessarily under the explicit solutions. Applications of these results will
also be discussed.

Key words: Fuzzy Dinamics Systems; Partial Diferential Equations; Stability; Dif-
fusion Equation.
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Introducao

Os modelos classicos de dinamica populacional vem sendo estudados ao longo do tempo
e diversas variacoes destes modelos foram desenvolvidas. Modelos formulados com equa-
coOes ou sistemas de equacgoes diferenciais parciais tem sido utilizados para o estudo de
processos de migracao e dispers ao populacional.

Para descrever um fenémeno com o grau de realismo desejado faz-se necessario um
processo de modelagem matematica capaz de capturar o maximo de informacoes que
supostamente sao essenciais no estudo do fendémeno. Evidentemente, quanto mais in-
formagoes o modelo incorporar, mais realista ele se torna. Contudo quase sempre isso
complica ou inviabiliza a obtencao de solucoes fidedignas.

Dai a necessidade de selecionar aqueles aspectos supostamente relevantes que envolvem
o sistema hiologico. Na busca por identificar esses aspectos relevantes, surgem impressoes
obtidas de situacoes reais que, na maioria das vezes, se acham ocultas em um vasto
emaranhado de variaveis subjetivas, impregnadas de caracteristicas incertas dificeis de
serem mensuradas. Por exemplo, em se tratando do estudo de epidemias e dinamica de
populacoes, os parametros que caracterizam a dispersao da doenca, um individuo ou até
mesmo um grupo de individuos, nem sempre podem ser avaliados ou medidos no sentido
tradicional. Sao incertezas que somente podem ser conjecturadas intuitivamente.

Nesse contexto, ferramentas matemaéticas classicas, que se utilizam de equacoes deter-
ministicas, quando tratadas de forma isolada ficam sujeitas a perda de algumas informa-
coes, inerentes aos fendémenos que podem ser causados devido a natureza intrinsecamente
nebulosa das variaveis de estado envolvidas ou através dos parametros das equagoes (coe-
ficientes ou condicdo inicial). Ou entdo, se impoem condicoes e/ou restricoes tao drasticas
que, na maioria dos casos, termina desvirtuando a natureza da situacao em estudo. Em
ambas as situacoes as tarefas implicam em grandes desafios, dada a complexidade em se
lidar com conceitos vagos e imprecisos.

Contrapondo-se a este cenério de desafios, o interesse de profissionais e pesquisado-
res em construir modelos mateméticos para descrever fenémenos biologicos que envolvem
incertezas tem crescido e se desenvolvido rapidamente nas tltimas décadas. Na maior
parte dos modelos propostos a interdisciplinaridade surge como uma das respostas & ne-
cessidade de interligacao dos métodos dos diferentes ramos do saber cientifico de carater



essencialmente epistemoldgico. Esse processo de interdisciplinaridade torna-se necessério
devido & excessiva compartimentalizacao do conhecimento, advindo das informacoes se-
lecionadas como essenciais, a serem incorporadas ao modelo matemético. Dessa forma,
a interligacao de ferramentas matemaéticas classicas, no caso, as equacoes diferenciais e a
teoria da probabilidade, com ferramentas nao classicas como a logica fuzzy, por exemplo,
tem demonstrado possuir grande capacidade de aplicagao em problemas da area epidemi-
ologica, considerados os tipos de incertezas envolvidos no fenémeno de interesse Massad
(2009).

O marco inicial da Teoria dos conjuntos Fuzzy foi em 1965 quando Lofti Zadeh intro-
duziu o conceito de conjuntos fuzzy Zadeh (1965). Apos isso, muita pesquisa foi desenvol-
vida tanto do ponto de vista tedrico quanto pratico Barros e Bassanezi (2006) e Nguyen
e Walker (2000). Uma das éareas de interesse foi a modelagem de fenomenos incertos. Os
modelos matematicos de fendémenos naturais por meio de sistemas dinamicos pode estar
sujeito a incertezas inerentes aos parametros das equagoes que descrevem tais fenomenos.
Por exemplo, em problemas de dindmica populacional nem sempre é possivel sabermos
exatamente a quantidade de individuos ou a capacidade suporte em uma determinada
regiao. Também nem sempre é possivel, por dificuldade técnica ou falta de informacao,
incorporar todas as leis necessarias para descrever o fendmeno estudado. Desta forma, a
subjetividade é um importante fator que deve ser considerado na modelagem matematica.

No entanto, para fendmenos modelados por equagoes diferenciais parciais, existem
algumas alternativas de modelagem classica que contemplam incertezas inerentes ao pa-
rametros e condicoes iniciais. Dentre as mais importantes se destacam as equacoes di-
ferenciais estocasticas e a teoria de inclusdes diferenciais. Dependendo da escolha da
variavel de estado e/ou dos parametros dos modelos temos, respectivamente, fuzzines de-
mografica quando as varidveis de estado sao modeladas por meio de conjuntos fuzzy e/ou
fuzzines ambiental quando somente os parametros sao considerados fuzzy. Nos fenémenos
biologicos em geral, ambos os tipos de fuzzines estao presentes Barros e Bassanezi (2006).

O surgimento da teoria dos conjuntos fuzzy proposto por Zadeh (1965) trouxe novas
ferramentas que possibilitam a incorporacao de subjetividade em modelos que descrevem
fendomenos reais onde faltam informagoes sobre as leis ou héa incertezas nos parametros do
modelo que descrevem tal fenémeno.

O desenvolvimento da teoria dos conjuntos fuzzy deu origem as equagoes diferenciais
fuzzy, inicialmente introduzidas por Kandel e Byatt (1981). A partir de entdo, autores
como Kaleva (1987) e Seikkala (1987) adotam o conceito de H - diferenciabilidade, de-
senvolvida por Puri e Ralescu (1983) a partir da derivada de Hukuhara, no estudo das
equacoes diferenciais fuzzy. No entanto, as solugoes de equacoes diferenciais fuzzy obtidas
por meio da H - derivada apresentam muitas vezes a indesejavel capacidade de aumentar a
subjetividade quando o tempo cresce. Mesmo para o simples problema de decaimento ra-
dioativo, o diametro do suporte da solucio fuzzy diverge quando t — oo (Kaleva (1987)).
Segundo Diamond (2000), esta formula¢ao nao é capaz de reproduzir o rico comporta-



mento das equacgoes diferenciais deterministicas tais como periodicidade, estabilidade e
bifurcacao, sendo assim inapropriada para a modelagem de problemas reais.

O estudo das equagoes diferenciais fuzzy pode também ser feito através da teoria de
inclusoes diferenciais. As solugoes obtidas por esta abordagem, sugerida inicialmente por
Hiillermeier (1997), sao capazes de apresentar periodicidade, estabilidade e bifurcagao
(Vorobiev e Seikkala (2002)).

Ha ainda uma terceira alternativa para o estudo de equacoes diferenciais fuzzy que
consiste em considerar a extensao de Zadeh da solucdo da equacao diferencial determi-
nistica associada. Tal extensao é denominada solucao da equacao diferencial fuzzy ou
solucao fuzzy da equacgao diferencial. Solucoes fuzzy obtidas através da extensao de Za-
deh sobre a solucao deterministica, foram discutidas inicialmente em Oberguggenberger e
Pittschmann (1999) e Buckley et al. (2000). Este ultimo trabalho tem uma comparacao
entre as solucoes obtidas por diferentes definicoes de derivadas de funcoes fuzzy.

Em sua tese de doutorado, Mizukoshi (2004) estudou algumas propriedades das solu-
coes fuzzy obtidas via extensao de Zadeh de solugoes deterministicas de equagoes diferen-
ciais autonomas

dz .
pri f(z), z(0)=20€UCR (0.1)

De acordo com Mizukoshi (2004), a solugdo fuzzy gerada pela equagdo acima satisfaz
as propriedades de um semigrupo e portanto, tal solucao pode ser vista como um fluxo
sobre o conjunto formado por subconjuntos fuzzy de U. Mizukoshi (2004) também mostra
que os subconjuntos fuzzy (ou pontos fuzzy) cuja fun¢ao de pertinéncia sao as fungoes
caracteristicas de pontos de equilibrio da equagao (0.1), sdo pontos estacionarios para
o fluxo fuzzy. Assim, os ponto de equilibrio deterministicos para o fluxo deterministico
determinam pontos de equilibrio fuzzy para o fluxo fuzzy. Além disso, Mizukoshi mos-
tra que sob certas condicoes a solucao fuzzy, obtida pela extensao de Zadeh da solucao
deterministica, coincide com a solucao fuzzy obtida por inclusoes diferenciais.

Da mesma forma Cecconello (2010), desenvolveu ferramentas que tornam a anélise
qualitativa para solucoes fuzzy, obtidas por extensao de Zadeh da solucao deterministica,
mais abrangente. Cecconello (2010) estabeleceu também condigoes para existéncia e es-
tabilidade de pontos de equilibrio fuzzy cuja funcao de pertinéncia seja sobrejetiva. Além
disso, foi estudada a existéncia e estabilidade de 6rbitas periodicas para o fluxo fuzzy. As
generalizacoes de alguns resultados apresentados por Mizukoshi (2004), bem como os no-
vos resultados que obtidos por Cecconello (2010) sdo essenciais para o estudo de solugoes
fuzzy geradas por equacoes autéonomas.

Dessa forma, devido ao seu grande potencial de aplicabilidade e carater de interdis-
ciplinaridade, a teoria de conjuntos fuzzy pode facilitar o trabalho do modelador e de
especialistas das areas envolvidas, possibilitando o acréscimo de novas informacoes, fa-
cilitando andlise e compreensao de algumas situagoes reais. Isso pode ser observado em
trabalhos envolvendo Equacoes de Diferencas, Equacoes Diferenciais Ordinarias, Automa-



tos Celulares, dentre outros, aliados a teoria fuzzy, como no estudo de doencas de plantas
desenvolvido por Peixoto et al. (2004). Tal estudo consiste na evolu¢ao da “Morte Stubta
"dos Citros, em que se tem apenas informacgoes parciais, dadas linguisticamente. Jafelice
(2003) também faz um estudo sobre populagoes HIV positiva, em que a taxa de trans-
feréncia da populacao assintomética para sintomética é um parametro que tem carater
incerto, definido por meio de descri¢goes de variaveis linguisticas.

Em se tratando de modelos epidemiolégicos envolvendo Equacoes Diferenciais Parci-
ais (EDP), sao poucos os trabalhos que incorporam informagoes imprecisas inerentes aos
fendmenos. Incertezas nao advindas da aleatoriedade, possiveis de serem tratadas pela
logica fuzzy, sd@o ainda mais dificeis de se encontrar na literatura das EDPs, como exemplo
veja Almeida et al. (2006). Missio (2008), em sua tese de doutorado propde um modelo
integrado envolvendo EDP, Logica Fuzzy e métodos probabilisticos, a fim de estudar a
dinamica espacial e temporal de fendmenos epidemiologicos, cujas incertezas sao impor-
tantes para sua evolucao. Para tanto, considerou-se como objeto de estudo a febre aftosa
em bovinos e um modelo compartimental tipo do SIR envolvendo EDP, implementado por
meio da técnica de elementos finitos, para estudar a evolugao espago temporal da doenca,
com parametros de difusao e transmissao incertos, calculados via base de regras.

Em nosso trabalho, consideramos processos que envolvem difusdao e com a condicao
inicial incerta, fazendo uso da teoria dos conjuntos fuzzy. Para isso, utilizamos o Principio
da Extensao de Zadeh para estudar a influéncia desses dados incertos ao longo da solucao.
Propriedades importantes a respeito dessas solucoes fuzzy sao estudadas a fim de dar
um melhor suporte mateméatico & modelagem de fenémenos que envolvam dispersao por
difusao.

O Capitulo 1 contém as principais informagoes e técnicas de resolucao das equagoes
de difusao classicas, buscando explicitar as solugoes e propriedades deterministicas de tais
equacoes que serao importantes no decorrer do trabalho. Este capitulo de resultados clés-
sicos poderia ser dispensado se nao fossem as frequentes chamadas em nossos resultados
nos capitulos seguintes.

As principais defini¢oes e alguns importantes resultados sobre a teoria dos conjuntos
fuzzy sao apresentados no Capitulo 2 deste trabalho. Além de algumas definicoes, proprie-
dades e operacoes com conjuntos fuzzy, apresentamos também uma versao generalizada
do Teorema da Representacao para subconjuntos fuzzy de um conjunto X.

O Teorema da Representagao, inicialmente proposto por Negoita e Ralescu (1975), é
uma importante ferramenta para definicoes e operacoes com conjuntos fuzzy de X. Uma
generalizacao deste teorema é apresentada em Ralescu (1992). Mais recentemente, Saidi e
Jaballah (2008) estudaram algumas condi¢oes necessarias e suficientes que associam para
cada familia de subconjuntos de X um tnico subconjunto fuzzy de X. No entanto, em
ambos o0s casos, os autores consideram que o 0-nivel de um subconjunto fuzzy de X é o
proprio X.

No Capitulo 3 definimos uma solucao fuzzy para a equacao de difusao, onde o coefi-
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ciente de difusao é constante e a condicao inicial do problema é um nimero fuzzy. A partir
dessa defini¢ao serao provados varios teoremas similares aos deterministicos relacionados
com a estabilidade da solugao. Além disso é apresentada uma representacao grafica para
essas solugoes, tomando por base seus graus de pertinéncia Leite e Bassanezi (2010).

No Capitulo 4 definimos uma solucao fuzzy para a equacgao de difusao, onde o coefi-
ciente de difusao é dependente do tempo e a condicao inicial do problema é um ntmero
fuzzy. Fizemos uso de um coeficiente de difusao decrescente por tornar o modelo mais
real. Além disso foram apresentados varias representacoes graficas para essas solucoes,
tomando por base seus graus de pertinéncia.

No Capitulo 5 com quarta alternativa para sistemas dindmicos fuzzy com EDP, esta-
mos interessados em desenvolver uma base de regras que nos possibilite encontrar uma
solugao para problemas que envolvam difusao. Para isso, usamos apenas a posicao da
populacao, condicao inicial e variacao da populagdo. Dessa forma poderemos estimar
a densidade populacional em um instante ¢ = ¢t* sem necessariamente termos a solucao
analitica do problema Leite e Bassanezi (2011).

No Capitulo 6 apresentamos duas aplicacoes da teoria em EDP. Uma sobre dispersao
de insetos desenvolvida por Crank (1975) e outra sobre dispersao de larvas desenvolvida
por Bassanezi et al. (1997).






Capitulo 1

Equacao de difusao

1.1 Equacao de Difusao Classica

Do ponto de vista macroscopico, a difusao pode ser interpretada como uma taxa de
passagem liquida de individuos na fronteira de uma regiao de interesse e nesse sentido ela é
denominada de processo difusivo. Esta abordagem fenomenolégica da difusao envolve so-
mente o comportamento macroscopico do movimento dos individuos, independentemente
de quaisquer hipoteses sobre seu movimento microscopico. O argumento fundamental
necessario para a formulacao deste modelo ¢ o conceito de fluxo, denotado por J , que
representa a taxa liquida de passagem de individuos através de uma superficie de teste
por unidade de area. No contexto de dinamica de populacoes, o tensor de fluxo pode
ser interpretado como uma descricao macroscopica do efeito do movimento microscopico
realizado pelos individuos. Assim, pode-se dizer que o tensor de fluxo "contabiliza" a
passagem liquida de individuos através da fronteira das regioes de interesse. Nesse sen-
tido, o fluxo é definido pelo valor de sua integral de superficie (no caso tridimensional) e
nao por seu valor pontual. Nesse caso tem-se:

n° de individuos que atravessam a
Joo J () dS = fronteira (09Q) por unidade de tempo no
sentido da normal escolhida.

Nesta expressao, o termo J(u)d? representa a taxa de passagem de individuos, por
unidade de tempo, através do elemento de superficie d?zAS . ﬁ, onde ﬁ é um vetor

normal & superficie ). Assim J (u) d .S seré positivo se a passagem se da no mesmo sentido
do vetor normal e negativo, caso contrario.
Considerando-se uma regiao de interesse {2 define-se:

/ u(z,t)dxr = n° de individuos presentes em ) no instante t.
Q

7



Com esta definicao, nao é importante saber a localizacao de cada individuo, mas sim
caracterizar como este conjunto de individuos esta distribuido nas regices 2.
A taxa de variacao instantanea do nimero de individuos numa regido €2 é descrito por:

i/u(w,t)cM:/ut(x,zf)alfzc.

Se o unico fator que contribui para essa variacao da quantidade de individuos na
regiao €2, é representado pelo transito de individuos através da fronteira da regiao 2, isso
pode ser formulado por meio da seguinte hipétese de conservacao, tomando-se d.S como
a normal exterior & regiao €):

% Qu(x,t)da::/Qut(:v,t)dx:—/mJ(u)dﬁ.

O sinal negativo, na integral que envolve o fluxo, se deve ao fato de que o fluxo
é negativo quando o numero de individuos que atravessam 0f) de fora para dentro da
superficie é maior, visto que esta passagem se da na direcao contraria & normal exterior.
Mas nesse caso temos individuos contribuindo para o aumento de u logo esta contribuicao
deve ser positiva para < [0 u(z,t)dr. O mesmo argumento vale para o caso em que o

dat JQ
fluxo é negativo. Fazendo uso do teorema de Gauss, esta equagao pode ser escrita como:

dt Jq

d :
— [ u(z,t)dx = /BQ J (u) ds = /deJ(u) dx. (1.1)

Um modelo razoavel é supor que o fluxo depende de u, agindo no sentido da densidade
mais alta para a densidade mais baixa. Esta hipdtese é a ferramenta primordial da teoria
classica da difusdo, elaborada no século X1X por Adolf Fick (1829-1901). A lei de Fick,
na sua forma mais simples, afirma que a taxa na qual os individuos dispersam de um
ponto x é proporcional & curvatura do gradiente da densidade no ponto, ou seja:

J = Du, (1.2)

onde o fator de proporcionalidade, D > 0, é denominado de coeficiente de difusao.

Duas observagoes importantes devem ser consideradas quanto a expressao do fluxo
dada em (1.2):

a) O coeficiente de difusdo D representa a habilidade de movimentagao dos individuos
e pode ser uma func¢ao do espaco, do tempo ou mesmo da propria densidade.

b) O sinal negativo indica que o fluxo, por difusdo, ocorre da concentragdo mais alta
para a concentracao mais baixa, buscando, portanto, a homogeneizacao.



Usando as equagoes (1.1) e (1.2) temos

4 [u(z,t)de = — [,div(Du,)dx
(1.3)
L [u(z,t)de = [, Dug,dx

onde as integrais valem para quaisquer regides ). Assim temos a equacgdo de difusao
classica unidimensional: 5

U = 5o (Duy) . (1.4)

Esta equacao, conhecida como equacao de difusao, vem sendo usada para descrever
diversos fenomenos fisicos e bioldgicos, como por exemplo a difusao de particulas imersas
num solvente, a difusao do calor e o movimento de microorganismos. No caso em que o
coeficiente de difusao D é constante, a equagao (1.4) torna-se:

Uy = Dy, (1.5)

A equagao (1.5) é também conhecida como Equacao de Fick e sob determinadas con-
digoes, é possivel encontrar uma solucao analitica para esta equacao. Este problema é
conhecido como problema fundamental e sua solucao é denominada de solucao fundamen-
tal.

O problema fundamental é dado por:

Uy = Du:c:p
u (9, 0) = Nod (20) (1.6)
lim, 100t (z,t) =0 e lim aﬁu (x,t) =0

r—too0 9%

ou seja, 0(xg) é a fungao delta de Dirac, u(z,0) é um valor concentrado inicialmente em
xo e tende a zero nas fronteiras para todo t.

A solugao do problema (1.6) é obtida pelo método da similaridade ou também conhe-
cido por andlise dimensional. Neste método, primeiramente determinam-se as dimensoes
de todas as variaveis do problema, como indicado na Tabela 1, conhecendo-se, assim,
quais 0s seus parametros adimensionais.

Variaveis | Dimensao
T L
t T
U PL~!
Ny P
8?9?? PL_liT_l
el PL73
D L*171




Tabela 1: Dimensoes das Variaveis.

Na Tabela 1 temos as varidveis do problema (1.6) e suas respectivas dimensoes, onde
denotamos por P a unidade de medida da populacgao, T a unidade medida de tempo e L

a unidade de medida do comprimento.
Neste caso, os dois parametros adimensionais para o problema sao:

Com isso supoe-se que:

u s ( x )

No

ol VDt

onde f é uma funcao a ser determinada. Temos assim a seguinte expressao para u:

! (7m)
u(x,t) = —f| — 1.7
0= \ Ui L9
Derivando a expressao (1.7), substituindo na equacgao (1.6) e fazendo as devidas sim-
plificagOes teremos a seguinte equacao para a funcao f :
—f Q)= ¢f () =2f"(0), (1.8)
onde ¢ = = e f'(¢) é a derivada ordinaria de f em relacao a (. Esta equagao (1.8) pode
ser reduzida a uma equacao linear de primeira ordem e sua solucao ¢ dada por:

e com isso obtemos a seguinte expressao para u:
No 1’2

t)=—Ce —— 1.9

u(e) = e (-2 (19)

Para determinarmos o valor de C' usamos a seguinte hipotese:

d [t e
7 u(z,t)de =0= / u(z,t)dx = Ny. (1.10)
+o0 )

Como [ e dr = /T e substituindo a expressao (1.9) em (1.10) e resolvendo a
integral impropria determinamos C' = \/LTW e finalmente temos a solucao do problema
fundamental (1.6)

N() ZL’Q )
u(z,t) = exp | ———=— 1.11
(0.0) = o (<5 (111

Algumas observagoes importantes da solu¢ao fundamental (1.11)
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a) Esta solucdo é também denotada por G(z,t) conhecida como niicleo ou funcao de
Green.

u
0

b) Em dimensao 2, podemos obter a solu¢ao fundamental analogamente fazendo

VDt
2
g(\/T_D7t>7
No 7’2 )
u(z,y,t) = exp | ——— 1.12
(wt) = o (1 (112

onde r = /22 + y2.

2 L, . .
—ﬁ) ¢ a gaussiana e quanto menor for o valor de ¢ mais alto
serd o pico, ou seja, G(x,t) é um ntcleo de Dirac e portanto satisfaz as seguintes
propriedades:

c) A fungao exp(

i. G(x,t) >0 paratodox € R"et >0
ii. [.,G (z,t)dx =1 para todo n
iii. lim || G (z,t)dx = 1, para todo € > 0.

t—0 ||$H§6

02r

nlr

-40 -40 20 40

Figura 1.1: O grafico apresenta a solu¢ao fundamental para varios valores de t.

A equagao (1.5) é utilizada para modelar um processo de dispersao onde os individuos
movimentam-se somente por difusao. Nesse caso, a distribuicao da densidade populacional
em cada instante é obtida por meio da expressao 1.12. O grafico desta solugao, (Figura
1.1), revela que a densidade populacional diminui rapidamente com a distancia ao ponto
de origem. Porém, dada a limitacao da nossa capacidade de observacao, existe uma
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densidade limiar que a populacao deve exceder para que sua presenca possa ser detectada
numa determinada posicao. Esta densidade limiar ser4 denotada por v, e sua magnitude
depende da populagao considerada e dos métodos de observagao.

Na Figura 1.1 observamos a densidade limiar mostrando que quando uma invasao
ocorre somente por difusao, e sem o crescimento da populagao, entao esta dispersao es-
pacial avanca muito lentamente. Uma questao relevante nos processos difusivos é a velo-
cidade na qual os individuos se propagam se eles se utilizam somente do mecanismo de
dispersao para se movimentarem. Para analisar este fendmeno, vamos considerar um ex-
perimento em que uma determinada densidade uy de individuos, concentrados na posicao
x = 0, ¢é liberada no instante ¢ = 0, devendo percorrer, somente por difusao, o caminho
na dire¢do > 0. O problema (1.13) determina qual a densidade em cada posicdo x > 0 e
t > 0 e com isso é possivel estimarmos qual a velocidade com que esta populagao avanca,
ou seja,

(u, = Duy, x>0et>0
u(z,t) = lg%u(x,t) =0 (1.13)
uw(0,t) = limwu (z,t) = ug
\ z—0
Utilizando a Tabela 1 e sabendo que [ug] = [u] temos que 57 © e SA0 varidveis

adimensionais neste problema, podemos supor que existe uma funcao ¢ tal que:

w ()

ou seja:

(2 119

Derivando a expressao (1.14) e substituindo na equacgao (1.13) teremos a seguinte
equacao para a funcao ¢:
¢

# () + 30 (() =0 (1.15)

onde ( = \/LDT‘
Multiplicando a equagao (1.15) por exp <§) teremos:

£ (o ($))

o O (5 ) = o
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cuja solucao é
¢ 772
¢ Q) =Ch +/ Co exp (_Z) dn.
0

Assim temos que:

~ 2
u(z,t) = ug (Ol + /f Cohexp (—%) dn) (1.16)
0

Utilizando as condi¢oes (1.12) e (1.13) para a solugdo (1.16), determinamos os valores

das constantes: Cy = ; e C'y = 1. Observe ainda que:

00 2 T 2 00 2
2T = / exp (_77_) dn = /ﬁT exp (_77_) d77+/ exp (_77_) dn
; 4 ; 4 . 4
VDt

que resulta em
00 2
u(x,t) = % </z exp (—%) d77> : (1.17)

VDt

Portanto a fungao u(zx,t) = ¢ ( \/%t) fornece a densidade populacional em qualquer

posicao x > 0 e em qualquer instante ¢ > 0. Suponhamos porém que esta densidade
somente seja detectavel para u(z,t) > v, onde v é a densidade limiar para esta populagao.

€T

Utilizando a variavel adimensional ( = NG podemos escrever esta hipétese como:

(=2 =9()<v

onde (* é a posicao onde a densidade limiar é detectada. Dessa forma para ( = (* temos

X _ * M
N (* e assim,

«* = *VDt.

E a velocidade da frente de difusdo é obtida pela variacao da posicao z*(t) em relagao

ao tempo, ou seja: ; .

T* % _1

c=— _2c\/5 3. (1.18)
A equagao (1.18) indica que a velocidade da difusdo é proporcional a t2 e, portanto,
muito alta para t — 0 e decresce para t — co. Assim, se uma invasao biologica for rea-
lizada por uma espécie que utiliza somente a difusao como mecanismo de dispersao, sem
reproducao, entao esta populagao serd detectada somente no inicio da invasao. Portanto,
o mecanismo de dispersao torna-se bastante ineficiente depois do estégio inicial de invasao,
mostrando a necessidade de incorporar, neste modelo, outros fatores como a reproducao
para descrever este evento. O modelo de Skellam, aplicado ao estudo da propagacao do
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"muskrat'"na Europa, utiliza a equacao de difusao em um espaco bi-dimensional, combi-
nada com uma fun¢do de crescimento malthusiana para descrever o efeito da difusao e
reproducao na dinamica de invasao. Esta equacgao ¢ dada por:

w = D (Ugy + uyy) + eu. (1.19)

A solugao desta equacgdo pode ser obtida tomando-se u = exp(et)U, ou seja, U =
exp(—et)u. Substituindo na equacdo (1.19) teremos:

U =D (Um: + Uyy) )

cuja solugao, considerando as mesmas condigoes do problema (1.6) mas com Ny =1, é a
mesma obtida em (1.12):

ou seja

1 r?
u(r,t) = 1D &P (et — 4_Dt) ) (1.20)

Podemos agora analisar qual é a velocidade de invasao para este modelo de Skellam.
Esta velocidade é obtida analisando-se o avanco da frente da onda de invasao. Para tanto
devemos considerar a densidade limiar v e o respectivo valor da distancia r* no qual esta
densidade ¢ detectada. Substituindo u = v e r = r* na solucao (1.20) e escrevendo z* em
funcao do tempo temos:

= 2\/e_Dt\/(1 + %ln (Mgtu*)). (1.21)

Utilizando a Tabela 1 e acrescentando ainda que [¢] = 7' — 1 podemos reescrever a
equagao (1.21) por meio das variaveis adimensionais:

R = 1/%r* e T = et (1.22)

Obtendo a equagao adimensionalizada:

R = QT\/(l + % In (%)) (1.23)

onde 7 = 5. A velocidade, adimensional, assintotica ¢ determinada definindo-se C' =

R*T e fazendo T — oo.
R 1 v




Temos entdo, pela equagao (1.24), que esta velocidade se aproxima de 2. Em termos
dimensionais, basta reescrevermos a equagao (1.24) usando (1.22) e teremos:

¢ =2VeD (1.25)

Esta velocidade indica a taxa na qual a frente populacional, representada por v, avanca
e, neste caso, depende do efeito combinado tanto da difusao quanto do crescimento da
populacao, nao dependendo do tempo como no modelo de difusao classico. Portanto, a
frente de invasao, no modelo de Skellam, avanca com velocidade constante.

O termo de adveccao também pode ser adicionado ao modelo de Skellam, equacao
(1.19), para descrever a dinamica de populagoes que se movimentam por difusdo com
crescimento malthusiano além de serem transportados, numa determinada direcao, com
velocidade a.

U = D (Ugy + Uyy) — auy + €u (1.26)

onde o eixo z estd na mesma dire¢do do vetor velocidade. A solugao da equagao (1.26) é
obtida escrevendo-se: U(z,y,t)=u(z + at,y,t), e substituindo em (1.26) tem-se:

1 ? + y?
Ul(z,y,t)= 1-Df &P (et -~ )

Como u(z,y,t) = U(z — at,y,t) entdo a solugao da equacao (1.26) é dada por:

u(x,y,t) ! exp (et - W) : (1.27)

= AnDt ADt

Portanto a solu¢ao do modelo de Skellam com advecgao é a mesma obtida para o
modelo de Skellam porém substituindo x por z — at. A velocidade assintotica, neste caso,
atinge ¢ = 2v/eD+a ao longo do sentido positivo do eixo . Isso revela o quanto a advec¢ao
pode acelerar um processo de invasao. O modelo de Skellam torna-se probleméatico depois
de um certo tempo visto que a densidade populacional torna-se infinitamente grande.
Este problema é contornado no modelo de Fisher que substitui o crescimento malthusiano
por um crescimento logistico, obtendo assim um nivel de saturacao para a densidade
populacional.

Ut = D (Ugy + Uyy) + (6 — pu) w (1.28)

Devido a nao linearidade da funcao logistica, o modelo de Fisher nao pode ser re-
solvido analiticamente. Contudo, como estamos interessados em obter a velocidade de
invasao, neste modelo, basta sabermos que esta velocidade é obtida analisando-se a frente
populacional, onde a densidade populacional, u, é muito pequena, ou seja, u ~ 0. Assim
(e — pu)u ~ eu, e o modelo de Fisher fica idéntico ao modelo de Skellam, na fronteira

da invasao. Portanto a velocidade assintética para o modelo de Fisher é a mesma obtida
para o modelo de Skellam: ¢ = 2v/eD.
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1.2 Outras interpretacoes para difusao

A equacao de difusao foi apresentada como um modelo matematico utilizado para
descrever diversos fendmenos biologicos e fisico-quimicos ocorrendo em meios continuos.
Nos modelos fenomenolégicos de processos difusivos, como o modelo de Fick por exemplo,
o conceito de fluxo, que é o seu ingrediente principal, é definido através de uma secao
teste em x, que é proporcional e na direcao contraria ao gradiente da distribuicao da
populacao neste ponto; ou seja: J = _D%- Portanto, esta definicao depende do conceito
de derivacao em um espaco euclidiano.

O fluxo por difusao determina essencialmente a assimetria da distribuicao dos indivi-
duos em relacao a segao teste e o processo de difusao busca homogeneizar essa diferenca,
transferindo individuos do lado em que h& mais para o lado em que h& menos individuos.
Portanto, esta assimetria da distribuicao dos individuos é caracterizada por meio da deri-
vada % , que necessita de informacoes quanto & vizinhanca local do ponto x em questao
Diaz (1998). Esta interpretagao para o processo de difusdo ¢ denominada de Principio da
Homogeneizagao Local e procura reduzir a assimetria da distribuigao num ponto x Diaz
(1998).

O estudo de processos difusivos pode ser generalizado em espacos mais gerais, parti-
cularmente aqueles em que nao é possivel aplicar o conceito de derivada, como um meio
fractalizado por exemplo. Neste caso, o conceito de fluxo difusivo deve ser norteado por
uma interpretacao diferente, para o processo de homogeneizacao local, que permita definir
este conceito em contextos geométricos mais complexos. Esse estudo pode ser encontrado
com detalhes em Diaz (1998).

A dispersao é caracterizada pelo movimento de uma populagao de organismos para
além de sua posicao progenitora, fend6meno que ocorre portanto na escala espacial e tem-
poral. Uma das primeiras tentativas para estudar o processo de dispersao apresentado
por diversos organismos foi descrevendo uma relacao entre a densidade populacional e a
distancia percorrida em cada instante.

A premissa dessa formulacao veio da observacao de que a densidade populacional di-
minui com o aumento da distancia a fonte inicial, visto que poucos individuos conseguem
sobreviver longe de seus descendentes. A hipdtese de que a movimentagao dos individuos
possa ser razoavelmente descrita por um modelo de difusao trouxe um novo foco de pes-
quisa em dinamica populacional. Esta nova abordagem possibilitou ampliar os estudos de
crescimento e interacao populacional acrescentando a variavel espacial, tornando os mo-
delos que tradicionalmente eram formulados por uma EDO passiveis de serem analisados
por uma EDP.

Utilizando o modelo com esta equacao diferencial parcial, pode-se analisar, além da
reproducao, morte e interacao, a distribuicao espaco-temporal dos individuos. Para tanto,
a funcao de distribuicao populacional passou a ser funcaodo espaco e do tempo. Esta
equacao quantifica a densidade em cada posicao e em cada instante fornecendo assim boas
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informagoes para analisar o movimento da populacao quando ndao podemos perseguir os
individuos

O trabalho de Fisher foi um dos pioneiros na abordagem da dispersao formulado como
um processo de difusao aleatoria. Seu modelo originalmente descrevia um processo de pro-
pagacao genética, quando alguns individuos com alto nivel de adaptabilidade apareciam
na populacao. Embora os modelos de difusao baseiam-se no processo de movimentagao
aleatoria, o movimento de uma populagao nao precisa ser totalmente aleatorio, como no
movimento browniano por exemplo, para que sua dinamica possa ser modelada por uma
equacao de difusao. Essencialmente, basta que o processo de distribuicao populacional
como um todo tenha caracteristicas regulares, mesmo que cada individuo tenha compor-
tamento instavel ou irregular. Por exemplo, o movimento de cada molécula num gas é
totalmente caotico e imprevisivel, porém o conjunto de todas essas moléculas descreve um
movimento regular e deterministico.

Mesmo assim, algumas dinamicas podem muito bem ser explicadas por uma equacao
de difus@o e outras nem tanto. Até mesmo a dinamica de espécies altamente inteligentes
quanto a sua habilidade de movimentacao pode ser bem modelada pela equacao de difusao,
e entre aquelas cujo modelo de difusao falha, ainda assim ela nos mostra que esta espécie
desempenha também outros mecanismos de dispersao, como por exemplo, a dispersao em
longa distancia Crank (1975).
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Capitulo 2

Introducao a teoria dos conjuntos fuzzy

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos alguns importantes resultados sobre a teoria dos sub-
conjuntos fuzzy necessarios para o desenvolvimentos dos demais capitulos deste trabalho.
Dentre outras coisas, mostramos que algumas propriedades ja conhecidas para os subcon-
juntos fuzzy de R" também sao validas em espacos mais gerais.

Na Secao 2.2 introduzimos o conceito de subconjunto fuzzy de um conjunto X bem
como algumas defini¢oes, propriedades e operagoes com subconjuntos fuzzy. Ainda na
Secao 2.2, mostramos que o Teorema de Representagdo de Negoita - Ralescu (Diamond e
Kloeden, 1994; Ralescu, 1992; Negoita e Ralescu, 1975) pode ser generalizado para o caso
em que X é um espaco topolégico arbitrario.

Na Secao 2.3, consideramos o conjunto £ (X) formado pelos subconjuntos fuzzy de um
espaco métrico X cujos « - niveis sao compactos. Inicialmente, introduzimos uma métrica
em £(X) e entdo mostramos que este espaco métrico é completo quando X é completo.
Mostramos ainda que o Teorema de Nguyen (Nguyen, 1978; Fullér e Kereszfalvi, 1991;
Barros, 1997; Roméan-Flores et al., 2001) é também valido em certos espagos topologicos.

Para finalizar este capitulo, na Secao 2.4 estudamos algumas propriedades da aplicacao
obtida pela extensao de Zadeh da projecao ortogonal em espacos euclidianos. Nas sec¢oes
(2.5), (2.6) e (2.7) mostramos alguns resultados importantes sobre problemas de valor
inicial fuzzy, extensao do fluxo e campo deterministico.

2.2 Subconjuntos fuzzy
O conceito de conjunto fuzzy foi primeiramente introduzido por L. A. Zadeh em um ar-

tigo publicado em 1965 (Zadeh, 1965). Desde entao, as aplicagoes da teoria dos conjuntos
fuzzy sdo amplas e abrangem areas tanto de interesse estritamente matematico (Diamond
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e Kloeden, 1994; Nguyen e Walker, 2000) como em matematica aplicada e engenharia
(Klir e Yuan, 1995; Barros e Bassanezi, 2006).

Antes de introduzirmos formalmente o conceito de subconjunto fuzzy vamos fazer
algumas observacoes essenciais sobre a teoria classica de conjuntos.

Seja P(X) o conjunto formado pelos subconjuntos de um conjunto X. Para cada
A € P(X) definimos a fun¢do caracteristica x4 : X — {0,1} de A por

1 sexe A
xa(r) =
0 sexzc X —A.

E possivel mostrar que o conjunto C(X) de todas as fungdes caracteristicas com do-
minio em X ¢ isomorfo ao conjunto P(X) (Negoita e Ralescu, 1975).

A idéia de conjunto fuzzy estabelecida por Zadeh, consiste em “ampliar” a imagem das
fungbes caracteristicas para todo o intervalo [0, 1]. Assim, cada subconjunto fuzzy F' de X
é caracterizado por uma fung¢do pup : X — [0, 1], denominada func¢dio grau de pertinéncia,
que associa para cada x € X o grau de pertinéncia pr(x) de x em F.

Definicao 2.1. Seja X um conjunto nao vazio. Um subconjunto fuzzy F de X é um
subconjunto {(x, ur(x)) : x € X} ndo vazio de X x [0, 1] para alguma func¢ao pup : X —
[0, 1].

Dado um subconjunto fuzzy A em F(X) definimos, para cada o € (0, 1], o conjunto
[A]* C X como sendo o conjunto dos elementos de X tal que o grau de pertinéncia em A
é ao menos a. O conjunto [A]* C X é denominado « - nivel de A e é definido por

[A]* ={z € X : pa(z) > a} para a€ (0,1]

O 0 - nivel de um subconjunto fuzzy A é definido por

[A]° = | J [A]* = supp(A)
a€(0,1]

onde supp(A4) = {z € X : pa(z) > 0} é o suporte do subconjunto fuzzy A.

Definicao 2.2. Seja X = R. Dizemos que um subconjunto fuzzy A em R ¢ um nimero
fuzzy quando:

a) pa(z,) =1 para um nico z,;
b) O suporte {z : pa(z) > 0} = supp(A) é limitado;

¢) Os a-niveis de A sao intervalos fechados.
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O conjunto fuzzy definido pela funcao de pertinéncia

(T —a

sea<x<b
b—a
palr) = 22 seb<z<c
c—b -
w se x ¢ (a,c)

satisfaz as propriedades de um nimero fuzzy e é denominado numero fuzzy triangular .
Usaremos a notagdo A = (a/b/c) para representar um nimero fuzzy triangular em que

pa(a) = pa(c) =0 e pa(d) = 1.

Grau de pertinéncia

|
b
Intervalo real

Figura 2.1: Numero fuzzy triangular (a/b/c).

Observemos que se o dominio de p4 : [a,c] — [0, 1] é multiplicado por uma constante
A, entdo obtemos um niamero fuzzy triangular AA = (Aa/Ab/Ac) onde pya(Az) = pa(x)
para todo x € [a,c]. Esta propriedade nao é um caso particular somente dos nimeros
fuzzy triangulares.

Usaremos a notacdo F(R") para a familia de subconjuntos fuzzy de R"™, onde os
conjuntos dados por:

[A]* ={z € R" : pua(z) > a} para todo a€[0,1] e

[A]° = suppA

sao compactos e nao vazios.

O conjunto formado por todos os subconjuntos fuzzy de X serd denotado aqui por
F(X).
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Embora a terminologia mais apropriada seja dizer que F' é um subconjunto fuzzy de
X, em muitas ocasioes, vamos dizer apenas que F' é conjunto fuzzy, ficando implicita a
existéncia de um conjunto X onde esta definida a fungao de pertinéncia de F.

Se A€ P(X),isto é, A C X, entdo {(z, xa(z)): x € X} é um subconjunto nao vazio
de X x [0,1]. Pela Defini¢do 2.1, o subconjunto A determina um subconjunto fuzzy de
X que sera identificado aqui, com abuso de notacao, por x4. Para uma melhor distincao,
o subconjunto fuzzy y serd denominado aqui, como na lingua inglesa, um subconjunto
crisp de X.

As operacoes de unido e interseccao entre subconjuntos fuzzy sao extensoes das opera-
coes para subconjuntos de X, quando vistas por meio das fungoes de pertinéncia. Embora
essas operacoes possam ser generalizadas de varias maneiras por meio dos conceitos de
t - norma e t - conorma (Nguyen e Walker, 2000), vamos aqui seguir as mesmas defini¢oes
apresentadas em Zadeh (1965).

Definigao 2.3. Sejam A e B subconjuntos fuzzy de X. A unido, interseccdo e comple-
mento sao subconjuntos fuzzy em F(X) cujas fungoes de pertinéncias sdo respectivamente:

pavp () = max{pa(z), pp(x)}

prans(x) = min{pa(x), pp(z)}
prac(z) =1 — pa().

Dois subconjuntos fuzzy de um conjunto X sao iguais quando as fungoes de pertinéncia
sao iguais, isto €,
A=B <= jpua(r)=pp(r) VrelX.

A igualdade entre conjuntos fuzzy pode também ser caracterizada por meio dos « - niveis.
Neste caso, os conjuntos sao iguais quando os « - niveis coincidem para todo o € (0, 1].

Nos dois proximos resultados, mostramos que existe uma importante relagao entre
um subconjunto fuzzy de um conjunto X e seus a - niveis. Estes resultados sao uma
generalizacdo, para espagos X quaisquer com estrutura topologica Ferreira (2010), de
resultados ja bem conhecidos no caso em que X = R". As demonstracoes apresentadas
nas proposigoes a seguir sao, portanto, apenas adaptagoes das ideias apresentadas em
Ralescu (1992), Diamond e Kloeden (1994) ou Negoita e Ralescu (1975).

Proposigao 2.1. Sejam X um espago topoldgico e A um subconjunto fuzzy de X. Se pia
¢ semicontinua superiormente, entao vale as sequintes propriedades:

a) [A]* é um subconjunto fechado em X, para todo o € [0, 1];

b) [AP C[A]* se0<a<B<1;
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c) [A]* = ﬂ [A]? para todo o € (0,1];
pef0,@)

d) O conjunto U [A]* € denso em [A]°.

a€(0,1]

Prova: O item (a) segue diretamente do fato de p4 ser semicontinua superiormente e o
item (b) é evidente pela defini¢do de « - niveis.
Para provar o item(c), tomemos « € (0, 1]. Por (b) temos que para todo o < (5 valem
que [A]® C [A]* e portanto ﬂ [A]? C [A]*. Por outro lado, se 2 € [A]* entdo temos
Bel0.a)
pa(z) > a, o que implica que para todo 3 < a temos p4(z) > o > [ e portanto z € [A]?
para todo f < «a. Assim, z € ﬂ [A]ﬁ. Portanto a inclusao contraria esta provada e
pel0,@)
consequentemente vale o item (c).
O item (d) segue diretamente da definicao de 0 - nivel. .

A reciproca da Proposicao 2.1 também é verdadeira. O Teorema de Representacao de
Negoita - Ralescu (Negoita e Ralescu, 1975), associa para cada familia de subconjuntos
de R", satisfazendo as propriedades (a)-(d), um tnico subconjunto fuzzy de R"™ cujos
« - niveis coincidem com os elementos da familia de conjuntos dada. Na Proposicao 2.2 a
seguir, mostramos que esta propriedade também é valida quando X é um espaco topologico
qualquer. Novamente, a demonstragao para o caso em que X ¢ um espaco topologico segue
as linhas gerais da demonstracao proposta em (Negoita e Ralescu, 1975) para o caso em
que X = R"™.

Proposicao 2.2. Seja A ={A, : a € [0,1]} uma familia de subconjuntos de um espago
topoldgico X satisfazendo:

a) A, € um subconjunto fechado em X, para todo o € [0,1];
b) Ag C Ay se0<a<p<1;

c) A, = ﬂ Ag para todo a € (0, 1];
pel0,a)

d) O conjunto U A, € denso em Ay.

a€e(0,1]

Entao existe um unico subconjunto fuzzy A de X com pa semicontinua superiormente tal
que [A]* = A, para todo a € [0, 1].
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Prova: Consideremos o subconjunto fuzzy A de X com funcao de pertinéncia definida
por

sup{f: = € Ag}, sex € A

0, se x € X — Ag.

Tomemos arbitrariamente o € (0,1]. Para todo x € A,, temos que x € Ay pelo item
(b), e além disso sup{f : = € Az} > «a; de fato pois, caso contrario, existiria um vy € [0, «)
tal que x ¢ A, O A,, o que é um absurdo. Portanto, pa(z) > « e consequentemente
temos A, C [A]“.

Para a inclusao contraria, vamos separar a prova em dois casos. Seja x € [A]* :
Caso I: Suponha que sup{ : = € Az} > a. Sob esta hipdtese, existe v € (a, 1] com
r € A, C A, o que, novamente pelo item (b), implica em z € A,.

Caso II: Suponha que sup{f8 : = € Az} = a. Neste caso, para todo § € [0, «) existe
um real fy € (B, a] tal que x € Ag,, o que pelo item (b) implica que = € Ag, para todo
f € [0,a). Assim, pelo item (c), temos que = € ﬂ Az = A, para todo « € (0,1].

BE[0,a)
Portanto, temos que [A]* = A, para todo a € (0, 1]. Agora,

[A]° = supp(4) = (] [Al"= |J Aa= A0,

ae(0,1] ae(0,1]

onde a ultima igualdade vale pelo item (d). Logo, temos que [A]* = A, para todo
a € [0,1].
Pelo que acabamos de provar e também pelo item (a), temos que o conjunto {z €
X pa(zr) < af =X —[A]* é aberto em X. Logo, s ¢ semicontinua superiormente.
Para provarmos que é tinico, vamos supor que existe um subconjunto fuzzy B tal que
[B]* = A,. Entao pelo que mostramos, [B]* = [A]* para todo « € [0,1]. Logo, B= A e
a afirmacao estd provada. .

Em muitos casos pode ser necessario estender o dominio de uma aplicacao f : X — Y
para os subconjuntos fuzzy em F(X). Notemos que para cada subconjunto A C X, a
aplicacdo f define o subconjunto f(A) C Y. Supondo agora que A seja um subconjunto
fuzzy X, isto ¢ A € F(X), entdao precisamos determinar como serd a imagem induzida
pela aplicacao f sobre A. A forma como essa imagem é caracterizada pode ser feita através
do Principio da Extensao proposto por Zadeh (1965), conforme defini¢ao a seguir.

Defini¢ao 2.4 (Principio da Extensao de Zadeh). Sejam f: X — Y uma aplicagdo e A
um subconjunto fuzzy de X. A extensio de Zadeh f : F(X) — F(Y) é aplicagao cuja
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imagem tem funcao de pertinéncia

sup pa(a) se fl(y) # 0

acf~1(y)

0 se f~(y) = 0.

Como vimos anteriormente, um subconjunto A C X determina o conjunto fuzzy x4 de
X cuja funcao de pertinéncia é a funcao caracteristica de A. A imagem de x4 através da
extensdo f de uma funcdo f coincide com o conjunto fuzzy x4y definido por f(A). Isto

Hfa) (?/) =

é, f(XA) = Xf(4)- De fato, a definicdo acima garante que f(XA) tem funcao de pertinéncia

1 seye f(A)

i) =
0 seyeY — f(A).

que é a fungdo caracteristica de f(A). Logo, f(XA) = Xs(4)- Em particular, para todo
x € X vale f(X{a}) = X{7(0)}-

2.3 O Subespago £(X)

Para a aplicacao que faremos na sequéncia desse trabalho, restringimos nossa anéalise
aos subconjuntos fuzzy de um espaco X cujos « - niveis sao subconjunto compactos e nao
vazios em X , isto é,

E(X)={Ae F(X):Vae€|0,1], [A]* é compacto e ndo vazio}.

Os elementos fuzzy que estao em £(X) serdo denotados por letras mindsculas em negrito
para diferenciar dos elementos de X.
Dado u € £(Y), Y C X, podemos definir @ € £(X) através da funcao de pertinéncia

pu(x) sex ey
pa() = 1)
0 sexe X —Y.

Segue diretamente da defini¢io acima que [@]* = [u]* para todo a € [0,1], de modo
que podemos identificar £(Y") como um subconjunto de £(X). Com abuso de notagao,
podemos dizer entao que 4 = u.

Por outro lado, dado w € £(X) com [u]* C Y C X, podemos definir & € £(Y) com
fungdo de pertinéncia pg(r) = py(z) para todo = € Y. Como anteriormente, vamos ter
[@]* = [u]* e novamente podemos dizer que @ = u.
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Os subconjuntos do conjunto £(X) serdao representados aqui por letras maitsculas
em negrito. Por exemplo, dado Y C X representaremos por Y C £(X) o subconjunto
formado pelos elementos de £(X) cujos « - niveis sdo subconjuntos de Y. Isto ¢,

Y ={uecé&(X):|u*CY C X para todo « € [0,1]}.

Dados os pontos « € £(X) e y € £(Y) podemos definir um ponto z € £(X X Y) com
fungao de pertinéncia u, : X x Y — [0, 1] dada por

pz (7, y) = min{ g (), 11y (y) }.

O conjunto fuzzy z é denominado produto cartesiano fuzzy entre x e y. De maneira geral,
o produto cartesiano fuzzy pode ser generalizado por meio do conceito de t - norma.

Uma t - norma é uma aplicagdo A : [0,1] x [0,1] — [0, 1] que satisfaz as seguintes
propriedades:

a) Elemento neutro: A(1,z) = z;

b) Comutativa: A(x,y) = A(y, z);

¢) Associativa: A(z, Ay, z)) = A(A(z,y), 2);

d) Monotona: se x < u ey < v, entdo A(z,y) < A(u,v).

Alguns exemplos de operacoes que satisfazem as propriedades sao:

e ¢ - norma do produto:
122, y) = pia(@) iy (y)-

e { - norma de Lukasiewicz:
(2, ) = mac{pa() + 1y (y) — 1,0},
e { - norma drastica:

pa(z)  se py(y) =1
px(2,y) = py(y)  se pz(z) =1
0 caso contrario.

O conjunto dos pontos z € £(X xY) definidos a partir das funcoes de pertinéncia de x
e y por alguma ¢ - norma, em particular para uma das trés maneiras acimas expostas, sera
denotado aqui por £(X) x £(Y). Claramente, para cada t - norma, temos que £(X) X
E(Y) C £(X xY). Para enfatizar, vamos denotar um elemento z em E£(X) x E(Y)
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determinado através de x € £(X) ey € E(Y) por z = (x,y). Isto é, a notagdo z = (x,y)
indica que a func¢ao de pertinéncia p, : X x Y — [0,1] de z é definida pelas fun¢oes de
pertinéncia de x e y através de uma t - norma.

As propriedades (a)—(d) da Proposi¢do 2.1 que provamos na se¢ao anterior também
sao validas para os subconjuntos fuzzy em & (X).

Corolario 2.3. Se u € £(X), entdo pi,, € semicontinua superiormente e valem os itens
(a)—(d) da Proposi¢ao 2.1.

Prova: Se u € £(X) entao os « - niveis sdo compactos e portanto fechados de modo
que o conjunto A, = {z € X : py(v) < a} = X — [u]* é aberto para todo o € R. Dado
y € X, para todo ¢ > 0 existe uma vizinhanca V), inteiramente contida em A, ,)+.. Logo,
P () < iy (y) + € para todo x € V, o que implica que /i, é semicontinua superiormente.

Assim como anteriormente, a Proposicao 2.2 também pode ser igualmente provada
quando temos uma familia de subconjuntos compactos de X satisfazendo as propriedades

(a) = (d).

Corolario 2.4. Se A = {A, : a € [0,1]} ¢ uma familia de subconjuntos compactos
satisfazendo as propriedade (a) - (d) da Proposi¢ao 2.2, entao existe um dnico u € £(X)
tal que [u|* = A, para todo o € [0, 1].

Prova: Pela proposicao anterior existe um subconjunto fuzzy de X cujos « - niveis coinci-
dem com os subconjuntos em A que, por hipdtese, sao compactos. Logo, esse subconjunto
estd em E(X). n

Para as aplicacoes de conjuntos fuzzy feitas nas secoes subsequentes, precisamos definir
uma estrutura de espacos métricos em £(X). Podemos definir uma métrica sobre £(X)
por meio da métrica de Hausdorff para subconjuntos compactos de X. Em Diamond
e Kloeden (1994) sao discutidas alguma propriedades dos espagos £ (R™) para distintas
métricas, em particular, para métricas definidas a partir da métrica de Hausdorff.

Seja IC(X) o conjunto formado pelos subconjuntos compactos nao vazios do espacgo
métrico (X,d). Dados dois conjuntos A, B em K(X) a distancia entre eles pode ser
definida por:

dist(A, B) = sup in£ d(a,b)

acA be

A distancia entre conjuntos definida acima é uma pseudométrica (Kreyszig, 1978) para
K(X), uma vez que dist(A, B) = 0 se, e somente se, A C B, ndo necessariamente valendo
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a igualdade. No entanto, distancia de Hausdorff entre A, B € KC(X) definida por

dy (A, B) = max{sup inf d(a,b),sup inf d(a, b)}

acA bEB beB a€A

= max{dist(A4, B),dist(B, A)}

é uma métrica para o conjunto K(X), de modo que (K(X),dy) é uma espago métrico.
Vale ainda que se (X, d) é um espaco métrico completo, entao (K(X),dy) ¢ também um
espaco métrico completo (Aliprantis e Border, 2005).

Através da métrica de Hausdorff dy, podemos definir uma métrica para o conjunto
E(X), que denotaremos aqui por d.,. Dados dois pontos u,v € £(X) a distancia entre u
e v é definida por

doo(w,v) = sup dy([u]®,[v]Y) (2.2)
a€(0,1]
Nao é dificil mostrar que a distancia definida acima satisfaz as propriedades de uma
métrica e assim, (£(X),dw) é um espago métrico.
Dado um conjunto Y C X, consideremos os conjuntos

Y={zxc&X):[z]°CY}

e £(Y). Essencialmente, os elementos de Y e £(Y) se diferem apenas pelo dominio da
fungio de pertinéncia. Sejam d!_ a restricio da métrica d., ao conjunto Y C £(X) e d2,
definida como em (2.2) para o conjunto £(Y).

Proposigao 2.5. Seja Y C X. Os espacos métricos (Y ,dL) e (E(Y),d2,) sio isométri-
cos.

Prova: Dado um ponto u CY C £(X) com fungdo de pertinéncia ju,, : X — [0, 1], seja
u € £(Y) com fungao de pertinéncia pg : Y — [0, 1] que associa para cada y € Y o valor
tu(y). Isto &, pg é a restricio da func¢do de pertinéncia de w ao conjunto Y C X.

SejaT Y — E(Y) tal que para cadau € Y, T(u) = u. A aplicacdo T é injetiva, pois
se u # v, entdo existe y € Y tal que i, (y) # pu(v) e consequentemente T'(u) # T'(v).

Tomemos @ € £(Y) e consideremos u € £(X) definido por meio da fungdo de perti-
néncia

pz(z) sex €Y

0 sexe X —Y.

Segue diretamente disso que [u]* C Y para todo « € [0, 1] e portanto w € Y. Além disso,
T(u) = uw. Logo, T :' Y — E£(Y) é uma aplicagao sobrejetiva e consequentemente, T é
uma bije¢ao entre os conjuntos Y e E(Y).
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Pela forma como a bijegao T foi construida, nao é dificil ver que [@]* = [T'(u)]* = [u]*
para todo u € Y. Temos entao que,

doo(T(w), T(w)) = sup dy([a)”,[0]%) = sup dp([u],[v]*) = di(u,v),

acl0,1] a€gl0,1]

para todo u,v € Y.
Logo, Y e £(Y) s@o isométricos e a afirmagio estd provada. "

O espago métrico (£(X),ds) apresenta a importante propriedade de ser completo
quando (X, d) é completo. A demonstragao apresentada aqui tem como base a apresentada
em Diamond e Kloeden (1994) para o espaco (€(R"), dw).

Proposicao 2.6. Se (X, d) é um espaco métrico completo entao (£(X),dy) € um espago
métrico completo.

Prova: Seja {u;}2; uma sequéncia de Cauchy em (£(X),d). Entdo, dado ¢ > 0,
existe N > 0 tal que para todo k,n > N temos dy(u,,u;) < € e consequentemente
dy ([w,)®, [ug]®) < € para todo a € [0,1]. Mas isto implica que, para todo a € [0, 1],
{Jug]®}72; € uma sequéncia de Cauchy em (K(X), dy) e portanto converge para, digamos,
A, € K(X). Mais do que isso, a convergéncia é uniforme em « pois:

du([ur]®; Aa) < di(fue]®, [wa]) + d([un]®; Aa)

<e+dy([u,)®, As). (23)

Essa desigualdade vale para todo o € [0,1] e n,k > N(g). Fazendo n — oo temos que
dp([ug]®, Ay) < e para todo a € [0,1] e k > N(e).

Mostramos agora que a familia A = {4, € K(X) : a € [0, 1]} satisfaz as propriedades
(a)-(d) da Proposicao 2.2 de modo que, pelo Corolario 2.4, existe um unico u € £(X)
tal que [u]® = A,. Uma vez que A, é compacto, o primeiro item claramente é satisfeito.
Seja agora 0 < o < 1 e tomemos § € [0, ). Entao temos

dist(Ay, Ag) < dist(Ag, [ur]®) + dist([ug]®, [wur]?) + dist([ug]?, Az)
< dy(Aa, [ur]®) + d ([ug]?, Ag)

ja que dist([ug]®, [ux]®) = 0 pois [uy]® C [uy]?. Portanto, quando k& — oo temos
dist(As, Ag) — 0 e consequentemente A, C Az para todo 5 € [0,a), o que prova o
item (b).

Desde que u; € £(X), para todo 0 < 8 < o < 1, temos

[ = [ (]’

BE[0,a)
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pelo item (c¢) da Proposicdo 2.1. Usando a desigualdade triangular, temos entdo que:

m A, An) < dp( ﬂ Apg, m [ui]?) + du( ﬂ [ur]?, [ug]®)+

Be [0,c) B€[0,a) B€[0,a) B€[0,a)
+ dH([uk]aa Ay)

a( ) A () [wd?) + dir(fus)®, Ad)

ﬁe [0,c) Be0,a)

para todo « € (0,1] fixo. Desde que [ug]* — A, quando k — oo para todo a € [0, 1],
entdo as duas parcelas na soma acima convergem para zero, e assim temos que

M As
BeE[0,)

0 que prova o item (¢). Para o item (d), novamente podemos usar a desigualdade trian-
gular:

a( U A do) <du( | Awr U [wd®) + din( | [unle), )+

aG(O 1] a€e(0 1} a€(0,1] a€(0,1]
U Aoy | Tuwa]®) + du ([ur]®, Ao)
ae(o 1] a€e(0,1]

pelo mesmo argumento usado anteriormente. Logo,

UA

a€(0,1]

e provamos o item (d). Portanto, existe u € £(X) satisfazendo [u]® = A,, para todo
€ [0,1], de modo que por (2.3) temos que dy([ug]®, [u]*) < € para todo k > N(¢) e
a € [0, 1]. Logo, dw(ug, u) < e e portanto (£(X),ds) é completo. .

Na sequéncia desta secao, analisamos algumas propriedades das funcoes obtidas por
meio do Principio da Extensao de Zadeh aplicado em funcoes definidas sobre espagos de
Hausdorff. Como veremos, as extensoes sobre esses espagos compartilham propriedades
similares as extensoes de funcoes definidas sobre R™.

O teorema de Nguyen fornece uma importante relacao entre os « - niveis da imagem
de um subconjuntos fuzzy e a imagem de seus « - niveis por uma funcao f: X xY — Z.
De acordo com Nguyen (1978), para todo « € [0, 1], temos

[f(e)]* = (") = f([a]", [b]),
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noquala € £(X),be E(Y) e ¢ = (a,b) é dado pela t - norma do minimo se, e somente
se,
sup  min{pua(z), 1 (y)}
(z.y)ef~1(2)

é atingindo para todo z € Z. Quando f é continua e X =Y = Z = R, Nguyen mostra
ainda que o supremo é sempre atingido e portanto, vale a identidade entre os « - niveis.

Para o 0 - nivel como estamos considerando neste trabalho, ¢ bem conhecido que o
teorema de Nguyen também é valido quando X = R" (Barros, 1997; Barros et al., 1997).
Na proxima proposigao, mostramos que o teorema ainda continua valido para espagos
topologicos de Hausdorff.

Teorema 2.7. Sejam X e Y espagos de Hausdorff. Se f: X —'Y € continua, entao a
extensao de Zadeh f: E(X) — E(Y) estd bem definida e vale

[f(w)]® = f([u]) (2.4)
para todo a € [0,1] e u € £(X).

Prova: Primeiramente ressaltamos que

F([W]®) C [f(u)® (2.5)

pois se y € f([u]*) entdo existe z € [u]* tal que y = f(x). Logo, pela Defini¢ao 2.4,
temos y € [f(u)]*, para qualquer u € &(X).

Para a inclusdo contraria, tomemos u € £(X). Para mostrar que f(u) esta em E(Y),
basta provar que os « - niveis [@]* sdo compactos e nao vazios para cada o € [0,1].
Mas, para isto é suficiente provar a identidade (2.4), uma vez que funcao continua leva
compacto em compacto.

Para provarmos a identidade (2.4) devemos notar que sendo f continua entao f~!({y})
¢ um conjunto fechado em X para qualquer y € Y. Desde que [u]’ é compacto, entao
F'{y}) N [u]® C X é um subconjunto fechado de [u]® e portanto compacto.

~

Suponha que o > 0. Tomemos entao y € [f(u)]®. Por defini¢ao, temos que

Mf(u)(y) = sup fiu(7) = a >0,
zef~1({y})

e portanto, existe x € f~1({y}) tal que u(x) > 0, isto &, f~1({y}) N[u]® # 0. Isto também
implica que

P (W) = sup  pulz) = sup  pu(z)
ef1({y}) wef 1 ({yHnfu)°

Desde que () é semicontinua superiormente e f~!({y}) N [u]® é compacto, entao
existe € f~'({y}) N [u]® tal que P (Y) = pu(z) > a, ou seja, temos y = f(z) com
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z € [u]®. Logo, podemos concluir que y € f([u]*) e consequentemente [f(u)]* C f([u]*)
para todo o € (0, 1].

No entanto, desde que [u]® C [u]®, vale que f([u]*) C f([u]®) para todo « € (0,1] de
modo que entao temos

U V@l = J Fu*) < f([u]’)
()46(0,1] 056(0,1]
e consequentemente

J)P = |J V= |J flul) € f([u])

ae(0,1] ae(0,1]

jé que f([u]°) é um conjunto fechado. Logo, [f(u)]* C f([u]®) para todo a € [0,1] o que
juntamente com a inclusao (2.5) prova a afirmagao. n

Alguns exemplos, a respeito de calculo da extensao de Zadeh, podem ser encontrados
em 7.

Aplicando o Teorema a funcao f(U) = AU, obtemos [f(U)]a = [AA]* = AA]* de
modo que multiplicar um nimero fuzzy A por escalar \, é equivalente & multiplicar todos
os a-niveis de A por . Portanto temos que: x € [A]* se, e somente se Az € [A\A]*, ou
equivalentemente p4(z) = paa(Ax).

Em muitos casos nao podemos garantir que a aplicacao f : X — Y seja continua em
todo o dominio X, mas apenas em um subconjunto A C X. Para este caso, temos o
seguinte resultado.

Proposicao 2.8. Suponha que f: X — Y seja continua em A C X. Seu € E(X) € tal
que [u]* C A, entao [f(uw)]* = f([u|%) para todo « € [0, 1].

Prova: Sejam u € £(X) com [u]® C Ae fy: A — Y a restricio de f ao conjunto
A, isto &, para todo z € A temos fa(z) = f(x). Consideremos também v € £(A) tal
que f,(x) = p(z) para todo x € A. Desde que p,(z) = 0 para todo x € X — A, entdo
[v]* = [u]* para todo « € [0, 1]. A

A proposigao anterior garante que a aplicacao f4 : E(A) — E(Y) satisfaz

[fa()]* = fal[v]?)

para todo « € [0, 1]

Seja agora y € £(Y) com funcao de pertinéncia

Bi, ) sey € f(A)
ty(y) =
0 sey €Y — f(A).
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Pela forma como y esta definido, vale as seguintes igualdades:

[y]* = [fa(0)]* = fa([0]") = f([0]*),
para todo « € [0,1]. Agora, se y € f(A), entao temos:

ty(Y) = 1, )(Y) = sup  fiy(2).
fa(z)=y

Desde que, para todo z € A temos fa(z) = f(x) e py(2) = pu(z) entao

SUP  fiy(%) = SUP () = Sup pu(T) = fj(,,)(Y),
fa(z)=y f(x)=y f@)=y
€A
uma vez que para r € X — A vale p,(z) = 0. De onde podemos concluir que uf(u)(y) =
iy (y) para todo y € f(A).
Sey €Y — f(A) entao py(y) = 0. Por outro lado, nao existe z € A tal que f(z) =y
e como consequéncia fy,(y) = 0. Assim, vale a igualdade pj,,(y) = py(y) para todo

y € Y de onde concluimos que y = f(u). Logo, temos [f(u)]* = f([u]*) para todo
a € [0, 1], o que prova a proposigao. .

Como podemos ver em Barros et al. (1997) algumas propriedades da aplicagao f :
R™ — R”™ sao preservadas pelo principio da extensao de Zadeh. Uma das principais
propriedades é a continuidade. Isto é, se f é continua entao a aplicacao f também é
continua. Como veremos mais adiante, a extensao de Zadeh f de uma aplicagao continua
f X — Y também ¢é continua quando X ¢ uma espaco métrico localmente compacto.
Os proximos dois lemas sao para auxiliar na demonstracao desta afirmacao.

Lema 2.9. Sejam f : X — Y wuma aplicagio continua e C € K(X). A aplicagao
[ K(C) = K(Y) definida por f(A) = {f(a) : a € A, A € K(C)} ¢é uniformemente
continua na métrica de Hausdorff.

Prova: Desde que f é uma aplicagdo continua, entao para todo A € K(C') temos f(A) €
K(Y). Portanto, a aplicacio f esta bem definida. Sabemos também que f & uniformemente
continua em C, uma vez que C' é compacto.

Dessa forma, sob a hipotese de C' € K(X) , para todo £ > 0 existe um d(¢) > 0 tal
que para todo z,y € C' com

dz,y)<d = d(f(x).f(y) <e

Tomemos entao A, B € K(C) tal que dg(A, B) < 4. Isto implica que
dist(A, B) = sup inf d(z,y) <6 e dist(B,A) =sup irelf1 d(z,y) <o

zcAYEB yEB T
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e consequentemente temos que para todo x € A ey € B, existem a, € A e b, € B tal
que:
d(z,b;) < e d(y,a,) <.

Pela continuidade uniforme de f em C, isto implica que:

d(f(2), f(bo) <e e d(f(y), fla,) <e.

Segue diretamente dessas desigualdades que:

dist(f(A), f(B)) = sup inf d(f(z), f(y)) < &

zeAYEB

dist(f(B), f(A)) = sup inf d(f (), f(y)) < e.

yeB z€A

Logo, concluimos que
dH<A7 B) <6 = dH(f(A)7f(B)) <,

0 que prova a afirmacao. "

Lema 2.10. Seja X um espaco métrico localmente compacto. Se {w,}nen € uma sequén-
cia convergente em E(X) entdo existe K € K(X) tal que

U [un]o CK

neN

para algum N € N.
Prova: Seja V([u]’ ¢) a vizinhanga de [u]® definida por
V([u]’,e) = {xr € X : dist(x, [u]’) < &}.

Como o conjunto X ¢ localmente compacto, entdo existe 6 > 0 tal que V([u]?,0) ¢
compacto (Aliprantis e Border, 2005).

Por hipotese, u,, converge para u na métrica d.,. Assim, para o 6 > 0 acima, existe
N € N tal que, para todo n > N, temos que

doo(Up,w) = sup dy([u,]®, [u]®) < 0.
a€l0,1]

Em particular, temos que dg([u,)’, [u]®) < § para todo n > N. Mas isto implica que,
para todon > N,

[w,] € V([u]°,0) = {z € X : dist(z, [u]*) < §}
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Seja entao
K =[u]Uu)’U. .. Junx_1]" UV ([u],0).
O conjunto K definido acima é compacto e portanto pertence a K(X). Além disso, ndo
é dificil ver que
U [un]” C K
neN
para todo n € N. "

Provemos agora que a extensao de Zadeh de uma aplicacao continua em um espaco
meétrico localmente compacto também é continua.

Proposicao 2.11. Sejam (X, d) e (Y,d) espagos métricos e X localmente compacto. Se
f X =Y € uma aplicagio continua, entdo a extensio de Zadeh f : E(X) — E(Y)
também € continua.

Prova: Seja {uj}reny C £(X) uma sequéncia convergente para w. Vamos mostrar que

~

f(u) = f(u) quando k — oo.
Pelo Lema 2.10 podemos escolher um compacto C' C X tal que

U [u,]* € C.
a€l0,1]

Agora, o Lema 2.9 garante que para todo £ > 0 existe 6. > 0 tal que para A, B € K(C)
temos

dy(A,B) < 6. = du(f(A), f(B)) <e. (2.6)

Desde que u; converge para w na métrica d.,, entao existe Ks € N tal que para todo
k > Ks vale

doo(ug, w) = sup dg([ui]®, [u]¥) < ..
a€l0,1]

Portanto, para todo « € [0, 1] e k > Kj, temos por (2.6) que
dir([ue]”, [u]®) < 6. = du(f([we]®), f([u]*)) <,
ja que [ug]® e [u]* estdo em K(C) pelo Lema 2.10. Logo, pela Proposicao 2.7

doo (g, w) = sup dp([f ()] [f(w)]*)

a€l0,1]

= asel[lopl] CZH(f([Uk]a)7 f([u]®)),
<e

de onde podemos concluir que f é continua. .

Vale também a reciproca do proposi¢ao acima.
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Proposicao 2.12. Suponha que (X, d) e (Y, d ) sejam espagos mélricos e seja f E(X) —
E(Y) a extensao de Zadeh de uma aplicacio f : X — Y. Se f é continua entio f é
continua.

Prova: Dado € > 0, existe § > 0 tal que para todo u,v € £(X) temos

~

doo(u,v) <6 = do(f(u), f(v)) <e.
Tomemos z,y € X tal que d(z,y) < d. Entdo xz, xqy € €(X) e vale que

Portanto . o A
d(f(x), f(y)) = doo(f (X12}), [ (X 1)) <&,

0 que prova a continuidade de f. .

2.4 Projecoes em Espacos Métricos Fuzzy

Consideremos a aplicagao P, : R"™™ — R™™ que associa a cada (z,y) € R"*™ o
ponto P,(z,y) = (x,0).

Desde que podemos caracterizar R” como um subconjunto de R"™ através da identi-
ficagdo com o subconjunto R™ x {0}, entdo a aplicacdo P, pode ser vista como a projegao
de R™*™ sobre o conjunto R™. Por esse motivo, dizemos que x ¢ a projecao, em R", do
ponto (x,y) € R™™.

Observemos que um ponto (u,v) estd na imagem de P, se, e somente se, v = 0. Além
disso, P,(u,y) = (u,0) para todo y € R™. Dessa forma, dado um ponto & € &(R"™),
com fungao de pertinéncia i, : R"™™ — [0,1], a imagem y = 15(:1:) de x, obtida pela
extensao de Zadeh da projecao P,, tem como funcao de pertinéncia

sup piz(z,v) sey=0
vER™
fy(T,y) =

0 se y # 0.

Podemos definir um ponto & € £(R™) por meio da func¢do de pertinéncia

pz(x) = py(2,0) = sup pe(z,v).

vER™

Neste caso, temos que:
piy (2, y) = min{pz(x), X0y (y) }-
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Assim, a aplicacio B, : E(R™™) — £(RM™), obtida pela extensdo de Zadeh de P,
que associa para cada x € E(R™™) o ponto y = P,(x) € E(R™) X xo3 pode ser vista
como uma proje¢do de £(R"™™) em &£ (R™), uma vez que este pode ser identificado com o
subconjunto £ (R™) x x{o}. Igualmente & projegao P,, nao é dificil ver que a aplicacao P,
também satisfaz: o )

P (Py(z)) = P, ().

Baseado nisso, podemos definir a projegao de € £(R™™™) em £(R™) como sendo o

ponto & € £(R™) com funcao de pertinéncia

pz(x) = sup pg(x,a). (2.7)
acRm

De modo anélogo, podemos querer encontrar a projecao de € £ (R"™™) sobre £(R™).
Neste caso, devemos considerar a extensao de Zadeh da projecao P, : R"™ — R"*™ que
associa para cada (z,y) € R™™ o ponto P,(x,y) = (0,y). Desde que P, (z,u) = (0,u)
para todo x € R", a imagem z = P,,(x) tem fun¢do de pertinéncia

sup pie(u,y) sex =0
u€R™

pz(z,y) =
0 se x # 0.
Assim, definimos a projecao g € E(R™) de & € £(R™™) através da fungao de perti-
néncia
pg(y) = sup pig(u,y). (2.8)
u€R”™
Nos exemplos a seguir procuramos esclarecer os conceitos aqui apresentados.

Exemplo 2.1. Sejam a € £(R") e b € £(R™). Podemos definir x = (a,b) € E(R™™™)
com funcao de pertinéncia

fia (2, y) = min{pa(2), po(y) }-

A imagem de x pela aplicacao P, neste caso, tem como funcao de pertinéncia

Sl%{p min{ e (), up(v)} sey =0
veR™
fy(T,y) =

0 se y # 0.

Desde de que min{ g (z), p(v)} < pg(x) entao

sup minta (@), o (v)} < pal).
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Como b € E(R™), entdo existe v € R™ tal que up(v) = 1. Assim, a projecao Z tem fungao
de pertinéncia

pz(x) = sup min{pa (), pp(0)} = pra ().

veER™

Figura 2.2: Func¢oes de pertinéncia de x e a respectivamente.

Com argumento semelhante podemos mostrar que b € £(R™) é a proje¢do de  em
E(R™).

Podemos ainda definir x = (a,b) € E(R"™) através da ¢ - norma do produto, isto é,

ta (T, Y) = pa(2) pn(y)-

A projecao de x em £(R™) tem como fun¢do de pertinéncia:

sSup Mw(wav) = Sup /J,G(iL')/Lb(’U) = Ma(‘L)
veER™

veER™

Por outro lado, a projecao em £(R™) tem funcao de pertinéncia:

SUD 1 (U, y) = SUp fia(u)pn(y) = po(y)-

u€eR™ ueR™

Analogamente, podemos mostrar que as projecoes de = (a,b) em E(R") e E(R™)
para qualquer ¢ - norma A sao, respectivamente, a e b. Primeiramente, para qualquer
t - norma A, vale

Apta(®), to(y)) < Alpa(z), 1) = pal).
Assim,
sup A(fta(), ip(v)) < pa(z).

vER™
Porém, o supremo é atingido se tomarmos v € R” tal que pp(v) = 1. Logo, a projegao de
x = (a,b) em £(R") tem funcdo de pertinéncia

pz(x) = sup Apa(), pp(v)) = pa(z),

veER™

para qualquer ¢ - norma A. O

38



Exemplo 2.2. Consideremos x € £(R?) determinado pela func¢ao de pertinéncia
iz (7, y) = max{1 — 2% — 2y* 0}.

Para este caso, temos as projecoes & e g sobre £(R) determinadas respectivamente
por:

piz() = sup pig(v,v) = max{l — 2%, 0}
veER™

a0) = sup pa(u,y) = max{1 - 2%, 0},
ue n

Figura 2.3: Fungoes de pertinéncia de « e & respectivamente.

O]

A distancia entre as projecoes & e § dos pontos x e y € E(R"™™) é sempre limitada
pela distancia entre e y. De fato, para todo a € [0, 1] temos:

dist(|x]“, [y]*) = sup inf
(I, [yl*) o bl

a—b

=  sup inf  \/JJar — 01| + [[az — a2
(a1,az2)€x] (b1,b2)EY]*

> sup inf  /|la; — by]?

(a1,a2)€x] (b1,b1)EY]*

= su inf a; — byl|?
areie)e bielgle oz =bul

= dist([Z]*, [g]?).
Podemos provar também que dist([y]*, [x]*) > dist([g]*, [Z]*). Portanto,
Adoo(Z,Y) < doo(x,y).
A projecgao p € £(R") de um ponto p € £(R™™) ainda satisfaz uma outra propriedade

métrica importante em se tratando de projecoes. A saber, a projecao p é o ponto que
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minimiza a distancia entre o ponto p € E(R™™) e o conjunto & (R™), este ultimo, visto
como um subconjunto de £(R™™).

Proposigao 2.13. A projecao p em E(R™) de p € E(R™™) ¢ tal que

doo(p, D) = zelgnf)d( z).

Prova: Primeiramente, observemos o abuso de notacao no enunciado acima. A expressao
doo(p, 2) 80 faz sentido pois podemos ver £(R™) como um subconjunto de £(R"*™). Desde
que, [p]* C R™™ e [p]* C R™, para x € R" e y = (y1,y2) € R"™ temos

lz =yl = Vllz =l + [l

de modo que:

dist([p), [P]") = sup inf Ve =] + [l

ye[p]u .TE

= sup ||yz||-
yE[p]*

Por outro lado, temos que:

dist([p]*, [p]") = sup inf Ve =] + [l

we[ple YEP

Agora, desde que x € [p]|%, entdo (z,z) € [p|® para algum z € R™, de onde temos a
desigualdade:

dist([p]*, [p]*) = sup Hlf Vg = =112 + [ly2ll? < llzll < sup [lga]-
x€[ple VEP] ye([p]®

Assim, a distancia de Hausdorff entre [p]* e [p]* neste caso é:

du([p]*, [P*) = max{dist([p]", [p]"), dist([p]", [p]*)} = dist([p]", [P]")-

Seja agora g € £(R™) tal que g # p. Isto implica que [g|* # [p]*, para algum « € [0, 1].
Consequentemente, existe y = (y1,y2) € [p]* tal que y; ¢ [g]* ou existe z; € [g]* tal que
z = (21, 22) ¢ [p]*, para todo zo € R™. Isto &, z; ¢ [p]®. Para o primeiro caso, temos que

Ve =yl + el > Nyl

para todo = € [q]*. Para o segundo, segue diretamente da propriedade de projecao a
desigualdade

l21 = yll = V21 = 9l + g2l > Il
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para todo y = (y1,y2) € [p]*. Dessa forma, em ambos os casos vamos ter que

dist([p]”, [q]") = sup inf /[lyr — 2[2 + [lye]?
velp]e =PI

> sup [|yz||
y€[p]*

= dist([p], [p]").

Logo, temos que dy([p|%, [q]*) > du([p]*, [P]*). Assim, podemos concluir que para
todo q € E(R"), dos(p, q) > doo(p, P), 0 que prova a afirmagao. .

De modo anélogo, podemos definir proje¢oes de @ € E(U x P) em E(U) e E£(P), onde
U C R* e P C R™. Neste caso, o supremo nas fungoes de pertinéncia (2.7) e (2.8) sao
tomados sobre os conjuntos P e U, respectivamente e as propriedades métricas mostradas
anteriormente continuam validas.

Podemos ainda considerar a projecao m; : R” — R de um ponto x = (1,9, ...,2,) €
R™ no i - ésimo eixo coordenado, isto &, m;(x) = z;. Como anteriormente, a extensao de
Zadeh da projecao m; define a aplicacao 7; : E(R") — E(R) que vamos denominar por
a i - ésima projecao £(R™) sobre £(R). Assim, dado um ponto x € £(R), a i - ésima
projecao de @ sobre £(R) é o ponto &; com fung¢do de pertinéncia dada por:

pz,(a) = sup pig(z). (2.9)
r€eR™
Ti=a
Novamente, se * = (a;,as, -+ ,a,) é definido através do produto cartesiano fuzzy

entao vale que a i - ésima projecao de € £(R") em £(R) é o ponto a;. Para simplificar,
consideremos = € R? definido por

(T, Y, 2) = A(A(fay (7)) fay (Y)); Has (2))-

Das propriedade de t - norma, vale

A(A(pa, (), tay (Y))s Has (2)) < A(A(pa, (2); pas (1)), 1)

= A(pta, (%), fay ()

< fay (),
para todo z,y,z € R. Assim, a segunda projecao de x sobre £(R) é o ponto Z, cuja
funcao de pertinéncia é:

Mz (a> = sup Mm(‘r)
xEE@
Pela desigualdade anterior, temos que
[z, (@) = SUp pa(2) < pa,(a).

z€R3
Tro=a
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,

Tomando T e Z tal que pq,(T) = pas(Z) = 1, a igualdade no supremo é atingida e,
consequentemente,

Haz, (a) = sup P«ac(l‘) = Hasy (a)
z€R3
To=a

2.5 Problemas de valor inicial fuzzy

Os modelos de dinamica populacional envolvem parametros que determinam as ca-
racteristicas ambientais, da espécie e até mesmo da interacoes, como por exemplo, a
capacidade suporte e indice de crescimento relativo. De modo geral, estes parametros sao
obtidos por meio de observacoes e experimentos e portanto, estarao sujeitos a imprecisoes.

A principal caracteristica dos sistemas deterministicos é a precisao obtida pela solucao.
No entanto, esta precisao estd comprometida quando os parametros envolvidos na formu-
lacao nao sao precisos o que, em geral, é o caso dos modelos para dinamica populacional.
Quando a subjetividade esta na condicao inicial, denominamos fuzziness demogrdfica, se
a incerteza estd nos parametros chamamos de fuzziness ambiental.

Sendo assim, ferramentas que incorporam informagoes imprecisas sao fundamentais
para a modelagem. Em particular, a teoria dos conjuntos fuzzy é uma ferramenta que
pode ser usada para modelagem de fendmenos envolvendo imprecisoes e subjetividade.

Nesta secao, vamos fazer uso desta teoria para resolucao de sistemas de equacoes
diferenciais em que os parametros, a condi¢ao inicial ou ambos sao incertos de tal modo
que possam ser modelados por conjuntos fuzzy. Para isso, consideremos um sistema
autonomo

{ o'(t) = f(x(t)) (2.10)

onde a condicao inicial é imprecisa, isto é, z(0) = z, € F(R")

Vamos abordar o sistema (2.10) de duas maneiras distintas. Um delas, proposta por
Kaleva e Seikkala, consiste em aplicar o principio da extensao de Zadeh ao campo deter-
ministico determinado por f, obtendo assim um campo fuzzy a partir do qual, sao usados
conceitos como a derivada de Hukuhara. A segunda, consiste em determinar primeira-
mente a solu¢ao deterministica ¢;(x,) e entdo, aplicar o principio da extensao de Zadeh,
obtendo uma solugao fuzzy ¢y. Informalmente, na primeira abordagem primeiramente
fuzzificamos o problema e entao encontramos a solugao, enquanto que no segundo método,
primeiramente a solucao classica é determinada e entao fuzzificamos esta solucao.

42



2.5.1 Extensao do campo deterministico

Consideremos a equacao autonoma

z(0) =z,

com f:R — R continua e x, € R. Supondo que a variavel de estado seja incerta, a idéia
proposta por Seikkala, consiste em aplicar o principio da extensao de Zadeh ao campo
deterministico f obtendo assim um problema de valor inicial fuzzy proveniente do sistema

#(0) = &,

{ 2(t) = f(a(t)) (2.12)

com f : F(R) = F(R) e &, subconjunto fuzzy de F(R).
Como a funcao f é continua, temos que os a-niveis do campo fuzzy f satisfazem

[f(@)]® = f([)*) = [fi(af, 25). fo(af, 25)]

onde
fi(zg, 28) = min{f () : & € [2())*
{ fo(z$, xya) = max{ f(z) : x € [2(t)]*}. (2.13)

Uma func¢ao Z(¢) que associa a cada ¢t € [0,7] um subconjunto fuzzy em F(R), esta
bem definida se existem funcoes z¢ : [0,7] — R e 2§ : [0,7] — R, tais que para todo

a € [0,1]
[#()]" = [27 (1), 25 (2)]-

Se a funcao #(t) : [0,7] — F(R) for diferenciavel no sentido de Hukuhara, entao a
derivada de (t) pode ser definida como a funcao #/(t) : (0,7) — F(R) cujos a-niveis

satisfazem
[2'(6)]" = [(@9)' (1), (=5)'(t)].

Pelas igualdades acima, o sistema associado pode entao ser reformulado em um sistema

bidimensional deterministico
)a x(O) = xOl (214)

)/(t) = fg(l'?,i[fg), 5%(0) = Iy

de modo que para cada « € [0, 1] as funcoes z§ e z§ determinam os a-niveis de Z(t).
A existéncia de solu¢ao unica para o sistema é garantida pelo teorema abaixo devido

A Seikkala.
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Teorema 2.14. Suponha que f satisfaca
[f(tx) = f(t, D) < g(t, |z —2]), =20, z,zeR

onde g : R, x Ry — R, € continua tal que r — g(t,r) € nao decrescente e o problema de
valor inicial

u'(t) = g(t,u(t), u(0)=u, (2.15)
tem uma solu¢ao em Ry para u, > 0 e que u(t) = 0 é a unica solu¢ao de para u, = 0.
Entao o problema de valor inicial tem solugao fuzzy inica.

Exemplo 2.3. Consideremos a equagao diferencial fuzzy

(2=

que é a extensao de Zadeh do modelo de Malthus. Para este problema, tomando a funcao
g(t,r) = r, as condigbes do Teorema 2.14 sdo satisfeitas. A soluc¢do tnica é determinada
pelo sistema deterministico bidimensional

{ (xg)'(t) = —x5(t), (2.17)

cuja solucao

29 (t) = Lo1 ; Lo2 et o Lo1 ‘2“”02 e—t7 23 (t) = > et 4 .

sdo os a-niveis de Z(t) para [Zo]* = [2§;, 5]

Solugao fuzzy

s

Tef‘nspo °
Figura 2.4: Solugao do sistema fuzzy (2.16) com supp(z,) = (595, 605).

Na Figura 2.4, temos o grafico da solucao fuzzy z(t) do sistema (2.16) com condigao
inicial como sendo o nimero fuzzy triangular z, = (595/600/605). O
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E importante observar que o comprimento do suporte de Z(t) é crescente em relacdo
ao tempo, uma vez que, x{(t) é decrescente e x§(t) é crescente para todo 0 < a < 1.
Portanto, conceitos relacionados aos estados de equilibrio do sistema associado nao estao
bem definidos.

O fato do suporte da solucao fuzzy Z(t) ser crescente com relagdo a ¢ ndo é um caso
particular do exemplo (2.3).

Teorema 2.15 (Barros e Bassanezi (2006)). Se & : [ — F(R") ¢ diferencidvel em I =
[0, T entdo, para cada o € [0,1] a fungio t — diam[2()]” € ndo decrescente em I.

2.5.2 Extensao do fluxo deterministico
Consideremos o sistema de equacoes autdénomas

(gt a

Vamos supor que f: R"™ — R", satistaca algum critério que garanta existéncia e uni-
cidade de solugao. Neste caso, a solugao z(t) do sistema (2.18) é unicamente determinada
pela condicao inicial e o tempo t. Para enfatizar isto, vamos representar tal solucao por

oi(z,) : Ry x R" — R"

ou seja, ©o(r,) = T, e Yi(x,) = f(pi(x,)); a solucao ¢y(x,) é denominada fluzo gerado
pela campo vetorial f.

Admitindo que a condicao inicial seja incerta, ou seja, x(0) = z, € F(R"), entdo
temos um sistema fuzzy associado

{ o' (t) = f(x(t)) (2.19)

Neste caso, a solu¢ao depende de uma condicao inicial fuzzy. A solucao fuzzy ou fluzxo
fuzzy para o sistema associado (2.19) por esta abordagem é definida como sendo a fungao
obtida pela aplica¢do do principio da extensao de Zadeh ao fluxo deterministico ¢ (z,),
obtendo assim

o Ry x F(R™) — F(R").

Pela continuidade de ¢;(z,) com relagao a condigao inicial z,, a igualdade
[os]" = @u([E]%) (2.20)

¢ satisfeita para todo a € [0, 1]. Portanto, a trajetoria determinada por ¢y, consiste de
uma famfilia de trajetorias deterministicas dadas por ¢;. Para cada x € R", o grau de

45



pertinéncia da trajetoria ¢ em ¢ € igual ao grau de pertinéncia de  em z, pois, pelo
principio da extensao de Zadeh

for(9T) = sup{ps, (7) : 9T = pT}.

A igualdade o7 = T vale em particular para t = 0, ou seja, 7 = Z. Logo, o supremo é
tomado em um conjunto unitario e, portanto,

Lo (5)(@T) = pa, (T).

Para o caso em que z, é um subconjunto fuzzy de F(R™) entdo, temos os a-niveis de x,
sao compactos e como consequéncia, @t([mo}a) também é compacto para todo « € [0, 1].
Sendo assim, ¢, (xo) é um subconjunto fuzzy de F(R™) para todo t € R.

Se considerarmos o caso em que a subjetividade aparece nos parametros da funcao f,
entao precisamos aplicar a extensao de Zadeh ao fluxo do sistema deterministico

[ 192108 >

onde z, € R" e b € R™ é um vetor de parametros para f. Portanto, adicionando ao
sistema acima as equagoes

by =0
b, =0
] (2.22)
b, =0
temos um novo sistema de dimensao n +m
2'(t) = f(x(t))
b'(t)=0 (2.23)

2(0) = (20, 0)

onde o vetor de parametros b aparece agora na condicao inicial. Dessa forma, voltamos
ao caso descrito acima onde somente a condicao inicial é fuzzy.

Vale observar que ao acrescentarmos os parametros como condi¢do inicial, conforme
procedimento indicado acima, aumentamos a dimensao do sistema de modo que a solucao
da equacao (2.23) é dada por

wt(fﬂo, b) = (‘pt(xov b)? b)7

onde ¢;(z,,b) ¢ a solugao da equagao (2.21).
Para a metodologia apresentada nesta secgdo, Marina T. Mizukoshi(2004) verificou
algumas propriedades sobre a estabilidade da solucao fuzzy ;. A definicdo de estados
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de equilibrio e estabilidade dada em seu trabalho é analogo ao caso cléssico. Porém
como estamos sobre espacos dos nimeros fuzzy, a métrica utilizada é a induzida pela de
Hausdorff.

A distancia entre dois conjuntos A e B C R™ pela métrica de Hausdorff é dada por:
dy(A,B) = inf||la — b inf|ja — b
1(A, B) = max{sup inflla = b]j, sup inf jla —b][}

= max{dist(A4, B),dist(B, A)}.

Dados dois subconjuntos fuzzy a,be R(R™) definimos a distancia entre a e b pela expres-
sao
doo(a,b) = sup dg([a]®, [b]%).

a€l0,1]

Definicao 2.5. Dizemos que z, € F(R") é um ponto de equilibrio fuzzy ¢; quando

~ ~

Pi(de) = e
para todo t > 0.

Baseado nesta definicao e nos conceitos de estabilidade e estabilidade assintotica para
pontos de equilibrio é possivel mostrar uma relacao entre os pontos de equilibrio das
solugoes classica e fuzzy de uma equagao diferencial auténoma.

Podemos encontrar na literatura algumas generalizacoes que tornam mais abrangente a
analise qualitativa de sistemas variacionais fuzzy. Por exemplo, quando a solucao determi-
nistica apresenta solugoes periodicas, o fluxo fuzzy também apresenta um comportamento
periodico. Assim podemos encontrar varios exemplos de aplicacoes em diversos modelos
que ilustram a teoria desenvolvida.

Teorema 2.16 (Cecconello (2010)). Sejam z. : A — R" continua, A CR" | x, € F(R")
com [x,]* C A e & = 2*(x,). Sob essas condigies temos:

a) Se () = xx) para todo x € A entdo ¢(Z.) = & para todo t > 0;

b) Se ¢ : R" — R" converge uniformemente, em [z,]° C A, para x. : A — R"™ quando
t — 00, entao ¢(x,) converge para T..

Quando os parametros também sao considerados fuzzy entao a extensao de Zadeh é
aplicado sobre a solu¢do deterministica 1;(z,,0) = (¢i(x,,b),b) da equagao (2.23), no
qual @(x,,b) é a solucao deterministica da equagao (2.21). No entanto, em sua tese de
doutorado (Ceconello, 2010) mostrou que, nas mesmas hipoteses do teorema (2.16), a
extensdo de Zadeh (,(Z,,b) converge para &, = #*(&o,b).
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Teorema 2.17. Sejam z. : R™™™ — R continua, v, € F R”),AZA) e FR™) e 2z, =
2*(20,b). Se @y : R™™™ — R™ converge uniformemente, em [x,]° x [0]°, para z, : R*™™ —
R™ quando t — oo, entao @(x,,b) converge para ..

A afirmacao abaixo é semelhante ao teorema de Poincaré - Bendixson, para o fluxo
fuzzy obtido pela extensao de Zadeh de uma solucao deterministica.

Teorema 2.18. Sejam K C R? um conjunto compacto e invariante, x* o inico ponto de
equilibrio em K e x, € F(R?). Se x* ¢ instdvel entio existe uma regiao A C K tal que
para T, C A, pi(x,) converge para uma drbita periddica fuzzy.

Como ja mencionado, as demonstracoes de ambos os resultados sao encontradas em
(Ceconello, 2010). A seguir, apresentamos alguns exemplos para facilitar a compreensao
destas ferramentas.

Exemplo 2.4. Consideremos a equacao fuzzy proveniente do modelo de Malthus:

{ f(((f)) - ;x (2.24)

O estado de equilibrio para este sistema é x.=0 que satisfaz as condi¢oes do Teorema 2.16
quando A < 0. Portanto, podemos concluir que o fluxo fuzzy ¢; converge para o ponto
X0} € F(R) quando o tempo cresce. De fato pois a solugao para o modelo deterministico
acima ¢ ¢;(z,) = z,e e pelo Teorema (2.18) temos que os a-niveis do ¢ sdo dados por

[@0(20)] " = [o)¥eM = {zoe™ : z, € [2,)}.

Logo, se A < 0 o termo exponencial tende a zero quando ¢ — oco. A Figura 2.5 ilustra
a solucao fuzzy ¢y onde a condicdo inicial é o numero fuzzy triangular =, = (5/10/15).
O

Vale resaltar que na figura(2.5) temos a solugao deterministica caracterizada como a
de grafico mais escuro. A partir do momento em que as cores vao ficando mais claras
temos que a funcao de pertinéncia da solucao fuzzy vai diminuindo.

Na Figura 2.5, como nas demais que aparecem neste texto, usamos o sistema de cores
RGB para representar graficamente a solucao fuzzy de uma equagao diferencial fuzzy.
No sistema de cores RGB, cada cor é expressa por uma combinacao de trés valores,
considerado aqui estarem no intervalo [0,1]. Podemos portanto, considerar cada cor como
uma fungdo RGB(z,y, z), com z,y,z € [0, 1], onde RGB(0,0,0) representa a cor preta
enquanto que RGB(1, 1, 1) representa a cor branca.

Assim, dada um « € [0, 1] a regido no plano delimitada pelo « - nivel ¢;([Z0]*) é
preenchida com a cor RGB(1 —a,1 —a,1 — a). Se a = 0 entdo a regido delimitada por
¢+([20]°) & preenchida com a cor branca, ao passo que se a = 1 entdo a regiao delimitada
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Solugéo fuzzy

Tempo

Figura 2.5: Solugao fuzzy do modelo de Malthus. Condigao inicial fuzzy: Zo = (5/10/15) e
A= —0.012.

por ¢;([2o]') é preenchida com a cor preta. Desta forma, quanto maior for o grau de
pertinéncia de um ponto x, mais escura sera a sua cor.
Na pratica, fazemos uma particao

O=a, << <q<---<a,=1

no intervalo [0, 1] e, para cada «;, usamos a igualdade [¢;(Z0)]* = ¢i(Z0) para determi-
namos o conjunto [¢y(x,)]*. Quanto maior o valor de «;, mais escura é cor usada para
preencher a regido delimitado pelo conjunto [p;(x,)]*:.

Exemplo 2.5. A solucao determistica da equacdo logistica é dada por

kpo
os A\ k) = .
pulp ) Po + (k —po)e

(2.25)

Considerando que a capacidade suporte k seja incerta, entao os a-niveis da solucao
fuzzy associada sao dados por

[5:(k)]" = pe([k]%) = {po - (kk_popo)e‘” Tk c [/%]a} . (2.26)

O Teorema 2.17 garante que a solucao fuzzy converge para k quando ¢t — oo. Na Figura
2.7(a) temos a representacdo grafica da solucdo fuzzy de 2.25 para k = (225/245/265),
r=0.012 e o = 10.

Para o caso em que o indice de crescimento relativo A é fuzzy, os a-niveis da solugao
fuzzy sao dados por

)" =) = { e a e B | (27
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Neste caso, o Teorema 2.17 também garante que a solucao fuzzy converge para o ponto
de x{x quando t — oco. Para a representacdo grafica da solucdo fuzzy da Figura 2.7(b)

consideramos A = (0.009/0.012/0.015), k = 245 e xy = 10.

Solugao fuzzy

250
Tempo

Figura 2.6: Solucdo fuzzy para a equacao logistica com condigao inicial fuzzy: p, = (10/15/20),
k=245e A =0.012.

Se a condigdo inicial é fuzzy, temos que a solu¢ao fuzzy tem como limite o valor x .
De fato, se a condigao inicial é incerta, os a-niveis da solucao fuzzy da equacao logistica

sao dados por:

0] = 05" = { e ) (2.28)

Logo, fazendo ¢ — oo, temos que supp(p¢(p,)) — {k}. A representacao solucio fuzzy
para p, = (10/15/20) é mostrada na Figura 2.6.

Como podemos notar na Figura 2.6, o diametro da solucao fuzzy aumenta até passar
pelo ponto de inflexdo determinado instante a partir do qual volta a diminuir. E esta
¢ uma caracteristica apresentada pelos modelos com crescimento inibido cuja condicao
inicial ¢ fuzzy.

Consideramos o modelo cléassico do tipo presa-predador formulado por Lotka-Volterra

d

—f = axr — bxy

—i = —czr + dzy (2.29)
(w0, 90) € R?

Suponhamos que a condigao inicial x, ou y, do modelo de Lotka-Volterra seja um
ntmero fuzzy. Por defini¢do de produto cartesiano fuzzy, o grau de pertinéncia do par
Lo = (Z0,Yo) € dado por u&y(z,,yo) = min{uZ,(x,), 1Jo(yo) }-
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Solugao fuzzy
Solugo fuzzy

(a) (b)
Figura 2.7: Solucao fuzzy da equacdo logistica. (a) - capacidade suporte fuzzy: =
(225/245/265), r = 0.012 e x, = 10. (b) - parametro intrinsico de crescimento fuzzy:
(0.009/0.012/0.015), k = 245 e z, = 10.

k
A

Sabemos que o estado de equilibrio nao nulo do modelo de Lotka - Volterra é estavel.
Pelo fato de ¢ ser constituido de trajetérias deterministicas, entao é esperado que a so-
lugao fuzzy ¢y apresente periodicidade em torno do estado de equilibrio. No entanto, a
solucao fuzzy do modelo de Lotka - Volterra nao apresenta periodicidade. Isto é, diferen-
temente da solucao deterministica, a solucao fuzzy nao retorna para a condicao inicial em
nenhum instante de tempo. Uma anélise detalhada do modelo de Lotka - Volterra pode
ser encontrada em Cecconello (2010).

Nas Figuras (2.8)(a)-(b), apenas a condi¢ao inicial para presas ¢ considerado incerta
dada pelo namero fuzzy o = (90/100/110). Notemos que embora somente a condi¢ao
inicial de presas seja imprecisa, a populacao de predadores também ¢é afetada por esta
imprecisao

Dens. pop. de presas
Dens. pop. de predadores

& 5
Tempo

(a)

Figura 2.8: Solugao fuzzy para o modelo de Lotka-volterra. Parametros: a = 0.05 b = 0.08,
a = =0.0008 e condigao inicial o = (90/100/10) e y, = 100 ; (a) - populagao de presas; (b)
- populacao de predadores.
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A solucao para o caso em que ambas as condigoes iniciais sao fuzzy pode ser vistas
nas Figuras 2.9(a)-(b).

Dens. pop. de presas
Dens. pop. de predadores

e 0
Tempo Tempo

(a) (b)

Figura 2.9: Solucao fuzzy para o modelo de Lotka - Volterra. Parametros: a = b = 0.08,
a =0.05 e 8 =0.0008 e condigdo inicial z, = y, = (90/100/110); (a) populagdo de presas; (b) -
populacdo de predadores.

As solucoes fuzzy no plano de fase nao é viavel de serem representado, pois uma mesma
trajetoria pode assumir distintos valores de pertinéncia.

Exemplo 2.6. Consideramos o modelo presa-predador de Holling-Tanner

dz mx
2k — ) —
C‘ft z( ﬂi)ﬁ L
y y (2.30)
Y 127
at — Y )
(20, 0) € R?

Sob certas condigoes, o modelo de Holling - Tanner admite a existéncia de um ciclo limite
assintoticamente estavel que independe da condicao inicial. Pelo Teorema 2.18, que ¢ uma
generalizacao do Teorema de Bendixon-Poincaré para o caso fuzzy, a solucao fuzzy ¢ do
sistema associado ao deterministico converge para uma Orbita peridédica quando ¢ — oo.
O grafico de ¢ para a condigao inicial dada por & = ¢ = (70/80/90) pode ser visto nas
Figuras 2.10(a)-(b).

Para o caso em que a solucao deterministica converge para o ponto de equilibrio
assintoticamente estavel, o Teorema 2.16 garante que a solugao fuzzy vai também convergir
para um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

A Figura 2.11 representa a evolucao da solucao fuzzy do modelo de Holling - Tanner
com condicao inicial fuzzy dada pela funcao de pertinéncia

fa, (z,y) = max{1 — 0.05(x — 30) — 0.01(y — 220),0}.
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Dens. pop. de presas
Dens. pop. de predadores

Figura 2.10: Solucdo fuzzy para o modelo de Holling - Tanner. Parametros para ambas as
figuras: a = 0.01, 8 = 0.48, d = 20, £ = 100, A = 0.1, m = 0.05 e condigdo inicial z, = g, =
(70/80/90).

Figura 2.11: Solugédo fuzzy para o modelos de Holling - Tanner.

Para esta solugao, os parametros para o modelo de Holling - Tanner sao: r = 0.2; k = 100;
m = 0.03; d = 20; a = 0.02 e b = 0.155. Para estes parametros, o ponto de equilibrio nao
nulo é assintoticamente estavel.

Os resultados apresentados neste capitulo sao importantes na analise qualitativa de
solugoes fuzzy. Como podemos ver por meio dos exemplos, o comportamento da solugao
fuzzy pode ser analisado através da analise qualitativa da solugao deterministica corres-
pondente.
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Capitulo 3

Estabilidade da equacao de
difusao-reacao-adveccao fuzzy

Neste capitulo vamos definir sistemas de difusao que possuem alguma condigao inicial
nebulosa ou incerta. Considerando pois condigoes iniciais fuzzy, vamos estabelecer sis-
temas dindmicos que se comportam como os deterministicos e que sao responsaveis pela
difusao, ao longo do tempo, destes valores iniciais fuzzy.

Como feito no Capitulo 2, consideramos entao um sistema difusivo deterministico
associado de modo que a solucao do sistema fuzzy seja definida como a extensao de Zadeh
da solucao deterministica. A visualizacdo grafica dessas solugoes serao mostradas quando
possivel além de propriedades interessantes sobre unicidade e estabilidade assintética para
solucoes n dimensionais.

3.1 Equacao de difusao-reacao-adveccao fuzzy em R

Nesta seccao estamos interessados em descrever processos que sejam provenientes de
difusdo, onde a movimentagao dos individuos seja dada de forma unidimensional, ou seja
para esquerda ou para direita.

A maioria dos fenéomenos da realidade que envolvem difusdo sao formuladas com mo-
delos que descrevem uma determinada dinamica em R ou R? e é o que trataremos a
seguir.

Considere a equacao de difusao deterministica

922

Wity = DEE@t) seR 150
u(z,0) = Noo(z) Rx[t=0]

onde u : R? — R ¢ uma funcio continua, D é a constante de difusdo, Ny é o ntimero de in-
dividuos no instante inicial e §(x) é a fungao de Dirac. Neste caso, a solu¢ao deterministica
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é dada por

2

No _z=
ulx.t) = e~ 4Dt

() \/ (4 Dt)

Agora, se queremos descrever um processo de espalhamento de individuos em que a

condicao inicial nao esta bem determinada. Faremos uso da teoria dos conjuntos fuzzy,
ou seja a condi¢ao inicial do problema sera um numero Ny fuzzy.

Definicao 3.1. Uma solucao fuzzy u de um processo de difusao com condigcao inicial fuzzy
Ny € um conjunto fuzzy onde cada elemento € uma solucdo da equagao deterministica com
um grau de pertinéncia a u, coincidente com o mesmo grau de pertinéncia de ng € Ny de

partida.

Neste caso, a solucao fuzzy do problema de valor inicial fuzzy

ot

{a—“(x,t) = DZ4(x,t) T€R, >0
w(z,0) € [Nod ()] Rx[t=0]

é dada por

- 2

N . No _ =

u(x,t) = rﬂm)e D1

que é a extensdo de Zadeh 4 : F(R?*) — F(R) da solugdo deterministica u(z,t) e seus
elementos sao representados graficamente pelas Figuras 3.1 e 3.2.

/
nal

¥ Densidade popu|§ClJ

Densidade Populacional

[}

Posicdo da populagdo

Figura 3.2: Grifico da solugao
Figura 3.1: Elementos da solugao fuzzy para fuzzy para [No| = [10;20;30] e
[No] = [10:20:30] e D = 1 D=2

Neste caso, considere Ny € F(R). Como u(z,t) é continua em relagio a condicio
inicial, temos pela Proposicao 2.8 do capitulo 2 que
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[ﬁ(x> 2 NO)]a = u(m, 2 [No]a) = u(mv 2 [n&? ngQ])

onde [No]a = [nGy, G2l
Observamos também que a féormula acima indica que o grau de pertinéncia de ng a Ny
¢ o mesmo grau de pertinéncia de . 4)(no) € Uz (n0), para todo t.

3.1.1 Estabilidade da solugao fuzzy em R

Comecaremos essa seccao definindo estabilidade assintotica de um fluxo fuzzy, diame-
tro de um ntmero fuzzy e a-nivel de uma solucao fuzzy da equacao de difusao

Defini¢ao 3.2. O diametro de uma solugao fuzzy a(x,t) é dado por:
diam([u(x,t)]*) = u§(x,t) — us(x, t)
onde [a(z,t)]* = [ug(x,t),us(z,t)] para 0 < a < 1.
Defini¢ao 3.3. Dizemos que um fluxo fuzzy u(zx,t) é assintoticamente estavel quando

lim (diam([a(z,t)]*) =0

t—o00

Definicao 3.4. Chamaremos de a-nivel da solucao da equacao de difusao fuzzy a expres-
sao

«
2

U a NGt -z N _ ==
[u(x,t)] = (47rDt)e 4Dt , —\/me 1Dt

onde [No]* = [Ng, N&]

Podemos provar que a solucao fuzzy da equacao de difusao é estavel, utilizando para
isso seu diametro.

)

lim (diam ([0 (No)]")) = Jim (Ngg — N§) zgbmpe 0 =
22

= (N[SXQ — N&) t]iglo —r;Dte_let —

2

Assim, quando t — oo temos que a solucao fuzzy converge para a deterministica. Uma
vez que todos os a-niveis contém a solucao deterministica.
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3.2 Equacao de difusao-reacao-adveccao fuzzy em R

Sabemos a respeito da literatura que um modelo regido apenas por difusao é inefici-
ente para intervalos de tempos maiores, sendo eficaz apenas no inicio do processo, assim
podemos incluir em nosso modelo os processos de reacao e adveccao. De fato, seja o
modelo classico unidimensional de reacao-difusao-adveccao com condicao inicial Ny € R

{?fé(:v ) = D82 (z, )—I—ag—Z(x,t)—l—bu(x,t) reR, t>0
(2,0) = Nod(x) R x [t = 0]

onde Ny é o nimero de individuos existentes no inicio do processo t = 0, assim temos que
a solucao deterministica é dada por

(z— at)
u(z,t) = (iVODt)e apt T
7r

Entao a solucao fuzzy do problema de valor inicial fuzzy
Qu (z,t) = D%(&t)jLag—Z(x,t)iju(x,t) reR t>0
u(z,0) = [Nod(2)]” € F(R)

¢ dada pela extensao de Zadeh no fluxo deterministico

X S (2—at)?
i (x,t) = (iVODt)e e T
7/

As Figuras a seguir representam elementos das solucgoes fuzzy para um problema de
reacao-difusao-adveccao.

As figuras (3.3),(3.4), (3.5), (3.6), (3.7) e (3.8) referem-se as solugoes fuzzy para um
modelo de difusao-reacao-adveccao. Pode-se notar que o comportamento da solugao é
similar ao da deterministica.
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Posicdo da populagdo 5

Figura 3.3: Elementos da solu¢ao fuzzy  Figura 3.4: Elementos da solucdo fuzzy
unidimensional para a =0 e b= 1. para a=0eb=1

0

Dens populacional

Dens. Populacional

-5 o
Posicdo da populagdo

Figura 3.5: Elementos da solucao fuzzy  Figura 3.6: Elementos da solucdo fuzzy
unidimensional para a =2 e b =10 unidimensional para a =2 e b =10

3.2.1 Estabilidade assintética da solucao fuzzy

Podemos estudar a estabilidade das solu¢oes do problema de valor inicial fuzzy, mesmo
quando o modelo envolver reacao-adveccao. Dessa forma, se definirmos os a-niveis dessa

solucao da forma
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Figura 3.7: Elementos da solucao fuzzy  Figura 3.8: FElementos da solucao fuzzy
unidimensional para a =1 e b =1 unidimensional para a =1 eb =1

2 2
Ny ey NGy el gy

1/(47rDt)€ w ’,/(47rDt)6 o

a respeito do didmetro dessa solucao fuzzy temos que

Az, 1)) =

diam [p(No)]* = ¢ (diam[No]*)

isto é,
. . o o . 1 _(zfat)2 +bt N
lim (diam ([p, (No)[")) = lim (Ngy — Ngy) e 2 =
_ . . 1 _—at)® gy _
= (N(?Q Ng‘l) tliglo T5€ P 2 =
= diam ([No)®) lim;_,oc ﬁe—“gg? = oo
para b > 0.

2

O que percebemos é que se o problema envolve difusao-advecao as propriedades de
estabilidade funcionam como no caso apenas com difusao. Mas se existir uma reproducao
malthusiana apesar do diametro dessa solugao nao convergir para 0 temos propriedades
importantes sobre essa solucao que é o fato de que quando nos afastamos da origem
para um t fixo, teremos a solucao fuzzy agindo da mesma forma que a deterministica.
Uma maneira de minimizar esse problema seria utilizando o modelo logistico ao invés do
malthusiano para descrever a reproducao, fato que sera explorado em trabalhos futuros.
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3.2.2 Interseccao das solucgoes fuzzy unidimensionais envolvendo
apenas difusao com o plano t = t*

Em cada instante t* a solucao fuzzy a(x,t*,]%) ¢ dada pela interseccao de 4 com
o plano t = t*. A principio, mostraremos a evolucao da solucao fuzzy unidimensional

envolvendo apenas difusao.

t=0.1 (Prixima da inicio do processa)

Densidads Populacior

Posigén da populagn

Figura 3.9: Grdfico da solucao fuzzy
unidimensional para t* = 0.01 envol-
vendo apenas difusao

Densidade Populacional

Figura 3.11: Grdfico da solucao fuzzy
unidimensional para t* = 4 envol-
vendo apenas difusdo

Figura 3.10: Grdfico da solug¢ao fuzzy uni-
dimensional para t* = 2 envolvendo apenas
difusao

Densidads populacio

Figura 3.12: Grdfico da solugao fuzzy
unidimensional para t* = 5 enwvol-
vendo apenas difusdo

61



Figura 3.13: Grdfico da solucao
fuzzy unidimensional para t* =
10 envolvendo apenas difusao

t=100

Figura 3.15: Grdfico da solucao
fuzzy unidimensional para t* =
100 envolvendo apenas difusao

Densidade populacional

Figura 3.14: Grdfico da solucao fuzzy unidi-
menstonal para t* = 20 enwvolvendo apenas
difusao

t=200
T

Densidade Populacional

Figura 3.16: Grdfico da solucao fuzzy unidi-
mensional para t* = 200 envolvendo apenas
difusao

3.2.3 Interseccao das solugoes fuzzy unidimensionais envolvendo
difusao-reacao com o plano t = t*

Em cada instante t* a solucao fuzzy é dada pela interseccao de @ com o plano t =
t*. Mostraremos agora, a evolucao da solucao fuzzy unidimensional envolvendo difusao-

reagao.
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Figura 3.17: Grdfico da solugao fuzzy unidi-
mensional para t* = 0.1 envolvendo difusao-
reacao para b =1

Figura 3.18: Grdfico da solug¢ao fuzzy
unidimensional para t* = 5 envolvendo
difusao-reagao para b =1

Figura 3.19: Grdfico da solugao fuzzy unidi-
mensional para t* = 25 envolvendo difusdo-
reacao para b =1

Figura 3.20: Grdfico da solugao fuzzy unidi-
mensional para t* = 30 envolvendo difusao-
reacao para b =1

3.2.4 Interseccao das solucgoes fuzzy unidimensionais envolvendo
difusao-reacao-adveccao com o plano ¢t = t*

Da mesma forma que nas duas subsecgoes anteriores, em cada instante t* a solucao
fuzzy é dada pela interseccao de 4 com o plano t = t*. Mostraremos a evolucao da solugao
fuzzy unidimensional envolvendo difusao-reacao-adveccao.
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Figura 3.21: Grdfico da solugao fuzzy uni-
dimensional para t* = 0.1 envolvendo
difusao-reacao-adveccdo para a =2 eb =1

Figura 3.22: Grdfico da solucao fuzzy
unidimensional para t* = 4 envolvendo
difusdo-reacao-adveccao para a =2 eb =1

Densidade populacior

Figura 3.23: Grdfico da solugao fuzzy unidi-
mensional para t* = 20 envolvendo difusao-
reacao-adveccao para a =2 e b =1

Figura 3.24: Grdfico da solucao fuzzy unidi-
mensional para t* = 30 envolvendo difusao-
reacao-adveccao para a =2 e b =1

3.3 Equacao de difusao-reacao-adveccao fuzzy em R?

No caso bidimensional, temos o mesmo comportamento encontrado nas unidimensio-
nais. E claro, que existe uma impossibilidade de plotarmos os graficos referentes a solucio
fuzzy bidimensional, mas podemos plotar o grafico da distribuicdo espacial para valores
de t fixo, para fazer um estudo mais detalhado dessas solugoes. Usaremos, como no caso
anterior, o grafico das projecoes dos a-niveis para um t = t¥ fixo.

Considere a equacao de difusao deterministica bidimensional

{ o (r1) =
u(z,0) = Nyb(z),

2u 2u w u
D (S—ﬁ + g—xg) (z,1) + (ai—l +c§72> (v,t) + bu(z,t), v €R2 ¢t>0

3.3
zeR
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onde u : R? — R é uma funcao continua, D é a constante de difusdo, Ny é o niimero de in-
dividuos no instante inicial e §(x) é a fungao de Dirac. Neste caso, a solu¢do deterministica
é dada por
_ xr1—a 2 xTro—C 2
Ny —(@-aPr@-e?)
e iDt
A Dt

u(z,t) =

onde z = (x1,29).

Dessa forma, queremos descrever um processo de espalhamento de individuos no plano
em que a condicao inicial nao esta bem determinada. Para isso faremos uso da teoria dos
conjuntos fuzzy, ou seja a condicao inicial do problema serd um numero No fuzzy.

Neste caso, o problema de valor inicial fuzzy associado ao problema é dado por

%@J):_D@%+%@@m}+@%+q%)wjﬂ%ﬁaﬂ,x@WJZO
u(z,0) € [Nod(z)]° € F(R)

que definiremos como solucao fuzzy a expressao

Ny ~(@1-a0*+@a-e?)
e 4aDt —bt
A7 Dt

u(z,t) =

que ¢ a extensdo de Zadeh @ : F(R3) — F(R) da solugiao deterministica u(z,t) e seus
elementos sdo representados graficamente pelas figuras (3.25), (3.26), (3.27) e (3.28).

Figura 3.25: Grdfico da solugao fuzzy Figura 3.26: Grdfico da solucao fuzzy
bidimensional para t = 1 enwvolvendo bidimensional para t = 3 envolvendo
difusdo-reagdo-adveccio para (a,c) = difusao-reag¢ao-advec¢io para (a,c) =
(0,0) eb=1 (0,0) e b=1
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Figura 3.27: Grdfico da solucao fuzzy Figura 3.28: Grdfico da solucao fuzzy

bidimensional para t = 0.5 envolvendo bidimensional para t = 2 enwvolvendo
difusdo-reagdo-advecgdo para (a,c) = difusdo-reagdo-advecgdo para (a,c) =
(1,2) eb=0 (1,2) eb=0

3.4 Solugao fuzzy da equacgao de difusao n-dimensional

Podemos encontrar resultados importantes que generalizam as propriedades de estabi-
lidade e unicidade interessantes da teoria deterministica. Para tal, considere o problema
de valor inicial determinado pela equacao

ou
{aw = flulz,1), € R >0 (3.1)
u(z,0) = g (z)

onde u : U C R" — R, g : R" — R sao funcdes reais, com U C R". Neste caso,
consideremos f(u(z,t)) = DAu(x,t), o que caracteriza nossa equagao como de difusao.
Sabemos que quando a fungdo g € C'(R") N L>®(R), entdo a solu¢do para o problema
deterministico existe para todo x € R™ e t > 0 e é unica para valores de x em dominios
limitados U C R™ ver Evans (1998). Assim, temos a solugdo deterministica dada por

1 _lz—y)?
pi(z) = W /Rn et g(y)dy (3.2)

Assim, em termos de modelos que simulem a realidade, queremos interpretar o pro-
blema acima da seguinte maneira: Temos o conhecimento da lei que rege o crescimento
de uma certa variavel, através da equacao diferencial parcial de difusdo, mas a condi-
¢ao inicial nao é bem determinada, podendo ser conhecida s6 parcialmente, carregando
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consigo um grau de incerteza. Apesar da lei ser deterministica, a solucao deve carregar
as incertezas da condicao inicial ao longo do tempo. Ou seja, queremos encontrar uma
solucao que satisfaca o problema de valor inicial fuzzy associado ao modelo deterministico
dado em (3.1):

at
W(z,0) € [G@]°  zeR
onde supomos que [g(x)]* = [¢7(2), g5 (x)].
Dessa forma, como a solu¢ao do problema é uma funcao continua em x. Apods, de-
finimos a extensao de Zadeh da soluc¢ao ¢;(g(x)) como a extensao de Zadeh da funcao
g(z) = @i(g(z)) — @(t, g(x)). Tal solugao serd denotada por ¢;(g(z)), e escrevemos

1 llz—yll?
b r) = —x e 4Dt q d 34
o) (DO / g(y)dy (3.4)

{a—u(x,t) = DAu(z,t) z€R",t>0 (3.3)

e seus a—niveis sdo definidos como sendo:

a 1 e,nmgf o 1 e*”m{é’t”Q o
[ee(g(2)]" = [—( D0 /]R ) gv (y) dy, @Dt /R ) 95 (y) dy]

Com isso, estamos interessados em formalizar os resultados até agora expostos nessa
seccao. Para tal definiremos fluxo fuzzy C*.

Defini¢ao 3.5. Dizemos que um fluzo fuzzy u é de classe C°(F(R™)) quando a fun¢ao
determinada por cada elemento de [4]* for de classe C*°(R™).

Teorema 3.1. Seja g(z) tal que [§(x)]* = [¢%(x), 95 (x)]. Suponha ¢3,¢5 € C(R) N
L>(R™), e defina i como em (3.4). Entao

i. i€ C®(F(R™) x (0, 00)),
ii. @, — DAG(z,t) =0 (z € R",t > 0),

. lim a(z,t) = §(2°) para cada ponto 2° € R™.
(z,t)—(z°,0)

||

Prova: i. A funcao e~ 4ot é infinitamente diferenciavel com derivadas limitadas

4nDt)2
de todas as ordens em R’(‘ X [5,) oo] para cada § > 0. Dessa forma cada u$ € C°(R"x (0, 00))
para cada i = {1,2}. Portanto u € C*°(F(R") x (0, 00)).

ii. Como u = [uf, us] e cada u é solu¢ao da equagao de difusdo n dimensional. Entao
4 resolve o problema ii).

iii. Considere g = [g¢{, g5] onde cada g é condicdo inicial para

at
uit (z,0) = g (x) r € R"

{au(x,t) = DA@uf(2,1)) v €R" >0 (3:5)
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Dessa forma fixe 2° € R™, € > 0 e escolha § > 0 tal que

197 (y) — g7 (2") < e se |y—a®| <4, y e R™ (3.6)
Entdo se |z — 2°| < £, temos

_lz—y[? a a
|fRn me i [gi(y) — g7 (2°)] dy|
_le—y® o

| Jpwos pgre” ™ (97 (W) — 97 ()] dy]

le—y|? a
S me i g8 (y) — g (a)]dyl = T+J

juf' (. t) — gf(2?)]

IN

+

Mas temos que

_la—y?

I S Ef]R" (Di)ﬂ 4Dt dy =€

por (3.6). Mais ainda, se [z — 2% < § e |y — 2°| > 4, entdo
y =2 <ly—al+35 <ly—al+3ly—2°|
Assim |y — x| > 3]y — 2°|. Consequentemente

_lz—y?

J = 2ngaHLoo fR”—B(CEO ) (47r;t b o dy
c _lz—yl
< —(MDt)" Jrn_peo 5 € P dy
_| —
S N

- @Tfa e~fordr — 0 quando ¢ — 400

Assim, temos |z — 2% < £ e t > 0 teremos |[u¥(z,t) — ¢g*(2°)| < 2¢ para todo a-nivel e
cada i = {1, 2}, portanto temos o resultado.

Observacao 1. Note que se g* € limitada, continua e gi* > 0 entao

e, t) = Ao [, B0y

o 47rDt

¢ positiva para todo a-nivel e Vo € R? et > 0.
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Vamos concentrar nossa atencao agora para o problema de valor inicial nao-homogéneo

{%—?—DAU = [ 2eR"x(0,00) (3.7)

u = g veR"x{t=0}

Para resolvermos esse problema ¢é necessario que seja respondido a seguinte pergunta:
Qual a formula para a solucao do problema a seguir?

{@—DAU = | @ €R"x(0,00) (3.8)

u = 0 zeR"x{t=0}

Para responder consideremos a solugao do problema homogéneo. Notemos que a aplicacao
(x,t) = K(x —y,t — s) é uma solucdo da equagao de difusao para (y € R",0 < s < t)
dados. Agora para s fixo, a funcao

U= x,t,s fR" _y7t_5)f(y7s>dy
resolve
% (x,t:s)— DAu(z,t:s) = 0 r € R™ x (s,00) (3.9)
u(z,t; s) = f(z,t:s) zeR"x{t=s} '

que ¢é justamente o problema de valor inicial que tinhamos feito no inicio, ou seja é solucao
de (3.1) s6 que parat = s e g = f. Entao u(.; s) certamente nao é solucao de (3.9). Mas
pelo principio de Duhamel, podemos considerar

t
= [u(x,t;s)d
0

Assim, reescrevemos na forma

u(z,t) = fRn K(x —y,t—s)f(y,s)dyds

(3.10)
7 fR o i S>f(y, s)dyds

(47rD(t s)

o Lo o

para x € R", ¢t > 0. Agora podemos provar o teorema

Teorema 3.2. (Ver Evans (1998)) Suponha u dada por (3.10) e f € CZ(R™ x [0,00))
com suporte compacto. Entao

(i) ue C¥R" x (0,00))
(i1) ug(x,t) — DAu(x,t) = f(x,t) x e R"t >0

(m) lim  wu(z,t) =0 para cada ponto 2° € R™

t)—(x9,0)
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Prova: 1. Como K tem singularidade em (0,0), fagamos uma mudanca de variaveis,
para escrever

f fR" (x —y,t — s)dyds

Como f € CZ(R™ x [0,00)) tem suporte compacto e K = k(y,s) é suave proximo de
s =1t >0, temos

f Jan Ky, 8) fr(x —y,t — s)dyds + [, K(y.t)f(x —y,0)dyds (3.11)

dxlaxj ffRn dx dw flx —y,t —s)dyds (i,j =1,...,n)

Entao ug, D2u,u, D u pertencem a C(R™ x (0,00)).
2. Observemos que

w(z,t) — DAu(z,t) = OftfRn K(y, s)[(% — A f(x —y,t— s)|dyds
_{t_f]Rn K(?/? t)f(l’ - Y, O)dy
S f fRn K(yv 5)[(_% - Ay)f(l’ - yat - S)]dyds (3.12)

] S K 9)[(—2 — A f(x — 1, — 5)]dyds

0
= I.+J.+ K

Agora
t

1< (Wl + 102 Al=) [ [ Ky, s)dyds < e (3.9
0
Por outro lado utilizando o Teorema de Green,

t

IE = .({fIR{n K(yv S [(% - Aw)f(x -y, t— S)]dyds

)
Jtrfw K(y,t)f(z —y,0)dy
< [ Jon Ky, 9) (5 — Ay fz —y, t — 5)]dyds (3.14)
+ Jon K(y, €) f(x —y.t — €)dy
Jon K(y,t).f (x — y,0)dy
= [ K(y,O)f(z—y,t—e)dy— K



Como K resolve a equacao de difusao temos que

t
= f(z,t) (x €e R*, ¢t > 0),
Para provarmos a parte (7ii) basta verificarmos que ||u(x,t)||z~ < t||f]|z~ — 0
[ |

Nosso objetivo agora serd combinar os dois teoremas anteriores para provar que i, tem
seus a-niveis dados da forma:

t
[a* = [fon K@ =y, )98 )dy + [ fou K(z —y,t = 5)f(y, s)dyds,
0 (3.16)
t
Jan Kz =y, )98 (W)dy + [ fou K(x —y,t = 5)f(y, s)dyds],
0
Seja solucao do problema de valor inicial fuzzy
w—DAu = f R"x(0,00)
S St s @1

Uma maneira de estudarmos o comportamento do fluxo fuzzy n—dimensional para a
equacao de difusao é utilizar o conceito de didmetro de um a—nivel de um nimero fuzzy,
para tal, provaremos a seguinte proposicao:

Proposicdo 3.3. Seja ¢y (g (x)) um fluzo fuzzy dado por 3.4 e [pi(g(x))]” seu a—nivel.
Entao,

. o 1
jeuRFi (diam ([0 (g (7)]7))) < m

V|3

/;Wmmdgwﬁwdmt>o

Em particular, tlim diam ([ (g (x)]")) = 0, isto €, diam ([ (g (x)]")) converge unifor-
—00
memente para zero, quando t — o0.
Prova:

Como diam ([g (y)]*) = ¢5 (z) — g% (x) > 0, entao, podemos chamar f (z) = g () —
g1 (z). Assim, teremos que provar que

sup diam. ([p: (9 (2))]") < — f(y)dy, t>0

zeR? (47TDt) 2 R

que ¢ verdade no caso deterministico para diam ([p; (g (2))]") = ¢2 (g (z)) — ¢! (g (x)).
Assim, segue o resultado.
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Dessa forma, temos que nossa solucao se comporta como a deterministica para t — oc.
Agora, vejamos o seguinte teorema de unicidade:

Teorema 3.4. (Unicidade) Seja U C R"™ uma regido limitada, assim se um problema de
condi¢ao inicial fuzzy for dado por

{@(x,t) = DAu(z,t)+ f(x), € UCR", t>0

w(z,0) € §(x) Ux [t =0] (3.18)

onde g(x) € C(Ux [t =0]) e f(x) € C(U x(0,00]), entao o fluro fuzzy ¢i(g(x)) associado
ao problema (3.2) é inico para uma condicdo inicial fuzzy §(x) dada.

Prova:
Sejam u e v fluxos fuzzy associados ao problema 3.4, entdo defina w = u — v. Assim,
temos que w resolve o problema

ot

9 (r,t) = DAw(z,t) € UCR", t>0
w(z,0) = 0 Ux[t=0]

(3.19)

que é um problema deterministico e, pelo principio do méximo, temos que o maximo valor
de w é assumido na fronteira, logo w = 0, assim u = v.

Temos agora uma ferramenta importante no estudo de incertezas, que envolve a equa-
cao de difusao, pois sabemos que limitando nosso dominio convenientemente teremos
solucao unica para problemas que envolvam difusdo. Além disso, a estabilidade dessa
solucao esta garantida e funciona como na deterministica, conservando o seu grau de
incerteza. Podemos estender esses resultados, como exemplo disso podemos enunciar o
principio do maximo para o problema de Cauchy.

Teorema 3.5. Suponhamos que u € C3(F(R™ x (0,T]) N C(F(R™ x (0,T]) € solugdo do
problema

{ o DAZ _ g R}{nxx(?f_)o} (3.20)
e satisfaz a estimativa
u(z,t) < A’ (z e R",0<t < T) (3.21)
para constantes A,a > 0 e [a]*. Entdo
sup U =supg (3.22)

R" %[0, R
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Prova: Suponha que

4aT < 1 (3.23)
dessa forma podemos supor que
4a(T +€) < 1 (3.24)
para algum € > 0. Fixe y € R", u > 0, e defina
o o I |z—y|?
v (x,t) = ud(x,t) — eXT—e—HD (3.25)

(D(T +€e—1)):
Um calculo direto mostra que

vy
ot

— DAv =0 em R" x (0,7) (3.26)

Fixador > 0e U := By, r),Ur = B%(y,r) x (0, T]. Assim, de acordo com o teorema
do maximo temos

sup vy = max vy’ (3.27)
Ur I'r
onde I'r é a fronteira de Ur.
Agora se x € R",
) lz—y|?

v (x,0) = uf(x,0) — FeiT——0D < y(x,0) = g(x,0) (3.28)

(D(T +c—1))3

ese|r—y|l=r)0<t<T, entdo

o=yl
W t) = ufle,t) — ——b e
(D(T+e—1)) 2 )
< Aedlel* _ B er(sz:syjt)D (3.29)
- (D(T+e—1)) 2 )
< Aeollyl+r? _ __n i p
- (D(T+¢€)) 2
Agora, como 4D (T +¢€) < 1 entao m = a + vy para algum ~ > 0. Dessa forma temos
v (@, t) < Ae" W — pi(4(a + 7)) 2 e < sup g? (3.30)
Rﬂ/
para um r suficientemente grande. Dessa forma,
vy, t) < sup gy (3.31)
RTL

para todo y € R",0 <t < T pois 4aT < 1. Seja p — 0, entao 4aT < 1 pode nao valer!

Entdo para isso apliquemos repetidamente os intervalos [0, T3], (11, 211], etc, para 17 = %
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Com esses resultados podemos provar o teorema de unicidade que segue

Teorema 3.6. Seja g € C(F(R™)),f € C(F(R" x [0,T])). Entao existe uma unica
solugao u € C(F(R" x [0,T])) N C(F(R™ x [0,T)) do problema de valor inicial

ou - n
5 — DAu {" Rnx (0,7) (3.32)
u = g R*x{t=0}
satisfazendo a estimativa de crescimento
u(xz,t) < A’ (z e R",0 <t <T) (3.33)

para constantes A,a > 0

Prova: Se u e v satisfazem (3.32) e (3.33), defina w := +u — v, assim, aplicando o
teorema 3.6 em w tem-se o resultado.
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Capitulo 4

Equacao de difusao-reacao-adveccao
fuzzy com coeficiente de difusao D
dependente do tempo.

Neste capitulo, estamos interessados em estudar a solucao de uma equagao de difusao-
reacao-adveccao onde o coeficiente de difusao varia com o tempo, isto é D é uma funcao
de t, e a condicao inicial do problema é fuzzy.

A equacao de difusao unidimensional associada é determinada por

0 0?

gu _ D (t) gu

ot 0x?
Se o coeficiente de difusao for dependente do tempo t, isto é, D é uma funcao da

variavel t, mas independentes de outras varidveis, podemos definir uma nova variavel
independente T através de

(4.1)

dT'= D (t)dt
isto é .
T:/ﬁum%
0
fornecendo uma relagao entre T' e t que depende da forma de D (t). Uma vez que

ou  Ou
== 2D ()
ot oT
temos que, a partir de (4.1) que
ou  u
oT  Ox2
que é uma equacao de difusdao com coeficiente de difusdao constante e igual a 1, para
u(x,T).

(4.2)
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Se a condigao inicial para u(z,T = 0) for u(z,0) = wd (r — z9), Vo € R onde uy
denota o nimero total de individuos no tempo T = 0, concentrados inicialmente em
x = x¢ e espalhando-se em um espaco de dimensao 1 ilimitado, podemos escrever

Uy _(z—=zg)?

\/We AT (4.3)

Assim, as solugdes para D constantes podem ser usadas para u (z,7") como funcao de
x e T e depois passa-se de T para t através de T' = fot D (k) dk, que depende da forma de

u(x,T) =

D (t). Se a integral f(f D (k) dk nao puder ser calculada formalmente a relagio entre 7" e
t devera ser obtida graficamente ou por integracao numeérica.

Para considerarmos por exemplo que D (t) diminua com o tempo, escolheremos D (t) =
Dge™t, onde Dy é o valor inicial de D em t = 0, assim

t
T = / De *dk =Dy (1 —¢™") (4.4)
0
e a solucao do problema de valor inicial
u(z,0) = wugd(zx—1x0), Ve R
é dada pela equacao 4.5.
Ug _ (z—w0)?
u(x,t) e *Po(i=e) (4.5)

~ AmDo (1)

Representamos graficamente, na Figura 4.1, o comportamento do coeficiente de difusao
D(t) = Dge™", com Dy = 1, e observamos que ele cai a zero rapidamente. Na Figura 4.2
representamos a solu¢ao (4.5), no plano (x,u) para Dy = 1 em diversos tempos t; = 1,
ty=2,t3=3,t4=5, 15 =T.

Observamos que para D = D(t) a popula¢do u dispersa-se a medida que o tempo passa,
porém interrompe esse procedimento, aproximadamente, em ¢ = 5. Para tempos maiores
que esse valor, o comportamento da solucao ¢ igual ao comportamento observado em ¢ = 5.
[sto esta de acordo com a Figura 4.1 que, em ¢ = 5, apresenta D(t) aproximadamente
zZero.

Dessa forma, se compararmos o modelo de difusao com coeficiente de difusao depen-
dente do tempo com o modelo de difusao com coeficiente constante igual a metade da
condicao inicial do anterior, por exemplo 0.5. Teremos que para ¢t = 1, a dispersao é maior
para o coeficiente de difusao dependente do tempo D(t), entretanto, & medida que o tempo
passa, o modelo com coeficiente constante produz um maior espalhamento da populacao.
Isto se justifica pela forma do coeficiente de difusao, isto é, enquanto um coeficiente decai
exponencialmente, & medida que o tempo passa, o outro se matém constante.
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Figura 4.1: Gréafico de D(t), para Dy = 1
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Figura 4.2: Grafico (x,u) da soluc¢do (4.5) para alguns valores de ¢

Dessa forma, se considerarmos que g é um nimero fuzzy com a-nivel dado por [ug]®* =
[ug,uf]. Assim a os a-niveis da solugdo fuzzy associado ao problema (4.5) ¢ dado por:

[1g]” (z—=0)?

u(z, t)]” = e 1Do(1-c77)
[u (@) VAT Do (1 — e t)

que também pode ser escrito da forma

@ (x—20)2 S
fu (2, D) = b e,

| VArD, (1 —eY)

e temos que sua representacao grafica é dada pela Figura 4.3.

(4.6)

Que vista de um outro angulo, nos faz observar que para Dy = 0,5 a populagdo u
dispersa a medida que o tempo passa, porém temos que a partir de um certo momento
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Figura 4.3: Grafico de D(t), para Dy = 1

essa dispersao diminue até o ponto de parar, ou seja D(t) = 0, como é bem vista na
Figura 4.4.

Crank (1975) apresenta um problema que envolve a equagio da difusdo com coeficiente
de difusdo de particulas D(t) = Dye™" e com termo fonte que decai exponencialmente com
o tempo, isto &, ,

ou 0“u

onde

ft) = ae ™.

Se, além da defini¢do da variavel T através da equagao (4.4), definimos uma nova
varidvel dependente através de

{D(t) = D(0)e !,

g=1—e —u, (4.8)
a equacao diferencial (4.7) pode ser escrita sob a forma
ou  0%q
haad g | 4.
or  Oz?’ (4.9)

para q(z,T).
Supondo que ug particulas sejam liberadas no tempo ¢ = 0, em = = xy, a condicao
inicial é dada por
u(z,0) = ugd(x — xo). (4.10)
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Figura 4.4: Grafico de D(t), para Dy = 1

Usando (4.8), a condigdo inicial para ¢(z,T') é:
q(z,0) = —ugd(x — xp), (4.11)

e portanto a solugao de (4.9) é dada por

Tr—x 2
Yo -t (4.12)

Q(xa T) - -

Por outro lado temos que T'= Do(1—e~") = Dy — D(t), que nos permite voltar a variavel
inicial £ como segue:

Up __(eowg)®
q(z,t) = — e HDo-D®) (4.13)
V4 (Dy — D(1))

e substituindo em (4.8) temos

(z—q)?
_ Yo ¢ opai-a 4 1 — o (4.14)
\/471'D0(1 — €_t)

u(z,t) =

4.1 Modelo Fuzzy associado

Se considerarmos que a condicdo inicial seja incerta, consideremos uy um nimero
fuzzy, utilizando o principio da extensao de Zadeh para encontrarmos « e considerando
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que [Ug]® = [u§;, us,] temos que

A~

(z—a0)?
- o ¢ oo +1— e, (4.15)
\/47TDO(1 — €_t)

Dessa forma, podemos definir os a-niveis de 4 da forma

w(x,T) =

o ufy __la—eg)? ug, __lemag)?
[a(x,t)]" = - ¢ o= ] — et e Do(i—e7t) | ] — ot
VAT Do (1 — e7t) VAT Dy (1 — e t)

que tem como representacao grafica a Figura 4.5.

Figura 4.5: Grafico da solugio fuzzy (4.15) para Dy =1 e o = 0.5

Observe que neste caso temos que a condi¢ao inicial fuzzy dada por [1;1, 5; 2.

4.2 Solucao fuzzy com coeficiente variavel e reproducao
Malthusiana

Procuraremos aqui descrever uma solucao fuzzy para o caso em que os individuos se
reproduzam de forma malthusuana, ou seja, temos que para algum « > 0 a solugao fuzzy
serd dada por

o (1710)2
- [0 ¢ o(i-en) T
\/47TDO (1 — €at)

ou seja estamos interessados em encontrar solucao fuzzy relacionado ao problema

[u(z, )] (4.16)

Gu = Doe_t%—l—tu
u(x,0) = wupd(r—1z9), VreR

assim, temos o grafico da solucao dado pela Figura 4.6.
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Figura 4.6: Grafico da solucao fuzzy para a = 0.5

Observemos que neste caso, temos que a solucdo se comporta como a do caso cujo
o coeficiente de difusao é constante, pois o sistema de reproducao malthusiano a partir
de determinado momento se torma muito instavel, ou seja a reproducgao se torna muito
elevada.

No caso em que consideramos um termo advectivo, ou seja, estamos estudando uma
solucao da forma
(o] _lamsgmat? | o

_ ¢ 4Po(i—<aT)
VAr Dy (1 — eot)

[u (z,)]" (4.17)

e teremos como representacao grafica a Figura 4.7 que é a representacao grafica do pro-
blema de valor inicial fuzzy

o)
8_12 = Dge_t% +a +tu
u(x,0) = upd(z— o), VreR

1 2 3 ¢
T

A
1

-10 -5 1} 3 10

Figura 4.7: Grafico da solugao fuzzy (4.17) para « = 0.5 e a = 6.
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4.3 Solucao fuzzy da equacao unidimensional de difu-
sao no instante t = t*

De inicio, mostraremos a evolucao da solucao fuzzy unidimensional envolvendo apenas
difusao, onde o mesmo é dada por uma funcao decrescente dependente do tempo. Para
isso, mostraremos as intersecgoes dos a-niveis da solugao com um plano qualquer ¢ = ¢*.
Uma caracteristica fundamental da solucao fuzzy da equacao de difusao fuzzy é que a
mesma, se mostra ineficaz para um tempo grande sendo necessario ser incorporado mais
informacoes a respeito do fenomeno estudado. Vale resaltar a estabilidade dessa solucao,
uma vez que para t — oo temos que a solucao fuzzy converge para zero.

t=0.1 (nicio do processo)

Densidade Populacional

Figura 4.8: Grdfico da solucao fuzzy unidi- Figura 4.9: Grifico da solugao fuzzy
mensional para t = 0.1 envolvendo apenas unidimensional para t = 0.2 envol-
difusao com D = e . vendo apenas difusao com D = e~ .
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Posicdo da populagdo

Dengidade populacional

-8 -6 -4 -2 ] z 4 B & 10

Posicéo da populagn

Figura 4.10: Grdfico da solucao fuzzy uni-  Figura 4.11: Grdfico da solucao fuzzy uni-
dimensional para t = 0.5 envolvendo ape-  dimensional para t = 1 envolvendo apenas
nas difusio com D = e . difusao com D = e .
t=2 t=5
12 B 12 B
10 B 10 B
S o ] s e .
g o ] 5l ]
1 /\ | 1 /\ |
S w9 = 0 @ 4 & 1w e w4 2 v ¢ 4 & 1w
Posigdo populacional Posigdn da populagén
Figura 4.12: Grdfico da solucao fuzzy uni-  Figura 4.13: Grdfico da solucao fuzzy uni-

dimensional para t = 2 envolvendo apenas

difusdo com D = e,

dimensional para t = 5 envolvendo apenas

difusdo com D = e™".
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Dengidade populacional

t=1000
T

Densidade populacio

Figura 4.14: Grdfico da solugao fuzzy uni-
dimensional para t = 100 envolvendo ape-
nas difusao com D = e~ ",

Figura 4.15: Grdfico da solugao fuzzy uni-
dimensional para t = 1000 envolvendo ape-
nas difusao com D = e~ t.

4.4 Solucao fuzzy da equacgao unidimensional de difusao-

reagao-advec¢ao no instante t = t*

Mostraremos agora, a evolucao da solucao fuzzy unidimensional envolvendo difusao-

reacao-adveccao.

4n

30

Densidade Populacional

Figura 4.16: Grdfico da solucio fuzzy
unidimensional para t 0.1 envolvendo
difusao-reacao-advecgao para b =1 e a =
2.
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Figura 4.17: Grdfico da solucao fuzzy
unidimensional para t 0.3 envolvendo
difusao-reagao-adveccao para b =1 e a =
2.




Densidade populacional

Posigdo da populagdo

40

25 b

20 -

Denhsidade populacional

0 L L L L L L L
-10 -8 -6 -4 -2 ] z 4 B &

Posigdo da populagdn

Figura 4.18: Grdfico da solucao fuzzy
unidimensional para t 0.4 envolvendo
difusdo-reacao-adveccdo para b =1 e a =
2.

Figura 4.19: Grdfico da solucao fuzzy
unidimensional para t 0.6 envolvendo
difusdo-reacao-adveccdo para b =1 e a =
2.

Densidade populacional

Posigdo da populagdo

40

a5 b

30 -

25 b

20 b

Densidade Populacional

o . . . . . \ I
-10 -8 -6 4 -2 0 H 4 [ ]
Posigdo da populagn

Figura 4.20: Grdfico da solucao fuzzy
unidimensional para t 0.4 envolvendo
difusdo-reacao-adveccio para b =1 e a =
2.
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Figura 4.21: Grdfico da solucao fuzzy
unidimensional para t 0.6 envolvendo
difusdo-reacao-adveccio para b =1 e a =
2.




4.5 Solucao bidimensional da equacao de difusao-reacao-
adveccao com coeficiente dependente do tempo

4.5.1 Solucao bidimensional da equacgao de difusao fuzzy

Consideremos agora que os individuos se movimentem no plano com coeficiente de
difusao dependente do tempo e condigao inicial incerta, ou seja, estamos interessados em
resolver o problema de valor inicial fuzzy

ou _ —t [ 9%u du
Bt = DO@ (8_3/2 + 6_y2>
'LL(I,y,O) = 7105(x—$0,y—y0>a vxayeR

que tem como solucao fuzzy associado ao problema anterior, utilizando o principio da
extensao de Zadeh, a expressao

1] _ (e=20)?+(y—yp)?

_ ¢ ADo(i-e) (4.18)
VAT D (1 — )

[@ (=, 1))

onde 1y ¢ um nimero fuzzy. Neste caso, apenas podemos ter um representacao tridimen-
sional do problema, utilizando para isso a projecao da solugao no plano ¢t = t* conforme
as figuras (4.22), (4.23), (4.24) e (4.25).

Figura 4.22: Grdfico da solucao fuzzy bidi-  Figura 4.23: Grdfico da solucao fuzzy bidi-
mensional para t = 1 e D(t) = e~" envol-  mensional para t =1 e D(t) = e~ envol-
vendo apenas difusao. vendo apenas difusao.
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Figura 4.24: Grdfico da solucao fuzzy bidi-  Figura 4.25: Grdfico da solugao fuzzy bidi-
mensional para t = 10 e D(t) = e~ envol-  mensional para t = 10 e D(t) = e™" envol-
vendo apenas difusao. vendo apenas difusao.

4.5.2 Solucao bidimensional da equacao de difusao-reacao-adveccao
fuzzy

Da mesma forma que na seccao anterior estamos interessados em encontrar uma re-

presentacao grafica de uma solugao fuzzy em que a condigao inicial é incerta e o processo

ocorre envolvendo difusao-reagao-adveccao, ou seja estamos interessados em resolver o
problema

U — 2’!1, 2u U U
du = Dye? (37 + 3?) + (a% +bg—y) (z,t) + cu (z,t)
U(I7y70) = @05(37—%79_90)7 V$7yER

que tem como solucao fuzzy associado ao problema anterior, utilizando o principio da
extensao de Zadeh, a expressao

[’U,O]a _ (z—zg—at)®+(y—yp—bt)? Tt

_ T () (4.19)
\/47TDO (1 — eo‘t)

[ (w, )]

onde 1y ¢ um nimero fuzzy. Neste caso, apenas podemos ter um representacao tridimen-
sional do problema, utilizando para isso a projecao da solu¢ao no plano t = t* conforme
as figuras (4.26), (4.27), (4.28) e (4.29).

87



Figura 4.26: Grdfico da solucao fuzzy bi-  Figura 4.27: Grifico da solucao fuzzy bi-
dimensional para t = 0.1, D(t) = 2e™',  dimensional para t = 0.1, D(t) = 27,
a=2,b=3,c=1¢eug*=1[50 70 90]. a=2,b=3,c=1elug* =[50 70 90].

Figura 4.28: Grdfico da solucao fuzzy bi-  Figura 4.29: Grdfico da solucao fuzzy bidi-
dimensional para t = 0.5, D(t) = 2e7',  mensional para t =1, D(t) = 2e™", a = 2,
a=2,b=3,c=1 e[uy]* = [50;70;90]. b=3, c=1 e [ty]* = [50;70;90].
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Figura 4.30: Uniao dos grificos das solucoes fuzzy parat =0.1,t =05 et =1.
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Capitulo 5

Equacao de difusao via base de regras:
Modelos p-fuzzy

5.1 Introducao

As equacoes diferenciais e de diferencas deterministicas constituem uma poderosa fer-
ramenta para a modelagem de fendmenos cujas as variaveis de estados estao sujeitas as
variacoes ao longo do tempo. No entanto, para a modelagem deterministica ser eficiente
¢ necessario que tenhamos um conhecimento um tanto profundo das relacoes existentes
entre as variaveis e suas variacdes. E o conhecimento do fenémeno que torna possivel a es-
colha das fungoes que determinam as variagoes com relagao ao estado (valor) da variavel.
Em muitas situagoes porém, esta relacao entre variaveis e variacoes é somente conhecida
parcialmente, o que torna a modelagem deterministica menos aplicavel.

Por outro lado, a modelagem através de equacoes variacionais fuzzy embora compor-
tando subjetividades, também nao sao apliciveis & modelagem de fené6menos com relagoes
parcialmente conhecidas pelo fato de que estes modelos sao provenientes de modelos de-
terministicos. A subjetividade suportada pelas equacoes fuzzy se refere a imprecisoes
quanto aos estados iniciais das variaveis (fuzziness demogrifica) e parametros (fuzziness
ambiental). De modo geral, ambos os tipos de fuzziness estao presentes em equagoes de
dindmica populacional.

Pouco trabalhos sao encontrados na literatura a respeito de EDP fuzzy. Podemos citar
alguns deles: Em (Ricard et al. (2005b), Ricard et al. (2005a)) foi utilizado sistemas p-
fuzzy para estimar parametros de uma equagao diferencial parcial que descrevia doencas
com transmissao direta do tipo SIS. Em (Missio (2008)) foi proposto uma metodologia
para estudar a evolucao espacial e temporal da febre aftosa em bovinos, a qual pode ser
adaptada para fenbomenos cujos aspectos de incertezas sao importantes na sua dinamica.
O modelo de EDP, tratado em Missio (2008) é compartimental do tipo SIR com dispersao
local incerta. As incertezas da dispersao local, dada pelos coeficientes de difusao, sao
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modeladas pela metodologia de controladores fuzzy.

Neste capitulo, propomos um sistema p-fuzzy que simula a dispersao dos individuos
onde seus movimentos de difusdao sao formuladas por meio de regras intuitivas

Consideramos que esse processo ocorra dependendo de apenas dois fatores: tempo e
espaco, uma vez que o coeficiente de difusao é dado. Para os casos em que o coeficiente de
difusao é incerto, também podemos utilizar regras fuzzy que simulem a dispersao espacial
dependendo da variacao do tempo e de um ponto do espaco dado.

Os sistemas p-fuzzy incorporam informacoes subjetivas tanto nas variaveis quanto nas
variacoes e suas relagoes com as variaveis, sendo portanto uma ferramenta muito atil para
modelagem de fendomenos cujo comportamento é somente parcialmente conhecido.

5.2 Sistemas baseado em regras fuzzy: Controlador de
Mamdani

Os sistemas fuzzy sao, em geral, o resultado de uma generalizacao dos sistemas clas-
sicos, ou seja, nessa abordagem os conceitos incertos sao incorporados a esses sistemas.
Uma caracteristica central dos sistemas fuzzy é que eles sao baseados no conceito de parti-
cao fuzzy das informacoes. A utilizagdo de conjuntos fuzzy permite uma generalizacao da
informacao, que esté associada com a introducao da imprecisao do desconhecimento dos
fendmenos. Em esséncia, a representacao da informacao nos sistemas fuzzy procura imi-
tar o processo de raciocinio humano, considerando conhecimentos heuristicos e cruzando
informagoes a principio desconectadas.

Os sistemas baseados em regras fuzzy tém como base um conjunto de regras do tipo
Se-Entao, cujos predicados sao subjetivos. Neste tipo de sistemas, as quantidades estao
associadas a termos linguisticos, sendo o sistema fuzzy essencialmente uma expressao
qualitativa do fenémeno em estudo. Esse tipo de sistema é baseado na utilizacao da
linguagem natural para descrever o comportamento dos fenémenos. Os termos linguisticos
sao usados para expressar conceitos e conhecimentos na comunicacao humana, e em muitas
areas eles sao uma forma importante de quantificar os dados. O uso de termos linguisticos
é frequente no cotidiano de cada pessoa. Diz-se que “O dia estd muito quente” ,“O onibus
estava lotado”, “Tal pessoa € alta, magra” etc. Todos estes termos possuem um significado
e transmitem uma determinada informacao.

Uma variavel linguistica fuzzy X num conjunto universo U é uma variavel cujos valo-
res sao expressos qualitativamente por termos linguisticos e quantitativamente por uma
funcao de pertinéncia. Ou seja, é uma variavel cujos valores assumidos por ela sao sub-
conjuntos fuzzy de U. Uma variavel linguistica é caracterizada por nome da variavel
(temperatura, pressdo, febre, etc.); conjunto de termos linguisticos (elevado, baixo, pouco,
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extenso, etc.); dominio de valores da varidvel sobre o qual o significado do termo linguistico
é determinado.

A Figura (5.1) ilustra um exemplo de variavel linguistica, cujo nome é Febre. Seus
termos linguisticos sao baixa, média e alta, o dominio é o intervalo [36, 40| e cada termo

linguistico tem a ele associado um conjunto fuzzy que o caracteriza. E importante notar

E &
Febm
1 beixe media alta
0.5
0 3 37 38 ® 39 40
domimio

Figura 5.1: Variaveis linguisticas

que a variavel linguistica é expressa em termos de uma varidvel basica, ou seja, dentro de
um certo dominio de valores, que denota a sua medida. Nesse exemplo, a febre é medida
em graus centigrados (temperatura). Esta medida pode ser quantitativa, no caso em que
é possivel o uso de aparelhos de medida. Em geral, é o especialista que define o dominio
da variavel e realiza sua particao fuzzy. Nesse contexto, o papel do especialista torna-se
fundamental na modelagem fuzzy.

Também é importante definir o que sao as Regras Fuzzy. Podemos definir como
estruturas da forma Se {antecedentes} Entao {consequentes} utilizadas para descrever
situagoes especificas que podem ser submetidas a anélise de um painel de especialistas
e, cuja inferéncia conduz a algum resultado desejado. Os antecedentes definem uma
regiao fuzzy no espago das varidveis de entrada do sistema e descrevem uma condicao,
enquanto os consequentes definem uma regiao no espacgo das variaveis de saida do sistema
e descrevem uma conclusao ou uma acao que pode ser esbocada quando as premissas se
verificam. A regra fuzzy ¢ uma unidade capaz de capturar algum conhecimento especifico.

Um conjunto de regras (ou Base de Regras) é capaz de descrever um sistema em suas
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varias possibilidades, cumprindo o papel de “traduzir” matematicamente informacoes que
formam a base de conhecimentos do sistema fuzzy. Os sistemas baseados em regras fuzzy
(SBRF) possuem quatro modulos: modulo de fuzzificagdo; modulo da base de regras
linguisticas; modulo de inferéncia fuzzy e modulo de defuzzificagao. Estes modulos estao
conectados conforme indicado na Figura 5.2.

S

l::__ e e _-,:I

= e | —— el =

s = = [ B e
_Fre o Fre Femar D er.o der

A e e P e
=

Figura 5.2: Estrutura de funcionamento de um sistema p-fuzzy

Varidveis linguisticas sao varidveis de estado que quantitativamente sao expressas por
conjuntos fuzzy. Os conjuntos fuzzy representam os estados da variavel que, em geral, sao
expressos por valores subjetivos como pequeno, muito alto e etc. Por exemplo, supondo
que a variavel linguistica seja populacao, seus estados subjetivamente podem ser baiza,
média e alta. Os termos subjetivos que determinam os estados das variaveis sao denomi-
nados termos linguisticos. Os termos linguisticos sao importantes para a modelagem pois
definem os estados das varidveis. Quanto mais termos linguisticos, mais precisos estao os
estados assumidos pelas variaveis.

Um Sistema baseado em regras fuzzy é constituido basicamente por um fuzzificador,
uma base de regras, um método de inferéncia e um defuzzificador. No fuzzificador cada
entrada do sistema é transformada em um conjunto fuzzy, ou seja, se z, € R" é uma
entrada do sistema, o fuzzificador associa a esta entrada uma funcao de pertinéncia p,, (a).
Em muitos casos, a funcao p,, (a) é a propria fungao caracteristica de x,,.

A base de regras é um conjunto formado por regras fuzzy que relaciona os termos
linguisticos das variaveis de entrada e saida. A base de regras é considerada como um
elemento integrante do niicleo do controlador fuzzy. Cada regra da base satisfaz a seguinte
estrutura:

SE a estd em A; ENTAO b estd em B;.

onde A; e B; sao conjuntos fuzzy que representam termos linguisticos das varidveis de
entrada e saida respectivamente. A expressio a estd em A; significa que pq,(a) € [0, 1].
Tanto o conjunto fuzzy A; quanto B; podem ser um produtos cartesianos de conjuntos
fuzzy, isto é, A; = A; X Ajp X -+ X Ay € By = Aj X By X -+ X By,. Neste caso,
cada conjunto fuzzy A;; e B;; representa um termo linguistico para a j-ésima variavel de
entrada e k-ésima variavel de saida e, a expressao a estd em A; significa que py,(a) =
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min{jia,,, fa,, > Ha,, } € [0,1]. E na definicio da base de regras que as informagdes do
fendomeno em estudo sao utilizadas. Para cada estado definido pelos termos linguisticos da
variavel de entrada, ¢ definifido uma regra. Sendo assim, quanto mais termos linguisticos
mais informacoes sao incorporadas na modelagem.

|

Figura 5.3: Estrutura do controlador fuzzy

O método de inferéncia é o mecanismo pelo qual as informacoes subjetivas definida
pela base de regras sdo avaliadas matematicamente. E neste estagio que para cada valor
assumido pelas variaveis de entrada, o valor das variaveis de saida sao determinadas de
acordo com a base de regras. Assim como a base de regras, o método de inferéncia é
considerado parte integrante do nticleo do controlador fuzzy. O método de inferéncia
utilizado neste trabalho é conhecido como método de inferéncia de Mamdani ou método
MAX-MIN. Neste método, cada regra é considerada como um relacao fuzzy e nao como
implicacao logica. A relacao entre as variaveis linguisticas é caracterizada pelo operador
MIN, isto é, cada regra ¢ considerada uma relacao fuzzy R; onde o grau de pertinéncia
para cada para (a,b) é:

ILLRi(a7 b) = min{:uAi (a)v HB; (b)}

A relacao entre cada regra é caracterizada pelo operador maximo, ou seja, a relagao
fuzzy R que representa o modelo determinado por uma base de regras, é obtida pela uniao
(méaximo) de cada regra individual, de modo que para cada par (a,b) temos:

1r(a,b) = lfg%ﬁ{ﬂm(a) A s, (D)}

onde A representa o operador MIN. Agora, para cada entrada desejamos encontrar uma
acao correspondente, isto é, para conjunto A de dados de entrada, queremos determinar
um conjunto B de dados de saida. Pelo método de Mamdani, a funcao de pertinéncia de
B é dada por:

pp(b) = max {max{pua(a) A pa,(a)} A s, (0) }.

1<i<n

95



MIN MAX

Y

\J

Ma, Mg, b, o | S e
: > > >

Figura 5.4: Mecanismo de inferéncia de Mamdani com duas variaveis linguisticas de entrada e

uma de saida.

Se a entrada for um conjunto classico unitario, entao pa(a) = 1 e pa,(a) < 1. Logo,
1
a expressao acima resulta em:

pp(b) = max{pa,(a) A s, (b)}

1<i<n

e portanto, temos o conjunto fuzzy B que representa a agdo para cada entrada A (Figura
5.4).

O papel do defuzzificador é converter cada conclusao obtida pelo método de inferéncia
em um nimero real que melhor representa a acao a ser tomada. No caso dos sistemas
p-fuzzy, o niimero real obtido pela defuzzificagao é acrescentado ao valor assumido pela
variavel de entrada no instante k, alimentando o sistema interativo.

Um dos principais métodos de defuzzificacao é o centro de massa , que para variaveis
continuas é dado pela expressao

 fo bus(b) db

m(B) = W.

Este método de defuzzificacao serd usado por todo este trabalho. Notemos que o
controlador fuzzy pode ser visto como uma funcao f : R — R™, ja que dado um valor
de entrada, existe um tnico valor de saida correpondente.

Denominamos de sistema p-fuzzy ao sistema iterativo

Ty = f(2n)
{ xljel R™ da(kio (5-1)

onde f(xy) é quase linear, isto &, f(zx) = xp + A(zg), A(zg) € R e A(xy) é a variagdo
defizificada obtida por um sistema baseado em regras fuzzy.
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5.3 Equacao de difusao p-fuzzy

Como pode-se notar a escolha do modelo matematico é determinante para se ter um
precisao de algum fato. Modelos deterministicos distintos de um mesmo fen6meno podem
prever resultados diferentes. Isto acontece invariavelmente porque nem sempre é possivel
dispor de todas as varidveis que atuam no fenomeno. Nesse sentido, por mais exata
que seja a matemaética, por mais deterministico que sejam os modelos, sempre teremos
solucoes aproximadas de alguma realidade. Assim, o uso de uma matemética menos
deterministica e mais grosseira pode ser muitas vezes tao eficaz para previsoes quanto as
obtidas pelos modelos classicos.

5.3.1 Modelagem da distribuicao populacional sem uso de sis-
tema dindmico

Na tentativa de encontrarmos o resultado esperado somos levados a apenas descrever
o processo estudado e nao estudar o processo como um sistema dinamico. Como isso vem
sendo uma pratica constante na maioria dos trabalhos recentes, resolvemos mostrar as
duas vertentes e ver que existem sim diferenca no tratamento dos casos.

Considere entao o problema de dispersao de espécies que se movimentam por difu-
sao. Se utilizarmos o modelo classico como auxiliar para a montagem de base regras,
podemos fazer inferéncias sobre o estado da evolucao da doénca sem a ajuda de equacoes
matematicas.

Com o auxilio dos conjuntos fuzzy e de uma base de regras retirada das observacoes
a respeito do processo difusivo

ou D82u
ot Ox?
onde D é o coeficiente de difusao, x € R e t > 0. Que tem como solucao classica
1 22

~ 4Dt

o (x) = \/ﬁe

onde ¢; () nos da a distribuicdo espacial em um ponto z em um tempo t.

Um conjunto fuzzy é aquele que valoriza seus elementos, isto é, se © € A, devemos
conhecer também com que grau de pertinéncia x estd em A. Dessa forma, um conjunto
fuzzy A é dado pela funcao de pertinéncia 4.

Assim como no modelo deterministico, a densidade populacional u(x,t) é dependente
da posicao X e do instante ¢, no modelo p-fuzzy usaremos as variaveis independentes x e
t como entrada e a saida serd u(z,t).

Tempo e posi¢ao como variaveis de entrada
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Nesta seccao consideraremos o coeficiente de difusao D conhecido. Dessa forma, uti-
lizaremos como variaveis de entrada o tempo t e o deslocamento x dos individuos.

1. Conjuntos fuzzy para tempo de dispersao

Para a variavel tempo, assim como as outras, atribuiu-se termos linguisticos, e para
cada um deles com funcoes de pertinéncia, neste caso, dos tipo trapezoidal. Considera-
remos nesta secc¢ao, para simplificar os calculos que o tempo de dispersao varia entre 0 e
1. Dessa forma a variavel tempo foi qualificada pelos termos linguisticos muito baixo(7),
baixo(7}), médio(7T,), médio alto(T3), alto(7y) e muito alto(75). Tais valores atribuidos
a variavel linguistica do Tempo decorrem do distanciamento entre o tempo inicial do
processo e o tempo de analise de wu.

As funcoes de pertinéncia dos subconjuntos fuzzy, usados para modelar o tempo de
dispersao sao estabelecidas como funcgoes trapeziodais e que podem ser visualizados na
Figura 5.5, observando que, para cada valor de ¢, a funcao de pertinéncia do tempo de
dispersao 7 pode ser dada por até dois valores.

08 .
06 I

04 (l

Degree of mambearzhip

0.2 |

1] 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 [k=] 1
Tempo

Figura 5.5: Fungoes de pertinéncia do tempo de dispersao
2. Conjuntos fuzzy para deslocamento dos individuos

Para a variavel deslocamento, também atribuiu-se termos linguisticos, e para cada
um deles com fungoes de pertinéncia do tipo trapezoidal. Consideraremos nesta seccao,
para simplificar os célculos, que o deslocamento na dispersao varia entre —10 e 10. Dessa
forma a variavel deslocamento foi qualificada pelos termos linguisticos deslocamento baixo
a esquerda(X,-), baixo a direita(Xy+), médio baixo a esquerda(X3-), médio baixo a
direita( X3+ ), médio a esquerda(X,-), médio a direita(Xo+), médio alto & esquerda(X;-),
médio alto a direita(X;+), alto & esquerda(X,-) e alto & direita(Xo-).
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As funcoes de pertinéncia dos subconjuntos fuzzy, usados para modelar o deslocamento
na difusao podem ser visualizados na Figura 5.6 e da mesma forma, observando que, para
cada valor de x, a funcao de pertinéncia do deslocamento dos individuos no processo px
pode também ser dada por até dois valores.

Grau de pertinéncia

1]
-10

- -6 -4 -z 0 2 4 3
Densidade populacional

Figura 5.6: Funcgoes de pertinéncia do deslocamento na dispersao

3. Conjuntos fuzzy para densidade populacional dos individuos

Os subconjuntos fuzzy, modelados por funcoes de pertinéncia da densidade populacio-
nal, podem ser visualizados na Figura 5.7. Dessa forma a variavel densidade populacional
foi qualificada pelos termos linguisticos baixissima (U;), muito baixa (Us), baixa (Us),
media baixa (Uy), média (Us), média alta (Us), alta (U7), muito alta (Us) e altissima

(Uy).
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Grau de pertinéncia

| 1 1 1 1 | 1 | 1
1} 0.1 0.z 0.3 04 0.5 0.6 07 0.8 03 1
Densidade Populacional

Figura 5.7: Fungoes de pertinéncia da densidade populacional na difusao

A base de regras que fornece o entendimento do fenomeno é da forma “SE... ENTAO...”
Para o fendmeno analisado parece coerente a base de regras dada pela tabela 5.1.

O método de inferéncia que adotaremos é o de Mamdani e, como método de defuzzifi-
cagao, utilizamos o método do centro de gravidade. O processo interativo torna-se muito
complicado de ser feito & mao, portanto foi usado o Toolbox do Matlab e o resultado de
previsao ou solucao pode ser visto na Figura 5.8

o
o
£

Il
=
v

Dendidade Populacional
o o
[
£ £

=1

Deslocamento 10

Figura 5.8: Solucao do modelo fuzzy para difusdo

Podemos observar que os resultados encontrados para o modelo classico e o p-fuzzy
sao bastante proximos, como observamos na Tabela 5.2.
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H Tempo Posigao Densidade H\ Tempo Posicao Densidade H
H Se Ty e Xo- entao Uy m Se T; e Xo- entao Us H
H Se T e Xo+ entao U, m Se T3 e Xo+ entao Us H
H Se 1o e Xi- entao Us m Se 15 e X entao Us H
H Se Ty e X+ entao Us m Se T3 e X+ entao Us H
H Se To e Xo- entao U, m Se T3 e Xo- entao U, H
H Se To e Xo+ entao U, H\ Se 15 e Xo+ entao U, H
H Se Ty e X5 entao Us m Se Ts e X5- entao Us H
H Se T e Xa+ entao Us m Se T3 e Xa+ entao Us H
H Se T e X, entao Us m Se T3 e X, entao U, H
H Se 1o e X+ entao Us m Se T3 e X+ entao U, H
H Se T e Xo- entao Us m Se Ty e Xo- entao Us H
H Se T e Xo+ entao Us m Se Ty e Xo+ entao Us H
H Se T e Xi- entao U, H\ Se Ty e X- entao U, H
H Se T e X+ entao U, m Se Ty e X+ entao U, H
H Se Ty e Xy entao Us m Se Ty e Xo- entao Us H
H Se 11 e Xot+ entao Us m Se T e Xo+ entao Us H
H Se T e Xs3- entao Us m Se Ty e Xs3- entao U, H
H Se T e X3+ entao Us m Se Ty e X3+ entao U, H
H Se T e X4 entao U, H\ Se Ty e X4 entao Uy H
H Se T e Xy entao Uy m Se Ty e p o entao Uy H
H Se 15 e Xo- entao U, m Se Ts e Xo- entao U, H
H Se T, e Xo+ entao Uy, m Se Ts e Xo+ entao U, H
H Se Ty e Xi- entao Us m Se 15 e Xi- entao Us H
H Se 15 e X+ entao Us m Se 15 e X+ entao Us H
H Se 15 e Xo- entao Us m Se Ts e Xo- entao U, H
H Se 15 e Xo+ entao Us H\ Se Ts e Xo+ entao U, H
H Se T, e X5 entao U, m Se Ts e X5- entao Uy H
H Se T, e Xa+ entao U, m Se Ts e Xat entao U, H
H Se Ty e Xy entao Us m Se Ts e Xy entao Uy H
H Se 15 e X+ entao Us m Se 15 e X+ entao Uy H

Tabela 5.1: Base de regras para o problema de difusao
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H Tempo Posicao Densidade deterministica Densidade via base de regras H

| 0 0 10 10 |
| 02 0 8.3562 8,6563 |
| 04 0 5,3621 5,6231 |
| 04 -5 4,6321 4,8521 |
| 04 5 4,6321 4,8523 |
| 06 0 4,1231 4,0122 |
| 06 5 3,7632 3,6214 |
| 1 0 3,2135 3,1254 |
| 1 -10 0,0572 0,0487 |
I 2 5 0,6587 0,5687 |
| 2 -5 0,6587 0,5687 |
| 3 0 1,2354 1,3268 |
| 4 5 0,1254 0,1542 |
e 10 0,0021 0,0002 |

Tabela 5.2: Comparacao entre as solugoes deterministica e Solucao via base de regras

Dendidads Populacional
o

Posa . 0
OSicHo da Populag s,

Figura 5.9: Grafico da solucdo deterministica e da solugdo via base de regras

Para uma melhor compreensao, esté exposta na Tabela (5.2) alguns valores da solugao
deterministica e via base de regras.

5.3.2 Modelagem da densidade populacional utilizando tempo e
coeficiente de difusao como variaveis de entrada

Considerando que a densidade populacional em cada local especifico depende do tempo
transcorrido e do coeficiente de difusdao, podemos utilizar o0 mesmo processo da secc¢do
anterior. Para isso consideremos, neste caso, para simplificar os calculos, que o conjunto
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fuzzy para o coeficiente de difusao D varia entre 0 e 10. Dessa forma:

Coeficiente de difusao muito baixo: Dy, onde ¢p,

Coeficiente de difusao baixo: Dy, onde

Coeficiente de difusao médio: Dy, onde

Coeficiente de difusao alto: D3, onde

¥Dy =

YDy =

¥D3 =

0,
L,
2x + 2,

20 — 1,
1

—2x 4+ 4,

Y

2x — 3,

1

)

—2x 4 6,

2x — b,

1

)

—2x + 8§,

se D<O0

se 0<D<O05
se 0.b< D1
se 05<D<1
se 1<D<15
se 1.5<D<2
se 1.5<D<?2
se 2<D<25
se 25<D<3
se 1.5<D<2
se 2<D<25
se 25<D<3

Neste caso, o grafico da variavel linguistica fica representada pela Figura 5.10. Assim,
considerando as variaveis linguisticas do tempo dado na Figura 5.5.

muito. baixo baixo méadio alto
i
|I |I
| |
| | |
| | /
nat | | 1
| |
| |
o | |
2 oat | ! '
E 1 | 1
| \
| | II
k=] i | [
4 0.4t \ | £\
E II I I'I I|
\ h
| |
02F | | ! |
| | 5
al— | h
1] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Coeficiente.de.ditusdo

Figura 5.10: Variaveis linguisticas para coeficiente de difusao

Nos parece razoéavel, a partir da observacao advinda de fendémenos difusivos, a base de
regras dada na Tabela 5.3
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H Se Ty e Dy entao Uy H
H Se 17 e Dy entao Uy H
H Se T, e Dy entao Uy H
H Se T3 e Dy entao Us H
H Se Ty, e Dy entao Ug H
H Se Ty e Dy entao Uy H
H Se Ty e D; entao Uy H
H Se 17 e D; entao U H
H Se Ty e D; entao Us H
H Se T3 e D; entao U, H
H Se T, e D; entao U, H
H Se Ty e D; entao Us H
H Se Ty e Dy entao Uy H
H Se 17 e Dy entao Us H
H Se Ty e Dy entao U, H
H Se T3 e Dy entao Us H
H Se Ty e Dy entao U H
H Se 15 e D, entao Us H
H Se Ty, e D3 entao U, H
H Se 17 e D3 entao Uy H
H Se T, e D3 entao Us H
H Se T3 e D3 entao U, H
H Se Ty e D3 entao U; H
H Se 15 e D3 entao U H

Tabela 5.3: Base de regras para o problema de difusao.
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Observe que em nossas regras nao esta considerando a posi¢ao dos individuos. O que
queremos neste caso é identificar o quanto a populacao varia no decorrer do processo.
Podendo ser 1til para a previsao de varios processos difusivos

e
5
i

06—

044

Censidade, pop ulacional

Cosficiente.de.difusao

tempo

Figura 5.11: Saida do defuzzificador a partir das regras dadas na Tabela 5.3.

Da mesma forma que na seccao anterior foi usado Mamdani e Centro de gravidade
como métodos de defuzificagao.

5.3.3 Solucao da equacao de difusao utilizando sistemas dinami-
cos p-fuzzy

Nesta seccao, estamos interessados em desenvolver uma base de regras que nos pos-
sibilite encontrar uma solucao grafica para um problema que envolva difusdao. Para isso,
usaremos apenas a posicao da populacao, condicao inicial e variacao da populagao. Dessa
forma poderemos estimar a densidade populacional em um instante ¢ = t* sem necessari-
amente usarmos a solucao analitica do problema.

Modelos classicos de dinamica populacional e/ou epidemiologia, em geral, sao dados
por um sistema de equagoes diferenciais. Neste caso, os parametros dos modelos sao
frequentemente tomados como valores médios obtidos a partir de um conjunto de dados,
de tal maneira que o modelo passa a ser deterministicamente conhecido. No entanto,
admitindo-se incerteza devido ao conhecimento parcial, o que é comum em fenoémenos
biolégicos, uma alternativa ¢ modelar tal conhecimento a partir de um conjunto de regras
da forma Se-Entao.
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E comum adotar uma equacao autonoma

dy
L= f) (52)
para representar o sistema dinamico, onde o campo f representa variagdo, a partir do
qual a evolugao do sistema ¢ estudada. Na verdade podemos perguntar da seguinte
forma: como podemos analisar o sistema (5.2) se 0 mesmo for parcialmente conhecido?
A resposta é adotar um modelo linguistico capaz de captar as informacoes disponiveis do
modelo, via de regra, junto a um especialista. Em Barros e Bassanezi (2006) é proposta
uma metodologia para estimar solugoes de equacdes diferenciais utilizando controladores
fuzzy, na qual as variaveis de estado sao as entradas e as saidas, sao as variacoes de estado.

Dessa forma, considere como variaveis linguisticas para posi¢ao da populacao (distan-
cia a origem): baiza positiva (Bp), média positiva (Mp), média alta positiva (MAp), alta
positiva (Ap), baiza negativa (Bn) , média negativa (Mn), média alta negativa (MAn) e
alta negativa (An). Onde os termos positivo ou negativo significam distancia da origem
a direita ou esquerda respectivamente. Assim, a Figura (5.12) representa graficamente
essas variaveis linguisticas

il S| ] Ep M [T Hn

nar 1

0e[ 1

n4r 1

Grau de Perinéncia

Posigéo.Populacional
Figura 5.12: Variaveis linguisticas para posi¢ao da populacao

Da mesma forma, como variavel de saida, consideremos a variagao populacional e
teremos como variaveis linguisticas: baiza positiva (Bp), média positiva (Mp), média alta
positiva (MAD), alta positiva (Ap), baiza negativa (Bn) , média negativa (Mn), média
alta negativa (MAn) e alta negativa (An). Assim, a figura (5.13) representa graficamente
essas variaveis linguisticas
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Figura 5.13: Variaveis linguisticas para variacao populacional

Considerando os resultados conhecidos sobre processos de difususao, considere a se-
guinte base de regras fuzzy:

1. Se a posicao dos individuos é baiza positiva Bp entao a variacao da populacao é
baiza positiva Bp;

2. Se a posicao dos individuos é média positiva Mp entao a variacao da populagao é
média positiva Mp;

3. Se a posicao dos individuos é média alta positiva M Ap entao a variacao da populacao
é média alta positiva M Ap;

4. Se a posicao dos individuos é alta positiva Ap entdo a variacao da populagao é alta
positiva Ap;

5. Se a posicao dos individuos é baiza negativa Bn entao a variacao da populacao é
baixa negativa Bn;

6. Se a posicao dos individuos é média negativa Mn entao a variacao da populagao é
média negativa Mn;

7. Se a posicao dos individuos é média alta negativa M An entao a variacao da popu-
lacao é média alta negativa M An;

8. Se a posicao dos individuos é alta negativa An entao a variagao da populacao é alta
negativa An

E dessa forma, a Figura 5.14 mostra o grafico de toda a variagao da variavel dependente
(Variacao da Populagdo) como funcio da variavel independente (Posi¢do da Populagéo)
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no modelo de Mamdani.

variagéo Populacional

_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-10 - -B -4 -2 1] Z 4 fi i] 10
Posico Populacional

Figura 5.14: Curva gerada a partir das regras de 1-8 usando MAMDANI.

Assim, com essa base de regras, o método de inferéncia de Mamdani e a defuzzificagao
dada pelo centro de massa, o sistema p-fuzzy nos leva a trajetoria ilustrada na sequéncia
de Figuras 5.15, 5.16, 5.17, 5.18, 5.19 e 5.20. Para tal, consideraremos como condicao
inicial Ny = 10 e coeficiente de difusao 0,5. Uma observacao importante é que o sistema
desenvolvido nos faz ficar despreocupados com o coeficiente de difusao, uma vez que o
mesmo é pedido no sistema dinamico desenvolvido.

Uma outra observacao importante é que o tempo, no nosso problema significa o nimero
de iteracoes que simulamos no Matlab. Essa informacao ¢ de grande importancia, pois
diminui a quantidade de dados necessarios para descrever o problema. Podemos assim,
escrever o sistema dinamico p-fuzzy da seguinte forma

(5.3)

Tpp1 = T + hAxy,
h é dado
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Figura 5.15: Condicao inicial t = 0.

Figura 5.16: Solucdao para t = 10.

Figura 5.17: Solu¢dao para t = 25.
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Figura 5.18: Solucao para t = 100.




Figura 5.19: Solucao para t = 250. Figura 5.20: Solucao para t = 500.
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Figura 5.21: Solu¢ao para t = 1000. Figura 5.22: Solu¢ao para t = 5000.

Como para cada iteragao (¢ = t*) temos uma curva entdo podemos plotar uma super-
ficie que sera nosso grafico da solucao p-fuzzy da equacao de difusao. Esse grafico esta
representado nas Figuras 5.23 e 5.24.

No sistema dinamico que desenvolvemos, encontramos uma solucao para um sistema
dinamico p-fuzzy difusivo para cada iteracao, ou seja, para cada k € N. Dessa forma, para
cada passo no tempo temos uma solucao para um problema de difusao p-fuzzy. Dessa
forma, para que possamos julgar se o método é eficaz ou nao plotamos a uniao dessas
solugoes que é dada pelas Figuras 5.23 e 5.24. Comparativamente achamos muito similar
ao grafico da solucdo deterministica dada pela Figura 5.9.
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Figura 5.23: Grifico da solugao p-fuzzy. Figura 5.24: Grdfico da solugao p-fuzzy.
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Capitulo 6
Aplicacoes

Neste capitulo daremos dois exemplos de aplicacoes das técnicas fuzzy em modelos de
dispersao de insetos. No primeiro, que trata da dispersao de besouros, usaremos base de
regras e extensao de Zadeh, considerando um modelo de dispersao unidimensional com
dados obtidos por Banks et al. (1985). O segundo exemplo que trata de difusao de moscas
varejeiras, usaremos um sistema fuzzy proveniente do principio da Extensao de Zadeh e
comparamos esse modelo alternativo com o deterministico.

6.1 Modelagem de dispersao de insetos

A maioria dos estudos que envolvem equagoes de difusao descrevem o movimento
em animais adultos, mas esta abordagem raramente costuma ser usada para estudar
dispersao em imaturos, cuja dispersao tem importantes consequéncias para as dinamicas
populacional e de comunidade, e estrutura genética de populacoes. Entretanto, os mesmos
resultados teodricos de dispersao por difusao em adultos podem ser aplicados para estudar
dispersao em imaturos.

Existe uma ampla literatura em estimativa e identificacao de parametros em proble-
mas governados por equacoes diferenciais parciais. Por varios anos, desenvolveram-se
algoritmos para identificacao de parametros em equacoes de transporte. Trabalhos re-
centes, voltados para modelagem de dispersao de insetos, tém usado dados experimentais
de liberacao de insetos marcados e posteriormente recapturados. No uso de um modelo
unidimensional, Banks et al. (1985) observou o movimento de besouros, em faixas de terra
cultivadas de 1 metro por 80 metros. Nao existindo outras plantas das quais os besouros
poderiam se alimentar , além destes arranjos lineares, seu movimento local era confinado
a pequenos movimentos num sentido e em outro, em cada arranjo linear.

Os insetos marcados eram liberados no ponto médio de cada arranjo linear, no inicio
do experimento, e durante trés dias, eram coletados os dados a respeito da dispersao
destes insetos ao longo de cada arranjo linear. Usando um modelo que contemplava

113



a variacdo espacial no coeficiente de dispersdo, Kareiva (1983) constatou que modelos
de transporte com movimento orientado se ajustava consideravelmente melhor do que
aqueles com difusao passiva. Permitindo variacao espacial nos coeficientes de equagao de
transporte, descrevendo mecanismos de difusao, de conveccao e além de fonte ou morte,
a equacao tem a forma
2
N D@2~ V() K(x) + £, 6) (6.1)
para t € (0,7] e z € (0,1). Para o movimento de insetos, foi constatado ajuste satisfa-
torio apenas nos periodos curtos (de um ou dois dias), e os sucessos deste modelo foram
contrabalanciados por falhas na descricao do movimento dos insetos no curso de trés dias.
Posteriormente, Banks et al. (1985) levantou a hipotese de que tais modelos haviam
falhado, em alguns casos, por causa da auséncia de variacao temporal nos parametros que
representam taxas de movimento e migracao de insetos. Dessa forma, foram considerados
modelos de dispersao de insetos a partir da equacao de transporte, com parametros que
variam temporalmente, bem como espacialmente, isto é:

u Pu 0
i D(x,t)@ - %(V(JE, tu — K(z,t)u) + f(z,t,5) (6.2)

para t € (0,7] e x € (0,1). Onde x é o espaco reescalonado, no qual o intervalo de
[0, 1] corresponde ao intervalo real de 100m, D(z,t) é o coeficiente de difusdo, V(x,t) é o
coeficiente de conveccdo, K (x,t) representa a taxa de decaimento e f(x,t, 3) representa
a adveccgao associada ao processo para [ sendo um agente externo.

Nesse problema, foram consideradas condigoes de contorno homogéneas:

u(0,t) =u(l,t) =0 (6.3)

com condicdo inicial u(0.5,0) = Ny e u(z,0) = 0 para  # 0.5, onde Ny é o nimero
de besouros marcados que foram liberados no ponto médio de cada arranjo linear, no
inicio do experimento. As condicoes de contorno u(0,t) = u(1,t) = 0 foram justificadas
pelo fato de que menos de 1 em cada 100 besouros marcados atingiram as extremidades
dos arranjos cultivados e porque nao havia alimento para sustentar os besouros fora dos
arranjos lineares.

Os dados experimentais eram observacoes da densidade de insetos em locais distribui-
dos regularmente em x. De fato, Banks et al. (1985) desenvolveu algoritmos de estimativa
numérica para determinar os coeficientes dependentes do tempo envolvidos no modelo
unidimensional

ou 0%u

— = D(t)=— — a(t)u, 6.4

= D)5y —alt) (6:4)
de modo a otimizar o ajuste com os dados experimentais. Isso pode ser feito, pois nao

foi observada nenhuma componente conectiva significativa, nem qualquer dependéncia
espacial nos coeficientes.
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6.1.1 Estimativa dos Parametros

Para a estimativa de parametros que variam com o espago e também com o tempo, de
modo a estabelecer um problema computacionalmente tratavel, os dados foram obtidos
através de trés experimentos distintos, diferindo um do outro quanto ao espacamento
entre faixas cultivadas. Reproduzimos na Tabela 6.1, os valores obtidos para coeficiente

de difusdo D(t) e para o coeficiente de decaimento da populacdo «(t) nos 3 primeiros dias
subsequentes a liberacao dos insetos.

D) | at)
0.0206 | 0.2559

0.0302 | 0.2486
0.00008 | 0.0056

0.0000 | 0.00014
Tabela 6.1: Valores de D(t) e «(t) nos 3 primeiros dias.

A representacdo grafica de D(t) e a(t) é dada pelas Figuras 6.1 e 6.2. E importante
observar que as curvas obtidas nas Figuras 6.1 e 6.2 foram ajustadas aos valores da
Tabela 6.1, de acordo com os critérios adotados no método dos quadrados minimos.

[].[].EL.

W N = O+

w ~

0.025

|
0.020

0.015

notor

{
0005

|
. N B B M |
0.5 1.0 1.5

.
2.0 2.5 30
Figura 6.1: Curva D(t) ajustada aos pontos apresentados na tabela 6.1.

Utilizando os dados e parametros determinados por Banks et al. (1985), foi simulado

no experimento, a liberacao de 20 insetos, em tnica posi¢ao, ou seja, no ponto médio de
um canteiro unidimensional com plantacao uniforme de 100m.
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Figura 6.2: Curva «(t) ajustada aos pontos apresentados na Tabela 6.1.

Foi formulado um modelo continuo, considerando uma tnica direcao, a do eixo dos
x, e ajustamos curvas aos valores obtido na Tabela 6.1, de tal forma que pudéssemos ter
fungbes D(t) e a(t), com a variavel independente ¢, que constituissem o melhor ajuste de
acordo com os critérios adotados no método de minimos quadrados.

Obtivemos como coeficiente de difusao:

D(t) = 0.01495(1 — tanh(15.65¢ — 28.34))

E coeficiente de decaimento:

a(t) = 0.1261[1 — tanh(36.39t — 70.89)]
Dessa forma, analisamos o modelo unidimensional (6.5)
ou 0*u

Como aplicagao vamos analisar a equagao (6.5), considerando diversas alternativas em
relacao aos coeficientes D e «, para efeito de comparagao entre os modelos deterministico
e fuzzy.

E estudaremos a equacao (6.5) nos seguintes casos:

a) D =10.01996 e « = 0.17
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b) D =0.01996 e o = (%)
¢) D=D(t) ea=0.17

d) D=D(t) e a = at)

6.1.2 Solucao deterministica x Solucao fuzzy

Na literatura existem diversas maneiras de se encontrar solugoes deterministicas para
problemas que envolvem difusao. Como visto na sec¢ao anterior vamos analisar os modelos
através de suas solucoes numéricas que sao computadas no intervalo 0 < x < 1, sendo que
esse intervalo esta reescalonado, representando o intervalo real de 100m, com a condicao
inicial:

u(z,0) =0sex #0.5
u(x,0) =20 se x =0.5
e as condicoes de contorno:
u(0,t) = u(l,t) =0

Consideraremos o mesmo periodo de tempo t para anélise do experimento, isto é,
periodo de 3 dias, expressos em termos de horas.

Caso a)

Neste caso, estudaremos um equacao de difusdo-reagdo, fazendo D(t) = 0.01996 e
a(t) = 0.17 (média dos valores obtidos na tabela 1). Entdo temos a equagao na forma

2
@ = 0.01996% —0.17u (6.6)
ot 0x?

Apo6s a liberacdo dos insetos no ponto médio de um canteiro, observa-se que ha pouca
dispersao. Em torno de 10 por cento dos besouros liberados nao se encontram mais
no ponto médio ap6s o primeiro dia existindo uma tendéncia natural dos mesmos a
agruparem-se em torno desse ponto. Alguns autores consideram esse efeito como tempo
de pesquisa inicial.

Por outro lado, se considerarmos a condicao inicial do problema incerto, podemos
definir essa condicao inicial como sendo um nimero fuzzy da forma

[a(z, 0)]" = [17; 20; 23]

Assim, temos a solucao fuzzy associada ao problema detrministico na forma:
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. 2
u(z,0) B_ﬁ

(470.01996¢)

’lAL(.’L',t) — —0.17¢t

No caso de procurarmos a solugao p-fuzzy para o problema do caso a), basta escolher-
mos as mesmas regras e as mesmas variaveis linguisticas do sistema dinamico do capitulo
5 (pois queremos modelar um problema de difusao) e escolhermos o sistema dinamico

Dessa forma as Figuras 6.3 e 6.4 mostram os graficos das solucoes p-fuzzy e deter-
ministica. No caso das Figuras 6.5 e 6.6 ¢ exibido a representacao grafica das solugoes
deterministica, p-fuzzy e fuzzy para os coeficientes escolhidos no item a).

Solugdo pfuzzy

Figura 6.3: Grdfico da solucio determinis- Figura 6.4: Grdfico da solugcao determinis-
tica e p-fuzzy associado a equagdio (6.6). tica e p-fuzzy associado a equacdo (6.6).
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Figura 6.5: Grdfico dos a-niveis da solugao
fuzzy, deterministica e p-fuzzy associado a
solugdo da equagio (6.6).

Figura 6.6: Grifico dos a-niveis da solugao
fuzzy, deterministica e p-fuzzy associado a
solugdo da equagao (6.6)

Olhando as solugoes em um tempo especifico, ou seja ¢t = t* temos nas Figuras (6.7)

e (6.8) o comportamento de cada solugao

T=1
25
20
©
=
2
EREls
=]
o
o
o
1]
=
o}
= 10
wr
=
o]
[}
5 =
0 | | |
-1 -0.8 -0 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Posigdo Populacional

Figura 6.7: Gréafico das solucoes fuzzy, deterministica e p-fuzzy no tempo t = 1 da solugao da

equacao (6.6).

119




T=3

Densidade Populacional

&1 -0.8 -0.6 -04 -0.2 1] 0.z 04 0.6 0.4 1
Posicdo da populagio

Figura 6.8: Grafico das solu¢oes fuzzy, deterministica e p-fuzzy no tempo ¢ = 3 da solucao da
equacao (6.6).

Caso b)

Agora vamos estudar a equacao

ou 0%u
o = 00310155 — 0.1261(1 — tanh(36.39¢ — 70.89))u (6.7)

Neste caso, apos o primeiro dia de liberacao, apenas 60 por cento da populacao nao esta
em torno do ponto médio do canteiro. Passados 3 dias de experimento, observamos os
insetos aproximarem-se dos extremos do canteiro. Isto mostra que a presenca de um
parametro variando temporalmente, faz com que haja um efeito maior no processo de
dispersao. As Figuras 6.9 e 6.10 ilustram bem esse fenémeno.

Dessa forma, para que tenhamos uma solugdo p-fuzzy associado ao item b) basta
escolhermos o sistema dinamico

Xiq1 = a5, + 0.01996Az), — (—%7k + 0.17)xy,

onde o termo (—O'T”k: + 0.17) do sistema dinamico escolhido foi obtido através do ajuste
da reta ligando os pontos a(t) = 0.2559 e «(t) = 0.00014.

Dessa forma, podemos observar o grafico das solugoes especificamente nos tempos
t =1et =3 nas Figuras 6.13 e 6.14.
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-1.0

Figura 6.9: Grdfico da solu¢ao determinis- Figura 6.10: Grdfico da solu¢ao determinis-
tica e p-fuzzy associado a equagio (6.7) tica e p-fuzzy associado a equagdo (6.7)

alpha niveis da solugdo fuzzy

Solugdo deterministio

5 Solugdo p-fuzzy \‘7
ok AN
’ . d

1o ' soluigdo pfuzzy

Figura 6.11: Grdfico dos a-niveis da solugao Figura 6.12: Grdfico dos a-niveis da solugao
fuzzy, deterministica e p-fuzzy associado a fuzzy, deterministica e p-fuzzy associado a
equagao (6.7) equagao (6.7)

Item c)

Analisaremos a equacao de difusao com coeficiente de difusao dependente do tempo e
coeficiente de decaimento constante. Assim, temos

ou 9%u
S = 0:1495(1 — tanh(15.65 - 28.30)) 55 — 0.17u (6.8)
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Posicdo da populagio

Figura 6.13: Grafico das solu¢oes fuzzy, deterministica e p-fuzzy no tempo ¢t = 1 da solucao da
equacao (6.7).

T=3

Densidade populacional

0 | 1 1 1 | 1 ! 1 | 1 |

3 -0.8 -0.6 -04 -0.2 1] 0.z 04 0.6 0.8 1
Posigdo Populacional

Figura 6.14: Grafico das solugoes fuzzy, deterministica e p-fuzzy no tempo ¢t = 3 da solucao da
equacao (6.7).
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Dessa forma, para que tenhamos uma solugao para o sistema dinamico p-fuzzy associado
ao item c) basta escolhermos o sistema dinamico

X1 = ap + (— 2020k 4 0.01998) Ay, — 0.17,

As Figuras 6.15 e 6.16 fazem a comparagao da solu¢ao deterministica com a p-fuzzy e as
figuras 6.17 e 6.18 mostram todas as solucoes juntas: Deterministica, p-fuzzy e fuzzy.

Soligdo p-fuzzy Solugdo p-fuzzy

Solugo deterministica Soligéo detm/fisz:a

Figura 6.15: Gridfico da solugciao determi-  Figura 6.16: Grdfico da solug¢ao determi-
nistica e p-fuzzy associado a equagdo (6.8)  nistica e p-fuzzy associado a equagio (6.8)
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Figura 6.17: Grdfico dos a-niveis da solu-  Figura 6.18: Grdfico dos a-niveis da solu-

cao fuzzy, deterministica e p-fuzzy associ-  ¢ao fuzzy, deterministica e p-fuzzy associ-
ado a equagao (6.8) ado a equagdo (6.8)
T=1

20

Densidade Populacional

0
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.z 04 0.6 0.4 1
Posigdo populacional

Figura 6.19: Grafico das solugoes fuzzy, deterministica e p-fuzzy no tempo ¢ = 1 da solucdo da
equagao (6.8).
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T=3

Censidade populacional

]
&1 -0.8 -0.6 -04 -0.2 1] nez 0.4 0.6 0.8 1
Posicdo Populacional

Figura 6.20: Grafico das solugoes fuzzy, deterministica e p-fuzzy no tempo ¢ = 3 da solucao da
equacao (6.8).

Item d)

Agora, analisaremos a equacao de difusao decaimento com coeficiente de difusao de-
pendente do tempo e coeficiente de decaimento também dependente do tempo. Assim,
temos

ou 0u

ETin 0.1495(1 — tanh(15.65t — 28.34))m —0.1261(1 — tanh(36.39¢t — 70.89))u (6.9)

x

As Figuras 6.21 e 6.22 fazem a comparacao da solugdo deterministica com a p-fuzzy e
as Figuras 6.23 e 6.24 mostram todas as solucoes juntas: Deterministica, p-fuzzy e fuzzy.

Dessa forma, para que tenhamos uma solucao para o sistema dinamico p-fuzzy asso-
ciado ao item b) basta escolhermos a iteracdo

Xi1 = zp + (2098 E 4 0.01998) Az, — (— %7k + 0.17)zy,

onde os termos —%2030k +0.01998) e —% k + 0.17 foram escolhidos a partir do ajuste
da reta passando por D(t) = 0.0296, D(t) = 0 e a(t) = 0.2559, «a(t) = 0.00014 respecti-
vamente.
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Solugéo deteministia

Solugéo determini stica Soligdopuzzy

Figura 6.21: Grdfico da solu¢ao determi-  Figura 6.22: Grdfico da solucao determi-
nistica e p-fuzzy associado a equagao (6.9)  nistica e p-fuzzy associado a equagao (6.8)

Solugdo p-fuzzy

Figura 6.23: Grdfico dos a-niveis da solu-  Figura 6.24: Grdfico dos a-niveis da solu-
cao fuzzy, deterministica e p-fuzzy associ-  ¢ao fuzzy, deterministica e p-fuzzy associ-
ado a solugao da equ¢do (6.9) ado a solugao da equagio (6.9)

6.2 Modelo de difusao aplicado a dispersao larval

Nesta secgao vamos estudar o modelo proposto por Bassanezi et al. (1997) conside-
rando a condigao inicial do problema de difusdao incerta. Em Bassanezi et al. (1997) é
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Figura 6.25: Grafico das solugoes fuzzy, deterministica e p-fuzzy no tempo ¢ = 1 da solucao da
equacao (6.9).

T=3

Censidade populacional

0 I I I 1 1 1 I I I
3 -0.8 -0.6 -04 -0.2 1] 0z 0.4 0.6 0.8 1
Posigao dos individuos

Figura 6.26: Grafico das solugoes fuzzy, deterministica e p-fuzzy no tempo ¢t = 3 da solucao da
equagao (6.9).
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proposto um modelo de difusao aplicado a dispersao larval pos-alimentar. Neste estudo,
uma abordagem de difusao é empregada para modelar a forma de dispersao larval desde
o substrato alimentar, baseado em dados experimentais de trés espécies de varejeiras,
Chrysomya megacephala, C. putoria e Cochliomyia macellaria.

Os modelos de difusao tém sido amplamente utilizados para localizar problemas eco-
logicos e tém sido particularmente tuteis para analisar a dispersao em insetos adultos.
Contudo, esta abordagem aparentemente nao tem sido explorada para compreender o
comportamento da dispersao de insetos imaturos tais como as moscas varejeiras, onde
dois grupos de individuos interagem, aqueles que estao migrando ativamente e aqueles
que ja se enterraram no substrato.

O presente esforco é uma primeira aproximagao para o complexo problema de dispersao
larval, que inclui fatores que agem em nivel individual, tais como, o peso minimo necessario
para a pupacao e aqueles que intervém nos niveis populacional e de comunidade incluindo
o tempo e a velocidade com que as larvas deixam o substrato, o padrao espago-temporal
de predacao e parasitismo, a composicao fisica do substrato, e a disponibilidade de locais
adequados para pupar.

A aplicacao da teoria de difusao tem uma rica tradicao de mecanismos e processos em
biologia populacional, e n6s acreditamos que a abordagem apresentada aqui segue esta
tradicao. Como em outros estudos, foram feitas hipoteses simplificadoras tais como a
invariancia de coeficientes de difusao com espaco, tempo, e densidade larval. Todavia, o
proposito primério do modelo apresentado aqui foi desenvolver um arcabouco para analisar
a dispersao de insetos imaturos que vivem em carnica ou outros substratos efémeros.

A abordagem passiva do modelo de difusao simples tomada aqui inclui duas caracte-
risticas relevantes que explicitamente leva em conta a dispersao de fase da vida e assume
que a as distancias de dispersao sao limitadas, o que é comumente considerado como
uma limitacao nos modelos de difusao tais como aqueles aplicados & dispersao de insetos
adultos.

Os modelos de difusao podem ser escritos na forma

du _ DA+ f(u)

ot
onde f(u) é o termo que descreve a variagao da populagdo com relacdo a nascimento e
morte, e em também, adveccao.

Foi tomada vantagem da flexibilidade dos modelos de difusao para incorporar ca-
racteristicas comportamentais de dispersao no estagio larval. O modelo inclui a difusao
classica e velocidade na forma de adveccao, e também uma funcao que descreve o processo
de enterramento das larvas no substrato para se tornar pupa.

O foco nestas moscas ¢ motivado pelo fato de duas espécies de C'hrysomya, que sao
nativas do Velho Mundo, Australia e Asia, serem parte de uma invasdo continua das
Ameéricas. A invasao das moscas dispersou-se rapidamente em todo o continente e, apa-
rentemente causou o declinio no niimero populacional da espécie nativa, C' macellaria.
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O processo de dispersao larval pos-alimentar, a partir do substrato alimentar, em
caloforideos tais como C. megacephala, C. putoria e C. macellaria, envolve individuos
que estao dispersando enquanto alguns deles comecam o enterramento no substrato para
pupacao. Por causa desta caracteristica, a forma de dispersao somente pode ser inferida
quando todos os individuos tiverem pupado.

Para cada espécie, depois que todos os individuos puparam no substrato, foi contado
o namero de pupas observadas a cada 20cm de intervalo do ponto de lancamento (carcaga
colocada em uma extremidade da caixa) a uma extremidade da caixa. As distancias
individuais de dispersao foram entao medidas como a distancia percorrida pela larva,
pos-alimentada, do “ponto de lancamento”ao sitio de pupacao.

O nimero de pupas encontrado em cada intevalo foi plotado contra a distancia per-
corrida pelas larvas e o padrao geral que emerge deste conjunto de dados ¢ similar para
as trés espécies que nao se moveram para longe do substrato alimentar, e o nimero de
larvas em dispersao diminui com a distancia.

Nao obstante, as duas espécies invasoras diferem notavelmente da espécie nativa na
forma de dispersao. Em C. megacephala e C. putoria, a forma de dispersao mostra um
padrao de oscilagoes, enquanto na espécie nativa , C. macellaria, o nimero de larvas em
dispersao aparentemente declina monotonicamente como visto na Figura 6.27.
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Figura 6.27: Ajuste do modelo de difusdo baseado na solugao.

129



6.2.1 Modelo de Difusao deterministico

O modelo de difusao tratado em Bassanezi et al. (1997) é o unidimensional dado por

2
%(w,t) = DG—;(I, t) + a%(m,t) — h(x,t) (6.10)
onde c¢(x,t) é a concentracdo de larvas na superficie, = é a coordenada espacial unidi-
mensional, t é o tempo do processo, D é o coeficiente de difusao e a é o coeficiente de
proporcionalidade da velocidade de adveccao das larvas.

Os dois primeiros termos de equacao 6.10 descrevem o movimento das larvas na su-
perficie do substrato. O ultimo termo h(z,t) mede a taxa de enterramento das larvas.
Como uma aproximacao a forma de disseminacao das larvas mostrada na Figura 6.27, o
processo de enterramento das larvas no substrato declinou exponencialmente com a dis-
tancia dispersada pelas larvas e foi diretamente proporcional & diferenca na concentragao
das larvas. Essas hipoteses entao levam a:

(2" — )

:U*

h(z,t) =k (CO e — c(x,t)) (6.11)

para t < t* e x < 2, onde k£ é uma constante de proporcionalidade, ¢y é a quantidade
inicial de larvas, * é a distancia maxima de viagem da larva e t* é o tempo maximo de
dispersao. Note que c(x,t) > 0 e h(z,t) > 0 para t < t*, por outro lado, se t > t* entdo
c(x,t) = h(x,t) =0.

A concentragdo de larvas enterradas em algum ponto é dado por

c*(m,t):/o h(z,T)dr (6.12)

Usando (6.11) e (6.12) temos

ke t
c(x,t) = —*O(x* —x)te” " — k:/ c(x, 7)dr (6.13)
z 0
parax < ¥ et < t*.
Quando t < t* nao existe larvas deixadas no substrato, nesse caso

k -
c(z, ") = —C*O(x* —r)t'e" — k/ c(xz, T)dr (6.14)
0

T

que descreve o fim do ciclo larval de dispersao logo

%(x,t*) ~0 (6.15)
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De (6.10) e (6.15) temos

DI+ 0%l —hat) =0 (6.16)

para t =t*
Desde que as derivadas na equacao 6.16 nao dependam do tempo, temos

?c adec k kco
0x? + D Ox + D’ Da (27— @)e (6.17)
A solucao da equagao homogénea (6.17), que fornece a estabilidade do processo é dada
por:

cn(x) = AeM® + Ber2®

onde

)\i:*ﬁ— Vi i=1,2

2 ?
parap:%eq:%.
As partes reais de A\; e Ay sao sempre negativas, produzindo solu¢des com decaimento
exponencial. O caso p? < 4q é relevante para o entendimento da dispersao larval por
causa das raizes complexas associadas. Se p? < 4¢ nos temos que

(1/2

— < 4k 6.18
L < (615)

Se (6.18) vale, entao

2
2

cn(z) = Beos(wr — e 2* (6.19)

v/ 4q—p?

onde, w = ~—
Uma solucao particular para 6.17 pode ser dada por

cp(x) = (By + Az)e™™™ (6.20)
Substituindo ¢,(x) em (6.18) temos

_ —qco __ geo(p—2r4z* (r’—pr+q))
A = 7 (rF—priq) © By = z* (r2—pr+q?)

Logo, a solugao geral de (6.16) ¢ dada por
o(z) = Beos(wr — 0)e 2" + (By 4+ Ayz)e™™ (6.21)

Usando (6.21) em (6.14), temos a solugdo de distribuigao da larva em equilibrio na
forma

¢ (%) = — Bt cos(wx — 0)e 5" + kt*(Co — By — (Ay + 2)z)e ™. (6.22)
xXr
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Figura 6.28: Ajuste do modelo de difusao baseado na solucdo da equacdo (6.22)

6.2.2 Modelo fuzzy

Consideremos que a condi¢ao inicial nao ¢ bem determinada, ou seja, suponha que
o nimero de larvas na carcaca nao é bem conhecido. Dessa forma considere a condicao
inicial ¢y um ntmero fuzzy (considerando que ¢y tenha grau de pertinéncia 1).

Dessa forma como a soluc¢ao da equagao (6.22) é continua em ¢y podemos definir uma
solugao fuzzy, como sendo a Extensao de Zadeh da solu¢ao deterministica (6.22), ou seja
e, (t) € definida tal que

*

—Bkt* cos(wx — 9)6_% + kt* (cg (1 — %) — (B + A1$)> e

GO = [Pkt coswn — ) F +kt* (ch (1= 2) = (B + Aw)

8

sendo sua representacao grafica dada nas Figuras 6.28, 6.29, 6.30 e 6.31.
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Figura 6.29: Solugao fuzzy para a espécie C. megacephala.

Chysomya putaria
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Figura 6.30: Solugao fuzzy para a espécie C. putoria.
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Cochilomyia macellaria
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Figura 6.31: Solugao fuzzy para a espécie C. macellaria.

Assim, os insetos cujos estdgios imaturos migram a partir da procura de alimentos
possuem um mesmo comportamento mesmo considerando a condicao inicial de larvas
com pequenas variagoes. O elemento do fluxo ¢4, (t) com maior grau de pertinéncia é a
curva deterministica.

6.2.3 Discussao

Insetos cujos estagios imaturos migram da fonte de alimento a procura de sitios de pu-
pacao caracterizam um sistema particular com duas populacoes; uma de larvas migrando
ativamente e outra de larvas enterrando-se para pupar. O processo de dispersao larval
estd completo quando todas as larvas enterraram-se e nenhuma larva permanece dispersa
no substrato.

Estes aspectos fundamentais foram levados em conta no nosso modelo pela adicao
a equacao de difusdao de uma funcao, h(z,t), descrevendo o processo de enterramento
larval no substrato. Esta funcao envolve parametros biologicos importantes tais como
a concentracao inicial de larvas, a distancia maxima percorrida pelas larvas durante a
dispersao e o tempo tomado para a dispersao ocorrer. A forma desta funcao foi inferida
de dados experimentais apresentados aqui que sugerem que o declinio do nimero de pupas
com a distancia da fonte é exponencial.

A equagao de difusdo incorporando a funcdo de enterramento produziu uma solu-
¢ao analitica (6.22), que descreve a distribui¢do até o equilibrio de larvas enterradas no
substrato. Essa solucao analitica foi usada para comparar o comportamento de dispersao
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previsto pelo modelo de difusao com os dados observados para C. megacephala, C. putoria
e C. macellaria.

A equagao (6.22) foi ajustada aos dados usando uma regressao nao-linear cujos detalhes
estao descritos no Apéndice de Bassanezi et al. (1997). Neste artigo encontramos o ajuste
da equagao (6.22) aos dados de dispersao para as trés espécies e assim demonstrando que
a distribuicao até o equilibrio, dada pelo modelo de difusao é consistente com o padrao
observado de dispersao larval nas varejeiras analisadas aqui.

Em outras palavras, a equacao de difusao incorporando a fun¢ao de enterramento pa-
rece dar conta de ambas as diminuicoes (oscilatoriadria e monotonica) no nimero de pupas
com o aumento da distancia da fonte de alimento. A complexidade no comportamento de
dispersao, como indicado pela igualdade em (6.19), é aparentemente o resultado de uma
interagao entre a velocidade (a?), o movimento aleatorio das larvas nestas varejeiras indi-
cadas pelo coeficiente de difusao (D), e também envolve a constante de proporcionalidade
(k) que rege a taxa pela qual as larvas se enterram no substrato.
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Conclusoes e pespectivas futuras

No capitulo 3 fizemos o estudo das equacoes diferenciais parciais de difusao fuzzy que
nos trazem um método alternativo de tratarmos a modelagem de processos difusivos onde
temos parametros e/ou condi¢oes iniciais incertas. Nos casos de modelos que simulem
fendmenos reais, temos uma imprecisao em praticamente todos os parametros. Nosso
trabalho traz mais um instrumento para tratamento de um desses parametros, fazendo
para isso, a condicao inicial fuzzy e definindo condicoes para que a solucao fuzzy seja
tnica, além de garantir que essas solucoes sejam assintoticamente estaveis.

Ja no capitulo 4, a partir do que foi exposto neste capitulo, temos que todas as proprie-
dades de um fluxo deterministico se transferidas para o fluxo fuzzy associado a sistemas de
difusao-reacao-adveccao fuzzy, com coeficiente de difusao dependente do tempo, produzem
propriedades similares as da teoria classica com a vantagem de transferir a subjetividade
ao longo do processo.

No capitulo 5, estdvamos interessados em encontrar solucées fuzzy ao qual nao sa-
biamos a solucao deterministica e nem os parametros associados ao problema de difusao.
Através de uma base de regras conseguimos descrever o processo de difusao desejado com
a mesma eficicia da equacao deterministica. O mais interessante neste processo é que
necessariamente nao se tem condicoes de saber o melhor modelo, se o deterministico ou o
p-fuzzy, uma vez que os resultados apresentados sao muito semelhantes como podemos ver
na Figura 5.23. A modelagem nem sempre pressupoe que se tenha dados reais, a intuicao
ou o bom senso pode guiar as formulagoes dos modelos. Do ponto de vista educacional o
melhor modelo é secundario pois sempre se pode fazer um melhor do que o anterior e sem-
pre se pode imaginar situagoes diferentes para o mesmo fenomeno (Bassanezi e Pompeu
(2005)). Neste trabalho mostramos que é possivel utilizar uma SBRF para modelar o
comportamento da densidade populacional de uma espécie quando se quer levar em conta
a difusao dos individuos.

Nos acreditamos que os modelos fuzzy apresentados aqui podem provar serem ins-
trumentos tuteis para explorar a dinamica de dispersao por difusao de organismos tais
como moscas varejeiras, besouros e outros dipteros e insetos onde a mesma fase do ciclo
de dispersao em imaturos tem dois estigios, isto é, uma se movendo ativamente e outra
enterrando-se no substrato(como visto no capitulo 6). Além de produzirem ferramentas
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essenciais para o estudo da dispersao em geral. Nao queremos com esse trabalho, afir-
mar que o modelo fuzzy é mais eficaz. O que buscamos aqui é desenvolver uma maneira,
alternativa que auxilie na interpretagao dos resultados.

Sabemos que muito ainda se tem por fazer, sendo assim, podemos citar possibilidades
de trabalhos futuros, tais como:

a)

Definir solucao fuzzy para um problema de difusao em que o coeficiente de difusao é
parcialmente conhecido, utilizando extensao de zadeh. Além de extender a mesma
técnica para outras equacoes diferenciais parciais.

Estudar problemas de valor inicial fuzzy em que a condicao de contorno é incerta,
possibilitando assim, um estudo mais apurado sobre a polui¢ao em rios, lagos e mares
por exemplo, onde a condicao de fronteira dos lagos, rios e mares sao afetados em
virtude das marés, secas e periodo de chuvas.

Obter coeficientes, antes desconhecidos para a equacao de difusao classica, usando
base de regras. Observe que dessa forma, podemos encontrar a equacao de difusao
classica associada ao problema.

Definir e encontrar superficies minimas fuzzy, baseado no fato de que uma super-
ficie minima é uma superficie em que fixados todos os pontos do bordo, quaisquer
dois pontos sao ligados por infinitas curvas, podemos considerar esse bordo par-
cialmente conhecido. Podendos usar também as transformadas conhecidas, como
por exemplo Weierstrass e Ribancur, considerando alguma fungao ou parametro das
transformadas como incertos.

Esperamos assim, ter ajudado a enrriquecer esse ainda pouco explorado mundo das
equagoes diferenciais parciais fuzzy.
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