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"Tudo tem a sua ocasiao propria, e hd tempo para todo propdsito debaizo do céu.
Ha tempo de nascer, e tempo de morrer;

tempo de plantar, e tempo de arrancar o que se plantou;

tempo de matar, e tempo de curar;

tempo de chorar, e tempo de rir;

tempo de buscar, e tempo de perder;

tempo de estar calado, e tempo de falar;

tempo de guerra, e tempo de paz."

Eclesiastes, 3 : 1-8.
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Resumo

A partir das desigualdades de Hamming e Gilbert-Varshamov obtém-se um limi-
tante superior e um limitante inferior para o niimero de pontos de um cédigo numa
variedade flag geométrica. Isto é feito tomando-se uma estimativa para o volume
de bolas geodésicas, que resulta de calculos envolvendo a curvatura seccional destas
variedades. Em particular, sao derivados limitantes para empacotamentos de esferas
numa variedade de Grassmann complexa. Um limitante superior para a distancia
minima também é obtido através da inversa da funcao que calcula o volume de um
chapéu esférico. Esta técnica geométrica também é aplicada no estudo de limitan-
tes para empacotamentos em alguns casos particulares de variedades flag maximais.
Através de procedimentos computacionais, tais limitantes sdo implementados nume-
ricamente em alguns exemplos. Uma motivacao para este trabalho foi a busca de
possiveis extensoes de alguns resultados sobre as grassmanianas complexas, cujo in-
teresse na area de comunicagoes vem de uma interpretacao que pode ser feita da

transmissao em canais MIMO nao coerentes via cédigos em tais variedades.






Abstract

Upper and lower bounds for the number of points of codes in geometric flag
manifolds are obtained from Hamming and Gilbert-Varshamov inequalities. This is
done by taking an estimate for the volume of geodesic balls, as a result of calculations
involving the sectional curvature of such manifolds. As a particular case, sphere
packing bounds in complex Grassmann manifolds are derived. An upper bound on
the minimum distance is also obtained through the inverse mapping for the volume of
spherical caps. This geometric technique is also applied in the study of sphere packing
bounds in some particular cases of full-flag manifolds. Such bounds are numerically
implemented in some examples. One motivation for this work was the search for
possible extensions of some results on complex Grassmann manifolds, which interest
in communications comes from a model for the transmition on non-coherent MIMO

channels via codes in such manifolds.
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CApriTULO 1

INTRODUCAO

Um dos problemas fundamentais da Teoria de Codigos é o estudo da relagao en-
tre o nimero de pontos de um codigo e sua distancia minima. Em se tratando de
codigos em variedades diferenciaveis, podemos destacar os cddigos esféricos (isto é,
arranjos finitos de pontos sobre a esfera S"~! C IR"), bastante estudados por suas
aplicagoes, nao apenas em transmissao de sinais, mas em diversas outras areas do
conhecimento. Coédigos em outros tipos de variedades também vem sendo bastante
estudados, nao apenas por se tratar de uma generalizacao natural dos coédigos esféri-
cos, mas também pela descoberta de suas aplicagoes em alguns ramos da Teoria de
Informacao. A motivacao deste trabalho surgiu do estudo de interessantes conexoes
apresentadas nos tultimos anos entre cenarios de comunicacao wireless de multiplas

antenas e distribuicoes de pontos nas variedades de Grassmann e Stiefel complexas.

A ilustracao abaixo representa um sistema genérico de comunicagao [17].

| Fonte de | Codificag&o Codificagdo Hodulador
Informacgéo de Fonte de Canal

~~~~~~~~{Canal

: Decodificacgéo Decodificacgéo [
de Fonte de Canal Demodulador |

Figura 1.1: Diagrama de blocos de um sistema de comunicacao.




As caracteristicas especificas destes sistemas variam de acordo com o tipo de co-
municacao e a natureza da informacao transmitida. Por exemplo, o esquema pode
descrever uma conversa por telefone, a comunicagao entre computadores ligados em

rede, transmissoes de radio e TV, a gravacao de um CD, entre outros.

Em um sistema de comunicacao digital, a informacao gerada na fonte é convertida
em um sinal digital, isto é, uma sequéncia de digitos binéarios. Esta primeira etapa
do processo de codificagao é chamada codificacao de fonte. O objetivo da codificagdo
de canal é adicionar alguma redundancia na sequéncia de digitos binarios gerada pelo
codificador de fonte. Este procedimento, de carater sistematico e nao aleatério, é
feito para que o receptor possa tomar vantagem da informacao redundante adicio-
nal para recuperar uma eventual sequéncia de informagao corrompida. O modulador
transforma a informacao digital em sinais capazes de ser transmitidos através do ca-
nal. Por exemplo, se o canal do sistema é um cabo de fibra 6tica entao o modulador
trasformara a informacao digital em pontos de luz, para que assim possam viajar
através da fibra. E do canal de comunicacio que provém a conexao entre a fonte e o
destino da informagcao. As informacoes precisam viajar através de um meio fisico para
atingir o receptor, e este meio é justamente o canal. Existem varios tipos de canais,
dependendo do tipo de informacao transmitida, tais como a atmosfera em transmis-
soes sem fio, ou cabos de rede na comunica¢ao entre computadores. Geralmente, é
nesse ponto do processo de comunicacao que a informagao é corrompida pelo ruido.
Contudo, convém observar que a informacao também pode sofrer interferéncia em
outras etapas. O demodulador detecta e estima o sinal corrompido do canal, rever-
tendo o processo para obter um novo sinal digital. Este sinal nao é necessariamente
o mesmo gerado pelo codificador de canal, pois ele pode ter sofrido interferéncia do
ruido. O decodificador de canal faz o processo inverso, isto é, elimina a redundéncia
adicionada pelo codificador de canal, assumindo que o sinal que fora transmitido é
o ponto mais proximo do recebido. Finalmente, o decodificador de fonte recupera a

mensagem original.

Independentemente do tipo de canal, é razoavel assumir que o ruido atua de modo
incerto e/ou imprevisivel. Portanto, o ruido no canal é caracterizado matematica-
mente por uma variavel aleatéria ou por um processo estocastico. Em um canal
bindrio simétrico sao transmitidas apenas sequéncias de 0’s e 1’s. Além disso, todos
os simbolos tem a mesma probabilidade de serem recebidos errados e a probabilidade

de que um simbolo recebido errado seja qualquer um dos outros é a mesma [10].



Um outro modelo comum para um canal de comunicagao é o canal de ruido aditivo.
Neste tipo de canal, o sinal transmitido ¢ corrompido por um ruido aditivo, que é um
processo estocastico bastante comum. O ruido aditivo é causado internamente pelos
componentes eletronicos que sao usados para implementar o sistema de comunicagao,
ou por interferéncia encontrada na transmissao, como por exemplo, a interferéncia
causada por outros usuarios no canal. Se o ruido é introduzido primariamente por
componentes eletréonicos e amplificado até o destino, ele é designado ruido termal.
Este tipo de ruido é caracterizado matematicamente como um processo de ruido
Gaussiano branco. Portanto, o modelo matematico resultante é usualmente chamado
canal AWGN, abreviacao de additive white Gaussian noise. Como este tipo de canal
descreve uma grande classe de canais para sistemas implementéveis na pratica, este é
o modelo de canal predominantemente estudado na anélise e construgao de sistemas

de comunicagao [17].

De todas as etapas do processo de comunicagao descrito acima, ¢ na
codificagao/decodificagdo da informagao que se insere a motivagao principal deste
trabalho. A teoria dos cddigos corretores de erros busca maneiras de se realizar esta
comunicagao de forma eficiente, barata e o mais fiel possivel. Um cddigo é um con-
junto de simbolos especiais, escolhidos para que sejam facilmente distinguiveis entre
si, mesmo sob a interferéncia do ruido [32]. Do ponto de vista matemético, um co-
digo C pode ser considerado como um subconjunto finito de um espago métrico. Para
que C seja um bom codigo é conveniente que seus pontos sejam escolhidos o mais
distantes possiveis uns dos outros, pois é através da distancia que erros de transmis-
sao podem ser detectados, e eventualmente, corrigidos. De um modo geral, quanto
maior a distancia entre seus elementos, maior sera a capacidade de detecgao/corre¢ao
de erros do codigo. Codigos de Hamming, codigos esféricos, codigos LDPC, codigos
turbo, codigos quanticos, entre outros; sao apenas alguns exemplos. Todos diferentes
quanto & natureza de seus elementos, mas desenvolvidos com o objetivo comum de
atingir a maior eficacia possivel na transmissao de sinais. Existem varios parametros
de interesse usados para medir as caracteristicas de um codigo. Alguns deles sao:
taxa de informagao, distancia minima entre pontos, raio de cobertura, kissing num-
ber, coeficiente de quantizagdo, dentre outros. Portanto, otimizar (isto é, maximizar
ou minimizar) estes pardmetros, tornou-se objeto de grande interesse na pesquisa

envolvendo codigos corretores de erros.

Um co6digo em uma variedade diferenciavel M é definido como um subconjunto



finito de pontos C C M. O empacotamento de esferas associado a C é formado pelo
conjunto de esferas da variedade centradas nos pontos do cdédigo e com maior raio
possivel (igual & metade da distancia minima) de tal forma que duas destas esferas no
méaximo se tangengiam. Trataremos aqui de empacotamentos de esferas (ié. codigos)
em variedades flag F, especialmente nas de tipo geométrico [5]. Mais especificamente,
estudaremos a relacao entre a quantidade de pontos de um codigo em F e sua distan-
cia minima. As variedades flag geométricas formam uma classe especial de espagos
homogéneos compactos que engloba as variedades de Grassmann, pois se tratam de
conjuntos formados por seqiiéncias de subespacos encaixados. Considerando-se o
grupo especial unitario SU(n), composto pelas matrizes unitarias A € ¢"™*" tais que
det(A) = 1, a variedade flag geométrica pode ser caracterizada pelo espago quociente
SU(n)

F(n:ng,..,ng) = ST x X T’ (1.1)

onde n =Y " n;. Assim a variedade de Grassmann complexa, que ¢ definida como
o conjunto dos subespagos m-dimensionais em €™ e tem estrutura dada pelo quo-

ciente

SU(m +n)
S(U(m) x U(n))’

G (@) = (1.2)

¢ um caso particular de variedade flag.

A andlise de cenarios de comunica¢ao MIMO (Multiple-Input Multiple-Output)
com m antenas de transmissao e ¢t > m simbolos transmitidos, revelou que esquemas
de codificacao relevantes podem ser descritos como colegoes finitas de pontos sobre a
variedade de Grassmann compleza G,,(@"), se o canal ¢ desconhecido pelo receptor,
e na variedade de Stiefel compleza V,,(@"), se o canal ¢ conhecido pelo receptor [35].
Apesar de existir uma vasta literatura tratando das variedades de Grassmann (|7,
[16], [33] e [34]), o problema de encontrar os melhores empacotamentos nestes espagos
tem recebido pouca atencao [8]. Em [8] os autores apresentam extensos calculos neste
problema, para casos particulares em dimensoes fixadas, através de um mergulho da
Grassmanniana em uma esfera Euclidiana de raio e dimensao convenientes. Estes cél-
culos os levaram a considerar como mais adequada para a variedade de Grassmann a
a definicao da distdncia cordal, descrita na segao 3.2. Em [3], os autores calcularam
limitantes assintoticos para distancia minima de empacotamentos nas variedades de
Grassmann e Stiefel, baseados em uma expressao assintética para o volume de bolas.

A abordagem desenvolvida em [2| consiste em relacionar as variedades de Grassmann



e seus codigos associados a varios produtos de two-points homogeneous spaces, e assim

derivar limitantes superiores para estes codigos.

Neste trabalho seguimos a interessante abordagem de estimar o volume de uma
bola geodésica em uma variedade Riemanniana (M )\) a partir de dados sobre sua
curvatura [14]. Considerando propriedades geométricas especificas das variedades
flag e peculiaridades de sua curvatura seccional, podemos derivar expressoes que nos
permitem encontrar limitantes para empacotamentos de esferas nestes espagos [5]. As
desigualdades de Gilbert- Varshamov e Hamming serao os principios utilizados para a
obtencdo destes limitantes. Se M? é uma variedade diferenciavel compacta, munida
de uma distancia topologica § e uma medida invariante dv (ié. o volume de uma bola
métrica Bj(r) nao depende do seu centro), entdo os limitantes de Gilbert-Varshamov

e Hamming podem ser enunciados, respectivamente, como [18]:

e Dado py > 0, existe um codigo C C M com distancia minima 6(C) > po, tal

que

v (Bs (po)) = (1.3)

e Para todo codigo C C M vale

(o) <53 g

Com o objetivo de calcular a curvatura seccional de um espago homogéneo munido
de uma métrica normal, iniciamos o segundo capitulo com uma descricao das pro-
priedades fundamentais deste tipo de variedade, que por sua vez, engloba os objetos
principais de nosso estudo: as variedades flag e as grassmannianas. Apresentamos
mais detalhadamente a seguir as desigualdades de Hamming e Gilbert-Varshamov,
que serao utilizadas na obtenc¢ao dos resultados principais do segundo capitulo. Ainda
neste capitulo, descrevemos a técnica de Bishop-Gunther [14] que fornece meios de
estimar o volume de uma bola geodésica em uma variedade diferenciavel a partir de
informagoes sobre sua curvatura. Esta estimativa é fundamental para o calculo dos

nossos limitantes.

No terceiro capitulo apresentamos detalhadamente alguns aspectos da geometria
das variedades flag geométricas, com o objetivo principal de descrever matricialmente

vetores em seu espaco tangente. Tal descricao é utilizada no calculo da curvatura



seccional e da curvatura de Ricci destes espagos. Desse modo, podemos combinar as
desigualdades de Hamming e Gilbert-Varshamov & estimativa de volume de Bishop-
Gunther e estabelecer um limitante inferior e um limitante superior para o niimero
de pontos de um codigo numa variedade flag geométrica [5]. Ainda, um limitante
superior para a distancia minima de um codigo é derivado da mesma técnica, e calcu-
lado através da inversa da funcao que fornece o volume de um chapéu numa esfera de
raio apropriado. Estes sao os resultados principais deste trabalho. Finalmente estes
limitantes sao calculados numericamente em alguns exemplos através de procedimen-
tos computacionais usando o programa Wolfram - Mathematica. Numa tentativa de
estender nossos resultados, damos atengao especial na tltima se¢ao ao estudo da cur-
vatura de variedades flag maximais. A partir de um grupo de Lie complexo e simples,
definimos a variedade flag generalizada via a decomposicao da algebra de Lie associ-
ada em espacos de raizes. Fixada uma base de Weyl, obtemos uma férmula para a
curvatura de Ricci destas variedades no caso maximal, que depende exclusivamente
das constantes de estrutura da algebra. Mostramos ainda que esta nova férmula,
quando restrita as variedades flag geométricas, coincide com a expressao encontrada

na secao anterior.

No quarto capitulo descrevemos a caracterizagao apresentada em [35] da capaci-
dade de canais de multiplas antenas (MIMO) com desvanecimento de Rayleigh no
caso nao-coerente (onde os coeficientes de desvanecimento sao desconhecidos pelo re-
ceptor) via empacotamentos de esferas na variedade de Gramssmann complexa. Este
estudo, que foi a principal motivagao deste trabalho, é baseado no modelo introduzido
em [20] envolvendo matrizes complexas, e utilizando uma mudanga de coordenadas
™t — @™ x G, ([@"). Na sec¢ao 4.1 observamos a existéncia de uma mudanga
de coordenadas alternativa @™ — U™ ™ x F, onde U™ ™ denota o conjunto das
matrizes triangulares superiores de tamanho m x m e F é uma variedade flag geo-
métrica apropriada. J& na segao 4.2 damos atencao especial ao estudo de distancias
na variedade de Grassmann e também ao mergulho esférico, utilizado na definigao
da distdncia cordal. Além disso, descrevemos o mergulho de uma variedade flag ge-
neralizada numa variedade de Grassmann, com o objetivo de obter uma definigao

semelhante da distancia cordal também para as variedades flag.

No apéndice nos dedicamos a sintese dos resultados que julgamos necessarios como
pré-requisito para um bom entendimento do estudo desenvolvido nos capitulos an-

teriores. Como utilizamos no trabalho uma boa quantidade de conhecimentos em



geometria, o apéndice apresenta uma introducgao a teoria de Lie, tanto algebras como
grupos. As demonstragoes das proposicoes e teoremas sao omitidas, porém indicadas
na bibliografia.

Nossa abordagem aqui é essencialmente teérica. Ou seja, nao sabemos ainda se
existem sistemas de comunicacao implementaveis que sejam bem caracterizados por
codigos em variedades flag diferentes das grassmannianas, mas acreditamos que esta é
uma investigacao bem pertinente. Cabe também ressaltar que este tipo de variedade
tem sido objeto de interesse na pesquisa de diversas subareas da matemaética e da

fisica, de onde surgem resultados relevantes.






CAPITULO 2

CODIGOS EM EspPAC0OS HOMOGENEOS

Neste capitulo introduzimos os espagos homogéneos, os quais incluem as va-
riedades flag, e descrevemos propriedades fundamentais para a obtengao dos resulta-
dos que serao apresentados no decorrer do trabalho. As principais referéncias utili-
zadas foram [6], [14], [24], [29] e [30]. A énfase sera o estudo da curvatura seccional
destes espagos, cuja expressao serda muito importante na obtengao dos limitantes apre-
sentados no proximo capitulo. Também enunciaremos o teorema de Bishop-Gunther,
que serd utilizado no capitulo 2 para a obtencao de uma estimativa para o volume de

uma bola geodésica numa variedade flag, estendendo assim a abordagem feita em [18].

Do ponto de vista matematico, um codigo C é um subconjunto finito de pontos em
um espago métrico (X, ). Dentro das infinitas possibilidades e por alguma razao, é
necessario escolher uma distancia  que seja interessante, pois esta implicara direta-
mente nas propriedades do codigo. Por exemplo, em sua capacidade de detectar e/ou
corrigir erros, uma caracteristica de extrema importancia. Uma métrica riemanniana
A numa variedade diferenciavel M ¢é dada por uma escolha de produtos internos nos
espagos tangentes em cada ponto. Sob certas hipoteses A induz em M uma distancia
geodésica d,, e as variedades do tipo (M, d,) constituirao a classe especial de espagos
métricos que consideraremos. Mais ainda, neste capitulo os espagos métricos onde
habitam os codigos serdo espagos homogéneos compactos do tipo M = G/H muni-
dos da distancia geodésica proveniente de uma métrica normal. A homogeneidade se
deve a necessidade de uma invariancia das estruturas do espago por isometrias, como
por exemplo, o fato do volume das bolas nao depender de seu centro mas apenas de

seu raio. Esta invariancia serda um fator fundamental na demonstracao dos resultados
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principais do proximo capitulo.

Na secao 2.1 sintetizamos conceitos e resultados béasicos sobre a geometria dos
espagos homogéneos, com o objetivo principal de determinar uma expressao expli-
cita para a curvatura seccional destes espagos. Na secao 2.2 apresentamos algumas
consideracoes gerais da teoria de c6digos em variedades diferenciaveis. Na secao 2.3
descrevemos teoricamente os limitantes de Hamming e Gilbert-Varshamov para o ni-
mero méximo e minimo de pontos de um cédigo, cujos calculos serao desenvolvidos
no préoximo capitulo. Veremos entao que tal desenvolvimento demanda um bom co-
nhecimento do volume de bolas geodésicas na variedade que contém os codigos. Por
este motivo, na se¢ao 2.4, damos uma breve introducao a técnica de Bishop-Gunther

para estimar volumes de bolas geodésicas a partir de informagoes sobre a curvatura.

2.1 Espacos Homogéneos

2.1.1 Resultados e Conceitos Basicos

Espagos homogéneos sao variedades diferenciaveis M que sofrem a agao transitiva
de um grupo de Lie conexo G. Eles constituem uma classe especial de variedades,
e de certo modo, pode-se dizer que os espagos homogéneos sao os exemplos mais
trataveis de variedades Riemannianas. De fato, a acao de GG nos permite definir o
conceito de invariancia de uma métrica em M, e desse modo, a geometria desses
espagos simplifica-se de modo substancial. Em suma, caracteristicas importantes
de um espaco homogéneo podem ser totalmente descritas apenas conhecendo-as na
vizinhanga de algum de seus pontos. Mais detalhes deste tema e as demonstracoes das
proposigoes presentes nesta segdo podem ser encontrados em [6], [24] e [29]. Alguns
conceitos e resultados preliminares da teoria de grupos e algebras de Lie, que podem

tornar a leitura dessa secao mais confortavel, sao apresentados no apéndice A.

Definicao 2.1.1 Uma agao (a4 esquerda) de um grupo G numa variedade diferen-
ciavel M € uma aplicagao

O:GXxM— M, (2.1)
que associa a cada g € G uma fungao ®,: M — M tal que:

L4 (I)l = IM; isto é7 q)1<p) =D \V/p S M;'
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o O, =D,0d,, Vg, heG.

Visto que Iy = &1 = ®yp1 = Py0®y 1 e [y = 10Dy, segue que cada funcao
®, ¢ uma bijecao de M. Desse modo, cada agao a esquerda ¢ um homomorfismo
¢ : G — B(M), onde B(M) denota o grupo das bijegdes de M. Substituindo a
segunda propriedade da definicao acima por ®,, = @, o ®,, podemos definir uma
a¢ao a direita de um grupo G sobre uma variedade M. Aqui trataremos apenas de
acoes de grupo a esquerda, e diremos apenas se tratar de uma a¢ao de G sobre M.

Ainda, por conveniéncia de notacdo, escreveremos apenas g(x) ao invés de ®y(x).

Definicao 2.1.2 Se um grupo G age sobre uma wvariedade M, entao dado

p € M definimos sua 6rbita como
Op={g9(p) e M: g€ G}, (2.2)

e seu subgrupo de isotropia (ou estabilizador) como

Gp,={9€G:g(p) =p}. (2.3)

O subgrupo de isotropia é de fato um subgrupo de G, visto que dados
g,h € G, temos (gh)(p) = g(h(p)) = g(p) = p, pois g e h fixam p. Além disso,
g Hp) = P,1(p) = @;1(p) = p pois g leva p em p. Observe que o subgrupo de
isotropia (G, da agao é o conjunto formado por todas as aplicacoes ¢, : M — M

que tem p como ponto fixo.

Definicao 2.1.3 Uma acao de G sobre M ¢é dita transitiva se, para quaisquer

p,q € M, existe g € G tal que g(p) = q.

Observe que se a agao (2.1) é transitiva, entdo O, = M, qualquer que seja p € M.

Isto é, a o6rbita de qualquer elemento é toda a variedade.

Considere agora H um subgrupo de G. De modo usual, podemos definir a relacao

de equivaléncia em G
G~g & gl € H, Vgi,9: €G. (2.4)
Segue imediatamente que a classe de equivaléncia de um elemento g € GG é dada por

gH ={gh:h e H}. (2.5)
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O conjunto formado pelas classes de equivaléncia da relagao (2.4) é chamado de

conjunto quociente, e sera denotado G/H. Isto é,
G/H ={gH : g € G}. (2.6)
Ainda, temos bem definida a aplicacao sobrejetiva, denominada projecao canonica,
m:G— G/H (2.7)

que faz corresponder a cada elemento g € G a respectiva classe de equivaléncia gH. E
um fato bastante conhecido que G/H admite uma estrutura de grupo com operagao
induzida por G se, e somente se, H for um subgrupo normal. Mais detalhes sobre

grupos quocientes podem ser encontrados em textos de algebra, tais como [19].

Definicao 2.1.4 Se G € um grupo de Lie conexo e H um subgrupo fechado de G,

entio o conjunto quociente G/H é chamado de espago homogéneo.

O grupo G age naturalmente a esquerda no espago homogéneo G/H através da
aplicagao ¢ : G x G/H — G/H definida por

®(g,91H) := (9g91)H. (2.8)

Fixado um elemento g € G, sabemos que esta acdo induz uma bijegao L, = ®(g, *)
em G/H, denotada simplesmente por g. Observe que (2.8) é uma agao transitiva
pois, dados p,q € G/H com p = ¢1H e q = go.H, basta tomar g = g2g;' € G e

teremos

9(p) = (991)H = (gagy 'q1)H = goH = q.

Nesse caso, como observado anteriormente, a 6rbita de qualquer ponto p € G/H é
todo G/H.

Proposicao 2.1.1 [29] Existe uma tnica estrutura diferencidvel no espago homogé-
neo G/H que é compativel com a topologia quociente. Munido desta estrutura, a a¢@o
natural (2.8) € diferencidvel (consequentemente cada bijecio g : G/H — G/H é um

difeomorfismo) e a proje¢ao candnica (2.7) é uma submersao sobrejetora.
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Reciprocamente, suponha que M é uma variedade diferenciavel e que
b:GxM—M

é a acao transitiva de um grupo de Lie conexo G em M. Se esta agao for diferenciavel
(particularmente ela é continua) entao, qualquer que seja p € M, seu subgrupo de
isotropia G, ¢é fechado em G. De fato, G, = ®~'({p}) e {p} ¢ fechado em M, pois
toda variedade diferenciavel é um espago topologico de Hausdorff. Desse modo G, é

um subgrupo de Lie de G, qualquer que seja p € M.

Podemos identificar o quociente de G' por um subgrupo de isotropia G, com a

orbita O,. Para isso basta ver que a aplicacao
Y :G/G, — O, (2.9)

definida por 1(g9G,) = g(p) é uma bijegao. Sendo ¢ uma acéo transitiva, para todo
p € M temos O, = M, e vale o seguinte resultado.

Proposicao 2.1.2 [29] Considere uma agao transitiva diferencidvel de um grupo de
Lie conexo G em uma variedade M. FEntao, qualquer que seja p € M, a aplicagao

(2.9) € um difeomorfismo. Portanto, M admite a estrutura de espa¢o homogéneo

M=G/G,.

Queremos estudar métricas em GG/ H para as quais o grupo G age por isometrias.

Tais métricas sao ditas invariantes, e serao definidas a seguir.

Definigao 2.1.5 Uma métrica Riemanniana A num espa¢o homogéneo M = G/H ¢
dita invariante a esquerda se cada difeomorfismo da agdo (2.8) € uma isometria.

Isto €, para todo p € M wvale
ACX,Y )y = Mdg(X),dg(Y )y, VX,V € TyM. (2.10)

Particularmente, ao tomarmos o préprio grupo GG como espago homogéneo, po-
demos também considerar a acao a direita de GG nele mesmo. Nesse caso especial,
uma meétrica invariante por ambas as agoes, a esquerda e a direita, sera chamada bi-
inwvariante. Nesse ponto é importante observarmos que nem todo espago homogéneo
admite uma métrica invariante (veja [6]). Além disso, quando um espago homogéneo

G/H admite uma métrica invariante, o grupo G pode nao conter todas as isometrias
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de G/H.

Sabemos que se H é um subgrupo de Lie de G, entao h = L£ie(H) é uma subélgebra
de Lie de g. O espago tangente de qualquer ponto num espac¢o homogéneo G/H pode
ser naturalmente identificado com m = h*, o complementar ortogonal de h em g em

relacao a forma de Cartan-Killing. Temos entao a decomposicao
g=hdm, (2.11)
e assim um vetor X € g pode ser escrito de modo tnico como X = Xy + Xi,.

Proposicao 2.1.3 [6/ O conjunto das métricas invariantes num espa¢o homogéneo

G/H ¢€ isomorfo ao conjunto dos produtos internos Ad-invariantes em m.

Se a métrica (, ) de G ¢ bi-invariante, ent@o sua restrigdo ( , )| serda chamada
de métrica normal em G/H. Quando a métrica em G/H & normal, diremos que G/H

é um espaco homogéneo normal.
Exemplo 2.1.1 (A Esfera n-dimensional) O grupo especial ortogonal
SO(n) ={A € IRV"™: AA" = I, e det(A) = 1}

¢ um grupo de Lie compacto e conexo que age transitivamente sobre a esfera unitaria
n
n—1 n . 2 _
St ={x = (v1,...,z,) € R": E xr; =1}
i=1

por multiplicagio a esquerda ®(x) = Az. De fato, se x € S" ! e A € SO(n) entdo
Az € S™1 pois ||Az|)* = ||z||* = 1. Além disso, dados dois pontos x,y € S"!
sempre € possivel encontrar uma matriz ortogonal A com determinante 1 tal que
Az = y. Observando que o estabilizador desta agao é isomorfo a SO(n — 1), seque

pela Proposicao 1.1.2 que a esfera admite estrutura de espa¢o homogéneo
S"t = 50(n)/SO(n —1). (2.12)
A métrica normal em SO(n) é dada por

(X,Y)y = tr(XY?),
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para quaisquer X,Y € so(n) = Ty, (SO(n)). Assim, a norma de um vetor tangente

coincide com a norma BEuclidiana

IX|? = tr(XX") => 27 O
=1
2.1.2 Curvatura

Nosso objetivo a partir de agora sera calcular a curvatura de um espaco homogé-
neo G/H com a métrica normal. Como veremos na segao 2.4, conhecer a curvatura de
G/ H sera essencial para obtermos estimativas de volume de uma bola geodésica em
G/H a partir do teorema de Bishop-Gunther. A partir disso, sera possivel encontrar
limitantes na distancia minima e no tamanho de um coédigo contido em uma varie-
dade com estrutura de espago homogéneo. Particularmente, estamos interessados em
obter resultados para Grassmannianas e variedades flag. A proposigao seguinte trata
do caso particular em que G/H ¢é o proprio grupo G. Este resultado, juntamente ao
teorema de O’Neill, sera utilizado para obter a expressao da curvatura seccional K

de um espaco homogéneo qualquer.

Para X e Y vetores no espago tangente de uma variedade riemanniana (M, \), a
curvatura seccional K (X,Y’) é definida como a curvatura da superficie (subvariedade
2-dimensional) associada ao plano gerado por {X,Y}. Veremos a seguir que no caso
especial de um grupo de Lie com uma métrica bi-invariante, o valor da curvatura
seccional é dado apenas em fungao do colchete de Lie da algebra (isto é, espago tan-

gente) associada.

Proposigao 2.1.4 [6]/ Se (G,(, )) é um grupo de Lie munido de uma métrica bi-
mvartante , entao
1
K(X,Y) = 11X, Y] (213

Em particular, a curvatura seccional de G € nao negativa.
Podemos aplicar a proposigao acima a todo grupo de Lie compacto, pois os grupos

nesta classe sempre admitem uma métrica bi-invariante (|6], Prop. 3.16).

Uma submersdo é uma aplicacao diferenciavel o : M™% — N™ tal que a dife-

rencial do, tem posto n, para todo p € M. Segue pelo teorema da funcao implicita
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que o~ !(p) é uma subvariedade k-dimensional de M, qualquer que seja p € M. Se
V denota o espago tangente de 0~!(p) em algum ponto ¢, entdo o espaco tangente

T, M admite a decomposigao
TM=VaVt=vV'aV" (2.14)

onde V? e V" sdo denominados, respectivamente, subespacos vertical e horizontal de
T, M. Desse modo, um vetor X € T, M se decompoe de modo tinico como soma de

uma componente vertical e uma componente horizontal
X = X"+ X" (2.15)

Se do|yn € uma isometria, entdo o sera chamada de submersao riemanniana. Se X
¢ um campo de vetores em N, entao existe um tinico campo de vetores X e VP em
M tal que do(X) = X. O campo X é chamado de levantamento horizontal de X [24].

O proximo teorema relaciona a curvatura seccional de uma se¢ao plana K, (X , Y/)
gerada pelos levantamentos X,Y € T(M) com a curvatura seccional do plano gerado
por X,Y € T(N).

Teorema 2.1.1 (O’Neill) Se 0 : M — N € uma submersao riemanniana, entio

a curvatura seccional de N é dada por

Kn(X,Y) = Ku(X,7) + 21X, 7], (2.16)

A~ w

onde X,Y sao campos de vetores ortonormais em N .
Demonstracao: [6], Teo. 3.20. B

Agora estamos prontos para calcular a curvatura de um espago homogéneo G/H

com a métrica normal.

Corolario 2.1.1 [6/ Se G/H ¢é um espago homogéneo com uma métrica normal,

entao sua curvatura seccional é dada por
1
K(X,Y) = 211X Yal® + [1X, Y]l (2.17)

Particularmente, a curvatura seccional € sempre nao negativa.

Demonstragao: A proposicao 1.1.1 garante que a proje¢io n : G — G/H € uma
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submersao. A decomposi¢cao g = h @ m corresponde precisamente & decomposi¢ao
Vo ® Vi, dada em (2.14). Como a métrica { , )n de G/H ¢é normal, seque que
(, )v=1{(, )m, onde { , ) € uma métrica bi-invariante de G. Portanto, © é uma

submersao Riemanniana. Dados vetores ortonormais X,Y € m, seque de (2.16) que

w

K(X,Y) = Ko(X,Y) + Z[[X, Y]l

4
Observando que X = X eY = X, pois X e Y sdo vetores horizontais, obtemos de

(2.13) que
1 3
K(X,Y) = X Y17 + 11X Yol

Decompondo o colchete na soma ortogonal [X,Y] = [X, Y]y + [X,Y]n temos

E(X,Y) = 2 (IXYTll” + 11X, Ywl*) + Z%H[X, Y]o®

1
4

= K(XY) = X Y]l X V)P
2.2 C(Codigos em Espacos Homogéneos

Neste capitulo consideraremos M = G/H um espago homogéneo, dado pelo quo-
ciente de um grupo de Lie compacto e conexo GG por um subgrupo fechado H. Nessas
condigoes, sabemos que G admite uma métrica bi-invariante ( , ), e assim considera-
remos a métrica normal induzida (, )y = (, )|m em M. Observe que a compacidade

de GG implica que M também é uma variedade diferenciavel compacta.

Em geral, se (M?, \) é uma variedade riemanniana d-dimensional, entao para cada
ponto p € M esta definido um produto interno A, no espaco tangente 7, M. Portanto,
dado um vetor tangente X € T,M, podemos calcular sua norma
|X]| = A\(X,X)2. Consequentemente, definimos a distancia geodésica d, em M
do seguinte modo: para quaisquer p, ¢ € M, considere o conjunto I',, de todas
as curvas diferenciaveis v : [0,1] — M ligando estes dois pontos. Sabendo que o

comprimento de v € I , é dado por

o=

V()| dt,
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definimos

dg(p,q) == inf {I(7)}.

v€lpq
Supondo que M é uma variedade compacta, segue do teorema de Hopf-Rinow que
sempre existe uma geodésica que realiza a distancia entre quaisquer dois de seus pon-

tos, e neste caso, dizemos que M é uma variedade completa.

Particularmente, se M = G/H é um espago homogéneo normal e g : M — M

é uma de suas isometrias, entao

d4(p,q) = 04(9(p), 9(q)),

para quaisquer p,q € M. De fato, se v : [0,1] — M é uma curva diferenciavel tal
que ¥(0) = p e (1) = g, entdo o« = g o y é uma curva diferenciavel em M tal que

a(0) = g(p) e a(1) = g(q). Além disso, segue pela invaridncia da métrica que

@ = [ oo e = [ oty .oty ) =

:/01((7/(t),7'(t)>5dt:/01 | | at = .

Desse modo, se B,(p) = {z € M : §,(p,z) < p} denota a bola geodésica aberta de
centro p € M e raio p > 0, entdo By (p) = g(By(p)). Isto implica que, com a
métrica normal, as bolas geodésicas em G/H sao obtidas umas das outras por meio

de isometrias.

Finalmente, lembramos que para toda variedade homogénea M = G/H existe
uma tnica (a menos de produto por nimero positivo) medida dv, que é invariante

por isometrias. Desse modo, para qualquer subconjunto mensuravel S C M, temos

v(S) = v(g(5)), (2.18)

para todo g € G. Além disso, da hipotese de M ser compacta segue que v(M) < oo,
e consequentemente v(S) < oo, para qualquer S C M mensuravel. Feitas estas

observagoes, consideraremos a seguir coédigos em espagos homogéneos.

Definigao 2.2.1 Sejam G um grupo de Lie compacto e conexo, e M = G/H um

espago homogéneo normal, munido da distancia geodésica d,. Um coébdigo em M €



2.2 Codigos em Espacos Homogéneos 19

qualquer subconjunto finito C C M. Um elemento x € C é chamado palavra-cédigo,
e o numero de palavras-codigo |C| € chamado tamanho do codigo. A taxa binaria

de informacao do cddigo é definida por

1
R(C) := —og2(§|C|)7 (2.19)
onde d € a dimensao de M. A distancia minima do codigo C € dada por
0(C) == ming,,{dy(z,y)}, para z,y €C. (2.20)

Exemplo 2.2.1 (Cédigos Esféricos) Qualquer subconjunto finito de pontos na es-
fera unitdria Euclidiana S™* C IR™ € chamado de coédigo esférico n-dimensional.
O problema de alocar um conjunto finito de pontos sobre a superficie de uma esfera
tem atraido a aten¢ao de matemdticos, engenheiros e cientistas em geral, devido sua
relevdncia em muitas dreas. As aplicagoes incluem transmissao de sinais, quantiza-
¢ao esférica, avaliacao numérica de integrais sobre esferas, cdalculo de distribuicao de
cargas de energia minima sobre a esfera, aplicagoes em fisica, quimica, arquitetura,
entre outros [32].

Um fato importante sobre codigos esféricos, que justifica a terminologia alternativa
constelacao de sinais, ¢ que todo conjunto de sinais continuos pode ser representado
por um nimero de pontos na esfera S'. Este procedimento recebe o nome de M-PSK,
sigla oriunda da lingua inglesa para Phase-Shift Keying. Dado um conjunto de sinais

S = {s1(t), ..., sm(t)} formado por fungoes reais continuas de energia finita (isto é,
+oo
/ |si(t)| dt < oo, para todo i = 1,..., M), o gerado de S € um subespago vetorial

de dimensao finita do espaco vetorial das fungoes reais de energia finita, munido do

produto interno usual
+oo

(f,9)= F(H)gt)d.t

Desse modo, podemos construir uma base ortonormal através do processo de Gram-
Schmidt, cujas colunas da matriz de passagem sao vetores na esfera unitdria. Mais

detalhes sobre a representacao geométrica de sinais podem ser encontrados no capi-
tulo 8 de [10].

Em geral, dada uma dimensao n e um niamero de pontos M, um problema fun-

damental € descobrir qual o codigo esférico [M,n] com maior distincia minima. Um
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codigo com esta propriedade é chamado 6timo. Configuracoes dtimas de pontos sao
muito dificeis de se encontrar, até mesmo em dimensoes pequenas. Por exemplo, para
n = 3 sao conhecidos apenas os casos M < 12 e M = 24 [25]. Todas as outras sao

as "melhores conhecidas”, sem uma prova formal de que sao otimas. [J

2.3 Limitantes de Hamming e Gilbert-Varshamov

Estamos interessados em realizar um estudo cléssico da teoria de codigos, a sa-
ber, investigar a relagdo existente entre o tamanho de um codigo |C| e sua distancia
minima §(C). Neste trabalho, tal estudo é feito através de célculos computacionais

baseados nos limitantes que serao descritos teoricamente a seguir.

Vamos assumir daqui em diante que M é uma variedade compacta, sem fronteira,
com uma distancia invariante e uma medida invariante dv. Dado p > 0, suponha

que B,(p) denote a bola aberta em M centrada no ponto = e raio p. Como M é
I

compacta, a cobertura U B.(p) admite uma subcobertura finita UBM (p), para

zeEM =1
algum [ > 0. Para obter estimativas, gostariamos de calcular o volume de uma bola

B.(p). Sabendo que a medida das bolas depende apenas de seu raio e nao de seu
centro, vamos usar a notagao B(p) para designar uma bola genérica de raio p em M.
Pelo argumento anterior, segue que dado um raio p > 0 existe um nimero inteiro
[ > 0 tal que

w(B(p)) > v(M).

Assim, os centros {x;} das bolas da cobertura finita formam um codigo C, de ta-
manho |C| = [. Vamos agora enunciar este principio, chamado limitante de Gilbert-

Varshamov.

Proposicao 2.3.1 (Limitante Inferior de Gilbert-Varshamov [18]) Dado
p >0, existe um cddigo C C M com distancia minima 6(C) > p e tal que

v(M)
v(B(p))
Por outro lado, é claro que para todo codigo C = {x1,...,2;} em M, as bolas de

(€
2

c| > = L. (2.21)

raio p = centradas nos pontos de C nao cobrem toda a variedade M. Assim,
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obtemos nossa segunda estimativa.

Proposicao 2.3.2 (Limitante Superior de Hamming [18]|) Para qualquer cédigo
C C M wale a desigualdade

<M ___y (2.22)

(6(5)

Desse modo, ficam explicitos um limitante inferior e um limitante superior (res-
pectivamente, L e U) na quantidade maxima de pontos que podem ser colocados
na variedade M, de modo que a distancia entre quaisquer dois pontos distintos seja

maior ou igual a p.

Exemplo 2.3.1 (O Limitante da Uniao) Dados dois pontos x,y € S"7!, sabe-

mos que o dngulo 0 entre eles obedece a relacao

 Axy) .
os(6) = ol = ¥

e portanto 0 = cos™'((z,y)). Se d € a distancia entre tais pontos medida em IR",
podemos calcular

0 = 2sen”! <C§i) : (2.23)

Dado um ponto x € S™ ', definimos o chapéu esférico de centro x e raio ¢ € |0, 7]
como o conjunto dos pontos da esfera S™ ' cuja separagdo angular de x € menor que

¢. Denotaremos este conjunto por

Cr(n, ¢) = { ye S (x,y) > cos(¢)}. (2.24)

Claramente a drea de um chapéu independe de seu centro, e pode ser calculada pela
formula [12]

@
A(C(n,9)) = an_1/ sen"?(a)da, (2.25)
0
onde P
%, sen=2406,...
ap = )
2em© D2 oy = 1,3,5, ...
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onde o duplo fatorial de um inteiro positivo € definido recursivamente por

y 1, sen=0oun=1
nll =
n(n —2)!I1, se n > 2

Particularmente, a drea total da superficie esférica € dada por

(2(7179:)”7 sen=2m
%, sen=2m+1

Feitas estas consideragoes, podemos enunciar o limitante de Hamming (2.22), que no

caso particular de codigos esféricos, também € conhecido como o limitante da uniao.

Dado um codigo esférico C C S™ 1 com M pontos e distdncia minima d = 2sen (g),

vale a desigualdade

M < ) dn . (2.26)

~A(C(n3)) An—1 fog sen"2(a)do

Analogamente, podemos escrever o limitante de Gilbert-Varshamov (2.21) como

A(C(n,m)) an
M= A(C(n,0)) An—1 foe sen”—Q(a)da. - (2:27)

2.4 Estimativas de Volume de Bishop-Gunther

Fica claro pelo exposto na secao anterior que para obtermos os limitantes no ta-
manho dos codigos, fixada uma distancia minima, é necesséario o célculo do volume
de bolas na variedade M. Em geral, isto é uma tarefa bastante dificil mesmo em
exemplos mais simples. Alternativamente, uma ferramenta comum para o célculo
de volumes usada em geometria riemanniana surge a partir da curvatura, utilizando
campos de Jacobi [14]. Os resultados nao apresentam formulas exatas, mas sim es-
timativas para o volume baseadas em hipdteses na curvatura da variedade. Esta
secao ¢ dedicada a uma breve descricao desta técnica, de fundamental importancia

em nosso estudo.
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Dado um ponto = € M, considere v : [0, +00) — M uma geodésica normali-
zada, tal que v(0) = x. Se t > 0 é pequeno suficiente, sabemos que ([0,¢]) é um
caminho que minimiza a distancia. Além disso, o conjunto dos pontos t > 0 com esta
propriedade é um intervalo da forma [0,¢y] ou [0, +00). No primeiro caso, o ponto
v(to) é dito um ponto minimo de x em M sobre v, e no segundo caso, dizemos que

este ponto nao existe.

Definigao 2.4.1 Definimos o cut-locus c(x) como a uniao de todos os pontos mi-

nimos de x € M, sobre todas as geodésicas vy, tais que y(0) = x.

Por exemplo, se M = IR™ é um espaco euclidiano, entdao ¢(x) = () para todo
r € M. Se M = S? ¢ a esfera unitéria, entao c(z) = {—xz} ¢ o ponto antipodal, para
todo z € M.

Denotamos o volume da bola geodésica de raio p > 0, numa variedade de curvatura
constante a € IR, por V(p). Lembramos que ([9], cap. 13 ) se (M, \) tem curvatura
constante a € IR entao:

e Se a =0 entao M = IR™ é um espago Euclidiano;
e Se a > 0 entao M = S™ é uma esfera;

e Se a < 0 entao M = H™ é um espago hiperbdlico.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que a =0, 1 ou —1.

Para qualquer variedade Riemanniana (M )), sua curvatura de Ricci é definida

CcCOImo a soma
d

Ric(e;) = ZK(ei, €;), (2.28)

j=1
onde {e;} é uma base ortonormal do espaco tangente de M. E importante observar
que (2.28) nao depende da escolha da base [9]. O proximo teorema fornece limitantes
para o volume de uma bola geodésica numa variedade riemanniana qualquer a partir

de hipoteses sobre sua curvatura.
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Teorema 2.4.1 (Bishop-Gunther [14]) Sejam (M, ) uma variedade Riemanni-
ana completa de dimensao d, e B,(p) uma bola geodésica aberta em M que nao

intercepta o cut-locus de x.

1. Se existe uma constante « tal que Ric > (d — 1)a\, entdo

v(B:(p)) < V*(p). (2.29)

2. Se existe uma constante (3 tal que K < 3, entao

v(Ba(p)) = V7 (p). (2.30)

Unindo as desigualdades do teorema acima, obtemos
VP (p) < v(Ba(p)) < V*(p). (2.31)

Esta nova desigualdade pode ser usada para estimar o volume de uma bola geodésica
numa variedade de curvatura nao constante, a partir do volume das bolas nas varie-

dades de curvatura constante a e (3.

Com o objetivo de encontrar tais constantes, suponhamos agora que {e;}&, é

uma base ortonormal do espaco tangente em z € M. Entao temos que

Ric(e;) = (d — Da(e &) = (d—1al & o< E:zl(fe{)y
e definimos ,
K=o 1minf:1{Ric(ei)}. (2.32)

Entao a = k sera a constante que limita a curvatura inferiormente. Por outro lado,

é claro que
F:=max{K(X,Y): || X|| =|Y] =1} (2.33)

pode sempre fazer o papel da constante superior 3 do teorema acima. Ou seja, kK é 0

valor maximo da curvatura seccional na esfera unitaria do espaco tangente de M.

Desse modo, um dos objetivos principais do trabalho sera determinar as constantes
k e Rk para variedades flag geométricas e grassmannianas complexas. Assim, serd

possivel estimar o volume de bolas geodésicas, e entao conseguir os limitantes.



CAPITULO 3

LIMITANTES PARA EMPACOTAMENTOS

NA VARIEDADE FLAG GEOMETRICA
|

Neste capitulo apresentamos os resultados principais deste trabalho, descrevendo
novos limitantes para o nimero de pontos e a distancia minima de empacotamentos
de esferas em variedades flag geométricas [5]. Para tanto, é necessario um estudo
preliminar das principais caracteristicas e propriedades geométricas destas varieda-
des. Isto é feito nas subsecoes 3.1.1 e 3.1.2, tendo em vista a descrigao dos espagos

homogéneos apresentada no capitulo anterior.

Posteriormente, em 3.1.3, calculamos a curvatura de Ricci e o valor maximo da
curvatura seccional na esfera unitéria do espaco tangente das variedades flag. Desse
modo, podemos usar as estimativas de volume de Bishop-Ghunter para limitar o vo-
lume de uma bola geodésica, e assim, obter um limitante superior e um limitante
inferior para o nimero de pontos de um codigo C C F(n : ny, ..., ns), cuja distancia
minima é conhecida. Além disso, um limitante superior para a distancia minima 6(C)

¢ obtido através da desigualdade de Hamming [5].

Na secao 3.2 estes limitantes sao calculados computacionalmente. Tabelas e grafi-
cos com os resultados numéricos de algumas simulagoes sao apresentados. Analisando
tais resultados, é possivel perceber uma perda de desempenho quando a dimensao do

espago cresce ou a distancia minima torna-se muito pequena.

25
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Aplicando a mesma técnica geométrica com o intuito de estender os resultados
de [5] para variedades flag generalizadas, encerramos este capitulo com um estudo da
curvatura destas variedades. Neste caso, ao invés de adotar a representacao matricial
de vetores no espaco tangente, usamos a estrutura de algebra de Lie subjacente e os

resultados sao expressos em funcao das constantes de estrutura da élgebra.

3.1 A Variedade Flag Geométrica

3.1.1 Definicao e Propriedades Fundamentais

Seja G um grupo de Lie simples, compacto e conexo e considere S um toro (isto

é, um subgrupo abeliano e compacto) de G. O espago homogéneo
F=—— (3.1)

onde C(5) é o centralizador de S em G, é chamado variedade flag generalizada (ou
Kéhler C-space). Assim como os espagos simétricos, as variedades flag generalizadas
sao classificadas a partir da classificacao de Cartan das algebras de Lie semi-simples

complexas [4].

Neste capitulo consideraremos apenas variedades flag do grupo especial unitério
SUM)={Ae@™": AA=1,edet(A) =1}, (3.2)

cuja algebra de Lie su(n) corresponde & forma real compacta da élgebra especial linear
sl(n,@). Tais variedades podem ser definidas pelo quociente
SU(n)

F(n:ng, .., ng) = ST % o X Tnd)’ (3.3)

onde n = Zni, e sao denominadas variedades flag geométricas. Contudo, além
i=1
da estrutura de espago quociente dada por (3.3), F(n : ny,...,ns) pode ser definida

como o conjunto de todas as sequéncias ({0} C V; C ... C V;_; C ™) de subespagos
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encaixados de @' satisfazendo
n; = dim(V;) — dim(V;_4), (3.4)

para todo i = 1,...,s; onde Vj = {0} e V; = @". Desse modo, (3.3) segue da acado
transitiva

O :SUn) x F(n:ng,..,ng) — F(n:ng, .., ng), (3.5)

que leva (Vi,..., V) em (AVy, ..., AVy), a seqiiéncia dada pelas imagens de cada su-

bespaco V; pelo isomorfismo A. Observe que as variedades de Grassmann complexas

SU(m +n)
S(U(m) x U(n))

G(@™) = (3.6)

sao casos particulares de variedades flag geométricas dadas por F(m+n : m,n), para

m,n > 0. Em particular, todo espaco projetivo complexo
P@")=Fn+1:1,n) (3.7)

também é uma variedade flag. Outro exemplo importante nessa classe sao as chama-

das variedades flag mazimais

F(n) = (3.8)
dadas por seqiiéncias de subespacos encaixados de codimensao 1.

Dada uma variedade flag F(n : nq, ..., ny), considere
su(n) = {X €@ : X =—X e tr(X) =0} (3.9)

a 4algebra de Lie de SU(n), e tome ¢ C su(n) a subélgebra definida por

t=s5(u(n) @ ... ®u(ng)). Desse modo obtemos a decomposi¢ao usual
su(n) =t dm, (3.10)

onde m ¢ o complementar ortogonal de £ em su(n) com respeito a forma de Cartan-
Killing. O espago tangente da variedade flag na origem T, [F(n : nq,...,ns)] pode
entao ser identificado com o subespago m. Ja observamos no capitulo anterior (pro-

posigao 1.1.3) a existéncia de uma correspondéncia biunivoca entre as métricas in-



3.1 A Variedade Flag Geométrica 28

variantes em F(n : ny,...,ng) e os produtos internos Ad-invariantes em m [6], [24].
A métrica invariante considerada aqui é a métrica normal gy, cujo produto interno
associado é simplesmente a restri¢ao da forma de Cartan-Killing em m. Portanto, se
X,Y € m entao

gv(X,Y) = —%(X, Yok = —%tr(ftm. (3.11)

Segue que a norma de um vetor tangente X € m é dada por

1
IXT° = gn (X, X) = 511X (3.12)

1
onde || X||r = (szzl |$ij]2>§ denota a norma de Frobenius de matrizes. Observe
que nao existe perda de estrutura ao considerarmos G,,(@™*") dada por (3.6) ao
invés do quociente mais usual U(m+n)/U(m) x U(n), considerado em alguns outros
trabalhos relacionado ao tema. De fato estes dois espacos sao difeomorfos e isomé-

tricos.

Afim de descrever uma base ortonormal de m, considere para 1 < 4,7 < s as

matrizes n X n
Ei

pq’
que possuem entrada 1 na posi¢ao

(n1 + ...+ N1 +p,n+...+ nj—1 + Q),

e 0 (zero) nas demais entradas. Para 1 <i < j <semn; <p,q < nj, definimos os

vetores
A = (EJ — EJY) (3.13)
e
S = V=1(EY + B, (3.14)

Lema 3.1.1 [1] O conjunto

B:{Agé,S;Z]:1§z’<j§sen,-§p,q§nj}

¢ uma base ortonormal de m em relagao a métrica normal.
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Segue por um célculo direto que a dimensao de F(n : nq,...,ns) como variedade

diferenciavel real é dada por

d=2 Y nn;. (3.15)

1<i<j<s
Particularmente,

dim [G,([@™")] = 2mn (3.16)
e

dim [F(n)] = n(n —1). (3.17)

O volume total de F(n : ny,...,ns) é obtido a partir do volume de SU(n) e a

caracteriza¢ao homogénea dada em (3.3). Utilizando a formula

vol (Sd_l) =

para o clculo do volume da esfera unitaria (d — 1)-dimensional em IR, e o difeomor-

fismo SU(n)
2n—1 ~ n
22N 1:
S - SU(n—1)’ vn>1
obtemos a relagao recursiva
27"
v(SU(n)) = v(SU(n —1)), (3.18)

(n—1)!

que implica que o volume total de SU(n) é dado por

W(SU(n :%(ﬁ 2 ) (3.19)

=1

para todo n > 1. Desse modo, obtemos

oot
E(i— 1)!

11 (M)

Como conseqiiéncia, o volume da variedade flag maximal e da variedade de Grass-

v(F(n:ng, .., ng))= (3.20)
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mann complexa sao dados respectivamente por

vF) = oy oy (3.21)
e Tii[" .
A 1(2 —1)!
v (Gu@m)) = ZZTT (3.22)
5=

3.1.2 Representacao da Isotropia

Uma importante ferramenta no estudo das variedades flag é a representacao da
isotropia. Se G/K ¢é uma variedade flag generalizada, a representacdo linear de
algebras de Lie

p:t— GL(m) (3.23)

é chamada de representacao da isotropia. Tal representacao é completamente redu-

tivel [1], portanto podemos decompor o espago tangente
m=m; Pd..Hm, (3.24)

onde cada m; é uma componente irredutivel de p. Particularmente, a representacao
da isotropia das variedades flag geométricas F(n : ny, ..., n,) possui uma boa descrigao

em termos de matrizes, que é apresentada a seguir.

Proposigao 3.1.1 [1] Para F(n : ny,...,ng), as componentes irredutiveis da repre-
sentacao da isotropia sao dadas por

m;; = spanz{AY S;{'J tn; < p,q < nl, (3.25)

pq’

s(s—1)
2

sequentemente, a variedade de Grassmann G,,(@™1") € isotropicamente irredutivel,

para todo 1 < i < 7 < s. Desse modo, existem componentes irredutiveis. Con-

ou Seja, PossuL apenas uma componente mig = M.
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Exemplo 3.1.1 Dada a variedade flag

SU(8)
S(UB)xU2)xU((2)xU(1))’

F(8:3,2,2,1) =

as componentes irredutiveis da representacao da isotropia de m sao dadas pelos blocos

nas matrizes da forma

% * * ap;p aia bin by cnn
* * * a1 Qg bayr  boy o1
* * * asy aso b31 b32 C31
—a11 —Q9] —a3z; % * diy  dyp enn
—Q12 —G —azxy * * dy dap ex

—bi1 —by —bg1 —din —dar  *  * [
—big —byy —bsy —dig —dy * *  fo

| —C11 —C21 —C31 —€11 —€21 —fu —fa = ]

Por exemplo, my3 € o conjunto das matrizes

[0 0 0 00 by by 0]
0 0 0 00 by by O
0 0 0 00 by by O
0 0 0 000 0O
0 0 0 000 O0O0]
—biy —byy —b310 0 0 0 0
—biy —byy —b30 0 0 0 0
0 0 0 000 0 0

onde by; €@, para todot=1,2,3 e j=1,2.

O proximo resultado nos fornece informagao sobre o colchete de Lie entre as
componentes irredutiveis da representacao da isotropia de m. Esta informacao sera

muito util em nosso préoximos calculos.

Proposicao 3.1.2 [22] Considere a variedade flag F(n : ny,..,ns) e a decomposi¢ao
usual su(n) = tdm. Sem =73, .

da representacao da isotropia, entao valem as sequintes relagoes

m;; € a decomposicao em componentes irredutiveis

[mij,mij} - E, (326)
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[my;, m,.] Cm, if (i,7) # (r,s). (3.27)

3.1.3 Calculo da Curvatura

Como estamos considerando a métrica normal, a curvatura seccional de

F(n:ny,...,ns) possui a expressao (2.17)
1
K<X7 Y) = ZH[X7 Y]mHQ + H[Xa Y]BH27

onde X e Y sao vetores tangentes normalizados e o colchete de Lie ¢ dado pelo
produto comutador [X,Y] = XY — Y X.

Lema 3.1.2 [21] Denote por E;; a matriz n X n com entrada 1 na posi¢do (i,7) e 0

(zero) nas demais entradas. Entao
[Eij, Bl = 0j1Ei — 6 Ej. (3.28)

Este lema sera til no calculo do colchete entre vetores da base m. De fato, observe

que as matrizes E;Jé usadas para definir os vetores da base B sao do tipo E,z, onde

a=ny+..+n;_1 —|—p

ﬂ:nl—i——l—n],l—}—q

Teorema 3.1.1 /5] Considere a variedade flag geométrica F(n : ny,...,ns) e tome
X um vetor pertencente a base ortonormal B, tal que X € wy; para algum par (i, j)

satisfazendo 1 <1 < j <'s. Entao
Ric(X) =n+ (n; + n;). (3.29)

Portanto, a curvatura de Ricci € constante em cada componente irredutivel da repre-

sentagao da isotropia.

Demonstracao: A partir da definigdo da curvatura de Ricci (2.28) e também obser-

vando a formula (2.17) para a curvatura seccional, para provar o teorema precisamos
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calcular a norma do colchete de Lie entre os vetores da base B = {Ag], SI’;{I}. Consi-

derando
Aaﬁ = Eaﬁ - Eﬁaa Saﬂ =V _1<Eaﬁ + EBa)y

Ay = Eyy — Epy and Sy = V=1(Eyy + Eyy),

coml<a<f<nel <y <n<n,segue por um calculo direto usando (3.28) que
” [Aozﬂa Aw] ||2 = 5,6'“/ + 5a77 + 6a7 + 5677- (3‘30)

De modo similar, ||[Sag, Svnll|* € [[[Aag, Syyll|? sdo iguais a (3.30). Finalmente, calcu-

lamos

I[Aag: Sasl|” = 4. (3.31)

Portanto, se («, 3) # (v, n) entao
||[AaBaA7n]||2 = ||[Saﬂasvn]||2 = ||[AaBaSW]||2 = 1.
Fixamos um vetor da base B, por exemplo
Aas = A% €my;, para (p <q, i <j).

Usando a representagao matricial dos vetores tangentes e as formulas (3.30)-(3.31),
vemos que a curvatura seccional é nao nula nos vetores que constituem as linhas
a, [ e as colunas «, 3. A curvatura de Ricci na direcao de A,p serd determinada
contando-se esses elementos, observando-se as relagoes da proposicao 2.1.2. Obtemos

assim:

e parte m, isto ¢, nao considerando os vetores m;;:

4 (2_: ny + X_: ny + Z nt> = 4(n — (n; + nj)). (3.32)

t=i+1 t=j+1
e parte £, isto é, considerando apenas vetores em m;;:

onde a ultima parcela da soma vem de (3.31).
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Juntando (3.32) e (3.33), obtemos

pa;tg m pa;tre 4

e multiplicando pelos coeficientes presentes em (2.17), podemos concluir que
Ric(Aag) = n + (n; + ny). (3.35)

Segue que a curvatura de Ricci depende apenas da componente irredutivel da repre-

sentacao da isotropia m;;. W

Corolario 3.1.1 A wvariedade de Grassmann complexa G, (@™™) possui curvatura
de Ricci constante
Ric(X) = 2(m + n), (3.36)

para todo vetor X € B.
Corolario 3.1.2 A variedade flag mazimal F(n) possui curvatura de Ricci constante
Ric(X) =n+2, (3.37)

para todo vetor X € B.

3.2 Limitantes para |C| e §(C)

3.2.1 Descricao dos Limitantes

Seguindo a técnica apresentada em [18|, procedemos a seguir afim de derivar
limitantes para empacotamentos de esferas na variedade flag geométrica. Para tanto,
primeiramente é preciso calcular os limitantes k (2.32) e & (2.33) para a curvatura
de F(n :nq,...,ns). O proximo teorema é uma conseqiiéncia imediata dos resultados

anteriores sobre a curvatura de Ricci.
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Teorema 3.2.1 Para a variedade flag geométrica F(n : ny,...,ns) obtemos a expres-
sao explicita
1 .
KR = rmlnlﬁl(jSS{n + (’I’LZ + nj)}, (338)

onde d é a dimensdo de F(n :ny,...,ns) dada em (3.15).

Em decorréncia do teorema acima, obtemos o valor

m-+n

(3.39)

E:2mn—1’

para a variedade Grassmann G,,(@™"). Ainda, para a variedade flag maximal

F(n:1,..,1) resulta

2
[P U s (3.40)

n2—n—1
Tome X,Y € m dois vetores tangentes unitarios. Sabendo que
(X, Y] =[X, Y]e + [X, Y]
¢ uma soma de componentes ortogonais, segue que
1 2 3 2
K(X,Y) = X Y2 + ZHX Yl <

< XY = XY - YX[|* < 2| x[Y])?
= K(X,Y)<22=4

Além disso, vimos na demonstracao do teorema anterior que existem vetores unitarios
em B C m tais que o quadrado da norma de seu colchete é igual a 4. Desse modo,

obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 3.2.1 Para toda variedade flag geométrica F(n : nq,...,ns), o valor

mdximo da curvatura seccional na esfera unitdria do espago tangente m é
R =4 (3.41)

Os resultados acima aprimoram o valor £k = 0 considerado em [18| afim de ob-

ter limitantes para empacotamentos em G,,(@™*™). Por outro lado, observamos que
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% = 4, o limitante superior para a curvatura seccional de G,,(@™"™) considerado em
[18], também é valido para toda variedade flag geométrica F(n : ny,..,ns). Isto torna
possivel obter novos limitantes para empacotamentos em variedades flag, e conse-

quentemente, também para Grassmannianas.

Afim de enunciar nossos proximos resultados, considere S !(r) a esfera Eucli-
diana de raio 7 > 0 em IR?. Dado qualquer ponto X € S971(r), denotaremos por
Cy(d, X, ¢) o chapéu esférico centrado em X de raio geodésico dado pelo angulo de
separagao 0 < ¢ < 7 [12]. A area (d — 1)-dimensional de C,(d, X, ¢) ndo depende de
seu centro, e sera denotada por V,.(d, ¢). Fixados uma dimensao d e um raio r > 0,

a aplicagao ¢ — V,.(d, ¢) possui uma inversa monotonica
(V) Md, %) : IRy — IR,. (3.42)

Definicao 3.2.1 O raio de injetividade de uma variedade Riemanniana compacta
(M, g) € definido por
i(M) = infperm {dy(p, c(p))} (3.43)

onde ¢(p) denota o cut-locus do ponto p € M.

O raio de injetividade de uma variedade esté diretamente relacionado & invertibi-

lidade de sua aplica¢ao exponencial. De fato, se 0 < r < i(M) entao
exp,, : Ty(M) — M

¢ bijetora na bola aberta B,(r) C M, para todo p € M. Este fato permite a cons-
trucao de codigos em M por meio da aplicagdo exponencial, como feito em [23] para
Grassmannianas. Portanto, um conjunto finito de vetores no espaco tangente pode
ser mapeado em um codigo sobre a variedade, de modo que a fungao de codificagao

(ie. exp,) ¢ inversivel.

Feitas estas consideracoes, estamos prontos para enunciar e demonstrar um re-
sultado central neste trabalho. O préximo teorema fornece um limitante inferior e
um limitante superior para o nimero de pontos de um coédigo em uma variedade flag

geométrica, desde que seja conhecida sua distancia minima.



3.2 Limitantes para |C| e 6(C) 37

Teorema 3.2.2 Considere a variedade flag geométrica (F = F(n : ny,...,ns)% gn)
e tome 0 < py < i(F). Entao existe um codigo C C F, com distancia minima maior

ou tgual a py, satisfazendo

—— =L < .
i L <|c|, (3.44)

onde

d—1
a= : )
miny<i<j<s{n + (n; +ny)}
Além disso, para todo codigo C C F com distancia minima pg, vale

v(F)

<U:=—~—~1_
=TTy

(3.45)

onde b = %

Demonstragao: Usando as estimativas de volume de Bishop-Gunther [14] (teorema

3.101), com dados para a curvatura k e k obtidos em (3.38) e (3.41), obtemos

v (po) > v (Bs, (po))

# ()= (5(3)),

onde V% e v® denotam o volume de bolas geodésicas em variedades de curvatura
constante K,k € IR. Desse modo, através das desigualdades de Gilbert-Varshamov

(2.21) e Hamming (2.22), segue que

M) _ oy VM
o <= A gy

Sabendo que k e k sao numeros reais positivos, tais variedades sao respectivamente as

esferas Euclidianas S4(1//&) e S4(1/v/k), onde d = dim(F). Substituindo os valores
obtidos em (3.38) e (3.41), segue o teorema. W

Observamos a necessidade de requerer a condigao py < i(F) como hipotese do teo-
rema anterior, para assim podermos usar a estimativa de volume de Bishop-Gunther.
De fato, em [14] (teorema 3.101) supde-se que a bola aberta B,(po) na variedade M
nao intercepta o cut-locus of p. Este fato é sempre verdadeiro para todo p € M

assumindo-se que py < (M), onde i(M) denota o raio de injetividade de M. Parti-
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cularmente, toda variedade de Grassmann possui raio de injetividade igual a 7 (veja,
por exemplo, [33]). Portanto, como caso particular do teorema acima, obtemos o

seguinte resultado para codigos em Grassmannianas.

Corolario 3.2.1 Considere a variedade de Grassmann compleza (G = G, (@), gn)
e tome 0 < py < 5. Entdo existe um codigo C C G, (@™™), com distdncia minima

maior ou 1gual py, satisfazendo

v(G)
‘/a(ana pO)

2mn — 1
a=\/—-.
m-+n

Além disso, para todo codigo C C G com distdncia minima py, vale

=L<|, (3.46)

onde

v(G)
V, (2mn, &)’

72

CI<U = (3.47)

onde b = %

Os resultados acima garantem, para cada distancia minima fixada, a existéncia de
um c6digo na variedade flag geométrica cujo tamanho pode ser estimado por (3.44).
Convém observar que, se a distancia considerada for a que é conhecida como distancia
cordal (que esté definida com detalhes na se¢ao 4.2, eq. (4.14)), o volume normalizado
de uma bola de raio p < 1 em G,,(@™"™) foi calculado de forma explicita em [11], e

¢ dado por

m+n—1)!

1 m
n(B(p)) = Cm,nPan> onde  Cpp = mn! I I ( (3.48)
Ti=1

(m —1)!

Desse modo, usando a versao normalizada do limitante de Hamming |C|u (B (%)) <1

e (3.48), o limitante superior

—2mn
Cl < el <g> (3.49)

foi apresentado em [26]. Além disso, como consequéncia de propriedades do mergulho

esférico (4.20), o limitante (3.49) foi melhorado, obtendo-se o seguinte resultado.
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Teorema 3.2.3 [26/ Para um cédigo C C G, (@™1") com distancia minima §, com
m=1, (mn)=(2,2), oud <V4—r-2 comr?= %, vale

52 —mn
-1 2

E importante notar que este resultado nao melhora ou piora o limitante U de
(3.46). De fato, estdo sendo consideradas distancias diferentes em G,,(@™") para
obter cada resultado. Em (3.46), a distdncia em questdo é a distancia geodésica
proveniente da métrica normal gy, enquanto que em (3.50) considera-se a distancia
cordal, que é puramente topoldgica e nao proveniente de métrica Riemanniana, mas

sim do mergulho (4.20).

Considerando agora o problema dual, isto é, encontrar a distancia minima de um
dado codigo C C M, é possivel usar a desigualdade de Hamming para encontrar o

seguinte limitante superior.

Teorema 3.2.4 Para todo cidigo C C F(n : ny,...,ns) com tara bindria R(C), a

distancia minima §(C) deve satisfazer
(C) < 2u, (3.51)
-1
= 7
onde u = (V1> (d, po) e

~ v(F(mng,...,n))
Po = 9dR(C)

Observe que a formula (2.17) é valida nao somente para variedades flag, mas tam-
bém para todo espa¢o homogéneo G/H munido da métrica normal induzida por g.
Portanto, o limitante u para a distdncia minima de um empacotamento de esferas

dado por (3.51) vale também nesse caso mais geral.
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3.2.2 Calculos Computacionais

A partir do desenvolvimento tedrico da se¢ao anterior, estamos prontos para calcu-
lar os limitantes estabelecidos em (3.44), (3.45) e (3.51). Observe que para encontrar
L e U é suficiente calcular a area (d — 1)-dimensional V,.(d, pp) de um chapéu esférico

em S471(r) C IR?. Com este proposito, usaremos a expressao conhecida [12]:

¢
Vi(d,¢) = rdladl/ sen?2(t)dt, (3.52)
0

onde

2(27)(d—1)/2

{ Cm2 e d = 2,46, ...
g =
d—2)1

(@—2)°
,sed=1,3,5,..

Por outro lado, para encontrar o limitante superior u para a distancia minima
d(C), serd necessario calcular a funcao inversa de V,(d,¢). A saber, dado vy > 0
precisamos determinar o raio ¢q tal que V,.(d, ¢g) = vy.

A Tabela-1 apresenta os resultados aproximados do célculo dos limitantes [L, U]
para o numero de pontos de codigos na variedade flag maximal F(n), para alguns
valores n > 2 e distancia minima fixada py > 0.

n\po 0.25 0.5 1 1.5
2 [128.67; 256.33] [32.675; 64.334] [8.7014;16.337] [4.3045; 7.454]
3 [51110.7;1.0165 x 10%] [898.07; 1.635 x 10°] [22.478; 28738.4] [4.321; 3069.54]
4 [2.34 x 108;6.92 x 1016] [76788.4,1.82 x 10%3] [61.882;5.9714 x 107] [3.52;1.7.55 x 107]
) [1.223 x 1013;9.52 x 10%°] | [2.007 x 107;1.392 x 10%3] | [173.47;2.284 x 1017] | [2.169;1.7105 x 104

Tabela 1. Limitantes [L, U] para codigos em variedades flag maximais.

Primeiramente, observamos que estes calculos foram realizados assumindo-se que

o raio de injetividade de F(n) ¢ maior ou igual que 7. Para uma variedade flag

qualquer, o valor explicito de i(F) é por nos desconhecido. Contudo, acreditamos

que 3 ¢ uma boa conjectura, pois este valor é vélido para qualquer Grassmanniana e
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também para F(3) [27]. De fato, o problema de encontrar o raio de injetividade é um
topico bastante relevante no estudo da geometria global das variedades flag, mas vai

além do escopo deste trabalho, e portanto, nao sera discutido detalhadamente aqui.

Os resultados da tabela acima mostram claramente uma desempenho numérico
fraco do limitante superior U, especialmente quando a dimensao de F(n) cresce (com-
pare Fig. 3.1 e Fig. 3.2). De fato, os piores resultados aparecem para F(5), que é
uma variedade diferenciavel de dimensao 20. Contudo, obtemos alguns resultados
satisfatorios para o limitante inferior L. Note ainda que, conforme a distancia mi-
nima cresce o limitante inferior L diminui, conforme ¢ de se esperar. Ou seja, quanto
maior o raio da bolas, menos espaco temos para arranji-las. Para o maior valor da
distancia minima py = 1.5, o limitante inferior L é relativamente baixo; um indicio

de que este valor esté proximo do raio de injetividade destas variedades.

As proximas figuras exibem os graficos dos limitantes [L, U] para empacotamentos
de esferas no espago projetivo complexo €'P(2) = F(2) e em F(3),respectivamente,
com distancia minima variando entre 0.1 < pg < 1.5. Observe que, ao passo que a
distancia minima aproxima-se de zero, os limitantes assumem valores arbitrariamente
grandes. Analisando a expressao (3.52) é possivel ver que este fendmeno ocorre pois
a area d-dimensional de um chapéu esférico aproxima-se rapidamente de zero quando
seu raio decresce, enquanto que o volume total da variedade permanece constante.
Por outro lado, os limitantes parecem tender a zero & medida que a distancia minima
cresce. Com efeito, se o raio de uma bola geodésica em uma variedade compacta

cresce, entao existird um ponto em que seu volume atingira o volume total da varie-

dade.

Em 1959, Shannon obteve o limitante inferior

1~ Slogapold — o) = Ls(po) < Rlp) (3.53)

10g279c|>} de um codigo esférico C C S™1, cuja

para a taxa binaria R(py) = lim sup {
distancia Euclidiana minima py > 0 ¢ dada [31]. Em outras palavras, se M(n,dy)

denota o ntimero maximo de pontos que podem ser colocados em S™~! com distancia
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Figura 3.2: Limitantes [L, U] para codigos C C F(3), com py € [0.1,1.5]

geodésica maior ou igual a fy = 2arcsen(py/2), entao

2n
[po(4 — po)]2 < Mz, do).

(3.54)
Afim de ilustrar o limitante inferior L dado em (3.44), considere
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a variedade flag maximal de @2, uma variedade diferenciavel de dimensao real d = 6.
Trata-se de um exemplo especial, pois é a primeira variedade flag que nao é um es-

pacgo projetivo ou uma Grassmanniana complexa.

Usando (3.54), podemos observar que o tamanho de um coédigo C C S% com

distancia Euclidiana minima py = 0.5, deve satisfazer
11.94 < [C]. (3.55)

No entanto, o limitante L garante que é possivel colocarmos ao menos 898 pontos
F(3), cuja distancia geodésica minima é maior que py = 0.5. Ou seja, F(3) é uma va-
riedade compacta com a mesma dimensao de S%, e para uma distancia minima fixada
po, ¢ possivel colocarmos mais pontos em F(3) do que em S®. O mesmo fendmeno

ocorre com G (0*), que também possui dimensao d = 6, e L = 38.3179 para py = 0.5.

Nas tabelas 2, 3, 4 e 5 mostramos os valores aproximados dos limitantes [L, U]
para o tamanho de codigos em variedades de Grassmann G,,(@™*"), para alguns

valores m,n > 1 e distancias minimas fixadas de 0.25, 0.5, 1 e 1.5, respectivamente.

m\n 1 2 3 4
1 [32.1672; 128.167] [261.391; 32939.1] [2180.72;8.471 x 109) [18084.8;2.18 x 10]
2 [261.391; 32939.1] [14815.1;4.35807 x 10%] | [816285;7.21162 x 10'%] [4.53 x 107;1.03 x 102°]
3 [2180.72;8.471 x 10%] | [816285;7.21162 x 10 [2.87697 x 108; — — —] [1.095 x 10'1;2.901 x 1024]
4 [18084.8;2.18 x 109] | [4.53 x 107;1.03 x 102°] | [1.09 x 10'1;2.901 x 1024] [—————-]

Tabela 2. Limitantes [L, U] para codigos C C G, (C™1™) com po = 0.25.

m\n 1 2 3 4
1 [8.16877;32.1672] [17.3919;2091.13] (38.3179; 136295] [84.1906; 8.89276 x 109]
2 [17.3919;2091.13] [68.9689; 1.77855 x 107] | [267.878;1.89543 x 10'1] | [1050.29;2.26421 x 10'7]
3 [38.3179; 136295] [267.878;1.89543 x 101 | [1774.82;4.43736 x 1017] | [11910.4;1.45449 x 10%4]
4 [84.1906; 8.89276 x 106] | [1050.29;2.26421 x 10'°] | [11910.4;1.45449 x 10?4 [135598; — — —]

Tabela 3. Limitantes [L, U] para codigos C C G, (C™T™) com pg = 0.5.



3.2 Limitantes para |C| e 6(C) 44

m\n 1 2 3 4
1 [2.17534; 8.16877] [1.39711;139.135] [0.95907; 2394.87] [0.66592; 41398.6]
2 [1.3971;139.135) [0.54552; 82792.2] [0.21587;6.22018 x 107] | [0.08737;5.2515 x 101°]
3 [0.95907;2394.87] | [0.21587;6.22018 x 107] | [0.04756;2.7374 x 10'2] | [0.01074;1.58188 x 1017]
4 [0.66592;41398.6] | [0.08737;5.2515 x 10%0] | [0.01074;1.58188 x 10'7] | [0.00134;7.5254 x 1023]
Tabela 4. Limitantes [L, U] para cédigos C C G, (C™™) com pg = 1.
m\n 1 2 3 4
1 [1.07612; 3.72702) [0.41943; 30.51] [0.18437; 255.795] [0.08413; 2166.03]
2 [0.41943; 30.51] [0.06892; 4332.05) [0.01228; 787019] [0.00231;1.61471 x 108]
3 [0.18437; 255.795] [0.01228; 787019] [0.000863; 4.15329 x 107] [0.0000643; 2.88986 x 10'3]
4 [0.08413;2166.03] | [0.00231;1.61471 x 108] | [0.0000643;2.88986 x 1013] | [1.883 x 107;8.19698 x 10'8]

Tabela 5. Limitantes [L, U] para cédigos C C G, (C™1™) com py = 1.5.

A simetria das tabelas anteriores se deve ao fato de que G,,(@™") e G, (@™*")
serem a mesma variedade diferenciavel. De fato, se V' C @™*™ é um subespaco m-
dimensional, entdo seu complementar ortogonal V+ é tinicamente determinado e per-
tence a G,,(@™*"). Desse modo, obtemos uma correspondéncia biunivoca V +— V4,
que fornece um difeomorfismo entre estas variedades. Como no caso das flag ma-
ximais, observe que o limitante superior U perde eficiéncia com o crescimento da

dimensao.

Considerando agora um empacotamento de esferas na variedade flag geométrica
com taxa de informagao dada por

_ 10g2|C|

R(C) = 2,

(3.56)
(ou equivalentemente, |C| = 29%()) podemos usar a funcio inversa (3.42) para calcu-

lar o limitante superior (3.51) em sua distancia minima §(C).

A préxima tabela mostra os valores aproximados deste limitante para variedades
de Grassmann complexas. Pelo mesmo motivo da Tabela-2, os dados apresentados
estao simetricamente distribuidos. Os espagos tracejados ocorrem quando o software

utilizado (Wolfram - Mathematica) nao & capaz de alcangar o resultado devido a um
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erro de aproximacao grande. Erro este que parece ser ampliado com o crescimento

na dimensao.

m\n 1 2 3 4 5
1 1.0472 | 1.10817 | 1.14787 | 1.17679 | 1.19926
2 1.10817 | 1.35197 | 1.41825 | 1.47341 | 1.55164
3 1.14787 | 1.41825 | 1.61925 | — — — | — — —
4 1.17679 | 147341 | ——— | ——— | — — —
) 1.19926 | 155164 | ——— | ——— | — — —

Tabela 6. Limitante 2u para codigos em G, (C™™) com taxa R(C) = 1.

m\n 1 2 3 4 5
1 0.001953 | 0.001953 | 0.001953 | 0.001953 | 0.001953
2 10.001953 | 0.00213 | 0.0022335 | 0.0023034 | 0.0028486
3 1 0.001953 | 0.002335 | 0.0024039 | 0.006815 | 0.0161915
4 10.001953 | 0.0023034 | 0.006815 | 0.02008 | 0.0381902
5 | 0.001953 | 0.0028486 | 0.161915 | 0.0381902 | 0.0637021

Tabela 7. Limitante 2u para codigos em G, (C™*™) com taxa R(C) = 10.

-1

De fato, a técnica usada aqui para calcular a funcao inversa (V% ) (d, po) €
encontrar o zero da fungao

u(z) :=Vi(d,x) —po, x€ [0, 7]. (3.57)

Conforme mostramos nas préoximas figuras, o crescimento da dimensao implica no

decrescimento de u(z). Portanto, u(x) torna-se arbitrariamente proximo de zero para

valores suficientemente grandes de d. As figuras 3.3 e 3.4 ilustram esse fenémeno.
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Na figura 3.5 apresentamos o gréafico de u(x) para G4(@7), que tem dimensao 24.
Note que a curva é ainda mais "achatada", e a precisao do software nao nos fornece

o ponto de interse¢ao dela com o eixo x. Isso se reflete em um dos espagos em branco
da tabela 6.

-1xln# —
-2.x107% —
-3.x107% —
4,108 —

_5.% 1078

Figura 3.5: Grafico de u(z) para M = G4(@7), d = 24.

Vale observarmos aqui que existe uma outra distancia definida em G,,(@™")
chamada distdncia cordal . (4.14), que é topologicamente equivalente a distancia
geodésica o, pela relagao

0e < 0y < 0. (3.58)

!

Em algumas situacoes, usar d. ao invés de o, ¢ mais conveniente, e a desigualdade
(3.58) garante que o limitante 2u em (3.51) também funciona para esta nova dis-
tancia. Mais detalhes sobre a defini¢ao e as propriedades da distancia cordal serao

apresentados no préoximo capitulo.
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Finalmente, para as variedades flag maximais F(n), obtemos os seguintes resul-

tados na distancia minima.

n\R(C) 1 5 10 20
2 0.722734 | 0.00276214 | 2.69741 x 1075 | 4.70055 x 10~°
3 0.810268 | 0.00295525 | 2.886 x 10° | 4.5082 x 10~°
4 [0.0940055 | 0.00326714 |  0.0001427 0.0001427
5 1.00973 | 0.00504613 |  0.005056 0.005047
5 1.31533 | 0.0286204 0.02862 0.0286204

Tabela 8. Limitante 2u para cédigos em F(n) com taxas R(C) € {0.5,1,5,10}.

3.3 Empacotamentos em Variedades Flag Maximais

3.3.1 Definicao da Variedade Flag Generalizada

Considere G um grupo de Lie complexo e simples com algebra de Lie g. Seja b
uma subélgebra de Cartan de g, e denote por II o conjunto de raizes associado ao

par (g,h). Temos entao a decomposigao de g em espagos de raizes

g=b®) g

a€cll

(3.59)

onde g, ¢ um espago de raiz (complexo e unidimensional) definido por
go = {X €g:[H X] = a(H)X, VH € b}.

Seja ITT C IT uma escolha de raizes positivas, e denote por X o correspondente sistema
simples de raizes. Vamos fixar daqui em diante uma base de Weyl de g, isto é, um

conjunto de vetores X, € g, a« € Il e H, € h, a € ¥ satisfazendo
L4 [XaaX—a] - Ha

o [X,, Xg| = mapXais, com m, g satisfazendo my s = —m_q_5 € Mo = 0 se

a + (3 nao ¢é raiz.

Nesse ponto ¢ importante observar que m, g ¢ um namero real. Mais detalhes sobre

a existéncia da base de Weyl para algebras de Lie simples podem ser encontrados em
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[30] e [21].

Tome © um subconjunto qualquer de ¥, e seja (©) o conjunto de raizes gerado por
©. O conjunto IT\(O) sera denotado (O)*, e seus elementos serdo chamados raizes
complementares com respeito a ©. Denotando (0)T = (0) NIIT, a decomposi¢ao
(3.59) torna-se

g—h@Zga@Zga@ Z gﬁea S e (3.60)

BeIIT\(© Bellt\(O)+

A subdlgebra parabolica de g determinada pela escolha © é

Po=h® Z fa © Z oo ® Z k2

BEIIT\(©

e com essa notagao, reescrevemos a equagao (3.60) como

g=pe® Y g4 (3.61)

Bellt\(e)+

Definicao 3.3.1 Nas condigoes anteriores, a variedade flag generalizada Fg,

associada ao par (g,0), € o espago homogéneo

Fo = ]%, (3.62)
onde Pg € o normalizador de po em G.
Tomamos uma forma real compacta de g, isto é, uma subalgebra real do tipo
u:spanR{\/—_lhR,Aa,Sa caellt}. (3.63)
Os vetores geradores da algebra u sao definidos por
Ay =Xo—X_a e So=vV—-1(Xo+X_,),

e hr € o espago vetorial real gerado por {Hz: 8 € £}. O conjunto

={Aa, S0, V-1Hg:a €I e € 5} (3.64)
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¢ uma base ortogonal quando consideramos a forma de Cartan-Killing de g restrita

au.

Considere U = expg(ut) a respectiva forma real compacta do grupo G. Denote
Ko = U N Pg, e por construcao, este é o centralizador de um toro. Entao U age

transitivamente em Fg, e podemos escrever

U

Fo= —.
e Ko

(3.65)
Desta caracterizacao, concluimos que a variedade flag é uma variedade diferenciavel
compacta. Quando © = (), temos que Kg = T é o toro maximal de U, e obtemos a

variedade flag mazximal

U
F= (3.66)

As variedades flag geométricas tratadas no capitulo anterior sao obtidas ao con-

siderarmos a forma real compacta U como o grupo de matrizes
SUM) ={Ae@™": AA=1,edet(A) =1},

e Kg como um subgrupo da forma S(U(n;) x ... x U(ng)), com ny + ... + ny =
n. A variedade maximal F(n) é obtida quando n; = 1, para todo i = 1,....,n; e

consequentemente,

_ SUMm)

==

onde T" = S(U(1) x ... x U(1)) é o toro maximal. J& vimos que esta variedade

F(n)

pode ser identificada com o conjunto formado pelos subespagos encaixados da forma
{0} =EyCE, C..CE,=0q".

3.3.2 Curvatura em Flags Maximais

Na tentativa de estender nossos resultados para variedades flag mais gerais que as
geométricas tratadas na segao 2.2, nos dedicamos agora ao calculo da curvatura de
Ricci de variedades flag maximais. De fato, para a obtencao dos valores k e &, fun-
damentais para estabelecer os limitantes, é imprescindivel um bom conhecimento da
curvatura da variedade em questao. A estrutura de dlgebra de Lie do espago tangente

é de grande importancia no estudo da geometria das variedades flag. As expressoes
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para a curvatura seccional e a curvatura de Ricci sao aqui obtidas em funcao das
constantes de estrutura da algebra de Lie associada. No exemplo 3.3.2 apresentamos
o caso sl(n,T'), que trata-se justamente das variedades flag geométricas consideradas
no capitulo anterior, e verificamos a compatibilidade com os resultados obtidos via a

representacao matricial do espago tangente.

Os resultados apresentados aqui sao frutos do trabalho conjunto com o Prof. Dr.
Lino Anderson da Silva Grama do IMECC-Unicamp, cujas idéias e sugestoes foram
de grande valia durante o desenvolvimento da pesquisa realizada nesta tese. Salien-
tamos ainda que este material encontra-se em desenvolvimento e nao foi submetido
para publicacao, portanto, nao hé citacoes nem referéncia propria na bibliografia. De
fato, encontrar os limitantes neste caso geral é uma tarefa mais dificil, pois a estru-
tura da algebra de Lie associada pode ser bastante complexa. Contudo, do ponto de
vista puramente geométrico, o célculo da curvatura de uma variedade flag maximal

¢ um resultado relevante, e sera descrito a seguir.

U
T
Denote por t a algebra de Lie de T, e note que t¢ = h. Seja o = €T a origem de F.

Considere a variedade flag maximal F = onde T é o toro maximal de U.

O espago tangente T,(F) pode ser identificado com o complementar ortogonal de t

em u com respeito a forma de Cartan-Killing. Assim,

T,(F) :=m = spanp{Aa, S €T} = > uy, (3.67)

a€ellt

onde U, = (go @ g_o) Nu. Dessa forma, temos
u=tem (3.68)

Complexificando m obtemos o espaco tangente complexificado TC (F), que podemos

IUC’::ZE:gg.

Bell

identificar com

O proéximo lema fornece o valor do colchete de Lie entre os elementos da forma real

compacta de g.

Lema 3.3.1 O colchete de Lie entre os elementos da base (3.64) de u sao dados pelas

sequintes relacoes
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[\/__1Hom AB] = ﬁ(HOé)Sﬁ;
[\/__1Ha7 Sﬂ] = _6(Ha)Aﬁ;

(A, Sa|l = 2/ —1H,;

[Aa, Aﬁ] = maﬁAa+g + m,a’@Aa,g;

[Sa, Sg] = —ma,gAats — Ma,-pAas;

[Aa; Sg] = Ma,85a+p + Ma,-3Sa—p-

A forma de Cartan-Killing de g restrita & u é uma forma bilinear. Lembrando
que a forma de Cartan-Killing é negativa definida, ao considerarmos o negativo desta
forma bilinear teremos definido um produto interno em u, de modo que a norma dos
vetores { Ay, Satacs € igual a 2. A métrica normal em F = % sera definida como
a métrica Riemanniana correspondente a métrica bi-invariante de U induzida pelo

produto interno
1
(X,)Y) = —§<X, Yok (3.69)
em u. Observe que a multiplicagao do fator % torna a base (3.64) ortonormal.

Exemplo 3.3.1 (A algebra de Lie sl(n,@)) A dlgebra especial linear g = sl(n,')
¢ definida como o conjunto das matrizes complexas n X n de trago zero. Uma subdl-

gebra de Cartan de g € formada pelas matrizes diagonais

h = {H = diag(ay, ..., ay,) : Zai = O} .

=1

O sistema de raizes 11 para o par (g,h) € dado por
O={a;=¢;—¢;: 1 <i#j<n},

onde, para todo 1 <1 < n, ; € o funcional linear definido por
g; : D = diag(ay, ...,a,) — a; € €.

O congunto de raizes positivas €

H+{Oéij Z:€i—€j11§i<j§n},
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e o sistema simples de raizes
S={ayell":j=i+1}.

Os espagos de raizes sao dados por go,; = spang{E}, onde Ej; ¢ a matriz n X n

com 1 na posicao ij e zero nas demais posigoes. Observe que ou; = —ay;.

Para determinar a forma real compacta de sl(n,@), definimos os vetores
Aai]’ - Eij - Eji € Saij =V _1<Eij + Eji>’

onde cy; € IIT. Note que estes vetores sao precisamente aqueles que foram defini-
dos anteriormente em (3.13) e (3.14). Tomando u,,, = spang {Aa,,, Sa,, } podemos

decompor a dlgebra real u = su(n) como

u=+v-1h o Z Ug,;-

aij€H+
Note que Uq,; = (ga;; © Fay;) N 5U(n). No caso particular sI(3,d), dada a matriz

0
Apnb=1-1 0 0|,
0 O

temos AamZZm = diag(1,1,0), e portanto || Aay,||% = tr(AamZim) =2, onde || . ||F
denota a norma de Frobenius de matrizes. Pode-se verificar que a norma induzida
pela forma de Cartan-Killing em su(n) € igual a metade da norma de Frobenius,

constderando as matrizes em relacao a base de Weyl. [

A partir daqui, vamos fixar a métrica normal na variedade flag maximal, isto &,
vamos considerar o par (.7-" = %, gN). Conforme observamos no capitulo 2, existe
uma correspondéncia biunivoca entre métricas invariantes em F é produtos internos
no espago tangente m = T,(F) que sdo invariantes pela representacao adjunta de 7'
Quando consideramos a métrica normal, o produto escalar é simplesmente a restrigao
do negativo da forma de Cartan-Killing ao subespago m. Pelo corolario 1.1.1, sabemos

que a curvatura de qualquer espaco homogéneo com a métrica normal é dada por

K(X,Y) = 11X, Y]l + X Y12
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Assim, usando as relagoes do lema 2.3.1 podemos calcular a curvatura entre os vetores
da base (3.64). Temos

1
K(Ay, Ag) = ZH [Aq, Aglmll> +0
1
= ZHma,ﬁAaw + Mg pAapl®
(MasAars +M_apsAap, MapsAars+mM_aplap)

(m2 5l Aassll* + m? gl Aasll?)

N e S R S

2 2
(meg +m2ap) -
Por um célculo analogo,

K(Aq, S5) = K(Sq4.55) = = (ml 5 +m2_5),

1 =

e finalmente

K(AuSa) = 04 [|[Aq; Sall”
- ||2V _1H0c||2
= 4||H,||* = 4(H,, H,) = 4a(H,,),

onde «a(H,) esté relacionado com o comprimento da raiz .

Fica claro que o calculo da curvatura esté intimamente ligado com a estrutura da
algebra de Lie do grupo. Ainda, estas férmulas valem para qualquer flag maximal
F =L, desde que sejam conhecidas as constantes de estrutura m, 5 da algebra de
Lie em questdo. Usando a formula Ric(e;) = > K(e;,¢5), onde {e;} ¢ uma base

ortonormal do espago tangente, podemos calcular

Ric(Aa) = Y K(Aa,Ap)+ > K(Aa,Ss) + K(Aa, Sa)
B#a BF#a

- % Z (2ma 5 +m2, 5+ mg _p) + a(Ha)
BFo
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Ric(Sa) = > K(Sa, ) + > K(Sa, Ag) + K(Sa, Aa)

B#a B#a
= > K(S.,55) + Y K(Ag, Sa) + K(Aa, Sa)
B#a B#a
1
= > (migtml gtmi, +mb )+ a(Hy)
Ba
1
-1 Z (2ma 5 +m? 5 +me ) + a(H,).
B#a

Obtemos assim o seguinte resultado.

Proposicao 3.3.1 A curvatura de Ricci de uma variedade flag mazimal F = %,

munida da métrica normal, € dada por

1
Ric(Aq) = Ric(Sa) = 7 > @ml g +m? s+ ml _g) + a(H,), (3.70)
Ba

para quaisquer vetores da base {Aq, Sy 1 o € TIT}.

Exemplo 3.3.2 Considerando g = sl(n,@'), o resultado do coroldrio 2.1.2, que for-
nece a curvatura de Ricci de F(n), seque como conseqiiéncia imediata dos cdlculos
anteriores. De fato, os vetores {X, : a € II"} da base de Weyl que geram os espa-
¢os de raizes sao neste caso os vetores X,,, = Ei; da base canénica de @™, para

1 <i<j<n. Usando (3.28) para calcular o colchete entre tais vetores quando

(1,7) # (k, 1), obtemos
a. j=kei#l = [E;j, Ey) = Eu,
b. j#kei=1 = [Ej Byl =—Ej,
c. j#kei#l = [Ey, Eul =0.

Portanto, as constantes de estrutura da dlgebra sao m;; = £1 (casos a. e b.) ou
mi; =0 (caso c.). Decorre que, fixado um par (i,7) com 1 <1i < j<mn, o argumento

da soma em (3.70) é nao nulo apenas para (k,l) percorrendo a linha i ou a coluna j.



3.3 Empacotamentos em Variedades Flag Maximais

56

Seque entao por uma contagem direta que

1
Ric(Aa,) = Ric(Sa,) = ¢ > @+ 141)+4|H?
(k) (i)
= Yoy 14l
4 PR
= (n—2)+4
= n+2. 0



CAPITULO 4

CANAIS MIMO E A VARIEDADE DE

GRASSMANN COMPLEXA
.

Com o objetivo de apresentar uma perspectiva de aplicagao dos limitantes obtidos
na secao 2.2 no contexto da teoria de informacao, abordaremos aqui a caracterizagao
da capacidade de um canal de multiplas antenas com desvanecimento. A expressao
para a capacidade possui uma interpretacao geométrica como um empacotamento na
variedade de Grassmann complexa. Assim, c6digos em grassmannianas, que a princi-
pio sao uma generalizagao natural dos codigos esféricos, também possuem aplicagoes
na area de transmissao de sinais. Os detalhes do contetido apresentado na secao 3.1
podem ser encontrados em (8], [13], [20] e [35].

Na secao 3.2 apresentamos um estudo detalhado da distancia geodésica e da dis-
tancia cordal na variedade de Grassmann complexa. Para tanto, descrevemos o mer-
gulho esférico de G,,,(@™*"). Este mergulho permite que o limitante de Rankin para
codigos esféricos também seja utilizado na obtencao de estimativas nestes novos es-
pacos [8]. Encerramos o capitulo descrevendo o mergulho de uma variedade flag
generalizada F numa grassmanniana através da representagao adjunta do grupo de
Lie associado, que juntamente com o mergulho esférico, fornece um mergulho de F
numa esfera de raio e dimensao apropriados. Esta aplicacao poderia ser utilizada

para a generalizacao da distancia cordal também para flags.

57
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4.1 O Canal de Miiltiplas Antenas

Um maior esfor¢o tem sido feito no estudo de sistemas de comunicagao sem fio
(wireless) com uso multiplas antenas, motivado pela necessidade de aumentar sua
eficiéncia espectral [35]. Para um sistema de miultiplas antenas, com m antenas trans-
missoras e n antenas receptoras, e desvanecimento Rayleigh independente e identica-
mente distribuido (i.i.d.) entre todos os pares de antenas, o ganho de capacidade é
min{m, n} bits por segundo por hertz para todo crescimento de 3-dB SNR [13]. Este
resultado é derivado da hipdtese de que os coeficientes de desvanecimento instanta-
neos sao conhecidos pelo receptor. Portanto, esse resultado pode ser visto como um
limite fundamental para comunicacoes de multiplas antenas no caso coerente. Con-
tudo, em ambientes moveis de comunicagao sem fio, os coeficientes de desvanecimento
podem variar muito rapidamente e as estimativas dos parametros do canal tornam-se
dificeis, particularmente em sistemas com um grande niimero de antenas. Em tais
situacoes, podemos estar interessados em explorar esquemas em que nao sejam neces-
sarias estimativas explicitas dos coeficientes de desvanecimento. Logo, existe interesse
em entender os limites fundamentais para comunicagoes de miltiplas antenas no caso
ndo coerente. Em [35], os autores usaram o mesmo modelo introduzido por Marzetta
e Hochwald [20] para estudar a capacidade deste canal, para valores gerais de m e
n, em um regime de alto SNR (Signal-to-Noise Ratio). Foi adotada uma abordagem
geométrica, transformando o problema através de um novo sistema de coordenadas,
cuja geometria subjacente é descrita mais naturalmente e o problema de otimizagao
pode ser assim resolvido. Desse modo, obtém-se uma interpretagao geométrica para a
capacidade do canal como um empacotamento de esferas na variedade de Grassmann

complexa. Descreveremos brevemente este estudo a seguir.

Assuma que o sistema de comunicacao possua m > 0 antenas de transmissao e
n > 0 antenas de recepc¢ao, com ruido Gaussiano independente e identicamente dis-
tribuido (i.i.d) em cada uma das antenas de recepg¢ao. Os coeficientes de propagacao
formam uma matriz n X m aleatéria que ambos, transmissor e receptor, desconhe-
cem. Adotaremos o modelo de desvanecimento Rayleigh. Também assumiremos que
os coeficientes permanecem constantes por um periodo de tempo ¢t < oo, e que no
proximo periodo mudam para uma nova configuracao independente. A caracteristica
importante desse modelo é que o canal permanece constante apenas por um periodo

finito de tempo, e entao ocorre incerteza inerente ao canal no receptor. O namero ¢
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serd denominado tempo de coeréncia do sistema. Devido a independéncia entre dois
intervalos de coeréncia distintos, para calcularmos a capacidade deste canal é sufici-
ente estudarmos apenas um intervalo de coeréncia, onde cada antena de transmissao
envia um vetor complexo t-dimensional e cada antena de recepcao também recebe

um vetor do mesmo tipo.

Desse modo, sistema pode ser matematicamente descrito por
Y=HX+W, (4.1)

onde X € @™** é a matriz cujo i-ésimo vetor linha x; € @ corresponde ao sinal
transmitido pela i-ésima antena, para todo ¢ = 1,...,m. Analogamente, Y € ¢™*!
e cada um de seus vetores linha y; € € corresponde ao sinal recebido pela j-ésima
antena, paratodo 7 = 1,..,n. A matriz H € ™*™ determina os ganhos de propagagao
hi; da i-ésima antena de transmissao para a j-ésima antena de recepgao, que sao i.i.d.

complexos Gaussianos €N (0, 1) distribuidos, com densidade

1
plh) = —e (1.2

T
O ruido aditivo W € @™ possui entradas i.i.d. w,; ~@CN(0,0?). Vamos normalizar
a equacao de modo que a poténcia média de transmissao em cada antena, no periodo

de um simbolo, seja igual a 1. Entao a restricao de poténcia pode ser escrita como

m t
> 2 lual”

i=1 [=1

E = mt. (4.3)

Vamos nos referir ao SNR como a média dos SNR em cada antena de recepgao. Pela

normalizagao acima teremos SNR = 75.

A capacidade do canal (b/s/Hz) é definida como

Cion(SNR) = %suppm('){](X; V)1, (4.4)

onde I(X;Y) denota a informac¢ao mutua e o indice subscrito indica o nimero de
antenas disponivel. A otimizacao é feita sobre todas distribuicoes de entrada de X
satisfazendo a restri¢ao de poténcia (4.3). Em [35], o objetivo dos autores foi calcular

aproximagoes para C,,(SNR) com alto SNR, para vérios valores de m,n e t. Tais
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aproximacoes foram no sentido de que a diferenca entre a aproximacao e a capacidade
Cimn(SNR) tende a zero quando o SNR tende ao infinito. Para obter estas aproxi-
magoes, o problema foi visto através de um novo sistema de coordenadas que sera

descrito a seguir.

Uma matriz X de tamanho m x ¢, com t > m, pode ser representada como o
subespaco Qx C @" gerado por seus vetores linha, juntamente a uma matriz C'y de
tamanho m x m, que especifica os vetores linha de X em relacao a uma base canonica

fixada em Q. Assim, a transformagcao
Xl—) (OX7Q)(> (45)

fornece uma mudanga de coordenadas €™ — @™ ™ x G,,(@"). Observe que a
dimensao do espago de chegada C"™*™ x G, (@) ¢ 2m? + 2m(t — m) = 2mt, que ¢é
exatamente a dimensao real de C™*!. Seguindo esta idéia, é possivel introduzir a
aplicagao

Xr— (Ux,Q C...CQ, C, (4.6)

onde cada §2; = spans{x1,...,x;} é o subespago gerado pelos primeiros ¢ vetores linha
de X, parat = 1,...,m; e Ux é a matriz triangular superior que representa o pro-
cesso de ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidt aplicado a base {x1, ..., z,, }. Desse modo,
obtemos uma nova mudanca de coordenadas @™** — U™ ™ x F(t: 1,...,1,t —m)
envolvendo agora uma variedade flag geométrica, de modo que €2, = Qx. A dimen-
sao do conjunto das matrizes triangulares superiores com entradas complexas U™*™
é m(m + 1) = m? + m, enquanto que a dimensao da variedade flag em questao pode

ser calculada usando a féormula (3.15)

Qanj:2[(m—1)+(t—m)+(m—2)+(t—m)+...+(t—m)]:

i<j
s, m(m — 1)
=2 t— El =2 |mt —m?>+ ——| =2mt —m?* —m.
[m( m)+l§1 ] [m m- + 5 mt —m* —m

Portanto, a dimensdo do espaco de chegada U™ ™ x F(t : 1,...,1,t — m) é

(m*+m) + (2mt — m? —m) = 2mt, que também coincide com a dimensao de ¢"*".
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Para entendermos o efeito de (4.5), primeiro considere o canal sem o ruido aditivo:
Y = HX. Neste caso, os vetores linha do sinal recebido Y geram o mesmo subespaco
que os vetores linha do sinal enviado X, com probabilidade 1. Este fato mostra que
os coeficientes aleatorios de desvanecimento afetam o sinal transmitido X mudando
a matriz C'y, mas mantendo o subespaco (2x inalterado. Para o canal com o ruido
aditivo (4.1), o subespago Qx é corrompido apenas pelo ruido, mas a matriz Cx é
corrompida por ambos, ruido e desvanecimento do canal. Essencialmente, o novo
sistema de coordenadas decompoe €™*! em duas direcoes, uma afetada pelo ruido e
desvanecimento, e outra afetada apenas pelo ruido. Em uma situacao de alto SNR,
a aleatoriedade de C'y é dominada pela aleatoriedade proveniente dos coeficientes
de desvanecimento, em vez da proveniente do ruido aditivo. Intuitivamente, pode-
mos pensar nesse caso que C'xy é corrompida apenas pelo desvanecimento do canal.
Portanto, o uso do sistema de coordenadas (4.5) nos permite considerar o efeito do
desvanecimento e do ruido aditivo separadamente para uma situacao de alto SNR.
O proximo teorema apresenta a expressao da capacidade do canal de multiplas ante-

nas no caso particular m =n et > 2m.

Teorema 4.1.1 [35] Para o canal de mailtiplas antenas (MIMO) com m antenas
transmissoras, m antenas receptoras e tempo de coeréncia t > 2m, a capacidade para

alto SNR (b/s/Hz) € dada por
m
Crum(SNR) = m (1 - 7) logy SN R + crm + (1), (4.7)

onde

1 . m t m —t
i = 1082|Gn (@) +m (1= 7 ) logy—— + (1= =) Ellogydet(HH)]

m

Ellogydet(HH )] = Y Ellogj)

i=1
Vamos agora descrever a interpretagao geométrica apresentada em [35], que re-
laciona o resultado sobre a capacidade destes sistemas com um empacotamento de
esferas na Grassmanniana. Primeiramente, a informagao mutua pode ser decomposta

em duas parcelas
I(X;Y)=1(Qx;Y) + I(Cx; Ylay), (4.8)

através do novo sistema de coordenadas (4.5). Isto é, a informagao mutua total

é decomposta na informacao mutua transmitida pelo subespaco 2x, e a informacao
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mutua transmitida dentro do subespago. Como X é da forma X = AO, onde © é uma
matriz unitaria independente de A, temos que Cx = AQ), onde () é uma matriz m xm

unitaria independente de A. Consequentemente, podemos escrever C'yx = HAQ.

Vamos usar o fato de que a distribuicao de entrada assintoticamente 6tima para

alto SNR ¢ a entrada de norma constante igual
P(|lz]|=Vt) =1, Vi=1,..,m.

Com isto, Cx = VtQ e Cyx = VtHQ. Observe que H é por si s identicamente
distribuida, e também que H() é independente de (). Portanto, Y é independente de
CX = /tQ), isto &, a observacao de Y nao fornece informacao sobre Cx. Concluimos
que o segundo termo em (4.8) é zero, e assim toda a informagao mutua é transmitida

pelo subespago aleatorio Qx
I(X;Y)=1(Qx;Y). (4.9)

Desse modo, para um canal de multiplas antenas nao coerente, o objeto que trans-
porta a informacao é um subespacgo aleatério Q2x, que é um ponto qualquer na va-
riedade de Grassmann.

A capacidade do canal AWGN canénico possui uma interpretagao bem conhecida
em termos de empacotamentos de esferas. Esta idéia pode ser generalizada para
canais de multiplas antenas, tanto no caso coerente como no nao coerente. Para
um canal nao coerente, onde os coeficientes de desvanecimento sao desconhecidos,
podemos interpretar a capacidade como um empacotamento de esferas na variedade
de Grassmann. Sabendo-se que o subespaco {2x é o objeto usado para transmitir
informacgao, consideramos o sinal transmitido em cada intervalo de coeréncia como
um ponto em G,,(C"). Similarmente ao caso onde ndo ha ruido, a matriz H altera
o volume do espago por um fator escalar, que resulta det (tHﬁt)t " vol (G (@Y)).
Se o codigo tem palavras de comprimento [ > 0, entao o sinal recebido pertence a
um espago M produto de Grassmannianas, cuja dimensao ¢ d = Im(t —m). O ruido
perturba o sinal na esfera By (\/W), e denotando H;, © = 1,...,[; como as matrizes

dos coeficientes de desvanecimento no intervalo i, escrevemos a proporg¢ao dos dois
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volumes

iy Tydet () vol (Gl@)

vol (Bu(vVdo®)) vl (Bung-my(v/Im(i — m)o?) )

Y

e segue

%log(q) =(t— m)% El; log (det (mﬁ)) + log (vol(Gin (€"))) —

—%log (vol (Blm(t,m)( Im(t — m)cﬂ))) )

Usando a formula vol(B,(r)) = 7"r**/n! e a formula de Stirling n! ~ n"e "\/2mn,

obtemos quando n — oo

%bg(vol(Bn(v"))) = %log (WZ!%)

portanto
%log(q) -F [log (det (tHﬁt>>} + log (vol(G (@) — m(t — m)log(mea?) =

= m(t — m)IogSNR + ¢ -

Esta expressao é justamente a capacidade dada em (4.7) pelo teorema anterior.

4.2 Distancias na Grassmanniana e o Mergulho Es-
férico

A variedade de Grassmann complexa G, (€™1"), ou simplesmente grassmanniana,

¢ definida como o conjunto formado pelos subespacos m-dimensionais em @™, onde
m,n > 0. Vimos na se¢ao 2.1 que trata-se de um caso particular de variedade flag
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geométrica. Uma descrigao comum destas variedades usada em diversos textos é

obtida a partir da variedade de Stiefel
V(@) = {A e @mrmxm . 74 — Im} , (4.10)
estabelecendo-se a relacao de equivaléncia
A~B & 3JPeU(m) talque B= AP.

Ou seja, duas matrizes A, B € V,, (@) estao relacionadas se, e somente se, suas

colunas geram o mesmo subespaco m-dimensional em €™*". Desse modo

Vm (@m—i—n)

@)= )

(4.11)

Considerando em ¢ 1" o produto interno usual

m-+n

wo =Y umj, (4.12)
j=1

podemos associar univocamente a cada subespago W € G,,,(@™*™) seu complementar

ortogonal W+. Sabendo que dim (WL) = (m +n) — m = n, obtemos uma bijegao
Y G (@) — G (@).

Desse modo, podemos supor sem perda de generalidade que 0 < m < ’”TJ“”

Com o objetivo de definir a distancia entre dois pontos (isto é, m-planos)
'3
principais u; € P e v; € Q, para i = 1,...,m [8]. Escolhemos dois vetores unitéarios

X, Y € G,,(@™™), definimos inicialmente dngulos principais 0; € [0,Z] e vetores
u; € X e vy € Y de modo que o produto interno u;.v; seja maximal (a compacidade
da bola unitaria e a continuidade do produto interno garantem a existéncia de tais
vetores). Como a fungdo arco-cosseno ¢ decrescente em [0, 7], esta condi¢ao implica
que o angulo entre u; e v; é minimo. Indutivamente, tomamos vetores unitérios

u; € X e v; € Y satisfazendo as condigoes
o u;u; = 0ev;.v; =0, para todo 1 < 5 < 4;

e u;.v; ¢ maximal.
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Entao definimos 6; = arccos(u;.v;), para todo ¢ = 1, ..., m, obtendo assim m angulos
principais 0 < 6, < ... <6, < 7/2.

A distancia geodésica de G, (@"™*™), induzida pela métrica normal de su(m +n),

pode ser expressa através dos angulos principais [33]

(4.13)

Observamos que distancia geodésica nao é diferenciavel em todo ponto. Por exemplo,

considerando o caso m = n = 1, fixado um subespago X (isto é, uma reta pela origem)

enquanto giramos outro subespaco Y. Ao passo que o angulo entre X e Y cresce de
s

0 a m, o angulo principal ¢; cresce de 0 a § e entdo cai para 0, gerando a nao

diferenciabilidade. Uma defini¢ao alternativa de distancia é dada a seguir.

Definigao 4.2.1 Dados dois pontos X,Y € G, (@™*"), a distancia cordal entre

eles € dada pela expressao

(4.14)

Sendo que 6; € [0, 5], para todo 1 < i < m, temos que sen(f;) < ;. Isto implica
que
d(X,Y) <d,(X,Y), VX,Y €qG,@mm).

Além disso, sabendo que limgﬂow = 1, podemos concluir que d. — d,; quando os

planos estao proximos. Observe ainda que d.(X,Y) < /m. Por outro lado, usando

T

que Zsen(f) > 0 em [0, 7], temos

; 07 < i (gsen(&))Q = %Ziserﬁ(&i),
i=1

i=1 =1

e consequentemente

d,(X,Y) < =d(X,Y), VXY € Gn@m™).

| N

Obtemos assim o seguinte resultado.

Proposicao 4.2.1 As distancias d, e d. sao topologicamente equivalentes em G, (@™ ™)
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e obedecem a relagao
T

5

de <

de < dg <

| N

5 (4.15)

Vamos agora descrever o mergulho esférico de G,,, ("™1") apresentado em [8]. Uma
matriz geradora de um ponto X € G,,(@™*™") é uma matriz complexa (m + n) x m
cujas colunas geram X. A matriz geradora de um ponto nao é tnica, e duas matrizes
geradoras distintas sao conjugadas por elementos de U(m). A partir de uma escolha
de bases conveniente, sempre ¢ possivel reduzir as matrizes geradoras de X,Y €

G (@™F™), respectivamente, as formas [33]

cos(6;) 0
0 cos(6s) 0
(1 0 0 :9
0 1 0 0 0 cos(0,,)
: sen(6,) 0 0
0 0 1
e 0 sen(6s) , (4.16)
0 0 .. 0 /
_ 0 0 sen(6,,)
| 00 0 | 0 0 0
0 0 0 |

onde 6;,1 < i < m, sao os angulos principais entre X e Y. Vamos associar a cada
subespago W € G,,(@™™) a projegao ortogonal Iy, : @™+t — W. Claramente essa
relagdo é bijetora, e desse modo, G,,(@™"™) é identificado com um subconjunto de
L@, @) = @™+ Ainda, se A ¢ uma matriz geradora de W com colunas or-
tonormais, entao a projecao Iy é representada pela matriz [II]y = AZA'. Observamos
que [IT]y é hermitiana e idempotente. A matriz da projecao independe da escolha da
matriz geradora. De fato, se A’ é outra matriz geradora de W € G,,(@™""), entao
A'= AV, com V € U(m), e segue

AA = AVAV' = A(VV)A' = AA' = [M)y.
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Pelo fato de ser hermitiana, a forma geral de uma matriz de projecao [I1]y é

)\1 ayy ... QAip
an A2 ... Aoy

, com M €EIRe Qjj ed. (417)
1y Q2 - A

Além disso, usando a matriz geradora na primeira forma de (4.16), temos

I, O
0 0, |
de onde segue tr([H]W) = m, para todo W € G,,(@™*"). Concluimos entao que as

matrizes de projegao estao num subespaco de L({@™*™,™*") de dimensao real

2 _
dzz(” > ”)+n—1:n2—1.

AA =

Considere a norma de Frobenius de matrizes em C™*™

ZZ Imij[2 = \/tr(MDT). (4.18)

i=1 j=1

Dados X,Y € G,,(@™*™) com matrizes geradoras na forma (4.16), temos

I d[cos?(0;)]mxm  d[cos(6;)sen(6;)] 0
[ = [ gL 0 ] e [y = | d[cos(8;)sen(6;)] d[sen®(0)]mxm 0 |,
! 0 0

onde d[\;],x, denota a matriz diagonal p x p com entradas A;, 1 <17 < p. Note que,
apesar de representarem projecoes em (', ambas matrizes possuem entradas reais.

Podemos assim calcular diretamente

IMx — Mylz =t {(Mx — [y) (x — [y)} =

= tr([[I%) — 2tr (Mx[M]y) + tr (IIJ3) = p—2 Z cos?(6;) + tr ([IJ3) .

i=1
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Como

d[cos*(0;) + cos?(6;)sen?(0;)]mxm M 0

)3 = M d[sen*(0;) + cos?(6;)sen?(0;)]mxm 0] ,
0 0 0
segue
I[Mx — [y |2 =p—2 Z cos®(6;) + > (cos*(6;) + 2cos”(6;)sen’ (6;) + sen’(6;)) =
i=1
=p—2 Z cos?(0;) + Z (cos?(6;) + senQ(@i))2 =2 (p — Z 0082(91»)> .
i=1 i=1 i=1

Portanto,

S I = [y [ = 1= cos?(6)) + ..+ 1 — cos’ Zsen

Usando a defini¢ao (4.14), concluimos que

de(X,Y) = [Mx = Myl (4.19)

\/—II

Dada a matriz de projecao [II]x, denotamos [II]y = [II]x —"1,,. Podemos verificar
facilmente que tr([I]y) = 0 e |[[I |7 = ™=, qualquer que seja X € G,,(@™"").

Feitas estas consideragoes, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.2.1 (Mergulho Esférico [8]) Considerando a distincia cordal d. em
Gn([@™™), a aplicagao

n: Gn@™") — S (r) € IR (4.20)

¢ um mergulho isométrico de G,,(@™"") na esfera FEuclidiana (n? — 2)-dimensional

de raio r = ‘/%.
n

Portanto, a distancia cordal entre dois subespagos ¢ igual a f vezes a distancia

em "linha reta" entre as respectivas matrizes de projecao. Além disso, a medida da
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distancia entre X, Y € G,,, (@™ ™) medida sobre a esfera pode ser calculada usando-se

sen <€) _ 4l XY) = 0 =2sen! (M> € [0, 7],
2 2r 2r

e temos

2r

do(X,Y) = 2rsen”! (M) :

Figura 4.1: Distancia cordal na Grassmanniana

De acordo com [18], observamos que nao existe um mergulho canénico de uma
grassmanniana num espaco IR", de modo que a distancia geodésica d, seja dada pela
restrigao da distancia euclidiana. Mesmo o mergulho de Plicker [3|, onde os elemen-
tos de G,,,(@™™) sdo representados por pontos num espago projetivo de dimensao
adequada, nao fornece uma maneira de realizar d, ou d. por uma distancia Euclidi-
ana. A dimensao do mergulho de Pliicker é em geral mais alta que a dimensao do
mergulho esférico.

Exemplo 4.2.1 (O limitante de Rankin em G,,(@™"™)) Um subconjunto com
um nidmero finito N > 0 de pontos em G, (@™"™), de modo que a distdncia mi-
nima entre quaisquer dois de seus pontos distintos seja 0 > 0, serd denominado um
(N, d)-codigo em G, (@™F™). Vamos considerar a distancia cordal (4.14) na variedade

de Grassmann. Partindo do mergulho esférico descrito na segao anterior, podemos
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aplicar o limitante de Rankin para codigos esféricos, e assim obter o sequinte resul-

tado para empacotamentos em Grassmannianas.

Para um (N, 0)-codigo em G, (@) valem as desigualdades [8]

mn N

5?2 < — N < 2 4.21
S aNoy e Ns(mtn (4.21)
€

52gmmfn, se (m+n)?<N<2(m+n)?—1).0 (4.22)

Consideremos agora G um grupo de Lie semisimples complexo com &lgebra de
Lie g. Escolhendo p uma subalgebra parabdlica de g e denotando por P o subgrupo
parabolico definido como o normalizador Ng(p) de p em G, vimos em (3.62) que a

variedade flag generalizada é definida pelo quociente

G
F = o
A acao candnica de G em F é dada por
GxF—F

(9, hP) — (gh) P,
e denotaremos k = dim(p).

A acdo adjunta de G em g induz uma agao de G em Gy (g) pondo

G x Gi(g) — Gi(g) (4.23)
(g,V) — Ad(g)V. (4.24)

Como P é o normalizador Ng(p), fica bem definida a aplicac¢ao injetiva

i F — Gr(g) (4.25)
gP — Ad(g)p. (4.26)

De fato, para ver que (4.26) estd bem definida e é injetiva, observamos que
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gP=hP & gh™' € P=Ng(p) <

& Ad(gh™p=p & Ad(g)p = Ad(h)p.

Com isso podemos considerar a variedade flag F = GG/P como a orbita de p em

Gr(g) pela agao adjunta de G.

Fazendo a composicao da aplicagao i descrita acima com o mergulho esférico n

(4.20), obtemos uma nova aplicagao

i F— S%r)
J=mnoi

que leva a variedade flag em uma esfera euclidiana de raio e dimensao apropriados.

Portanto, motivados pela definicao da distancia cordal para grassmannianas, seria
natural considerarmos uma nova distancia entre pontos a,b € F através da distancia
euclidiana do segmento que une as imagens j(a) e j(b) medida em IR**!. Certamente
surgem questoes interessantes a serem investigadas, com por exemplo, a relagao entre
esta nova distancia e a distancia geodésica em JF proveniente de uma métrica normal.
Apesar de serem topologicamente equivalentes, seria possivel relaciona-las através
uma desigualdade analoga a (4.15) como acontece com d, e 6. em G,,(@™)? Ainda,
o mergulho j permite a aplicacao de limitantes ja conhecidos para codigos esféricos,
como por exemplo o limitante de Rankin, agora para codigos em F munida desta
nova distancia. Uma relacao quantitativa entre a distancia geodésica aqui conside-
rada para flags e esta nova distancia de tipo cordal permitiria a investigacao de novos

limitantes para codigos nestes espagos.
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Algumas Perspectivas

e Como destacamos neste trabalho, empacotamentos de esferas nas variedades de
Stiefel e Grassmann complexas estao relacionados com sistemas de comunicagao
wireless, mais especificamente, podem ser usados para caracterizar a capacidade
de canais MIMO com desvanecimento de Rayleigh em regime de alto SNR, nos
casos coerente e nao coerente, respectivamente [35]. Desse modo, acredita-
mos que uma investigagdo mais detalhada das possiveis aplicagoes/conexoes de
codigos em variedades flag com sistemas de comunicacgao existentes seja uma
perspectiva de pesquisa pertinente. Além disso, existe a grande motivacao da
possibilidade de que, da mesma forma que codigos esféricos possuem um es-
pectro notavel de aplicagoes em diversas areas, os resultados obtidos possam

também ser aplicados em outras areas do conhecimento.

e No capitulo 3 estudamos distancias na variedade Grassmann complexa (um
caso particular de variedade flag geométrica). Vimos que a distancia geodésica
dy (4.13) e a distancia cordal 0. (4.14), que s@o de natureza distinta (a saber,
a primeira definida de modo intrinseco a partir de uma métrica riemanniana
bi-invariante e, a segunda, puramente topologica dada através do mergulho
esférico) sao relacionadas quantitativamente segundo a Proposi¢ao 3.2.1 [33].
Sabendo que a aplicagao i : F — Gi(g) (4.26) ¢ um mergulho de uma va-
riedade flag numa grassmanniana, podemos considerar uma distancia em F
semelhante & cordal, pela composta de i com o mergulho esférico n de G (g).
Uma perspectiva natural é a investigacao de possiveis relagoes desta nova dis-

tancia com a distancia geodésica em F.

e Existem trabalhos tais como [28], cujo objetivo é a construgao de codigos
lineares C C IK;" a partir de subconjuntos finitos de uma variedade flag al-
gébrica F(IK). As variedades flag algébricas sao definidas de modo analogo as

variedades geométricas, apenas trocando-se o corpo @' dos niimeros complexos
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por um corpo finito IK,. A construgao destes codigos ¢é feita usando-se um mer-
gulho de F(IK) num espago projetivo de dimensao grande, obtendo-se assim
um sistema projetivo [15]. Acreditamos que é possivel melhorar a construgao
apresentada em [28] usando uma adaptacao do mergulho i : F — Gy(g) (4.26)
para o caso algébrico, juntamente com o mergulho de Plicker [18]. A perspec-
tiva é a obtencao de codigos com boas propriedades e melhores taxas devido a

menor dimensao do espaco projetivo de chegada.

e Pesquisar o problema do raio de cobertura, que é dual ao problema do empaco-
tamento considerado aqui. Ou seja, dado p > 0, minimizar o nimero de pontos
IC| de codigos C C M tais que

U Bu(e:) =M, (4.27)

c; eC
onde M é uma variedade flag.

e Dada uma variedade flag F, ou até mesmo um espago homogéneo qualquer
M = %, estudar propriedades de codigos em M que sao 6rbitas de subgrupos

discretos do grupo de Lie G.



APENDICE A

GRUPOS E ALGEBRAS DE LIE
.

A.1 Grupos de Lie

Definicao A.1.1 Um grupo de Lie G é um grupo munido de uma estrutura de

variedade diferencidvel, de modo que o produto

p:GxGE— G
(9,h) — gh

e a 1nUersao

1:G— G
g— g !

sao aplicacoes diferencidveis.

Exemplo A.1.1 (O Grupo Linear) Seja GL(n,IR) o grupo das transformagoes
lineares inversiveis do IR"™, com a operagao de composicao. Firada uma base do IR",
GL(n, IR) torna-se o grupo das matrizes reais inversiveis de tamanho n X n, com a

operagao de produto. Trata-se de um subgrupo de IR ™. Além disso,
GL(n,IR) ={A € IR"" : det(A) # 0}

¢ um subconjunto aberto de IR™™, pois a func¢ao determinante € continua. Como
IR™" ~ IR™ € variedade diferencidvel, seque que GL(n,IR) é uma subvariedade
aberta. Finalmente, o produto de matrizes (A, B) — AB € diferencidvel, pois é dado

em coordenadas através de funcoes polinomiais, e a diferenciabilidade da inversao
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A —— A7 seque da regra de Cramer. Concluimos assim que GL(n, IR) é um grupo
de Lie. 1

Se G é um grupo de Lie, a transla¢ao a esquerda associada ao elemento g € G ¢é a
aplicagdo L, : G — G dada por L,(h) = gh, para qualquer h € G. Analogamente,
podemos definir as translacoes a direita em G. Em ambos os casos, a defini¢ao de

grupo de Lie implica que as translac¢oes sao difeomorfismos de G.

Definicao A.1.2 Um subgrupo H é um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G
se H é uma subvariedade (nao necessariamente mergulhada) de G, e o produto e a

wmversao de H sao diferencidaveis em relagao a estrutura intrinseca de H.

O seguinte teorema, devido a E. Cartan, fornece uma caracterizacao muito im-

portante e tutil para determinarmos os subgrupos de Lie de um grupo de Lie G.

Teorema A.1.1 (Cartan) Se H é um subgrupo fechado de um grupo de Lie G,

entao H é um subgrupo de Lie.

Na verdade, o resultado mais geral d4 uma caracterizacao para os subgrupos
mergulhados de G: um subgrupo H é uma subvariedade mergulhada de G se, e

somente se, H é fechado.

Exemplo A.1.2 O grupo
SL(n,IR) ={A € GL(n,IR) : det(A) = 1}

é um subgrupo de Lie de GL(n, IR), pois trata-se de um subconjunto fechado. De fato,
SL(n, IR) = det™*({1}), e o conjunto discreto {1} C IR ¢ fechado. Outros exemplos
importantes de subgrupos de Lie de GL(n, IR) sao

e O(n)={Ae€GL(n,IR): At = A},

e SO(n)={A e GL(n,IR) : det(A) = 1};
e SP(n,IR) ={A € GL(2n,IR) : AJA" = J}, onde J = [ 10 10n ]

Definicao A.1.3 Seja H um subconjunto de um grupo de Lie G. O centralizador

e o normalizador de H em G sao definidos respectivamente por

Za(H) = {g € G:gh=hg, Yhe H} (A.1)
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Ng(H):={geG:gHg ' = H}. (A.2)

Se H é um subgrupo de G, entao seu normalizador e seu centralizador também
sao subgrupos. O centralizador Zg(H ) é um subgrupo fechado, e assim, um subgrupo
de Lie de G. Ainda, se H é fechado pode-se mostrar que Ng(H) também é, sendo

assim um subgrupo de Lie.

Definicao A.1.4 Dados G e H grupos de Lie, uma aplicacio ¢ : G — H € cha-
mada de homorfismo de grupos de Lie se é um homomorfismo (no sentido usual)
e também € continua. Se ¢ admite uma inversa continua, dizemos que ¢ € um iso-

morfismo de grupos de Lie.

Nesse ponto é importante observarmos que a continuidade do homomorfismo ¢
garante que ele também é C™ [29]|. Se G = H na defini¢ao acima, entdo chamamos

um isomorfismo de grupos de Lie de automorfismo de G.
A.2 Algebras de Lie

Definicao A.2.1 Uma algebra de Lie g = (V,[, |) € um par formado por um
espago vetorial V' de dimensao finita sobre um corpo IK, e um produto (denominado
colchete de Lie)

(X,)Y)— [X,Y] eV (A.3)

bilinear, anti-simétrico e satisfazendo a identidade de Jacobi
X Y 2]+ [Y, [, X] + [Z,[X, Y]] = 0. (A.4)

Neste trabalho, o corpo IK da defini¢ao acima sempre sera o conjunto dos niimeros
reais IR ou o conjunto dos nameros complexos '

Exemplo A.2.1 Vamos agora apresentar alguns exemplos importantes de dlgebras
de Lie.

1. Qualquer espago vetorial V' com o colchete trivial [X,Y] = 0, é uma dlgebra
de Lie. FEstas sao chamadas algebras abelianas. De fato, se o colchete for

comutativo, entdao a anti-simetria implicard [X,Y] =0, VXY € V.
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2. Seja A uma dlgebra sobre IR ou @ (isto €, um espago vetorial real ou complero,
com uma multiplicagcdo associativa XY ). Entao podemos tornar 2 uma dlgebra
de Lie definindo o colchete

[X,Y]= XY - VX, (A.5)

chamado produto comutador. Quando 2A ¢ a dlgebra dos operadores do es-
paco vetorial V', com o produto dado pela composicao, a dlgebra de Lie corres-
pondente é chamada algebra linear geral de V, e notada gl(V'). Se V = IR"
entio A = IR™™, e a dlgebra de Lie neste caso é denotada gl(n, IR). De modo

andlogo, podemos definir gl(n,T).

3. A algebra especial linear sl(n, IR), consiste de todas as matrizes reais com

traco nulo
sl(n,IR) = {A € gl(n.IR) : tr(A) = 0}, (A.6)

com o colchete herdado de gl(n, IR). Neste caso, diremos que sl(n,IR) é uma
subdlgebra de Lie de gl(n, IR).

4. Tome V' um espaco vetorial, e seja 3 uma forma bilinear nao degenerada em
V. A algebra de Lie ortogonal o(V, 3) ¢ dada pelos operadores T em V' que
satisfazem

B(TX,Y)+ B(X,TY) =0, (A7)

(ou equivalentemente B(TX, X) = 0) para quaisquer X,Y € V', com o colchete
herdado de gl(V)). Se V. = IK", adotamos B(X,Y) = XY = >""  xy;, e a
dlgebra de Lie correspondente € denotada o(n, IK). SeT € o(n, IK), entao pode-
se mostrar que X' (T*+T)Y =0, VX,Y € IK"™, e concluimos que o(n,IK) € o
conjunto formado pelas matrizes anti-simétricas, isto €, satisfazendo T*+T = 0.

Quando IK = IR temos o caso cldssico, denotado simplesmente por o(n).

5. Seja V. um espaco vetorial complexo, e tome X um produto interno hermitiano
em V. A algebra de Lie unitaria u(V,\) consite de todos os operadores T

em V' tais que

MTX,Y)+ ANX,TY) =0, (A.8)

para quaisquer X,Y € V. E muito importante observar que, apesar de ser
definida por um espago vetorial complexo, esta € uma dlgebra de Lie real. De

fato, se T € invariante entao o' também é, para todo o € IR; contudo /—1T
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nao é. SeV =" e N(X,Y) = (X,Y) = Y " | xy;, obtemos a dlgebra de
Lie u(n), formada por todas as matrizes anti-hermitianas. Isto €, matrizes
M € @™ satisfazendo M+ M =0. Finalmente, existe também a algebra
de Lie especial unitaria su(n), formada por todos os elementos de u(n) que

tem traco nulo.

6. Sejam V' um espacgo vetorial sobre IK e 2 uma forma bilinear, anti-simétrica
e nao degenerada em V. A algebra de Lie simplética sp(V,Q2) ¢ formada

pelos operadores T em V' que satisfazem
ATX,)Y)+Q(X,TY) =0, (A.9)

para quaisuquer X,Y € V. Escrevemos sp(n, IR) ou sp(n,@') para as dlgebras

de Lie simpléticas de IR*™ ou @*", dadas pela forma bilinear

QX,Y) = 21y2 — Toy1 + T3ys — TaY3 + ... + Ton—1Y2n — T2nYon—1-

Sabe-se que a forma bilinear acima é nao degenerada desde que a dimensao de
V seja par, e também que toda forma bilinear anti-simétrica definida em IR*"

ou @*" pode ser escrita como a expressao acima, a menos de uma mudanca de

0 1
JF[
-1 0

base. Se

€ J:diag(Jl,...,Jl)

entdo esta dlgebra pode ser descrita como o conjunto das matrizes M € IK?"<?"
que satisfazem M'J = —JM. Finalmente, as matrizes que estao simultdnea-
mente em sp(n,&) e u(2n) formam uma dlgebra de Lie real, denotada simples-
mente sp(n).

Vamos introduzir a simbologia padrao para algumas destas algebras:
e a, =sln+1,0), paran=1,23,...

e b, =0(2n+1,0), paran =2,3,4, ...

o ¢, =sp(n,@), paran = 3,4,5, ...

e 0, =0(2n,0), paran =4,5,6, ...

As algebras a,, b,, ¢, e 0, sdo as quatro familias de élgebras de Lie semi-simples

complexas, e serao discutidas mais detalhadamente na subsegao A.2.4. Tais algebras
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sao importantes em nosso estudo, pois as variedades flag sao definidas a partir delas.

Considere X' (M) o conjunto dos campos de vetores diferencidveis numa variedade
M". Assim X € X1(M) é uma aplicacao diferenciével de M no fibrado T M, tal que
mo X = Iy Fixada uma parametrizagao x = (21, ..., z,) de M em p € M, podemos
escrever

= 0
X(p) = ap)—,
(p) 2; V)5
onde cada a; é uma funcao real diferenciavel e {%} ¢ a base do espago tangente
associada & parametrizagio x. Podemos pensar em um campo X € X!'(M) como
uma aplicagdo do conjunto das funcoes diferencidveis em M, definida do seguinte

modo
KD = Y a5 )

i=1
onde f indica, a expressao de f na parametrizacao x. Ou seja, cada campo de vetores
¢ interpretado como uma derivada direcional. Vale que, dados dois campos X e Y em
X1 (M), existe um tinico campo Z € X'(M) tal que, para toda fungao diferenciével
f de M, tem-se

Zf=(XY -YX)f.

Denotamos Z = [X,Y], e de fato vale a anti-comutatividade, a bilinearidade e a
identidade de Jacobi (A.4). Portanto, X'(M) munido do colchete [X,Y] = XY -V X

¢ uma algebra de Lie, denominada dlgebra dos campos vetoriais da variedade M.

Definicao A.2.2 Um subespago vetorial b de uma dlgebra de Lie g é chamado de
subalgebra de Lie, se € fechado pelo colchete. Ou seja, X,Y € b implica que
(X, Y] €b.

Definicao A.2.3 Uma transformagao linear entre dlgebras de Lie v : g — b €
chamada de homomorfismo de algebras de Lie se ¢[X,Y]| = [¢ X, ¢Y], para
quaisquer X,Y € g. Se ela também for inversivel, entao dizemos que 1 € um iso-
morfismo de algebras de Lie.

Conforme definimos anteriormente para grupos, se g = b, dizemos que ¥ é um
automorfismo de g. Como veremos mais adiante, cada homomorfismo de grupos de

Lie induz um homomorfismo de algebras de Lie.
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Definicao A.2.4 Um subespaco b de uma dlgebra de Lie g é um ideal se para quais-
quer’Y € b, X € g vale [X,Y] € h. Ou seja,

[0, 0] ={[X,Y]: X eg Y cbh} Ch

Segue imediatamente que se ¥ : g — b é um homomorfismo de algebras de Lie,
entao seu nucleo Ker(y)) é um ideal de g, e sua imagem Jm(7)) uma subélgebra de b.

Se h C g é um ideal, munimos o espaco vetorial quociente g/h com uma estrutura

de algebra de Lie definindo o colchete [X,Y] = [X,Y]. De fato, esta definicao nao

depende dos representantes escolhidos e a projecao candnica

g —g/bh
X— X
é¢ um homomorfismo sobrejetor. Também vale o Teorema de Isomorfismo, que afirma
que g/Ret(v) =~ Tm(v)), se ¥ : g — bh é um homomorfismo.

Definicao A.2.5 Seja V' um espago vetorial e denote por gl(V') a dlgebra de Lie das
transformacoes lineares de V. Se g € uma dlgebra de Lie sobre o mesmo corpo de
escalares, um homomorfismo p : g — gl(V') é chamado de representagao de g em

V. Uma representacao p € dita fiel se Rer(p) = {0}.

Analogamente, definimos uma representagao do grupo de Lie G em V' como um

homomorfismo entre grupos de Lie de G em GL(V).

Uma representagao notavel de grupos de Lie é a chamada representa¢ao adjunta.
Trata-se de uma representagao do grupo G em sua algebra de Lie g, definida do
seguinte modo. Para g € G, considere a aplicacdo C, : G — G (denominada
conjugagao) dada por

G,(h) == ghg™', Vh € G.

Sua diferencial no elemento neutro de G é uma transformagcao linear d(Cy); : g — g,
e sera denotada Ad(g). Fazendo isso para cada elemento de GG, obtemos a represen-

tacao
Ad: G — GL(g)

g Ad(g). (A.10)



A.2 Algebras de Lie 82

Por outro lado, a representa¢ao adjunta de uma algebra de Lie g

ad: g — gl(g)

é a aplicacao que associa a cada X € g a transformacao linear ad(X) : g — g dada
por
ad(X)(Y) =[X,Y], VY €g. (A.11)

Segue imediatamente da bilinearidade do colchete que ad(X) ¢ linear. Ainda
ad([X,Y]) = ad(X)ad(Y) —ad(Y)ad(X),VX,Y € g &
& ad([X, Y))(2) = (ad(X) 0 ad(Y))(2) — (ad(Y) 0 ad(X))(2),¥X, Y. Z € g &
A [[Xu YLZ] = [Xv [Y7 ZH - [Y7 [Xa ZH7VX7 Y, Z e g<

< X V2] = [[X, Y] Z]+ [V, [X, Z]], VXY, Z € g
que é justamente a identidade de Jacobi, donde concluimos que ad é um homomor-
fismo de algebras de Lie.

Proposicao A.2.1 A representacao Ad : G — GL(g) € diferencidvel, e sua dife-

rencial no elemento neutro de G é ad : g — gl(g). Ou seja,
ad(X) = d(Ad),(X), Vx € g.

Definicao A.2.6 Dado um subconjunto b de uma dlgebra de Lie g, definimos seu

centralizador e seu normalizador respectivamente por

5(0) = {X €g:[X,Y] =0, VY € b} (A.12)

n(h) == {X € g: [X,b] C b}. (A.13)

Se b for uma subéalgebra de Lie de g entao seu centralizador e seu normalizador
também sao subalgebras. Ainda, o nicleo da representagao adjunta é 3(g), chamado

de centro de g.
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A.3 Relacao entre Grupos e Algebras de Lie

Suponha que M e N sao variedades diferencidveis e que X é um campo de vetores
em M. Se ¢ : M — N ¢é um difeomorfismo, podemos transladar X a um campo
¢+ X em N definido por

(0.X)(y) = dpg-1) (X (67 (1)),

para todo y € N. Vale que ¢.[X,Y] = [¢.X, ¢.Y] para quaisquer campos X,Y de

M, onde [, | denota o colchete de Lie de campos de vetores.

Um campo de vetores X em um grupo de Lie G é dito nvariante a esquerda
se para todo g € G vale (L,).X = X, ou seja, d(Ly),(X(h)) = X(gh) para todos
g,h € G. Analogamente, poderiamos definir campos invariantes & direita. Contudo
s6 trataremos aqui de campos invariantes & esquerda, e neste caso, diremos apenas

campo invariante.

Os campos invariantes sao completamente determinados por seu valor no elemento
identidade 1 € G, pois para todo g € G, temos X (g) = d(L,)1(X(1)). Desse modo,
todo elemento do espago tangente T} G determina um campo de vetores invariante em
GG. Mais ainda, existe um isomorfismo entre 71G e o conjunto dos campos de vetores
invariantes (& direita ou & esquerda) do grupo de Lie G. Com estas consideragoes,

estamos prontos para nossa proxima definicao.

Definicao A.3.1 Dado um grupo de Lie G, a algebra de Lie associada
g = Lie(G) € definida como o espago tangente de G no elemento neutro, munido

do colchete de campos de vetores. Isto €,
Lie(G) :=TG. (A.14)

Um comentario pertinente a definicao acima é que, dados dois elementos
X,Y € T1G, o colchete [X,Y] é por definicio [X,Y](1), onde X ¢ Y sdo os campos

invariantes em G obtidos de X e Y, respectivamente.

Para as algebras de Lie apresentadas na subsecao anterior, temos os respectivos

grupos:
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1. O grupo linear geral GL(n,IK), formado por todas as matrizes inversiveis

com entradas em IK.

2. O grupo linear especial SL(n,IK), formado por todas as matrizes em

GL(n, IK) com determinante igual a 1.

3. O grupo ortogonal O(n, IK), formado pelas matrizes em M € GL(n, IK) tais

que M'M = 1. Temos ainda o grupo especial ortogonal

SO(n,IK) = O(n,IK)N SL(n, IK).

4. O grupo unitario U(n) consiste de todas as matrizes M € ™" tais que

MM = 1, e o grupo especial unitario ¢é definido por

SU(n) =U(n) N SL(n,@).

5. O grupo simplético SP(n, IK) é formado por todas as matrizes M € [K*"<?"
tais que M'JM = J. Estas matrizes necessariamente tem determinante igual
a 1. Finalmente, SP(n) = SP(n,&') N U(2n) é o grupo simplético cléssico.

Todos os conjuntos acima sdo subvariedades do espago vetorial IK™ = M, (IK),
definidos por um nimero finito de equagées. Além disso, O(n), SO(n), U(n), SU(n)
e SP(n) sdo compactas, isto é, fechadas e limitadas dentro de seus respectivos espa-
GOS IR™ ou@™.

A funcao exponencial real usual ¢! é um homomorfismo diferenciavel de
IR = gl(1,IR) em GL*(1,IR), o grupo multiplicativo dos ntimeros reais positivos.

Mais geralmente, se X é qualquer matriz em gl(n, IR), sabe-se entao que a série

[e.9]

exp(X) =S % (A.15)

converge em G L(n, IR). Valem as propriedades
e det(exp(X)) = ") > 0,

o exp(X +Y) =exp(X)exp(Y),
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para quaisquer X,Y € gl(n, IR). Estes exemplos sdo casos particulares da aplicagao

exponencial entre algebras e grupos de Lie, cuja definicao geral é dada como se segue.

O proximo exemplo exibe mais detalhadamente como se estabelece esta relagao.
Exemplo A.3.1 (O Grupo Especial Unitario) Considere o grupo de Lie
SU(n) = {A € GL(n,@) : AA' = A'A =1, e det(A) = 1}.

Ele é um subgrupo de Lie de U(n), o grupo das matrizes unitdrias. Considere
a : IR — SU(n) uma curva diferencidvel tal que «(0) = 1,. Desse modo temos
det(a(t)) =1, Vt € IR; e derivando no instante t = 0 resulta

det'(a(t)).d/(t)] =0 = det'(1,).0/(0) = 0.
t=0
Lembrando que

det : gl(n,@) ~C" x ... xQ" —

¢ uma aplicagio n-linear, temos det'(1,)(X) = det'(ey,...,e,)(X1, ..., X)) onde
e; = (0,...,0,1,0,...,0) sao os vetores da base canénica de @™ e X; os vetores co-

luna da matriz X. Entao
det/(1,)(X) =) _ det(By),
i=1

onde B; ¢ a matriz obtida substituindo a i-ésima coluna da matriz identidade pela
i-éstma coluna de X.  Seque, por uma mudanca de linhas e colunas, que
det’(1,,).0/(0) = tr(a/(0)) = 0. Portanto

Ty, [SU(n)] € {A € gl(n,@) : tr(A) = 0}.

Por outro lado, se tr(A) = 0 definimos a curva a(t) = exp(tA), para t € IR.
Entao « € diferencidvel, e é imediato verificar que a(t) € SU(n), para todo t € IR.

Ainda, derivando no instante t = 0, obtemos

()] =exp(0).A=A.

t=0

Logo Ty, [SU(n)] = {A € gl(n,@) : tr(A) = 0}, e esta dlgebra de Lie serd denotada

su(n). Trata-se de uma subdlgebra de gl(n,d'), com o colchete dado pelo comutador
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[X,Y]=XY -YX. O

Um subgrupo a um pardmetro de um grupo de Lie G é um homomorfismo diferen-
ciavel u : IR — @G. Sua diferencial dy(u) é uma aplicagao linear de IR num subespago
da algebra de Lie T1(G) = g. Decorre do teorema de existéncia e unicidade de so-
lugbes de EDO’s que a aplicagao u —— do(u)(1) é uma bijegao entre o conjunto dos
subgrupos a um parametro de GG e sua algebra de Lie g. De fato, para cada X € T:G

existe um tnico subgrupo a um parametro ux de G tal que do(ux)(1) = X.

Definicao A.3.2 Dado um grupo de Lie G com dlgebra associada g, definimos sua

aplicagao exponencial exp. : g — G por
expa(X) = ux(1). (A.16)

Ou seja, exps(X) € o valor em 1 € G da solu¢io da EDO gerada por X que passa

pelo elemento neutro no instante t = 0.

Proposicao A.3.1 [29] Se ¢ : G — H é um homomorfismo de grupos de Lie,
entao sua diferencial no elemento neutro dg, : g — b é um homomorfismo entre as
dlgebras de Lie de G e H. Além disso

¢(expg(X)) = expu(dey (X)),
Ou seja, o sequinte diagrama é comutativo.

doy

_—

g b
€XpPg l lepo

G?H

Desta proposicao, obtemos as importantes formulas

gexpg(X)g ™ = Ad(g)(X) (A.17)

Ad(expg(X)) = expglad(X)) (A.18)

para todo X € g.
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Proposicao A.3.2 [29] Valem as sequintes afirmagoes:

1. Se X € um campo de vetores invariante a esquerda, entao seu fluro €
Xt = DeXpG(tX)' Isto é,

Xi(g) = gexpg (tX);
2. expa(0) = 1;
3. Para quaisquer X € g et,s € IR wvale
exps(t + 5)X = expa(tX)expa(sX) = expg(sX)expqs(tX).
Isto é, os elementos do subgrupo {exps(tX) :t € IR} comutam entre si;
4. Para XY € g, vale

(X, Y]=0 < exps(tX)expa(sY) = expa(sY)expqs(tX).

Proposigcao A.3.3 Seja G um grupo de Lie, com dlgebra de Lie g. Entao temos
d(expg)o = 1. (A.19)

Segue pelo teorema da fungao inversa que a aplicacao exponencial exp, é um
difeomorfismo entre uma vizinhanca de 0 € g e uma vizinhanga de 1 € G. Se G ¢
um grupo conexo, entao para qualquer vizinhanga V' do elemento neutro, temos que
G = Up>1V". Sendo exp, um difeomorfismo numa vizinhanga de 0, todo elemento

g € G pode ser escrito como um produto de exponenciais. Isto é
g = expg(X1)expg(Xa)...expg(Xn), com X1, Xs, .., Xy, € g.

Definicao A.3.3 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, e considere ) C g
uma subdlgebra. O normalizador e o centralizador de ) em G sao definidos,

respectivamente, como os subgrupos

Na(h) :={g € G : Ad(g)b = b}

Ze(h) = {g € G: Ad(g)H = H, VH € p}.
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Proposicao A.3.4 Vale que Lie [Ng(h)] = n(h) e Lie[Za(h)] = 3(h). Além disso,

se H é um grupo de Lie conexo com dlgebra b entao valem as igualdades

Za(h) = Zg(H) e Ng(h) = Na(H).

A.4 Subalgebras de Cartan, Raizes

Definigao A.4.1 A forma de Cartan-Killing de uma dlgebra de Lie g (de dimen-

sao finita) é a forma bilinear simétrica { , Yor : ¢ X § — IK dada por
(X,Y)eor = tr(ad(X)ad(Y)). (A.20)

Sabemos que toda algebra de Lie g possui um tnico ideal maximal solavel, cha-

mado radical de g, que sera denotado t.

Definicao A.4.2 Uma dlgebra de Lie g é dita semi-simples se vt = 0. Ou seja, g

nao possut ideats soluveis a nao ser o ideal nulo.

Proposicao A.4.1 ([30]) As sequintes condig¢oes sao equivalentes:
1. g € semi-simples;

2. g € uma soma direta de dlgebras de Lie simples (uma dlgebra de Lie € dita

simples quando nao possui ideais nao triviais e nao € abeliana);

3. a forma de Cartan-Killing ( , Yok de g € nao degenerada.

Exemplo A.4.1 Pode-se mostrar (por exemplo, calculando a forma de Cartan-Killing
explicitamente) que as dlgebras gl(n, IR), gl(n,d') e u(n) sao redutiveis mas nao semi-

simples. Jd as dlgebras sl(n, IR), sl(n,T), su(n) e so(n) sio semi-simples. O]

Vale que uma &lgebra de Lie real g é semi-simples se, e somente se, sua comple-
xificacdo g¢ também é semi-simples. De fato, a matriz da forma de Cartan-Killing
relativa a uma base de g, é a mesma tanto para g¢ como para g. Ainda, se g é simples
entdo g¢ é também simples ou o produto de duas &lgebras simples isomorfas. Se g
é semi-simples (resp. simples) entdo g também o é. Uma subélgebra gy de g ¢ a
forma real da algebra de Lie complexa g se g = go ++/—1go. As algebras de Lie reais
sao formas reais ou realificagoes de algebras de Lie complexas.
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Definicao A.4.3 Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples (real ou complexa). Dize-
mos que um elemento X € g € semi-simples se a transformagao linear ad(X) : g — g
¢ diagonalizdvel sobre @'. Uma subalgebra de Cartan h C g ¢ qualquer subdlgebra

mazimal abeliana de g consistindo de elementos semi-simples.

A importancia fundamental das subélgebras de Cartan no estudo da estrutura das
algebras de Lie complexas esta no fato de que elas sao conjugadas sob a agao adjunta
do grupo Int(g), dos automorfismos internos de g. Isto nao é verdade em geral para
algebras de Lie semi-simples reais, e esta ¢ uma das razoes que torna a estrutura de

sua teoria mais complicada.

Daqui em diante, g denotard uma &lgebra de Lie semi-simples complexa. Como
todas as subalgebras de Cartan de g sao conjugadas, nao ha perda de generalidade
em escolhermos apenas uma, digamos . Como h é abeliana e o corpo de escalares
@ ¢ algebricamente fechado, a representacao adjunta ad de g, restrita a h, pode ser
escrita como uma soma direta de representacoes unidimensionais. Em outras pala-
vras, se h* denota o dual de b, e também para cada o € h*, g, denota o subespago
de todos os elementos X € g tais que ad(H)(X) = a(H)X, VH € bh, entdo g é a
soma direta dos g,. Dois destes subespagos g, e gz sao ortogonais com respeito a
forma de Cartan-Killing a menos que oo + 3 = 0. Além disso go = b, pois b é seu
proprio centralizador em g. Segue que h é ortogonal a todos os g, a # 0, e portanto,

a restrigao da forma de Cartan-Killing & h permanece nao degenerada.

Como g tem dimensao finita, apenas um ntmero finito dos g, ¢ diferente do espago

nulo.

Definigao A.4.4 Se o # 0 e g, # {0}, dizemos que « € uma raiz do par (g,h) e
go ={X €g:ad(H)(X)=a(H)X, VYH € b}

o espacgo de raiz relacionado a .

Se a é uma raiz entao —a também o é, pois caso contrario, g, seria ortogonal a
todo g, contrariando o fato de que a forma Cartan-Killing é nao degenerada. Clara-
mente, para cada raiz a vale dim(g,) = 1. A justificativa para a terminologia vem da
observagao de que, se H é um elemento qualquer de h, os nimeros complexos a(H)

sdo os autovalores nao nulos da transformagao linear ad(H). Isto é, s@o as raizes nao
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nulas do polinémio caracteristico
det(A —ad(H)) = 0.

Denotamos por II ou II(g, h) o conjunto de todas as raizes do par (g,h). Trata-

se de um subconjunto finito de h*. Obtemos entao uma decomposicao em soma direta

g=h&) g (A.21)

a€ll
As raizes geram um subespago real V' de dimensao k de h*, de modo que V¢ = h*.
Tendo observado que a forma de Cartan-Killing de g permanece nao degenerada
quando restrita & b, definimos um isomorfismo A — H), de h* em b, e uma forma

bilinear
</\7 /u> - <H>\7 H,u)CK

em h*. Como a restrigdo de ( , )ox & V toma valores reais e é positiva-definida,
V' adquire uma estrutura de espago Euclidiano. Se hyy denota o espago vetorial real
gerado pelos H,, a € II, vale que b é a complexificacao de h e V' o dual hjj. Desse
modo, construimos a partir de g um conjunto finito Il de vetores nao nulos no espago
Euclidiano V.

Definicao A.4.5 O conjunto 11 obtido a partir das consideragoes acima € chamado
sistema de raizes de g. De fato, a menos de isomorfismo, ele € independente da

escolha da subalgebra de Cartan b.

Em um certo senso intuitivo, podemos dizer que o conjunto acima representa o
"esqueleto" de g. Ele é de fundamental importancia, pois determina completamente

a algebra g a menos de isomorfismo.

Teorema A.4.1 ([30]) Nas condi¢oes acima, sejam ¢ uma dlgebra de Lie semi-
simples, §' uma subdlgebra de Cartan de g’ e II' o sistema de raizes do par (¢',h').
Se existe um isomorfismo ¢ : b — b’ que induz uma bijecao de 11 em II', entdo ¢

pode ser estendido a um isomorfismo ® : g — g¢'.

Exemplo A.4.2 (A Algebra Especial Linear) Considere a dlgebra de Lie semi-
simples

sl(n,@) = {A € gl(n,C) : tr(A) = 0},
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e a subdalgebra de Cartan by, formada por todas as matrizes diagonais com trago nulo.
Tome Eij, 1 < i,j < n, a base canonica de gl(n,0) ee; : h — T, 1 <i < mn, o
funcional linear que associa a cada matriz seu i-ésimo elemento diagonal. Um cdlculo

direto mostra que, para cada H € b, vale a igualdade
[H, Eij] = (e — ;) (H) Ey;,

e desse modo os funcionais €; — €; sao raizes do par (sl(n,d),h), quando i # j. Como

claramente vale

sl(n,@)=hHd Z spanc{ E;; }
i#j
essas sao todas as raizes. O espaco real V' gerado pelas raizes tem dimensao n — 1.

De fato, note que as raizes da forma e;—e€;11, 1 <1 < n—1, formam uma base de V. [J

Para cada raiz o € II, tome w, : V — V a reflexao no hiperplano V,, ortogonal

a a. O sistema de raizes II tem as seguintes propriedades [30]:
o w,(Il) =11, Yo € II;
o (aV B) € Z, Va,B €11, (onde o = 2a/{c, o))
e se a, 3 € Il sao proporcionais, entao [ = £a.

Como nao ha espago aqui para demonstrarmos todas as afirmacoes acima, vamos
justificar brevemente o segundo item. Para cada par de raizes +a podemos escolher
vetores X4, € @i, tais que [X,, X_,] = H,v, a imagem de a" pelo isomorfismo
h* ~ b induzido pela forma Cartan-Killing. O espaco vetorial s, gerado por X,,
X_, e H,v é uma subélgebra de Lie de g. A aplicagdo que leva estes trés vetores

respectivamente as matrizes

o) (0) (0 0)

¢ um isomorfismo de s, em s[(2,¢). Como em qualquer representacao p de sl(2,7)

(o)

sao numeros inteiros, segue que (o, 3) € Z. De fato, (a",8) = B(H,v) é um

os autovalores de
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autovalor de ad(H,v). O estudo das representagoes de s[(2,d') obtidas restringindo

ad as algebras tridimensionais s, ¢ o método para a prova dos resultados acima.

Definicao A.4.6 O grupo W gerado pelas reflexoes w, € chamado grupo de Weyl
(de 11 ou de g). Os hiperplanos V,, dividem V' em um nimero finito de componentes

abertas conexas congruentes, denominadas caAmaras de Weyl.

O grupo de Weyl se comporta como um grupo de permutagoes das raizes o € II,
portanto trata-se de um grupo finito. Uma propriedade fundamental de IT é que o
grupo de Weyl permuta as camaras livre e transitivamente: isto é, se escolhemos
uma camara C', entao qualquer outra camara é da forma wC para um tnico elemento
w € W. Cada camara C ¢é limitada por k=dim(V") hiperplanos V,, = V_,,, 1 <
i < k. Uma das raizes do par +aq;, digamos «;, é tal que (o;,x) > 0, para todo
x € (' o conjunto destas raizes é chamado de base de II, ou sistema simples de
raizes. De fato, toda raiz é uma combinacao linear de um nimero finito de raizes
simples, com coeficientes inteiros, todos positivos ou todos negativos. A partir destes
coeficientes podemos introduzir uma ordem (a ordem lexicografica) no conjunto de
raizes, dividindo-o em duas componentes IT = IIT U II~, chamadas raizes positivas e

negativas, respectivamente.

Exemplo A.4.3 Se g = sl(n,@) podemos considerar o sistema simples de raizes

formado pelos elementos
o = € — €41, 1= 1, e — 1

com a notagao do exemplo anterior. A reflexdo w, correspondente a raiz oy; = €; — €,
leva €; em €; e mantém todos os outros € fixos. Disso, seque que W € isomorfo ao

grupo de permutacoes de n elementos S,. [J

Definicao A.4.7 Uma dlgebra de Lie real é dita compacta se sua forma de Cartan-

Killing € negativa definida.

Claramente, as algebras compactas sao semi-simples, pois sendo negativas defini-
das, suas formas de Cartan-Killing sao nao degeneradas. O préximo teorema fornece

o significado topoldgico da defini¢ao acima.

Teorema A.4.2 Uma dlgebra de Lie real g € a dlgebra de Lie de um grupo de Lie

compacto se, e somente se, g € compacta.
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Um fato bastante importante, inclusive para mostrar o teorema posterior, é que
dado um par (g, ) formado por uma algebra de Lie complexa e uma subélgebra de
Cartan, entao ele admite uma base de Weyl. Se Il denota o conjunto de raizes de
(g,h) e X C II é um sistema simples de raizes, entdo uma base de Weyl de (g, h) é

uma base de g formada pelos vetores H,, a € X; X, € g,, « € Il e satisfazendo
L <Xa7X—a>CK - ]-7

o [Xo, X 5] = mupXaip, com mys € IR e tal que

Mo = —M_q-p € Meg = 0, quando a+ 3 ¢ 1L

Teorema A.4.3 ([30]) Toda dlgebra de Lie complexa g admite formas reais com-
pactas, isto €, subdlgebras reais compactas. Se uy e uy sao formas reais compactas de
g, entao existe um automorfismo ¢ de g tal que (uy) = us. Assim, todas as formas

reais compactas de g sao isomorfas entre si.
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