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RESUMO 

Neste trabalho é feito um estudo topológico dos anéis de valori7.ação de 
Du brovin em um anel artiniano simples. A motivação para esta abordagem é o 
Teorema de Kowalski e Dürbaum, que classifica as V -topologias em um corpo como 
sendo geradas por anéis de valorização ou por valores absolutos deste corpo. A partir 
de um anel de valorização de Dubrovin R do anel artiniano simples Q, é definida a 
topologia dos R-ideais em Q. Propriedades da topologia dos R-ideais são verificadas, 
e esta topologia é relacionada com a topologia J(R)-ádica, e com a topologia gerada 
por uma função valorização em Q. É introduzido o conceito de V-topologias para os 
anéis artiniano simples, possibilitando classificar tais V-topologias em Q como sendo 
geradas por anéis de valorização de Dubrovin ou por normas em Q, e provar que toda 
V -topologia é localmente limitada. As topologias geradas por anéis de valorização 
de Dubrovin são caracterizadas corno topologias localmente limitadas, que possuem 
uma vizinhança limitada da origem aditivarnente fechada e cuja restrição ao centro 
é uma V -topologia deste corpo. 

ABSTRACT 

Dubrovin valuation rings in simple artinian rings are studied topologically. 
The motivation is the Theorem due to Kowalski and Dürbaum which ensures that 
any V -topology over a field is generated by means of a valuation ring or an absolute 
value of the field. Beginning from Dubrovin valuation ring R in the simple artinian 
ring Q, a topology namely R-ideal topology is defined. Properties of the R-ideal 
topology are proved, and this topology is connected with J(R)-adic topology, and 
also with the topology produced by a value function in ring Q. The concept of 
V -topology for artinian simple ring is introducted in arder to obtain a dassification of 
V-topologies in Q. These V-topologies are generated exactly by Dubrovin valuation 
rings or norms in Q. It is also sbown that every V-topology in Q is locally bounded. 
Tbe topologies generated by Dubrovin valuation rings in Q are characterized through 
locally bounded topologies with a bounded neighbourhood of zero that is closed by 
sums, and the restriction of this topology over your center is a V -topogical field. 
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Introdução 

A definição de anel de valorização de um corpo, quando aplicada a um 
anel de divisão, produz os anéis de valorização totais. Estes anéis são chamados 
invariantes, quando são invariantes por todos os automorfismos internos do anel de 
divisão. O ponto de partida para o estudo de anéis de valorização totais e invariantes, 
foram os trabalhos de Schilling [Sl] e [S2]. 

Uma restrição aos anéis de valorização totais e invariantes, como generali
zação da definição comutativa, pode ser detectada pelo Teorema da Extensão, que 
deixa de ser verificado quando passamos de corpos para anéis de divisão. Mesmo no 
caso mais simples, onde D é um anel de divisão que tem dimensão finita sobre seu 
centro F e V é um anel de valorização de F, não é possível em geral obter um anel 
de valorização total B de D tal que B n F ~ V. 

Urna definição para anel de valorização de um anel artiniano simples, que 
generaliza a definição usada para corpos, foi apresenta por Dubrovin em [Dl]. No 
mesmo artigo e em [D2], foram demonstrados resultados que justificam esta genera
lização, inclusive o Teorema da Extensão para anéis de valorização do centro F de 
um anel artiniano simples Q, quando a dimensão de Q sobre F é finita. 

Os anéis de valorização totais e invariantes de um anel de divisão D, geram 
topologias em D, que são denominadas V-topologias. Kowalski e Dürbaum 
obtiveram em [KD] uma classificação para as V -topologias, mostrando que toda 
V -topologia em um anel de divisão D é gerada por um anel de valorização total 
e invariante, ou por um valor absoluto em D. A partir da definição dos anéis de 



valorização de Dubrovin para anéis artinianos simples, surge a necessidade de definir 
e classificar V-topologias em anéis artinianos simples. 

Os principais resultados deste trabalho, são obtidos através de um estudo
topológico dos anéis de valorização de Dubrovin para anéis artinianos simples de 
dimensão finita sobre seu centro. Destacamos o Teorema 2.17, que mostra que a 
topologia gerada por um anel de valorização de Dubrovin no anel artiniano simples 
Q, é equivalente a topologia produto em Q. Baseados neste resultado, propomos a 
definição de V -topologia em anéis artinianos simples, e através dos Teoremas 4.6 e 
4.11, classificamos estas V-topologias corno sendo geradas por anéis de valorização 
de Dubrovin, ou por normas em Q. Outro resultado relevante que verificamos, é 
o Teorema 3.13 que estabelece a equivalência entre topologias geradas por anéis 
de valorização de Dubrovin, e topologias geradas por funções valorização de um 
anel artiniano simples. Finalmente, com os Teoremas 4.23 e 4.26 caracterizamos as 
topologias no anel artiniano simples Q, que são geradas por anéis de valorização de 
Dubrovin de Q. 

O trabalho está apresentado em quatro capítulos. No Capítulo I apresen
tamos algumas propriedades envolvendo anéis artinianos simples, e resultados sobre 
anéis de valorização de Dubrovin. No Capítulo seguinte, verificamos que um anel 
de valorização de Dubrovin R do anel artiniano simples Q, gera uma topologia que 
torna Q um anel topológico de Hausdorff. Estudamos propriedades desta topologia 
e caracterizamos os anéis de valorização de Dubrovin que geram topologias equiva
lentes. Também verificamos que R ser anel de valorização discreto de Q é condição 
necessária e suficiente para que a topologia J(R)-ádica coincida com a topologia 
gerada por R. No terceiro Capítulo buscamos o enfoque topológico para as funções 
valorização definidas em anéis artinianos simples. Definimos uma topologia a partir 
da função valorização, e através da relação com os anéis de valorização de Dubrovin, 
mostramos que a cada topologia gerada por wn anel de valorização, corresponde 
uma topologia equivalente gerada por uma função valorização. Em conseqüência 
das propriedades da topologia gerada por um anel de valorização de Dubrovin, 
apresentamos no Capítulo IV a definição para V -topologia em um anel artiniano 
simples. Com esta definição, provamos que toda V -topologia é gerada por um anel 
de valorização de Dubrovin ou por uma norma em Q. Verificamos ainda que urna 
V-topologia em um anel artiniano simples é localmente limitada. Finalizamos ca
racterizando as topologias geradas por anéis de valorização de Dubrovin, como 
topologias localmente limitadas que possuem uma vizinhança da origem aditiva-
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mente fechada, e cuja restrição ao centro é um corpo V -topológico. 

Todos os anéis considerados são anéis com unidade, e os subanéis têm a 
mesma unidade do anel. Os corpOs sempre são comutativos, e os anéis de divisão 
satisfazem os axiomas de corpo com a possível exceção da comutatividade. Os resul~ 
tados sobre anéis de Goldie apresentados no Capítulo I, podem ser encontrados em 
(Go], enquanto o conceito de anel satisfazendo wna identidade polinomial, chamado 
Pl-anei, segue o exposto em [Ro]. 

Se a e T são topologias no mesmo conjunto S, dizemos que a é mais fina 
que T e denotamos a >- T, quando a aplicação identidade i : (S, a)~ (S, T) é 
contínua. Assim a e T são equivalentes quando a >- T >- a. 

Q' 
U(Q) 
J(Q} 
QQ 
Mn(Q} 
A~B 

AcB 
[Q: F] 

Para um anel Q com centro F, fixamos as notações: 

conjunto dos elementos regulares de Q. 
-conjunto dos elementos inversíveis de Q. 
radical de Jacobson de Q. 
o anel Q visto com Q-módulo a direita. 
anel de matrizes n x n sobre Q. 
A é submódulo de B. 
A contido estritamente em B. 
dimensão de Q sobre F como espaço vetorial, quando Q é anel 
artiniano simples. 

Quando X e Y são subconjuntos de Q e u E Q, escrevemos: 

u+X={u+x; xEX} 

X+ Y = {x + y; x E X e y E Y) 

-X = { -x ; x E X} 

X.Y = {xy; x E X e y E Y) 

x-r= {x-1 ; x E X} para X Ç U(Q}. 

lll 



Capítulo 1 

Anéis de Valorização de Dubrovin 

Iniciamos definindo os anéis de valorização totais e invariantes para anéis de 
divisão, e em seguida apresentamos resultados que estabelecem a linguagem usada no 
Teorema que caracteriza os anéis de valorização de Dubrovin. Neste Teorema vemos 
que tais anéis são ordens bilaterais em anéis artinianos simples, e então pelo Primeiro 
Teorema de Goldie, têm as propriedades dos anéis de Goldie primos. Também 
definimos os anéis de valorização de Dubrovin discretos. Concluímos esta parte 
fazendo um levantamento de propriedades dos anéis de valorização de Dubrovin, que 
evidenciam sua relação com os anéis de valorização de corpos, e demonstrando uma 
proposição sobre a existência de anéis de valorização próprios para anéis artinianos 
simples. 

A definição abaixo, apresentada por Schilling em 1945, estende aos anéis de 
divisão o conceito de anel de valorização de corpos. 

Definição: Seja B um subanel de um anel de divisão D. Dizemos que B é um anel 
de valorização total e invariante de D, quando para cada dE D* valem: 

(a) d E B ou d-1 E B. 

(b) dBd-1 ~ B. 
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Se apenas a condição (a) é verificada, B é chamado anel de valorização total 
de D. 

A condição {b) assegura que todo ideal de B é bilateral, pois se I é um ideal 
a direita de B, x E I e b E B, então quando x =O temos bx =O E I, e quando xi-O 
temos x-1bx = b' E B que implica bx = xb' E I, e portanto I é ideal a esquerda. 

Para um anel de valorização total B de D, observamos que: 

(1) Os ideais a direita (esquerda) de B estão ordenados por inclusão. 

(2) J(B) é o único ideal maximal a direita (esquerda) de B. 

(3) J(B) = B\U(B). 
Demonstração: 
(1) Se tomarmos I e J ideais a direita de B tais que J Ç I, então existe b E J\f. 
Dado O f- a E I temos O f- b-1a E D que implica em b-1a E B ou a- 1b E B. 
Se a-1b E B então b = aa-1b E I, que não pode ocorrer. Resta b-1a E B e daí 
a= bb-1a E J, que leva a I Ç J. 

(2) A ordenação dos ideais a direita mostra que existe um único ideal maximal a 
direita, e como J(B) é a interseção dos ideais maximais a direita, segue que J(B) é 
o único ideal maximal a direita. 

(3) A inclusão J(B) C: B\U(B) sempre é verificada, e para x E B\U(B) vem que 
x não tem inverso a direita ou a esquerda em B. Assumimos que xB c B e daí 
xB est.á contido no único ideal a direita maximal J(B). Portanto x E J(B) e vale 
B\U(B) C: J(B). 

Segue de (1) e (2) que os ideais bilaterais de um anel de valorização total 
B estão ordenados por inclusão, e que J(B) é o único ideal bilateral maximal de B. 

Um exemplo de anel de valorização total e invariante, no anel de divisão 
dos quatérnios racionais IH, é o anel B = ~(2)0: + ~(2)i + LZ(2)j + ?L(2)k onde 
a= ~(1 +i+ j + k) e 2>12) = {ab- 1

; a, b E 2>, 2 Xb}, conforme ([Wl], §1, Example 
(c)). Exemplos de anéis de valorização totais que não são invariantes, são construídos 
na secção 4 do Capítulo 1 de [M]. 
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Definição: Sejam D um anel de divisão com centro F e V um anel de valorização 
de F. Uma extensão total de V em D é um anel de valorização total B de D tal que 
BnF=V. 

Alguns resultados sobre as extensões totais de V em D estão reunidos em 
IBG 1 I. Quando I D : F] < oo vale: 

• O número de extensões totais é menor ou igual a J[D: F]. 

• Todas as extensões totais são conjugadas em D. 

• Se existe uma extensão total e invariante, então ela é a única extensão total. 

• Existe pelo menos uma extensão total se, e somente se, o conjunto dos elementos 
de D que são integrais sobre V é um subanel de D. 

O último ítem sugere que as extensões totais podem não existir. Como 
exemplo citamos o anel dos quatérnios racionais IH com centro ([}e ~(p) = { ab- 1 ; a, b 
E ?Z, p 'Xb}, p -=f:. 2, o anel de valorizações p-ádicos de ([J. Se B é uma extensão total 
de íZ(p) em IH então íZ(p) c;: B, i,j,k E B e aBSim v(p) = íZ(p) + íZ(p)i + :;z(p)j + 
íZIPik C:: B. MM para p # 2, V IPI é subanel maximal de IH conforme (IWl], §1, 
Example C), e daí B =IH ou B =V IPI· Se B =IH vem que íZIPJ = B n {/J= {/Jque 
não é possível. Se B = V(p) então Y(p) é anel de valorização total, mas escrevendo 
p2 = a2 + b2 + c2 + d2 , a, b, c, d E ?Z, com p não dividindo simultaneamente a, b, c e 
d, e tomando X= p-1(a + bi + cj + dk) E IH temos X rt V(p) e x-l =X rt v(p) que é 
uma contradição, e portanto para p -=f:. 2, ~(p) não tem extensão total em IH. 

Uma definição de anel de valorização para anel artiniano simples, que ge
neraliza a definição de anel de valorização total, foi dada por Dubrovin em [Dl]. 
Veremos que com esta definição, sempre é possível estender um anel de valorização 
do centro F de um anel artiniano simples Q, quando [Q :F] < oo. 

Antes de definir os anéis de valorização de Dubrovin, apresentamos alguns 
resultados do livro de Goodearl [Go] sobre os anéis de Goldie. Aqueles familiarizados 
com a teoria de Goldie, podem continuar a leitura a partir do Teorema 1.2 na página 
7. 
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Definição: Seja A um submódulo do módulo B. Dizemos que B é uma extensão 
essencial de A, ou que A é um submódulo essencial de B, quando todo submódulo 
não nulo de B tem interseção não nula com A. 

Notação: A :Se B. 

Para efetuar cálculos, é conveniente a equivalência: A :Se B se e somente 
se, todo elemento não nulo de B tem múltiplo não nulo em A. Claramente A Se A, 
O Se A equivale a A = O, e n~ Se ~ Se (]J como ~-módulos. 

Definição: Um módulo A tem dimensão finita, quando não contém farru1ia inde
pendente infinita de submódulos não nulos. 

Todos os módulos artinianos e todos os módulos noetherianos têm dimensão 
finita, e (]J é um X-módulo de dimensão finita que não é artiniano e nem noetheri
ano. Também todo ideal em um dorrúnio comutativo tem dimensão finita. Quando 
A S B, produzimos novos exemplos verificando que: 

• Se B tem dimensão finita, então A tem dimensão finita. 

• Se A ::;_e B e A tem dimensão finita, então B tem dimensão finita. 

Para que um módulo A seja de dimensão finita, é exigido que toda família 
independente de submódulos não nulos seja finita. A próxima proposição garante 
que existe uma cota máxima para o número de elementos destas fanu1ias, que será 
chamada de dimensão de Goldie de A. Esta cota está relacionada com os módulos 
uniformes, que definimos agora. 

Definição: Um módulo uniforme é um módulo não nulo A, tal que quaisquer dois 
submódulos não nulos de A tem intersecção não nula. 

É imediato que todo módulo uniforme tem dimensão finita, e que A é módulo 
uniforme se, e somente se, A =J. O e todo submódulo não nulo de A é essencial. 

Os módulos simples são uniformes. O anel (Q é .íZ -módulo uniforme. Se I 
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é ideal não nulo do dorrúnio comutativo R, então I é R-módulo uniforme. Outros 
exemplos podem ser obtidos, observando que: 

• Se A S B, A =F O e B uniforme, então A é uniforme. 

• Se A ~e B e A é uniforme, então B é nniforme. 

Proposição 1.1: ([Go], pg 86) 

(a) O módulo A tem dimensão finita se, e somente se, A tem um submódulo essencial 
que é soma direta finita de submódulos uniformes. 

(b) Se A1 EB A2 EB · · · EB An :5:e A e cada Ai é uniforme, então toda família 
independente de submódulos não nulos de A tem no máximo n elementos. 

Definição: Seja A um módulo de dimensão finita. Pela Proposição, existe n E IN 
tal que A tem uma farm1ia independente de submódulos não nulos com n elementos, 
e não possui tal farm1ia com mais de n elementos. Chamamos este número de 
dimensão de Goldie de A. 

Notação: dim(A). 

Quando A é R-módulo e R é anel de divisão vale dim(A) ~ [A: R]. Para 
um módulo A qualquer, dim(A) ~ O equivale a A ~ O. Também dim(A) ~ n se, e 
somente se, A tem um subrnódulo essencial que é a sorna direta de n submódulos 
uniformes. Por esta razão dim(A) pode ser chamada de dimensão uniforme de A. 
Em particular, dim(A} = 1 significa que A é uniforme. 

Escrevemos dim(A) = oo para indicar que A não tem dimensão finita. 

Para um anel R e um subconjnnto X de R, escrevemos, 

rR(X)~{rER;Xr~O) e lR(X)~{rER;rX~O) 

para indicar os ideais anuladores a direita e a esquerda respectivamente, de X em 
R. 

Definição: Um anel de Goldie a direita é um anel R, tal que RR tem dimensão 
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finita e {r R( X); X ~ R} satisfaz a condição das cadeias ascendentes. Anéis de 
Goldie a esquerda são definidos analogamente. 

Como observamos anteriormente, os anéis noetherianos têm dimensão finita 
e portanto são anéis de Goldie. Quando R é um domínio, a condição das cadeias 
ascendentes é automaticamente verificada para os anuladores a direita (esquerda), 
assim R é anel de Goldie a direita (esquerda) se, e somente se RR (RR) tem dimensão 
finita. Em ([Go], pg 101), encontramos um exemplo de anel de Goldie a direita que 
não é anel de Goldie a esquerda. 

Os anéis simples são primos e os artinianos são noetherianos, assim anel 
artiniano simples é anel de Goldie primo. 

Definição: Um anel Q é um anel quociente a direita para R, e R é uma ordem a 
direita para Q, quando 

(i) R é subanel de Q. 

(ii) Todo elemento regular de R tem inverso em Q. 

(iii) Q={ab-1 ;aERebER'}. 

Anéis quocientes a esquerda e ordens a esquerda são definidos da mesma 
forma, trocando (iii) por Q = {a-1b; b E R e a E R*}. Anéis quocientes a direita 
e a esquerda, são chamados de anéis quocientes bilaterais, ou simplesmente anéis 
quocientes. A mesma nomenclatura vale para as ordens a direita e a esquerda. 

Uma condição necessária e suficiente para a existência de um anel quociente 
a direita para o anel R, é a condição de Ore a direita: 

Se a, x E R e x E R*, então existem b, y E R com y E R* tal que ay = xb. 

Este resultado está demonstrado em ( [F], pg 390 ). Analogamente um anel R 
satisfazer a condição de Ore a esquerda, isto é, para a, x E R e x E R* existem 
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b, y E R com y E R* tais ya = bx, equivale a R ter um anel quociente a esquerda. 

O Teorema a seguir é conhecido como Primeiro Teorema de Goldie, e es
clarece como são as ordens dos anéis artinianos simples. A demonstração original é 
de 1958 e devida a Goldie ( [G], Theorem 13 ). Uma prova em detalhes está feita 
em ( [Go], pg 100 ). 

Teorema 1.2: O anel R tem anel quociente a direita artiniano simples se, e somente 
se, R é anel de Goldie a direita primo. 

Os Pl-anéis primos, isto é, os anéis primos com identidades polinomiais, 
como definidos em [Ro], [P] ou [Pc], são exemplos de anéis de Goldie primos. Este 
fato foi verificado por Posner em 1960, dentro da demonstração do seguinte Teorema 
sobre a estrutura dos PI-anéis primos. 

Teorema 1.3: ( [P], Theorem 1 ) R é um anel primo satisfazendo uma identidade 
polinomial se, e somente se, R é um subanel de Mn(D) para algum n e alglllll anel 
de divisão D de dimensão finita sobre seu centro, e R tem Mn(D) como um anel 
quociente bilateral. 

Posner provou diretamente que um PI-anel primo R é anel de Goldie primo, 
e usou o Primeiro Teorema de Goldie para obter um anel quociente bilateral para 
R da forma Mn(D). 

Os exemplos de anéis de Goldie primos que não são PI-anéis, são exatamente 
os anéis de Goldie primos, cujo anel quociente é anel de matrizes sobre um anel de 
divisão de dimensão infinita sobre o seu centro. Em particular, para um anel de 
divisão D de dimensão infinita sobre seu centro, temos que R= Mn(D) é anel de 
Goldie primo por ser anel artiniano simples, e R é seu próprio anel quociente como 
conseqüência do Corolário da Proposição 1.4 abaixo. Mas pelo Teorema de Posner, 
R não é Pl-anel. 

Quando R é uma ordem em Q e x E R, é imediato que x E R* equivale a 
x E Q*. Vamos verificar que para obter o inverso de elementos em anéis de Gol di e, 
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é suficiente obter o inverso de um lado apenas. 

Proposição 1.4: Seja R um anel de Goldie a direita. Se a, b E R e ab = 1 então 
ba = 1. 
Demonstração: 
Seja f mn endomorfismo sobrejetivo de Rn. Afirmamos que f é um isomorfismo. De 
fato, chamando Kn = K er fn temos a cadeia O Ç K1 Ç K 2 Ç K3 Ç .... Mas para 
cada n, Kn é o anulador a direita do conjunto unitário {/n(l)} Ç R, e portanto existe 
n E IN tal que Kn = Kn+l· Se X E R e J(x) =o, como r é sobrejetor, X= f"(y) 
para algum y E R. Dai, O= f(x) = j"+l(y), isto é, y E Kn+l = Kn e segue que 
O = Jn(y) = x que dá a injetividade. Agora, de 1 = ab temos R = aR e assim 
f(x) = ax é um endomorfismo sobrejetivo de RR e conseqüentemente isomorfismo. 
Como f(l - ba) =O vem que ba = 1. 

Corolário: Seja Q um anelartiniano a direita (esquerda). 

(a) x E Q' se, e somente se x E U(Q). 

(b) Q é seu próprio anel quociente a direita e a esquerda. 
Demonstração: 
(a) Se x E Q* então xn E Q* para todo n E IN. A cadeia xQ 2 x 2 Q 2 ... de ideais 
a direita é estacionária, e então existe n E IN tal que xnQ = xn+lQ implicando em 
xn = xn+lq para algum q E Q. Assim, O= xn(l- xq) que mostra que xq = 1 e pela 
Proposição x é inversível. 

(b) É imediato a partir de (a). 

Proposição 1.5: Sejam R um anel de Goldie primo com anel quociente Q, F o 
centro de Q e [Q : F] < oo. Se V= R n F então para cada q E Q, existe v E V' tal 
que qv E R. 
Demonstração: 
Iniciamos verificando que V = Z(R), o centro de R. A inclusão V Ç Z(R) é 
imediata, e por outro lado se x E Z(R) e u E Q, escrevemos u = mn-1 com 
m E R e n E R*. Agora xun = xm = mx = mn-1nx = unx = uxn que leva 
a ux = xu e daí x E R n F = V, mostrando que V = Z(R). A dimensão finita 
de Q sobre F assegma que R é um Pl-anei primo, e então por ( [Pc], pg 48 ) 
temos Q = RF. Outra propriedade dos PI-anéis primos, que pode se encontrada em 
( [R.o], pg 55 ), diz que F é o corpo de frações de V. Assim dado q E Q, escrevemos 
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q = T1V1 +T1V2 +··· +TmVm onde Ti E R, Vi E F e vi= aibi1 com ~,bi E V, para 
cada i E {1, 2, · · ·, m}. Tomando v= b1b2 · • · bm E V* vem que qv E R. 

Definição; Um anel R é chamado: 

(a) Local matriz, quando RfJ(R) é artiniano simples. 

(b) Bezout a direita, quando todo ideal a direita finitamente gerado é principal. 

(c) Semi-hereditário a direita, quando todo ideal a direita finitamente gerado é 
projetivo. 

(d) Anel de n-cadeia a direita em Q 2 R, se dados a0 , . .. ,an E Q, existe i E 
{0, ... , n} tal que Ui E aoR + ... + c;;R + ... + anR. O símbolo "~" indica exclusão 
da parcela. 

As definições com lateralidade a esquerda são análogas. Os anéis artinianos 
simples são exemplos para toda.s as definições acima. De fato, se R é um anel 
artiniano simples, então R é anel local matriz pois J(R) =O, e R é anel de Bezout 
por ser anel noetheriano. Pelo Teorema de Wedderburn-Artin ([Go], pg 29), R é 
anel semi-hereditário. Finalmente, um anel artiniano simples é n-cadeia nele próprio 
para algum n, como conseqüência de ([DI], §1, Proposition 2). 

As tentativas de obter uma teoria de valorização não comutativa, que permi
tisse aplicar a anéis artinianos simples os métodos de estudo desenvolvidos a partir 
da valorização de corpos, iniciaram por volta de 1945 com a definição dada por 
Schilling, de anéis de valorização totais e invariantes em anéis de divisão. Em um 
artigo de 1982, publicado originalmente em russo e traduzido para o inglês em 1984, 
Dubrovin apresenta a definição para anel de valorização em anéis artinianos sim
ples, com a qual tem sido possível desenvolver resultados análogos aos de anéis de 
valorizações de corpos. 

Definição: Um subanel R de um anel artiniano simples Q, é chamado anel de 
valorização de Dubrovin de Q, quando R é local matriz e para cada q E Q\R 
existem r 1 , r 2 E R tais que r1q, qr, E R\J(R). 

Os elementos T1 e T2 da definição podem ser tomados em J(R), conforme 
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( [BG2], §3, Lemma 3.1). 

Dubrovin chamou inicialmente em [Dl] os anéis de valorização para anéis 
artinianos simples, de anéis de valorização não comutativos. Aqui, não comutativo 
deve ser entendido como não necessariamente comutativo. Os trabalhos posteri
ores passaram a se referir a tais anéis, como anéis de valorização de Dubrovin, ou 
simplesmente anéis de valorização. O termo Q-valorização também é usado. 

Para que o subanel R do anel artiniano simples Q seja anel de Dubrovin de 
Q, é necessário e suficiente que exista um ideal bilateral I de R com R/ I artiniano 
simples, e para cada q E Q\R existam r 1, r 2 E R tais que r 1 q, qr2 E R\ I, pois neste 
caso segue de ( [DI], §I, Proposition 3) que I~ J(R). 

O próximo passo, visando um teorema de caracterização dos anéis de valo
rização de Dubrovin, é apresentar o conceito de " place " para um anel artiniano 
simples Q. Para isso, baseados em ( [DI], Definition 5 ) definimos em Q U { oo} as 
operaçoes: 

a+ oo = oo +a= oo, para todo a E Q. 

b.oo ~ oo.b ~ oo, para todo b E U(Q). 

Não estão definidos oo + OC\ u.oo e oo.u seu f/_ U(Q). 

Definição: Um "place '' a direita entre os anéis artinianos simples Q e D é uma 
aplicação sobrejetora f : Q U { oo} ~ D U { oo} tal que: 

(i) Se f(a)f(b) está definido então ab está definido e f(ab) ~ f(a)f(b). 

(ii) Se J(a) + f(b) está definido então a+ b está definido e J(a + b) ~ f(a) + f(b). 

(iii) Se q E Q e f(q) ~ oo, então existe r E Q tal que f(r) o/ oo e f(qr) o/ O, oo. 

Os "places '' a esquerda são definidos trocando f(qr) por f(rq) em (iii). 
Um " place '' a direita e a esquerda será chamado simplesmente de " place " . 

Para um " place " a direita ou a esquerda f : Q U { oo} --+ D U { oo} entre os 
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anéis artinianos simples Q e D, e para a E Q U { oo} temos as propriedades abaixo, 
cujas verificações são imediatas: 

(1) /(1) ~ 1. 

(2) /(0) ~o. 

(3) f(oo) ~ oo. 

(4) f( -a)~- f(a). 

No te que para uma aplicação f : Q U { oo} _, D U { oo}, satisfazendo a 
condição (i) de "place" entre anéis artinianos simples Q e D, temos que a+ b está 
definido sempre que f( a)+ f(b) estiver definido. De fato, inicialmente vemos que 
f(oo) ~ oo, pois se f(oo) ~dE D então por (i) teríamos oo.oo definido, que não 
pode ocorrer. Agora f(a) + f(b) definido implica em f(a) f' oo ou f(b) f' oo, e daí 
a f:- oo ou b i- oo que mostra que a+ b está definido. 

Para uma aplicação sobrejetora f : Q U { oo} _, D U { oo}, satisfazendo as 
condições (ii) e (iii) de "place" entre anéis artinianos simples Q e D, não é verdade 
em geral que ab está definido sempre que f(a)f(b) estiver. Tomamos como exemplo 
um corpo D, Q ~ Mn(D) e definimos f: Q U {oo} _, DU { oo} por /((a,;))~ a11 e 
J(oo) = oo. Claramente f é sobrejetora e satisfaz (iii) automaticamente. Também 
f(a) + J(b) estando definido leva a a f' oo ou b f' oo, e assim a+ b está definido e 
f(a + b) ~ f(a) + f(b) verificando (ii). Porém para b ~ oo, a~ (a,,) com au ~ 1 
e a,; ~O para (i,j) f' (1, 1), temos que f(a)f(b) ~ l.oo que está definido, mas ab 
não está definido pois a </. U ( Q). 

Um fato conhecido sobre a teoria de valorização de corpos ( [E], pg 57 ), é 
que cada anel de valorização de mn corpo K pode ser obtido como o conjunto dos 
elementos de K, no qual mn "place" sobrejetivo de K tem imagem finita. No Teo
rema abaixo apresentamos condições equivalentes a definição de anel de valorização 
de Dubrovin. Uma destas caracterizações envolve" p1aces" em anéis artinianos sim
ples, e mostra que da mesma forma como ocorre em corpos, um anel de valorização 
em um anel artiniano simples Q é o conjunto dos elementos de Q cuja imagem de 
mn " place " de Q é finita. 
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Teorema 1.6: ( [D1], §1, Theorem 4 ) AB condições abaixo são equivalentes para 
um anel artiniano simples Q. 

(i) R é um anel de valorização de Q. 

(ii) Rn e RR têm dimensão finita, R é semi-hereditário a direita, primo e local 
matriz. 

(iii) R é local matriz, Bezout e uma ordem bilateral em Q. 

(iv) R é o conjunto dos elementos no qual um '' place" de Q tem imagem finita. 

(v) R é n-cadeia em Q, e existe um ideal primitivo M tal que dim(R/M) ~ n. 

Combinando a condição (üi) do Teorema anterior, com o Teorema 1.2, vemos 
que um anel de valorização R de um anel artiniano simples Q é um anel de Goldie 
primo. Assim usamos livremente para R e Q as propriedades dos anéis de Goldie 
primos, que estão na secção 3.D de [Go]. Além disso quando Q tem dimensão finita 
sobre seu centro, segue do Teorema 1.3, que R tem as propriedades dos FI-anéis 
pnmos. 

Lema 1. 7: Se R é anel de valorização de um anel artiniano simples Q, então J(R) 
é o único ideal bilateral maximal de R. 
Demonstração: 
SeM é um ideal bilateral maximal de R, então (M + J(R)) / J(R) é ideal bilateral 
de R/J(R) que é simples, e portanto M + J(R) ~R ou M + J(R) ~ J(R). No 
primeiro caso temos 1 = m+ n com mE Me n E J( R), e daí m = 1- n tem inverso 
em R, que contradiz M f R. Resta M + J(R) ~ J(R) donde M Ç J(R) C R que 
implicaM~ J(R). 

Observamos que a definição de anel de valorização para anéis artinianos 
simples, generaliza a definição de anel de valorização para corpos, verificando que 
um anel R é anel de valorização do corpo K se, e somente se, R é anel de valorização 
de Dubrovin de K. De fato, se R é anel de valorização de Dubrovin de K e q E K\R, 
então existe r E R tal que rq E R\J(R), e pelo Lema 1.7 rq E U(R), mostrando 
que q-1 = (rq)- 1r E R. Reciprocamente, se R é anel de valorização do corpo K e 
q E K\R, tomamos r ~ q-1 E R e assim qr ~ rq ~ 1 E R\J(R). Além disso, a 
maximalidade de J(R) assegura que R/ J(R) é corpo e então R é anel de valorização 
de Dubrovin de K. 
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Exemplos de anéis de valorização sobre anéis artinianos simples que não 
são corpos, são dados pelos anéis de valorização totais em anéis de divisão. A 
demonstração é anãloga a feita na parte final da observação acima. 

Existem anéis de valorização que não são totais. Como exemplo tomamos 
o anel dos quatérnios racionais IH e um primo p. Vimos que V(p) = X(pl + Zl(pli + 
LZ(p)j+LZ(p)k não é total em JH. Mru; para cada x = a,a21 +b,b21i+c1c21 j+d,d21k E 
IH, temos x = mn-1 = n-1m quando m = a1b2c2d2+b1a2c2d2i+c1a2b2d2)+dla2b2c2k 
e n = a 2 ~c2~· Como m, n E V(p) vem que V(p) é uma ordem em IH. Além disso, 
VIPl n<1/= LZIPl o anel de valorização p-ádico discreto de Q, e por ([W1), §1, Example 
(c)), VIPl é subanel maximal de lH para p f 2. Agora concluímos que VIPl, p f 2, é 
anel de valorização de IH pela Proposição seguinte. 

Proposição 1.8: ([W2), §1, Example 1.15) Sejam V um anel de valorização discreto 
do corpo F, Q um anel artiniano simples com centro F e [Q : F] < oo. Se B é subanel 
de Q tal que B n F = V, então B é anel de valorização de Q se, e somente se, B é 
urna ordem maximal de V em Q. 

O próximo resultado conclui a relação entre os anéis de valorização totais e 
os anéis de valorização de um anel de divisão. 

Proposição 1.9: Seja D um anel de divisão com anel de valorização R. Então são 
equivalentes: 

(i) R é total. 

(ii) R/ J(R) é anel de divisão. 
Demonstração: 
(i),_ (ii) Seja Õ fc x E R/J(R), x = x + J(R) ex E R\J(R). como R é total, 
J(R) = R\U(R) e então existe x-1 E R Claro que x- 1 'i' J(R) e x- 1 E R/ J(R). 

(ii) ,_ (i) Dado O fc x E D tal que x 'i' R, existe r E R tal que xr E R\J(R). Por 
hipótese, existe ã E R/J(R) tal que xr.õ: =I, isto é, xra -1 E J(R) que implica 
que xra tem inverso a direita em R. Portanto x tem inverso a direita em R, mas 
pela Proposição 1.4 temos que x-1 E R, e R é totaL 
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Uma outra classe de exemplos de anéis de valorização são os domínios de 
cadeia. Para verificar isso, começamos com a definição de anel de cadeia. 

Definição: Um anel de cadeia a direita é um anel no qual os ideais a direita estão 
ordenados por inclusão. 

Os anéis de cadeia a esquerda são definidos analogamente, e um anel de 
cadeia é um anel de cadeia a direita e a esquerda. 

Como vimos no início do Capítulo, os anéis de valorização totais são domínios 
de cadeia. 

Proposição 1.10: Um domínio de cadeia é um anel de valorização no seu anel 
quociente. 
Demonstração: 
Vamos verificar a condição (iii) do Teorema 1.6. Se R é um domínio de cadeia, a 
ordenação dos ideais assegura que RR e RR têm dimensão finita por serem módulos 
uniformes. Por ( [Go], pg 95 ), R é uma ordem a direita em um anel de divisão 
D e também possui um quociente a esquerda, isto é, vale a condição de Ore a 
esquerda. Dado O oi dE D, d = ab-1 com a, b E R, então existem x, y E R tais que 
ya = xb, donde d = y-1x e R também é ordem a esquerda em D. R é Bezout pois 
se I = x 1R + ... + XnR é ideal a direita, temos I = x1R para algum i. Como os anéis 
de cadeia são anéis de n-cadeia em R, segue de ( [Dl], §1, Corollary of Proposition 
2) que R/ J(R) é artiniano, além disso J(R) sendo a intersecção dos ideais maximais 
a direita, J(R) é maximal bilateral e portanto R é local matriz. 

Proposição 1.11: Seja R um anel de valorização do anel artiniano simples Q. São 
equivalentes: 

(ii) R é anel simples. 

(iii) J(R) ~O. 

(iv) R é anel artiniano. 
Demonstração: 
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As implicações (i)'* (ii) '* (iii) são imediata.'l. 

(iii) '* (i v) Sendo R um anel de valorização, temos que R/ J(R) é um anel artiniano 
simples, e como J(R) =O vem que R é anel artiniano simples. 

(i v) :::} (i) Se R é artiniano, o Corolário da Proposição 1.4 garante que todo elemento 
regular de R tem inverso em R, e isso leva a R= Q. 

Definição: Seja R uma ordem em um anel artiniano simples Q. Um subgrupo 
aditivo I de Q é dito R-ideal a direita quando: 

(a) IR=!. 

(b) I contém um elemento regular de Q. 

(c) xl Ç R para algum x E Q•. 

Os R-ideais a esquerda são definidos da mesma forma, apenas trocando a 
ordem dos produtos. Um R-ideal é um R-ideal a direita e a esquerda. Quando I é 
R-ideal e I Ç R, dizemos que I é um R-ideal de R. 

Proposição 1.12: ([Dl], §2, Proposition 3) Seja R um anel de valorização do anel 
artiniano simples Q, e I um subgrupo aditivo próprio de Q. Então I é um R-ideal 
se, e somente se, RI R = I. 

Os ideais de um anel de valorização de um corpo são totalmente ordenados 
por inclusão. Para um anel de valorização R do anel artiniano simples Q, segue da 
Proposição L 12 que os R-ideais próprios de R coincidem com os ideais bilaterais 
próprios. Veremos em [ 4] pg 18 que a inclusão é uma ordenação total no conjunto 
dos R-ideais, e portanto os ideais bilaterais de R são totalmente ordenados por 
inclusão. 

Uma ferramenta útil no estudo de anéis de valorização são os anéis fatores. 
Especificamente, se I é um subgrupo aditivo de um anel Q, o conjunto 

0,(!) ~ {q E Q, lq Ç I} 

é um subanel de Q, chamado anel fator a direita de I. Analogamente define-se 0 1(1), 

15 



o anel fator a esquerda de I. 

Quando I é um ideal a direita do anel R C Q, temos que O,(I) é um 
sobreanel de R em Q, isto é, R<;; O,(I) <;; Q. 

Lema 1.13: ([DI], §2, Lemma 7) Se R é anel de valorização do anel artiniano 
simples Q, então O,(J(R)) ~ O,(J(R)) ~R. 

Lema 1.14: ([DI], §2, Lemma 8) Com as hipóteses do Lema anterior, as condições 
seguintes são equivalentes para um R-ideal I : 

(i) I é ideal a direita principal de O,(I). 

(ii) I f I.J( O,(I)). 

Definição: Um anel de valorização discreto do anel artiniano simples Q, é um anel 
não artiniano R que satisfaz as condições do Teorema a seguir. 

Teorema 1.15: ([Dl], §1, Theorem 6) Seja Q um anel artiniano simples. Para um 
anel não artiniano R, são equivalentes: 

(i) R é anel de valorização noetheriano a direita de Q. 

(ii) R é anel de valorização maximal de Q e J(R) f J(R) 2 

(iii) R é local matriz, J(R) é ideal a direita principal, n:;'~ 1 J(R)• ~ {O} e J(R) é 
ideal a esquerda principal ou RR tem dimensão finita. 

Como a condição (ii) não depende de lateralidade, os anéis de valorização 
discretos são exatamente os anéis de valorização noetherianos e próprios, pela Pro
posição 1.11. Assim quando Q é comutativo, a definição acima coincide com a 
definição de anel de valorização discreto de um corpo, conforme ( [E], pg 50 ). 

Proposição 1.16; Seja R um anel de valorização do anel artiniano simples Q. 

Então são equivalentes: 
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(i) R é anel de valorização discreto. 

(ii) R "I Q e n;:"~ 1 J(R)" = {0}. 
Demonstração: 

(i) =? (i i) É imediato. 

(ii) =?(i) Pela Proposição 1.11, R "I Q equivale a J(R) "I O que equivale a R não 
ser artiniano. Assim, J(R) "I n::"~ 1 J(R)" ={O} e então J(R) "I J(R)'. Aplicando o 
Lema 1.14 ao R-ideal J(R), e usando o Lema 1.13 temos que J(R) é ideal principal 
a direita e a esquerda de R. Também R é local matriz por ser anel de valorização. 
Portanto verificamos a condição (iii) do Teorema 1.15, e R é anel de valorização 
discreto. 

Proposição 1.17: Seja R um anel de valorização discreto de um anel artiniano 
simples, então todo ideal bilateral não nulo de R é uma potência de J(R). 
Demonstração: 

Pelo Teorema 1.15, RjJ(R) é artiniano simples, J(R) = aR e n::'~ 1 J(R)n = O. 
Também pelo Lema 1.7 J(R) é ideal bilateral maximal. A conclusão segue de ([Pb], 
§3, Theorem 3.5). 

Definição: Sejam Q um anel artiniano simples com centro F, e V um anel de 
valorização de F. Dizemos que um anel de valorização R de Q é uma extensão de V 
quando R n F = V. 

Apresentamos agora uma compilação de resultados sobre os anéis de valo
rização de anéis artinianos simples, que comparados com as propriedades dos anéis 
de valorização de corpos, dão uma idéia do desenvolvimento deste assunto. 

No que segue, R é um anel de valorização de um anel artiniano simples Q, 
F é o centro de Q, R' é um sobreanel de R em Q e Spec( R) denota o conjunto dos 
ideais primos de R. A partir do resultado [lO] consideramos que a dimensão de Q 
sobre F é finita. 

[ 1] Mn(R) é anel de valorização de Mn(Q). 

[ 2] Se e2 = e E R então eRe é anel de valorização de eQe. 
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[ 3] Se Q = Mn(D), D anel de divisão, então existe um anel de valorização S de D 
e q E Q' tal que Mn(S) = qRq-1 

[ 4] Os R-ideais estão totalmente ordenados por inclusão. 

[ 5] R' é anel valorização de Q e J(R') é ideal primo de R. 

[6] R/J(R') é anel de valorização de R'jJ(R'). 

[ 7] O conjunto dos elementos de R que são regulares módulos J(R'), N = {x E 
R; x + J(R') E (R/ J(R'))'}, forma um sistema multiplicativo de Ore a direita 
e a esquerda, e a localização RN coincide com R'. 

(8] A aplicação R'>----> J(R'), do conjunto dos sobreanéis de R em Spec(R), é 
injetora e reverte a inclusão. 

[ 9] O anel V = R n F é o centro de R, e é anel de valorização de F. 

(10] A aplicação P >----> PnF é uma bijeção que preserva a inclusão, entre Spec(R) 
e Spec(V) onde V= RnF. Além disso, Pé ideal a direita principal de O,(P) 
se, e somente se p = P n F é ideal principal de Or(p). 

[11] Para cada P E Spec(R), o conjunto {x E R; x + P E (R/ P)') é 1un sistema 
multiplicativo de Ore a direita e a esquerda contido em R*. Se Rp é a locali
zação neste sistema, então a aplicação P ~-----t Rp é uma bijeção entre Spec(R) 
e os sobreanéis de R em Q. 

[12] Se P E Spec(R) e p = P n F então Rp = R,= R.Vp. 

[13] A aplicação R' 1---t R' n F é uma bijeção que preserva a inclusão, entre os 
sobreanéis de R em Q e os sobreanéis de V em F. 

[14] Para cada P E Spec(R), existe um número natural n :S [Q : F] tal que 
pn = pR, onde p = P n F. Se n 2 1 então Pé um ideal principal de O,(P). 

[15] (Teorema da Extensão) Se V é um anel de valorização de F, então existe um 
anel de valorização R de Q tal que R n F = V. 

[16] Se V= R n F tem rank 1, então R é integral sobre V. 

[17] O anel R é integral sobre V = R n F se, e somente se, todo ideal bilateral 
principal de R é também principal a direita e a esquerda. 
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[18] Se R e B são anéis de valorização de Q tais que R n F ~ B n F, então existe 
q E Q' tal que qRq-1 ~ B. 

[19] Se R f Q então existe um sobreanel R', R Ç R' c Q, com centro V'= R' n F 
tal que R' é integral sobre V'. 

(20] Se V ~ R n F, então para cada q E Q existe v E V' tal que qv E R. 

AB demonstrações de [1] a [8] estão em [DI], de [9] a [16] estão em [D2], 
[17] e [18] em [W2], [19] está em [Gr]. A demonstração de [20] pode ser encontrada 
em [BG2], ou vista como um caso particular da Proposição 1.5. 

Os exemplos de anéis de valorização de Dubrovin que vimos foram os anéis 
V(p), os anéis de valorização totais e os domínios de cadeia. Podemos construir novos 
exemplos a partir destes, usando ( 1] e [ 2]. Também as álgebras de Azumaya sobre 
anéis de valorização comutativos, são anéis de valorização de Dubrovin, conforme 
( [D2], §2, Proposition 1). Até o momento não conhecemos exemplo de anel de 
valorização em um anel artiniano simples, cuja dimensão sobre o seu centro não seja 
finita. 

Embora a definição de anel de valorização de Dubrovin seja geral, os princi
pais pontos da teoria só estão desenvolvidos no caso em que o anel artiniano simples 
tem dimensão finita sobre o seu centro. Assim o trabalho também se desenvolverá 
dentro desta restrição. 

Para uma generalização da definição de anel de valorização de corpos, aos 
anéis artinanos simples, é conveniente ter como propriedade que o centro de um 
anel de valorização do anel artiniano simples Q, seja anel de valorização do centro 
de Q. Neste sentido, destacamos o resultado [ 9} fazendo sua demonstração, que 
pode ser obtida como conseqüência da ordenação dos R-ideais [ 4 ]. Se R é um anel 
de valorização de Q e V= R n F, já provamos na Proposição 1.5 que V é o centro 
de R. Tomando q E F, q ::J O, temos que qR é um R-ideal, e como R também é 
R-ideal, segue que qR Ç R ou R Ç qR. No primeiro caso temos q E R n F= V, 
e no outro 1 = qr com r E R que leva a q- 1 E R n F= V. Portanto V é anel de 
valorização do corpo F. 
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O Teorema da Extensão [15], garante que para todo anel de valorização V 
do centro F de um anel artiniano simples Q, existe um anel de valorização R de Q tal 
que R n F= V, quando [Q : F] < oo. Segue de [13] que se R' tem tal propriedade e 
R Ç R' Ç Q então R = R', isto é, não existem extensões de V acima de R. Portanto 
temos que as extensões de um anel de valorização a um anel artiniano simples, não 
são comparáveis por inclusão. 

Por [18] todas as extensões são conjugadas, e por isso isomorfas. Claramente 
todos os anéis de valorização de Q conjugados, são extensões do mesmo anel de 
valorização do centro, pois se R e R' = qRq-1 , q E Q*, são anéis de valorização de 
Q então R n F = R' n F. 

Diferente do que ocorre com as extensões totais em anéis de divisão, o 
número de extensões em anéis artinianos simples pode não ser finito, como vemos 
na introdução de [Gr]. 

O que chamamos de Teorema da Extensão, é um teorema da extensão para 
anéis de valorização do centro F de um anel artiniano simples Q, quando [Q : F] < 
oo. Este procedimento é justificado pela inexistência de um Teorema da extensão 
em geral, conforme ([BG2], §1). Especificamente, consideramos novamente o anel 
dos quatérnios racionais IH, e Xcs) o anel de valorização discreto 5-ádico do centro 
de IH. Como -1 é um quadrado módulo 5, temos que Xcs) tem duas extensões 
distintas V1 e '\12 que são anéis de valorização de ({X i), por ( [E], pg 128 ). Agora 
concluímos que V1 e V2 não possuem extensão a IH pela Proposição abaixo. 

Proposição 1.18: Sejam Q um anel artiniano simples com centro F, [Q : F] < oo, 
K um corpo, F C K C Q e V um anel de valorização maximal de F. Se V não 
tem extensão única em K, então nenhuma destas extensões pode ser estendida a um 
anel de valorização de Q. 
Demonstração: 
Sejam B1 , B2 , · · ·, Bn, n > 1, os anéis de valorização de K que estendem V. Suponha 
que para algum i E {1, 2, · · · ,n}, o anel Bi tem extensão Ri em Q. Como R; n F= 
R; n K n F = Bi n F = V, segue que R; é uma extensão de V, mas V sendo maximal 
temos que R; é integral sobre V, por [16]. Em ( [E], pg 69 ) vemos que os elementos 
de K que são integrais sobre V, estão na intersecção das extensões de V em K, e 
portanto Bi = R; n K ç B1 n B 2 n · · · n Bn que não é possível pois estas extensões 
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não são comparáveis por inclusão. Concluímos que para todo i E {1, 2, · · ·, n }, Bi 
não se estende a Q. 

Veremos no Capítulo II uma justificativa topológica para a inexistência de 
um Teorema da Extensão em geral. 

Apresentamos a seguir um critério para decidir quando um anel de valori
zação de um corpo intermediário, entre F e Q, possui uma extensão a Q. 

Proposição 1.19: Sejam Q um anel artiniano simples com centro F, [Q : F] < oo, 
K um corpo, F C K C Q, R um anel de valorização de Q e B um anel de valorização 
de K. 

(a) R n K é anel de valorização de K se, e somente se, R contém um anel de 
valorização de K. 

(b) B possui uma extensão a Q se, e somente se, B está contido em algum anel de 
valorização de Q que estende B n F. 
Demonstração: 
(a) É imediato. 

(b) Seja R' o anel de valorização de Q tal que R' n K ~ B. Claramente B Ç R' e 
R' estende B n F pois R' n F= R' n K n F= B n F. Reciprocamente, se R' é anel 
de valorização de Q para o qual B ç R' e R' n F = B n F, temos que B ç R' n K 
e então R' n K é anel de valorização de K. Como (R' n K) n F= R' n F= B n F 
vemos que R' n K é uma extensão de B n F em K, mas B também estende B n F 
e B Ç R' n K. Já que as extensões não são comparáveis por inclusão, concluímos 
que R' n K = B e portanto B possui uma extensão a Q. 

Por [13] sabemos que R ser anel de valorização maximal do anel artiniano 
simples Q, com centro F e [Q: P] < oo, equivale a V= RnP ser anel de valorização 
maximal de P. Podemos verificar que R ser discreto em Q equivale a V ser discreto 
em F. 

Proposição 1.20: Sejam Q um anel artiniano simples com centro F, [Q : P] < 
oo , R um anel de valorização próprio de Q e V = R n F. Então: 
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(a) J(V) ~ J(R) n F. 

(b) J(R) é ideal a direita (esquerda) principal de R se, se e somente se,-J(V) é 
ideal principal de V. 

(c) R é anel de valorização discreto de Q se, e somente se, V é anel de valorização 
discreto de F. 
Demonstração: 
(a) Por [9] V é anel de valorização do corpo F, e portanto J(V) é ideal maximal 
de V A bijeção obtida em [10] mostra que existe um ideal primo I de R tal que 
In F~ J(V). Pelo Lema 1.7 temos I Ç J(R), e como a bijeção preserva a inclusão 
vem J(V) ~ In F Ç J(R) n F C V. A última inclusão é estrita pois 1 r;i J(R), e 
então a maximalidade de J(V) garante que J(V) ~ J(R) n F. 

(b) Pelo Lema 1.13, O.(J(R)) ~ R e O.(J(V)) ~ V. Agora aplicamos a segunda 
parte de [10] e o ítem (a), para concluir que J(R) ser ideal a direita principal de R 
equivale a J(R) n F~ J(V) ser ideal principal de V. 

(c) Se R é discreto, então R é maximal e J(R) i J(R) 2• Pelos Lemas 1.13 e 1.14, 
J(R) i J(R) 2 equivale a J(R) ser ideal a direita principal, e pelo ítem (b) isso 
equivale a J(V) ser ideal principaL Novamente os Lemas 1.13 e 1.14 garantem que 
J(V) i J(V)'- Também a maximalidade de R implica na maximalidade de V, por 
[13]. Portanto V é anel de valorização discreto. A recíproca é análoga. 

No próximo Capítulo, trabalharemos com anéis de valorização próprios de 
um anel artiniano simples, por isso temos interesse em saber quando eles existem. 
Usaremos o Lema abaixo, cuja demonstração pode ser facilmente obtida de ( [E], 
Corollary 9.8, pg 63 ) . 

Lema 1.21: Para um corpo K são equivalentes: 

(i) K tem anel de valorização próprio. 

(ii) K não é extensão algébrica de um corpo finito. 

Proposição 1.22: Para wn anel artiniano simples Q com centro F e [Q : F] <. oo, 
são equivalentes: 

(i} Q tem anel de valorização próprio. 
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(ii) F não é extensão algébrica de um corpo finito. 
Demonstração: 
(i} ~ (i i} Se R é anel de valorização próprio de Q, tome V ~ R n F que é anel de 
valorização de F por [9]. Para cada q E Q, existe O f v E F tal que qv ~ r E R, 
por [20]. Supondo V~ F vem que v-1 E F C R e daí q E R que implica Q ~R. 
Essa contradição mostra que V =J. F e pelo Lema 1.21 temos que F não é extensão 
algébrica de mn corpo finito. 

(i i) ::;} (i) Pelo Lema 1.21 podemos assumir que F possui lllll anel de valorização 
próprio V, e pelo Teorema da Extensão existe um anel de valorização R de Q tal 
que R n F = V. Claro que R =J. Q pois do contrário teríamos V = F. 

Se exigimos que anéis de valorização sejam anéis de Goldie primos e ordens 
bilaterais, então os anéis artinianos simples formam a maior classe de anéis, para a 
qual é possível estender o conceito de anel de valorização. Com efeito, se R é um 
anel de Goldie primo e ordem bilateral em um anel S, vamos verificar que S é anel 
artiniano simples. Como R é anel de Goldie primo, R é llllla ordem bilateral em 
algum anel artiniano simples Q, e Q é o fecho injetivo de R por ([Go], pg 99, 100}. 
Novamente ([Go], pg 60) assegura que Q é anel quociente maximal de R, e assim 
a inclusão i : R ____,_ Q se estende a um homomorfismo injetivo de anéis 4; : S ____,_ Q. 
Segue que ,P(R) ~ i(R) ~ R é uma ordem em <P(S) C Q. Seja q ~ mn-1 E Q 
com m, n E R, n E R', como R é ordem em </!(S) temos que n-1 E cj!(S), mas 
m E R Ç ,P(S) e então q ~ mn-1 E if>(S). Concluímos que Q ~ if>(S), e pelo 
isomorfismo S é artiniano simples. 
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Capítulo 2 

A Topologia dos R-ideais 

Para este Capítulo, Q é um anel artiniano simples com centro F, [Q : F] < 
oo, R é um anel de valorização próprio de Q, V = RnF e V= {I; I é R-ideal e O -=f 
I Ç R}. 

Verificaremos que R gera urna topologia '7R em Q, que tem V como sistema 
fundamental de vizinhanças abertas da origem, e que com esta topologia Q é um 
anel topológico não discreto e Hausdorff. Mais ainda, a restrição de 7R ao centro 
de Q torna (F, 1RIF) um corpo V-topológico, e a topologia produto induzida por 
F em Q é equivalente a 1R. Apresentaremos uma condição necessária e suficiente 
para que dois anéis de valorização gerem topologias equivalentes em Q. A partir 
desta condição, deduziremos que todos os anéis de valorização de Q que estendem 
um anel de valorização de F, geram a mesma topologia em Q. Também veremos que 
os sobreanéis de R produzem a mesma topologia que R. 

Um ideal bilateral de um anel qualquer, produz uma topologia ádica neste 
anel. Usaremos esta construção geral para o ideal J(R), produzindo a topologia 
J(R)-ádica em Q, e o interesse por anéis topológicos de Hausdorff nos levará a 
trabalhar com anéis de valorização para os quais n~"" 1 J(R)n = {0}. Veremos que 
esta é a condição necessária e suficiente, para que a topologia J(R)-ádica coincida 
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com a topologia dos R-ideais, e também provaremos que n;:'~ 1 J(R)" = {O} é 
equivalente a R ser anel noetheriano. Portanto as topologias geradas por anéis 
de valorização discretos são exatamente as topologias J(R)-ádicas e Hausdorff. 

Os conceitos topológicos que usamos neste trabalho, seguem o exposto em 
[L). Destacamos a seguir algumas definições. 

Sejam (X,T) um espaço topológico ex E X. 

(1) Uma vizinhança de x é um subconjunto U Ç X, para o qual existe um aberto 
Acomx E A Ç U. 

(2) Um sistema fundamental de vizinhanças de x é uma coleção B(x) de vizinhanças 
de x, tal que para cada vizinhança W de x existe U E B(x) com U Ç W. 

(3) Se O" é outra topologia em X, dizemos que a é mais fina que Te denotamos 
(J >-- T, quando a aplicação identidade i: (X, CJ)---" (X, T) é contínua. Assim (J e 
T são equivalentes quando (J >- T >- (J. 

Definição: Um subconjunto A ~ Q é aberto, quando para cada a E A, existe um 
IE Vtalquea+IÇA. 

Com a notação 7R = {A Ç Q; A é aberto) vem que (Q,7R) é um espaço 
topológico e V é um sistema fundamental de vizinhanças abertas da origem. Clara~ 
mente V satisfaz a afirmação, 0 e Q estão em 7R e se Ao: E 1R para todo o: num 
conjtmto de índices L, então UaEL Ao: E 1R . Para A1, A2 E 7R e a E A1 n A2, 

existem 11, h E V tais que a+ h ç;; A1 e a+ 12 Ç Az. Por [ 4] assumimos 11 Ç 12 

que implica a+ h Ç A1 n Az, e portanto A1 n Az E ffi. 

A topologia 1R será chamada de topologia dos R~ ideais em Q. O espaço 
topológico (Q, 1R) não é discreto, pois todo aberto que contém O, também contém 
um R~ideal não nulo, e então {O} não é aberto. Como os R~ideais são fechados por 
somas, temos que x + I E 7R sempre que x E Q e I E V. 

Sejam B um anel de valorização próprio do corpo K, e x pertencente a todo 
ideal não nulo de B. Sendo B uma ordem em K, todo k E K pode ser escrito da 
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forma k = mn-1 com m, n E B e n =/=- O. Como nB é ideal não nulo de B, temos 
que x E nB e então n-1x E B, que leva a kx = mn-1x E B e Kx ç: B. Supondo 
x # O temos xK = K pois x-1 E K, implicando em K = K x <:: B c K que não 
é possíveL Portanto a intersecção dos ideais não nulos de B é {0}. O equivalente a 
este resultado para os R-ideais é nlEVJ = {0}, e será provado na Proposição 2.1. 

Escolhemos V como o conjunto dos R-ideais não nulos contidos em R, que 
pela Proposição 1.12 são os ideais bilaterais não nulos de R. Esta opção evidencia o 
paralelo com o caso comutativo, onde o conjunto dos ideais bilaterais não nulos de 
um anel de valorização do corpo, formam um sistema fundamental de vizinhanças 
abertas da origem, para a topologia definida no corpo. 

Podemos trabalhar indistintamente com V'= {I; I é R-ideal e I=/=- O} ou 
V" = {aR ; a E V*} ao invéis de V, isto é , se tornamos de maneira análoga a 7R as 
topologias 7R, e 7Ru definidas por V' e V" respectivamente, então 7R' !"V Tn !"V 7R11. De 
fato, dado aR E V", temos pela Proposição 1.12 que aR E V e assim V" Ç V Ç V', 
que garante 7ft, >- 7ft >- 7ft"· Se I' E V' então O =/=- I' Ç Q e RI' R = I'. Tomando 
I = I' n R temos RIR=I. Quando I' <:: R é claro que I f O, e quando I' \1: R 
existem q E I'\R e r E R tais que qr E R\J(R). Escrevendo qr = lqr E RI' R= I' 
temos O f qr E I' n R = I e I f O. Agora a Proposição 1.12 assegura que I E 
V, e assim todo elemento de V' contém um elemento de V que prova 7ft >- 7R,. Da 
mesma forma, para verificar que 7Ru >- Tn é suficiente verificar que todo elemento de 
V contém um elemento V". Mas isso é imediato do item (c) da Proposição abaixo, 
pois dado I E V existe O =f a E JnF e então aR E V" e aR ç: I. 

Observamos que se R= Q então V"= {aQ; a E F'}= {Q}, e daí 7R= 
{0, Q} é a topologia caótica. Como estamos interessados em topologias Hausdorff, 
trabalhamos com R f Q. 

Propriedades da topologia de um anel, tais como continuidade da soma e do 
produto, ser Hausdorff, ser discreta, podem ser verificadas através das propriedades 
de uma base de vizinhanças simétricas da origem, como pode ser visto em [KD] e 
[PZ]. Não optamos por este procedimento, por considerar que a verificação direta 
das propriedades não acarreta maior dificuldade. 
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Como consideramos Q de dimensão finita sobre F, segue do Teorema 1.3 
que R é um PI-anel primo, e portanto os resultados sobre os ideais bilaterais de 
um PI-anel primo, valem para os R-ideais de R. A seguir reunimos alguns destes 
resultados, que usaremos para deduzir propriedades da topologia 7fl. 

Proposição 2.1; Com a notação estabelecida inicialmente, vale: 

(a) O anel V é anel de valorização próprio de F. 

(b) Dados q E Q e I E V, existe TE V tal que qT Ç I e Tq Ç I. 

(c) Se I E V então In F# {0}. 

(d) Para cada a E v·, aR n F= aR n V= a V. 

(e) n/EVI = {0}. 
Demonstração; 

(a) Já vimos em [9] que V é anel de valorização de F. Supondo que V= F, vem 
que F Ç R. Para cada q E Q, por [20] existe w E V* tal que qw = r E R, e assim 
q = rw-1 E R pois w-1 E F. Isso leva a contradição Q = R. 

(b) Para o w acima, tomando T = wi = I w temos que T f. O pois I contém um 
elemento regular, e também qT =ri ç:_ I e Tq =Ir ç:_ I. Como w E R, T é ideal 
bilateral não nulo de R e pela Proposição 1.12 temos que TE V. 

(c) Seja I E V, claramente IQ é ideal a direita de Q, e por outro lado dados 
q E Q e l:mini E IQ, por [20] escrevemos q = uv-1 com u E R e v E V*. Assim 
ql:mini = l:(umi)(v-1n1 ) E IQ, e então IQ = Q por ser ideal bilateral não nulo 
de Q. Supondo In F= {O} temos para todo tE R n F, t #O, que Rt = tR 'lc I. 
Sendo Rt um R-ideal, por [ 4] I Ç Rt, isto é It-1 Ç R e assim It-1 é ideal 
bilateral de R. Como t rf. I temos 1 rf. It-1 e segue a inclusão It-1 Ç J(R) para 
todo t E V. Para cada q E Q, escrevemos q = ut-1 com u E R e t E R n F*, assim 
Iq = IuC 1 ç It-1 Ç J(R) que leva a Q = IQ Ç J(R) e contradiz R# Q. 

(d) É claro que a V Ç aR n V= aR n F para cada a E V*. Tomando x E aR n V, 
x =ar com r E R, obtemos r= a-1x E F e portanto r E RnF =V, isto é, x E a V. 

(e) Iniciamos verificando que naEVA a V= {0}. Por (a) v é um anel de valorização 
próprio do corpo F, e portanto a interseção dos ideais não nulos de V é nula. Tome 
X E naEV· a V e seja L um ideal não nulo de V, então existe y E L ç; V, y i- o e daí 
X E yV ç L que leva a X = O. Agora M = naEV· aR é um ideal bilateral de R, e 
seM# {O} vem da Proposição 1.12 queM é R-ideal e por (c) M n F# {0}, mas 
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M n F= (naEv· aR) n F= naEV" a V= {0}. Portanto M = {0}, e isso prova (e) 
pois {aR; a E V'} Ç V. 

Corolário: O espaço topológico (F, 1RIF) é não discreto. 
Demonstração: 
Se {O} é aberto em (F, 'lRIF), então existe A E '7R tal que A n F= {0}, e como 
O E A também existe I E V tal que I Ç A. Assim In F Ç A n F = {O} que contradiz 
o ítem (c) da Proposição. Segue que {O} não é aberto em (F, 'lRIF) e portanto o 
espaço não é discreto. 

Proposição 2.2: O espaço topológico (Q, 'JR) é espaço de Hausdorff se, e somente 

se, nJEV I= {0}. 
Demonstração: 
Seja X E nJEV I' Supondo X =J o, existem A, B E 7R tais que o E A, X E B e 
AnB = 0. Mas também existem h,l, E V tais queO+h Ç Aex+I, Ç B. Isso leva 
a contradição X E (O+ I,) n (x+ I,) = 0, e portanto nJEV I= {0}. Reciprocamente, 
se x, y E Q e x =1: y, por hipótese x - y rf- I para algrnn I E V. Tomamos então 
A = x +I e B = y +I que são abertos contendo x e y respectivamente. Se u E An B, 
então u = x + m = y + n com m,n E I que leva a x- y = n- mE I, que não é 
possível. Concluímos que A n B = 0 e (Q,'JR) é Hausdorff. 

A Proposição anterior junto com a Proposição 2.1 (e) mostra que (Q, ?R.} é 
um espaço topológico não discreto de Hausdorff. A seguir verificaremos que (Q, Tn) 
é um anel topológico. 

Proposição 2.3: Se considerarmos em Q a topologia ~ e em Q x Q a topologia 
produto, então as aplicações abaixo são contínuas: 

(a) s: Q x Q-> Q; s(x,y) = x- y. 

(b) p:QxQ->Q; p(x,y)=xy. 
Demonstração: 
(a) Fixe (x 0 ,y0 ) E Q x Q, e seja A um aberto de Q contendo x0 - y0 , então existe 
I E V tal que (xo-Yo)+I Ç A. Como x0+1 e Yo+l são abertos em Q, temos que B = 

(x0+I,y0+I) éabertoemQxQcontendo (xo,Yo). Tomandou = (xo+x,yo+Y) E B 
vem que x- y E I e assim s(u) = (xo + x) - (yo + y) = (xo- Yo) + (x- y) E A, 
implicando em s(B) Ç A e s contínua em (xo, Yo). 

28 



(b) Novamente tome (x0 , y0 ) E Q x Q, e seja agora A um aberto de Q que contenba 
XoYo· Assim, existe I E V tal que x0y0 +I Ç A. Pela Proposição 2.1 (b) 1 existem 
T1, T2 E V tais que xoT1, T2Yo Ç /.Tomando Ta = T1 n T2 n I temos T3 E V, já 
que os R-ideais são ordenados, e xo +Ta, Yo + T3 são abertos de Q. Escolhemos 
B = (xo + T,, Yo + T,) que é um aberto de Q x Q contendo (x0 , y0 ). Para u = 
(xo+x, Yo+Y) E B temos p(u) = XoYo+(xoy+xyo+xy) com XoY E xoT, Ç xoT1 Ç I, 
xyo E TaYo Ç T2Yo Ç I e xy E Ta Ç I, assegurando que p(u) E XoYo +IÇA, isto 
é, p(B) Ç A e pé continua em (xo, Yo)-

Para qualquer topologia em um conjunto Q, quando consideramos a topolo
gia produto em Q x Q, temos que a aplicação Q ___, Q x Q, x 1-t (a,x), é contínua 
para todo a E Q. Aliando ao fato das aplicações p, s : Q x Q ~ Q, p(x, y) = xy e 
s(s, y) = x- y serem contínuas na topologia 7R, temos a Proposição abaixo. 

Proposição 2.4: Sejam a E Q e d E Q*. Então na topologia 7R temos: 

(a) 'P: Q ~ Q; <p(x) =a+ x é um homeomorfismo. 

(b) 1/J: Q ~ Q; 1/J(x) = dx é um homeomorfismo. 

(c) 1/Jd: Q ~ Q; 1/Jd(x) = dxd- 1 é um homeomorfismo que também é um automor
fismo do anel Q. 

Corolário: O espaço topológico (Q, 'JR) é desconexo. 
Demonstração: 

Como {aR; a E V*} é um sistema fundamental de vizinhanças abertas para 7R, 
temos que aR E 'JR. Pela Proposição para cada x E Q, x + aR E 7R e daí B = 

Ux~taR (x +aR) é aberto. Claro que Q\aR Ç B, e por outro lado dado u E B, u = 

x + ar com x rf- aR e r E R. Se u E aR então x = u ~ ar E aR, que não é possível. 
Portanto u E Q\aR e Q\aR = B é aberto. Assim Q =aR U Q\aR é uma cisão não 
trivial de Q. 

Observamos que para um aberto A do espaço (Q, 1R) vale: 

(1) Se a E Q então a+ A é aberto. 

(2) Se B Ç Q então A + B é aberto, como reunião de abertos. 
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(3) Se dE Q' então dA é aberto, e em particular -A é aberto. 

As observações anteriores e a Proposição 2.4 valem para qualquer anel ar
tiniano simples topológico. Outro resultado geral é que em um anel topológico, {O} 
ser aberto equivale a topologia ser discreta. De fato numa direção é trivial, e para 
a outra se considerarmos {O} aberto, vem da observação (1) acima que a topologia 
é discreta. 

O conceito de subconjnnto limitado em um anel topológico D, onde D é anel 
de divisão, foi introduzido por Shafarevitch em [S]. Apresentamos abaixo a mesma 
definição aplicada a um anel topológico qualquer. 

Definição: Um subconjunto L de um anel topológico não discreto é limitado a 
direita, se para toda vizinhança U de O, existir uma vizinhança W de O tal que 
L.W Ç U. Analogamente define-se subconjunto limitado a esquerda. Um subcon
junto é dito limitado quando é limitado a direita e a esquerda. 

Na definição acima exigimos que a topologia seja não discreta, para evitar 
que {O} seja vizinhança da origem. Caso contrário teríamos que todo subconjunto 
do anel topológico é limitado. 

Se X e Y são subconjuntos limitados de um anel topológico não discreto, 
valem as propriedades seguintes de fácil verificação: 

(I) X+ Y é limitado. 

(2) XY é limitado. 

(3) X U Y é limitado. 

(4) Se A Ç X então A é limitado. 

A próxima Proposição e seu Corolário, apresentam propriedades da topolo
gia 7R de Q, que serão usadas para estabelecer o Teorema 2.9 adiante. 
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Proposição 2.5: SeM é uma vizinhança de O em (Q, 'lR) então (F\(F n M))-1 
é limitado. 
Demonstração: 
Seja A o aberto contendo O tal que A Ç M. Considerando V"= {aR; a E v•} como 
sistema fundamental de vizinhanças da origem para a topologia 7R, existe a E V* 
tal que aR Ç A Ç M e portanto é suficiente provar que (F\ (F n aR) t 1 é limitado, 
pois (F\(F n M)t' Ç (F\(F n aR))-1• Sem E (F\ v)-1 então m = n-1 com 
n E F\ V, mM por [ 9] vem que n- 1 =mE V e então (F\ V)-1 Ç V implicando que 
a-1(F\V}-1 Ç a-1R. Para x E (F\(F n aR)t1

, x = y-1 com y E F\aR, e como 
F = aF temos y = au para algmu u E F, e u <t R pois y <t aR. Assim u E F\ V 
e u-1 E (F\V}-1, daí x = y-1 = (au)-1 = a-1u-1 E a-1(F\V}-1 , verificando 
que (F\(F n aR)t 1 Ç a- 1R. Seja U uma vizinhança de O, então existe b E V• 
tal que bR Ç U. Tome W = abR que é uma vizinhança de O pois ab E V*. Agora 
temos (F\(FnaR)}-1.W = (F\(FnaR))- 1 abR Ç a-1R.abR Ç U e analogamente, 
W.(F\(F n aR}}-1 ç U provando que (F\(F n M)}- 1 é limitado. 

Corolário: SeM é uma vizinhança de O em (F, 'lR[F) então (F\M)- 1 é limitado. 
Demonstração: 
Seja U uma vizinhança de O em IRIF· Existem M' e U' vizinhanças de O em 7R 
tais que U' n F Ç U e M' n F Ç M. Pela Proposição existe uma vizinhança W' 
de O em '7R tal que W'.(F\(F n M'})-1 Ç U'. Mas W' contém um aberto A' de 7R 
com O E A'. Tomando W = A' n F temos W Ç W', e W é uma vizinhança de O 
por ser aberto. Agora, W.(F\Mt 1 ç W'.(F\M)- 1 ç W'.(F\(F n M'))-1 Ç U' 
e claramente W.(F\Mt 1 Ç F que leva a W.(F\Mt 1 Ç U. Portanto (F\M)-1 é 
limitado. 

Nosso objetivo atual é provar que (F, 1RIF) é um corpo V-topológico, se
gundo a definição abaixo, devida a Kowalski e Dürbaum. 

Definição: Um corpo topológico (K, T), não discreto e Hausdorff é chamado 
V-topológico, se para toda vizinhança M de O, o conjunto (K\M)-1 for limitado. 
Neste caso T é uma V-topologia em K. 

Até o momento temos que (Q,?R) é um anel topológico não discreto e 
Hausdorff. Como a propriedade Hausdorff, e a continuidade das aplicações diferença 
e produto são hereditárias, concluímos com a ajuda do Corolário da Proposição 2.1 
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e do Corolário da Proposição 2.5, que (F, 1<IF) é anel topológico não discreto, de 
Hausdorff e tal que (F\M)- 1 é limitado para toda vizinhança da origem M. Assim 
para concluir que (F, ?RIF) é um corpo V -topológico, falta verificar que a aplicação 
<p: F"' -t F*; r,o(x) = x-1 é contínua. 

Uma forma alternativa para ver os abertos de (F, 1RIF} e conseqüentemente 
de (F', 7iiiF·) é dada pela Proposição abaixo. 

Proposição 2.6: Um subconjunto A Ç F é aberto em (F, 1RIF) se, e somente se, 
para cada x E A existir a E V*, tal que x + a V Ç A. 
Demonstração: 
Assuma A aberto e tome x E A. Então A = A' n F com A' E ~ e existe a E V* 
tal que X+ aR ç A'. Como X E F temos (x +aR) n F = X+ (aR n F) e daí 
X+ a V= X+ (aR n F)= (x +aR) n F ç A' n F= A. Reciprocamente, para cada 
x E A temos por hipótese um a E V* tal que x + a V ç_ A. Como aR E 7R segue 
que a V = aR n F é aberto em F, e o homeomorfismo de F em F, b ~-----+ x + b mostra 
que x +a V é aberto em F. Portanto A= U.xEA(x +a V) é aberto. 

Corolário: Se o/ é a topologia que o anel de valorização V define no corpo F, 
então o/ = 7iiiF-
Demonstração: 
De forma análoga ao que fizemos para 7it , temos que o conjunto {a V ; a E V*} é um 
sistema fundamental de vizinhanças abertas para 1V. Portanto segue da Proposição 
que o/ = 1<IF-

Lema 2.7: Sejam a E V* ex E F. Então: 

(a) Existe b E V' tal que xbV Ç a V. 

(b) Existe b' E V' tal que O</. (1 + b'V) e (1 + b'V)-1 c:; (1 +a V). 
Demonstração: 
(a) Para x E Q, existe v E V* tal que xv E R, por [20]. Como x E F, temos xv E V. 
Tomando b = va E V* segue que xbV = xvaV Ç VaV =a V. 

(b) Como vimos na demonstração da Proposição 2.1(e), nmEV' mV ={O} e assim 
-1 f/. c V para algum c E V*. Também a V é uma vizinhança de O em '?RI F e 
pelo Corolário da Proposição 2.5, (F\aV)- 1 é limitado. Então existe vizinhança 
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w de o em 7RI F tal que W.(F\aVt 1 ç cV, mais ainda, existe d E v· tal que 
dV Ç W. Lembrando que cR e dR são R-ideais, por [ 4] eles estão ordenados e daí 
cR n dR ~ b' R para b' ~c ou b' ~ d. Claramente b'V ç c V n dV e Msim ~I 'i b'V, 
isto é, O y!_ 1 + b'V. Seja u E b'V, devemos provar que (1 + u)-1 E 1 +a V e podemos 
Msumir u # O. De (I+ u) E I+ b'V c;: F e ~u E F segue que (I+ ut1 ( ~u) E F. 
Supondo (I + ut1( ~u) ~ a 'i a V vem que ~ua- 1 ~ I + u implicando ~I ~ 

u + uc;-1 E b'V + b'V(F\aV)-1 c;: cV + dV(F\aV)-1 c;: cV + cV ~c V que não é 
possível. Portanto (I+ ut1 ( ~u) E a V, mas (I + ut1 ~ I ~ (I + ut 1( ~u) E a V 
que leva a (1 + u)-1 E (1 +a V) e finalmente (1 + Wt 1 Ç (I+ a V). 

Proposição 2.8: A aplicação r.p: F"'----..). F* dada por r.p(x) = x-1 é um homeomor

fismo. 
Demonstração: 
A bijeção é imediata, e como ~.p- 1 = 'P basta provar que 1.p é contínua. Seja 
B E 7RI F" com x-1 E B. Então B ~ A\{0) para algum A E 7RI F e existe 
a E V* tal que x-1 +a V Ç A. Pelo Lema 2.7(a), existe b" E V* que satisfaz 
x-1b"V Ç aVe daí b"V Ç xaV. Pelo ítem (b) do mesmo Lema, existe b' E V* tal 
que (I + b'V)-1 c;: (I + b"V) e O 'i (I + b' B). Novamente pelo ítem (a) do Lema 
obtemos b E V' tal que x-1W Ç b'V. Note que O 1/c (x+bV), pois se fosse o contrário 
teríamos ~x E bV e daí ~ 1 E b'V que contradiz O 'i (1 + b'V). Como bV E 'JRIF 
e m +-+ x + m é homeomorfismo de F em F, vem que (x + bV) E 1RI F e então 
(x + bV) E 7RIF· pois O '/- (x + bV). Seja z E l"(x + bV) ~ (x + bV)-1

, z ~ y-1 

com y = x + u, u E bV. Assim y = x(l + x-1u) e y- 1 = x-1 (1 + x-1u)- 1 , e como 
x-1u E x-1bV c;: b'V, temos (1 + x-1u)- 1 E (1 + b'V)-1 c;: (1 + b"V) c;: (1 + xaV) 
implicando em z = y-1 = x-1(1 + x-1u)-1 E x-1(1 + xaV) = x-1 +a V que conclui 
l"(x + bV) Ç (x-1 +a V) c;: A\{0} ~ B. Portanto I" é contínua em todo x E F'. 

Para referência futura, reunimos no Teorema abaixo algumas propriedades 
que verificamos para a topologia 7R. 

Teorema 2.9: Se 7R é a topologia definida por R em Q então: 

{a) (Q,1R) é anel topológico não discreto e Hausdorff. 

(b) (F, 7RIF) é corpo V-topológico. 
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Um fato conhecido sobre anéis de valorização de corpos, é que um anel de 
valorização de um corpo, gera uma V -topologia neste corpo. Observamos que este 
resultado também pode ser obtido como um caso particular do Teorema anterior. 

Uma propriedade importante da topologia 7R. de Q, que usaremos no quarto 
capítulo para estender o conceito de V -topologia para um anel artiniano simples, é 
que 7R é equivalente a topologia produto induzida pela topologia 7R [F do centro F 
de Q. A nossa demonstração desta propriedade, usa resultados sobre equivalência 
de topologias definidas por anéis de Dubrovin, e portanto antes de apresentá-la 
desenvolveremos proposições sobre equivalências de tais topologias. 

Se T e T' são topologias em um conjunto S, para verificar que T' >- T 
devemos mostrar que para cada a E S, e para cada A E T com a E A, existe 
B E T' tal que a E B e B Ç A. O próximo Lema diz que quando S é um anel 
e a aplicação soma é contínua em ambas topologias, então é suficiente verificar a 
sentença acima para a= O, sem se preocupar com o aberto B conter a. 

Lema 2.10: Sejam T e T' duas topologias em um anel S tais que a aplicação 
s : S x S -t S; s(x, y) = x + y é contínua em ambas topologias. Então são 
equivalentes: 

(i) T ~ T'. 

(ii) Todo aberto de T contendo O, contém um aberto não vazio de T', e vice-versa. 
Demonstração: 
(i) => ( ii) É imediato. 

(i i) => (i) Sejam a E S e A um aberto de T com a E A. Como a aplicação soma é 
contínua, vem que (-a+ A) é um aberto de T contendo O. Novamente a continuidade 
de s no ponto (0, O) garante a existência de dois abertos B1 e B2 em T, ambos 
contendo O tais que B 1 - B 2 Ç (-a+ A). Aplicamos a hipótese (ii) em B = B1 n B2 

obtendo um aberto não vazio B' de T' tal que B' Ç B. Para b' E B', a continuidade 
de s em relação a topologia T' assegura que B" = (a - b' + B') E T', e B" contém 
a pois b' E B'. Como -b' + B' ~ B1 - B2 ~ -a+ A, temos que B" ~ A. Portanto, 
dado A E T com a E A, existe B" E T' com a E B" tal que B" ~ A, que mostra 
que T' >- T. Analogamente prova-se que T >- T'. 
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Definição: Sejam M e M' ordens em um anel S. Escrevemos que M ""' M' e 
dizemos que M é equivalente a M', se existirem a, b, c, d E Q* tais que aMb ç M' e 
cM'dÇ M. 

Proposição 2.11: Sejam R e R' anéis de valorização de Q. Então 7R ,...., 7R.' se, e 
somente se, R "-' R'. 
Demonstração: 
Assuma que 1R "-' 7R'. Como O E R' E 7R' e 7R )- 7R_,, então existe A E 7R 
com O E A e A Ç R'. De O E A, obtemos um a E R n F• tal que aR Ç A, 
e tomando b = 1 temos aRb Ç R' com a, b E Q*. Da mesma forma obtemos 
c,d E Q* tais que cR'd Ç R e portanto R,...., R'. Na outra direção mostraremos 
apenas que 7R' )- 7R pois analogamente prova-se que 7R )- m_,. Por hipótese existem 
c, d E Q* tais que cR'd Ç R, de outra forma, R' Ç c 1 Rd-1 . Seja A um aberto de 
'7R. Pelo Lema 2.10 podemos assumir que A = v R com v E (R n F)* já que 
V" = {v R; v E (R n F)*} é um sistema fundamental de vizinhanças abertas da 
origem param_. Aplicando a Proposição 2.1(b) para c 1 , vR e com V" ao invés 
de V, obtemos uR E 7R que satisfaz c-1uR Ç vR com u E (R n F)*. Usando a 
mesma Proposição para d-1 e uR, obtemos f R E 7R com f E (R n F)• tal que 
f Rd- 1 Ç uR. Para o anel de Dubrovin R' e f E Q, existe por [20] um g E (R' n F)' 
tal que gf E R', e como g, f E F vale gf E (R' n F)' e portanto gf R' E 'IR·· 
Finalmente, gfR' Ç JR' Ç /(c-1Rd-1) ~ c 1(!Rd-1) Ç c 1uR ç vR, que prova 
1RI )- ~. 

Corolário: Se R e R' são anéis de valorização de Q tais que R n F = R' n F, então 
1R "' 1R_r. 
Demonstração: 
Como R n F ~ R' n F, segue de I 18] que existe q E Q· tal que q Rq-1 ~ R'. Portanto 
R rv R', e pela Proposição 1R "-' 7R1. 

A princípio sabíamos que todos os anéis de valorização de Q, que estendem 
um anel de valorização do centro F de Q, eram conjugados. Pelo Corolário acima 
sabemos que estas extensões geram a mesma topologia em Q. Usando o Teorema da 
Extensão, concluímos que um anel de valorização próprio V de F gera uma única 
topologia em Q, que pode ser representada por m_, onde R é uma extensão de V. 
Por outro lado, a próxima Proposição junto com [13] mostra que quando R não 
é maximal em Q, existe um anel de Dubrovin R' de Q, que gera em Q a mesma 
topologia que R, mas que não está associado a V, isto é, R' n F =J V. 
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Proposição 2.12: Com a notação usual, se R' é um anel tal que R Ç R' c Q, 
então R' é anel de valorização de Q e 7R ,...., 1R.'. 
Demonstração: 
Por I 5 I R' é anel de valorização de Q e J(R') é ideal primo de R. Assim J(R') é um 
ideal bilateral próprio de R, e como verificamos que J(R) é o único ideal bilateral 
maximal de R, vem que J(R') Ç J(R) Ç R. Para provarmos a equivalência da.'l 
topologias, combinamos a Proposição 1.12 e o Lema 2.10, e portanto é suficiente 
verificar que todo ideal bilateral não nulo de um dos anéis contém um ideal bilateral 
não nulo do outro anel, e vice-versa. Seja I' um ideal bilateral não nulo de R'. Se 
I' =R' tome I= R. Se I' f R', como J(R') é o único ideal bilateral maximal de 
R', temos I' Ç J(R') Ç R. Mas I' é ideal bilateral de R, pois RI' R Ç R' I' R'= I' 
e assim basta tomar I = I'. Seja agora I um ideal bilateral não nulo de R. Se 
J (R') Ç I, tome I' = J (R') que é não nulo pela Proposição l.ll. Se J (R') Ç I 
então I Ç J(R') por I 4], e tomando I'= J(R')I J(R') vem que I' é ideal bilateral 
de R'. Sendo I ideaJ bilateral de R e J(R') ç R temos que I' Ç I. Para ver que P 
é não nulo, tomamos a e b elementos regulares de Q tais que a E I e b E J(R'), que 
existem pois I e J(R') são R-ideais. Assim O f babE!'. 

Na demonstração da Proposição anterior, verificamos que quando R Ç R' Ç 
Q então todo ideal bilateral próprio de R' é ideal bilateral de R, e que todo ideal 
bilateral de R apenas contém um ideal bilateral de R'. Em geral não é verdade que 
os ideais bilaterais próprios de R são ideais bilaterais de R'. Com efeito, escolha 
R C R' tal que J(R') C J(R). Como J(R) e J(R') são ideais primos de R, segue 
de I! O] que J(R') n F c J(R) n F. Tome a E (J(R) n F)\(J(R') n F) e considere 
o ideal bilateral aR de R. Como a f O temos aR f O e também aR f R já que 
aR ç: J(R) c R. Supondo que aR seja ideal bilateral de R', como aR =I R', temos 
que aR ç: J(R') implicando que a E J(R'). Essa contradição mostra que aR é ideal 
bilateral próprio de R, mas não é ideal bilateral de R'. 

Dois anéis de valorização V1 e V2 de um corpo K são ditos dependentes, se 
existe um anel de valorização próprio V3 de K tal que V1, V2 Ç V3 . Em { [PZ], § 
3, Lemma 3.4 ) vemos que vl e v2 são dependentes se, e somente se, ?VI "' o/2. o 
Corolário abaixo estabelece o análogo a este resultado, para os anéis de valorização 
de Dubrovin. 

Corolário Se R1 e R 2 são anéis de valorização próprios de Q, então são equivalentes: 
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(i) Existe um anel de valorização próprio R3 de Q, tal que R1, R2 C:: R3 . 

(ii} ?R, ~?R,. 
Demonstração: 
(i} =;. ( ii} Segue da Proposição 2.12. 

(ii} =;. (i) Chamando V1 = R1 n F e V2 = R2 n F, vem da Proposição 2.1(a) que Vi 
e V2 são anéis de valorização próprios de F. O Corolário da Proposição 2.6 assegura 
que 7R1IF = '7\i1 e /R2IF = 7V2 , e usando a hipótese concluímos que '1V1 "-' '1ii-2 • Agora pelo 
resultado conhecido do caso comutativo, temos que V1 e V2 são dependentes e então 
existe um anel de valorização próprio V3 de F para o qual V1, V2 Ç V3 . Combinando 
o Teorema da Extensão e [13], chegamos a um anel de valorização próprio R3 de Q 
tal que R1, R2 Ç Rs. 

Observe que na demonstração do Corolário, verificamos que se R1 e R2 são 
anéis de valorização próprios de Q, 'Vi = R1 n F e V2 = R2 n F então 7R1 ""' 7it2 se, 
e somente se, o/1 "-' '7V2 • 

No Capítulo anterior, apresentamos um exemplo que mostrava a inexistência 
de um Teorema da Extensão para anéis de valorização, que não fossem anéis de 
valorização do centro do anel artiniano simples. Os argumentos usados foram 
algébricos. A próxima Proposição mostra por argumentos topológicos, que tais 
extensões podem não existir. 

Proposição 2.13: Sejam K um corpo, F c K c Q, F c K uma extensão normal 
e V um anel de valorização de F. Se V tem extensões independentes em K, então 
nenhuma destas extensões pode ser estendida a um anel de valorização de Q. 
Demonstração: 
Sejam B1,B2 ,···,Bn,n > 1, os anéis de valorização de K que estendem V. Fixe 
i E {1, 2, · · ·, n} e suponha que Bi tem extensão Ri em Q. Como V tem extensões 
independentes, existe j E {1, 2, · · ·, n },j f i tal que Bi e Bj são independentes. Por 
hipótese K é uma extensão normal de F, e segue de ( [E], pg 105 ) que existe um 
automorfismo r.p de K tal que r.p(Bi) = Bi. Aplicando o Teorema de Skolem-Noether 
( [R], pg 103 ) a >p, vemos que existe a E Q• tal que >p(x) = axa- 1 para todo 
x E K, assim Bi = aBia-1 • Tomamos Ri= a~a- 1 que é anel de valorização de 
Q, e estende Bi pois Ri n K = aR.ta- 1 n aKa-1 =a( R n K)a- 1 = aBia-1 = Bi. 
Uma vez que~ e Ri são ordens equivalentes em Q, temos pela Proposição 2.11 que 
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~ "' 1Rr Como { bBi ; b E B:} é um sistema fundamental de vizinhanças abertas 
para a origem na topologia Ta, de K, uma reprodução da Proposição 2.6 trocando 
F por K e V por Bi mostra que ~IK ,...... 7B,. Analogamente '7R:;IK ,...... TnJ e então 
7B, "" 7Bj que não é possível pois Bi e B; são independentes. Portanto para cada 
i E {1, 2, · · ·, n}, Bi não possui extensão a um anel de valorização de Q. · 

O mesmo exemplo do Capítulo I pode ser usado para ilustrar a Proposição 
2.13. De fato, se Q = IH o anel dos quatérnios racionais, K = tzyi) e V = <Z(s) 

sabemos que V tem duas extensões B1 e B2 em tzyi). Como [tzyi) : c1J = 2 temos 
que OJ C tiX i) é uma extensão normaL A ma.ximalidade de X(s) garante que B1 e 
B2 são independentes, pois caso contrário teríamos um anel de valorização B3 de K 
com B1, B2 Ç B3, e daí Ba n F = V implicando, por [13), em B1 = B3 = B2 que 
não pode ocorrer. Portanto podemos aplicar a Proposição anterior, para concluir 
que B 1 e B2 não podem ser estendidas a um anel de valorização de IH. 

Como sempre 7R. é a topologia que R gera em Q e 1R.IF é a restrição ao centro 
F de Q, que coincide com a topologia gerada pelo anel de valorização comutativo 
V = R n F. Se n = [ Q : F] então Q é isomorfo como espaço vetorial a n cópias 
de F e portanto podemos considerar a topologia produto em Q, induzida por 7RIF. 
Nosso próximo objetivo é provar que 7R. é equivalente a esta topologia produto. 
Para isso verificaremos que existe uma F-base { a 1 , a2 , ···,a,.} Ç R* de Q, e então 
para cada i E {1, 2, · · ·, n} a regularidade de ai assegurará que ai F é homeomorfo 
a F. Denotaremos por ITR a topologia produto das n cópias homeomorfas a F, e 
provaremos que é equivalente a 7R.. 

Proposição 2.14: Se n = [Q: F] então existe uma F-base regular {b1 , b,, · · ·, bn) 
de Q, com b1 = 1. 
Demonstração: 
Se n = 1 basta tomar b1 = L Podemos assumir n > 1 e assim Q não é corpo pois 
F é o centro de Q. Segue de ([D1], §2, Lemma 1) que todo elemento de Q pode 
ser escrito como a soma de dois elementos regulares, isto é, Q = Q* + Q*. No te 
que Q* CZ F pois se não fosse assim teríamos Q = Q* + Q* Ç F Ç Q implicando 
n =L Portanto tomando b1 = 1 e b2 E Q"'\F obtemos um conjunto {b1 , b2} Ç Q* 
linearmente independente sobre F, já que b2 não está no subespaço gerado por 
b1. Suponha obtido um conjunto {b11 b2 , · · ·, bk} Ç Q* linearmente independente 
sobre F, com b1 = 1 e k < n. Então Q Si: (b1F + b,F + · · · + bkF) e segue que 
Q' g (b1F+b2F+· .. +b,F). Tomandobk+l E Q'\(b1F+b2F+ .. ·+b,F) obtemos 
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{bi, b2, · · ·, bk, bk+l} Ç Q* e linearmente independente sobre F. Por indução existe 
um conjunto {b1 , ~' · · ·, "brt} Ç Q* com b1 = 1, linearmente independente sobre F e 
portanto base de Q. 

Corolário: Se n = [Q : F] e R é uma ordem bilateral de Q, então existe uma 
F-base {a1,a2,···,an} Ç R* de Q, com a1 = 1. 
Demonstração: 
Pela Proposição temos uma F-base {b" b,, .. ·, b,} Ç Q', com b1 = 1. Como Q 
é anel artiniano simples, segue do Primeiro Teorema de Goldie que R é anel de 
Goldie primo, e então pela Proposição 1.5 para cada i E {1, 2, · · ·, n} existe v; E 
V* = R n F* tal que bivi E R. Escolha ai = bivi para i i- 1 e a1 = 1. Como 
Vi e bisão regulares temos que ai é regular, e então {a1,a2,···,an} Ç R*. Para 
verificar que { a1, a2, · · ·, an} é um conjunto linearmente independente sobre F, 
tomamos C!,C2, ... ,Cn E F tais que clal + C2a2 + ... + enan = o. Multipli
camos esta igualdade por v= 1.v:;1

•· ·v;;:- 1 E F*, obtendo O= c1va1 + c2va2 + 
· · · + CnVan = C1 (l.v21 

· • • v;;:- 1 )ai + c2(l.v21 
• • · v;;:- 1)a2 + · · · + Cn{l.v21 

· • • v;;:- 1 )an = 

c1(v21
· .. v;;:-1)b1 + c2(l.v31 

.. ·v;;:-1)b2 + · .. + en(l.vi1 
.. ·v;;:-~ 1 )bn que é uma com

binação linear de b1, b2, · · · bn com coeficientes em F, e leva a 

Portanto c1 = c2 = · ·· = Cn =O e {a1 ,a2, · · · ,an} Ç R* é F-base. 

Se {a11 ll.:J,···,lln} é uma F-base regular de Q, e para cada índice z con
siderarmos as topologias 1RIF e 1R:Ia;F em F e a,F respectivamente, então F e a1 F 
são homeomorfos. Com efeito, 'P : F --+ Q.jF, 1.p(x) = aix é bijetora, e se B é um 
aberto de aiF contendo aix, então B = A n a1 F para algum A E 1ji. Segue da 
Proposição 2.4 que ai1 A E '7R e tomamos B' = a;-1 A n F E 1R:IF , que contém x. 
Se y E B', y = ai1a com a E A, a= r.p(y) = aiy E A n aiF pois y E F. Assim 
1.p(B') Ç B e r.p é contínua em todo x E F. Analogamente prova-se que 1.p-1(y) = a- 1y 
é contínua em todo y E F. 

Com as respectivas topologia.s produto, vem que pn = F EB F EB · · · EB F é 
homeomorfo a a1FEBa2FEB· · ·EBanF = Q. Portanto para cada anel de valorização R 
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de Q, ternos uma topologia produto induzida por F em Q, que denotaremos por 
IIR. Através do homeomorfismo podemos tomar IIR corno sendo a topologia de 
a1F EB a2F EB · · · EBanF, para alguma F-base {a1,a2,· · · ,an} de Q, isto é, ITR= 
'1Ria1FE9 '1Ria2F E9 ·' 'E9 '7RianF· 

Definição: Seja T uma topologia em Q. Diremos que T é equivalente a topologia 
produto induzida pela topologia de F, quando existir uma F-baseregular {a1, a2, · · ·, 

an} de Q tal que T - 'T1a,F <ll 71.,F <ll · · · 'T1a.F· 

Lema 2.15: A aplicação s: (Q,IIR) x (Q,IIR) ~ (Q,IIR), dada por s(x,y) ~ 
x + y é contínua. 
Demonstração: 
Sejam (x, y) E Q x Q e A um aberto de ITR contendo x + y. Fixe { a1, a,,···, an} 
uma F-base regular de Q, e escreva x = x1 + X2 + · · · + Xn, y = Y1 + Y2 + · · · + Yn 

com xil Yi E aiF, i = 1, 2, · · ·, n. Sabemos pela Proposição 2.9 que a aplicação 
s': (F, 7RIF) x (F, 7RIF) ~(F, 7RIF) dada por s'(a,b) ~a+ b é contínua, 
e desde que (F, '7RI F) é homeomomorfo a 7R:I a; F segue que a aplicação s~' : 
(aiF, 1Ria,F) X (aiF, '1Ria,F) ---4 (aiF,?Ria,F); sf(xi,Yi)=xi+Yi é contínua para 
cada índice i. Como A E ITR , vem que A = UrEL Ar, L um conjunto de índices, 
Ar = A,., E9 Ar2 EB · · · E9 Arn e Ar, E íR:Ia;F, e já que x + y E A, existe t E L tal que 
x+y E At = At1 EBAt2 EB· · ·EBAtn· Assim xi+Yi E At; e existem Bi, Ci E íR:Ia;F tais que 
xi E Bi, Yi E Cies~'(B,xCi) = B.,+Ci Ç At,:· Tomando E= B 1EBB2EB···EBBn, C= 
C1(J)C2 aJ ... (J)Cn temosqueBxC éabertoem(Q,IIR)x(Q,IIR) contendo(x,y) 
e s(B x C) ~ B+C ~ B1 +C1 +B, +C,+ .. · +Bn +Cn Ç A,, (J)A,, <ll· .. (J)A,. Ç A. 

Proposição 2.16: Sejam { a1 , a2 , • • ·, an} uma F-base de Q e R um anel de valo
zação de Q. Então existe um anel de valorização R' de Q e um elemento não nulo 
x E R', tal queR Ç R' C QexR' = R'x Ç a1V'+a2V'+·· ·+anV', para V'= R'nF. 
Demonstração: 
Se R possui um sobreanel maximal R' em Q, R Ç R' C Q, então R' é um anel de 
valorização de Q e segue de ([Gr], §5, Lemma 5.1) que existe um x não nulo em R' 
tal que xR' ~ R'x Ç aj](V') + a,J(V') + · · · + anJ(V') Ç a1 V'+ a, V'+ .. ·+ an V'. 
Se R não possui sobreanel maximal em Q, usamos ( [Gr], §2, Theorem 2.2 ) para 
garantir a existência de um anel de valorização R' de Q tal que R ç; R' C Q e 
R'= a1V' +a2V' + · · · + anV'. 
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Teorema 2.17: Sejam Q um anel artiniano simples com centro F, [Q : F] < oo 
e R um anel de valorização de Q. Então a topologia dos R-ideais é equivalente a 
topologia produto que F induz em Q. 
Demonstração; 
Seja n = [Q : FL então o Corolário da Proposição 2.14 assegura que existe uma 
F-base {a" a,,···, an} Ç R• de Q. Pela Proposição 2.16 existe um anel de valo
rização R' de Q e O i- x E R' tal que R Ç R' C Q e xR' = R'x Ç a1V' +a2V' + 
... + ltn.V' para V' = R' n F. Vimos na Proposição 2.12 que 7R ,...., 7R, implicando 
7Ria;F ,...., ?R•Ia;F para i E {1,2,···,n}, e portanto ITR,...., ITR'· Desta forma é 
suficiente provar que 7R' ,...., ITR'· Em função da Proposição 2.4 e dos Lemas 2.10 
e 2.15, trabalharemos apenas com abertos contendo a origem. Seja A E7Rr com 
O E A, então existe a E V'* tal que aR' Ç A. Claramente aR' E 7R' e para cada 
i E {1,2,· · · ,n}, Bi = aR'nOiF E 7Rrla;F· Escolhendo B = B1 EBBzEB· · ·EBBn vem 
que B E ITR', e se b = b1 + b2 + · · · + bn E B então bi E aR' e daí b E aR' Ç A que 
mostra que B Ç A, e portanto ITR' >- 7Rr. Por outro lado, seM E ITR' e O E M 
então M = UrEL Mr, L um conjunto de índices e Mr = Mr 1 EB Mr2 EB · · · EB M,.n 
com M,, E 'JR• la;F para todo i E {1, 2, .. ·, n). Como O E M, existe t E L tal que 
O E Mt e portanto O E Mti = N. n a. F com Ni E 7Rr. Desde que O E Ni, existe 
bi E V'* tal que biR1 Ç Ni· Agora temos b1 R', b2R', · · ·, bnR' que são R'-ideais 
contidos no anel de valorização R', logo estão ordenados por inclusão. Chame bR o 
menor deles, isto é b E V'* e bR' Ç biR' para todo i. Note que para o elemento 
x obtido no início da demonstração vale bxR' E 7Rr , pois como b é inversível e 
x -:f. O temos bx =I O, também de R'x = xR' e b E F vem que bxR' é ideal bilateral 
não nulo de R', que pela Proposição 1.12 é H-ideal e portanto um aberto de Tn'· 
Lembrando que ai E R Ç R' vemos que bai V' Ç bR', e como b E F vale a inclusão 
bai V' ç; aiF de onde tiramos bai V 1 Ç bR' n ai F para todo i. Finalmente, como 
xR' = R'x Ç a1V' +a2V' +···+a .. V' temos bxR' Ç b(a1V' +a2V' + · · · +anV') Ç 

(bR' n a1F) + (bR' n a2 F) + · · · (bR! n anF) c;; (b 1R' n a1F) + (b,R' n a2F) + · · · + 
(bnR' nanF) Ç (N1 na1F) + (N2 na2F) + .. · + (NnnanF) ~ M,, 139M,, 139· ··139M,. ~ 
Mt Ç M. Isso mostra que 7R., >- ITR' e portanto 7R. '"'""' 7R., '"'""'IIR' '"'""'IIR. 

Quando V é um anel de valorização do corpo F tal que (F, Tv) é um espaço 
topológico completo, vem de ( [N], §4, Theorem 7) que Q tem uma única topologia, 
a topologia produto, que torna-o um anel topológico e estende a topologia Tv. Por 
outro lado, se R é um anel de valorização de Dubrovin de Q que estende V, então 
TR estende Tv e pelo Teorema 2.17 TR é equivalente a topologia produto. Além 
disso, vimos no Corolário da Proposição 2.11, que os anéis de valorização de Q que 
estendem V geram topologias equivalentes em Q. Portanto, com a escolha de anéis 
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de Dubrovin que estendem V, temos somente a topologia produto em Q. 

As topologias definidas em um anel, tomando como sistema fundamental 
de vizinhanças abertas para a origem as potências de um ideal bilateral M deste 
anel, são chamadas topologias M -ádicas. Tais topologias são bastante usadas pois 
fazem de qualquer anel um anel topológico. Nosso próximo objetivo é usar o ideal 
bilateral J(R) de R, para definir a topologia J(R)-ádica em Q, e encontrar condições 
para que esta topologia torne Q um anel topológico e coincida com a topologia dos 
R-ideais. 

Definição: Seja A um subconjunto de Q. Dizemos que A é aberto na topologia 
J(R)-ádica quando para cada a E A, existe n E IN tal que a+ J(R)" Ç A. 

Denotando o conjunto dos abertos de Q na topologia J(R)-ádica por 7j(R) 1 

vem que ( Q, 7J(R) ) é um espaço topológico. É fácil ver que 0, Q E 7J(R) e que se 
a E ue>EL Aa, Ao: E 1i(R) para todo a num conjunto de índices L, então a+ J(R)n ç; 
U"'EL Aaparaalgumn E IN. ParaA1,A2 E 7J(R) e a E AtnAz,existemnhnz E IN 
tais que a+ J(R)n1 Ç A1 e a+ J(R)n2 Ç A2. Tomando n = max{ n 1 , n 2 } temos 
que a+ J(R)" ç A1 n A2, e portanto A1 n A2 é aberto. 

Sendo R um anel de valorização próprio de Q, segue da Proposição 1.11 que 
J(R) ~O. Assim quando J(R) ~ J(R) 2 vem que (Q, 7J(R)) não é espaço topológico 
de Hausdorff, pois todo aberto que contém O também contém J(R). 

Os corpos V-topológicos, conforme definidos na página 31, são espaços não 
discretos e Hausdorff, por isso temos interesse no caso em que J(R) =f J(R)2 • Vere
mos que (Q, 7i(R)) sempre é não discreto, e também é Hausdor:ff quando n;::'=1 J(R)n = 

{0}. 

Lema 2.18: Se x E Q e n E IN então x + J(R)" E 7J(R)· 

Demonstração: 
Dado a E x+J(R)", escrevemos a~ x+y com y E J(R)". Mas y+ J(R)" ~ J(R)" 
e então a+ J(R)" ~ x + J(R)". 
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Corolário: 

(a) O espaço topológico (Q,7i(R)) é desconexo. 

(b) O espaço topológico (Q,7i(RI) não é discreto. 
Demonstração: 
(a) Basta verificar que Q\J(R) é aberto e teremos a cisão não trivial Q = 
J(R)UQ\J(R). Se x E Q\J(R) e y E J(R) então x+y E Q\J(R), pois x+y E J(R) 
implicaria em x E J(R). Assim para todo x E Q\J(R), vem que x+J(R) Ç Q\J(R) 
e portanto Q\J(R) é aberto. 

(b) Supondo que a topologia 7i(R) seja discreta, temos que {O} é aberto e daí 
J(R)n = {O} para algum n E JN. Mas isso não é possível, pois R é anel primo e 
J(R) i O já que R i Q. 

Proposição 2.19: As condições abaixo são equivalentes: 

(i) (Q,7i(R)) é espaço de Hausdorff. 

(iiJ n~~' J(R)" ={o}. 
Demonstração: 
(i) => (ii) Suponha x E n~, J(R)" ex i O. Por hipótese, temos A, B E 7i(R) 

satisfazendo A n B = 0, O E A ex E B. Assim existem n1 , n2 E IN tais que 
J(R)"' Ç A, ex+ J(R)"' Ç B. Então J(R)"' n (x + J(R)"') = 0, mas isso não é 
possível, pois X E J(R)"' e X E (x + J(R)"'). Portanto n::"~r J(R)" = {0}. 

(ii) =>(i) Sejam x,y E Q tais que x i y. Como n~~r J(R)" = {0}, existem E IN 
tal que O i x - y r;t J(R)m. Tome A = x + J(Rr e B = y + J(R)m que são 
abertos e contém x e y respectivamente. Se u E A n B, então u = x +a = y + b com 
a,b E J(R)m, e daí x-y = a-b E J(R)m. Esta contradição mostra que AnB = fJJ 

e portanto ( Q, 7j(R) ) é espaço de Hausdorff. 

Como R é diferente de Q, a Proposição 1.16 mostra que (Q,7J(R)) é espaço 
de Hausdorff exclusivamente quando R é anel de valorização discreto. O próximo 
Teorema estabelece que nestas condições, a topologia J(R)-ádica coincide com a 
topologia dos R-ideais. 
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Teorema 2.20: As condições abaixo são equivalentes: 

(i) 7ft - V(R) . 

(ii) (Q,7J(R)) é espaço de Hausdorff. 

(iiiJ n;;o=l J(RJ" ~ {o}. 

(iv) R é anel de valorização discreto de Q. 

(v) R é subanel maximal de Q e J(R) é ideal principal a direita e a esquerda. 
Demonstração: 
Faremos (i)'* (ii)"' (iii)"' (iv) '*(v) =l> (iii) =l> (i). 

(i) =l> (ii) Pelo Teorema 2.9. 

(ii) Ç> (iii) Pela Proposição 2.19. 

(iii)"' (iv) Pela Proposição 1.16. 

(i v) =l> (v) Pela Proposição 1.15. 

(v) '* (iii) Chame T ~ n;;'=1 J(R)" e suponha T i {0}. Como T é um ideal 
bilateral de R temos R c; O,(T) c; Q e R c; O,(T) c; Q. Se O,(T) ~ Q e 0 1(T) ~ Q 
então QT ç; Te TQ ç; T implicando que T é ideal bilateral não nulo do anel simples 
Q, e daí Q ~ T c; J(R) c R que não é possível. Assim O,(T) i Q ou 01(T) i Q, 
e assumimos que R c; 01(T) C Q. Por hipótese J(R) ~ bR, para algum b E J(R), 
mas como R i=- Q a Proposição 1.11 assegura que J (R) é ideal bilateral próprio 
e portanto contém um elemento regular q. Escrevendo q = br para algum r E R 
vemos que b é regular a esquerda, e por R ser anel de Goldie primo, concluímos de 
( [Go], pg 98 ) que b E R'. Assim existe b-1 E Q, e claramente b-1 <;t R. Sejam 
t E T e n E IN, de J(R) ~ bR tiramos b-1 J(R)n+I ~ J(R)" e daí b-1t E J(R)n 
para cada n E IN. Segue que b-1T c; T mostrando que b-1 E O,(T). Verificamos 
que quando T 'f O vale R c O,(T) c Q, mas isso contradiz a maximalidade de R, e 
então T ~ {0}. 

(iii} =? (i) Como vimos acima, J(R) contém um elemento regular. Portanto para 
cada n E IN, J(R)" f {O} e J(R)n é um R-ideal, isto é, J(R)n E 7ft. Se A E 
V(R) e a E A, então existe n E IN tal que a+ J(R)n c; A. Como J(R)" E 1R, 
vem da Proposição 2.3 que a+ J(R)n E 1R e assim 1R >-- 7j(R). Reciprocamente, se 
B E 7ft e b E B, então existe um R-ideal I, O i I c; R, tal que b +I c; B. Como 
n;;o=l J(R)" ~ {0}, existe n E IN tal que I <l J(R)", mas por I 4 J concluímos que 
J(R)" c; I. Assim b + J(R)" c; B, e pelo Lema 2.18 temos b + J(R)" E U(R) que 
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mostra 7J(R) >- 7R. 

A topologia J(R)-ádica pode ser definida apenas em R ao invés de Q. 
Na próxima Proposição, verificamos que (R,7í(R)) sempre é anel" topológico, e que 
n::'~ 1 J(R)" = {O} é uma condição necessária e suficiente para que (Q,7J(R)) seja 
anel topológico. 

Proposição 2.21: 

(a) s: (Q,7J(R)) x (Q,7J(R)) ~ (Q,7J(R) ); s(x, y) = x- y é contínua. 

(b) (R,7J(R)) é anel topológico. 

(c) (Q,7J(R)) é anel topológico se, e somente se, n::0~ 1 J(R)" = {0}. 
Demonstração: 
(a) Sejam (xo, yo) E Q x Q e A um aberto de Q contendo xo- y0. Então existe 
n E IN tal que xo- Yo + J(R)" Ç A. Pelo Lema 2.18, o conjunto B = (x0 + 
J(R)") x (yo + J(R)") é aberto em Q x Q, e se b = (xo + x, Yo + y) E B então 
s(b) = xo- Yo + (x- y) E xo- Yo + J(R)" Ç A. Portanto sé contínua em todos os 
pontos de Q x Q. 

(b) A aplicação s: (R,7J(R)) x (R,7J(R)) ~ (R,7J(R) ); s(x, y) = x- y é contínua 
por (a). Para ver que p : (R,7J(R)) x (R,7j(R)) ~ (R,1J(R) ); p(x, y) = xy é 
contínua, tomamos (xo, Yo) E R x R e A um aberto de R contendo XoYo· Então 
existe n E IN tal que XoYo + J(R)" Ç A. Pelo Lema 2.18, o conjunto B = (x0 + 
J(R)") x (Yo + J(R)") é aberto em R x R, e se b = (xo + x, Yo + y) E B temos que 
p(b) = XoYo+xoY+yox+xy. Como xo, Yo E R, x, y E J(R)" e J(R)" é ideal bilateral 
de R, vem que XoY + xyo + xy E J(R)" e daí p(b) E XoYo + J(R)" Ç A. Logo pé 
contínua em todos os pontos de R x R. 

(c) Uma direção é dada pelo Teorema 2.20. Para a outra direção chamamos T = 

n::'~ 1 J(R)" e supomos que T f {0}. Como T é R-ideal não nulo, existe a E T tal que 
a E Q*. Por hipótese a aplicação p: Q x Q -t Q dada por p(x, y) = xy é contínua, 
e então !fa: Q--). Q; IPa(x) = ax é um homemomorfismo. Sendo J(R) aberto, vem 
que aJ(R) é aberto contendo a'- Assim existe n E IN tal que a2 + J(R)" Ç aJ(R), e 
em particular a 2 +a = at para algum t E J (R). A regularidade de a leva a a+ 1 = t, 
e então 1 = t-a E J(R). Esta contradição mostra que a continuidade da função 
produto implica em n::'~ 1 J(R)n = {0}. 
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Note que se um anel de valorização R satisfaz as condições do Teorema 2.20, 
então todo ideal bilateral não nulo de R é fechado na topologia J(R)-ádica. De fato, 
pela Proposição 1.17 os ideais bilaterais não nulos de R são potências de J(R), mas 

de forma análoga ao que fizemos na demonstração do Corolário do Lema 2.18, vemos 

que J(R)• é fechado na topologia J(RFádica para todo n E JN. 
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Capítulo 3 

Funções Valorização em Anéis 
Artinianos Simples 

Neste Capítulo apresentamos a definição de valorização de Krull para um 
corpo, a partir da qual é possível obter uma V -topologia no corpo. Os resultados 
sobre valorização de Krull que forem citados, podem ser encontrados em [E], [KD] 
e [Wi]. Em seguida vemos que esta definição aplicada a um anel de divisão, leva a 
definição de função valorização em um anel artiniano simples, proposta por Morandi 
em ([Mo], §2, Definition 2.1). Usaremos a frmção valorização do anel artiniano 
simples para gerar uma topologia neste anel. Se Q é um anel artiniano simples 
de dimeru;ão finita sobre seu centro, e R um anel de valorização próprio de Q, 
provaremos que existe urna função valorização não trivial w de Q tal que a topologia 
gerada por w é equivalente a topologia dos R-ideais. 

Dado um grupo abeliano totalmente ordenado G, denotamos a união do 
símbolo oo ao grupo G por G U { oo }, considerando as operações oo + oo = g + oo = 
oo + g = oo, e a relação g < oo para todo g E G. 

Se K é um corpo, uma aplicação sobrejetora v : K ---+ G U { oo} onde G é 
um grupo abeliano totalmente ordenado, é chamada valorização de Krull, ou apenas 
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valorização, de K quando satisfaz: 

(v1) v(x) ~ oo se e somente se x ~O. 

(v,) v(xy) ~ v(x) + v(y), para quaisquer x,y E K. 

(v3) v(x + y) 2: min{v(x),v(y)}, para quaisquer x,y E K. 

O grupo G é chamado de grupo de valores de v. 

Quando v é uma valorização do corpo K, temos que 

Av~ {x E K; v(x) 2: O} é um anel de valorização de K. 

M ~ {x E K; v(x) >O} é o único ideal maximal de Av. 

M ~ J(Av) ~ {x E Av; x ~O ou x-1 r;! Av). 

Duas valorizações v e v' de K são equivalentes quando Av = Av'. Também 
para cada anel de valorização A de K existe uma valorização v de K tal que Av = A. 
Portanto existe uma correspondência biunívoca entre anéis de valorização e classes 
de valorizações. 

Sejam A um anel de valorização próprio do corpo K, v uma valorização 
correspondente com grupo de valores G e U 9 = { x E K ; v ( x) > g}, g E G. Dizemos 
que X Ç K é aberto, quando para cada x E X existir um g E G tal que x+U9 Ç X. 
Se 7;; é o conjunto destes abertos, então (K,'J;;) é um corpo V-topológico e'"{; "'IV, 
para IV definida como no Capítulo anterior. 

Se Q é um anel artiniano simples, então pelo Teorema de Wedderburn-Artin 
Q = Mn(D) para algum anel de divisão D. Assim um procedimento para estender o 
conceito de valorização à Q, passa pelos trabalhos de Schilling [81] e [82] que tratam 
de anéis de valorização totais e de valorizações em anéis de divisão. 

Definição: Se D é um anel de divisão, uma aplicação sobrejetora v : D ----. GU { oo} 
onde G é um grupo abeliano totalmente ordenado, é chamada valorização de D, 
quando satisfaz a.s condições (vt), (v2) e (v3). 
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Se v é uma valorização de D, então B, = {x E D; v(x) 2: O} é um anel 
de valorização total e invariante de D. De fato, por (v2) vem que v(d-I) = -v(d) 
para todo d E D*, e portanto d E Bv ou d-1 E Bv, mostrando que Bv é totaL 
Além disso, para cada x E Bv e para cada dE D*, vale v(dxd-1) 2: O, implicando 
em dBvd- 1 Ç Bv. Analogamente d-1 Bvd Ç Bv, que leva a Bv Ç dBvd- 1. Assim 
Bv = dBvd- 1

, para todo dE D* e Bv é invariante. 

Por outro lado, se B é um anel de valorização total e invariante de D, defini
mos em r= {dB; dE D•} a operação d1B+d,B = did,B paradi,d2 E n•. Como B 
é invariante, Bd2 = d2B e então a operação é exatamente o produto d1BdzB. Clara
mente (r,+) é um grupo cujo elemento neutro é B, e por ([D2], §2, Proposition 
4) é abeliano. Escrevendo d1B ~ d2B quando d2B Ç d1B, temos uma ordenação 
em r que é total pois B é anel de valorização total. Agora definimos a aplicação 
sobrejetora 

v:D ~ ru{oo} 
o ,_, 00 

d ,_, dB, d #O. 

Observamos que B = Bv = {x E D; v(x) 2: 0}, e mostraremos que v é uma 
valorização de D. Se d1,d2 E De d1 =O ou d2 =O, então é claro que valem (v2) 
e (v3 ). Portanto podemos assumir que v(d1 ) = d1B e v(d2) = d2B. Pela definição 
da operação em r, temos que v(did,) = did,B = diB + d,B = v(di) + v(d,) 
e vale (v2). Se d1 + d2 = O então (v3 ) é imediato, e se d1 + d2 f- O vem que 
v( di + d2) = (di + d2 )B. Mas (di + d2)B C:: diB + d2B C:: dB, onde dB é o 
maior na relação de inclusão entre d1 B e d2B, isto é, dB = min{d1B,d2B}. Assim 
v(di + d2) = (di + d2 )B ;:> min{ diB, d2B} = min{v(di), v(d2)). 

Sejam v e v' valorizações em um anel de divisão D. Dizemos que v e v' são 
equivalentes quando B1J = B1J,, e então existe urna correspondência biunivoca entre 
anéis de valorização totais e invariantes de D, e classes de valorizações de D. 

Pelos comentários anteriores, sobre a relação entre os anéis de valorização 
e as valorizações em corpos e anéis de divisão, sentimos necessidade de definir uma 
função valorização em anel artiniano simples, que esteja associado a um anel de 
valorização de Dubrovin. Este é o assunto que trataremos agora. 
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Consideramos um anel artiniano simples Q ~ M.(D), onde D é um anel de 
divisão. Se v : D -----+ G U { oo} é uma valorização de D, então uma extensão natural 
de v a M.(D) pode ser obtida definindo 

w:Q ~ GU{oo} 
(d;;) >-> min;,; {v(d;;)). 

Identificando D com {(a;;) E Mn(D); a;;~ de a;;~ O para i f j), vemos 
que wiD= v. 

Para x = (x;;), y = (Y;;) E Q, a função w tem as seguintes propriedades: 

(w1) w(x) =ooseesomentesex=O; w(-1) =0. 

(w2 ) w(xy) 2: w(x) + w(y). 

(w3 ) w(x + y) 2: min{w(x),w(y)). 

(w4 ) w(Q) = w(st(w)) U {oo} onde st(w) ~ {x E Q'; w(x- 1
) = -w(x)). 

Demonstração: 

(w1) De (v2 ) vem que v(-1) + v(-1) =O, e num grupo ordenado isso implica em 
v(-1) =O, e portanto w(-1) = v(-1) =O. Que w(x) = oo equivale a x =O é 
evidente. 

(w2) Chame xy = (uii) com uii = Lk=1 XikYki 

w(xy) = min;,;{ v(u;;)) 2: min;,;{ min1{v(x;kYk;))} ~ min;,;{ min,{ v(x;,)+v(y,;))} 
2: min;,;{ mink{ v(x,,)) + min1{v(y,;))} = min;,k{ v(x,,)) + min;k{ v(y,;)) 
= w(x) + w(y). 

(w3) w(x + y) = min;,;{v(x;; + y;;)) 2: min;,;{min{v(x,;), v(y;;))} 
= min{ min;,;{ v(x;;)), min;,;{ v(y;;))} = min{ w(x), w(y)). 

(w4 ) A inclusão w(st(w)) U {oo} Ç w(Q) é evidente. Seja g E w(Q), então existe 
t = (t;;) E Q tal que g = w(t) = min;,;{v(t;;)) = v(t,.) para algum par r,s E 
{1,2,···,n}. Podemos assumir g ::f oo, e então v(trs) #- oo que leva a trs #O. 
Tome z = (zij), com z1; = trs e Zij =O para i 1- j, e então z E Q*. Como w(z) = 
min{v(O),v(t,)) ~ g e w(z-1) = min{v(O),v(t;,')) = v(t;,') ~ -v(t,) = -w(z), 
vem que g ~ w(z) E w(st(w)) U {oo}. 
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As propriedades (wl), (wz), (wo) e (w4), motivam a definição de função 
valorização em um anel artiniano simples, que escreveremos a seguir. Esta definição 
foi apresentada por Morandi em ( [Mo], §2, Definiton 2.1 ). 

Definição: Sejam Q um anel artiniano simples, G um grupo abeliano totalmente 
ordenado. Uma aplicação w : Q -+ G U { oo} é chamada de função valorização de 
Q, quando satisfaz as condições (w1) até (w4 ). 

Conforme verificamos, uma função valorização sempre pode ser construída 
em Q = Mn(D), a partir de uma valorização do anel de divisão D. A desigualdade 
na condição (w2 ) é necessária para tratar com os divisores de zero em Q. 

Seja w uma função valorização no anel artiniano simples Q, com grupo de 
valores G. Afirmamos que w sempre pode ser considerada sobrejetora. Com efeito, 
verificaremos que H~ w(Q\{0}) é mn subgrupo totalmente ordenado de G, e então 
podemos trocar G por H. Claramente a ordenação total de H é herdada de G, e 
para ver que H é subgrupo de G, tomamos a, b E H, a ~ w(x), b ~ w(y) com 
x,y E Q\{0}. Por (w4 ) podemos tomar x e y satisfazendo w(x-1

) ~ -w(x) e 
w(y-1) ~ -w(y). Como xy-1 E Q\{0} e a- b ~ w(x)- w(y) ~ w(x) + w(y-1), o 
ítem (a) do Lema abaixo mostra que a- b = w ( xy-1) E H, e portanto H é subgrupo 
de G. 

Lema 3.1: ( [Mo], §2, Lemma 2.2 ) Sejam w uma valorização do aoel artiniano 
simples Q, ex, y E Q. 

(a) Se x E st(w) então w(xy) ~ w(yx) ~ w(x) + w(y). 

(b) st(w) é um subgrupo de Q' e w: st(w)-+ G é mn homomorfismo. 

(c) Se w(x) # w(y) então w(x +y) ~ min{w(x),w(y)}. 

(d) Rw ~ {x E Q; w(x) :>O} é um anel e Jw ~ {x E Q; w(x) >O} é um ideal 
bilateral próprio de Rw. 

Corolário: Seja w rnna função valorização no anel artiniano simples Q. 

(a) w( -y) ~ w(y) para todo y E Q. 
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(b) Dado q E Q\Rw, existem rb r, E Rw tais que qr,, r,q E Rw \Jw· 

(c) R, é um anel de Goldie Primo. 
Demonstração: 

(a) Basta fazer x ~ -1 no ítem (a) do Lema. 

(b) Para q E Q\R, temos w(q) <O, mas por (w4) existe tE st(w) tal que w(q) ~ 
w(t). Como w(C1) ~ -w(t) ~ -w(q) vem que w(t-1) > O e daí t-1 E R,. 
Tomamos r 1 ,r2 ~ t-1 E Rw e então w(qr1) ~ w(qC1) ~ w(q) + w(t-1) ~ w(q)

w(q) ~O, implicando em qr1 E Rw\Jw· Analogamente r,q E Rw\Jw· 

(c) Pelo Teorema 1.2, Rw é anel de Goldie Primo se, e somente se R, tem um anel 
quociente artiniano simples. Assim é suficiente provar que Q é um anel quociente 
para flw. Dado q E Q, se q E Rw escrevemos q = ql-1 com q E Rw e 1 E R:n. 
Se q r;t R,, então como vimos no ítem (b) existe t E st(w) tal que C 1 E Rw e 
qt-1 = r E flw. Assim podemos escrever q = r(t-1 }-1 com r E Rw e t-1 E R:. 
Analogamente q = (t-1)-1s com s E Rw e t-1 E R:. Falta verificar que todo 
elemento regular de Rw tem inverso em Q. Seja x E R: e suponha que xq = O com 
q E Q. Escrevendo q = ab-1 com a E Rw e b E R: temos O = xab-1, que leva a 
O = xa e daí a = O implicando em q = O. Da mesma forma prova-se que qx = O 
implica em q = O, e portanto x E Q*. Como Q é anel artiniano simples, o Corolário 
da Proposição 1.4, assegura que x E U(Q). 

O Corolário sugere uma conexão entre as funções valorização e os anéis de 
valorização de um anel artiniano simples. Pelo ítem (b) do Corolário se Rw/ Jw é um 
anel artiniano simples, então Rw é anel de valorização de Q, conforme definido no 
Capítulo L Apresentaremos adiante, um exemplo de função w num anel artiniano 
simples tal que Rw não é anel de valorização de Dubrovin, e portanto a condição 
Rw/ Jw ser anel atiniano simples nem sempre é verificada. 

Sejam Q um anel artiniano simples de dimensão n sobre seu centro F, 
{a1 = 1, a2 , · · ·, o.n} urna F-base de Q e v uma valorização de F. Uma tentativa 
natural para definir uma fimção valorização em Q, seria tomar 

w;Q ~ GU{oo} 
:Z:::?=l aixi 1-t mini {v(xi)}, Xi E F. 

Verificaremos que: 
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(1) w satisfaz (wl), (w,), (w4) e v~ wlp· 

(2) Existe contra-exemplo para a condição (w2), mesmo quando { a1 = 1, a2, · · ·, an} 
é uma base regular. 

Demonstração: 

(1) Como ar ~ 1 e v(-1) ~ O, é claro que v ~ w IF e w(-1) ~ O. Também 
w(í:?=l aixi) = mini{ v(xi)} = oo equivale a Xi = O para todo i, que por sua 

vez equivale a 2::?=1 aixi = O. Isso mostra (wi), e para verificar (w3) chame x = 

L?=1 aiXi, y = 2:?=1 a,y,, assim x + y = L?=1 ai(x, + Yi) e 
w(x + y) ~ min;{v(x; + y;)) 2 min;{min{v(x;),v(y;)}} 

~ min{min;{ v(x,)), min;{v(y;)}} ~ min{ w(x), w(y)). 
A condição (w4 ) é a igualdade w(Q) ~ w(st(w)) U {oo}, mas a inclusão 
w(st(w)) U {oo} Ç w(Q) é imediata. Seja então w(x) E w(Q). Se w(x) ~ oo 
nada temos a fazer, então consideramos oo oJ w(x) ~ w(L:f~r a;x;) ~ min;{v(x;)) 
implicandonaexistênciadej E {1,2,···,n} talquew(x) ~ v(x;) e O oJ x; E F. 
Tomamos s ~ 1x; E Q', obtendo s-1 ~ 1xj1 e w(s-1) ~ v(xj1

) ~ -v(x;) ~ -w(s). 
Portanto sE st(w) e w(s) ~ w(x), provando que w(Q) Ç w(st(w)) U { oo}. 

(2) Tome Q ~ M,((Jj) com centro F~ { ( Ó ~) ; q E (/j} isomorfo a (/j. 

Escolhemos a base {ar~ ( ~ n ,a,~ (i n ,a,~ (i !1) ,a,~ ( ~ i)} 
que é regular. Em F consideramos a valorização 2-ádica 

v,: F ~ Z>U{oo} 
o ~ 00 

Q.zr t-t r 
b ' 

onde 2 ).:a e 2 \b. E defiltindo w como anteriormente, 

w:Q ~ Z>U{oo} 
2::?=1 aixi t-t mini{vz(xi)L 

w(a,a,) ~ w ((i n ( : !1 ) ) ~ w ( u ~)) 
~ w (-i u n +~c n +~c ! 1 ) + ~ ( ~ 
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= min{ v2( -~), v 2 (~), v 2 (~), v2(m = -2 < w(a2) + w(a3 ) = v(l) + v(l) =o. 

O exemplo acima mostra que para um anel artiniano simples Q com centro 
F, {a1 = l,a2 , · • • ,an} uma F-base de Q e v uma valorização de F, não é ver
dade em geral que w(Ej,1 aixi) = mini{v(xi)} seja uma valorização de Q. Apesar 
disso, insistimos um pouco mais neste caso através da Proposição 3.2, que é uma 
ferramenta útil para construir exemplos de funções valorização. 

Proposição 3.2: Sejam Q um anel artiniano simples com centro F, { a1 = 1, a2, · · ·, 

an} uma F-ba.'le de Q, v : F__, G U { oo} uma valorização de F e w : Q __, G U { oo} 
dada por w(Li=l aixi) = mini{v(xi)}. Então wiF= v e são equivalentes: 

(i) w é uma função valorização. 

(ii) w(a,a;)20, paraqurusqueri,j,E{l,2,···,n}. 
Demonstração: 
(i)=; (ii) Por (w2 ), para qurusquer x, y E Q, w(xy) 2 w(x) +w(y). Em particular, 
w(a.,a2) 2 w(a,) + w(a;) = v(l) + v(l) =O. 

(ii) =;(i) Já provamos que w satisfaz (w1), (w3 ) e (w4). Para provar (w2) tomamos 
x, y, E Q, x = I:j=1 aiXi, y = Ef=1 aiyi, e temos o produto xy = I:~i=l a;ajXiYi· Es
crevendo aiaj = L~=l artijr vem que minr{ v(tijr)} = w( aiaj) 2". O, e assim v(tijr) 2". O 
para quaisquer i, j, r E {1, 2, · · · , n }. Também obtemos xy = L?,i=l (L~=l a.,.tijr) XiYi 

= L:~=l ar (L:~j=l tijrXiYi)· Agora, 

w(xy) = minr{v (L:~j=l tijrXiYi)} 
2": minr{ mini,j{ v(tijrXiYj)}} 
= min,{ min,,;{ v(t,;,) + v(x,) + v(y;)}} 
2 min,,,{v(x,) +v(y;)} 
= min,{ v(x,)} + min;{ v(y2)} 
= w(x) + w(y). 

Portanto vale (w2 ) e w é uma função valorização de Q. 

Seja Q uma anel artiniano simples com centro F, [Q : F] = n < oo e 
v : F --+ G U { oo} uma valorização de F. Afirmamos que sempre é possível definir 
uma função valorização w : Q ~ G U { oo} por w(I:7~r a,x,) = min,{ v(x,)}, para 
uma F-base {a1 = 1, a 2 , ••• 7 o.n} conveniente. De fato, pela Proposição acima é 
suficiente encontrar uma F-base {a1 = l,a2 , · · · ,an} tal que w(aia3) 2": O, para 
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quaisquer i 1 j E {1, 21 • • ·, n}. Iniciamos usando a Proposição 2.14 para obter uma F
base regular {b1 = 1, b21 · · · 1 bn} de Q, e escrevemos bibj =L:~= I brtijr para quaisquer 
i,j E {1, 21 • • • 1 n}. Como a base é regular, temos que bibj -::f O e daí mini,j,r{ v(tijr)} 
= v(c-1

) para algum c E F. Assim para i,j E {1,2, .. ·,n} vem que v(t;;,) 2: 
v(c1

) = -v(c), donde v(ct;;t) 2: O. Se v(c1
) 2: O então w(b;b;) 2: O e {b, = 

!,b,, ... ,bn) é a base desejada. Se v(c1
) <O, tomamos {a1 = 1,a,,· .. ,a,) com 

~ = cbi para i E {2, 3, · · ·, n} que é uma F-base de Q, e para i =1- 1,j =1- 1 temos 
Uiaj = c2bibj = c2 E~=l brtijr = c2b1tijl + C E~""2 artijr = a1c

2
tijl + E~=2 O-rctijr· 

Como v(c-1
) < O, temos v(c) > O e v(c2t;;,) = v(c) + v(ct;;,) > v(t;;,) 2: O e 

portanto w(a;a;) 2: O para i 'f 1 e j 'f 1. Quando i = 1 ou j = 1, é claro que 
w(aiaj) = v(1) =O. Logo {a1 = 1, a2 , • · ·, an} é a base procurada. 

Agora usamos a Proposição 3.2 para construir exemplos de funções valo
rização. Sejam H o anel de quatérnios racionais com base { a1 = 1, a2 = i, a3 = 
j, a4 = k} sobre seu centro {/J, e vP : (]J--+ .iZ U { oo} a valorização p-ádica. Defina 
wP : IH ~ ~ U {oo) por w(I;;=l a,x,) = min,{vP(x,)). Como wp(a,a,) = O 
para quaisquer r,s E {1,2,3,4}, temos que wP é uma função valorização em IH. 
Sabemos que ~IPI= {x E IQ; vp(x) 2: O} é o anel de valorização de iQ associado a 
Vp. Afirmamos que Rw, = {q E IH; wp(q) 2: O}= ~IPI+ ~(p)i + ~IPJl + ~(p)k. De 
fato, q = 2:;;=, a.,.x, E Rw, significa que wP(q) = min,{vP(x,)) 2: O que equivale a 
vp(x,) 2: O para todo r E {1, 2, 3, 4}, isto é, q E ~IPI+ ~IPI i+ ~(p)l + ~IP)k. 

Conforme vimos no Capítulo I, para p 'f 2, ~IPI+ ~(pJi + ~IPJJ + ~(p)k é 
um anel de valorização de H, e portanto wp é uma função valorização de IH tal que 
Rwp é anel de valorização de IH. 

Quando p = 2, temos que w2 é urna função valorização de IH. Porém 
Rw, não é anel de valorização de IH, pois em ( [W1], §!, Example (c) ) vemos que 
B = ~1'1"+ ~(z)i+~(Z)J + ~(z)k, Q = ~(!+i+ j +k), é o único anel de valorização 
de IH com a propriedade B n {/J= ~{ 2 ). 

Os próximos Teoremas estabelecem a relação entre as funções valorizações 
e os anéis de valorização de um anel artiniano simples Q. Para isso, definimos o 
estabilizador de um subanel R de Q por 

st(R) = {x E Q•; xRx-1 =R). 
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Teorema 3.3: ( [Mo], §2, Theorem 2.4 ) Seja w \Ulla função valorização do anel 
artiniano simples Q. Se Rw/ Jw é anel artiniano simples, então Rw é anel de valo
rização de Q com J(R,.) = lw, e para cada x E Q\{0} existes E st(R,.) tal que 
R,.xll,. = sll,.. 

Teorema 3.4: ( [Mo], §2, Theorem 2.3 ) Sejam Q \Ull anel artiniano simples e 
R \Ull anel de valorização de Q. Se para todo x E Q\ {O) existe s E st(R) tal que 
RxR = sR, então existe uma função valorização w em Q satisfazendo Rw = R e 
Jw = J{R). 

Da mesma forma que no caso comutativo, dizemos que duas funções valo
rização w e w' de um anel artiniano simples Q, são equivalentes quando Rw = Rw'· 
Assim denotando a classe de w por [ w ], temos uma correspondência biunívoca entre 
os seguintes conjuntos: 

• {[ w]; w é função valorização de Q e R,. f lw é anel artiniano simples). 

• {R; R é anel de valorização de Q e se x E Q\{0}, existes E st(R) tal que 
RxR = sR). 

Veremos na próxima Proposição que as funções valorização w de um anel 
artiniano simples Q, para as quais Rw/ lw é anel artiniano simples, generalizam a 
definição de valorização de Krull. 

Lema 3.5: Seja w uma função valorização do anel artiniano simples Q. Então: 

(a) U(Rw) ç; (Rw \Jw) n st(R,.). 

(b) U(Rw) Ç st(w) S::: st(R,.) 
Demonstração: 
(a) Se y E U(R,.) então y,y- 1 E Rw que implica em y cf. lw, yR,.y-1 S::: Rw e 
y- 1R,.y S::: R,.. Segue que y E Rw\Jw e yR,.y- 1 =R,., provando que U(Rw) S::: 

(R,. \Jw) n st(Rw). 

(b) Se x E U(R,.) então w(x) 2: O e w(x- 1
) 2: O. Como O= w(!) = w(xx- 1) 2: 

w(x) + w(x-1 ) temos OS w(x-1 ) S -w(x) S O, implicando em w(x-1
) = -w(x) e 

assim U(Rw) Ç st(w). Sejas E st(w), devemos verificar que sRws-1 = Rw. Para 
x E R,., temos pelo Lema 3.1 que w(sxs-1) = w(s) + w(x) + w(s-1) = w(x) 2: O. 
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Isso mostra que sftws-1 Ç Rw, e analogamente vemos que s-1 Rws Ç Rw que implica 
na outra inclusão Rw Ç sflws-1 Portanto sE st(flw) e st(w) Ç st(flw). 

Lema 3.6: Seja w uma função valorização do anel artiniano simples Q, tal que 
Rw/ Jw é anel artiniano simples. Então: 

(a) U(Rw) ~ (Rw \Jw) n st(flw). 

(b) st(w) ~ st(Rw)· 
Demonstração: 
(a) Pelo Teorema 3.3, Rw é anel de valorização de Q e J(flw) ~ lw· Seja x E 
(flw \Jw) nst(Rw), como x '/. lw temos que flwxflw g lw, e então pelo Lema 1.7 vem 
que flwxflw ~ flw. Mas de x E st(Rw) tiramos que xllw ~ Rwx, e dai Rw ~ Rwx 
implicando que X tem inverso em flw. Portanto (Rw \Jw) n st(Rw) ç; U(Rw)· 

(b) Seja x E st(Rw), então pela condição (w4 ), existes E st(w) tal que w(s) ~ w(x) 
e w(s-1) ~ -w(s). Agora usamos o Lema 3.l(a) para ver que w(xs- 1) ~ O e 
portanto xs-1 E Rw \Jw· Além disso, s E st(Rw) pelo Lema 3.5, e então xs- 1 E 
st(Rw), que implica por (a) em xs-1 E U(flw). Novamente pelo Lema 3.5, temos 
xs-1 E st(w) que é um grupo que contém s, e portanto x E st(w), provando que 
st(Rw) Ç st(w). 

Proposição 3.7: Sejam w uma função valorização do anel artiniano simples Q, e 
F o centro de Q. Se Rw/Jw é anel artiniano simples, então v= wiF é uma valo
rização de Krull de F, cujo anel de valorização correspondente é Av= Rw n F. 
Demonstração: 
Como F' Ç st(flw), vem do Lema 3.6(b) que F' Ç st(w) e assim w(xy) 
w(x) + w(y) para quaisquer x, y E F, pelo Lema 3.l{a). Portanto v = w IF é 
uma valorização de Krull de F. A igualdade Av = Rw n F é imediata. 

Corolário: Se w é uma função definida no corpo K que satisfaz as condições (wi) 
até (w4), então são equivalentes: 

(i) Rw/Jw é corpo. 

(ii) w(xy) ~ w(x) + w(y), para quaisquer x,y E K. 
Demonstração: 
Uma direção é dada pela Proposição. Para a outra observamos que quando w(xy) = 

w(x) + w(y) para quaisquer x, y E K, então w é uma valorização de Krull. Portanto 
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Jw é ideal maximal e Rw/ Jw é corpo. 

Como conseqüência da demonstração da Proposição 3. 7, vemos que se w é 
uma função valorização no anel artiniano simples Q com centro F, então w I F ser 
valorização de Krull equivale a F* Ç st(w). Apesar das tentativas, não conseguimos 
provar que a inclusão F* Ç st(w} é sempre verificada, e nem tampouco produzir um 
exemplo onde wiF não fosse valorização de Krull. 

Note que quando v é uma valorização do anel de divisão D com centro F, 
e definimos a função valorização w em Mn(D) por w((a;;)) = min;;{v(a;;)}, então 
w I F= v. Da mesma forma, quando Q é um anel artiniano simples de dimensão n 
sobre seu centro F, { a 1 = 1, a2 , · · • , o.n} é uma F -base de Q, v é uma valorização de 
F e w(E~=l aixt) =mini{ v(xi)} é uma função valorização de Q, então wiF= v. 

Pelo Teorema 3.3 e pela Proposição 3.7, vemos que mna função valorização w 
do anel artiniano simples Q, produz resultados semelhantes as valorizações de cor
pos, quando Rw/ Jw é anel artiniano simples. Tratando com anéis de valorização em 
anéis artinianos simples, a condição Rw/ lw ser anel artiniano simples não é restri
tiva, como pode ser visto no Teorema 1.6 que caracteriza os anéis de valorização de 
Dubrovin. 

Afirmamos que uma alternativa para a condição Rw/ lw ser anel artiniano 
simples, é lw ser ideal primitivo e Rw ser anel n-cadeia para algum n E IN. De fato, 
se Rw/ lw é anel artiniano simples, então pelo Teorema 3.3 Rw é anel de Dubrovin 
e Jw = J(Rw). Usando (i) '* (v) do Teorema 1.6, vem que Rw é anel n-cadeia e 
lw é ideal primitivo. Reciprocamente se Rw é anel n-cadeia, então por ( [D1], §1, 
Proposition 1 ), Rw/ lw também é anel n-cadeia, e como lw é ideal primitivo temos 
que Rw/ lw é anel primitivo. Mas J(Rw/ lw) é a intersecção dos ideais primitivos, 
e daí J(Rw/ Jw) = O. Em ( [Dl], §1, Proposition 2 ) vemos que J(Rw!Jw) = O e 
Rw/ Jw anel n-cadeia implica em Rw/ Jw ser anel artiniano. Para ver que Rw/ lw é 
anel simples, tomamos um ideal bilateral não nulo I de Rw/ Jw e consideramos a 
cadeia descendente I :2 I 2 :2 I 3 :2 · · ·, que é estacionária. Seja m E IN tal que 
Im+l = Im, assim I(Im- Jm-l) = O. Como O é ideal primo vem que Im = Im-l, e 
seguindo o processo concluímos que I 2 =I, donde I(I- Rw/ Jw) =O e I= Rw/ Jw. 
Portanto Rw/ lw é anel artiniano simples. 
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Dado um anel de valorização R do anel artiniano simples Q, o Teorema 3.4 
fornece uma condição para a existência de uma função valorização w em Q tal que 
Rw ~R e Jw ~ J(R). Quando F é o centro de Q e [Q: F] < oo temos: 

Proposição 3.8: ( [Mo], §2, Corollary 2.5 ) Sejam R um anel de valorização do 
anel artiniano simples Q, com centro F e [Q : F] < oo. Então existe uma frmção 
valorização w em Q tal que Rw = R e Jw = J(R), se e somente se, R é integral 
sobre V ~ R n F. 

É claro que quando Q é um corpo, a função valorização w da Proposição 
acima sempre existe e é uma valorização de Krull, pelo Corolário da Proposição 3.7. 
Portanto neste caso, a Proposição acima é exatamente o resultado conhecido para 
corpos. 

Combinando os resultados [13] e [16] da página 18 com a Proposição 3.8, 
vemos que quando R é maximal, sempre existe uma função valorização w de Q tal 
que R~ Rw e J(R) ~ Jw. 

Usaremos agora a função valorização de um anel artiniano simples, para 
gerar urna topologia neste anel, que torna-o um anel topológico de Hausdorff. Vere
mos também que esta topologia está relacionada com a topologia dos R-ideais. 

Até o final deste Capítulo, Q denotara um anel artiniano simples de di
mensão finita sobre seu centro F. 

Definição: Sejam w : Q ~ G U { oo} uma função valorização de Q, g E G e 
U9 ~ {x E Q; w(x) > g}. Dizemos que A Ç Q é aberto, quando para cada a E A 
existe g E G tal que a+ U9 C: A. 

Observamos que pela condição (w3), os conjuntos U9 , g E G, são fechados 
por somas. Assim dados x E Q e g E G, ternos que x + U9 é aberto. 

Denotando por ~ o conjunto dos abertos de Q, vem que ( Q, ~ ) é um 
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espaço topológico que tem {U,; g E G} como sistema fundamental de vizinhanças 
abertas da origem. Claramente 0, Q E 't e UaeL Aa , L um conjunto de índices, 
é abertos quando Aa E 't para todo a E L. Se A 1 , A2 são abertos e a E A1 n A2 , 

existem 91, 92 E G tais que a + U 91 Ç A1 e a + U 92 Ç A2. Como G é totalmente 
ordenado, assumimos que g1 2- g2 e assim U 91 Ç U 92 que leva a a+ U 91 Ç A 1 n A2 , 

e portanto A 1 n A2 é aberto. 

Verificaremos que (Q, 1;;) é um anel topológico de Hausdorff, para cada 
função valorização w de Q. E quando w é não trivial, então ( Q, 1;; ) é espaço 
topológico não discreto. 

Proposição 3.9: Se w é uma fnnção valorização de Q, então (Q, ~) é espaço 
topológico de Hausdorff. 
Demonstração: 
Sejam G o grupo de valores de w e X E n,EG u,. Então w(x) > g para todo g E G. 
Como w(x) E G U {oo} temos que w(x) E G ou w(x) ~ oo. Mas w(x) E G não 
é possível pois neste caso teríamos w(x) > w(x). Assim w(x) = oo que equivale 
a X ~ o, e portanto n,EG u, ~ {0}. Para x, y E Q, X f y, existe g E G tal que 
x-y fj_ U9 . Tornando A= x+U9 e B = y+U9 vem que A e B são abertos contendo x 
ey respectivamente. Supondo r E AnB, escrevemos r= x+u = y+v com u, v E U9 , 

então x- y ~v- u e w(v- u) 2 min{w(v),w(-u)} ~ min{w(v),w(u)} > g, 
implicando em x - y = u- v E U9 . Esta contradição mostra que A n B = 0 e 
portanto ( Q, 7;; ) é espaço de Hausdorff. 

Proposição 3.10: Seja w uma função valorização de Q. Se considerarmos em Q 
a topologia ~ e em Q x Q a topologia produto, então as aplicações abaixo são 
contínuas: 

(a) s:QxQ~Q; s(x,y)~x-y. 

(b) p:QxQ~Q; p(x,y)~xy. 

Demonstração: 
(a) Seja A um aberto de Q contendo x0 - Yo, então existe g E G tal que (xo- Yo) + 
U9 Ç A. Como xo+U9 e Yo+U9 são abertos em Q, vem que B = (xo+U9 , Yo+U9 ) é 
um aberto de QxQ contendo (x0 , y0 ). Seu~ (x0 +x, Yo+Y) E B temos que x, y EU,, 
e daí x- y EU, pois w(x- y) 2 min{w(x),w(-y)) ~ min{w(x),w(y)) > g. 
Assim s(u) ~ (x0 - y0 ) + (x- y) E (x0 - y0 ) + U9 Ç A, implicando em s(B) Ç A. 
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Portanto s é contínua em todo (x0 , Yo) E Q x Q. 

(b) Seja agora A um aberto de Q que contendo x0y0 , então existe g E G tal que 
XoYo+U8 Ç A. Escolha h= max{O, g,g-w(x0 ), g-w(y0 ) ), e tome B = (x 0+Uh, Yo+ 
Uh) que é um aberto de Q X Q contendo (xo, Yo). Para u = (xo + x, Yo + y) E B 
temos p(u) = XoYo + (x0y + xyo + xy) com 
w(x), w(y) >h, 
w(xoy) 2 w(xo) + w(y) > w(xo) +h 2 w(xo) + g- w(xo) = g, 
w(xyo) 2 w(x) + w(yo) >h+ w(yo) 2 g- w(yo) + w(yo) = g, 
w(xy) 2 w(x) + w(y) >h+ w(y) > g. 
Assim w(xoY+xyo+xy) 2 min{ w(x0y), w(xyo), w(xy)) > g e p(u) E XoYo+U9 Ç A. 
Issto mostra que p(B) Ç A e pé contínua em (xo,y0 ). 

Corolário: Sejam w uma função valorização de Q e a E Q. 

(a) <p:(Q,7;;)->(Q,7;;); <p(x)=a+xéhomeomorfismo. 

(b) Se a E Q' então 1/Ja: (Q, 7;;)--+ (Q, 7;; ); ,P.(x) = ax é homeomorfismo. 

Chamaremos de função valorização trivial a função valorização w 

Q ___, G U {ao) definida por w(O) = oo e w(x) =O para x E Q\{0}. 

Note que uma função valorização w em Q é trivial se, e somente se, Rw = Q. 
De fato, w trivial implica obviamente em Rw = Q. Por outro lado, supondo w 
não trivial existe x E Q tal que w(x) =f O. Usando (w4 ) obtemos s E Q tal que 
w(s-1) = -w(s) = -w(x), e portanto s E Q\Rw ou s-1 E Q\Rw que não é 
possível. Logo Rw = Q implica w trivial. 

No Capítulo anterior, trabalhamos com um anel de valorização próprio R 
de Q, para evitar que 7R fosse a topologia caótica. Agora trabalharemos com 
valorizações não triviais 1 para evitar que ~ seja a topologia discreta1 conforme a 
Proposição a seguir. 

Proposição 3.11: Seja w uma função valorização de Q. Então w é trivial se e 
somente se ~ é a topologia discreta. 
Demonstração: 
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Se w é trivial, então U0 = {0}. Mas pelo Corolário anterior, a+ U0 = {a} é aberto 
para todo a E Q. Segue que todo subconjunto de Q é aberto como união de abertos, 
e portanto~ é discreta. Por outro lado, supondo w não trivial existe x E Q\{0} 
tal que w(x) I O. Usaudo (w4 ) obtemos sE st(w) que satisfaz w(s-1) = -w(s) = 
-w(x), e assim w(s) > O ou w(s-1) > O. Sejam A um. aberto contendo O, e G 
o grupo de valores de w, então existe g E G tal que U9 Ç A. Como podemos 
considerar w sobrejetora, vem que g = w(y) para algum y E Q\{0} e daí w(sy) = 
w(s) + w(y) > w(y) = g se w(s) >O, ou w(s- 1y) = w(s-1) + w(y) > w(y) = g se 
w(s- 1) >O. Assim para z =sou z = s-1, temos O# zy E U9 Ç A, e portanto todo 
aberto que contém O também contém um elemento não nulo. Isso mostra que {O} 
não é aberto e contradiz 't ser discreto. Concluímos que w é trivial sempre que 7;; 

é discreto. 

Proposição 3.12: Se w urna função valorização em Q com grupo de valores G e 
g E G, então U9 é Rw-ideal de Q. Quando w é não trivial, U9 é Rw-ideal próprio. 
Demonstração: 
Se x E U

9
, então por (w4) existes E st(w) tal que w(x) = w(s). Segue que sE Q• e 

sE U
9 

pois w(s) > g. Assim U9 contém um elemento regular. Tomando y E st(w) 
tal que w(y) = -g, temos para cada x EU, que w(yx) = w(y)+w(x) > w(y)+g =O, 
implicando em yU9 Ç Rw. Analogamente U9 y Ç Rw, e portanto existe um elemento 
regular y tal que yU, Ç R,., U9y Ç R,.. A inclusão U, Ç RwU,Rw é clara pois 
1 E R,.. Por outro lado, se r 1 ,r2 E Rw eu E U9 então w(r1ur2 ) ::> w(r1} + w(u) + 
w(r2) ~ w(u) > g, e R.)A9 Rw Ç U9 . PortantoU9 é Ru,-ideal de Q. Agora assumimos 
w não trivial, e então pela Proposição anterior 't. não é discreta, isto é, {O} não é 
aberto e daí U 

9 
f- {O}. Finahnente U 9 f- Q, pois como w é sobrejetora, existe x E Q 

tal que w(x) = g e assim x E Q\U9 • Logo w não trivial implica em U9 ser Ru.,-ideal 
próprio. 

O próximo Teorema estabelece a relação entre a topologia dos R-ideais, e a 
topologia das funções valorização em um anel artiniano simples Q. 

Teorema 3.13: Seja Q um anel artiniano simples de dimensão finita sobre seu 
centro F. Se R é um anel de valorização próprio de Q, então existe uma função 
valorização não trivial w de Q tal que 1R ""' ~ . Reciprocamente, se w é uma função 
valorização não trivial de Q e Rw/ Jw é anel artiniano simples, então Rw é um anel 
de valorização próprio de Q e 't ""' '7Rw . 
Demonstração: 
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Como R f Q, pelo resultado [19] da página 19, existe um anel de valorização R' de 
Q tal que R Ç R' c Q, R' integral sobre V' = R' n F, e 7R ,...., 7R' pela Proposição 
2.12. A existência de uma função valorização w de Q tal que Rw =R' e Jw = J(R') 
é assegurada pela Proposição 3.8, e ainda w é não trivial pois R' c Q. Mostraremos 
que 7R1 "-' Tu 1 e trabalharemos apenas CQffi abertos contendo a origem em função 
do Lema 2.10. Sejam A um aberto de 't contendo O, e G é o grupo de valores 
de w. Então existe g E G tal que U9 Ç A1 e U9 é R'-ideal pela Proposição 3.12. 
Assim U9 E 7R' e 7R1 r- 't. Por outro lado, se B é um aberto de 7R' contendo O, 
então existe x E V'* tal que xR' Ç B. Note que R' E 't, pois para cada r' E R', 
tomando g =O temos r +U9 Ç R', já que w(r + u) ~ min{ w(r), w(u)} ~ O quando 
u E U9 . Como x E Q* e R' E 't, vem do Corolário da Proposição 3.10 que xR' E 
't, e daí ?;;; >- 7Rr. Se w é uma função valorização de Q para a qual Rw/ Jw é 
anel artiniano simples, então Rw é anel de valorização de Q pelo Teorema 3.3. Mais 
ainda, sendo w não trivial existe x E Q\{0} tal que w(x) f O, e usando (w4 ) obtemos 
sE Q' satisfazendo w(s-1) = -w(s) = -w(x). Portanto existe< E {-1,1} tai que 
w(sf) < O e assim sf 'i. Rw, isto é, Rw f. Q. Agora repetimos a primeira parte da 
demonstração com Rw no lugar de R1

, para concluir que ~. rv 7R., . 

O Teorema acima aplicado a um corpo, é o resultado conhecido sobre valo
rizações comutativas. A saber, se A é um anel de valorização próprio de K, então 
existe uma valorização não trivial v de K tal que '7Ã. ,..._, 1;. Reciprocamente, se v é 
uma valorização não trivial de K, então 7; ,....., '7Ã ... onde Av= {x E K i v(x) 2: 0}. 

Observamos que a hipótese w não trivial é necessária para a parte final do 
Teorema 3.13, pois quando w é trivial temos Rw = Q e Jw = {0}, e daí 7R. = {0, Q}, 
enquanto 't é discreta pela Proposição 3.11. Portanto quando w é trivial, TRw e 't 
não são equivalentes. 

Citamos no início do Capítulo, que quando v é uma valorização não trivial 
do corpo K, então (K,1;;) é um corpo V-topológico. No próximo Capítulo propomos 
uma definição para V-topologia, em um anel artiniano simples de dimensão finita 
sobre seu centro. Se w é uma função valorização não trivial de Q para a qual Rw/ lw 
é anel artiniano simples, veremos que (Q,í;;,) é anel artiniano simples V-topológico, 
em função do Teorema 3.13. 
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Capítulo 4 

Anéis Artinianos Simples e 
V-Topologias 

Novamente para este Capítulo, Q é um anel artiniano simples com centro 
F, [Q : F] < oo, R é um anel de valorização próprio de Q e V ~ R n F. 

Os corpos V-topológicos foram caracterizados por Kowalsky e Dürbaum 
em [KD]. Eles provaram que (K, 7) é um corpo V-topológico se, e somente se, T é 
gerada por urna valorização ou por um valor absoluto. Em função das propriedades 
dos R-ideais que obtivemos no Capítulo II, propomos urna definição para V-topologias 
em anéis artinianos simples, que é satisfeita pela topologia gerada por um anel de 
valorização. Reciprocamente provamos que as V-topologias em anéis artinianos 
simples, são geradas por anéis de valorização ou por normas. Estudamos também o 
caso especial no qual as V -topologias são geradas por anéis de valorização discretos. 

Verificaremos que da mesma forma que ocorre no caso comutativo, uma 
V-topologia em um anel artiniano simples é localmente limitada. Terminaremos 
caracterizando as topologias geradas por anéis de valorização de Dubrovin, como 
topologias localmente limitadas que possuem uma vizinhança limitada da origem 
aditivamente fechada, e cuja restrição ao centro é um corpo V -topológico. 
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As valorizações e os valores absolutos em um corpo K, geram uma V
topologia em K, como pode ser visto em [KD], [PZ] e [Wi]. A recíproca deste 
fato é conhecida como Teorema de Kowalski-Dürbaum. Para saber quando uma 
V -topologia é equivalente a uma valorização , e quando é equivalente a um valor 
absoluto, usamos os elementos analíticos nilpotentes do corpo. 

Definição: Seja (K, T) um corpo topológico de Hausdorff. Dizemos que a E K 
é analítico nilpotente quando a seqüência {an}nEJV converge para zero, isto é, para 
todo aberto A contendo O, existe n0 E IN tal que n ~ n0 implica an E A. 

Abaixo enunciamos o Teorema de Kowalski-Dürbaum, apresentado em [KD). 
Uma demonstração detalhada deste Teorema, pode ser vista em { [Mi], §3, Teoremas 
3.17e3.19). 

Teorema 4.1: Seja (K, T) um corpo V-topológico. 

(a) Se K não tem elemento analítico nilpotente não nulo, então T é equivalente a 
topologia gerada por uma valorização de Krull, que não é valor absoluto. 

(b) Se K tem elemento analítico nilpotente não nulo, então T é equivalente a 
topologia gerada por um valor absoluto não trivial. 

A valorização obtida no ítem (a) do Teorema é não trivial, pois pela Proposi
ção 3.11 só nesta situação T é não discreta. Assim temos um anel de valorização pró
prio do corpo que gera a V -topologia, pelo Teorema 3.13. 

Quanto ao valor absoluto obtido no ítem (b) do Teorema, temos duas pos
sibilidades: ser ou não arquimediano. Os valores absolutos não arquimedianos são 
valorizações, como pode ser visto em { [E], pg 20 }, e portanto neste caso também 
temos um anel de valorização próprio que gera a V -topologia. 

A seguir apresentamos a definição de anel artiniano simples V -topológico, 
com a qual estenderemos os resultados acima. Recordamos, conforme definimos no 
Capítulo Il, que um corpo topológico não discreto e Hausdorff (K,O") é chamado de 
corpo V-topológico, quando para toda vizinhança W de O, o conjunto (K\W)- 1 é 
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limitado. 

Definição: Dizemos que o anel topológico não discreto e Hausdorff (Q,T) é um 
anel artiniano simples V-topológico, e que T é uma V-topologia em Q, quando: 

(a) Para cada vizinhança W de O em F, o conjunto (F\W)-1 é limitado. 

(b) Para cada vizinhança U de O em Q, existe uma vizinhança V de O em Q tal 
que V Ç (U n a1F) Ell (U n a2F) Ell · · · Ell (U n anF), para alguma F-base regular 
{a1,a2, · · · ,an} de Q. 

Observamos que quando Q é um corpo, a condição (b) da definição acima 
é automaticamente verificada. Portanto neste caso, a definição de anel artiniano 
simples V-topológico, coincide com a definição de corpo V-topológico. 

Provaremos agora dois Lemas, que serão úteis para uma caracterização dos 
anéis artinianos simples V -topológicos. 

Lema 4.2: As condições abaixo são equivalentes para o anel topológico (Q,T). 

(i) Para cada vizinhança U de O em Q, ·existe uma vizinhança V de O em Q tal 
que V Ç (U n a1F) E!l (U n a2F) E!l · · · E!l (U n anF), para alguma F-base regular 
{a1 ,a2,···,a.n} deQ. 

{ii) T é equivalente a topologia produto, induzida pela topologia de F. 
Demonstração: 
(i):::::}- (ii) Vamos verificar que Trv Il, para rr =T1atFEBT1a2F E9 ···EB T1anFJ e em 
função do Lema 2.10 podemos trabalhar apenas com abertos contendo a origem. 
Seja A E T com O E A, então a continuidade da função sorna em relação a topologia 
T, garante a existência de mn aberto A' E T tal que O E A' e A'+ A'+· · ·+A' Ç A, 
para n-cópias de A'. Como Bi =A' n aiF E T1a,F para cada i E {1,2,· · · ,n}, vem 
que B = B1 EBB2E9· · ·EBBn E Il, e se b = b1 +b2+ · · ·+bn E B então bi E A' para todo 
i, e daí b E A. Assim B Ç A e II r- T. Seja agora C mn aberto de Il com O E C, e 
então para cada i E {1, 2, ... 'n} existe ci E T1a,F tal que cl E9 c2 EB ... EB Cn ç C, 
com O E C, e Ci = Ui n ai F para algum Ui E T. Tomando U = ni=i Ui temos pela 
hipótese (i) que existe V E T tal que V Ç (U na1F) E!l (Una2F) E!l .. · E!l (UnanF) Ç 

C, Ell C2 Ell · · · Ell Cn Ç C, provando que T >- II. 
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(ii) =}(i) Seja {a1,a,, ... ,a.) uma b!l.'le regular de Q tal que T~ TI, para TI= 
'71a1F EB'T1a2F EB · · · G1'T1a,F. Se U é uma vizinhança de O em Q, então existe A E T tal 
que O E A Ç U. Segue que Bi = AnaiF E 71a,F para cada i E {1, 2, · · ·, n }, que leva 
aB = B1EBB2EB· ··EBBn E IIeO E B. ComoT >- II, existe V E T, V vizinhança de O 
em Q, tal que V c; B = B,(J)B,(J)· · ·(J)B. = (Ana1F)(J)(Ana2F)(J)· · ·(J)(AnA.F) c; 
(Una, F) (J) (U n a2F) (J) · · · (J) (U n A.F). 

Note que para uma topologia T em Q, temos que T ser Hausdorff implica 
em T1F ser Hausdorff, e T ser discreta implica em 11F ser discreta. A recíproca das 
implicações acima não vale em geral, pois tomando Q = M2(JF2) e 

T = { 0, Q, { ( ~ ~ ) , ( ~ ~ ) } , { ( ~ ~ ) , ( ~ ~ ) } • { ( ~ ~ ) } • 

{(~ ~).(~ n.(~ nn. 
temos que T não é discreta e nem Hausdorff. Mas F = { ( ~ ~ ) , ( ~ ~ ) } e 

11F = { 0,F, { ( ~ ~ ) } , { ( ~ ~ ) } } , assim 71F é discreta e Hausdorff. 

Veremos que estas recíprocas sempre são verdadeiras, quando trabalhamos 
com anéis topológicos onde valem as condições equivalentes do Lema 4.2. 

Lema 4.3: Seja (Q,T) um anel topológico, onde T é equivalente a topologia 
produto induzida pela topologia de F. 

(a) (Q,T) é Hausdorff se, e somente se, (F, 71F) é Hausdorff. 

(b) (Q,T) é discreto se, e somente se, (F, 71F) é discreto. 
Demonstração: 
Seja {a11 az 1 • •• )an} a F-base regular de Q, para a qual T"' Tla1FEB'T1a2F EB · ··EB 

Tla.F · 

(a) Sendo (F, TiF) Hausdorff e a; E Q• para todo i E {1,2, .. ·,n}, temos que 
(a,F, 71 a,F) é Hausdorff por ser homeomorfo a (F, TI F). Segue que 
(Q,11.,F (j)11a,F (j) · · · (j) 71~F) é Hausdorff, e portanto (Q,T) é Hausdorff. 
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(b) Se (F, 11F) é discreto, então {O} é aberto em F. Como a. E Q' para todo 
í E {l,z, ... ,n}, temos do homeomorfismo entre (F, 11F) e (a;F, 'T1a,F) que {O} é 
aberto em (a;F, 'T1a,F). Segue que {O} é aberto em (Q,'T1a,F Ell'T1a,F Ell· · · Ell 71~F ). 
Portanto {O} é aberto em (Q,T) e (Q,T) é discreto. 

Teorema 4.4: Para que o anel topológico (Q,T) seja V-topológico, é necessário e 
suficiente que sejam verificadas as seguintes condições: 

(a1) (F, 11F) é corpo V-topológico. 

(b1 ) T é equivalente a topologia produto induzida pela topologia de F. 
Demonstração: 
Se (Q,T) é anel artiniano simples V-topológico, então a condição (b1) segue do Lema 
4.2. A contimúdade das aplicaçõessoma e produto de (F, 11F) x (F, 11F) em (F, 11F ), 
e a propriedade Hausdorff para (F, 11F) são herdadas de (Q,T). A continuidade 
de <jJ: (F', 71F•) ~(F', Tjp) dada por <jJ(x) ~ x-1, é conseqüência da condição 
(a) da definição de V-topologia, conforme a Proposição 2.8. Para concluir que 
(F, 11F) é corpo V-topológico, falta verificar que (F, 'T1F) não é discreto, mas como 
(Q,T) não é discreto, isso segue do Lema 4.3. Portanto todo anel artiniano simples 
V-topológico satisfaz as condições (a1) e (b1). Reciprocamente, se (Q,T) é um anel 
artiniano simples topológico para o qual valem as condições (a1 ) e (b1), temos pelo 
Lema 4.2 que para cada vizinhança U de O em Q, existe uma vizinhança V de O em 
Q tal que V C: (U na1F) Ell (Una, F) Ell· · · Ell (U nanF), para alguma F-base regular 
{ a 1 , a2 , · · ·, an} de Q. É evidente que (F, T1F) sendo um corpo V-topológico, então 
para cada yjzinhança W de O em F, o conjunto (F\W)- 1 é limitado. Além disso, 
como (F, T1F) não é discreto segue que (Q,T) não é discreto. Finalmente, como 
(F, TiF) é Hausdorff, temos pelo Lema 4.3 que (Q,T) é Hausdorff. Portanto todo 
anel artiniano simples topológico que satisfaz as condições (a1 ) e (bi) é um anel 
artiniano simples V -topológico. 

Corolário: (Q,'JR) é anel artiniano simples V-topológico. 
Demonstração: 
As condições (ai) e (bi) do Teorema anterior, seguem dos Teoremas 2.9 e 2.17. 

O próximo Lema será usado para verificar que as V-topologias em Q, para as 
quais F não tem elemento analítico nilpotente não nulo, são equivalentes a topologias 
geradas por aneis de valorização próprios de Q. 
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Lema 4.5: Sejam (Q,T) um anel topológico ex E Q. 

(a) Se A E T e O E A, então existe B E T com O E B tal que Bx ç A. 

(b) Se A E T, UEAexE Q*,entãoexiste B E T comuE Bx tal que Bx Ç A. 
Demonstração; 
{a) A continuidade da função produto no ponto {O,x) assegura a existência de 
abertos B e C tais que O E B, x E C e B.C C A, daí O E Bx Ç A. 

(b) Como T é uma topologia de anel, para cada u E A temos que ( -ux~ 1 + Ax-1 ) 

é aberto contendo O, e então pelo ítem (a) existe B' E T tal que O E B'x-1 ç 
(-ux- 1 + Ax-1). Tomando B = ux-1 + B'x-1 vem que B E T, ux-1 E B e 
B Ç ux-1 + ( -ux-1 + Ax-1) = Ax-1 que leva a u E Bx Ç A. 

Teorema 4.6; Seja (Q,T) um anel artiniano simples V-topológico. Se F não tem 
elemento analítico nilpotente não nulo, então T é equivalente a topologia gerada por 
um anel de valorização próprio de Q. 
Demonstração: 
Por hipótese, (F,T!F) é corpo V-topológico sem elemento analítico nilpotente não 
nulo, e então pelo Teorema 4.1 existe uma valorização de Krull v de F tal que 
T1 F ,...., Tv . Como T1 F é não discreta, vem que Tv é não discreta e segue da 
Proposição 3.11 que v é não trivial. Agora usamos o Teorema 3.13 para garantir a 
existência de uma anel de valorização V de F tal que Tv rv 71F ,...., Tv . Pelo Teorema 
da Extensão existe um anel de valorização R de Q que satisfaz R n F = V, e Tv = 
7RI F pelo Corolário da Proposição 2.6. Como T é uma V-topologia, chamando 
n = [Q : F], vem do Teorema 4.4 que existe uma F-base {b1 , b2 , · · ·, bn} de Q tal 
que T "" T1 b1F EElT1 b2F EEl · · · EEl T1 bnF. Vimos no Corolário do Proposição 2.14, 
que existem v1,v2 ,···,Vn E V* tais que para ai= bivi, i E {1,2,··· ,n}, o conjunto 
{a1,a2 , · · ·, Dn} é uma F-base regular de Q contida em R* e11tF = biFpoisviF =F. 
Usando o Teorema 2.17 temos 7R ,..._, 7Ria.1FEB 7Ria.2 p EB ···EEl7RianF 1 e portanto para 
provar que T "' 7R , é suficiente verificar que '71 a., F """ 7RI a.; F para cada índice i. 
Para isso, fixamos i, tomamos E E 71n;F, E não vazio e escolhemos u E E. Então 
E = A n aiF para algum A E T e u E A. Usamos o Lema 4.5 para obter B E 
T que satisfaz u E Bai Ç A, donde vemos que ua-;1 E B. Também uai1 E F 
pois u E E Ç aiF, assim ua;1 E B n F e B n F E T1F que é equivalente a 7RIF, 
garantindo a existência de A' E '7R tal que uaf1 E A' n F Ç B n F. Aplicamos 
novamente o Lema 4.5 para aj1 E Q* e A' E 1R obtendo B' E 1R para o qual vale 
ua-;-1 E B'ai1 Ç A'. Tomando C= B' n aiF temos que u E C e C E 7Rin,F. Além 
disso se c E C, então c= UiS com sE F e c E B'. Segue que s = caj1 E B'ai1 Ç A' 
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e daí s E A' n F Ç B n F. Portanto c = a,s = sa.; E Ba.; Ç A que mostra 
que C Ç A, mas como C Ç aiF temos C Ç A n aiF = E, e então ?RI a;F >
Tla.;F. Para verificar que T1a;F >- ?Ria.;F procedemos da mesma forma. Obtivemos 
um anel de valorização R de Q que gera uma topologia equivalente a T, e resta 
provar que R é subanel próprio de Q. Se R = Q temos V = F, e assim Tv tem 
{a F ; a E F*} = {F} como sistema fundamental de vizinhanças abertas da origem. 
Isso leva a Tv = {0, F} que não é uma topologia de Hausdorff, em contradição com 
Tv ~ TiF e Ti F topologia de Hausdorff. Portanto R é anel de valorização próprio 
de Q. 

Corolário: Se w é uma função valorização não trivial de Q tal que Rw/ Jw é anel 
artiniano simples, então '"Ç é uma V-topologia em Q. Reciprocamente, se T é uma 
V -topologia em Q e F não tem elemento analítico nilpotente não nulo, então existe 
uma frmção valorização não trivial w em Q tal que T "' 't,. 
Demonstração: 
A primeira parte é uma combinação do Teorema 3.13 com o Corolário do Teorema 
4.4, e a segunda é obtida dos Teoremas 3.13 e 4.6. 

Recordamos, conforme ([E], pg 20 ), que existe uma correspondência biunlvo
ca entre os valores absolutos não arquimedianos, e as valorizações exponenciais do 
corpo F. Com as convenções e-= = O e -ln O = oo, a cada valor absoluto não 
arquimediano <p : F-+ IR+, associamos a valorização exponencial v : F-+ JRU { oo} 
dada por v(x) = -ln(tp(x)). Reciprocamente, a cada valorização exponencial 
v : F -+ IR U { oo} fazemos corresponder o valor absoluto não arquimediano 
<p: F -+IR+, dado por ~.p(x) = e-v(x). 

Se V é o anel de valorização de F correspondente a v, pela identificação 
acima, ternos que J(V) = {x E F; v(x) >O}~ {x E F; l"(x) < 1}. 

A partir de um valor absoluto tp: F -+ IR+, definimos d'f' : F X F-+ IR+ por 

dr,o(X, y) = tp(x- y). É fácil ver que dr,o é uma métrica e define uma topologia 'J; em 
F, cujo sistema fundamental de vizinhanças abertas para a origem é {Vt; E > 0}, 
onde V, = {y E F; I"(Y) < <}, . Mais ainda, (F,<;;) é um corpo V -topológico, como 
pode ser visto em ( [PZ], §3 ) . 
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N assa afirmação é que através da identificação entre os valores absolutos não 
arquimedianos e as valorizações exponenciais, produzimos topologias equivalentes 
em F. Apesar deste resultado ser imediato, colocamo-o em forma de proposição 
para facilitar referências futuras. 

Proposição 4.7: Sejam v e <p respectivamente uma valorização exponencial e um 
valor absoluto não arquimediano no corpo F. Se v(x) ~ -ln(<p(x)) para todo x E F, 
então 7;; ~-z;;. 

Demonstração: 
Vimos no Capítulo Ili que para u, = {y E F; v(y) > 6}, o conjunto {U,; 6 E IR} 
é um sistema fundamental de vizinhanças abertas para a origem na topologia 1;; , e 
que (F,'J;) é um corpo V-topológico. Para provar que 1;; é equivalente a 1;, usamos 
o Lema 2.10, e então podemos trabalhar apenas com os abertos dos sistemas de 
vizinhanças acima. Dado U6 E 7;;, temos € = e-6 > O e tomamos V~ E 'J;. Se y E Vt 
então <p(y) = e-"(Y) <'=e-' implicando em v(y) > 6 e y EU,. Assim V,<:: U, e 
-z;; ?-'"{;. Por outro lado, dado V, E "Jp, tomamos 6 = -In< eU, E 7;;. Se y EU, 
então v(y) = -ln(<p(y)) > 6 =-In<, implicando em <p(y) = e-"(Y) <e-'=<, e 
y E V,. Portanto u, <::V, e 7;; ?-"Jp. 

Corolário: Se V é um anel de valorização maximal do corpo F, então a topologia 
gerada por V é equivalente a topologia -gerada por um valor absoluto não arquime
diano de F. 
Demonstração: 
Seja v o valor absoluto correspondente a V, então sabemos que 1;; "-' o/ . Como V é 
maximal, temos que rank(V) = 1 e então por ([E], pg 50), a valorização correspon
dente a V é equivalente a uma valorização exponencial. Tomamos agora <p o valor 
absoluto não arquimediano correspondente a v, e pela Proposição '7; '"'-"?;; '""" 1V. 

Um valor absoluto rp no corpo F é chamado trivial quando rp(O) O e 
<p(t) ~ 1 para todo tE F, t f O. 

Lema 4.8: Se F é um corpo com uma topologia gerada por um valor absoluto não 
trivial, então F possui elemento analítico nilpotente não nulo. 
Demonstração: 
Seja 1.p o valor absoluto não trivial que gera a topologia 1; em F. Sendo rp não 
trivial, existe x E F, x f O, tal que <p(x) f 1, e como <p(x-1

) = <p(x)-1 temos um 
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elemento não nulo y = x ou y = x-1 em F tal que O< rp(y) < 1. Na topologia usual 
dos números reais a seqüência ÜP(Y)n} converge para zero. Seja B(O, t) um aberto 
de 1;, para este E, existe n0 E ffV tal que n 2: no implica r.p(yn) = r.p(y)n <E, e assim 
yn E B{O, €). Portanto {yn} converge para zero em 1;; e y é um elemento analítico 
nilpotente não nulo de F. · 

Corolário: Se (Q,T) é anel artiniano simples V-topológico, para o qual F não tem 
elemento analítico nilpotente não nulo, e R é o anel de valorização próprio de Q que 
gera T, então R não é maximal em Q e portanto não é anel de valorização discreto. 
Demonstração: 

Se R é maximal, segue de [13] da página 18l que V = R n F é anel de valorização 
maximal de F, e o/ ,....., 1RIF pelo Corolário da Proposição 2.6. Usando o Corolário 
da Proposição 4. 7 obtemos um valor absoluto 'P em F tal que íV ,..,_, 1;; , e r.p é não 
trivial, pois caso contrário IRIF ,.., 1; seria discreta. Assim podemos aplicar o Lema 
4.8 para concluir que F com a topologia IRIF tem elemento analítico nilpotente não 
nulo. Isso contradiz a hipótese, e portanto R não é anel de valorização maximal de 
Q. 

Definição: Se r.p é um valor absoluto em F, diremos que uma aplicação 'ljJ : Q ..__..., IR+ 
é uma norma em Q quando: 

(i) ,P(x) =O"" x =O. 

(ii) ?j>(tx) = <p(t),P(x), 

(iii) ?j>(x + y) :S ,P(x) + ?j>(y), 

para quaisquer t E F e x E Q. 

para quaisquer x, y E Q. 

A aplicação d,p: Q x Q--> IR+ dada por d,p(x, y) = ?j>(x- y) é uma métrica 
em Q, e define uma topologia Hausdorff 7,;; em Q, cujo sistema fundamental de 
vizinhanças abertas para a origem são as bolas abertas B(O, E), f> O. 

Uma norma 1j> em Q é dita trivial quando ,P(O) =O e ,P(x) = I para todo 
X E Q,x f 0. 

Sejam n = [Q: F] e {a1 ,a2,···,an} uma F-base de Q. É fácil ver que 
'ljJ : Q - IR+ definida por 1P(E~=l aixi) = maxi{ l.f'(xi)} é uma norma em Q, e que 'ljJ 
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é trivial se e somente se I.{J é trivial. 

Lema 4.9: Seja {a1, a2, · · ·, an} uma F-base de Q. Então para a norma definida 
acima vale: 

(a) 'ljJ é a norma trivial se, e somente se, 1;p é a topologia discreta. 

(b) s: (Q, T,p) X (Q, T,p)--> (Q, T,p); s(x,y) = x- y é contínua. 
Demonstração: 
(a) Se 1/J é a norma trivial, então para cada x E Q temos que B(x, 1/2) = {x). 
Assim todo subconjrmto de Q é aberto como uma reunião de abertos, e portanto 
T,p é a topologia discreta. Reciprocamente, se 7;p é discreta existe E > O tal que 
B(O, <) = {O} pois {O} é aberto. Supondo que 1/J não é trivial, teremos <p não trivial 
e então existe x E F, x # O, tal que <p(x) # 1. Se <p(x) < 1 então existe n E IN 
tal que <p(xn) = <p(x)" <'e daí xn E B(O, <). Se <p(x) > 1, existem E IN tal que 
<p(xm) = <p(x)m > 1/< que leva a <p(x-m) = <p(x)-m <<ex-mE B(O, <). Portanto 
em qualquer caso obtemos um elemento não nulo na bola B(O, E) = {O} que não é 
possível. Concluímos então que 'ljJ é trivial. 

(b) Fixamos (x 0 , y0 ) E Q x Q e consideramos B(xo- Yo, <) o aberto contendo xo- y0 . 

Tomando B = B(xo,</2) x B(y0 ,</2) que é aberto de Q x Q contendo (xo,y0 ), e 
u = (x,y) E B temos s(u) = x-y. Mas..jJ((x-y)-(xo,Yo)) <:: 1/J(x-xo)+..jJ(yo-y) < 
E/2 + E/2 = E, implicando em s(u) E B(x0 - y0 , E). Portanto s é contínua em todo 
(xo,Yo) E Q x Q. 

Proposição 4.10: Sejam r.p um valor absoluto não trivial em F, e { a1, a2 , • • ·, an} 
uma F-base regular de Q. Então para a norma '1/J(L:?=I a,xi) = maxi{ r.p(xi)} são 
equivalentes: 

(i) (Q,T,p) é anel artiniano simples V-topológico. 

(ii) p: (Q,T,p) x (Q,T,p)--> (Q,T,p); p(x,y) = xy é contínua. 
Demonstração: 
(i) =;> (i i) É imediato. 

(íi) =;> (i) Vamos verificar as condições (a1) e (b1) do Teorema 4.4. Pelo Lema 4.9 
temos que(Q,T,p) é um anel topológico. Como r.p é um valor absoluto não trivial, segue 
de ([PZ], §3) que T,p = T,p]p é uma V-topologia em F, e assim (F,T,p]p) é corpo V
topológico, e assim vale (a1). Sejam agora U uma vizinhança de O em Q e A o aberto 
de 7;p tal que O E A Ç U. Para cada i E {1, 2, · · ·, n }, a continuidade da aplicação p 
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garante que aj1 A ET,p, e daí temos aj1 AnF aberto em 1;p contendo O. Assim existe 
Ei > o tal que B<P(O, Ei} ç aj1 AnF, implicando em aiB<P(O, Et) ç Ana,: F ç unaiF
TomandOE = mini{Ei} e V= B(O,t) E T;p, vemosqueparax E V, x = 2::?=1 aixivale 
<p(x,) ~ max,{ <p(x,)} ~ 1/J(x) < E ~ '•· Portanto x, E B,(O, <,) ex E a1B,(O, <r)+ 
a,B,(O, <2) + · · · + a,B,(O, <n) Ç (Una, F) E!l (Una, F) EB .. · EB (U nanF), que prova 
que V Ç (U n arF) EB (U n a,F) EB · · · EB (U n anF). Agora aplicamos o Lema 4.2 
para ver que T,p é equivalente a topologia produto induzida por F, e portanto vale 
(b,). 

Teorema 4.11: Seja (Q,T) um anel artiniano simples V-topológico. Se F tem 
elemento analítico nilpotente não nulo, então T é equivalente a topologia gerada 
por uma norma não trivial em Q. 
Demonstração: 
Sejam n ~ [Q: F] e {a1 ,a2 , .. ·,an) uma F-base regular de Q, para a qual 
T rv 11 alFEB 11 a2F EB ... EB 11 a,.F = II, que existe pelo Teorema 4.4. Como F 
tem elemento analítico nilpotente não nulo, segue do Teorema 4.1 que existe um 
valor absoluto não trivial tp em F tal que 7i F rv T.p . Definimos em Q a norma 
1/'(2:::?=1 aixi) = maxi{ip(Xi)}, Xi E F, que é não trivial e Ty.lp= T.p. Vamos verificar 
que ~ é equivalente a II, mas pelos Lemas 2.10 e 4.9 basta trabalhar com abertos 
contendo a origem. Seja A um aberto na topologia produto contendo O. Então para 
cada i E {1,2,· · · ,n} existe Bi E 71a,F tal que O E Bi e B1 EB B2 EB · · · EB Bn Ç 
A, com B, ~ A, n a;F para algum A. E T. Como (Q,T) é anel topológico e 
a,: E Q*, temos que aj1 Ai é um aberto de T contendo O, e aj 1 Ai n F E TIF ,.._, T;p, 
que implica na existência de uma bola aberta B<P(O, Ei) em F tal que B 10 (0, Ei) Ç 

aj1 Ai n F e portanto aiB<P(O, Ei) Ç A. n aiF = Bi. Tome E = mini{ Ei} e considere 
B(O, E) E T,p. Dado x E B(O, E) temos x = a1x 1 + a2x2 + · · · + anXn, e para cada 
i, <p(x,) ~ max,{<p(x,)} ~ 1/J(x) < E ~ E,, implicando que x, E E,( O, <•) e assim 
x E a1B,(O, <,) + a,B,(O, <,) + · · · + anB,(O, <n) Ç B, + B, + · · · + Bn Ç A que 
prova que 1;p >- T. Por outro lado, seja B(O, t:) um aberto de 7;p contendo O. Como 
B(O, E) n F= B<P(O, t:) E Tcp '""11F, e para cada i E {1, 2, · · ·, n} a aplicação x r---+ aix 
é um homeomorfismo de (F,TjF) em (a.;F,Tia,F), então a,B,(O,<) E Tia.F· Tome 
A~ a1B,(O, <) + a,B,(O, <) + · · · + anB,(O, <)que é aberto na topologia produto e 
contém O. Se q E A, então q = a1x1 + a2x2 + · · · + anXn com Xi E Br.p(O, E). Assim 
1/J(q) ~ max;{<p(x,)} <E e q E B(O,<). Portanto A Ç B(O,<) e T >- T,p. 

Corolário: Seja (Q,T) um anel artiniano simples V-topológico. 

(a) F tem elemento analítico nilpotente não nulo se, e somente se, T ,...,__ T,p para 
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alguma norma não trivial,P em Q. 

(b) F não tem elemento analítico nilpotente não nulo se, e somente se, T ,...., 7R_ 
para algum anel de valorização próprio R de Q, e T não é equivalente a topologia 
gerada por uma norma em Q. 
Demonstração: 
(a) Uma direção é o Teorema 4.11. Sejam 1j; a norma não trivial tal que T "-' T,p, e 
tp o valor absoluto que gera 'lj;. Então tp é não trivial, 71F ,....., 'fv.IF = T:p e pelo Lema 
4.8 F tem elemento analítico nilpotente não nulo. 

(b) Se F não tem elemento analítico nilpotente não nulo, então pelo Teorema 4.6 
existe um anel de valorização próprio R de Q tal que 7R ,....., T. Pelo ítem (a) uma 
norma não trivial não pode gerar T. Como a norma trivial gera a topologia discreta 
e T é não discreta, vem que T não pode ser gerada pela norma trivial. A recíproca 
segue de (a). 

O próximo Teorema é devido a Ostrowski. Nós o usaremos para concluir 
que se T é uma V -topologia em Q, para a qual F tem elemento analítico nilpotente 
não nulo, e se o valor absoluto que gera 11F é arquimediano então F Ç (E. 

Teorema 4.12: ( [B], §6, Nº 4, Théoréme 2 ) Sejam F um corpo e <p : F~ IR+ 
uma aplicação, tais que para x, y E F vale: 

(1) <p(x)~o..,.x~o. 

(2) <p(xy) ~ <p(x)<p(y). 

(3) <p(x + y) > max{<p(x),<p(y)}. 

(4) <p(x +y) S A.max{<p(x),<p(y)} para algum A > O. 

Então existe s E IR, s > O, e um isomorfismo j de F em um subcorpo denso de 
IR ou !E. tal que <p(x) ~1 j(x) I' para todo x E F, onde I · I é a norma usual de IE. 
Para que 'P seja um valor absoluto é necessário e suficiente que s ::; 1. 

Teorema 4.13: Sejam (Q,T) um anel artiniano simples V-topológico, para o qnal 
F tem elemento analítico nilpotente não nulo, e tp o valor absoluto que gera 11F· 
(a) Se 1.p é não arquimediano então T é equivalente a topologia gerada por anel 
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de valorização maximal R de Q, e R é anel de valorização discreto se e somente se, 
J(V)' of J(V) onde V= RnF e J(V) = {x E F; <p(x) < 1}. 

(b) Se 1.p é arquimediano então 'T não é equivalente a topologia gerada por um 
anel de valorização maximal de Q. Mais ainda, F Ç ([}e <p(x) =I x I' para algum 
sE(O,I]. 
Demonstração. : 
(a) Seja v a valorização exponencial correspondente a <p. Como vimos na Proposição 
4.7, 7;- T,p e também V= {x E F; v(x) 2: O}= {x E F; <p(x) SI} é o anel de 
valorização de F correspondente a V com Tv "' Tv. Pelo Teorema da Extensão, 
existe um anel de valorização R de Q tal que R n F = V, e 1R f'.J 'T conforme 
provado na demonstração do Teorema 4.6. Como v é uma valorização exponencial: 
vem de ([E], pg 50) que rank(V) S I. Note que rank(V) = O não é possível, pois 
neste caso teríamos V = F implicando que Tv é caótica, mas Tv f'.J T,p é Hausdorff. 
Portanto rank(V) = I e V é subanel maximal de F, que por [13] da página 18, 
leva a R maximal em Q. Pela Proposição 1.20, R é discreto se e somente se V é 
discreto, mas como V é maximal isso equivale a J(V) =f J(V) 2• Mas pela definição 
de v, temos J(V) = {x E F; <p(x) <I}= {x E F; v(x) > 0}. Portanto R é anel de 
valorização discreto se, e somente se, J(V) # J(V) 2 

(b) Se T ~ 7R. para algum anel de valorização maximal R de Q, então pelo 
Corolário da Proposição 2.6 temos T.p rv TI F f'.J Tv, para v = R n F. Como v 
é maximal segue do Corolário da Proposição 4. 7 que Tv é equivalente a topologia 
gerada por um valor absoluto não arquimediano de F. Isso é uma contradição, pois 
por hlpótese Tv ......, T.p, com 1.p arquimediano, assim T não pode ser gerada por um 
anel de valorização maximal de Q. Claramente 1.p satisfaz as condições (1), (2) e 
(3) do Teorema de Ostrowski, por ser valor absoluto arquimediano. Além disso r.p 
satisfaz a condição (4) para A= 2 pois <p(x+y) S <p(x)+<p(y) S 2.max{<p(x), <p(y)}. 
Portanto F Ç ([}e como <pé valor absoluto, <p(x) =I x I' para algum sE (O, 1]. 

Corolário: Seja ( Q, T) um anel artiniano simples V -topológico. Para que T 
seja equivalente a topologia gerada por um anel de valorização discreto R de Q, 
é necessário e suficiente que sejam verificadas as condições abaixo: 

(a) F tem elemento analítico nilpotente não nulo. 

(b) TIF "'T.p, para algum valor absoluto não arquirnediano r.p em F. 

(c) J(V) of J(V)2 para V= {x E F; <p(x) < 1}. 
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Demonstração: 
Se 7 é equivalente a topologia gerada por um anel de valorização discreto de Q, 
então segue do Corolário do Lema 4.8 que F tem elemento analítico nilpotente não 
nulo. Pelo Teorema 4.1 vemos que 71 F rv 7;p, para algum valor absoluto <p em 
F. Agora usamos os ítens (b) e (a) do Teorema 4.13 para concluir que <pé não 
arquimediano e J(V) f. J(V) 2 A recíproca é imediata. 

Um corpo topológico não discreto e Hausdorff é localmente limitado, con
forme ( [KD], §2 ), quando possui um sistema fundamental de vizinhanças abertas 
para a origem, que contém uma vizinhança limitada, no sentido da definição dada 
na página 30. Em ( [KD], §3, Satz 8 ) vemos que toda V-topologia em um corpo 
é localmente limitada. Nosso próximo objetivo é verificar que as V-topologias, em 
aneis artinianos simples, são localmente limitadas segundo a definição abaixo. 

Definição: Seja (8, 7) um anel topológico não discreto e Hausdorff. A topologia 
T é dita localmente limitada, quando possui um sistema fundamental de vizinhanças 
abertas da origem que contém uma vizinhança limitada. 

A exigência da topologia ser não discreta, para a definição de topologia 
localmente limitada, é imposta para evitar que {O} seja vizinhança de O. Caso 
contrário, pela definição de conjunto limitado, teríamos que toda vizinhança de O é 
limitada. 

Se Q é anel artiniano simples com centro F, e R é anel de valorização de 
Q, então a topologia dos R-ideais, 1R_ , é localmente limitada. De fato, verificamos 
no Capítulo II que V"= {aR; a E R n F*} é sistema fundamental de vizinhanças 
abertas da origem para a topologia 1R . É claro que R E V" e R é limitado. , 

Proposição 4.14: Se {S, T) é anel topológico localmente limitado e F é o centro 
de S, então (F,T1F) é corpo topológico localmente limitado. 
Demonstração: 
Seja V o sistema fundamental de vizinhanças abertas da origem para a topologia 
T, com vizinhança limitada U. Tome VF = {V n F; V E V } que é um sistema 
fundamental de vizinhanças abertas da origem para T1F· Se V n F E VF, então 
V E V, e como U é limitada em 7, existe W E V tal que U. W Ç V. Tomando 
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Wn F E Vp temos (U nF).(W n F) Ç (V n F). Portanto U n F é uma vizinhança 
limitada de O em TIF , e TIF é corpo topológico localmente limitado. 

Lema 4.15: Sejam (8, T) um anel topológico, F o centro de S e M Ç S. Se 'T1F 
não é a topologia discreta, então são equivalentes: 

(i) M é limitado. 

(ii) Para toda vizinhança U de O, existe x E F' tal que xM Ç U. 
Demonstração: 
(i) => (ii) Sendo M limitado, existe uma vizinhança W de O tal que W.M Ç U. 
Como 71 F não é discreta, vem que W n F # {O} e assim existe x E F' n W. 
Claramente xM Ç W.M Ç U. 

(ii) :::? (i) Seja W uma vizinhança de O. Como a função produto é contínua, 
existe um aberto A contendo O tal que A.A ç_ W. Por (ii) exite x E F* tal que 
xM Ç A. Aplicando o Lema 4.5 para A e x- 1 , obtemos uma vizinhança V de O tal 
que Vx- 1 Ç A. Agora V.M ~ Vx- 1xM Ç A.A Ç W e portanto M é limitado. 

Teorema 4.16: Se (Q,T) é anel artiniano simples V-topológico, então a topologia 
T é localmente limitada. 
Demonstração: 
Sendo T uma V -topologia temos que T "' 7ft para algum anel de valorização R de 
Q, ou T "' 7;p para alguma norma não trivial 'lj; de Q. No primeiro caso já observamos 
que T é localmente limitada. Para ver que 7;p é localmente limitada, basta provar 
que B(O,l) ~ {x E Q; 1/J(x) < 1} é limitada, pois {B(O,,);' >O} é um sistema 
fundamental de vizinhanças da origem para T,p. Como (F,7Ip) é corpo V-topológico 
temos que 'T1F não é discreta, e podemos aplicar o Lema 4.15. Seja B(0,6), 6 >O, 
outra bola aberta, então é suficiente obter u E F" tal que uB(O, 1) Ç B(O, 6). Já que 
<p =~~F é um valor absoluto não trivial, T.p é uma V-topologia e portanto {O} rf_ T.p. 
Assim B(O, o)nF #{O} e tomamos u E B(O, 8) nF•. Se a E B(O, !), então 1/J(a) < I 
e daí 1/J(ua) ~ <p(u)1/J(a) < <p(u) < 8 que leva a ua E B(O,o), e uB(O, !) Ç B(O, 8). 
Logo T,p é localmente limitada. 

Para o anel topológico (Q,T), vimos até o momento que se T é equivalente 
a topologia gerada por anel de valorização de Dubrovin de Q, então: 

(!) (F,'T1F) é corpo V-topológico. 
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(2) Existe uma vizinhança limitada U de O em T, tal que U # Q e U + U Ç U. 

(3) T é uma topologia localmente limitada. 

Apresentaremos agora alguns resultados envolvendo topologias que satis
fazem as condições (1), (2) e (3) acima, e terminaremos verificando que tais topolo
gias são exatamente as topologias geradas por anéis de valorização de Dubrovin. 
Mais ainda1 veremos na Proposição 4.19 que quando F não tem elemento analítico 
nilpotente não nulo, a condição (2) pode ser obtida de (1) e (3). 

Proposição 4.17: Seja (Q, T) uma anel topológico. Se T é localmente limitada 
com vizinhança limitada da origem U e 11F não é discreta, então: 

(a) U # Q. 

(b) U define uma topologia Tu em Q. 

(c) Para cada x E F*, xU é urna vizinhança de O em Tu. 

(d) Vu = { xU; x E F*} é um sistema fundamental de vizinhanças da origem para 
a topologia Tu. 

(e) A aplicação soma é contínua em ( Q, Tu). 

(f) Tu ~ T. 
Demonstração: 
(a) Supondo U = Q teríamos Q limitado, mas então pelo Lema 4.15, dada uma 
vizinhança W de O em T, existiria x E F* tal que xQ = Q Ç W. Assim toda 
vizinhança de O conteria Q, que contradiz o fato de T ser topologia Hausdorff. 

(b) Defina A Ç Q como aberto em ( Q, Tu), se para cada a E A, existir x E F* tal 
que a+ xU Ç A. Claramente 0,Q E Tu e Uc.ELAa E Tu, quando Aa E Tu ·e L é 
um conjnnto de índices. Se A1 , Az E Tu e a E A1 n Az, então existem x1 , x2 E F* 
tais que a+ x 1U Ç A 1 e a+ xzU Ç A 2 . Como Ué vizinhança de O na topologia 
T, x 1 ,x2 E F* e a função produto é contínua em (Q,T} temos que x 1U e x 2U são 
vizinhanças de O em T. Assim existem B 1 , B 2 E T com O E B 1 , O E B 2 , B 1 Ç x 1 U e 
B 2 Ç x 2 U. Tomando B = B 1 nB2 vem que B E T, O E B e B Ç x 1U nx2 U. Sendo 
U limitada, aplicamos o Lema 4.15 e obtemos x E F* tal que xU Ç B. Portanto 
xU ç XjU n x,U, daí a+ xU ç (a+ XJU) n (a+ x,U) ç Al nA, e Aj nA, E 7i;. 

(c) Para ver que xU é vizinhança de O em Tu para cada x E F*, mostraremos que 
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1 ={a E Q; a+ yU C: xU, para algum y E F'} é aberto em Tu, O E A e A C: xU. 
E fácil ver que O E A, pois tomamos neste caso y = x. Também se a E A temos que 
a + yU Ç xU e como O E yU, vem que a E xU e então A Ç xU. Para verificar que 
A é aberto em Tu, tomamos a E A e pela definição do conjunto A, existe y E F* 
tal que a + yU Ç xU. Agora como a operação soma é contínua na topologia T e 
U é vizinhança de O, existe uma vizinhança W de O em T tal que W + W Ç U. 
Por ser U limitada, vem do Lema 4.15 que existe z E F* tal que zU Ç W e então 
z(U + U) C: U. Afirmamos que a+ zyU C: A, que provará que A é aberto em 
Tu, pois zy E F*. De fato, para a+ zyu E a+ zyU, tomamos zy E F* e então 
a + zyu + zyU C: a + yz(U + U) C: a + yU C: xU. Pela definição de A vem que 
a + zyU Ç A e portanto xU é uma vizinhança de O em Tu. 

( d) Seja M uma vizinhança de O em Tu, então M contém um aberto A de Tu com 
O E A. Por definição, como O E A, existe x E F* tal que xU Ç A Ç M. Assim 
toda vizinhança de O em Tu contém uma vizinhança de Vu = {xU; x E F*}, isto é, 
Vu = {xU i x E F*} é um sistema fundamental de vizinhanças para Tu. 

(e) Sejam a, b E Q e A E Tu com a+b E A, então existe x E F' tal que (a+b)+xU C: 
A. Como vimos no ítem (c), existe z E F' tal que z(U + U) C: U, e sendo zxU 
vizinhança de O, existe B E Tu com O E B e B Ç zxU. Note que a+ B E Tu, 
pois dador E B existe tE F' tal quer+tU Ç B e daí (a+r)+tU C: a+B. 
Tomamos então C~ (a+ B,b + B) E Tu x Tu, e se (a+ r,b + s) E C temos 
a+r+b+s ~ (a+b)+r+s E (a+b)+B+B C: (a+b)+zxU+zxU Ç (a+b)+xU Ç A. 
Logo a operação soma é contínua em Tu. 

{f) Já sabemos que a soma é contínua em ambas as topologias, e então pelo Lema 
2.10, para provar que T é equivalente a Tu basta trabalhar com abertos contendo 
a origem. Seja A E T com O E A, então como U é um conjunto limitado em T, 
aplicamos o Lema 4.15 para obter x E F* tal que xU Ç A, que prova que Tu >- T. 
Por outro lado, se B E Tu com O E B, então existe y E F* tal que yU Ç B. Como U 
é uma vizinhança de O em T, U contém um aberto C E T com O E C, mas y_ E F* 
e a função produto contínua em T garante que yC E T. Assim yC Ç yU Ç B e 
T >--Tu. 

Corolário: Seja ( Q, T) um anel topológico. Se T é localmente limitada com 
vizinhança limitada da origem U e 11F não é discreta, então: 

(a) 0= {x E Q; xU C: U} é uma vizinhança limitada de O em T. 

(b) Oof Q, O define uma topologia To em Q, que tem V o= {xO; x E F'} como 
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sistema fundamental de vizinhanças da origem e To ~ T. 
Demonstração: 

(a) Sendo 71F não discreta, existe u E U n F' e como OU Ç U temos que Ou Ç U 
e daí OÇ u-•u, com { u-•} limitado e U limitado. Portanto O é um subconjunto 
limitado contendo O. Pela definição de conjunto limitado aplicada a vizinhança U, 
vemos que existe uma vizinhança W de O em T tal que WU Ç U. Segue que W Ç O 
e assim O é uma vizinhança limitada de O em T. 

(b) Segue da Proposição 4.17 aplicada a vizinhança limitada da origem O. 

Para uma topologia T localmente limitada, com vizinhança limitada da 
origem U, fixamos a notação: 

O={xE Q; xU Ç U}. 

Note que pelo Corolário anterior, quando '71 F não é discreta, O é uma 
vizinhança limitada da origem em T que tem a propriedade OOÇ O. 

A notação acima, bem como os próximos resultados, são motivados pelas 
construções técnicas desenvolvidas em [KDJ. 

Lema 4.18: Sejam (Q, T) um anel topológico, T localmente limitada com vi
zinhança limitada da origem U e (F,'flp) V-topologia. Se z E OnF* e z não é 
analítico nilpotente então: 

(a) Existe y E F' tal que z" r;t yO para todo n E IN. 

(b) { z-n; n E IN} é um conjunto limitado. 
Demonstração: 

(a) Chame Z = {zn; n E IN} e suponha que Z n yO f 0 para todo y E F'. Dado 
A E T com O E A, como O é vizinhança limitada, existe x E F* tal que xOÇ A. 
De Z n xO'f 0 temos um n0 E IN tal que zno E xO, e como z E O vem que 
zno+l E xOOÇ xO. Da mesma forma, zno+t E xO para todo t E IN, e assim para 
cada n 2": no temos zn E xOÇ A. Mas isso não é possível pois z não é nilpotente 
analítico. Portanto existe y E F* tal que Z n yCJ= 0, isto é, zn fi yCJ para todo 
n E IN. 
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(b) Por (a) existe y E F' tal que para todo n E JN, z" E F- (F n yO), e Msim 
{z-n; n E IN} Ç (F- (F n y0))-1

• Como T ~To, temos que yO é vizinhança de 
O em T, e daí yOnF é uma vizinhança de O em TIF que é V-topologia. Segue que 
(F- (F n y0))-1 é limitado, e portanto {z-•; n E JN} é um conjnnto limitado. 

Proposição 4.19: Sejaro (Q, T) um anel topológico, para o qual T é localmente 
limitada e (F,7lF) é uma V-topologia. Se F não tem elemento analítico nilpotente 
não nulo, então existe uma vizinhança limitada da origem U, U f:- Q, tal que 
U+U=U. 
Demonstração: 
Pelo Corolário da Proposição 4.17, temos que O é uma vizinhança limitada da origem 
para a topologia T, satisfazendo OOÇ O. Como O é limitada, vem que 0+0 é 
um conjunto limitado, e então pelo Lema 4.15 existe z E F* tal que z(O+O) ç: O. 
Assim zOÇ z(O+O) ç O implicando em OÇ z-'o que leva a OÇ z-'aç z-'oç 
· · ·. Tomando U = UnEJ\1 z-no temos OÇ U, e daí U é uma vizinhança ·de O. 
Claramente U Ç U + U, e por outro lado, se x,y EU então x = uz-i, y = vz-i 
com u,v E O, i,j E IN. Podemos assumir que i 2: j, daí x = uz-i, y = vz-i e 
x + y = z-'(u +v) E z-'(0+0) = z-li+l)z(O+O) Ç z-li+lJOç U. Isso prova que 
U + U = U, e para ver que U é limitada, observamos que U ç; O{ z-n; n E IN}, com 
O limitada e também {z-n; n E JN} limitado como conseqüência do Lema 4.18. 
Finalmente, U 1- Q segue da Proposição 4.17. 

A Proposição abaixo, fornece o primeiro resultado na direção do nosso obje
tivo que é provar que se (Q, T) é um anel topológico com T localmente limitada, T1F 
uma V -topologia e existe uma vizinhança limitada da origem U tal que U + U Ç U, 
então T é gerada por um anel de valorização de Dubrovin de Q. 

Proposição 4.20: Sejam (Q, T) um anel topológico, T localmente lirnitada·e 11F 
não discreta. Se existe uma vizinhança limitada da origem U tal que U + U Ç U, 
então existe um subanel próprio R de Q tal que: 

(a) R é uma vizinhança limitada de O em T. 

(b) TR ,...,_, T e V R = { xR ; x E F*} é um sistema fundamental de vizinhanças da 
origem para a topologia TR-

( c) R é um anel de Goldie primo e ordem bilateral de Q. 
Demonstração: 
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(a) Inicialmente lembramos que 0= {x E Q; xU <:; U} é uma vizinhança liniitada 
de O em T e 00<:; O. Da hipótese U + U <:; U obtemos também 0+0<:; O, pois 
se x,y E O então (x + y)U Ç xU + yU <:; U + U <:; U implicando em x + y E O. 
Tomando R= {a- b; a,b E 0}, é fácil ver que R é subanel de Q e OÇ R. Assim 
R é uma vizinhança de O em 'T. Observamos que o conjunto { -1} é liniitado 
como conseqüência do Lema 4.15. Como R Ç 0+( -1)0 e a soma e o produto de 
conjunto limitado é limitado, vem que R é uma vizinhança limitada de O em T. Pela 
Proposição 4.17(a) temos que R i' Q. 

(b) Segue de (a) e da Proposição 4.17. 

(c) Dado q E Q, como a função produto é contínua em Te O E R, existe um aberto 
B E T, com O E B e Bq ç; R. Sendo T1F não discreta, existe a E B n R n F*, e 
assim aq =r E R implicando q = ra- 1 = a-1r com r E R e a E R*. Além disso, se 
u E R* e qu =O para q = a-1r E Q, então a-1ru =O implicando ru =O e daí r= O. 
Assim u E Q*, que pelo Corolário da Proposição 1.4 equivale a u E U(Q). Logo R 
é uma ordem bilateral de Q e R é um anel de Goldie primo como conseqüência do 
Teorema 1.2 

Os Lemas seguintes serão usados para provar que quando ( Q, T) é um 
anel topológico com T localmente limitada, TI F urna V -topologia e existe urna 
vizinhança limitada da origem U tal que U + U Ç U, então se F possui elemento 
analítico nilpotente-não nulo, a topologia T é gerada por um anel de valorização de 
Dubrovin maximal de Q. 

Lema 4.21: Sejam (Q, T) um anel topológico, T localmente liniitada, 11P não 
discreta e U uma vizinhança limitada de O em T tal que U + U Ç U. Seja R a ordem 
bilateral de Q obtida na Proposição 4.20. Se RnF é um anel de valorização maximal 
de F, então existe um anel de Dubrovin maximal B de Q tal que B n F = R n F e 
TB ~ T. 
Demonstração: 
Sendo R n F um anel de valorização maximal de F, segue do Teorema da Extenção 
que existe um anel de valorização de Dubrovin B de Q tal que B n F = R n F, e 
por [13[ da página 18 temos que B é maximal. Seja n =[Q : F], então pelo Corolário 
da Proposição 2.14, existe uma F-base de Q, {a1 = l,a2 ,· ··,a,.} Ç R*. Usando 
( [Gr], §5, Lemma 5.2 ) obtemos x E E, x #O tal que xB = Bx <:; a1J(R n F)+ 
a,J(R n F)+ ... + anJ(R n F) c; R. Afirmamos que X pode ser tomado em R n F, 
pois como xB = Bx é ideal bilateral de B, temos pela Proposição 2.1 um elemento 
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x' E xB n F'", e x'B = Bx' ç xB. Assim podemos trocar X por x' E R n F. 
Seja I = BR = ü::~, b;r;; b; E B, r; E R, m E IN}. Note que I é um R-ideal a 
direita, pois I é um subgrupo aditivo de Q, I contém o elemento regular 1, xl Ç R 
e IR= I. SebE B, então bi Ç I, implicando em B Ç 0 1(!) = {q E Q; qi Ç I}. 
Como 01(J) é subanel de Q que contém o anel dé Dubrovin maximal B, temos 
que O,(I) = B ou O,{I) = Q. No último caso, temos Q Ç QI Ç I, isto é, 
Q = I. Daí Q = xQ = xi Ç R e R = Q. Isso não é possível, pois R = Q 
implica R n F = Q n F = F e R n F é anel de valorização maximal de F. Logo 
0 1(!) = B. Por outro lado, é claro que R Ç O, {I)= {q E Q; Iq <;;I} e chamaroos 
I-1 = {q E Q; Iq Ç 0 1(I)}. Note que I-1 = {q E Q; qi Ç O,{I)} e como 
xi ç R ç O,{I) temos X E I-1 e então Ix ç o,{I) = B. Uma vez que R ç I 
vem que Rx Ç Ix Ç B. Portanto obtivemos x E F'" tal que Bx Ç R e Rx Ç B. 
Lembramos que VB = {yB; y E F'"} é um sistema fundamental de vizinhanças 
da origem para a topologia TB, e Vn = {xR; x E F'"} é um sistema fllildarnental 
de vizinhanças da origem para a topologia Tn. Como a operação soma é contínua 
em ambas topologias, para ver que estas topologias são equivalente usamos o Lema 
2.10, e assim basta trabalhar com abertos dos sistemas de vizinhanças acima. Dado 
zR E TR, tomamos zxB E TB e daí zxB Ç zR mostrando que TB >- TR· Analoga
mente vemos que Tn >- TB e portanto T ,....., TR ,....., TB com B anel de valorização de 
Dubrovin maximal de Q. 

Lema 4.22: Seja (F, T) um corpo V-topológico. Se T possui uma vizinhança 
limitada U de O tal que U + U Ç U, então T não é gerada por um valor absoluto 
arquimediano. 
Demonstração: 
Suponha que t.p : F --+ IR+ é um valor absoluto arquimediano que gera T, isto é 
T ~ 'T;p. Pelo Teorema 4.12, F Ç !E e l"(x) = lxl' para algum s E (0, 11. Usando 
a Proposição 4.17, vemos que T ,......, Tu, onde Vu = {xU i x E F'"} é um sistema 
fundamental de vizinhanças da origem para a topologia Tu. Dado B(O,e:) .E Tlf!, 
como Tu >- T,p existe x E F* tal que xU Ç B(O, e:). Da mesma forma, como xU 
contém um aberto B de Tu com O E B e T,p >- Tu, existe B(O, ó) E T,p tal que 
B(0,8) Ç B Ç xU. Seja r E B(0,8) n IR+ e tome n E IN tal que n > ~.daí 
<,o(nr) = lnrl' ~ (nr)' >'·Tomando n cópias de B(0,8), temos B(0,8) + B(0,8) + 
.. · + B(O, 8) Ç xU + xU + .. · + xU Ç x(U + U + .. · + U) Ç xU Ç B(O, <),e como 
r E B(O, ó} vem que nr E B(O, e:"), que implica em t.p(nr) < E. Esta contradição 
mostra que T não pode ser gerada por um valor absoluto arquimediano. 
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Teorema 4.23: Sejam (Q, T) um anel topológico, T localmente limitada e T1F 
uma V -topologia. Se F possui um elemento analítico nilpotente não nulo, e existe 
uma vizinhança limitada U de O em T tal que U +U Ç U, então T ~ T8 para algum 
anel de valorização de Dubrovin maximal B de Q. 
Demonstração: 
Pela Proposição 4.20, existe um anel de Goldie primo R, R =f Q, tal que T ......, Tn 
e R é uma vizinhança limitada de O em T. Para A = R n F temos que O E A e 
A E 7lp, pois R E TR ,...., T. Como R é limitado em T, vem que A é uma vizinhança 
limitada de O em 11F· Agora aplicamos a Proposição 4.17 para ver que 11F ,.,._, TA 
e VA = {xA; x E F*} é um sistema fundamental de vizinhanças da origem para a 
topologia TA- Como F tem elemento analítico nilpotente não nulo, segue do Teorema 
4.1 que T1F ~ 7;, para algum valor absoluto não trivial <p, mas pelo Lema 4.22 <p 
é não arquimediano. Segue do Teorema 4.13(a) aplicado ao corpo V-topológico 
(F, 11F), que TIF ......, 7Ã0 para algum anel de valorização maximal Ao de F, e então 
'7Ã. rv TAo, donde existe a E F* tal que aAo Ç A. Considerando o anel A0R ::::;: RA0 
temos que R Ç AoR e aAoR Ç AR Ç RR = R. De R Ç AoR tiramos que AoR é uma 
vizinhança de O em T, pois R é aberto em T já que TR rvT. De aA0 R Ç R tiramos 
que A0 R é limitado pois A0R Ç a-1 R com R limitado e {a-1} limitado. Aplicando 
a Proposição 4.17 para a vizinhança limitada A0R de O, concluímos que A0 R define 
um topologia TAoR em Q tal que TAoR ""' T, e VAoR = {xAoR; x E F*} é um 
sistema fundamental de vizinhanças da origem para a topologia 1ÃoR· Pretendemos 
aplicar o Lema 4.21 ao anel AoR, portanto vamos verificar que A0 R n F é um anel 
de valorização maximal de F, e que AoR é uma ordem bilateral de Q. Afirmamos 
que Ao R n F = Ao. De fato, claramente Ao Ç Ao R e como Ao R é subanel maximal 
de F vem que AoR n F = Ao ou A, R n F = F. Se Ao R n F = F temos F Ç A0 R 
implicando em RF Ç A0R, mas pelo Corolário do Lema 2.14 vemos que Q Ç RF, 
daí Q = aQ Ç aRF Ç aA0R Ç R que contadiz R i' Q. Logo A0R n F = A0 

e A0R n F é anel de valorização maximal de F. Para ver A0 R é ordem bilateral 
de Q, tomamos x E (A0R)* e então ax E R*, pois se rax = O com r E R, temos 
rx =O e daí x =O. Como R é uma ordem bilateral de Q, vem que (ax)- 1 E Q e 
também a-1 E Q, implicando que x-1 E Q. Logo todo elemento regular de A0R tem 
inverso em Q. Além disso, dado q E Q, como R é ordem bilateral de Q escrevemos 
q = cd-1 com c E R, d E R*. Mas R Ç A0R implica em c E A0R. Notamos 
ainda que d E (A0R)*, pois tomando u E A0 R tal que ud = O, vem que aud = O e 
au E aA0R Ç R. Como d E R* e a E F*, segue que au = O e então u = O. Portanto 
A0R é uma ordem bilateral de Q que satisfaz as hipóteses de Lema 4.21, e então 
existe um anel de Dubrovim maximal B de Q tal que T8 ,...._, TAoR ,....., T. 
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Para concluir a relação entre as topologias geradas por anéis de valorização 
de Dubrovin de Q, e as topologias localmente limitadas T, com Tjp V-topologia, 
precisamos ainda estudar o caso onde F não tem elemento analítico nilpotente não 
_nulo. Iniciamos com a seguinte Lema. 

Lema 4.24: Seja R uma ordem bilateral em Q, que gera uma topologia TR em Q 
com sistema fundamental de vizinhanças V R = { xR ; x E F*}. Se R n F é um anel 
de valorização de F que não possui ideal primo minimal, então TR é gerada por um 
anel de valorização de Dubrovin de Q. 
Demonstração: 
Seja n = [Q : F], então pelo Corolário da Proposição 2.14, obtemos uma F-base 
de Q, {q1 = I,q2,···,qn} Ç R*. Para i,j E {1,2,···,n}, escrevendo QiQj = 
L:~=l CiJtQt, Ci.Jt E F, vamos verificar inicialmente que C;.Jt pode ser tomado em A= 
R n F. De fato, Cijt E F e A é uma ordem bilateral de F, assim ciit = (ai1t)(biitt1 

com aiit• bijt E A. Tome c= TI~j,t=:=l bi;t. então c E F* e ccijt E A. Agora formamos 
uma nova base {p1 = 1,p2,···,pn} ondepr = CQr parar E {2,3,···,n}, e como 
q; E R, c E A Ç R, vem que {Pr = 1,1'2, · · · ,p.} Ç R•. Quando i= j = 1 temos 
PiPJ = l.p; com 1 E A, e quando i, j ::f 1 temos PiPi = c2qiqi = c2 2:::~= 1 Ci;tQt = 
c2Cí;11 + 2:::~= 2 CCijt( cqt) = c2

Ci;1P1 + 2:~= 2 CCijtPt que é uma combinação na nova base 
com coeficientes em A. Portanto trocando de base, caso seja necessário, podemos 
assumir que QiQJ = L:r=l Ci;tQt com Ci;t E A. Como Q é urna F-álgebra central 
simples, segue de ( [A], §3, Theorem 12 ) que a matriz (qiQJ)i; é inversível em 
Mn(Q). Se (bi;)i; = (qiQ;)ij1 E Mn(Q), escrevemos bi; = L:~=I di;tQt com di;t E F e 
di;t = mijt(ni;t)-1

, mi;t, ni;t E A. Por hipótese, A não possui ideal primo minimal, 
assim podemos escolher um ideal primo P de A tal que ni;t f/_ P. Denotamos por 
Ap = { ab-1 ; a, b E A, b f/_ P}, isto é, a localização do anel A no sistema multi
plicativo (A - P), vemos que dijt E Ap. Chame S = Apq1 + Apq2 + · · · + Apqn, 
que é um subanel de Q, também QiQj E Aq1 + Aq2 + · · · + Aqn Ç S pela escolha da 
base, e b;; = >=;~, d;;,q, E Apq1 + Apq2 + · · · + Apq. =S. Como (q;q;);; E M.(S) 
e (q;q;)~ 1 E M.(S) segue de ( [A], §3, Theorem 12 ) que S é uma álgebra de 
Azurnaya sobre Ap. Agora usamos ( [D2], §2, Proposition 1 ) e concluímos que Sé 
um anel de Dubrovin de Q. Além disso, em ( [A], §3, Theorem 13 ) vemos que Ap é 
o centro de S, e existe uma correspondência bijetiva entre os ideais de Ap e os ideais 
bilaterais de S, dada por I H IS e I' H I' nA quando I é um ideal de Ap, e r é 
um ideal bilateral de S. Claramente tal correspondência preserva a inclusão, e então 
como P Ap é ideal maximal de Ap, temos que P ApS é ideal bilateral maximal de 
S. Nosso objetivo neste momento é verificar que J(S) = PS. Para isso, provaremos 
primeiro que PAp = P. Uma inclusão é imediata, e para a outra tomamos p E P 
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e ab-1 E Ap com a, b E A e b ~ P. Note que se pab-1 ~ A então (pa)- 1b E A 
implicando em b E Apa Ç P, que é absurdo. Assim pab-1 =a' E A e como pa E P 
temos a'b E P, e de b ~ P concluímos que a' E A e portanto P Ap = P.Sendo S um 
anel de Dubrovin de Q, temos pela Proposição 1.7 que J(S) é o único ideal bilateral 
maximal de S, mas verificamos que PAp é ideal bilateral de Se PAp = P, de onde 
J(S) ~ PS. Nosso próximo objetivo é provar que S ~ (Aq!+Aq,+· · ·+Aqn)P· Uma 
inclusão é óbvia, e na outra direção tomando u E S, u = u1 Q1 + u2q2 + · · · + Unqn 

com ui = XiYi 1, Xi E A e Yi E (A- P), escolhemos t = Y1Y2 · · · Yn E (A - P), 
daí t = yiai para algum Ui E A e i E {1,2, .. ·,n}. De yi1 = a,t-1 temos 
u = x1a1t-1q1 + x2a2t-1q2 + · · · + XnCLnt-1qn = (xlalql + x2a2q2 + · · · + Xnanqn)t-l 

com xiai E A e t E (A- P), isto é, u E (Aq1 + Aq2 + · · · + Aq,}P e portanto 
S ~(A,,+ A.,+···+ AqJp. Agora temos S ~ (Aq1 + Aq, + · · · + Aqn)P C:: Rp e 
como Sé anel de Dubrovin de Q, segue da Proposição 2.12 que Rp também é anel de 
Dubrovin de Q. De R Ç Rp temos Tn >- 'TRp já que Vnp = {xRp; x E F*} é um 
sistema fundamental de vizinhanças da origem para a topologia 'TRp. Por outro lado, 
de [8] tiramos que J(Rp) C:: J(S) ~ PS ~ PApq1 + PApq2 + ··· + PApqn C:: R. 
Sendo Rp anel de Dubrovin e J(Rp) um Rrideal, segue da Proposição 2.1 que 
existe x E J(Rp) n F'. Daí xRp C:: J(Rp) c R e TRp >- TR· Logo TRp ~ TR e 
Rp é o anel de Dubrovin procurado. 

Lema 4.25: Sejam (Q, T) mn anel topológico onde T é localmente limitada, 11F 
é uma V-topologia e F não possui elemento analítico nilpotente não nulo. Então 
existe uma ordem bilateral R de Q tal que: 

(a) A = R n F define uma topologia 'TA ern Q, com sistema fundamental de vi
zinhanças para origem {xA; x E F*}, 7Ã "' 'T\F e existe e E A n F* tal que 
e( A- F)-1 C:: A. 

(b) S = UnEEITe-nR é um subanel próprio de Q, e T'"" Ts onde {xS; x E F*} é 
um sistema fundamental de vizinhanças da origem para Ts-
Demonstração: 
(a) Como F não tem elemento analítico nilpotente não nulo, vem da Proposição 
4.19, que existe uma vizinhança limitada da origem U tal que U # Q eU+ U Ç U. 
Pela Proposição 4.20 existe uma ordem bilateral R de Q tal que R é uma vizi
nhança limitada da origem em 'T e 'T'"" 'Tn com Vn = {xR; x E F*} um sis
tema fundamental de vizinhanças da origem em 'Tn- Assim A = R n F é uma 
vizinhança limitada de O em '71 F e aplicamos a Proposição 4.17, para ver que 
TA I"V 71 F onde { xA; x E F*} é um sistema fundamental de vizinhanças de O 
em TA. Como 11F é uma V-topologia e A E "T1F temos que (F- A)-1 é limitado, 

87 



e pelo Lema 4.15 existe e E F' tal que e( F - A)-1 Ç A. Sendo A uma ordem em 
F podemos assumir que e E A, pois e= ab-1 com a,b E A e ab-1(F- A)-1 Ç A 
implica a( F - A) - 1 Ç bA Ç A e podemos trocar e por a. 

(b) Escolhendo S = UnEJV e-nR e observando que R Ç Re-1 Ç Re-2 Ç · · ·, 
concluímos que Sé um subanel de Q com R Ç S. Segue que 8 é uma vizinhança 
de O em T. Note que e E 0= {x E Q; xR Ç R} e e E F', então aplicando o Lema 
4.18 temos que { e-•; n E W} é um conjunto limitado. Como S Ç R.{ e-n; n E W} 
vemos que Sé uma vizinhança limitada de O em T, e então pela Proposição 4.17, 
sabemos que S =/=- Q e T "'78 com { xS; x E F*} sistema fundamental de vizinhanças 
de O em Ts. 

Teorema 4.26: Sejam (Q 1 T) um anel topológico onde T é localmente limitada, 
71F é uma V-topologia e F não possui elemento analítico nilpotente não nulo. Então 
existe um anel de Dubrovin B de Q tal que T "' TB. 
Demonstração: 
Usando os resultados obtidos no Lema 4.25, provaremos que S = UnEN e-n R é 
uma ordem bilateral de Q para a qual V = S n F é um anel de valorização, que 
não possui ideal primo minimal. Dado q E Q escrevemos q = ab-1 com a E R 
e b E R*. Note que b E S* pois se 8 = e-nr E S com r E R e b8 = O, 
então be-nr = O implicando r = O e daí 8 = O. Assim q = ab-1 com a E S 
e b E S*. Falta verificar que para 8 E S* existe 8- 1 E Q, mas 8 = rcn e 
r E R*, pois se t E R e tr = O então tre-n = t8 = O implicando t = O. Agora 
de r E R* obtemos r-1 E Q, daí 8-

1 = r-1en E Q e S é uma ordem bilate
ral em Q. Chame V = S n F, se V = F então F ç S, mas pelo Corolário 
da Proposição 2.14 temos Q = SF e daí Q = S que é uma contradição, pois 
S é subanel próprio de Q pelo Lema 4.25. Logo V é um subanel próprio de F, e 
V= SnF ~ (UnE1V Re-n)nF ~ UnEJV(Re-nnF) = UnEJV(RnF)c" = Uneffl Ae-n 
Para ver que V é um anel de valorização de F, tomamos y E (F - A) e então 
ey-1 E A implicando em y-1 E Ae-1 Ç V. Falta verificar que V não possui ideal 
primo minimal, para isso mostraremos inicialmente que Tv f",.J 7Ã. Como A Ç V 
já temos que TA >- Tv , e sendo A uma vizinhança limitada de O em Tj F, faze
mos 0= {x E F; xA Ç A} para aplicar o Lema 4.18, e obter x E F* tal que 
en r;_ xO para todo n E IN. Mas A Ç O e daí en C/. xA para todo n E IN, isto 
é, e-n E (F- xA)- 1 que é limitado. Agora o Lema 4.15 garante a existêcia de 
t E F* tal que t(F- xA)-1 Ç A. Escrevendo t = t 1t2

1 com t 1 ,t2 E A temos 
t 1(F- xA)- 1 Ç t 2A Ç A e t 1e-n E A. Dado v E V, escrevemos v = ae-n com 
a E A e então t 1v = at1e-n E A, provando que t1 V Ç A e Tv >- TA· Logo 
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'11F "" TA "" Tv, isto é, 11F é gerado pelo anel de valorização V. Suponha que exista 
um anel de valorização maximal V' de F tal que V Ç V', então pela Proposição 
2.12 temos que Tv ,....., Tv' e daí 11F é gerado por um anel de valorização maximal, 
mas do Corolário da Proposição 4.7 vem que 11F é equivalente a topologia gerada 
por um valor absoluto, e finalmente pelo Lema 4.8 temos que F posSui um elemento 
analítico nilpotente não nulo. Isso contradiz nossa hipótese, logo V não está contido 
em nenhum anel de valorização maximal, que equivale, conforme ( [E], pg 43 ) , a 
V não possuir ideal primo minimal. Portanto 8 é ordem bilateral de Q, T ,....., Ts e 
V = 8 n F é um anel de valorização de F que não possui ideal primo minimal, e 
aplicamos o Lema 4.24 para obter um anel de valorização de Dubrovin B de Q, tal 
que Ts "" Ts ,....., T. 

Combinando os resultados obtidos, temos que para o anel artiniano simples 
topológico (Q,T) são equivalentes: 

(i) T ~ 7R para algum anel de valorização de Dubrovin R de Q. 

(ii) 11F é uma V-topologia, T é localmente limitada e existe uma vizinhança limi
tada U de O em T tal que U + U Ç U eU# Q. 

Observamos ainda que o anel de Dubrovin obtido acima é maximal, se e 
somente se, F tem elemento analítico nilpotente não nulo. De fato, uma direção 
é dada pelo Teorema 4.23. Por outro lado, se R é maximal então V = R n F é 
maximal, e segue do Corolário da Proposição 4. 7 e do Lema 4.8 que F tem elemento 
analítico nilpotente não nulo. 
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