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RESUMO

Neste trabalho é feito um estudo topolégico dos anéis de valorizagio -de
Dubrovin em um anel artiniano simples. A motivacio para esta abordagem € o
Teorema de Kowalski e Diirbaum, que classifica as V-topologias em um corpo como
sendo geradas por anéis de valorizagio ou por valores absolutos deste corpo. A partir
de um anel de valoriza¢do de Dubrovin R do anel artiniano simples @, € definida a
topologia dos R-ideais em @}. Propriedades da topologia dos R-ideais sdo verificadas,
e esta topologia ¢ relacionada com a topologia J(R)-4dica, e com a topologia gerada
por uma fungio valorizagdo em Q. K introduzido o conceito de V-topologias para os
anéis artiniano simples, possibilitando classificar tais V-topologias em ¢ como sendo
geradas por anéis de valorizacio de Dubrovin ou por normas em @), € provar que toda
V-topologia é localmente limitada. As topologias geradas por anéis de valorizagao
de Dubrovin sdo caracterizadas como topologias localmente limitadas, que possuem
uma vizinhanga limitada da origem aditivamente fechada e cuja restricio ao centro
é uma V-topologia deste corpo.

ABSTRACT

Dubrovin valuation rings in simple artinian rings are studied topologically.
The motivation is the Theorem due to Kowalski and Diirbaum which ensures that
any V-topology over a field is generated by means of a valuation ring or an absolute
value of the field. Beginning from Dubrovin valuation ring R in the simple artinian
ring @, a topology namely R-ideal topology is defined. Properties of the R-ideal
topology are proved, and this topology is connected with J(R)-adic topology, and
also with the topology produced by a value function in ring . The concept of
V-topology for artinian simple ring is introducted in order to obtain a classification of
V-topologies in Q. These V-topologies are generated exactly by Dubrovin valuation
rings or norms in Q. It is also shown that every V-topology in Q is locally bounded.
The topologies generated by Dubrovin valuation rings in @) are characterized through
locally bounded topologies with a bounded neighbourhood of zero that is closed by
sums, and the restriction of this topology over your center is a V-topogical field.
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Introducao

A definicao de anel de valorizagio de um corpo, quando aplicada a um
anel de divisao, produz os anéis de valorizagao totais. Estes anéis sdo chamados
invariantes, quando séo invariantes por todos os automorfismos internos do anel de
divisdo. O ponto de partida para o estudo de anéis de valorizagdo totais e invariantes,
foram os trabathos de Schilling [S1] e [S2].

Uma restrigo aos anéis de valorizacgo totais e invariantes, como generali-
zaGgao da definicao comutativa, pode ser detectada pelo Teorema da Extensao, que
deixa de ser verificado quando passamos de corpos para anéis de divisio. Mesmo no
caso mais simples, onde D é um anel de divisdo que tem dimenséo finita sobre seu
centro ' e V & um anel de valorizagao de ', ndo é possivel em geral obter um anel
de valorizacao total B de D tal que BN F =V.

Uma definicdo para anel de valorizagao de um anel artiniano simples, que
generaliza a definigao usada para corpos, foi apresenta por Dubrovin em [D1}. No
mesmo artigo e em [D2], foram demonstrados resultados que justificam esta genera-
lizagdo, inclusive o Teorema da Extensio para anéis de valorizagfo do centro F de
um anel artiniano simples ¢, quando a dimensdo de Q sobre F é finita.

Os anéis de valorizacao totais e invariantes de um anel de divisao [, geram
topologias em ), que sao denominadas V-topologias. Kowalski e Dirbaum
obtiveram em [KD] uma classificagao para as V-topologias, mostrando que toda
V-topologia em um anel de divisdo D é gerada por um anel de valorizagao total
e invariante, ou por um valor absoluto em D. A partir da definicio dos anéis de



valorizagao de Dubrovin para anéis artinianos simples, surge a necessidade de definir
e classificar V-topologias em anéis artinianos simples.

Os principais resultados deste trabalho, sio obtidos através de um estudo’
topoldgico dos anéis de valorizagao de Dubrovin para anéis artinianos simples de
dimensao finita sobre seu centro. Destacamos o Teorema 2.17, que mostra que a
topologia gerada por um anel de valorizagdo de Dubrovin no anel artiniano simples
@, € equivalente a topologia produto em (. Baseados neste resultado, propomos a
definigao de V-topologia em anéis artinianos simples, e através dos Teoremas 4.6 ¢
4.11, classificamos estas V-topologias como sendo geradas por anéis de valorizagao
de Dubrovin, ou por normas em . Outro resultado relevante que verificamos, é
0 Teorema 3.13 que estabelece a equivaléncia entre topologias geradas por anéis
de valorizagdo de Dubrovin, e topologias geradas por fungbes valorizagao de um
anel artiniano simples. Finalmente, com os Teoremas 4.23 e 4.26 caracterizamos as

topologias no anel artiniano simples Q, que sio geradas por anéis de valorizacio de
Dubrovin de .

O trabalho estd apresentado em quatro capitulos. No Capitulo I apresen-
tamos algumas propriedades envolvendo anéis artinianos simples, e resultados sobre
anéis de valorizacdo de Dubrovin, No Capitulo seguinte, verificamos que um anel
de valorizagdo de Dubrovin R do anel artinianoc simples (), gera uma topologia que
torna @ um anel topoldgico de Hausdorff. Estudamos propriedades desta topologia
e caracterizamos os anéis de valorizagio de Dubrovin que geram topologias equiva-
lentes. Também verificamos que R ser anel de valorizagao discreto de Q é condicao
necessaria e suficiente para que a topologia J(R)-adica coincida com a topologia
gerada por R. No terceiro Capitulo buscamos o enfoque topolégico para as funcgoes
valorizagio definidas em anéis artinianos simples. Definimos uma topologia a partir
da fungao valorizagdo, e através da relagiio com os anéis de valorizagao de Dubrovin,
mostramos que a cada topologia gerada por um anel de valorizagao, corresponde
uma topologia equivalente gerada por uma fun¢éo valorizagdo. Em conseqiiéncia
das propriedades da topologia gerada por um anel de valorizagdo de Dubrovin,
apresentamos no Capitulo IV a defini¢ao para V-topologia em um anel artiniano
simples. Com esta definicio, provamos que toda V-topologia é gerada por um anel
de valorizagdo de Dubrovin ou por uma norma em ¢. Verificamos ainda que uma
V-topologia em um anel artiniano simples € localmente limitada. Finalizamos ca-
racterizando as topologias geradas por anéis de valorizagao de Dubrovin, como
topologias localmente limitadas que possuemn uma vizinhanca da origem aditiva-
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mente fechada, e cuja restrigao ao centro é um corpo V-topoldgico.

Todos os anéis considerados séo anéis com unidade, e os subanéis tém a
mesma unidade do anel. Os corpos sempre séo comutativos, e os anéis de divisao
satisfazem os axiomas de corpo com a possivel excegéio da comutatividade. Os resul-
tados sobre anéis de Goldie apresentados no Capitulo I, podem ser encontrados em
(Go], enquanto o conceito de anel satisfazendo uma identidade polinomial, chamado
Pi-anel, segue o exposto em [Ro].

Se 0 e T sao topologias no mesmo conjunto S, dizemos que  ¢é mais fina
que T e denotamos 0 > T, quando a aplicagdo identidade ¢ : (5, O)— (S, T) ¢
continua. Assimm O e T s&o equivalentes quando & > T » 0.

Para um anel ¢ com centro F, fixamos as notagdes:

Q* — conjunto dos elementos regulares de ().

U(Q) ~— -conjunto dos elementos inversiveis de Q).

J(Q) — radical de Jacobson de Q.

Qg — o anel Q) visto com Q-médulo a direita.

M,(Q) — anel de matrizes n x n sobre Q.

A< B — A ésubmédulode B.

ACB -~ A contido estritamente em B.

{@Q: F] — dimensao de ) sobre F' como espago vetorial, quando  é anel

artiniano simples.

Quando X e Y sao subconjuntos de ) e u € (), escrevemos:
u+X={u+z,; ze X}
X+Y={zx+y;zeX eycY}
-X={-z; ze X}
XY={zy;zeX eyeY}
X 1={z"'; ze€ X} para X CU(Q).
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Capitulo 1

Anéis de Valorizacao de Dubrovin

Iniciamos definindo os anéis de valorizacéo totais e invariantes para anéis de
divisao, e em seguida apresentamos resultados que estabelecem a linguagem usada no
Teorema que caracteriza os anéis de valorizagdo de Dubrovin. Neste Teorema vemos
que tais anéis sdo ordens bilaterais em anéis artinianos simples, e entao pelo Primeiro
Teorema de Goldie, tém as propriedades dos anéis de Goldie primos. Também
definimos os anéis de valorizagio de Dubrovin discretos. Concluimos esta parte
fazendo um levantamento de propriedades dos anéis de valorizacao de Dubrovin, que
evidenciam sua relagdo com os anéis de valorizacio de corpos, e demonstrando uma,
proposi¢io sobre a existéncia de anéis de valorizacao préprios para anéis artinianos
simples.

A definigéo abaixo, apresentada por Schilling em 1945, estende aos anéis de
divisdo o conceito de anel de valorizagao de corpos.

Defini¢cdo: Seja B um subanel de um anel de divisdo D). Dizemos que B é um anel
de valorizagdo total e invariante de D, quando para cada d € D* valem:

(a) de Boud'eB.
(b) dBd~ = B.



Se apenas a condigao (a) é verificada, B é chamado anel de valorizagho total
de D.

A condicéo (b) assegura que todo ideal de B é bilateral, pois se I é um ideal
adireitade B,z € I eb € B, entao quandoz =0 temos bz =0 € I, equando z # 0
temos z 716z = ¥ € B que implica bz = z¥' € I, e portanto I é ideal a esquerda.

Para um anel de valorizagio total B de D, observamos que:

1) Os ideais a direita (esquerda) de B estdo ordenados por incluséo.

(1)
(2) J(B) ¢é o tinico ideal maximal a direita (esquerda)} de B.
(

3) J(B)=B\U(B).

Demonstragao:

(1) Se tomarmos I e J ideais a direita de B tais que J € I, entdo existe b € J\I.
Dado 0 # a € I temos 0 # b~la € D que implica em b a € B ou a™'b € B.
Se a~'b € B entdo b = aa'b € I, que ndo pode ocorrer. Resta b~la € B e dai
a=>bb"lac J quelevaal C J

(2) A ordenagfo dos ideais a direita mostra que existe um unico ideal maximal a
direita, e como J(B) € a intersecio dos ideais maximais a direita, segue que J(B) é
o tmico ideal maximal a direita.

(3) A incluséo J(B) C B\U(B) sempre ¢ verificada, e para z € B\U(B) vem que
r ndo tem inverso a direita ou a esquerda em B. Assumimos que zB C B e dai
zB estd contido no nico ideal a direita maximal J(B). Portanto z € J(B) e vale
B\U(B) C J(B).

Segue de (1) e (2) que os ideais bilaterais de um anel de valorizagéo total
B estao ordenados por incluséo, € que J(B) € o tnico ideal bilateral maximal de B.

Um exemplo de anel de valorizago total e invariante, no anel de divisdo

dos quatérnios racionais IH, é o anel B = Zgya + Lyt + Zgyj + Zyk onde

=1(1+i+j+k)eZy ={ab'; a,be Z, 2 xb}, conforme ([W1], §1, Example

(¢)). Exemplos de anéis de valorizagio totais que nao sio invariantes, sio construidos
na secgao 4 do Capitulo 1 de [M].



Definigao: Sejam D um anel de divisao com centro F' e V um anel de valorizacao
de F. Uma extensdo total de V em D é um anel de valorizagio total B de D tal que
BNnF=V.

Alguns resultados sobre as extensdes totais de V em D estio reunidos em
[BG1]. Quando {D: F] < oo vale:

o O niimero de extensdes totais é menor ou igual a /[D : F].
o Todas as extensdes totals sao conjugadas em D.
e Se existe uma extensdo total e invariante, entao ela € a linica extensao total.

o Existe pelo menos uma extenséo total se, e somente se, o conjunto dos elementos
de D que sdo integrais sobre V é um subanel de D.

O ltimo item sugere que as extensdes totais podem ndo existir. Como
exemplo citamos o anel dos quatérnios racionais IH com centro @ e Z,) = {ab™!; a,b
€ Z, p Xb}, p # 2, o anel de valorizagdes p—4dicos de @. Se B € uma extensio total
de Zg) em HH entdo Zypy € B, 1,j,k € B e assim Vi) = Zyp) + Zpyt + Zip)j +
Zpk C B. Mas para p # 2, V) é subanel maximal de [/ conforme ([W1], §1,
Example C), e dai B = JH ou B = V{;;). Se B = H vem que Z,y = BN@= @que
ndo é possivel. Se B = V) entdo Vi, é anel de valorizagio total, mas escrevendo
p? =a? + b2+ 2 +d?, a,b,c,d € Z, com p ndo dividindo simultaneamente a, b, c e
d, etomando z =p~Ya+bi+cj+dk) € Htemosz g Vipyer ' =2 ¢ V) que é
uma coniradigdo, e portanto para p # 2, Z(, nao tem extensio total em H.

Uma definicdo de anel de valorizagao para anel artiniano simples, que ge-
neraliza a definicio de anel de valorizagio total, foi dada por Dubrovin em [D1].
Veremos que com esta defini¢io, sempre € possivel estender um anel de valorizagao
do centro F' de um anel} artiniano simples @, quando [Q : F] < oo,

Antes de definir os anéis de valorizagéio de Dubrovin, apresentamos alguns
resultados do livro de Goodearl [Go| sobre os anéis de Goldie. Aqueles familiarizados
com a teoria de Goldie, podem continuar a leitura a partir do Teorema 1.2 na pagina
7.



Definigao: Seja A um submédulo do médulo B. Dizemos que B é uma extensio
essencial de A, ou que A é um submddulo essencial de B, quando todo submédulo
nao nulo de B tem interse¢do nao nula com A.

Notagdo: A <, B.

Para efetuar cdlculos, é conveniente a equivaléncia: A <. B se e somente
se, todo elemento nédo nulo de B tem muiltiplo ndo nulo em A. Claramente A <. A,
0<, Aequivale a A =0, e nZ <, Z <, @ como Z-médulos.

Definigao: Um médulo A tem dimensdo finita, quando néo contém familia inde-
pendente infinita de submddulos nao nulos.

Todos os médulos artinianos e todos 0s médulos noetherianos tém dimensao
finita, e @ ¢ um Z-moédulo de dimensao finita que nao é artiniano e nem noetheri-
ano. Também todo ideal em um dominio comutativo tem dimensao finita. Quando
A < B, produzimos novos exemplos verificando que:

e Se B tem dimensao finita, entdo A tem dimensao finita.

s Se A <. B e A tem dimensao finita, entdo B tem dimensao finita,

Para que um mddulo A seja de dimenséo finita, é exigido que toda familia
independente de submédulos nao nulos seja finita. A préxima proposigdo garante
(ue existe wna cota méxima para o nimero de elementos destas familias, que serd
chamada de dimenséo de Goldie de A. Esta cota estd relacionada com os médulos
uniformes, que definimos agora.

Definigdo: Um mddulo uniforme é um médulo nao nulo A, tal que quaisguer dois
stbmddulos nao nulos de A tem intersec¢do nao nula.

E imediato que todo mddulo uniforme tem dimensao finita, e que A é médulo
uniforme se, e somente se, A # 0 e todo submédulo ndo nulo de A € essencial.

Os médulos simples sio uniformes. O anel @ é Z—modulo uniforme. Se J



é ideal nao nulo do dominio comutativo R, entdo I é R-médulo uniforme. Outros
exemplos podem ser obtidos, observando que:

e Se A < B, A+ 0 e B uniforme, entdc A é uniforme.

e Se A <. B e A é uniforme, entdo B é uniforme.

Proposigao 1.1: ([Gol, pg 86)

(a) O mddulo A tem dimensao finita se, e somente se, A tem um submddulo essencial
que é soma direta finita de submdédulos uniformes.

(b) Se Ay & A; @ --- & A, <. A e cada A; é uniforme, entdo toda familia
independente de submddulos nao nulos de A tem no maxime n elementos.

Definicao: Seja A um moddulo de dimensao finita. Pela Proposicéo, existe n € IV
tal que A tem uma familia independente de submdédulos nao nulos com n elementos,
e ndo possui tal familia com mais de n elementos. Chamamos este nimero de
dimenséo de Goldie de A.

Notagao: dim(A)}.

Quando A é R-médulo e R é anel de divisio vale dim(A) = [{A : R]. Para
um médulo A qualquer, dim(A} = 0 equivale a A = 0. Também dim(A) = n se, e
somente se, A tem um submddulo essencial que é a soma direta de n submédulos
uniformes. Por esta razdo dim(A) pode ser chamada de dimensao uniforme de A.
Em particular, dim(A} = 1 significa que A é uniforme.

Escrevemos dim(A) = co para indicar que A néo tem dimensao finita.

Para um anel R e um subconjunto X de R, escrevemos,
rr(X)={reR; Xr=0} e lg(X)={r€e R;rX =0}

para indicar os ideais anuladores a direita e a esquerda respectivamente, de X em

R.

Definigao: Um anel de Goldie a direita é um anel R, tal que Rr tem dimensao

&



finita e {rg(X); X C R} satisfaz a condi¢io das cadeias ascendentes. Anéis de
Goldie a esquerda sao definidos analogamente.

Como observamos anteriormente, os anéis noetherianos tém dimenséo finita
e portanto sdo anéis de Goldie. Quando R é um dominio, a condigdo das cadeias
ascendentes é automaticamente verificada para os anuladores a direita {esquerda),
assim R € anel de Goldie a direita {esquerda) se, e somente se Rp (g R) tem dimenséo
finita. Em ([Go], pg 101), encontramos um exemplo de anel de Goldie a direita que
nao ¢ anel de Goldie a esquerda.

Os anéis simples sfo primos e os artinianos sdo noetherianos, assim anel
artiniano simples é anel de Goldie primo.

Definigdo: Um anel ¢ é um anel quociente a direita para R, e R é uma ordem a
direita para (2, quando

{i) R é subanel de Q.
(ii) Todo elemento regular de R tem inverso em .

(iii) @ ={ab"';ac Rebe R*}.

Anéis quocientes a esquerda e ordens a esquerda sdo definidos da mesma
forma, trocando (iii) por @ = {a~'b; b € Rea € R*}. Anéis quocientes a direita
e a esquerda, sdo chamados de anéis quocientes bilaterais, ou simplesmente anéis
gquocientes. A mesma nomenclatura vale para as ordens a direita e a esquerda.

Uma condi¢fo necessaria e suficiente para a existéncia de um anel quociente
a direita para o anel R, é a condicio de Ore a direita:

Se a,z € Rex & R’ entdo existem b,y € B com y € K" tal que ay = zb.

Este resultado estd demonstrado em ( [F], pg 390 ). Analogamente um anel R
satisfazer a condi¢do de Ore a esquerda, isto €, para a,z € R e x € A" existem

6



b,y € R com y € R* tais ya = bz, equivale a R ter um anel quociente a esquerda.

O Teorema a seguir é conhecido como Primeiro Teorema de Goldie, e es-
clarece como s&0 as ordens dos anéis artinianos simples. A demonstragfo original &
de 1958 e devida a Goldie { [G], Theorem 13 }. Uma prova em detalhes est4 feita
em ( [Go}, pg 100 ).

Teorema 1.2: O anel R tem anel quociente a direita artiniano simples se, e somente
se, R é anel de Goldie a direita primo.

Os Pl-anéis primos, isto é, os anéis primos com identidades polinomiais,
como definidos em [Ro], [P] ou {Pc], sfo exemplos de anéis de Goldie primos. Este
fato foi verificado por Posner em 1960, dentro da demonstragéo do seguinte Teorema.
sobre a estrutura dos Pl-anéis primos.

Teorema 1.3: ( [P], Theorem 1) R é um anel primo satisfazendo uma identidade
polinomial se, e somente se, R é um subanel de M, (D) para algum n e algum anel
de divisdo D de dimensao finita sobre seu centro, e R tem M,(D) como um anel
quociente bilateral.

Posner provou diretamente que um Pl-anel primo R é anel de Goldie primo,
e usou o Primeiro Teorema de Goldie para obter um anel quociente bilateral para
R da forma M, (D).

Os exemplos de anéis de Goldie primos que néao séo Pl-anéis, sao exatamente
os anéis de Goldie primos, cujo anel quociente € anel de matrizes sobre um anel de
divisdo de dimensao infinita sobre o seu centro. Em particular, para um anel de
divisio D de dimensao infinita sobre seu centro, temos que R = M,{(D) é anel de
Goldie primo por ser anel artiniano simples, e R é seu préprio anel quociente como
conseqiiéncia do Corolério da Proposicao 1.4 abaixo. Mas pelo Teorema de Posner,
R néo é Pl-anel.

Quando R é uma ordem em () e x € R, é imediato que z € R* eguivale a
z € @*. Vamos verificar que para obter o inverso de elementos em anéis de Goldie,

7



é suficiente obter o inverso de um lado apenas.

Proposigao 1.4: Seja K um anel de Goldie a direita. Se a,b € R e ab = 1 entéo
ba = 1.

Demonstragao:

Seja f um endomorfismo sobrejetivo de Rp. Afirmamos que f é um isomorfismo. De
fato, chamando K, == Kerf" temos a cadeia 0 C K; C K, C K3 C.... Mas para
cada n, K, € o anulador a direita do conjunto unitério { f*(1)} C R, e portanto existe
n€ N talque K, = K,,;1. Sez € Re f(z) =0, como f* é sobrejetor, z = f*(y)
para algum y € R. Dal, 0 = f(z} = f**(y), isto é, y € K,,; = K, e segue que
0 = f*(y) = = que dé a injetividade. Agora, de 1 = ab temos R = aR e assim
f(z) = az é um endomorfismo sobrejetivo de Ry e conseqiientemente isororfismo.
Como f(1 - ba) = 0 vern que ba = 1.

Coroldrio: Seja @ um anel artiniano a direita (esquerda).
(a) T € Q* se, e somente se z € U(Q).

(b) @ é seu préprio anel quociente a direita e a esquerda.

Demonstragao:

(a) Sez € @~ entdo 2" € Q* paratodo n € IV . A cadeia zQ 2 2?Q D ... de ideais
a direita é estaciondria, e entdo existe n € IN tal que £"Q = z""'Q implicando em
z" = g"1q para algum ¢ € Q). Assim, 0 = £™(1 — zq) que mostra que zq = 1 e pela
Proposigao z é inversivel.

(b) K imediato a partir de (a).

Proposigdo 1.5: Sejam R um anel de Goldie primo com anel quociente ¢, F' o
centro de @ e [Q : F] < x. Se V = RN F entdo para cada ¢ € @, existe v € V* tal
que qv € R.

Demonstragao:

Iniciamos verificando que V = Z(R), o centro de R. A inclusdao V C Z(R) ¢
imediata, e por outro lado se z € Z(R) e u € Q, escrevemos u = mn~' com
m € Ren € R*. Agora zun = zm = mz = mn 'nr = unz = uzrn que leva
aur =zuedal z € RNF =V, mostrando que V = Z(R). A dimensao finita
de @ sobre F assegura que R ¢ um Pl-anel primo, e entdo por { [Pc|, pg 48 )
temos Q = RF. Qutra propriedade dos PI-anéis primos, que pode se encontrada em
( [Rol, pg 55 ), diz que F é o corpo de fragoes de V. Assim dado g € @, escrevemos



=rv+7ivg+- -+ vy onde r; € R, v; € F e v = a;b;! com a;,b; € V, para
cada i € {1,2,.--,m}. Tomando v = byby--- b, € V* vem que gv € R.

Definigao: Um anel R é chamado:
(a) Local matriz, quando R/J(R) ¢é artiniano simples.
(b) Bezout a direita, quando todo ideal a direita finitamente gerado é principal.

(c}) Semi-hereditério a direita, quando todo ideal a direita finitamente gerado é
projetivo.

(d}) Anel de n-cadeia a direita em Q O R, se dados ag,...,a, € Q, existe 1 €
{0,...,n} talque a; € apR+ ...+ a;R+ ...+ a,R. O simbolo “~” indica exclusao
da parcela.

As defini¢des com lateralidade a esquerda sdo andlogas. Os anéis artinianos
simples sao exemplos para todas as definigGes acima. De fato, se R é um anel
artiniano simples, entdo R é anel local matriz pois J(R) = 0, e R é anel de Bezout
por ser anel noetheriano. Pelo Teorema de Wedderburn-Artin ([Gol, pg 29), R é
ane] semi-hereditario. Finalmente, um anel artiniano simples é n-cadeia nele préprio
para algum n, como consegiiéncia de ([D1], §1, Proposition 2).

As tentativas de obter uma teoria de valorizacao nao comutativa, que permi-
tisse aplicar a anéis artinianos simples os métodos de estudo desenvolvidos a partir
da valorizaggo de corpos, iniciaram por volta de 1945 com a definicdo dada por
Schilling, de anéis de valorizacdo totais e invariantes em anéis de divisio. Em um
artigo de 1982, publicado originalmente em russo e traduzido para o inglés em 1984,
Dubrovin apresenta a definicdo para anel de valorizagio em anéis artinianos sim-
ples, com a qual tem sido possivel desenvolver resultados anédlogos aos de anéis de
valorizacoes de corpos.

Definicao: Um subanel B de um anel artiniano simples (), é chamado anel de
valorizacio de Dubrovin de @, quando R é local matriz e para cada g € Q\R
existem ry, r, € R tais que mgq, grs € R\J(R).

Os elementos 7, e 3 da definigdo podem ser tomados em J(R), conforme



( [BG2], §3, Lemma 3.1).

Dubrovin chamou inicialmente em [D1] os anéis de valoriza¢do para anéis
artinianos simples, de anéis de valorizagdo ndo comutativos. Aqui, ndo comutativo
deve ser entendido como néo necessariamente comutativo. Os trabalhos posteri-
ores passaram a se referir a tais anéis, como anéis de valorizacdo de Dubrovin, ou
simplesmente anéis de valorizagido. O termo Q-valorizacio também € usado.

Para que o subanel R do anel artiniano simples @ seja anel de Dubrovin de
@, € necessario e suficiente que exista um ideal bilateral I de R com R/[I artiniano
simples, e para cada ¢ € Q\R existam ry, 7y € R tais que r1¢,gro € R\I, pois neste
caso segue de ( [D1], §1, Proposition 3 ) que I = J(R).

O préximo passo, visando um teorema de caracterizagdo dos anéis de valo-
rizagdo de Dubrovin, é apresentar o conceito de “ place ” para um anel artiniano
simaples ). Para isso, baseados em ( [D1], Definition § ) definimos em Q U {co} as
operagoes:

a+oo=o00+a=o0, paratodoa € Q.
b.oo = 00.b = oo, para todo b € U(Q).

N&o estdo definidos oo + o0, .00 € co.u se u € U{Q).

Definigao: Um “ place ” a direita entre os anéis artinianos simples ¢ ¢ D é uma

aplicagao sobrejetora f : Q U {oc} — DU {oo} tal que:

(i) Se f(a)f(b) estd definido entdo ab estd definido e f(ab) = f(a)f(b).

(1) Se f(a) + f(b) esta definido entdo a + b estéd definido e f(a +b) = f(a) + f(b).
(i) Se q € Q e f(g) = oo, entdo existe r € @ tal que f{r) # oo e fgr) # 0, 00.

Os “ places " a esquerda sdo definidos trocando f(gr) por f(rg) em (iii).
Um “ place ” a direita e a esquerda serd chamado simplesmente de “ place ” .

Para um “ place ” a direita ou a esquerda f : QU {oo} — DU{oc} entre os
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anéis artinianos simples ) e D, e para a € QU {oo} temos as propriedades abaixo,
cujas verificacdes sa0 imediatas:

(1) f(1)=1

(2) f(0)=0.

(3) floo) = 0.

(4) f(—a)=—f(a).

Note que para uma aplicagao f : @ U {oo} — D U {oo}, satisfazendo a
condigdo (i) de “ place " entre anéis artinianos simples @ e D, temos que a + b estd
definido sempre que f{a) + f(b) estiver definido. De fato, inicialmente vemos que
f{c0) = o0, pois se f{oo) = d € D entdo por (i) terfamos oo.oco definido, que néo
pode ocorrer. Agora f{a)+ f(b) definido implica em f(a) # oo ou f{b) # oo, e daf
a # 0o ou b # oo que mostra que a + b estd definido.

Para uma aplicagdo sobrejetora f : @ U {00} — D U {0}, satisfazendo as
condigbes (ii) e (iii) de “ place ” entre anéis artinianos simples ) e D, ndo é verdade
em geral que ab estd definido sempre que f(a} f(b) estiver. Tomamos como exemplo
um corpo D, Q = M, (D} e definimos f : QU {oo} — DU {oc} por f({ay)) =an e
f{oo) = oo, Claramente f é sobrejetora e satisfaz (iii) automaticamente. Também
fla) + f(b) estando definido leva a a # 0o ou b # 00, e assim a + b esta definido e
fla+b) = f(a) + f(b) verificando (ii}. Porém para b = oo, a = (a;;) com a;; =1
e a;; = 0 para (¢,7) # (1,1), temos que f(a)f(b) = 1.0o que estd definido, mas ab
nao esta definido pois @ & U(Q).

Um fato conhecido sobre a teoria de valorizagdo de corpos ( [El, pg 57 ), ¢
gue cada anel de valorizacao de um corpo K pode ser obtide como o conjunto dos
elementos de K, no qual um “ place ” sobrejetivo de K tem imagem finita. No Teo-
rema abaixo apresentamos condi¢des equivalentes a definicao de anel de valorizagao
de Dubrovin. Uma destas caracterizagdes envolve “ places ” em anéis artinianos sim-
ples, ¢ mostra que da mesma forma como ocorre em corpos, um anel de valorizagao
em um anel artiniano simples @) é o conjunto dos elementos de @) cuja imagem de
um “ place 7 de @ é finita.
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Teorema 1.6: ( [D1], §1, Theorem 4 ) As condigdes abaixo sio equivalentes para
um anel artiniano simples €).

(i) R ¢ um anel de valorizagéo de Q.

(i) Rg e pR tém dimensfo finita, R é semi-hereditdrio a direita, primo e local
matriz.

(iii) R é local matriz, Bezout € uma ordem bilateral em Q.
(iv) R é o conjunto dos elementos no qual um “ place ” de @ tem imagem finita.

(v) R én-cadeia em @), e existe um ideal primitivo M tal que dim(R/M) > n.

Combinando a condiggo (iii} do Teorema anterior, com o Teorema 1.2, vemos
que um anel de valorizacao R de um anel artiniano simples @) é um anel de Goldie
primo. Assim usamos livremente para R e @ as propriedades dos anéis de Goldie
primos, que estio na secgao 3.D de {Go]. Além disso quando @ tem dimenséo finita
sobre seu centro, segue do Teorema 1.3, que R tem as propriedades dos Pl-anéis
prirmos.

Lema 1.7: Se R ¢ anel de valorizagio de um anel artiniano simples @, entdo J(R)
é 0 unico ideal bilateral maximal de R.

Demonstragao:

Se M é um ideal bilateral maximal de R, entao (M + J(R)) /J(R) é ideal bilateral
de R/J(R) que é simples, e portanto M + J(R) = R ou M + J(R) = J(R). No
primeiro caso temos 1 = m+ncomm € Men € J(R), e dal m = 1—n tem Inverso
em R, que contradiz M # R. Resta M + J(R) = J(R) donde M C J(R) C R que
implica M = J(R).

Observamos que & defini¢do de anel de valorizagdo para anéis artinianos
simples, generaliza a definicdo de anel de valorizagdo para corpos, verificando que
um anel R € anel de valorizacio do corpo K se, e somente se, R é anel de valorizacio
de Dubrovin de K. De fato, se R € anel de valorizagio de Dubrovin de K eg € K\R,
entdo existe r € R tal que rg € R\J(R), e pelo Lema 1.7 r¢ € U(R), mostrando
que ¢~ = (rq)~'r € R. Reciprocamente, se R ¢ anel de valoriza¢io do corpo K e
g € K\R, tomamos r = ¢~! € R e assim gr = rq = 1 € R\J(R). Além disso, a
maximalidade de J{R) assegura que R/J(R) é corpo ¢ entéo R é anel de valorizagio
de Dubrovin de K.
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Exemplos de anéis de valorizagio sobre anéis artinianos simples que néo
sdo corpos, sdo dados pelos anéis de valorizagao totais em anéis de divisdo. A
demonstragao é analoga a feita na parte final da observacéo acima.

Existem anéis de valorizagao que nio sdo totais. Como exemplo tomamos
o anel dos quatérnios racionais H e um primo p. Vimos que Vipy = Zp) + Zi +
Z )i+ Z )k nao é total em JH. Mas para cada T = aja; " +b1b5 i+cicy ' j+didy 'k €
H, temos ¢ = mn~ =n"lm quando m = aibacads+b; ayCodai+caobadyj+diasbacak
en = azbyczdy. Como m,n € V) vem que Vjp) é uma ordem em JH. Além disso,
Viy N@ = Zp) o anel de valorizagio p-adico discreto de @Q, e por ([W1], §1, Example
(c)), Vip) é subanel maximal de J para p # 2. Agora concluimos que Vi), p # 2, é
anel de valorizacgao de JH pela Proposicio seguinte.

Proposicao 1.8: ([W2], §1, Example 1.15) Sejam V um anel de valorizagio discreto
do corpo F, @ um anel artiniano simples com centro F e [() : F| < 00. Se B é subanel
de @ tal que BN F =V, entdo B é anel de valorizagio de @ se, e somente se, B é
uma ordem maximal de V em Q.

O préximo resultado conclui a relag@o entre os anéis de valorizacio totais e
os anéis de valorizacdo de um anel de divisdo.

Proposicao 1.9: Seja D um anel de divisdo com anel de valorizagio R. Entéao sao
equivalentes:

(i) R é total.

(i) R/J(R) é anel de divisao.

Demonstracio:

(1) = (ii)) Seja 0 # % € R/J(R), Z = 2+ J(R) e x € R\J(R). como R é total,
J(R) = R\U(R) e entdo existe z* € R. Claro que 27 ¢ J(R) e z-1 € R/J(R).

{1z} = (z) Dado 0 # z € D tal que z ¢ R, existe r € R tal que zr € R\J(R). Por
hipétese, existe @ € R/J(R) tal que z7.& = 1, isto é, xra — 1 € J(R) que implica
que zro tem inverso a direita em R, Portanto z tem inverso a direita em R, mas
pela Proposicio 1.4 temos que 27! € R, e R € total.
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Uma. outra classe de exemplos de anéis de valorizacio sao os dominios de
cadeia, Para verificar isso, comegamos com a definigio de anel de cadeia.

Definicao: Um anel de cadeia a direita é um anel no qual os ideais a direita estao
ordenados por inclusao.

Os anéis de cadeia a esquerda sdo definidos analogamente, e um anel de
cadela é um anel de cadeia a direita e a esquerda.

Como vimos no inicio do Capitulo, os anéis de valorizacao totais sao dominios
de cadeia.

Proposigac 1.10: Um dominio de cadeia € um anel de valorizagdo no seu anel
quociente.

Demonstracao:

Vamos verificar a condigéo (iii) do Teorema 1.6. Se R é um dominio de cadeia, a
ordenacéo dos ideais assegura que Ry e gR tém dimensdo finita por serem mddulos
uniformes. Por { [Gol, pg 95 ), R é uma ordem a direita em um anel de divisdo
D e também possui um quociente a esquerda, isto é, vale a condigao de Ore a
esquerda. Dado 0 £d € D, d = ab™! com a,b € R, entéo existem z,y € R tais que
ya = zb, donde d = y~!z e R também é ordem a esquerda em D. R é Bezout pois
se I = 1R+ ...+ 2R é ideal a direita, temos I = z; R para algum 7. Como os anéis
de cadeia sao anéis de n-cadeia em R, segue de ( [D1], §1, Corollary of Proposition
2) que R/J{R) é artiniano, além disso J(R) sendo a intersec¢éo dos ideais maximais
a direita, J{R) ¢ maximal bilateral e portanto R é local matriz.

Proposicdo 1.11: Seja R um anel de valorizagao do anel artiniano simples . Séo
equivalentes:

Q) B=Q.
(ii) R ¢ anel simples.
(ifi) J(R) = 0.

(iv) R é anel artiniano.

Demonstragao:
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As implicagdes (¢) = (i) = (414} sdo imediatas.
(¢¢7) = (iv) Sendo R um anel de valorizagdo, temos que R/ J(R) ¢ um anel artiniano

simples, e como J(R) = 0 vem que R é anel artiniano simples.

(tv) = (2) Se R é artiniano, o Corolario da Proposicao 1.4 garante que todo elemento
regular de R tem inverso em R, e isso leva a R = Q.

Definigao: Seja R wma ordem em um anel artiniano simples . Um subgrupo
aditivo I de @ ¢ dito R-ideal a direita quando:

(a) IR=1.
{(b) I contém um elemento regular de Q.

(¢) zI C R para algum z € Q*.

Os R-ideais a esquerda séo definidos da mesma forma, apenas trocando a
ordem dos produtos. Um R-ideal é um R-ideal a direita e a esquerda. Quando I é
R-ideal e I C R, dizemos que [ é um R-ideal de R.

Proposigao 1.12: ([D1], §2, Proposition 3) Seja R um anel de valorizacio do anel
artiniano simples @, ¢ I um subgrupo aditivo préprio de Q. Entdo I é um R-ideal
se, e somente se, RIR=1.

(s ideais de um anei de valorizacao de uwm corpo sao totalmente ordenados
por inclusdo. Para um anel de valorizagdo R do anel artiniano simples ¢, segue da
Proposigdo 1.12 que os R-ideais préprios de R coincidem com os ideais bilaterais
préprios. Veremos em [4] pg 18 que a inclusdo é uma ordenagéo total no conjunto
dos R-ideais, ¢ portanto os ideais bilaterais de R sfo totalmente ordenados por
inclusao.

Uma. ferramenta 0til no estudo de anéis de valorizagao sdo os anéis fatores.
Especificamente, se I € um subgrupo aditive de um anel @, o conjunto

Or(I) ={q€Q=Iq§I}

é um subanel de @, chamado anel fator a direita de 7. Analogamente define-se G,(1),
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o anel fator a esquerda de 7.

Quando / é um ideal a direita do anel R C @, temos que O,(I) é um
sobreanel de B em @), isto é, R C O,(I) C Q.

Lema 1.13: (|[D1], §2, Lemma 7) Se R é anel de valorizagio do anel artiniano
simples @, entdo O.(J(R)) = O,(J(R)) = R.

Lema 1.14: {[D1], §2, Lemma 8) Com as hip6teses do Lema anterior, as condigdes
seguintes 580 equivalentes para um R-ideal [ :

(i) I éideal a direita principal de O,().
(i) I# LJ(O.(D).

Definigao: Um anel de valorizagao discreto do anel artiniano simples (), é um anel
nao artiniano R que satisfaz as condi¢Ges do Teorema a seguir.

Teorema 1.15: ([D1], §1, Theorem 6) Seja @ um anel artiniano simples. Para um
anel nao artiniano R, so equivalentes:

(i) R é anel de valorizagdo noetheriano a direita de Q.
(ii) R ¢ anel de valorizacio maximal de Q@ e J(R) # J(R).

(ili) R € local matriz, J(R) é ideal a direita principal, N5, J(R)* = {0} e J(R) é
ideal a esquerda principal ou gR tem dimensao finita.

Como a condigéo (i1) nao depende de lateralidade, os anéis de valorizacao
discretos sao exatamente os anéis de valorizagdo noetherianos e prdéprios, pela Pro-
posicao 1.11. Assim quando ¢ ¢ comutativo, a definicio acima coincide com a
definicio de anel de valorizagio discreto de um corpo, conforme ( [El, pg 50 ).

Proposigao 1.16; Seja R um anel de valorizagio do anel artiniano simples §).
Entao sio equivalentes:
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(i) R é anel de valorizacio discreto.

(i) R#Q e M, J(R)" ={0}.

Demonstragao:

(5} = () E imediato.

(#5) = (i) Pela Proposigao 1.11, R # Q equivale a J(R) # 0 que equivale a R nio
ser artiniano. Assim, J(R) # N;Z; J(R)" = {0} e entdo J{R) # J(R)?. Aplicando o
Lema 1.14 ao R-ideal J(R)}, e usando o Lema 1.13 temos que J(R) é ideal principal
a direita e a esquerda de R. Também R ¢ local matriz por ser anel de valorizagdo.
Portanto verificamos a condigdo (iii) do Teorema 1.15, e R ¢ anel de valorizagdo
discreto.

Proposigao 1.17: Seja R um anel de valorizagdo discreto de um anel artiniano
simples, entdo todo ideal bilateral ndo nulo de R é uma poténcia de J(R).
Demonstragio: _

Pelo Teorema 1.15, R/J(R) é artiniano simples, J(R) = aR e N3, J(R)" = 0.
Também pelo Lema 1.7 J(R) € ideal bilateral maximal. A conclusio segue de ([Pb],
§3, Theorem 3.5).

Defini¢do: Sejam @ um anel artiniano simples com centro F, e V um anel de
valorizagao de F. Dizemos que um anel de valorizagio R de @ é uma extensao de V
quande RN F =V.

Apresentamos agora uma compilagio de resultados sobre os anéis de valo-
rizagao de anéis artinianos simples, que comparados com as propriedades dos anéis
de valorizagao de corpos, ddo uma idéia do desenvolvimento deste assunto.

No que segue, R é um anel de valorizagdo de um anel artiniano simples @,
F € o centro de ¢}, R é um sobreanel de R em () e Spec(R) denota o conjunto dos
ideais primos de R. A partir do resultado [10] consideramos que a dimensio de §
sobre F' é finita.

[1] M.(R) é anel de valorizagio de M,(Q).

[2] Se €2 = e € R entdo eRe ¢ anel de valorizagao de eQe.
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[3] Se @ = M,(D), D anel de divisdo, entdo existe um anel de valorizacdo S de D
e g € Q" tal que M,(S) = gRg™L.

[4] Os R-ideais est&o totalmente ordenados por inclusio.
[5] R é anel] valorizacdo de @ e J(R') é ideal primo de R.
[6] R/J(R') é anel de valorizacéo de R'/J(R').

[7] O conjunto dos elementos de R que sdo regulares médulos J(R'), N = {z €
R; z+ J(R') € (R/J(R))*}, forma um sistema multiplicativo de Ore a direita
e a esquerda, e a localizagdo Ry coincide com R'.

[8] A aplicagio R +— J(R'), do conjunto dos sobreanéis de R em Spec(R), é
injetora e reverte a inclusao.

[9] O anel V = RN F é o centro de R, e é anel de valorizagao de F.

[10] A aplicagio P —— PNF é uma bijecao que preserva a inclusao, entre Spec( R)
e Spec(V) onde V = RNF. Além disso, P é ideal a direita principal de O,(P)
se, € somente se p = PN F é ideal principal de O.(p).

[11} Para cada P € Spec(R), o conjunto {z € R; 2+ P € (R/P)*} é um sistema
multiplicativo de Ore a direita e a esquerda contido em R*. Se Rp € a locali-
zacdo neste sistema, entdo a aplicacdo P — Rp é uma bijecio entre Spec(R)
e 0s sobreanéis de K em ().

[12] Se P € Spec(R) e p= PN F entdo Rp = R, = RV},

[13] A aplicagdio R’ —— R'N F é uma bijegho que preserva a incluso, entre os
sobreanéis de £ em () e os sobreanéis de V em F.

[14) Para cada P € Spec(R), existe um numero natural n < [Q : F) tal que
P*=pR,onde p= PNF. Sen > 1entao P é um ideal principal de O,(P).

[15] ( Teorema da Extensdo ) Se V é um anel de valorizacao de F, entdo existe um
anel de valorizacio R de Q tal que RN F =V.

[16] Se V = RN F tem rank 1, entdo R ¢ integral sobre V.

[17] O anel R ¢ integral sobre V = RN F se, e somente se, todo ideal bilateral
principal de R é também principal a direita e a esquerda.
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[18] Se R e B sio anéis de valorizagio de ) tais que RN F = BN F, ent3o existe
q € Q" tal que R~ = B.

[19] Se R # Q entéo existe um sobreanel R, R C R’ C @}, com centro V' = R'N F
tal que R’ € integral sobre V.

[20] Se V = RN F, entéo para cada g € () existe v € V* tal que qv € R.

As demonstragdes de [1] a [8] estdao em [D1], de [9] a [16] estdo em [D2],
[17) e [18] em [Wy), [19] estd em [Gr]. A demonstragao de [20] pode ser encontrada
em [BG2], ou vista como um caso particular da Proposigéo 1.5.

Os exemplos de anéis de valorizacio de Dubrovin que vimos foram os anéis
Vip), 08 anéis de valorizacio totais e os dominios de cadeia. Podemos construir novos
exemplos a partir destes, usando [1] e [2]. Também as dlgebras de Azumaya sobre
anéis de valorizacdo comutativos, s&o anéis de valorizagdo de Dubrovin, conforme
( [D2], §2, Proposition 1). Até o momento ndo conhecemos exemplo de anel de

valorizagdo em um anel artiniano simples, cuja dimenséao sobre o seu centro néo seja
finita.

Embora a defini¢do de anel de valorizacdo de Dubrovin seja geral, os princi-
pais pontos da teoria s6 estao desenvolvidos no caso em que o anel artiniano simples
tem dimenséo finita sobre o seu centro. Assim o trabalho também se desenvolverd
dentro desta restricio.

Para uma generalizacao da definicdo de anel de valorizacfo de corpos, aos
anéis artinanos simples, é conveniente ter como propriedade que o centro de um
anel de valorizacio do anel artiniano simples @), seja anel de valorizagéo do centro
de ). Neste sentido, destacamos o resultado [ 9 | fazendo sua demonstragio, que
pode ser obtida como conseqiiéncia da ordenagéo dos R-ideais [ 4 ]. Se R é um anel
de valorizacdo de Q e V = RN F, jé provamos na Proposi¢do 1.5 que V ¢ o centro
de R. Tomando g € F,q # 0, temos que ¢R é um R-ideal, ¢ como R também é
R-ideal, segue que gR C R ou R C gR. No primeiro caso temos g € RNF =V,
enooutro 1 =grcomr € Rquelevaag ! € RNF = V. Portanto V é anel de
valorizagao do corpo F.
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O Teorema da Extenséo [15], garante que para todo anel de valorizacio V
do centro F' de um anel artiniano simples @, existe um anel de valorizacio R de Q tal
que RN F =V, quando [Q : F] < co. Segue de [13] que se R’ tem tal propriedade e
RC R C @ entdo R = R/, isto é, nfio existem extensdes de V acima de R. Portanto
temos que as extensoes de um anel de valorizagio a um anel artiniano simples, néo
sa0 comparaveis por incluséo.

Por [18] todas as extensdes sdo conjugadas, e por isso isomorfas. Claramente
todos os anéis de valorizagao de @ conjugados, séo extensbes do mesmo anel de
valorizagdo do centro, pois se R e R' = qRq™,q € @, sdo anéis de valorizagio de
Qentio RNF=RNF.

Diferente do que ocorre com as extensdes totais em anéis de divisdo, o
mimero de extensdes em anéis artinianos simples pode nao ser finito, como vemos
na introducgo de [Gr].

O que chamamos de Teorema da Extensio, é um tecrema da extensdo para
anéis de valorizacio do centro F de um anel artiniano simples @, quando [Q : F] <
oo. Este procedimento € justificado pela inexisténcia de um Teorema da extensédo
em geral, conforme ([BG2], §1). Especificamente, consideramos novamente o anel
dos quatérnios racionais IH, e Z) o anel de valorizagao discreto 5-ddico do centro
de H. Como —1 é um quadrado médulo 5, temos que Z) tem duas extensdes
distintas V; e V; que s@io anéis de valorizagdo de @), por ( [E], pg 128 ). Agora
concluimos gue V) e V5 ndo possuem extensdo a JH pela Proposigéo abaixo.

Proposigdo 1.18: Sejam @ um anel artiniano simples com centro F, [@ : F] < oo,
K um corpo, F ¢ K C @ ¢ V um anel de valorizagio maximal de F. Se V néo
tem extensdo tinica em K, entdo nenhuma destas extensoes pode ser estendida a um
anel de valorizacio de Q.

Demonstragao:

Sejam B;, By, - -+, B,,n > 1, 0s anéis de valorizacéo de K que estendem V. Suponha
que para algum 7 € {1,2,---,n}, o anel B; tem extensdo R, em Q. Como R;NF =
RiNKNF = B,NEF =V, segue que R; é uma extensao de IV, mas V sendo maximal
temos que R; é integral sobre V, por [16]. Em ( [E], pg 69 ) vemos que os elementos
de K que sdo integrais sobre V, estdo na interseccdo das extenstes de V em K, ¢
portanto B; = B;N K C BiN By N---N B, que ndo é possivel pois estas extensoes
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nao sao comparaveis por inclusdo. Concluimos que para todo ¢ € {1,2,---,n}, B,
nao se estende a ().

Veremos no Capitulo II uma justificativa topolégica para a inexisténcia de
um Teorema da Extensdo em geral.

Apresentamos a seguir um critério para decidir quando um anel de valori-
zaglo de um corpo intermedidrio, entre F' e (2, possul uma extensao a Q.

Proposigdo 1.19: Sejam (} um anel artiniano simples com centro F, [Q : F] < oo,
K um corpo, F C K C Q, R um anel de valorizagio de () e B um anel de valorizagéo
de K.

(a) RN K é anel de valorizagio de K se, e somente se, R contém um anel de
valorizacdo de K.

(b} B possui uma extensio a (} se, e somente se, B estd contido em algum anel de
valorizacao de () que estende BN F.

Demonstracao:

(a) E imediato.

(b) Seja R' o anel de valorizagéo de ) tal que R’ N K = B. Claramente B C R’ e
R estende BN F pois RRNF =R NKNF = BNF. Reciprocamente, se¢ R’ é anel
de valorizacdo de Q paraoqual BC R e RRNF=BNF,temosque BC R'FNK
e entdo R' N K é anel de valorizagio de K. Como (R NK)NF=RNF=BNF
vemos que i’ N K é uma extensdo de BN F em K, mas B também estende BN F
e BC R'NK. Ja que as extensoes ndo sdo comparaveis por inclusao, concluimos
que R' N K = B e portanto B possui uma extensio a Q).

Por [13] sabemos que R ser anel de valorizagdo maximal do anel artiniano
simples @, com centro F e [() : F] < oo, equivale a V = BN F ser anel de valorizagio
maximal de F. Podemos verificar que R ser discreto em () equivale a V ser discreto
em F.

Proposigao 1.20: Sejam @ um anel artiniano simples com centro F, [Q : F] <
o0, R um anel de valorizaggo préprio de @ e V = RN F. Entao:
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(a) J(V)=J(R)NF

{(b) J(R) ¢ ideal a direita ( esquerda ) principal de R se, se € somente se,- J(V) é
ideal principal de V.

(c) R é anel de valorizagao discreto de @} se, e somente se, V é anel de valorizagao
discreto de F.

Demonstragao:

(a) Por [9] V € anel de valorizagho do corpo F, e portanto J(V') é ideal maximal
de V. A bijegio obtida em [10] mostra que existe um ideal primo I de R tal que
INF = J(V). Pelo Lema 1.7 temos I C J(R), e como a bije¢do preserva a incluséo
vem J(V) =INF C JR)NF C V. A dltima inclusfo é estrita pois 1 € J(R), e
entao a maximalidade de J(V) garante que J(V) = J(R)N F.

(b) Pelo Lema 1.13, O.(J(R)) = R e 0,(J(V)) = V. Agora aplicamos a segunda,
parte de [10] e o item (a), para concluir que J(R) ser ideal a direita principal de R
equivale a J(R}N F = J(V) ser ideal principal de V.

(c) Se R ¢ discreto, entdo R € maximal e J{R) # J(R)?. Pelos Lemas 1.13 e 1.14,
J(R) # J(R)? equivale a J(R) ser ideal a direita principal, e pelo ftem (b) isso
equivale a J(V') ser ideal principal. Novamente os Lemas 1.13 € 1.14 garantem que
J(V) # J(V)2. Também a maximalidade de R implica na maximalidade de V, por
[13]. Portanto V' é anel de valorizagio discreto. A reciproca é andloga.

No préximo Capitulo, trabalharemos com anéis de valorizagio préprios de
um anel artiniano simples, por isso temos interesse em saber quando eles existem.
Usaremos o Lema abaixo, cuja demonstragio pode ser facilmente obtida de ( {E],
Corollary 9.8, pg 63 ).

Lema 1.21: Para um corpo K sio equivalentes:
(1) K tem anel de valorizacéo préprio.

(i) K nao é extensio algébrica de um corpo finito.

Proposigao 1.22: Para um anel artiniano simples @ com centro F ¢ [@ : F] < oo,
sdo equivalentes:

(1} @ tem anel de valorizagdo préprio.
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(i) F ndo é extensao algébrica de um corpo finito.

Demonstragao:

(3} = (44) Se R é anel de valorizagdo prdprio de @, tome V = RN F que é anel de
valorizagao de F por [9]. Para cada g € @, existe 0 # v € F tal que qv = r € R,
por [20]. Supondo V = F vem que v~! € F C R e daf ¢ € R que implica @ = R.
Essa contradigdo mostra que V # F e pelo Lema 1.21 temos que F nao é extenséo
algébrica de um corpo finito. '

(i¢) = (1) Pelo Lema 1.21 podemos assurair que F' possui um anel de valorizagio
proprio V, e pelo Teorema da Extensdo existe um anel de valorizagdo R de @ tal
que RN F = V. Claro que R # @ pois do contrario terfamos V = I,

Se exigimos que anéis de valorizagao sejam anéis de Goldie primos e ordens
bilaterais, entdo os anéis artinianos simples formam a maior classe de anéis, para a
qual é possivel estender o conceito de anel de valorizagcio. Com efeito, se R é um
anel de Goldie primo e ordem bilateral em um anel S, vamos verificar que S é anel
artiniano simples. Como R é anel de Goldie primo, R é uma ordem bilateral em
algum anel artiniano simples @, e @ é o fecho injetivo de R por ([Go], pg 99, 100).
Novamente ([Go], pg 60) assegura que @ é anel quociente maximal de R, e assim
a inclusdo ¢ : B — (Q se estende a wm homomorfismo injetivo de anéis ¢ : S — Q.
Segue que ¢(R) = i(R) = R é uma ordem em ¢(S) C Q. Seja ¢ = mn™! € Q
com m,n € R, n € R*, como R é ordem em ¢(S) temos que n~! € ¢(S5), mas
m € R C ¢(5) e entdo ¢ = mn! € ¢(5). Concluimos que @ = ¢(5), e pelo
isomorfismo S é artiniano simples.
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Capitulo 2

A Topologia dos R-ideais

Para este Capitulo, () é um anel artiniano simples com centro F, [Q: F] <
oo, R éum anel de valorizagdo prépriode @, V =RNFe V= {I; I é R-ideale 0 £
I C R}.

Verificaremos que R gera uma topologia 7z em Q, que tem V como sistema
fundamental de vizinhangas abertas da origem, e que com esta topologia Q) é um
anel topolégico nao discreto e Hausdorfl. Mais ainda, a restricdo de 7z ao centro
de @ torna (F, Tg|r) um corpo V-topoldgico, € a topologia produto induzida por
F em @Q é equivalente a 7. Apresentaremos uma condi¢io necessdria e suficiente
para que dois anéis de valorizacdo gerem topologias equivalentes em (. A partir
desta condicfo, deduziremos que todos os anéis de valorizacao de @ que estendem
umn anel de valorizacao de F, geram a mesma topologia em (). Também veremos que
os sobreanéis de R produzem a mesma topologia que R.

Um ideal bilateral de um anel qualguer, produz uma topologia adica neste
anel. Usaremos esta comstrugdo geral para o ideal J(R), produzindo a topologia
J(R)-4dica em ), e o interesse por anéis topoldgicos de Hausdorff nos levard a
trabalhar com anéis de valorizagao para os quais (o, J(R)" = {0}. Veremos que
esta ¢ a condigdo necessdria e suficiente, para que a topologia J(R)-ddica coincida
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com a topologia dos R-ideais, e também provaremos que (3o, J(R)" = {0} é
equivalente a R ser anel noetheriano. Portanto as topologias geradas por anéis
de valorizaco discretos sao exatamente as topologias J(R)}-ddicas e Hausdorff.

Os conceitos topoldgicos que usamos neste trabalho, seguem o exposto em
[L). Destacamos a seguir algumas definigbes.

Sejam (X,T) um espago topoldgico e z € X.

(1) Uma vizinhanga de z é um subconjunto U C X, para o qual existe um aberto
Acomze ACU.

(2) Um sistema fundamental de vizinhangas de z é uma colegao B(z) de vizinhangas
de z, tal que para cada vizinhanca W de z existe U € B(z) com U C W.

(3) Se O é outra topologia em X, dizemos que O é mais fina que 7 e denotamos
0 = T, quando a aplicacao identidade ¢ : (X, O)— (X, T) é continua. Assim O e
T sd0 equivalentes quando @ » T > O.

Definigao: Um subconjunto A C ¢} é aberto, quando para cada ¢ € A, existe um
IeVtalquea+ICA.

Com a notagio | = {A C @Q; A é aberto} vem que (Q,T) é um espaco
topoldgico € V € um sistema fundamental de vizinhangas abertas da origem. Clara-
mente V satisfaz a afirmacio, # ¢ Q estdo em T ese A, € | para todo a num
conjunto de indices L, entdo U,e; An € Tr . Para A1, A2 € s ¢ a € AN Ay,
existem I, I € Vtalsquea+I1 C A; e a+ I; C Ay Por [4] assumimos I; C I,
que implica a + I; © A; N A», e portanto A1 N A; € Tg.

A topologia F serd chamada de topologia dos R-ideais em Q. O espago
topolégico (@, Tr) néo é discreto, pois todo aberto que contém 0, também contém
um R-ideal ndo nulo, e entdo {0} nio é aberto. Como os R-ideais sdo fechados por
somas, temos que z+ f € g semprequez €@ e I €V,

Sejam B um anel de valorizagao préprio do corpo K, e z pertencente a todo
ideal ndo nulo de B. Sendo B uma ordem em K, todo k € K pode ser escrito da
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forma k = mn~! com m,n € B en # 0. Como nB é ideal ndo nulo de B, temos
que ¢ € nB eentdo n”'z € B, que leva a kz = mn~'z € B e Kz C B. Supondo
z # 0 temos zK = K pois z7! € K, implicando em K = Kz C B C K que néo
é possivel. Portanto a interseccéo dos ideais néo nulos de B é {0}. O equivalente a
este resultado para os R-ideais € (Y, I = {0}, e serd provado na Proposigao 2.1.

Escolhemos V como o conjunto dos R-ideais nao nulos contidos em R, que
pela Proposigdo 1.12 sdo os ideais bilaterais no nulos de K. Esta opc¢ao evidencia o
paralelo com o caso comutativo, onde o conjunto dos ideais bilaterais nao nulos de
um anel de valorizagio do corpo, formam urn sistema fundamental de vizinhangas
abertas da origem, para a topologia definida no corpo.

Podemos trabalhar indistintamente com V' = {I ; I é R-ideal e I + 0} ou
V' ={aR ; a € V*} ao invéis de V, isto é , se tornamos de maneira andloga a Tz as
topologias Tr: e Tpr definidas por V' e V" respectivamente, entdo 7r ~ T ~ Tgr. De
fato, dado aR € V", temos pela Proposi¢io 1.12 que aR € V e assim V' C V CV/,
que garante Ty > Tg > Tpr. Se I' € V' entao 0 £ I' C Q e RI'R = I'. Tomando
I =7INR temos RIR=I. Quando I' C R é claro que I # 0, e quando I' € R
existem ¢ € I'\R e r € R tais que gr € R\J(R). Escrevendo gr = 1gr € RI'R =1
termos 0 # gr € I'NM R =1eI # 0. Agora a Proposi¢io 1.12 assegura que I €
V, e assim todo elemento de ¥’ contém um elemento de ¥V que prova Tz > 7. Da
mesma forma, para verificar que 7z« > Tg € suficiente verificar que todo elemento de
V contém um elemento V*. Mas isso é imediato do item (c) da Proposicio abaixo,
poisdado f € Vexiste0F#acINFeentdoaRe V' eaRC 1.

Observamos que se R = Q entdo V" = {eQ; a € F*} = {Q}, e dal =
{0, Q} é a topologia cadtica. Como estamos interessados em topologias Hausdorfl,
trabalhamos com R # Q).

Propriedades da topologia de um anel, tais como continuidade da soma e do
produto, ser Hausdorff, ser discreta, podem ser verificadas através das propriedades
de uma base de vizinhangas simétricas da origem, como pode ser visto em [KD] e
[PZ]. Nao optamos por este procedimento, por considerar que a verificagdo direta
das propriedades ndo acarreta maior dificuldade.
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Como consideramos ) de dimensao finita sobre F, segue do Teorema 1.3
que R € um Pl-anel primo, e portanto os resultados sobre os ideais bilaterais de
um Pl-anel primo, valem para os R-ideais de R. A seguir reunimos alguns destes
resultados, que usaremos para deduzir propriedades da topologia 7.

Proposicao 2.1: Com a notagdo estabelecida inicialmente, vale:
(a) O anel V ¢ anel de valorizagio préprio de F.

(b) Dadosge QeleV,existeT € VtalquegqT CleTqgC I
(c) Sel €V entdo INF #{0}.

(d) Paracadaa€ V*, ecRNF=aRNV =aV.

() NievI = {0}.

Demonstragao:

{a) J4 vimos em [9] que V é anel de valorizagio de F. Supondo que V = F, vem
que F' C R. Para cada ¢ € @, por [20] existe w € V* tal que gw = r € R, e assim
g=rw! € R pois w™! € F. Isso leva a contradicdo Q = R.

(b) Para o w acima, tomando 7" = wl = Jw temos que T # 0 pois I contém um
elemento regular, e também ¢’ = I CTeTg=Ir CI. Comow € R, T é ideal
bilateral nao nulo de R e pela Proposicao 1.12 temos que T € V.

{(c) Seja I € V, claramente IQ é ideal a direita de (J, e por outro lado dados
g € Qe min; € IQ, por [20] escrevemos ¢ = uv™ comu € Rev € V*. Assim
g mm; = S(umy)(vin;) € IQ, e entdo Q) = @ por ser ideal bilateral nio nulo
de @. Supondo I N F = {0} temos paratodot € RNF, t £0,que Rt =tR ¢ I.
Sendo Rt um R-ideal, por [4] I C Rt, isto é It C R e assim It™! ¢ ideal
bilateral de R. Como t ¢ I temos 1 ¢ It~} e segue a inclusdo It~ C J(R) para
todot € V. Para cada g € @, escrevernos g =ut ' comu € Ret € RN F* assim
Ig=Twt ' C It7' C J(R) que leva a @ = IQ C J(R) e contradiz R # Q.

(d) E claro que aV C aRNV = aRN F para cada a € V*. Tomando z € aRNV,
z=ar comr € R, obtemos r = a™'x € F e portantor € RNF =V, isto é, = € aV.

(e) Iniciamos verificando que Ngey» aV = {0}. Por (a) V é um anel de valorizagao
préprio do corpo F, e portanto a intersecio dos ideais nao nulos de V' € nula. Tome
z € Ngev- @V e seja L um ideal ndo nulo de V, entdo existe y € L C V, y # 0 e daf
z € yV C L quelevaax =0 Agora M = Ny~ aK é um ideal bilateral de R, e
se M # {0} vem da Proposigéo 1.12 que M é R-ideal e por (c) M N F # {0}, mas
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MNF = (e~ aR) N F =Ny aV = {0}. Portanto M = {0}, e isso prova (e)
pois {aR;a € V*} C V.

Coroldrio: O espago topoldgico (F, Tl|r) é nio discreto.

Demonstragao:

Se {0} é aberto em (F, Tr|r), entdo existe A € | tal que AN F = {0}, e como
0 € A também existe ] € V tal que I C A. Assim INF C ANF = {0} que contradiz
o item (c) da Proposicdo. Segue que {0} ndo é aberto em (F, T|r) e portanto o
espaco niao é discreto. '

Proposigdo 2.2: O espago topoldgico (@, Tr) é espago de Hausdorff se, e somente
se, nIEV I= {0}

Demonstragao:

Seja * € Njey I. Supondo = # 0, existem A,B € T tais que 0 € A,z € Be
ANB = 0. Mas também existem I;, [, € Vtaisque 0+, C Aez+1; C B. Issoleva
a contradicio £ € (0+11)N(z+ 1) = 0, e portanto Nzey I = {0}. Reciprocamente,
se z,y € @ e x # y, por hipétese z — y ¢ I para algum I € V. Tormamos entao
A =2z+Te B =y+I quesao abertos contendo r e y respectivamente. Seu € ANB,
entiou=x+m=y+ncommné€lquelevaar—y=n-—-mec I quenaoé
possivel. Concluimos que AN B =0 e (@, %) é Hausdorfl.

A Proposi¢ao anterior junto com a Proposigio 2.1 (e) mostra que (@, T} é
um espago topoldgico nao discreto de Hausdorff. A seguir verificaremos que (@, 7g)
¢ um anel topolégico.

Proposicao 2.3: Se considerarmos em ¢} a topologia Tz e em @ x @ a topologia
produto, entdo as aplicagbes abaixo sdo continuas:

(@) s:@QxQ—Q; s@y)=z-y
(b) p: @ xQ— Q; plz,y) ==zy.

Demonstragao:

(a} Fixe (xo,%0) € @ x Q, e seja A um aberto de () contendo zg — yo, entao existe
I € Vtalque (xg—1yg)+I C A. Como zo+1 e yo+1 séio abertos em (), temos que B =
(zo+1I,yo+1) é aberto em Q x Q contendo (g, yo). Tomando u = (zo+z,y0+y) € B
vemquez —y € [ e assim s(u) = (zo+ ) — (vo+¥y) = (xo — o) + (& — y) € A,
implicando em s(B) C A e s continua em (%o, Yo).
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(b} Novamente tome (zo, %) € @ X @,  seja agora A um aberto de Q que contenha
Zoyo. Assim, existe I € V tal que zoyp + I € A. Pela Proposigio 2.1 (b), existem
1,T; € V tais que zpTy, Toyg € I. Tomando T3 =Ty NITo NI temos T3 € V, jé
que os R-ideais sdo ordenados, e zg+ T3, yo + T3 sdo abertos de (. Escolhemos
B = (zp + T3, % + T3) que é um aberto de Q x @ contendo (zo, y). Para u =
(zo+2, Yo+y) € B temos p(u) = zoyo+{(zoy+zyo+2y) com zoy € ol C 29Ty C I,
zyo € Tsyo C Toyo C T e zy € T3 C I, assegurando que p{u) € zoyp + I C A, isto
é, p(B) C A e p é continua em (o, o).

Para qualquer topologia em um conjuntoe ¢, quando consideramos a topolo-
gia produto em @ X @, temos que a aplicagdo @ — Q X @, z — (a,z), é continua
para todo a € Q. Aliando ao fato das aplicagdes p, s : @ x Q@ — Q, p(z,y)=zy e
s(s,y) = = — y serem continuas na topologia 7, temos a Proposicdo abaixo.

Proposic¢io 2.4: Sejam a € @ e d € @*. Entdo na topologia Ty temos:
(a) v:Q — @ ¢{r) =a+ z éum homeomorfismo.
(b) ¥:Q — Q; v¥{z)=dz é um homeomorfismo.

{(€) Y4:Q — @Q; tu(z) = dzd™' é um homeomorfismo que também é um automor-
fismo do anel Q.

Corolario: O espaco topolégico (@, Tr) € desconexo.

Demonstracao:

Como {aR;a € V*} é um sistema fundamental de vizinhancas abertas para T,
temos que aR € Tz. Pela Proposigio para cada z € Q, r+aR € T|r edal B =
Uszgar (2 + aR) é aberto. Claro que Q\aR C B, e por outro lado dado u € B, u =
z+arcomzgalRerc R Seué€ aR entdo z = u — ar € aR, que nao é possivel.
Portanto u € @Q\aR e Q\aR = B é aberto. Assim @ = aRU@\aR é uma ciséio nio
trivial de Q.

Observamos que para um aberto A do espago (Q), Tg) vale:
(1) Se a € @ entdo a+ A € aberto.

(2) Se B C @ entdo A+ B ¢é aberto, como reuniao de abertos.
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(3) Se d € ) entao dA é aberto, e em particular — A ¢ aberto.

As observagoes anteriores e a Proposicao 2.4 valem para qualquer anel ar-
tiniano simples topoldgico. Outro resultado geral é que em um anel topolégico, {0}
ser aberto equivale a topologia ser discreta. De fato numa diregdo é trivial, e para
a outra se considerarmos {0} aberto, vem da observacio (1) acima que a topologia
é discreta.

O conceito de subconjunto limitado em um anel topolégico D, onde D é anel
de divisdo, foi introduzido por Shafarevitch em [S]. Apresentamos abaixo a mesma
definigdo aplicada a um anel topolégico qualquer.

Definigdo: Um subconjunto L de um anel topoldgico ndo discreto € limitado a
direita, se para toda vizinhanca U de 0, existir uma vizinhanca W de 0 tal que
LW C U. Analogamente define-se subconjunto limitado a esquerda. Um subcon-
junto é dito limitado quando € limitado a direita e a esquerda.

Na definicio acima exigimos que a topologia seja ndo discreta, para evitar
que {0} seja vizinhanga da origem. Caso contrario terfamos que todo subconjunto
do anel topoldgico € limitado.

Se X e Y sfo subconjuntos limitados de um anel topolégico ndo discreto,
valem as propriedades seguintes de facil verificagao:

(1) X +7Y ¢ limitado.
(2) X.Y é limitado.
{3) X UY ¢ limitado.

)
(4) Se A C X entdo A é limitade.

A préxima Proposicio e seu Corolario, apresentam propriedades da topolo-
gia T de @, que serdo usadas para estabelecer o Teorema 2.9 adiante.
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Proposigao 2.5: Se M é uma vizinhanga de 0 em (@, &) entao (F\(F N M))-!
é limitado.

Demonstracao:

Seja A o aberto contendo 0 tal que A C M. Considerando V' = {aR; a € V*} como
sistema fundamental de vizinhancas da origem para a topologia T, existe a € V*
tal que eR € A C M e portanto é suficiente provar que (F\(F NaR))~" é limitado,
pois (F\(FNM))™! C (F\(FNaR))™. Sem € (F\V)™! entdo m = n"! com
n € F\V, mas por [9] vem que n™! = m € V e entdio (F\V)™! C V implicando que
a }(F\V)! C e 'R Paraz € (F\(FnaR))!,z=1y"! comy € F\aR, e como
F = oF temos y = qu para algum v € F, e u ¢ R pois y ¢ aR. Assim v € F\V
eu! e (F\V)daiz =y"?! = (aw)™ = au?! € a}(F\V)}, verificando
que (F\(FNaR))™' C a"'R. Seja U uma vizinhanca de 0, entdo existe b € V~
tal que bR C U. Tome W = abR que é uma vizinhanga de 0 pois ab € V*. Agora
temos (F\(F'NaR))7.W = (F\(FNaR))'.abR C a~'R.abR C U e analogamente,
W.(F\(FaR))™! CU provando que (F\(F N M))~! é limitado.

Coroldrio: Se M ¢é uma vizinhanga de 0 em (F, T|r) entéo (F\M)~' é limitado.
Demonstracao:

Seja U uma vizinhanca de 0 em 7|r. Existem M’ e U’ vizinhancas de 0 em T
tais que U'NF C U e M'NF C M. Pela Proposicdo existe uma vizinhanga W’
de 0 em T tal que W/.(F\(FN M) C U’ Mas W contém um aberto A' de T
com 0 € A’ Tomando W = A N F temos W C W', e W & uma vizinhanga de 0
por ser aberto. Agora, W.(F\M)! C W' .(F\M)' C W.(F\(Fn M) CU
e claramente W.(FAM) ! C F que leva a W.(F\M)~! C U. Portanto (F\M)™' é
limitado.

Nosso objetivo atual é provar que (F, Tg|r) é um corpo V-topoldgico, se-
gundo a defini¢do abaixo, devida a Kowalski e Dirbaum.

Defini¢do: Um corpo topoldgico (K, T), ndo discreto e Hausdorff é chamado
V-topolégico, se para toda vizinhanca M de 0, o conjunto (K\M)™! for limitado.
Neste caso T é uma V-topologia em K.

Até o momento temos que (@,7) ¢ um anel topolégico nao discreto e
Hausdorff. Como a propriedade Hausdorff, e a continuidade das aplicagbes diferenca
e produto sdo hereditdrias, concluimos com a ajuda do Corolario da Proposigao 2.1
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e do Coroldrio da Proposi¢io 2.5, que (F, |r) ¢ anel topolégico ndo discreto, de
Hausdorff e tal que (F\M)~! é limitado para toda vizinhanga da origem M. Assim
para concluir que (F, Trlr) € um corpo V-topolégico, falta verificar que a aplicagio
@: F*— F* ¢(z) = z7! é continua.

Uma forma alternativa para ver os abertos de (F, Tg|r) € conseqiientemente
de (F*, Trlr+) € dada pela Proposigao abaixo.

Proposigdo 2.6: Um subconjunto A C F' é aberto em (F, Tg|r) se, e somente se,
para cada = € A existir a € V*, tal que z + aV C A.

Demonstragao:

Agsuma A abertoetomez € A Entdio A=A NFcom A € T eexistea € V*
tal que z +aR C A Como z € F temos (z +aR)NF = 2+ (aRN F) e daf
z+aV =z+{(aRNF)=(z+aR)NF C A NF = A. Reciprocamente, para cada
z € A temos por hipétese um a € V* tal que z + oV C A. Como aR € T segue
que gV = aRNF é aberto em F, e 0 homeomorfismo de ¥ em F, b— z -+ b mostra
que z -+ aV é aberto em F. Portanto A = U,ca(x + aV) é aberto,

Coroldrio: Se 7 é a topologia que o anel de valorizagdo V' define no corpo F,
entao ’F/ = ’E{l .
Demonstracao:
De forma anéloga ao que fizemos para 7z, temos que o conjunto {aV ; a € V*} é um
sistema fundamental de vizinhangas abertas para ;. Portanto segue da Proposicio

que T = Tlr-

Lema 2.7: Sejama € V* e x € F. Entdo:
(a) Existe b € V* tal que zbV C aV.

(b) Existe¥ € V*talque 0¢ (1 +8V) e (1+¥V) C(1+aV).
Demonstragao:

{a} Paraz € Q, existe v € V™ tal que zv € R, por [20]. Como = € F, temos zv € V.
Tomando b = va € V* segue que zbV = zvaV C VaV = aV.

{b) Como vimos na demonstracao da Proposigéo 2.1(e}, Npey- mV = {0} e assim
—1 ¢ ¢V para algum ¢ € V*. Também aV ¢ uma vizinhanga de 0 em T r ¢
pelo Corolério da Proposicio 2.5, (F\aV)™! ¢ limitado. Entfo existe vizinhanga
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W de 0 em T|r tal que W.(F\aV)™! C ¢V, mais ainda, existe d € V* tal que
dV C W. Lembrando que cR e dR sado R-ideais, por [4] eles estdo ordenados e daf
cRNdR =YR para b = cou ¥/ =d. Claramente ¥V C ¢V NdV e assim ~1 ¢ bV,
isto €, 0 ¢ 1+ b'V. Seja u € V'V, devemos provar que (1+u)~! € 1+ aV e podemos
assumir 4 # 0. De (1+u) € 1+ ¥V C F e —u € F segue que (1 +u)"}(—u) € F.
Supondo {1 + u)'(-u) = & & eV vem que —ua~! = 1 +  implicando —1 =
u+ua~l € BV 4 HV(F\aV) ! C eV +dV(F\aV)™ ! C eV + ¢V = ¢V que nao é
possivel. Portanto (1 +u)~!(—u) € aV, mas (1 +u)* — 1 = (1 + u}}(—u) € aV
que leva a (14 u)~! € (1 +aV) e finalmente (1 +bV)™! C (1 + aV).

1 ¢ ym homeomor-

Proposigao 2.8: A aplicagao ¢ : F* — F* dada por p{z) = 2~
fismo.

Demonstragao:

A bijecBo é imediata, e como ¢! = ¢ basta provar que ¢ é continua. Seja
B € B p com z7! € B. Entao B = A\{0} para algum A € T|r e existe
a € V* tal que 27! + aV C A. Pelo Lema 2.7(a), existe b € V* que satisfaz
7"V C aV e dai ¥'V C zaV. Pelo ftem (b) do mesmo Lema, existe ¥’ € V* tal
que (1+¥V) 1 C (14¥V)e0¢(1+¥B). Novamente pelo ftem (a) do Lema
obtemos b € V* tal que z715V C ¥V. Note que 0 ¢ (x+bV'), pois se fosse o contrario
terfamos —z € bV e dail —1 € ¥V que contradiz 0 & (1 + ¥'V). Como bV € T|r
e m + £+ m é homeomorfismo de F em F, vem que (z + dV) € Tg|r € entdo
(z +bV) € Tr|p- pois 0 & (z 4+ V). Seja z € plz +bV) = (. + V)L, 2 = y!
comy=z+u,uechbV Assimy=2(1+z'u) e y ' =2'(1+2 ), e como
z7lu € 27V C V'V, temos (1 +z7tu) € (1 +¥V)P C (1 +D"V) C (1 + zaV)
implicando em z =y ! =z 11+ 2z ) € 2711 +zaV) = 27! + aV que conclui
ol +bV) C (271 4+ aV) C A\{0} = B. Portanto p é continua em todo z € F*.

Para referéncia futura, reunimos no Teorema abaixo algumas propriedades
que verificamos para a topologia 7.

Teorema 2.9: Se Tp é a topologia definida por R em ¢} entéo:
(a) (Q,Tr) é anel topoldgico nio discreto € Hausdorff.

(b) (F, Tr|r) é corpo V-topoldgico.
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Um fato conhecido sobre anéis de valorizacdo de corpos, é que um anel de
valorizacao de um corpo, gera uma V-topologia neste corpo. Observamos que este
resultado também pode ser obtido como um caso particular do Teorema anterior.

Uma propriedade importante da topologia T de (, que usaremos no quarto
capitulo para estender o conceito de V-topologia para um anel artiniano simples, é
que Tz € equivalente a topologia produto induzida pela topologia 7Tz|p do centro F
de . A nossa demonstragio desta propriedade, usa resultados sobre equivaléncia
de topologias definidas por anéis de Dubrovin, e portanto antes de apresentéd-la
desenvolveremos proposicoes sobre equivaléncias de tais topologias.

Se T e T’ séo topologias em um conjunto S, para verificar que 7' > 7
devemos mostrar que para cada ¢ € S, e para cada A € 7 com a € A, existe
BeT talquea € Be B C A O préximo Lema diz que quando S é um anel
e a aplicagao soma é continua em ambas topologias, entio é suficiente verificar a
sentenca acima para g = (, sem se preocupar com o aberto B conter a.

Lema 2.10: Sejam 7 e 7' duas topologias em um anel S tais que a aplicagao
s:8%x8 — 8, s{(z,y) = v+ y é continua em ambas topologias. Entéo sao
equivalentes:

@ T~T"

(i) Todo aberto de T contendo 0, contém um aberto néo vazio de 7”7, e vice-versa.
Demonstragao:

(i) = (i1) E imediato.

(1) = {i) Sejam a € S e A um aberto de T com a € A. Como a aplicagdo soma ¢
continua, vem que (—a+A) € um aberto de 7 contendo 0. Novamente a continuidade
de s no ponto (0,0) garante a existéncia de dois abertos B; e By, em 7, ambos
contendo 0 tais que By — By C (—a+ A). Aplicamos a hipétese (ii) em B = B1 N By
obtendo um aberto nao vazio B’ de 7' tal que B’ C B. Para b’ € B’, a continuidade
de s em relagao a topologia T’ assegura que B" = (a - ¥ + B') € T', e B” contém
a poisd ¢ B'. Como —¥ +B' C B, — By C —a+ A, temos que B” C A. Portanto,
dado A € T com a € A, existe B" € 7' com a € B” tal que B” C A, que mostra
que 7’ > 7. Analogamente prova-se que 7 > 7.
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Definicao: Sejam M e M’ ordens em um ane! S. Escrevemos que M ~ M' e
dizemos que M € equivalente a M’, se existirem a,b,¢,d € Q* tais que aMb T M’ e
eM'd C M.

Proposigao 2.11: Sejam R e R’ anéis de valorizacio de Q). Entdo lr ~ T se, e
somente se, R ~ R’

Demonstragao:

Assuma que | ~ . Como 0 € R' € T e g > T, entdo existe A € T
com0€ A e ACR.De0 € A, obtemos um ¢ € RN F* tal que aR C A4,

e tomando b = 1 temos aRb C R com ¢,b € @Q*. Da mesma forma obtemos
e,d € QF tais que ¢cR'd C R e portanto B ~ R'. Na outra dire¢io mostraremos
apenas que 7 > T pois analogamente prova-se que 7 > 7Tg:. Por hipétese existem
¢,d € " tais que ¢cR'd C R, de outra forma, R’ C ¢"'Rd™!. Se¢ja A um aberto de
Tz- Pelo Lema 2.10 podemos assumir que A = R com v € (RN F)* j4 que
V" = {vR;v € (RN F)*} é um sistema fundamental de vizinhangas abertas da
origem para 7z. Aplicando a Proposigio 2.1(b) para ¢ !, vR e com V" ao invés
de V, obtemos uR € T que satisfaz ¢c'uR C vR com u € (RN F)*. Usando a
mesma Proposicio para d~! e uR, obtemos fR € Tz com f € (RN F)* tal que
fRd™! C uR. Para o anel de Dubrovin R’ e f € ), existe por [20] um g € (R'NF)"
tal que gf € R/, e como g,f € F vale gf € (R'N F)* e portanto gfR € T.
Finalmente, gfR' C fR' C f(¢c*Rd™) = ¢} (fRd™!) C ¢ 'uR C vR, que prova
T > R

Corolario: Se R e R’ sao anéis de valorizagdo de Q tais que RNF = R'NF, entéo
' ~ T

Demonstragao:

Como RNF = R'NF, segue de [18] que existe ¢ € Q* tal que gRg~! = R'. Portanto
R ~ R', e pela Proposicao i ~ Tg.

A principio sabfamos que todos os anéis de valorizagao de @, que estendem
um anel de valorizagdo do centro F de @), eram conjugados. Pelo Corolario acima
sabemos que estas extenstes geram a mesma topologia em (). Usando o Teorema da
Extensdo, concluimos que um anel de valorizagdo prépric V de F gera uma unica
topologia em @, que pode ser representada por 7z, onde R é uma extensdo de V.
Por outro lado, a préxima Proposicao junto com [13] mostra que quando R ndo
é maximal em @, existe um anel de Dubrovin R’ de (), que gera em @ a mesma
topologia que R, mas que ndo estd associado a V) isto é, R NF £ V.
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Proposicao 2.12: Com a notagio usual, se R’ é um anel tal que R C R C @,
entdo R’ € anel de valorizagdo de Q e | ~ T

Demonstragao:

Por [5] R’ é anel de valorizagio de @ e J(R') é ideal primo de R. Assim J{R') é um
ideal bilateral préprio de R, e como verificamos que J(R) é o tnico ideal bilateral
maximal de R, vem que J(R') € J(R) C R. Para provarmos a equivaléncia das
topologias, combinamos a Proposicdo 1.12 e o Lema 2.10, e portanto é suficiente
verificar que todo ideal bilateral ndo nulo de um dos anéis contém um ideal bilateral
nao nulo do outro anel, e vice-versa. Seja I’ um ideal bilateral ndo nulo de R'. Se
I'= R tome I = R. Se I' # R/, como J(R') é o 1inico ideal bilateral maximal de
R/, temos I’ C J(R') € R. Mas I' ¢ ideal bilateral de R, pois RI'R C R'I'R' =T
e assim basta tomar I = I'. Seja agora I um ideal bilateral ndo nulo de R. Se
J(R') C I, tome I' = J(R') que é nao nulo pela Proposicdo 1.11. Se J(R') € I
entdo I C J(R') por [4], e tomando I' = J(R')IJ(R') vem que I’ é ideal bilateral
de R'. Sendo I ideal bilateral de R e J(R') C R temos que I’ C I. Para ver que [
é ndo nulo, tomamos a e b elementos regulares de @ tais que a € I e b € J(R'), que
existem pois I e J(R') sdo R-ideais. Assim 0 # babc I'.

Na demonstragao da Proposi¢io anterior, verificamos que quando KR C R' C
(J entdo todo ideal bilateral préprio de R' é ideal bilateral de R, e que todo ideal
bilateral de R apenas contém um ideal bilateral de R'. Em geral néo é verdade que
os ideais bilaterais prdprios de R s&o ideais bilaterais de R’. Com efeito, escolha
R C R tal que J(R') C J(R). Como J(R) e J(R') s80 ideais primos de R, segue
de [10} que J(R)YNF C J(R) N F. Tome a € (J(R) N F)\(J{R') N F) e considere
o ideal bilateral aR de K. Como a # 0 temos aR # 0 e também aR # R ji que
aR € J(R) C R. Supondo que aR seja ideal bilateral de R', como eR # R/, temos
que aR C J(R') implicando que a € J(R'). Essa contradicio mostra que aR é ideal
bilateral préprio de R, mas nfo ¢ ideal bilateral de R'.

Dois anéis de valorizacdo V] e V, de um corpo K sio ditos dependentes, se
existe um anel de valorizagao préprio V3 de K tal que V;,V, C V3. Em { [PZ], §
3, Lemma 3.4 ) vemos que V) e V; sdo dependentes se, e somente se, §, ~ %;,. O
Corolério abaixo estabelece o andlogo a este resultado, para os anéis de valorizacao
de Dubrovin.

Corolario Se R; e R; s@o anéis de valorizagao préprios de ), entdo séo equivalentes:
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(1) Existe um anel de valorizagao préprio R de @, tal que Ry, R; C Rs.

(i) Ty ~ T
Demonstracao:
(1} = (i) Segue da Proposicio 2.12.

(it) = (1) Chamando V) = RiNF e Vo = Ry N F, vem da Proposigdo 2.1(a} que V
e V» séo anéis de valorizagao préprios de F'. O Corolério da Proposigado 2.6 assegura
que Tp)lr = B, © To)lr = T, e usando a hipStese concluimos que %, ~ F;,. Agora pelo
resultado conhecido do caso comutativo, temos que V; e V; sio dependentes e entao
existe um anel de valorizagfio proprio V3 de F para o qual V, V, C V3. Combinando
o Teorema da Extenséo e [13], chegamos a um anel de valorizagao préprio Rz de ()
tal que Ry, Ry C Hj.

Observe que na demonstragao do Corolario, verificamos que se R; e R; sao
anéis de valorizac¢ao préprios de @, Vi = Ry NF e Vo = Ry N F entdo Ty, ~ Tg, 56,
e somente se, f, ~ K.

No Capitulo anterior, apresentamos um exemplo que mostrava a inexisténcia
de um Teorema da Extensio para anéis de valorizacdo, que ndo fossem anéis de
valorizagdo do centro do anel artimiano simples. Os argumentos usados foram
algébricos. A préxima Proposigdo mostra por argumentos topolégicos, que tais
extensdes podem nao existir.

Proposicao 2.13: Sejam K um corpo, FF C K C @, F C K uma extenséo normal
e V um anel de valorizagio de F. Se V tem extensoes independentes em K, entao
nenhuma destas extensdes pode ser estendida a um anel de valorizacao de Q.
Demonstragao:

Sejam Bj, By, -+, By,n > 1, 0s anéis de valorizagdo de K que estendem V. Fixe
i € {1,2,---,n} e suponha que B; tem extensao R; em ¢). Como V tem extensdes
independentes, existe j € {1,2,---,n},j # ¢ tal que B; e B; sao independentes. Por
hipétese K é uma extensio normal de F, e segue de ( {E], pg 105 ) que existe um
automorfismo ¢ de K tal que ¢(B;) = B;. Aplicando o Teorema de Skolem-Noether
( [R], pg 103 ) a ¢, vemos que existe ¢ € Q" tal que (z) = aza™' para todo
r € K, assim B; = aB;a™'. Tomamos R; = aR;a”1 que é anel de valorizacio de
Q, e estende B; pois R; N K = aRa ! NeKa™' = a(R; N K)a~! = aB;a™! = B;.
Uma vez que B; e R; sdo ordens equivalentes em , temos pela Proposigao 2.11 que
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T, ~ Tr;. Como {bB;; b € B!} é um sistema fundamental de vizinhancas abertas
para a origem na topologia 75, de K, uma reprodugao da Proposigdo 2.6 trocando
F por K e V por B; mostra que )k ~ 75, Analogamente Tr|x ~ T, e entdo
7. ~ T; que nao € possivel pois B; e B; séo independentes. Portanto para cada
i€ {1,2,---,n}, B; ndo possui extensdo a um anel de valorizacio de Q.

O mesmo exemplo do Capitulo I pode ser usado para ilustrar a Proposi¢ao
2.13. De fato, se Q = IH o anel dos quatérnios racionais, K = Qi) e V = Zs
sabemos que V' tem duas extensdes B; e By em @). Como [@7) : @ = 2 temos
que @ C @Y%) é uma extensdo normal. A maximalidade de Zs) garante que B; e
B, sao independentes, pois caso contrdrio terfamos um anel de valorizagdo B; de K
com By, B, C Bs, e dai B3N F = V implicando, por [13], em By = By = B; que
nio pode ocorrer. Portanto podemos aplicar a Proposi¢do anterior, para concluir
que B; e By ndo podem ser estendidas a um anel de valorizagéo de H.

Como sempre T € a topologia que R gera em @) e Tg|r € a restrigio ao centro
F de @, que coincide com a topologia gerada pelo anel de valorizagio comutativo
V=RNF Sen = [Q: F]entdo @ é isomorfo como espago vetorial a n cdpias
de F' e portanto podemos considerar a topologia produto em ¢}, induzida por Tg|.
Nosso préximo objetivo é provar que 7z € equivalente a esta topologia produto.
Para. isso verificaremos que existe uma F-base {a1,a2, - -,a,} € R* de @, e entdo
para cada ¢ € {1,2,---,n} a regularidade de a; assegurard que a;F & homeomorfo
a F. Denotaremos por Iy a topologia produto das n cipias homeomorfas a F| e
provaremos que € equivalente a 7.

Proposigao 2.14: Se n = [ : F] entdo existe uma F-base regular {b;,b,,---,b,}
de @, com b; = 1.

Demonstragao:

Se n = 1 basta tomar b; = 1. Podemos assumir n > 1 € assim ) nao é corpo pois
F & o centro de . Segue de ([D1], §2, Lemma 1) que todo elemento de @ pode
ser escrito como a soma de dois elementos regulares, isto é, Q@ = Q* + Q*. Note
que @* € F pois se ndo fosse assim terfamos @ = Q* + Q* € F C () implicando
n = 1. Portanto tomando b; =1 e by € @™\ F obtemos um conjunto {b;,b:} C Q*
linearmente independente sobre F, j& que b; ndo estd no subespago gerado por
b;. Suponha obtido um conjunto {b,bs,---,be} € @Q* linearmente independente
sobre F, com b, = 1 ek < n. Entdo @ € (biF + b F + --- + beF) e segue que
Q* g (b1F+b2F+ e +bkF) Tomando bk.;.l € Q*\(51F+b2F+ T +bkF) obtemos
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{b1,bg, -, bk, br1} C @* e linearmente independente sobre F. Por inducdo existe
um conjunto {by, by, -+, b,} C @* com b, = 1, linearmente independente sobre F e
portanto base de Q.

Corolario: Se n = [@ : F] e R é uma ordem bilateral de @, entdo existe uma
F-base {a;,as, ++,a,} C R* de Q, com ay = 1.

Demonstragao:

Pela Proposicao temos uma F-base {b;, b, -+, 0.} C @Q* com & = 1. Como Q
é anel artiniano simples, segue do Primeiro Teorema de Goldie que R é anel de
Goldie primo, e entéo pela Proposi¢do 1.5 para cada ¢ € {1,2,-.-,n} existe v; €
V* = AN F* tal que bv; € R. Escolha a; = bv; para i # 1 e a; = 1. Como
v; e b; sdo regulares temos que a; é regular, e entdo {a;,a2, --,an} C R*. Para
verificar que {a1,@2,"*-,a,} € um conjunto lincarmente independente sobre F,
tomamos ¢, ¢y, +,6, € F tais que cyay + cogg + -+ + cpan, = 0. Multipli-
camos esta igualdade por v = 1.112‘1 .- -'U;l € F”, obtendo 0 = cyva; + cvag +
vt egvay = (Lot e + (gt Nag 4+ eyt vy, =
avyt - vp)by + e{lvg o Dby + -+ ep{lawgt vt )b, que é uma com-
binagéo linear de by, by, - - - b, com coeficientes em F, e leva a

vy vl = 0
cuzteruzt = 0
-1 —1
Calz * 'V = 0
Portanto ¢; = ¢ =--- =¢, =0e {a1,02,"--,a,} C R* é F-base.

Se {a,as, -, 0, } € uma F-base regular de @, e para cada indice 7 con-
siderarmos as topologias T|r € Trje,r em F e a;F respectivamente, entdo F e o, F
sdo homeomorfos. Com efeito, ¢ : F — a;F, p(z) = a;x é bijetora, e se B é um
aberto de a;F contendo a;z, entdo B = A M a,F para aljgum A € T;. Segue da
Proposicio 2.4 que o;'A € Tz e tomamos B' = a;'ANF € T|# , que contém z.
Se yec B,y=a'acomac A, a= oy} =ayc ANaF poisy € F. Assim
@w(B’) C B e ¢ é continua em todo z € F. Analogamente prova-se que ¢~ '{y) = a 'y
é continua em todo y € F.

Com as respectivas topologias produto, vem que F" = FQ F $ - -G F é
homeomorfo a a1 F $asF - - - ®a, I = (. Portanto para cada anel de valorizagdo R
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de @, temos uma topologia produto induzide por F em @, que denotaremos por
I1p. Através do homeomorfismo podemos tomar Il como sendo a topologia de
a F ®asF & - ®a,F, para alguma F-base {a1,as,  +,q,} de @, isto é, Il =
Trla,FD Trlagr @ - D TRelonr-

Definigao: Seja 7 uma topologia em Q. Diremos que 7 € equivalente a topologia
produto induzida pela topologia de F', quando existir uma F-base regular {e;, a,,- - -,

a,} de Q tal que T ~ Tlayr @ Ta,r @+ Tlanr-

Lema 2.15: A aplicagio s: (Q,Ilg) x (Q,IIg) — (@,IIz), dada por s(z,y) =
z + y é continua.

Demonstragao:

Sejam (z,4) € Q@ X @ e A um aberto de Ilg contendo = +y. Fixe {a1,09,---,a,}
uma. F-base regular de (J, eescrevaz =21+ To+ 42, Y=+ +  +Yn
com z;,y; € a;F, 1 = 1,2,-..,n. Sabemos pela Proposicdo 2.9 que a aplicagao
s (F, ®|r) X (F, ®”lr) — (F, &|r) dada por s'(a,b) = a +b ¢ continua,
e desde que (F, || r} ¢é homeomomorfo a Tg|qFr segue que a aplicacio s :
(a:F, Rlar) X (@:F, Rlar) = (@:F\Rlor) 5 8i{®iyi) = @i + ;€ continua para
cada indice i. Como A € [y , vem que A = U,¢; Ar, L um conjunto de indices,
A=A, A, D -BA, eA, € Rlur, ejhdquex+y € A, existe t € L tal que
Ty € Ay = Ay ®Ay,®- - DA, Assim x;+y; € Ay, eexistem B;, C; € Ty, r tais que
x; € B, y; € Cies!(BixC;) = Bi+C; C A,;,. Tomando B = B1®B®-- - ®B,, C =
CoC;®---®C, temosque BxC éabertoem (Q,I1g) x (Q,I1g} contendo (z,y)
e $(BXC)=B+C =B+C+By+Co+-++B+Cr C A, B A, D -G A, C A

Proposigao 2.16: Sejam {ay,as,---,a,} uma F-base de Q e R um anel de valo-
zacdo de . Entao existe um anel de valorizagdo R’ de ) e um elemento ndo nulo
re R talque RCR CQezR =Rz CaV+aV'+- +a, V', paraV' = R'NF.
Demonstracao:

Se R possui um sobreanel maximal R em @, R C R’ C Q, entdo R’ é um anel de
valorizacdo de @ e segue de ([Gr], §5, Lemma 5.1} que existe um z néo nulo em R’
talque 2R = Rz C a1 J(V) + a2 J (V) + +a  J(V) C oV +aV' + - + a2, V.
Se R nédo possui sobreanel maximal em @, usamos ( [Gr], §2, Theorem 2.2 } para
garantir a existéncia de um anel de valorizacdo R’ de Q tal que R € R' C Q e
R=aV +aV + - +a,V'.
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Teorema 2.17: Sejam ¢ um anel artiniano simples com centro F, [Q : F] < o©
e R um anel de valorizagdo de . Entdo a topologia dos R-ideais é equivalente a
topologia produto que F' induz em Q.

Demonstragao:

Seja n = [Q : F), entdo o Coroldrio da Proposicdo 2.14 assegura que existe uma
F-base {a;,a2, ' +,a,} C R* de Q. Pela Proposicdo 2.16 existe um anel de valo-
rizagio R de Qel#z € Rtalque RC R CQezR =Rz Ca;V +a V' +
o+ + a, V' para V' = R' N F. Vimos na Proposigio 2.12 que T ~ T implicando
Tlarp ~ Trler parai € {1,2,---,n}, e portanto IIg ~ Ilg. Desta forma é
suficiente provar que T ~ Ilgp. Em fungao da Proposicio 2.4 e dos Lemas 2.10
e 2.15, trabalharemos apenas com abertos contendo a origem. Seja A €T com
0 € A, entdo existe ¢ € V' tal que aR’ C A. Claramente aRR’ € T e para cada
ie{1,2,---,n}, B;=aR' Na,F € To|o,r. BEscolhendo B =B, ®B;®--- & B, vem
que Bellg,eseb=05b+by+---+b, € Bentdo b; € aR' edal b€ aR C Aque
mostra que B C A, e portanto Il - Tg. Por outro lado,se M € Illgr e 0 M
entdo M = Uer My, L um conjunto de indices e M, = M,, M, & --- & M,,
com M,, € Tala.r para todo i € {1,2,---,n}. Como 0 € M, existe t € L tal que
0 € M; e portanto 0 € M;, = N;Na;F com N; € Tp. Desde que 0 € N,, existe
b, € V™ tal que b;R' C N;. Agora temos bR, bR',. -, b,R que sio R'-ideais
contidos no anel de valorizacdo R', logo estao ordenados por inclusaoc. Chame bR o
menor deles, isto é b € V* e bR C bR para todo i. Note que para o elemento
z obtido no inicio da demonstragao vale bz R’ € T, pois como b é inversivel e
z # 0 temos bz # 0, também de R’z = zR' e b € F vem que bx R’ é ideal bilateral
nac nulo de R’, que pela Proposigdo 1.12 é R'-ideal e portanto um aberto de 7.
Lembrando que a; € R C R’ vemos que ba;V’ C bR/, e como b € F vale a incluséo
ba;V' C a;F de onde tiramos ba;V’ € bR N a;F para todo i. Finalmente, como
R = Rz Ca, V' +aV' +--- 4+ @,V temos bzR' C b{a; V' + a2V’ + -+ -+ 0a,V") C
(bR NayF) + (bR NagF) +--- (bR’ Na,F) C (R NarFY+ (bR NogF) +-- -+
(bR Na, F) C{(N1Nay FY+ (NoNag F)+ -+ (NoNa F) = My, @My, &- - DM, =
M, € M. Isso mostra que r» = g e portanto | ~ T ~ llp ~ .

Quando V' é um anel de valorizagio do corpo F tal que (F,7y/) é um espaco
topoldgico completo, vem de ( [N], §4, Theorem 7 ) que () tem uma 1inica topologia,
a topologia produto, que torna-o um anel topoldgico e estende a topologia 7. Por
outro lado, se R é um anel de valorizagdo de Dubrovin de ¢ que estende V, entédo
Tr estende 7y e pelo Teorema 2.17 7y € equivalente a topologia produto. Além
disso, vimos no Coroldrio da Proposi¢ao 2.11, que os anéis de valorizagio de ¢} que
estendem V' geram topologias equivalentes em . Portanto, com a escolha de anéis
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de Dubrovin que estendem V/, temos somente a topologia produto em Q.

As topologias definidas em um anel, tomando como sistema fundamental
- de vizinhangas abertas para a origem as poténcias de um ideal bilateral M deste
anel, sdo chamadas topologias M-4dicas. Tais topologias 580 bastante usadas pois
fazem de qualquer anel um anel topoldgico. Nosso préximo objetivo é usar o ideal
bilateral J(R) de R, para definir a topologia J(R)-ddica em @, e encontrar condigées
para que esta topologia torne (J um anel topoldgico e coincida com a topologia dos
R-ideass.

Definigdo: Seja A um subconjunto de . Dizemos que A é aberto na topologia
J(R)-4dica quando para cada a € A, existe n € IV tal que a + J(R)" C A.

Denotando o conjunto dos abertos de @ na topologia J(R)-ddica por Tyg)
vem que (@, Tir)) é um espago topolégico. E fécil ver que 0, Q € T(r) € que se
@ € Uaer Aa, Ax € Ty(r) para todo o num conjunto de indices L, entéo a+ J{R)" C
Uaez A« paraalgumn € IN. Para A;, 4y € Tygr) € a € AjNA;, existem ny,np € IN
tais que a + J(R)™ C A4; e a+ J(R)® C A;. Tomando n = maz{n,,n,} temos
que a + J(R)* C A; N Az, e portanto A; N A; é aberto.

Sendo R um anel de valorizagio préprio de @, segue da Proposigao 1.11 que
J(R) #0. Assim quando J(R) = J(R)* vem que (Q, T(n) ) néo é espago topoldgico
de Hausdorfl, pois todo aberto que contém (O também contém J(R).

Os corpos V-topolégicos, conforme definidos na pégina 31, sao espagos nao
discretos e Hausdorff, por isso temos interesse no caso em que J(R) # J(R)?. Vere-
mos que (@, T(r) ) sempre é nao discreto, e também ¢ Hausdorff quando N2, J{R)" =

{0}. "

Lema 2.18: Sez € Qen ¢ IV entdo z + J(R)" € Tyg)-

Demonstragao:

Dado a € z+ J(R)", escrevemos a = £ +y com y € J(R)". Mas y+ J(R)" = J(R)"
e entdo a + J(R)* = z + J(R)™.
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Corolario:
(a) O espago topolédgico (Q,Trx) ) é desconexo.

(b) O espago topoldgico (@, Tm ) néo é discreto.

Demonstragao:

(a) DBasta verificar que Q\J(R) é aberto e teremos a cisdo ndo trivial Q =
J(R)UN\J(R). Sez € Q\J(R) ey € J(R) entdo z+y € Q\J(R), pois z+y € J(R)
implicaria em = € J(R). Assim para todo z € Q\J(R), vem que z+J(R) C Q\J(R)
e portanto Q\J(R) é aberto.

(b) Supondo que a topologia Tj(g) seja discreta, temos que {0} é aberto e dai
J(R)* = {0} para algum n € IN. Mas isso ndo é possivel, pois R é anel primo e
J(R) #£ 0 jd que R £ Q.

Proposicao 2.19: As condigbes abaixo sao equivalentes:
(1) (@, Timy) € espaco de Hausdorff.
(i) NGz, J(R)" = {0}.

Demonstragao:

(¢) = (44) Suponha z € )2, J(R)" e x # 0. Por hipétese, temos A, B € Ty(n)
satisfazendo AN B =0, 0 € Aex € B. Assim existem ny,n; € IV tais que
J(R)™ C A, ez + J(R)™ C B. Entao J(R)™ N{z+ J(R)™) = 0, mas isso ndo ¢
possivel, pois z € J(R)™ e = € (z + J(R)™). Portanto 3%, J(R)* = {0}.

(i1) = (i) Sejam z,y € Q tais que z # y. Como N, J(R)" = {0}, existe m € IN
talque 0 £ 2 —y & J(R)™. Tome A =z + J(R)™ e B = y+ J(R)™ que sdo
abertos e contém zx e y respectivamente. Se w € AN B, entao u = +a = y+b com
a,be J(R)™ edal z—y=a—-be J(R)™. Esta contradigio mostra que ANB =@
e portanto (Q,Ty(r) ) é espago de Hausdorff.

Como R é diferente de (), a Proposi¢éo 1.16 mostra que (Q,T5(r) ) € espaco
de Hausdorfl exclusivamente quando R é anel de valorizagao discreto. O préximo
Teorema estabelece que nestas condigGes, a topologia J{R)-ddica coincide com a
topologia dos R-ideais.
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Teorema 2.20: As condigdes abaixo sd0 equivalentes:

) R~ Tir -

iit) (e, J(R)® = {0}

(i

(i) (Q, 73(3 ) € espaco de Hausdorff.

(

(iv) R ¢é anel de valorizacdo discreto de Q.

(v) R ésubanel maximal de @ e J(R) é ideal principal a direita e a esquerda.
Demonstracgao:
Faremos (i) = (it) < (iit) & (iv) = (v} = (i) = (i)

i) = (it) Pelo Teorema 2.9.
it) « (ii¢) Pela Proposigéo 2.19.

(
{
(#4i) < (iv) Pela Proposigéo 1.16.
{

iv) = (v) Pela Proposigao 1.15.

(v) = (i) Chame T = N2, J(R)" e suponha T # {0}. Como 7T é um ideal
bilateral de R temos RC O,(T)C Qe RC O(T) C Q.8 O,(T)=Qe O(T) =Q
entdo QT C T e TQ C T implicando que 7' & ideal bilateral ndo nulo do anel simples
Q,edal Q=T C J(R) C R que ndo é possivel. Assim O.(T) # Q ou O(T) # @,
e assumimos que R C O,(T) C Q. Por hipétese J(R) = bR, para algum b € J(R),
mas como R # () a Proposigdo 1.11 assegura que J{R) é ideal bilateral préprio
e portanto contém um elemento regular ¢. Escrevendo ¢ = br para algum r € R
vemos que b é regular a esquerda, e por R ser anel de Goldie primo, concluimos de
( [Gol, pg 98 ) que b € R*. Assim existe b1 € Q, e claramente b~! ¢ R. Sejam
teTenc IN,de J(R) = bR tiramos b~ J(R)™*! = J(R)"* e dai b1t € J(R)"
para cada n € IV. Segue que b~'T C T mostrando que b= € O)(T). Verificamos
que quando T # 0 vale R C O)(T) C @, mas isso contradiz a maximalidade de R, e
entdo T = {0}.

(¢¢1) = (i) Como vimos acima, J(R) contém um elemento regular. Portanto para
cadan € N, J(R)® # {0} e J(R)® é um R-ideal, isto é, J(R)" € Tr. Se A €
TR €a € A, entao existe n € IN tal que a + J{R)® C A. Como J(R)" € T,
vem da Proposigao 2.3 que a+ J{R)" € | e assim Tr = Tir) . Reciprocamente, se
B e T ebc B, entdo existe um R-ideal I, 0# 7 C R, tal que b+ [ € B. Como
MNhey J(R)® = {O} existe n € IV tal que I € J(R)", mas por [4] concluimos que
J(R)" C I. Assim b+ J(R)" C B, e pelo Lema 2.18 temos b+ J(R)" € Ty que
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mostra Tygy > .

A topologia J(R)-ddica pode ser definida apenas em R ao invés de Q.

Na préxima Proposigao, verificamos que (R, 7 () ) sempre é anel topoldgico, € que

me1 J(R)™ = {0} é uma condicBio necesséria e suficiente para que (Q,7r)) seja
anel topoldgico.

Proposigao 2.21:

(a) 8: (QTr) *x(@Tw) — (QTw); s(z,y) =z —yécontinua.
(b) (R.Try) é anel topoldgico.

(¢) (Q,T(wy) é anel topoldgico se, e somente se, (o, J(R)" = {0}.
Demonstragao:

(a) Sejam {xg,yo)} € @ X @ e A um aberto de @ contendo zy — 3. Entao existe
n € IN tal que zg — yo + J(R)* C A. Pelo Lema 2.18, o conjunto B = (zg +
J(R)™) x (yo + J(R)"} é aberto em @ X @, e se b = (2o + =, + y) € B entédo
s(b)=zo—1yo+(z—y) € Zo—yo + J(R)® C A. Portanto s é continua em todos os
pontos de (& x Q.

(b} A aplicacho s: (R, iy} x (ByTmy) — (R, Tmy);  s{z,y) = z — y é continua
por (a). Para ver que p : (RTm) X (R} — (RTw ) plz,y) = 2y é
contfnua, tomamos (Zg,%) € B X R e A um aberto de R contendo zgyy. Entdo
existe n € IN tal que zgyy + J(R)* C A. Pelo Lema 2.18, o conjunto B = (z¢ +
J(R)™) x (yo+ J(R)*) é abertoem R X R, ese b= (2o + z,10 -+ y) € B temos que
p(b} = Zoyo+zoy+yoxr+zy. Como o,y € R, z,y € J(R)" e J(R)™ é ideal bilateral
de R, vem que Zoy + zyo + zy € J(R)” e dai p(b) € zoyo + J(R)* C A. Logo p é
continua em todos os pontos de R x R.

{¢) Uma direciio é dada pelo Teorema 2.20. Para a outra diregfio chamamos T =

1 J(R)" e supomos que T' # {0}, Como T' é R-ideal ndo nulo, existe a € T tal que
a € *. Por hipdtese a aplicagdo p: @ x @ — @ dada por p{z,y) = zy é continua,
e entdo ¢, : @ — @Q; @u{z) = ax é um homemomorfismo. Sendo J(R) aberto, vem
que aJ(R) é aberto contendo a2. Assim existe n € IV tal que a®>+ J(R)" C aJ(R), e
em particular a®+a = af para algum ¢t € J(R). A regularidadedealevaaa+1 =1,
eentdo 1 =t —a € J(R). Esta contradicio mostra que a continuidade da funcao
produto implica em N2, J(R)"® = {0}.
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Note que se um anel de valorizacao K satisfaz as condigoes do Teorema 2.20,
entao todo ideal bilateral ndo nulo de R é fechado na topologia J(R)-ddica. De fato,
pela Proposicdo 1.17 os ideais bilaterais ndo nulos de R sao poténcias de J{R), mas
de forma andloga ao que fizemos na demonstracio do Coroldrio do Lema 2.18, vemos
que J{R)" é fechado na topologia J(R)-4dica para todo n € INV.
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Capitulo 3

Funcoes Valorizacao em Anéis
Artinianos Simples

Neste Capitulo apresentamos a definicdo de valorizagio de Krull para um
corpo, a partir da qual é possivel obter uma V-topologia no corpo. Os resultados
sobre valorizagio de Krull que forem citados, podem ser encontrados em [E], [KD]
e [Wi]. Em seguida vemos que esta defini¢io aplicada a um anel de divisao, leva a
defini¢éo de funcéo valorizagdo em um anel artiniano simples, proposta por Morandi
em ([Mo], §2, Definition 2.1). Usaremos a fungfo valorizacio do anel artiniano
simples para gerar uma topologia neste anel. Se ¢ é um anel artiniano simples
de dimensdo finita sobre seu centro, e R um anel de valorizagdo préprio de (,
provaremos que existe uma funcéo valorizagfio nfo trivial w de @ tal que a topologia
gerada por w é equivalente a topologia dos F-ideais.

Dado um grupo abeliano totalmente ordenado G, denotamos a unido do
simbolo oo ao grupo G por GU {oo}, considerando as operagdes oo+ 00 =g+ 00 =
00 + g = 00, e a relagido g < oo para todo g € G.

Se K é um corpo, uma aplicaggo sobrejetora v : K — G U {0} onde G é
um grupo abeliano totalmente ordenado, € chamada valorizagio de Krull, ou apenas
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valorizagao, de K quando satisfaz:

(vi) v(z) = o se e somente se x = 0.

(vq) v(zy) =v(z)+v(y), paraquaisquer 7,y € K.

(vs) v(z+y) > min{v(z),v(y)}, para quaisquer z,y € K.

O grupo G é chamado de grupo de valores de v.

Quando v é uma valorizagio do corpo K, temos que
A, ={z € K; v(z) > 0} é um anel de valorizagdo de K.
M ={z € K; v(z) > 0} é o uinico ideal maximal de A,.
M=JA)={z€A,;z=00uz"1¢A,}.

Duas valorizagOes v e v’ de K sao equivalentes quando A, = A,r. Também
para cada anel de valorizagdo A de K existe uma valorizacio v de K tal que A, = A.
Portanto existe uma correspondéncia biunivoca entre anéis de valorizagéo e classes
de valorizacoes.

Sejam A um anel de valorizagdo préprio do corpo X, v uma valorizacio
correspondente com grupo de valores G eld, = {z € K ; v(z) > g}, ¢ € G. Dizemos
que X C K ¢ aberto, quando para cada z € X existirum g € G tal que z+U, C X.
Se 7, é o conjunto destes abertos, entdo (K,7,) é um corpo V-topolégicoe § ~ %,
para % definida como no Capitulo anterior.

Se (2 é um anel artiniano simples, entdo pelo Teorema de Wedderburn-Artin
@ = M, (D) para algum anel de divisdo D. Assim um procedimento para estender o
conceito de valorizacéo & (), passa pelos trabalhos de Schilling [S1] e [S2] que tratam
de anéis de valorizagéo totais e de valorizagGes em anéis de divisdo.

Definigao: Se D é um anel de diviséo, uma aplicagio sobrejetora v : D — GU{oo}
onde G € um grupo abeliano totalmente ordenado, € chamada valorizagdo de D,
quando satisfaz as condigGes (v1), (ve) € {va).
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Se v € uma valorizagio de D, entdo B, = {z € D; v(z) > 0} é um anel
de valorizagio total e invariante de D. De fato, por (vq) vem que »(d™') = —v(d)
para todo d € D*, e portanto d € B, ou d~! € B,, mostrando que B, é total.
Além disso, para cada = € B, e para cada d € D*, vale v(dzd™!) > 0, implicando
em dB,d~! C B,. Analogamente d~!'B,d C B,, que leva a B, C dB,d™}, Assim
B, = dB,d~!, para todo d € D* e B, é invariante.

Por outro lado, se B é um anel de valorizagao total e invariante de D, defini-
mos em I' = {dB; d € D*} a operagdo dyB+de B = d1dy B para d;,dy € D*. Como B
¢ invariante, Bdy = d,B e entdo a operacdo € exatamente o produto dy BdyB. Clara-
mente (I',+) é um grupo cujo elemento neutro é B, e por {[D2], §2, Proposition
4) é abeliano. Escrevendo d|B £ dyB quando dyB C d, B, temos uma ordenacéo
em I' que é total pois B é anel de valorizagio total. Agora definimos a aplicacdo
sobrejetora

v:D — TU{c}
0 — oo
d — dB, d#0.

Observamos que B = B, = {z € D; v(z) > 0}, e mostraremos que v é uma
valorizacio de D. Se dy,dy € D e d; = 0 ou dy = 0, entdo é claro que valem (vs)
e (v3). Portanto podemos assumir que v(d;) = d1B e v(dy) = dyB. Pela defini¢ao
da operacao em I', temos que v(didy) = didoB = d1B + doB = v{d;) + v(ds)
e vale (vg). Se dy + dy = 0 entéo (v3) é imediato, e se d; + dy # 0 vem que
v(di + d3) = (dy + dy)B. Mas (dy + do)B C diB + doB C dB, onde dB € o
maior na relacado de inclusio entre d; B e do B, isto é, dB = min{d, B,d,B}. Assim
v(dy + dp) = (dy + dg) B > min{d, B, d; B} = min{v(d,},v(d2)}.

Sejam v e v’ valorizacdes em um anel de divisdo D. Dizemos que v € v’ sédo
equivalentes quando B, = B,:, e entfo existe uma correspondéncia biunivoca entre
anéis de valorizacio totais e invariantes de D), e classes de valorizacbes de D.

Pelos comentérios anteriores, sobre a relagio entre os anéis de valorizacao
e as valorizagoes em corpos e anéis de divisdo, sentimos necessidade de definir uma
funcio valorizagdo em anel artiniano simples, que esteja associado a um anel de
valorizagdo de Dubrovin. Este é o assunto que trataremos agora.
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Consideramos um anel artiniano simples @ = My,(D), onde D ¢ um anel de
divisfo. Se v: D — G U {oo} é uma valorizagéo de D, entfo uma extensio natural
de v a M, (D) pode ser obtida definindo

w:Q — GuU{co}
(di) — ming; {v(di)}.

Identificando D com {(ai;) € Mn{D}; a; = d e a;; = 0 para i # j}, vemos
que w|,= v.

(w1) w(
(wa) wi
(ws) w(z +y) = min{w(z),w(y)}.

(ws) w(Q) =w(st(w))U{oo} onde st(w)={z€Q"; w(z™'}=—w(z)}

- +

Wy

Demonstragao:

{w;) De (v3) vem que v(—1) + v(—1) = 0, e num grupo ordenado isso implica em
v(—1) = 0, e portanto w(~1) = v(—1) = 0. Que w(z} = oo equivalea x = 0 é
evidente.

(Wg) Chame Ty = (uij) com Uiy = E;::l LikUkj

w(zy) = ming j{v{uy)} > min j{ming{v(zaye;) = ming s {ming{v(za)+o(yx;)}H
> min; {ming{v(za)} + mine{v(ye) }} = ming{v(za)} + ming{v(ye)}
= w(z) + w(y).

(wa) w(z +y) =ming;{v(z;; + yi3)} 2 ming{min{o(z,;), v(yi;)}}
= min{min; j{v(zi;)}, mani; {v(y) }} = min{w(z),wly)}.

(ws) A inclusiio w(st(w)) U {oo} C w(Q) é evidente. Seja g € w(Q), entdo existe
t = (t;) € Q tal que g = w(t) = min;;{v(ty;)} = v{t.) para algum par 7,5 €
{1,2,-.+,n}. Podemos assumir g # oo, e entdo v(i,;) # 0o que leva a t.; # 0.
Tome z = (2}, com 2z;; = t,, € 2;; = 0 para i # j, e entdo z € Q*. Como w(z) =
min{u(0), o(tre)} = g & w(z) = min{u(0), v{t:1)} = v(E) = —v(tes) = ~w(2),
vem que g = w(2) € w(st{w)) U {oo}.
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As propriedades (wy), (wz), (w3) e (wy), motivam a definigho de funcao
valorizagdo em um anel artiniano simples, que escreveremos a seguir. Esta definicéo
foil apresentada por Morandi em ( {Mo], §2, Definiton 2.1 ).

Definicao: Sejam ¢ um anel artiniano simples, G um grupo abeliano totalmente
ordenado. Uma aplicagio w : @ — G U {oc} é chamada de funcfio valorizacao de
@, quando satisfaz as condigtes (w;) até (wy).

Conforme verificamos, uma fungdo valorizagio sempre pode ser construida
em Q) = M, (D), a partir de uma valorizacdo do anel de divisdo D. A desigualdade
na condigao (ws) € necessaria para tratar com os divisores de zero em (.

Seja w uma fungio valorizacdo no anel artiniano simples @, com grupo de
valores G. Afirmamos que w sempre pode ser considerada sobrejetora. Com efeito,
verificaremos que H = w(Q\{0}) é um subgrupo totalmente ordenado de G, e entdo
podemos trocar (G por H. Claramente a ordenacgio total de H é herdada de G, e
para ver que H é subgrupo de G, tomamos a,b € H, a = w{z), b = w(y) com
z,y € Q\{0}. Por (w,) podemos tomar x e y satisfazendo w(z™!) = —w(z) e
wy ) = —w(y). Como zy~ € Q\{0} e a — b = w(z) - wly) = w(z) + w(y™), o
item (a) do Lema abaixo mostra que a —b = w(zy™') € H, e portanto H é subgrupo
de G.

Lema 3.1: ( [Mo], §2, Lemma 2.2 ) Sejam w uma valorizacio do anel artiniano
simples Q, e 2,y € Q.

(a) Se z € st{w) entdo w(zy) = w{yzr) = wiz) + wly).
(b} st{w) é um subgrupo de Q* e w : st(w) — G é um homomorfismo.
(¢) Se w(z) # w(y) entdo w(z +y) = min{w(z), w(y)}.

(d) Ry = {z € Q; w(z) > 0} éum anel e J, = {z € @; w(z) > 0} é um ideal
bilateral préprio de R,,.

Corolario: Seja w uma fungdo valorizagdo no anel artiniano simples Q.

(a) w(-y)=w(y) paratodoye Q.
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(b) Dado q € Q\R,, existem 7,72 € Ry, tais que gry,moq € Ry\Jy.

(¢) R, é um anel de Goldie Primo.
Demonstragao:
(a) Basta fazer x = —1 no item (a} do Lema.

{b) Para g € Q\R,, temos w(g) < 0, mas por (wy) existe ¢ € st(w) tal que w(q) =
w(t). Como w(t™) = —w(t) = —w(g) vem que w(t™') > 0 e dai t™! € R,.
Tomamos rq1,r2 = £ € R, e ento w(gr) = w{gt™) = wlg) + w(t™!) = w(q) —
w{g) = 0, implicando em ¢r; € R, \J,. Analogamente r,¢ € R \J,.

(c) Pelo Teorema 1.2, R,, é anel de Goldie Primo se, e somente se R, tem um anel
quociente artiniano simples. Assim é suficiente provar que @ é um anel quociente
para R,. Dado ¢ € Q, se ¢ € R, escrevemos ¢ = gl ' com ¢ € R, e 1 € R:.
Se ¢ € R, entdo como vimos no {tem (b) existe ¢ € st(w) tal que t7! € R, e
qt™! = r € R,. Assim podemos escrever ¢ = r(t™1)"l com r € R, e t™! € R},
Analogamente ¢ = (71)7ls com s € R, e t™! € R;. Falta verificar que todo
elemento regular de R, tem inverso em . Seja z € R}, e suponha que zg = @ com
g € (. Escrevendo ¢ = ab™! com a € R, e b € R, temos 0 = zab™?, que leva a
0 = za e dai a = 0 implicando em ¢ = 0. Da mesma forma prova-se que gz = 0
implica em ¢ = 0, e portanto z € *. Como ) é anel artiniano simples, o Corolério
da Proposicio 1.4, assegura que z € U(Q).

O Corolario sugere uma conexao entre as fungbes valorizagao e os anéis de
valorizagdo de um anel artiniano simples. Pelo item (b} do Coroléario se R,/ J, é um
anel artiniano simples, entdo H,, é anel de valorizacdo de (), conforme definido no
Capitulo I. Apresentaremos adiante, um exemplo de fungdo w num anel artiniano
simples tal que R,, ndo € anel de valorizacao de Dubrovin, e portanto a condicio
R,/ J., ser anel atiniano simples nem sempre é verificada.

Sejam ¢ um anel artiniano simples de dimensfc n sobre sen centro F,
{a; = 1,49, -*,a,} uma F-base de @ e v uma valorizagdo de F. Uma tentativa
natural para definir unma fungéo valorizagdo em @, seria tomar

w: @ — GU{oo}

Z?zl a;r; — ming {’-l‘)(.’ﬁ.,;)}, x; € F.

Verificaremos que:
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(1) w satisfaz (w,), (w3), (wq) e v = w|,.

(2) Existe contra-exemplo para a condi¢io (wj), mesmo quando {a; = 1,a3,---,8,}
é uma base regular.
Demonstragao:
(1) Como a; = 1e v(—1) = 0, é claro que v = w|, e w(—1) = 0. Também
w(XF, aiz) = ming{v(z;)} = oo equivale a z; = 0 para todo ¢, que por sua
vez equivale a 37 ; a;z; = 0. Isso mostra (w,), e para verificar (w3) chame z =
2::1 ai&i, ¥ = Z:t=1 aili, assim & + Y= Zs:l a; (3}! + yi) €
w(z + y) = ming{v(z: + 1)} = ming{min{v(z.), v(y:)}}

= min{min{v(z,)}, min;{v(y:)}} = min{w(z), w{y)}.
A condigio {w,) é a igualdade w(Q) = w(st(w)} U {o0}, mas a incluséo
w(st(w)) U {00} C w(Q) é imediata. Seja entdo w(z) € w(Q). Se w(z) = x
nada temos a fazer, entdo consideramos oo # w(z) = w(X.r, a;x;) = min{v(z,)}
implicando na existéncia de j € {1,2,-- n} tal que w(z) = v(z;) e 0 # z; € F.
Tomamos s = 1z; € Q*, obtendo s~ = 13: ew(s™!) = ‘U($ B = —v(z;) = —wis).
Portanto s € st(w) e w(s) = w(z), provando que w(Q) C w(st(w)) U {oo}.

T.U
(2} Tome @ = My(@) com centro F = {( ) } isomorfo a @.

Escolhemosabase{alz(é ?),322(1 ?),%: _11)’042(31 ?)}

que é regular. Em F consideramos a valorizagio 2-adica

v F — ZU{oo}
0 =~ =
720 o

onde 2 Ya e 2 ¥b. E definindo w como anteriormente,

w:Q — ZU{co}

P — main{v{)},

temos que w satisfaz (wy),{ws), (wy4) € w|.= vy. Porém w ndo satisfaz (w7), pois

w(azas):w((i ?)(; —11) ”((é (1}))
-o(1(39)-1(1 D)+ (3 )5 D))
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= min{va(—%),v2(3),v2(3), v2(3)} = -2 < w(aa) + w(as) = v(1) +v(1) = 0.

O exemplo acima mostra que para um anel artiniano simples ¢ com centro
F, {a; = 1,02, ++,a,} uma F-base de Q e v uma valorizagdo de F, nio é ver-
dade em geral que w(} L, a;2;) = min;{v(z;)} seja uma valorizagiio de Q. Apesar
disso, insistimos um pouco mais neste caso através da Proposi¢io 3.2, que é uma
ferramenta 1itil para construir exemplos de fungbes valorizagao.

Proposigao 3.2: Sejam @ um anel artiniano simples com centro F, {a; = 1,09, - -,
a,} uma F-base de @, v: F — GU{co} uma valorizagio de F e w: @ — G U {oo}
dada por w3, a;x;) = min,{v{z;)}. Entéo w|.= v e sdo equivalentes:

(i) w é uma fungo valorizagéo.

(i) w(a:a;) >0, para quaisquer ,j, € {1,2,---,n}.

Demonstragao:

(i) = (i1) Por (wg), para quaisquer z,y € Q, w(zy) > w(z) + w(y). Em particular,
w(asa;) > wie;) +wla;) = v(l)+v(1) =0

(1) = (i) J4 provamos que w satisfaz (w), (w3) € (wq). Para provar (wg) tomamos
z,¥,€ Q, v =2, aiTi, Y= Y a¥, € temos o produto xy = 3°7._; a:a;7:y;. Es-
crevendo a;a; = Y.r_; a.t;;, vem que min,{v(1i;r)} = w(a;a;) > 0, e assim v(t;;r) > 0
para quaisquer &, §,r € {1,2,---,n}. Também obtemos zy = X7, (X7 arti;r) 2:y;
=3 0 (EEJ-ZI tijrxiyj). Agora,
w(zy) = min,{v (Z;’:J,i:] t,-j,.miyj)}

> ming{mini ;{v(t;rziy;)} }
miny {ming, {v(tyr) + v{z:) +v(y;)
min {v(z:i) + v(y;)}
mini{v(z:)} + min;{v{y;)}

= w(z) +w(y).
Portanto vale (w;) e w é uma funco valorizagdo de Q).

v

Seja (Q uma anel artiniano simples com centro F, [Q : F]l =n < o e
v: F — GU{oco} uma valorizacdo de F'. Afirmamos que sempre é possivel definir
uma funcdo valorizagio w : Q@ — G U {oo} por w(} I, a:x;) = min;{v{z;)}, para
uma F-base {a; = 1,az,---,a,} conveniente. De fato, pela Proposi¢io acima é
suficiente encontrar uma F-base {a; = 1,43, --,0a,} tal que w(a;q;) > 0, para
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quaisquer ¢, € {1,2,---,n}. Iniciamos usando & Proposigéo 2.14 para obter uma F-
base regular {b; = 1,by,---,b,} de @, e escrevemos b;b; = 37, b1y, para quaisquer
%,7 € {1,2,---,n}. Como a base é regular, temos que b;b; # 0 e dai min;;,{v(ti)}
= v(c™') para algum ¢ € F. Assim para i,j € {1,2,---,n} vem que v(t;j;) >
v(c™?) = —v(c), donde v(cti;e) = 0. Se v(c™!) > 0 entdo w(bd;)) > 0e {b =
1,bg,-++,b,} é a base desejada. Se v(c™!) « 0, tomamos {a; = 1,ag,*+,a,} com
a; = cb; para i € {2,3,---,n} que é uma F-base de @), e para 1 # 1,j # 1 temos
ait; = Czbibj = 62 Z:=1 b,-t,;jr = Czbltiﬁ + 621;2 a,,,tij,. = alczt,;jl + E:}=2 a,ct,;jf.
Como v(c™?) < 0, temos v(c) > 0 e v(c*i1) = v(c) + victinn) > vltin) > 0 e
portanto w(aa;) > Opara i # lej # 1. Quandoi =1ou j = 1, é claro que
w(a;a;) = v{l) = 0. Logo {a; = 1,as,---,a,} é a base procurada.

Agora usamos a Proposi¢io 3.2 para construir exemplos de fungdes valo-
rizacdo. Sejam JH o anel de quatérnios racionais com base {ay, = 1,02 = i,03 =
j,as = k} sobre seu centro @, e v, : @ — Z U {oo} a valorizagio p-adica. Defina
w, + H — Z U {oo} por w( i, a:z,) = min{v,(z,)}. Como wy(a.a,) = 0
para quaisquer r,s € {1,2,3,4}, temos que w, é uma fungéo valorizagéo em H.
Sabemos que Zy,) = {z € @; v,(z) > 0} é o anel de valoriza¢do de @ associado a
vp. Afirmamos que Ry, = {¢ € H ;wp(q) 2 0} = Zpy + Zpyi + Zyj + Zpyk. De
fato, ¢ = Y% 6.z, € R, significa que w,{q) = min {v,{(z.)} > 0 que equivale a
Up(z,) > 0 para todo r € {1,2,3,4}, isto &, ¢ € Zyy + Zyyi + Zy)J + Zpyk.

Conforme vimos no Capitulo I, para p # 2, Zp) + Zpyi + Zpyj + Zpk €
um anel de valorizacio de IH, e portanto w, ¢ uma funcio valorizacéo de JH tal que
R, € anel de valorizacéo de HH.

Quando p = 2, temos que wy € uma funcgdo valorizagdo de IH. Porém
R.,, nao é anel de valorizacao de IH, pois em ( [W1], §1, Example (¢) ) vemos que
B = Zpyo+ Zyi+ Zgyj+ Lok, a = 3(14+i+ j+k), é o tnico anel de valorizagao
de HH com a propriedade BN @ = Z).

Os préximos Teoremas estabelecem a relagdo entre as funcoes valorizagoes
e 08 anéis de valorizacdo de um anel artiniano simples (). Para isso, definimos o
estabilizador de um subanel R de ¢} por

st(R)={z € Q"; zRz ' = R}.
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Teorema 3.3: ( [Mo)], §2, Theorem 2.4 ) Seja w uma fungéo valorizagao do anel
artiniano simples Q. Se R, /J, é anel artiniano simples, entdo R, é anel de valo-
rizagdo de @ com J(R,) = Jy, e para cada z € Q\{0} existe s € st(R,) tal que
R,zR, = sR,.

Teorema 3.4: { [Mo], §2, Theorem 2.3 ) Sejam ) um anel artiniano simples e
R um anel de valoriza¢do de Q). Se para todo z € Q\{0} existe s € st{R) tal que
RzR = sR, entdo existe uma fungio valorizagio w em @ satisfazendo R, = R e
Jo = J(R).

Da mesma forma gue no caso comutativo, dizemos que duas fungoes valo-
rizacado w e w' de um anel artiniano simples ¢}, sdo equivalentes quando Ry, = K,.
Assim denotando a classe de w por [w], temos uma correspondéncia biunivoca entre
0s seguintes conjuntos:

e {{w]; w é fungdo valorizagdo de Q e R,/ J,, € anel artiniano simples }.

o {R; R ¢ anel de valorizago de Q e se z € Q\{0}, existe s € st(R) tal que
RzR = sR}.

Veremos na proxima Proposigo que as fungdes valorizagdo w de um anel
artiniano simples @, para as quais R, /J, € anel artiniano simples, generalizam a
defini¢ao de valorizacdo de Krull.

Lema 3.5: Seja w uma fungéo valorizagio do anel artiniano simples . Ent&o:
() U{Rw) C (Ru\Ju) Nst(Ry).
(b) U(Ry) C st{w) C st{R,).

Demonstragao:

(a) Sey € U(R,) entdo y,y~' € R, que implicaem y & J,,, yRuy™ C Ry e
v *Ruy C Ry. Segue que y € R,\Jy e yRuy™' = Ry, provando que U(R,)} C
(Rw\Jw) N st(Ruw).

(b) Se z € U(R,,) entdo w(z) > 0 e w(z™') > 0. Como 0 = w(l) = w(zz™) >
w(z) + w(z™!) temos 0 < w(z™!) < —w(z) < 0, implicando em w(z™) = —w(z) e
assim U(R,) C st{w). Seja s € st(w), devemos verificar que sR,,s~' = R,. Para
z € Ry, temos pelo Lema 3.1 que w(szs™) = w(s} + w(z) + w(s™!) = w(z) > 0.
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Iss0 mostra que 5R,,571 C Ry, € analogamente vemos que s~ R,,s C R, que implica
na outra inclusdo Ry, C sR,,s™. Portanto s € st(R,,) e st(w) C st(R,).

Lema 3.6: Seja w uma funcao valorizagdo do anel artiniano simples @, tal que
R, /J, é anel artiniano simples. Ent&o:

(a) U(Rw) = (Ru\Ju) N st(Ry).

(b) st(w) = st(Ry).

Demonstracao:

(a) Pelo Teorema 3.3, R,, é anel de valorizacho de @ e J(R,) = J,. Seja z €
{Ry,\Jw)Nst(R,,), como z &€ J,, temos que Ryz Ry € Ju, € entéo pelo Lema 1.7 vem
que R,zR, = R,. Mas de z € st(R,,) tiramos que zR,, = R,z, e dai R, = R,z
implicando que z tem inverso em R,,. Portanto (R,\J,) Nst(R,) C U(R.).

(b} Sejaz € st(H,), entdo pela condigao {w,), existe s € st{w) tal que w(s) = w(x)
e w(s™!) = —w(s). Agora usamos o Lema 3.1(a) para ver que w(zs™!) = 0 e
portanto zs~! € Ry\Jy. Além disso, s € st(R,,) pelo Lema 3.5, e entao zs~! ¢
st(R,,), que implica por (a) em zs~! € U(R,). Novamente pelo Lema 3.5, temos
zs~! € st(w) que é um grupo que contém s, e portanto z € st{w), provando que

st(R,) C st{w).

Proposicao 3.7: Sejam w uma fun¢io valorizacdo do anel artiniano simples Q, e
F o centro de Q. Se R, /J, é anel artiniano simples, entdo v = w|, é uma valo-
rizacio de Krull de F', cujo anel de valorizagdo correspondente é A, = R, N F.
Demonstragao:

Como F* C st{Ry), vem do Lema 3.6(b) que F* C st(w) e assim w(zy) =
w(z) + w(y} para quaisquer z,y € F, pelo Lema 3.1{a). Portanto v = w|, é
uma. valorizacdo de Krull de F. A igualdade A, = R, N F é imediata.

Coroldrio: Se w é uma funcéo definida no corpo K que satisfaz as condigdes (w;)
até (wy), entdo sdo equivalentes:

(i) Rw/Jw € corpo.

(i) w(zy) = w(z) + w(y), para quaisquer z,y € K.

Demonstracao:

Uma direcao é dada pela Proposi¢do. Para a outra observamos que quando w(zy) =
w(z) +w(y) para quaisquer z,y € K, entdo w € uma valorizagéo de Krull. Portanto
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Ji € ideal maximal e R,,/J,, é corpo.

Como conseqiiéncia da demonstra¢io da Proposicio 3.7, vemos que sewé
uma fun¢do valorizacdo no anel artiniano simples ) com centro F', entéo w|, ser
valorizagio de Krull equivale a F* C st(w). Apesar das tentativas, ndo conseguimos
provar que a incluséo F* C st(w) é sempre verificada, e nem tampouco produzir um
exemplo onde w|,, ndo fosse valorizagio de Krull.

Note que quando v é uma valorizagio do anel de divisdéo D com centro F,
e definimos a fungéo valorizacio w em M, (D) por w({a;;)) = min; j{v(ay)}, entdo
w|,= v. Da mesma forma, quando ¢} é um anel artiniano simples de dimensao n
sobre seu centro F, {a; = 1,4z, --,a,} € uma F-base de @, v € uma valorizacio de
Few(yr, az;) = min{v(z;)} é uma funglo valorizagéo de @, entdo w| = v.

Pelo Teorema 3.3 e pela Proposigéo 3.7, vemos que uma fungio valorizago w
do anel artiniano simples §), produz resultados semelhantes as valorizagdes de cor-
pos, quando R, /J,, é anel artiniano simples. Tratando com anéis de valorizacéo em
anéis artinianos simples, a condigdo R,,/J, ser anel artiniano simples nao é restri-
tiva, como pode ser visto no Teorema 1.6 que caracteriza os anéis de valorizacio de
Dubrovin.

Afirmamos que uma alternativa para a condi¢éo R,,/J,, ser anel artiniano
simples, é J,, ser ideal primitivo e R,, ser anel n-cadeia para algum n € IN. De fato,
se R, /J. é anel artiniano simples, entdo pelo Teorema 3.3 R., € anel de Dubrovin
e J, = J(R.). Usando (i) = (v) do Teorema 1.6, vem que R,, é anel n-cadeia e
J & ideal primitivo. Reciprocamente se R,, € anel n-cadeia, entdo por ( [D1], §1,
Proposition 1 ), R, /J, também é anel n-cadeia, e como J,, é ideal primitivo temos
que R, /J, ¢ anel primitivo. Mas J(R,/J,) € a interseccdo dos ideais primitivos,
e dail J(Ry/Jw) = 0. Em ( [D1], §1, Proposition 2 ) vemos que J(R,/J,) = 0 e
R./J., anel n-cadeia implica em R,,/J, ser anel artiniano. Para ver que Ry/J,, ¢
anel simples, tomamos um ideal bilateral néo nulo I de R,/J,, e consideramos a
cadeia descendente I D 1?2 2 I® D ..., que é estaciondria. Seja m € IV tal que
™+ = ™ assim I(I™ — I™ ') = 0. Como 0 é ideal primo vem que ™ = ™! e
seguindo o processo concluimos que I? = I, donde I{(] — Ry/Ju) =0e I = R,/ /.
Portanto R,,/J,, é anel artiniano simples.
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Dado um anel de valorizacio R do anel artiniano simples @, o Teorema 3.4
fornece uma condigéo para a existéncia de uma fungdo valorizagio w em @ tal que

Ry, = ReJ, = J(R). Quando F é o centro de Q e [Q : F] < oo temos:

Proposigao 3.8: ( [Mo}, §2, Corollary 2.5 ) Sejam R um anel de valorizagéo do
anel artiniano simples @, com centro F ¢ [@ : F] < oo. Entéo existe uma fungio
valorizagdo w em @ tal que R, = R e J, = J{R), se ¢ somente se, R é integral
sobre V = RN F.

E claro que quando ¢ é um corpo, a funcio valorizagao w da Proposigio
acima sempre existe e é uma valorizacido de Krull, pelo Corolario da Proposicao 3.7,
Portanto neste caso, a Proposi¢ao acima é exatamente o resultado conhecido para
COrpos.

Combinando os resultados [13] e [16] da pagina 18 com a Proposicio 3.8,
vemos que quando R é maximal, sempre existe uma fungio valorizagdo w de @ tal

que R= R, e J(R) = J,.

Usaremos agora a funcao valorizagdo de um anel artiniano simples, para
gerar uma topologia neste anel, que torna-0 um anel topolégico de Hausdorff. Vere-
mos também que esta topologia estd relacionada com a topologia dos R-ideais.

Até o final deste Capitulo, @) denotara um anel artiniano simples de di-
mensao finita sobre seu centro F.

Definigdo: Sejam w : Q@ — G U {oo} uma fungio valorizagio de Q, g € G e
U, = {z € Q; w(z) > g}. Dizemos que A C @ ¢ aberto, quando para cada a € A
existe g € G tal que ¢ + U, C A

Observamos que pela condigio (ws), os conjuntos U,, g € G, sho fechados
por somas. Assim dados z € @ e g € G, temos que x + U, é aberto.

Denotando por 7, o conjunto dos abertos de ¢, vem que (¢, %) é um
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espago topoldgico que tem {U,;g € G} como sistema fundamental de vizinhangas
abertas da origem. Claramente §, Q € T, e Uger Ae, L um conjunto de indices,
é abertos quando A, € %, para todo a € L. Se Ay, Az sdo abertose a € A; N A,
existem g,,g, € G taisque a+ U, C A; e a+U, € Ay Como G € totalmente
ordenado, assumimos que g; 2> g e assim Uy, C Uy, que leva a a+ U, C A; N A,
e portanto A; N Aj; é aberto.

Verificaremos que (Q, %) é um anel topoldgico de Hausdorff, para cada
fungao valorizacio w de Q. E quando w € ndo trivial, entdo (Q, %) € espago
topoldgico néo discreto.

Proposigao 3.9: Se w é uma funcdo valorizagao de @, entdo (@, T} é espaco
topoldgico de Hausdorff.

Deimonstragao:

Sejam G o grupo de valores de w e z € N,cq U, Entéo w{z) > g para todo g € G.
Como w(z} € G U {oo} temos que w(z) € G ou w(z) = co. Mas w{x) € G nio
é possivel pois neste caso terfamos w(z) > w(z). Assim w(z) = oo que equivale
a z = 0, e portanto (yeq U, = {0}. Para z,y € Q, T # y, existe g € G tal que
r—y & Uy Tomando A =z+U, e B =y+U, vem que A e B sdo abertos contendo z
e y respectivamente. Supondor € ANB, escrevemos r = 24u = y+v com u, v € Uy,
entdo z —y = v — u e w(v — u) > min{wv),w(—w)} = min{w(v),w(w)} > g,
implicando em ¢ — y = u — v € U,. Esta contradicio mostra que AN B =0 e
portanto (@, %, ) é espago de Hausdorfl.

Proposicao 3.10: Seja w uma fungdo valorizagado de ). Se considerarmos em )
a topologia T, e em @ x @ a topologia produto, entdo as aplicagGes abaixo séo
continuas:

() s:QxQ—-Q; s(zy)=z—1y.
(b) p: @xQ—Q; plz,y)=ay.

Demonstracao:

(a) Seja A um aberto de @ contendo zg — yo, entdo existe g € G tal que (o —yo) +
U, C A. Como zg+U, e yo+U,sdo abertos em Q, vem que B = (zo+Ug, yo+ly) ¢
um aberto de Q@ xQ contendo (2, yo)- Se v = (zo+2, Yo+y) € B temos que z,y € U,
edai = —y €U, pois w(x—y) > min{w(x),wl-y)} = min{w(z),wy)} > 9.
Assim s(u) = (zg — yo) + (£ — ¥) € (2o — Yo) + U, C A, implicando em s(B) C A.
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Portanto s € continua em todo (zp, ) € @ X @.

(b) Seja agora A um aberto de Q que contendo zyyg, entdo existe g € G tal que
Toyo+Uy C A. Escolha b = maz{0, g, g—w(zo), g—w(yo)}, € tome B = (zg+Up, yo+
Ur) que é um aberto de Q x ¢ contendo (2o, ¥). Parau = (zp+ 2, +y) € B
temos p(u) = zoyo + (zoy + TYo + xy) com

w(z),w(y) >k,

w(zoy) > wizo) + wly) > w(ze) + h > w(ze) + g — w(zg) = ¢,

w(zyo) = w(z) + w(yo) > b+ wlye) > g — wlyo) + w(ke) =g,

w(zy) 2 w(z) + wly) > h+wly) > g.

Assim w(zoy+zyo+zy) 2> min{w(zoy), wzye), wlzy)} > g e plu) € zoyo+U, C A
Issto mostra que p(B) C A e p é continua em (zg, ).

Coroléario: Sejam w uma funcéo valorizagao de Q e a € Q.
(a) v: (@, %) — (@, %) olx)=ae+ z éhomeomorfismo.
(b) Seaec Q entdo ¢, : (@, ) — (@, %); %a(z) = ar é homeomorfismo.

Chamaremos de funcdo wvalorizacdo trivial a funche valorizaco w
@ — G U {oo} definida por w(0) = co e w{x) =0 para z € Q\{0}.

Note que uma fungéoe valorizaciao w em () é trivial se, e somente se, R, = .
De fato, w trivial implica obviamente em R, = (. Por outro lado, supondo w
ndo trivial existe x €  tal que w(z) # 0. Usando (w,) obtemos s € @ tal que
w(s™!) = —w(s) = —w(z), e portanto s € Q\R,, ou s' € Q\R, que néo é
possivel. Logo R, = @ implica w trivial.

No Capitulo anterior, trabalhamos com um anel de valorizagio préprio R
de @), para evitar que T fosse a topologia caética. Agora trabalharemos com
valorizagbes ndo triviais, para evitar que 7, seja a topologia discreta, conforme a
Proposicao a seguir. |

Proposicdo 3.11: Seja w uma funcio valorizagéo de . Entac w é trivial se e
somente se %, € a topologia discreta.
Demonstragao:
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Se w é trivial, entao Uy = {0}. Mas pelo Corolério anterior, a + Uy = {a} é aberto
para todo a € . Segue que todo subconjunto de @ é aberto como unido de abertos,
e portanto %, é discreta. Por outro lado, supondo w nao trivial existe z € Q\{0}
tal que w(z) # 0. Usando (w;) obtemos s € st{w) que satisfaz w(s™'} = ~w(s) =
—w(z), e assim w(s) > 0 ou w(s™!) > 0. Sejam A um aberto contendo 0, € G
o grupo de valores de w, entfo existe ¢ € G tal que U, C A. Como podemos
considerar w sobrejetora, vem que g = w(y) para algum y € Q\{0} e dai w(sy) =
w(s) 4+ w(y) > w(y) = g se w(s) > 0, ou w(s™'y) = w(s™) + w(y) > w(y) = g se
w(s™!) > 0. Assim para z = s ou z = s~} temos 0 # 2y € U, C A, e portanto todo
aberto que contém 0 também contém um elemento nio nulo. Isso mostra que {0}
néo é aberto e contradiz F, ser discreto. Concluimos que w ¢ trivial sempre que 7,
é discreto.

Proposicio 3.12: Se w uma fun¢éo valorizagio em @ com grupo de valores G e
g € G, entdo U, € R,-ideal de Q. Quando w é nao trivial, i, € Ry~ideal préprio.
Demonstragao:

Se x € U, entdo por (w,) existe s € st(w) tal que w(z) = w(s). Segueque s € Q" e
s € U, pois w(s) > g. Assim U, contém um elemento regular. Tomando y € st{w)
tal que w(y) = —g, temos para cada z € U, que wlyz) = w(y)+w(z) > wly)+g =0,
implicando em yif, C R,,. Analogamente U,y C R, e portanto existe um elemento
regular y tal que yU, C R, U,y € R,. A inclusio U, C R,U R, ¢ clara pois
1 € R,. Por outro lado, se r1,r; € Ry, e u € Uy entdo w(ryury) > w(r )+ w(u) +
w(ry) > wlu) > g, e R U R, €U, Portantolly é R, -ideal de Q. Agora assumimos
w ndo trivial, e entio pela Proposicao anterior 7, ndo é discreta, isto é, {0} néo é
aberto e dai U, # {0}. Finalmente 2/, # {J, pois como w & sobrejetora, existe z € Q)
tal que w(z) = g e assim z € Q\U,. Logo w nao trivial implica em U, ser R,-ideal
préprio.

O préximo Teorema estabelece a relagdo entre a topologia dos R-ideais, e a
topologia das fungdes valorizagdo em um anel artiniano simples Q.

Teorema 3.13: Seja @ um anel artiniano simples de dimenséo finita sobre seu
centro F. Se R é um anel de valorizacio préprio de Q, entéo existe uma funcéo
valorizagdo ndo trivial w de @ tal que | ~ 7, . Reciprocamente, se w é uma fungao
valorizac8o ndo trivial de @ e R,,/J,, € anel artiniano simples, entéo Ry, ¢ um anel
de valorizacao prépriode Qe T, ~ T, -

Demonstragao:
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Como R # @, pelo resultado [19] da pégina 19, existe um anel de valorizacéo R’ de
Qtalque RC R C @, R integral sobre V' = R'NF,e g ~ T pela Proposicio
2.12. A existéncia de uma fungfo valorizagdo w de @ tal que R, = R’ e J,, = J(R')
é assegurada pela Proposicao 3.8, e ainda w € nao trivial pois R’ C (. Mostraremos
que Tr ~ 7T,, e trabalharemos apenas com abertos contendo a origem em funcéio
do Lema 2.10. Sejam A um aberto de 7, contendo 0, e G é o grupo de valores
de w. Entdo existe g € G tal que U, C A, e U, ¢ R'-ideal pela Proposigéo 3.12,
Assim U, € Ty € Ty » % . Por outro lado, se B é um aberto de 7 contendo 0,
entdo existe z € V™ tal que xR’ € B. Note que R' € 4, pois para cada ' € R/,
tomando g = 0 temos r + U, C R', j& que w{r +u} > min{w(r), w(u)} > 0 quando
u €Uy Comoz € Q*e R € 7, vem do Corolédrio da Proposigao 3.10 que zR' €
To,edal T, > Tw. Se w é uma fungao valorizagio de ) para a qual R,/J, é
anel artiniano simples, entdo Ry, é anel de valorizacio de @) pelo Teorema 3.3. Mais
ainda, sendo w nao trivial existe z € Q\{0} tal que w(z) # 0, e usando (w4) obtemos
s € * satisfazendo w(s™}) = ~w(s) = —w{z). Portanto existe € € {—1,1} tal que
w(s) < 0 e assim §° ¢ R, isto é, R, # (. Agora repetimos a primeira parte da
demonstracéo com R, no lugar de R, para concluir que 7, ~ T, .

O Teorema acima aplicado a um corpo, é o resultado conhecido sobre valo-
rizagbes comutativas. A saber, se A é um anel de valorizagdo préprio de K, entdo
existe uma, valorizagio ndo trivial v de K tal que T3 ~ 7% . Reciprocamente, se v é
uma valorizagio nao trivial de K, entéo 4, ~ Ta, onde A, = {z € K ; v(z) > 0}.

Observamos que a hipétese w néo trivial é necessdria para a parte final do
Teorema 3.13, pois quando w é trivial temos R, = Qe J, = {0}, edai T, = {0,Q},
enquanto T, ¢é discreta pela Proposigao 3.11. Portanto quando w é trivial, T, e 7,
nao sao equivalentes.

Citamos no inicio do Capitulo, que quando v é uma valorizagio n&o trivial
do corpo K, entdo (K,7, ) € um corpo V-topolégico. No préximo Capitulo propomos
uma definicio para V-topologia, em um anel artiniano simples de dimensac finita
sobre seu centro. Se w é uma fungdo valorizagio néo trivial de @ para a qual R,/ Jy
é anel artiniano simples, veremos que (@, 7, ) € anel artiniano simples V-topoldgico,
em fungdo do Teorema 3.13.
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Capitulo 4

Anéis Artinianos Simples e
V-Topologias

Novamente para este Capitulo, @ é um anel artiniano simples com centro
F, [Q: F] < o0, R é um anel de valorizacdo prépriode Qe V = RN F.

Os corpos V-topoldgicos foram caracterizados por Kowalsky e Dirbaum
em [KD]. Eles provaram que (X, T) é um corpo V-topoldgico se, e somente se, T &
gerada por uma valorizagdo ou por um valor absoluto. Em fungéo das propriedades
dos R-ideais que obtivemos no Capitulo I1, propomos uma defini¢ao para V-topologias
em anéis artiniapos simples, que € satisfeita pela topologia gerada por um anel de
valorizagio. Reciprocamente provamos que as V-topologias em anéis artinianos
simples, sac geradas por anéis de valorizagdo ou por normas. Estudamos também o
caso especial no qual as V-topologias sio geradas por anéis de valorizagao discretos.

Verificaremos que da mesma forma que ocorre no caso cormutativo, uma
V-topologia em um anel artiniano simples é localmente limitada. Terminaremos
caracterizando as topologias geradas por anéis de valorizacio de Dubrovin, como
topologias localmente limitadas que possuem uma vizinhanga limitada da origem
aditivamente fechada, e cuja restrigio ao centro é um corpo V-topolégico.
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As valorizagbes e os valores absolutos em um corpo K, geram uma V-
topologia em K, como pode ser visto em [KD], [PZ] e [Wi]. A recfproca deste
fato é conhecida como Teorema de Kowalski-Diirbaum. Para saber quando uma
V-topologia é equivalente a uma valorizacao , € quando é equivalente a um valor
absoluto, usamos os elementos analiticos nilpotentes do corpo.

Definigao: Seja (K, 7) um corpo topolégico de Hansdorff. Dizemos que a € K
¢ analitico nilpotente quando a seqiliéncia {a"},cpv converge para zero, isto é, para
todo aberto A contendo 0, existe ng € IN tal que n > ng implica o™ € A,

Abaixo enunciamos o Teorema de Kowalski-Diirbaum, apresentado em [KDj.
Uma demonstragio detalhada deste Teorema, pode ser vista em { [Mi], §3, Teoremas
3.17 e 3.19).

Teorema 4.1: Seja (K, T} um corpo V-topoldgico.

(a) Se K néo tem elemento analitico nilpotente néo nulo, entdo 7 € equivalente a
topologia gerada por uma valorizacio de Krull, que néo é valor absoluto.

(b) Se K tem elemento analftico nilpotente néo nulo, entdo 7 € equivalente a
topologia gerada por um valor absoluto nao trivial.

A valorizagdo obtida no ftem (a) do Teorema é néo trivial, pois pela Proposi-
¢80 3.11 sd nesta situacdo 7 € ndo discreta. Assim temos um anel de valorizacao pré-
prio do corpo que gera a V-topologia, pelo Teorema 3.13.

Quanto ao valor absoluto obtido no ftem (b) do Teorema, temos duas pos-
sibilidades: ser ou nfio arquimediano. Os valores absolutos néo arquimedianos sdo
valorizacGes, como pode ser visto em { [E], pg 20 ), e portanio neste caso também
temos um anel de valorizacao préprio que gera a V-topologia.

A seguir apresentamos a defini¢do de anel artiniano simples V-topolégico,
com a qual estenderemos os resultados acima. Recordamos, conforme definimos no
Capitulo I1, que um corpo topoldgico néo discreto e Hausdorft (K,0) é chamado de
corpo V-topoldgico, quando para toda vizinhanga W de 0, o conjunto (K\W)™! é
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limitado.

Definigao: Dizemos que o anel topoldgico nao discreto e Hausdorff (Q,7) é um
anel artiniano simples V-topolégico, e que T é uma V-topologia em ¢}, quando:

(a) Para cada vizinhanca W de 0 em F, o conjunto (F\W)~! é limitado.

(b) Para cada vizinhanga U de 0 em @, existe uma vizinhanga V de 0 em @ tal
que VC (UNaF)Y®(UnNaF)d- - (U Na,F), para alguma F-base regular
{a1,a2, - -,a,} de Q.

Observamos que quando @ é um corpo, a condigao (b) da definigdo acima
¢ automaticamente verificada. Portanto neste caso, a defini¢dio de anel artiniano
simples V-topoldgico, coincide com a definicdo de corpo V-topoldgico.

Provaremos agora dois Lemas, que serao 1teis para uma caracterizagao dos
anéis artinianos simples V-topolégicos.

Lema 4.2: As condigbes abaixo sao equivalentes para o anel topolégico (Q,T).

(i} Para cada vizinhanga U de 0 em @, existe uma vizinhanga V de 0 em @ tal
que VC (UNayF)YS (UNaxF) @ - & (U Na,F), para alguma F-base regular
{a1:a21" '1a'n} de Q

{ii) 7T é equivalente a topologia produto, induzida pela topologia de F.
Demonstragao:

(i) = (i1) Vamos verificar que T~ I, para Il =To,r ©Tlo,r BB Tlaur, € €m
fungio do Lema 2.10 podemos trabalhar apenas com abertos contendo a origem,
Seja A € T com 0 € A, entdo a continuidade da funcéo soma em relac@o a topologia
T, garante a existéncia de um aberto A’ € T talque0 € A/ e A/+ A+ .-+ A" C A,
para n-cépias de A'. Como B; = A'Na;F € T|,,r paracadaz € {1,2,---,n}, vem
que B = B1&B;®--- @B, €ll,eseb= b +by+ --+b, € Bentdo b; € A paratodo
i,edal be A. Assim BC Aell ~ T. Seja agora C um abertode I com 0 € C| ¢
entdo para cada i € {1,2,---,n} existe C; € Tlor talque C1 & Co® - C, C C,
com 0 € C; e C; = U; Na,F para algum U; € T. Tomando UV = (N, U; temos pela
hipétese (i) queexiste V € 7T tal que V C (UNa1 F)S (UNaaFY®- - @ (UNa,F) C
CioC;®---&C, CC, provando que 7 > IL
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(i) = (i) Seja {a1,as,+,0,} uma base regular de Q tal que 7T~ II, para Il =
TarF ®Toyr ® - ® Tla,r - Se U é uma vizinhanga de 0 em @, entfo existe A € T tal
que0€ A CU. Segueque B, = ANa;F € Tly,r paracadai € {1,2,---,n}, queleva
aB=BagB®  -®B,€llele B. ComoT > Il, existe V € T, V vizinhanca de
em@Q,talque V C B = B1®B:®--- @B, = (ANa1 F)®(ANas F)@- - - ®{ANAF) C
UnaFeUnaF)e---&{UnNAF).

Note que para uma topologia 7" em ¢, temos que T ser Hausdorff implica
em T|r ser Hausdorff, e T ser discreta implica em T}r ser discreta. A reciproca das
implicagdes acima néo vale em geral, pois tomando Q@ = M,(JF;) e

= foe{(S0) (0 OB ) (DM )}
((58)(20).(o )

temos que 7 ndo & discreta e nem Hausdorff. Mas F = g g , é ? )} e

TF = {@,F,{( g g )} , {( (1] (1] )}}, assim Tz é discreta e Hausdorff.

Veremos que estas reciprocas sempre sdo verdadeiras, quando trabalhamos
com anéis topoldgicos onde valem as condigGes equivalentes do Lema 4.2.

Lema 4.3: Seja (Q,7) um anel topoldgico, onde 7 & equivalente a topologia
produto induzida pela topologia de F.

(a) (Q,T) é Hausdorff se, e somente se, (F, 7|r) é Hausdorfl.

(b) (Q,T) é discreto se, e somente se, (F, Tip) é discreto.

Demonstragao:

Seja {a;,az, - ,a,} a F-base regular de @, para a qual T~ Tla,r BTla,r & &
ﬂa.nF .

(a) Sendo (F, 7|r) Hausdorff e a; € Q* para todo i € {1,2,---,n}, temos que
(a;F, T|ar) é Hausdorff por ser homeomorfo a (F, T]r). Segue que
(Q,Tayr ®Tayr @ -+ @ Tlaor) € Hausdorff, e portanto (Q,7) é Hausdorf.
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(b} Se (F, TIr) é discreto, entdo {0} € aberto em F. Como a; € Q* para todo
i€ {1,2,---,n}, temos do homeomorfismo entre (F, T|r) e (a;F, Tlo.r) que {0} é
aberto em (a; F, T],,7). Segue que {0} é aberto em {Q,Tla,r ®Tlazr B D Tlar ).
Portanto {0} é aberto em (Q,7) e {Q,7) é discreto.

Teorema 4.4: Para que o anel topoldgico (Q,7) seja V-topolégico, € necessdrio e
suficiente que sejam verificadas as seguintes condiges:

(ay) (F, Tir) € corpo V-topoldgico.

(b;) T é equivalente a topologia produto induzida pela topologia de F.
Demonstragao:

Se (Q,7°) é anel artiniano simples V-topoldgico, entio a condi¢ao (b;) segue do Lema
4.2. A continuidade das aplicagbes soma e produto de {F, T|r) X (F, T|¢) em (¥, T|r),
e a propriedade Hausdorfl para {F, 7|} sdo herdadas de (@,7). A continuidade
de ¢ : (F*, Tlp+) — (F*, T|r+) dada por ¢(x} = 271, é conseqiiéncia da condigio
(a) da definicho de V-topologia, conforme a Proposi¢do 2.8. Para concluir que
(F, T|F} é corpo V-topoldgico, falta verificar que (F, T|r) nao é discreto, mas como
{(Q,T) nao é discreto, isso segue do Lema 4.3. Portanto todo anel artiniano simples
V-topoldgico satisfaz as condigdes {a;) e (by). Reciprocamente, se (Q,7) é um anel
artimiano simples topoldgico para o qual valem as condicoes (a1) e (b;), temos pelo
Lema 4.2 que para cada vizinhanca U de 0 em @, existe uma vizinhanga V de 0 em
Qtalque VC (UNa F)®(UNaF) & & (UNa,F), para alguma F-base regular
{ay,a2, -+, a,} de Q. E evidente que (F, 7]¢) sendo um corpo V-topolégico, entéo
para cada vizinhanca W de 0 em F, o conjunto (FA\W)~! ¢ limitado. Além disso,
como (F, T|r) ndo é discreto segue que ((),7) néo é discreto. Finalmente, como
(F, Tlp) é Hausdorff, temos pelo Lema 4.3 que (Q,7) é Hausdorff. Portanto todo
anel artiniano simples topolégico que satisfaz as condigdes (a:) e (b;) € um anel
artiniano simples V-topoldgico.

Corolario: (Q,7;) é anel artiniano simples V-topolégico.
Demonstragao:
As condigoes (a;) e (b} do Teorema anterior, segnem dos Teoremas 2.9 e 2.17.

O préximo Lema serd usado para verificar que as V-topologias em @, para as
quais F nio tem elemento analitico nilpotente nao nulo, sdo equivalentes a topologias
geradas por aneis de valorizagdo préprios de @.
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Lema 4.5: Sejam (Q,7) um anel topoldgico e z € Q.
(a) Se A€ T el ¢ A, entdo existe B € 7 com 0 € B tal que Bx C A.

(b) SeAe T,ue Aex € @, entdo existe B € T com u € Bz tal que Bz C A.
Demonstragao:

{(a) A continuidade da fungdo produto no ponto (0,z) assegura a existéncia de
abertos BeC taisque0 € B,z € Ce B.CC A,dal 0€ Bx C A.

(b) Como T é uma topologia de anel, para cada u € A temos que (—uz™! + Az™?)
é aberto contendo 0, e entdo pelo item (a)} existe B’ € T tal que 0 € B'z™! C
(—uz™! + Az7!). Tomando B = ux™! + Bz vem que B € T, uz™! € B e
BCuzr '+ (—uz !+ Az7)= Azl quelevaau € Bz C A

Teorema 4.6: Seja (Q,7) um anel artiniano simples V-topoldgico. Se F' nio tem
elemento analitico nilpotente ndo nulo, entdo 7 é equivalente a topologia gerada por
um anel de valorizagio préprio de Q.

Demonstragao:

Por hipétese, (F,T|p} é corpo V-topolégico sem elemento analftico nilpotente nio
nulo, e entao pelo Teorema 4.1 existe uma valorizagio de Krull v de F' tal que
TIF ~ Ty. Como Tjr é nao discreta, vem que 7, ¢é ndo discreta e segue da
Proposicao 3.11 que v € nao trivial. Agora usamos o Teorema 3.13 para garantir a
existéncia de uma anel de valorizacio V de F' tal que Ty ~ Tl ~ T, . Pelo Teorema
da Extenséio existe um anel de valorizacao R de @ que satisfaz RNF =V, e Ty =
Te| » pelo Corolério da Proposicido 2.6. Como 7 é uma V-topologia, chamando
n = [Q: F), vem do Teorema 4.4 que existe uma F-base {b;,bs,---,b,} de Q tal
que T ~ T|o,r®T or ® - ® Tlo,r- Vimos no Coroldrio do Proposicio 2.14,
que existem vy, v;,- -, v, € V* tais que para a; = bv;, ¢ € {1,2,-..,n}, o conjunto
{a1, ay, - -, an} é uma F-base regular de Q) contida em R* e o, F = b, F pois v;F = F.
Usando o Teorema 2.17 temos Tr ~ Trle,r ® Tlaor ® - D Tgla.r , € portanto para
provar que 7 ~ T, ¢ suficiente verificar que Tjo,r ~ Trlar para cada indice i.
Para isso, fixamos i, tomamos E € T|,,r, £ ndo vazio e escolhemos u € E. Entéo
E=AnNaqF para algum A € T e v € A. Usamos o Lema 4.5 para obter B ¢
T que satisfaz v € Ba; € A, donde vemos que ua;' € B. Também ua;' € F
pois u € E C a;F, assim ua7' € BNF e BNF € T|p que é equivalente a T|p,
garantindo a existéncia de A’ € T tal que ua;? € AN F C BN F. Aplicamos
novamente o Lema 4.5 para a;* € Q* e A’ € T obtendo B’ € Tz para o qual vale
ua; ! € B'a;'! C A'. Tomando C = B’ Na;F temos que u € C e C € Tlo,r. Além
disso se ¢ € C, entdo ¢ = a;5 com s € F e ¢ € B'. Segue que s = ca;' € B'a;' C A’
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edal s € ANF C BNF. Portanto ¢ = a;s = sa; € Ba;, C A que mostra
que C C A, mas como C C a;F temos C C ANa;F = E, e entho R|or >
Tlo.r. Para verificar que Tlo,r > Tgls,» procedemos da mesma forma. Obtivemos
um anel de valorizagao R de () que gera uma topologia equivalente a 7, e resta
provar que R é subanel préprio de Q. Se R = @ temos V = F, e assim Ty tem
{aF; a € F*} = {F} como sistema fundamental de vizinhangas abertas da origem.
Isso leva a Ty = {@, F'} que néo é uma topologia de Hausdorff, em contradi¢io com
Ty ~ Tir e T|r topologia de Hausdorff. Portanto R é anel de valorizagdo préprio

de Q).

Coroldrio: Se w é uma fungéo valorizagio ndo trivial de @ tal que R,,/J,, € anel
artiniano simples, entdo 7, é uma V-topologia em . Reciprocamente, se 7 € uma
V-topologia em @ e F nao tem elemento analitico nilpotente ndo nulo, entéo existe
uma fungéo valoriza¢ao néo trivial w em ¢ tal que 7 ~ T,

Demonstragao:

A primeira parte é uma combinagdo do Teorema 3.13 com o Corolério do Teorema
4.4, e a segunda ¢ obtida dos Teoremas 3.13 e 4.6.

Recordamos, conforme ( [E], pg 20 ), que existe uma correspondéncia biunivo-
ca entre os valores absolutos ndo arquimedianos, e as valorizagdes exponenciais do
corpo F. Com as convengdes e™® = 0 e —In0 = o0, a cada valor absoluto nio
arquimediano ¢ : F — IR, , associamos a valorizagio exponencial v : F — IRU {0}
dada por v(z} = —In(p(z)). Reciprocamente, a cada valorizagio exponencial
v : F — RU {co} fazemos corresponder o valor absoluto nio arquimediano
¢ : F— R, dado por p{z) = @),

Se V € o anel de valorizacio de F' correspondente a v, pela identificagéo
acima, temos que J(V) = {z € F; v(z}) >0} = {2z € F; pl(z) < 1}.

A partir de um valor absoluto ¢ : F' — IR, definimos d,, : F'x F — IR, por
do(z,y) = p(z —y). E f4cil ver que d, ¢ uma métrica e define uma topologia 7, em
F, cujo sistema fundamental de vizinhangas abertas para a origem é {V; ¢ > 0},
onde V. = {y € F; p(y) < €},. Mais ainda, (F,7;) é um corpo V-topoldgico, como
pode ser visto em ( [PZ], §3 ).
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Nossa afirmacédo € que através da identificaciio entre os valores absolutos néo
arquimedianos e as valorizagoes exponenciais, produzimos topologias equivalentes
em F. Apesar deste resultado ser imediato, colocamo-o em forma de proposi¢io
para facilitar referéncias futuras.

Proposigao 4.7: Sejam v e ¢ respectivamente uma valoriza¢do exponencial e um
valor absoluto néo arquimediano no corpo F. Se v(z) = —In{p(z)) paratodoz € F,
entdo 4, ~T,.

Demonstragao:

Vimos no Capitulo III que para Us = {y € F; v(y) > 6}, o conjunto {Us; 6 € R}
é um sistema fundamental de vizinhancas abertas para a origem na topologia 7, e
que (F, T} é um corpo V-topolégico. Para provar que 7, ¢ equivalente a 7, , nsamos
o Lema 2.10, ¢ entao podemos trabalhar apenas com os abertos dos sistemas de
vizinhangas acima. Dado U; € T, temos ¢ = 7% > 0 e tomamos V, € T Seye V.
entdo p(y) = e ) < ¢ = ¢~® implicando em v(y) > § e y € Us. Assim V, CUs e
T »7% . Por outro lado, dado V¢ € T, tomamos é = —Ineelds € §. Se y € Us
entdo v(y) = —In(p(y)) > 6§ = —Ine, implicando em @{y) = e < e b =¢, ¢
y€ V.. Portanto s C V. e T >T,.

Coroldrio: Se V é um anel de valorizagdo maximal do corpo F, entdo a topologia
gerada por V' é equivalente a topologia gerada por um valor absoluto nao arquime-
diano de F.

Demonstragao:

Seja v o valor absoluto correspondente a V, entao sabemos que 7 ~ % . Como V é
maximal, temos que rank(V) = 1 e entdo por { {E}, pg 50 }, a valorizaggo correspon-
dente a V é equivalente a uma valorizagdo exponencial. Tomamos agora ¢ o valor
absoluto ndo arquimediano correspondente a v, e pela Proposicac 7, ~7 ~ % .

Um valor absoluto ¢ no corpo F ¢ chamado trivial quando ¢(0) = 0 e
p(t) =1 para todo t € F,t # 0.

Lema 4.8: Se F é um corpo com uma topologia gerada por um valor absoluto nao
trivial, entao F possui elemento analitico nilpotente ndo nulo.

Demonstragao:

Seja ¢ o valor absoluto ndo trivial que gera a topologia 7, em F. Sendo ¢ nao
trivial, existe z € F, = # 0, tal que ©(z) # 1, e como p{z™!) = (z)~! temos um
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elemento ndo nuloy = zouy = z7* em F tal que 0 < p{y) < 1. Na topologia usual
dos niimeros reais a seqiiéncia {(y)"} converge para zero. Seja B(0,¢) um aberto
de T,, para este ¢, existe ng € IV tal que n > ng implica p(y™)} = (y)" < ¢, e assim
y" € B{0,¢). Portanto {y"} converge para zero em 7, e y é um elemento analitico
nilpotente ndo nulo de F. ’

Coroldrio: Se (Q,7) é anel artiniano simples V-topoldgico, para o qual F néo tem
elemento analitico nilpotente ndo nulo, e R € o anel de valorizacdo préprio de @ que
gera 7', entdo R ndo é maximal em @ e portanto nio é anel de valorizagao discreto.
Demonstragao:

Se R é maximal, segue de {13] da pagina 18, que V = RN F é anel de valorizagao
maximal de F, e F ~ Tr|r pelo Corolério da Proposigao 2.6. Usando o Corolério
da Proposicdo 4.7 obtemos um valor absoluto ¢ em F tal que % ~ 7, , e ¢ € néo
trivial, pois caso contrdrio Tg|r ~ T, seria discreta. Assim podemos aplicar o Lema
4.8 para concluir que F com a topologia Tr|r tem elemento analitico nilpotente nio
nulo. Isso contradiz a hipdtese, e portanto /2 nao € anel de valorizagio maximal de

Q.

Definigao: Se ¢ é um valor absoluto em F, diremos que uma aplicacdo ¥ : Q@ — IR,
é uma norma em ) quando:

(i) ¥(z)=0s2z=0.
(i) ¥(tz) = p(t)¥(z), para quaisquer t € F ez € Q.
(ii)) Y(z+1) < 9(=) +9(y), para quaisquer 2,y € Q.

A aplicagio dy : Q X @ — IR, dada por dy(z,y) = ¥(z - y) é uma métrica
em (), e define uma topologia Hausdorff 7 em @), cujo sistema fundamental de
vizinhancas abertas para a origem sio as bolas abertas B{0,€), € > 0.

Uma norma 3 em Q é dita trivial quando $(0) = 0 e ¥(z) = 1 para todo
z€Q,z#0.

Sejam n = [@ : F] e {a;,a;, -+ ,0,} uma F-base de Q. E facil ver que
Y Q — R, definida por ¥(TF, a;z;) = maz;{¢(z;)} é uma norma em Q, e que ¢

72



é trivial se e somente se y & trivial.

Lema 4.9: Seja {a;,as,---,a,} uma F-base de Q. Entéo para a norma definida
acima, vale: '

(a) % é a norma trivial se, e somente se, 7, é a topologia discreta.

(b) s:(Q, Ty) X (@, Ty} = (Q, Ty); s(z,y) =z —y é continua.

Demonstragao:

(a) Se ¢ é a norma trivial, entdo para cada = € @ temos que B(z,1/2) = {z}.
Assim todo subconjunto de ) é aberto como uma reuniao de abertos, e portanto
Ty € a topologia discreta. Reciprocamente, se T, € discreta existe € > 0 tal que
B(0,¢) = {0} pois {0} é aberto. Supondo que ¥ nao é trivial, teremos ¢ néo trivial
e entio existe z € F, z # 0, tal que p(z) # 1. Se p(z) < 1 entdo existe n € IV
tal que ¢(z") = p(z)" < e e dal z" € B(0,¢). Se p{x) > 1, existe m € IN tal que
e(z™) = p(z)™ > 1/e que leva a p(z™™) = w(z)™™ < e e 7™ € B(0,¢). Portanto
em qualquer caso obtemos um elemento nao nulo na bola B(0,¢) = {0} que néo é
possivel. Concluimos entdo que 1 é trivial.

(b) Fixamos (2o, ¥o) € @ X Q e consideramos B(xo—yo, €) 0 aberto contendo zo— o
Tomando B = B(xo,€/2) x B{yp,€/2) que é aberto de @ x @ contendo (zo,%0), ©
u= (2,3) € B temos s{u) = o—y. Mas $((z—y)—(30,40)) < Bla—z0)+(yo—1) <
¢/2 + €/2 = ¢, implicando em s(u) € B{xg — yo,¢). Portanto s é continua em todo

(o, 7%0) € @ X Q.

Proposigao 4.10: Sejam ¢ um valor absoluto néo trivial em F, e {a1, a2, -+, a5}
uma F-base regular de Q. Entdo para a norma ¢ (3, a:z;) = maz;{p(x;)} séo
equivalentes:

(i) (@, Ty) é anel artiniano simples V-topoldgico.

(i) p:(Q.,7) x{Q,T) = (@) ; plz,y) ==zy é continua.

Demonstragao:

(i) = (i1) E imediato.

(1) = (i) Vamos verificar as condi¢des (a1) e (b;) do Teorema 4.4. Pelo Lema 4.9
temos que(Q,Ty) é um anel topoldgico. Como ¢ é um valor absoluto néo trivial, segue
de ([PZ], §3) que T, = Ty|r é uma V-topologia em F, e assim (F,T|r) € corpo V-
topolégico, e assim vale (a,). Sejam agora U uma vizinhanca de 0 em (J e A o aberto
de T, tal que 0 € A C U. Para cadai € {1,2,---,n}, a continuidade da aplicacio p
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garante que a; ' A €7, edai temos a7 ' ANF aberto em T, contendo 0. Assim existe
e; > 0 tal que B,(0,¢) C a7 'ANF, implicando em 2;B,(0,¢;) C ANa;F C UNa;F.
Tomando € = min;{e;} eV = B(0,¢) € Ty, vemosqueparaz € V, z = 37, a,2; vale
p(a:} < maz{p(z:)} = Y(z) < e < &. Portanto z; € By(0,¢) e z € a:B,(0,¢1) +
a2B,(0,e2)+- - -+ a.By(0,6,) C (UNa F)@&(UNayF)@--- & (UNa,F), que prova
que VCUnNauF)oUnNaF)d - & (U Na,F). Agora aplicamos o Lema 4.2
para ver que 7y € equivalente a topologia produto induzida por F, e portanto vale

(b1).

Teorema 4.11: Seja (Q,7) um anel artiniano simples V-topoldgico. Se F' tem
elemento analitico nilpotente ndo nulo, entdo 7 € equivalente a topologia gerada
por uma norma nao trivial em Q.

Demonstragao:

Sejam n = [@ : F] e {a1,aq, - -,a,} uma F-base regular de @, para a qual
T~ Tayp® Tar @@ Ta.rp = I, que existe pelo Teorema 4.4. Como F
tem elemento analitico nilpotente nfo nulo, segue do Teorema 4.1 que existe um
valor absoluto néo trivial ¢ em F tal que 7Tir ~ T, . Definimos em @ a norma
(T, aix;) = maz{p(z;)}, z: € F, que é ndo trivial e T,|p= 7,. Vamos verificar
que 7y é equivalente a II, mas pelos Lemas 2.10 e 4.9 basta trabalhar com abertos
contendo a origem. Seja A um aberto na topologia produto contendo 0. Entéo para
cada t € {1,2,---,n} existe B; € Tprtalque 0 € Bie By® B ®--- & B, C
A, com B; = A; N a;F para algum A; € T. Como (Q,7) é anel topoldgico e
a; € Q°, temos que a; *A; é um aberto de 7 contendo 0, e o] 'A;NF € Tlp ~ T,
que implica na existéncia de uma bola aberta B,{0,¢;) em F tal que B,(0,¢) C
a;*A; N F e portanto a;B,(0,¢) C A; NaF = B;. Tome e = min,;{¢;} e considere
B{0,¢) € T,. Dado z € B(0,¢) temos ¢ = a171 + asZs + - - - + 0,Tn, € Dara cada
i, plz;) € mar;{p(x;)} = ¥({x) < € < ¢, implicando que z; € B,(0,¢) e assim
z € a1 By(0,61) + agBy(0,€) + - - + 05 By(0,6n) € Bi+ By + .-+ + B, C A que
prova que T, >~ T. Por outro lado, seja B(0, ¢} um aberto de 7 contendo 0. Como
B(0,e)N F = B,{0,¢) € T, ~Tir, e para cada ¢ € {1,2,---,n} a aplicago = — a;x
é um homeomorfismo de (F\T{r) em (a;F,T|q,F), entdo a;B,(0,€) € Tiop. Tome
A =a1B,(0,€) + aaB,(0,€) + - - - + a, B, (0, €) que é aberto na topologia produto e
contém 0. Se g € A, entdo ¢ = o121 + @oZ2 + -+ + € Tn com T; € B,(0,€). Assim
Y(q) = maz{p(x;)} < €eq & B(0,¢). Portanto AC B(0,e)e T > Ty .

Coroldrio: Seja (@,7) um anel artiniano simples V-topoldgico.

(a) F tem elemento analitico nilpotente n&o nulo se, ¢ somente se, T ~ Ty para
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alguma norma néo trivial ¢ em Q.

(b) F néo tem elemento analitico nilpotente nfo nulo se, e somente se, T ~ T
para algum anel de valorizagéo préprio R de @, e T nfo é equivalente a topologia
gerada por uma norma em Q).

Demonstragao:

(a) Uma dire¢do é o Teorema 4. 11 Sejam 1 a norma nao trivial tal que T ~ Ty, e
¢ o valor absoluto que gera 9. Entdo ¢ é ndo trivial, Tlx ~ Tylp = T, ¢ pelo Lema
4.8 F tem elemento analitico nilpotente ndo nulo.

(b) Se F néo tem elemento analitico nilpotente ndo nulo, entdo pelo Teorema 4.6
existe um anel de valorizagéo proprio R de () tal que l ~ 7. Pelo ftem (a) uma
norma néo trivial ndo pode gerar 7. Como a norma trivial gera a topologia discreta
e 7 € ndo discreta, vem que 7 nao pode ser gerada pela norma trivial. A reciproca
segue de (a).

O proximo Teorema ¢ devido a Ostrowski. Nés o usaremos para concluir
que se T € uma V-topologia em ¢}, para a qual F' tem elemento analitico nilpotente
néo nulo, e se o valor absoluto que gera Tz ¢ arquimediano entdo F C .

Teorema 4.12: ( [B], §6, N2 4, Théoreme 2 ) Sejam F um corpoe ¢ : F — R,
uma aplicacao, tais que para z,y € I vale: :

(1) p(z)=0&2z=0.

(2) olzy) = p(z)e(y).
(3) ¢lz+y) > maz{p(x), p(y)}-
(4) olz +y) < Amax{p(z),p(y)}  para algum A > 0.

Entéo existe s € IR, s > 0, e um isomorfismo 7 de F' em um subcorpo denso de
IR ou C, tal que ¢(x) =| j(z) |° para todo € F, onde | - | é a norma usual de ¢
Para que ¢ seja um valor absoluto é necessirio e suficiente que s < 1.

Teorema 4.13: Sejam (Q,7) um anel artiniano simples V-topoldgico, para o qual
F tem elemento analitico nilpotente néo nulo, e ¢ o valor absoluto que gera Tp.

(a) Se ¢ é nao arquimediano entdo 7 é equivalente a topologia gerada por anel

75



de valorizagdo maximal R de Q, e R € anel de valorizagéo discreto se e somente se,
JVP#£J(V)ondeV=RNFeJV)={z € F; p(z) <1}.

(b) Se ¢ é arquimediano entdo T ndo é equivalente a topologia gerada por um
anel de valorizagdo maximal de . Mais ainda, F C Ce ¢(z) =| z |* para algum
s € (0,1].

Demonstragao. :

(a) Seja v a valorizagdo exponencial correspondente & . Como vimos na Proposicao
4.7, T, ~ T, e também V = {z € F;v(z) > 0} = {z € F; p(z) < 1} é 0 anel de
valorizacdo de F correspondente a V com 7y, ~ 7,. Pelo Teorema da Extensao,
existe um anel de valorizagio B de @ tal que RN F = V, e | ~ T conforme
provado na demonstragio do Teorema 4.6. Como v é uma valorizago exponencial,
vem de ([E], pg 50) que rank(V) < 1. Note que rank(V) = 0 nédo é possivel, pois
neste caso terfamos V = F implicando que 7y € cadtica, mas Ty ~ T, € Hausdorff.
Portanto rank(V)} = 1 e V ¢ subanel maximal de F, que por {13] da pdgina 18,
leva a R maximal em @. Pela Proposicio 1.20, R é discreto se e somente se V é
discreto, mas como V é maximal isso equivale a J(V') # J(V)?. Mas pela defini¢do
de v, temos J(V) = {z € F; ¢(z) < 1} = {z € F'; v(z) > 0}. Portanto R é anel de
valorizacao discreto se, e somente se, J(V} # J(V)2.

(b) Se T ~ T para algum anel de valorizacdio maximal R de @, entdo pelo
Coroldrio da Proposi¢do 2.6 temos 7, ~ T|p ~ T, para V = RN F. Como V
é maximal segue do Corolédrio da Proposi¢do 4.7 que T, é equivalente a topologia
gerada por um valor absoluto nao arquimediano de F. Isso é uma contradigao, pois
por hipétese By ~ 7, com ¢ arquimediano, assim 7 nao pode ser gerada por um
anel de valorizagdo maximal de . Claramente ¢ satisfaz as condigoes (1), (2) e
(3) do Teorema de Ostrowski, por ser valor absoluto arquimediano. Além disso ¢
satisfaz a condig8o (4) para A = 2 pois p(z+y) < ¢(z)+o(y) < 2maz{p{z), ¢(y)}.
Portanto F* C @ e como ¢ é valor absoluto, w(z) =| z |* para algum s € (0, 1l.

Corolario: Seja (Q,7) um anel artiniano simples V-topoldgico. Para que T
seja equivalente a topologia gerada por um anel de valoriza¢do discreto R de @,
¢é necessdrio e suficiente que sejam verificadas as condigtes abaixo:

(a) F tem elemento analitico nilpotente nao nulo.
(b) Tlr ~ T,, para algum valor absoluto ndc arquimediano ¢ em F.

(c) J(V)#J(V)? para V = {z € F; p(z) < 1}.
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Demonstragao:

Se T é equivalente a topologia gerada por um anel de valorizagao discreto de @,
entdo seguie do Corolario do Lema 4.8 que F' tem elemento analitico nilpotente nao
nulo. Pelo Teorema 4.1 vemos que 7{ ~ T,, para algum valor absoluto ¢ em
F. Agora usamos os itens (b) e (a) do Teorema 4.13 para concluir que ¢ ¢ nao
arquimediano e J(V) # J(V)2. A reciproca é imediata.

Um corpo topolégico ndo discreto e Hausdorff é localmente limitado, con-
forme ( [KD), §2 ), quando possui um sistema fundamental de vizinhangas abertas
para a origem, que contém uma vizinhanga limitada, no sentido da definicdo dada
na pagina 30. Em ( [KD], §3, Satz 8 } vemos que toda V-topologia em um corpo
¢ localmente limitada. Nosso préximo objetivo é verificar que as V-topologias, em
aneis artinianos simples, sdo localmente limitadas segundo a defini¢ao abaixo.

Defini¢do: Seja (S, T) um anel topoldgico ndo discreto e Hausdorff. A topologia
T é dita localmente limitada, quando possui wm sistema fundamental de vizinhangas
abertas da origem que contém uma vizinhanga limitada.

A exigéncia da topologia ser ndo discreta, para a definigdo de topologia
localmente limitada, é imposta para evitar que {0} seja vizinhanca de 0. Caso
contrario, pela defini¢io de conjunto limitado, teriamos que toda vizinhanga de 0 é
limitada.

Se (Q é anel artiniano simples com centro 7, ¢ R é anel de valorizacgéo de
Q, entdo a topologia dos R-ideais, 7 , é localmente limitada. De fato, verificamos
no Capitulo II que V'= {aR; e € RN F*} & sistema fundamental de vizinhangas
abertas da origem para a topologia T . E claro que R € V" e R é limitado.

Proposicdo 4.14: Se (S, 7) € anel topoldgico localmente limitado e F' é o centro
de S, entéo (F,T|r) é corpo topoldgico localmente limitado.

Demonstracao:

Seja V o sistema fundamental de vizinhangas abertas da origem para a topologia
7, com vizinhanga limitada U. Tome Vp = {V N F;V € V } que é um sistema
fundamental de vizinhancas abertas da origem para Tjr. Se VN F € Vg, entao
V € V, e como U é limitada em 7, existe W € V tal que UW C V. Tomando
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WNOF € Vptemos (UNF).(WNF) C(VNF). Portanto U N F é uma vizinhanca
limitada de 0 em Tz, € T|r é corpo topolégico localmente limitado.

Lema 4.15: Sejam (S, 7} um anel topoldgico, F o centrode Se M C 5. Se Tlp
nao é a topologia discreta, entdo sfo equivalentes:

(i) M ¢ limitado.

(ii) Para toda vizinhanca U de 0, existe z € F* tal que zM C U.
Demonstragéio:

(¢) = (44} Sendo M limitado, existe uma vizinhanca W de 0 tal que WM C U.
Como T}r ndo ¢ discreta, vem que W N F # {0} e assim existe z ¢ F* N W.
Claramente zM CW.M CU.

(i1) = (f) Seja W uma vizinhanca de 0. Como a fungdo produto é continua,
existe um aberto A contendo 0 tal que A.A C W. Por (ii) exite £ € F* tal que
zM C A. Aplicando o Lema 4.5 para A e !, obtemos uma vizinhanga ¥ de 0 tal
que Vz=! C A. Agora V.M =Vz~'aM C A.ACW e portanto M é limitado.

Teorema 4.16: Se (Q,T) é anel artiniano simples V-topoldgico, entdo a topologia
T ¢ localmente limitada.

Demonstragao:

Sendo 7T uma V-topologia temos que T ~ Tz para algum anel de valorizagéo K de
@, ou T ~ T, para alguma norma n#o trivial 1 de ). No primeiro caso ja observamos
que T é localmente limitada. Para ver que 7, é localmente limitada, basta provar
que B{0,1) = {z € Q; ¥(z} < 1} é limitada, pois {B{0,¢}; ¢ > 0} é um sistema
fundamental de vizinhangas da origem para 7. Como (F,T|r) é corpo V-topoldgico
temos que T|r néo é discreta, e podemos aplicar o Lema 4.15. Seja B(0,6), § > 0,
outra bola aberta, entéo é suficiente obter u € F* tal que uB(0, 1} C B(0,5). J4 que
¢ = 1)|F é um valor absoluto néo trivial, 7, é uma V-topologia e portanto {0} ¢ 7.
Assim B(0,8)NF # {0} e tomamos v € B(0,8)NF*. Sea € B(0,1), entdo ¥(a) < 1
edal Y(ua) = ¢{u)y{a) < p(u) < § que leva a ua € B(0,8), e uB(0,1) C B(0,4).
Logo 7y € localmente limitada.

Para o anel topolégico (Q,7), vimos até o momento que se 7 é equivalente
a topologia gerada por ane! de valorizagao de Dubrovin de @), entio:

(1) (F,T|) é corpo V-topologico.
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(2) Existe uma vizinhanca limitada U de Q em T, tal que U £ Qe U+ U C U.
(3} T é uma topologia localmente limitada.

Apresentaremos agora alguns resultados envolvendo topologias que satis-
fazem as condigdes (1), (2) e (3) acima, e terminaremos verificando que tais topolo-
gias sfo exatamente as topologias geradas por anéis de valorizagdo de Dubrovin.
Mais ainda, veremos na Proposigio 4.19 que quando F nao tem elemento analitico
nilpotente ndo nulo, a condigio (2) pode ser obtida de (1) e (3).

Proposigao 4.17: Seja (Q, 7) uma anel topoldgico. Se 7 é localmente limitada
com vizinhanga limitada da origem U e T]r nao é discreta, entéo:

(a) U#Q.
{(b) U define uma topologia Ty em Q.
(c) Para cada z € F*, 2U é uma vizinhanga de 0 em 7y.

(d) Vy ={2U; z € F*} é um sistema fundamental de vizinhancas da origem para
a topologia Ty;.

(e) A aplicagdo soma € continua em (Q, 7).

) 7w~ 7.

Demonstragao:

(a) Supondo U = @ teriamos () limitado, mas entdo pelo Lema 4.15, dada uma
vizinhanca W de 0 em T, existiria € F* tal que zQ = Q@ € W. Assim toda
vizinhanga de 0 conteria (J, que contradiz o fato de T ser topologia Hausdorft.

(b) Defina A C @ como aberto em (@, 7), se para cada a € A, existir x € F* tal
que a + 2z C A. Claramente §,Q € Ty € Uger A € Ty, quando Ay € T e L é
um conjuntoe de indices. Se A;, As € Ty e a € Ay N Aj, entdo existem zy,z; € F*
tais que a 4+ 2,/ C A; e a + 220 C Ay, Como U é vizinhanca de 0 na topologia
T, 21,22 € F* e a fungdo produto é continua em (@, 7) temos que z:U e z,U séo
vizinhanc¢as de 0 em 7. Assim existem B, B, € Tcom 0&€ B,,0€ By, B C U e
B, C xpU. Tomando B=B,NB,vemque Be T,0€ Be B C z,UNxU. Sendo
U limitada, aplicamos o Lema 4.15 e obtemos z € F* tal que zUU C B. Portanto
U CoylUnazlU,dal a+2U Cla+U)N{a+xU)C A NA e AANA €T

{c) Para ver que zU € vizinhanca de 0 em 7y para cada z € F*, mostraremos que

79



A= {oeQ@;a+yl CzU, para algum y € F*}eabertoemﬁ;,OEAeACxU
E facil ver que 0 € A, pois tomamos neste caso y = z. Também se a € A temos que
a+yU C zU e como 0 € yU, vem que a € U e entdo A C zU. Para verificar que
A é aberto em Ty, tomamos a € A e pela definicdo do conjunto A, existe y € F*
tal que a + yU C zU. Agora como a operagio soma é continua na topologia T e
U é vizinhanca de 0, existe uma vizinhanga W de 0 em 7 tal que W+ W C U.
Por ser U limitada, vem do Lema 4.15 que existe z € F* tal que 2U C W e entdo
2(U 4+ U) C U. Afirmamos que a 4 zylU € A, que provard que A é aberto em
Tu, pois zy € F*. De fato, para a + zyu € a + zyU, tomamos zy € F* e entéo
a+zyu+ 2yl C a+yz(U+U) C a+ yU C zU. Pela definigio de A vem que
a+ zyl C A e portanto zU é uma vizinhanca de 0 em 7;.

(d) Seja M uma vizinhanca de 0 em 7, entdo M contém um aberto A de 7 com
0 € A. Por defini¢io, como 0 € A, existe x € F* tal que gV € A C M. Assim
toda vizinhanga de 0 em Ty contém uma vizinhanca de Vy = {zU ; z € F*}, isto ¢,
Vy = {zU; z € F*} é um sistema fundamental de vizinhancas para 7. ‘

(e) Sejama,b€ Qe A€ Tycomatb € A, entdo existe z € F* tal que {a+b)+2U C
A. Como vimos no item (c), existe z € F* tal que z{U + U) C U, e sendo 2zU
vizinhanca de 0, existe B € Ty com 0 € Be B C zzl/. Note que a + B € Ty,
pois dado r € Bexiste t € F* tal que r +-tU C Bedal (a+r)+tU C a+ B.
Tomamos entdo C' = (e + B,b+ B) € Ty x Ty, ese (a+r,b+ s) € C temos
a+r+bts = {at+b)+r+s € (a+b)+B+B C (a+b)+2z2U+22U C {a+b)+2U C A.
Logo a operagdo soma é continua em 7.

(f) Ja sabemos que a soma é continua em ambas as topologias, e entdo pelo Lema
2.10, para provar que 7 é equivalente a Ty basta trabalhar com abertos contendo
a origem. Seja A € T com 0 € A, entdo como U € um conjunto limitado em 7,
aplicamos o Lema 4.15 para obter x € F* tal que zUU C A, que provaque Ty > 7.
Por outro lado, se B € Ty com 0 € B, entdo existe y € F* tal que yU € B. Como U
é uma vizinhanga de 0 em 7, U contém um aberto C € T com 0 € C, mas y € F*
e & funcglo produto continua em T garante que yC € T. Assim yC C yU C B e
T = Tu.

Coroldrio: Seja {Q, 7) um anel topoldgico. Se T é localmente limitada com
vizinhanga limitada da origem U e 7| ndo ¢ discreta, ento:

(a) O={z € @; zU C U} é uma vizinhanga limitada de 0 em 7.
(b) O# Q, O define uma topologia 7o em @, que tem Vo= {z0; z € F*} como
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sistema fundamental de vizinhancas da origem e 7o ~ 7.

Demonstragao:

(a) Sendo Tir ndo discreta, existe u € UN F* e como OU C U temos que Qu C U
e dai OC u U, com {u™!} limitado e U limitado. Portanto @ é um subconjunto
limitado contendo 0. Pela definicdo de conjunto limitado aplicada a vizinhanga U,
vemos que existe uma vizinhanca W de 0 em 7 tal que WU C U. Segueque W C O
e assim O é uma vizinhanca limitada de 0 em 7.

(b) Segue da Proposi¢ao 4.17 aplicada a vizinhanca limitada da origem Q.

Para uma topologia 7 localmente limitada, com vizinhanca limitada da
origem U, fixamos a notagio:

O={zec@Q;zUCU}.

Note que pelo Coroldrio anterior, quando 7} r ndo é discreta, O é uma
vizinhanca limitada da origem em 7 que tem a propriedade OOC O.

A notacdo acima, bem como os préximos resultados, saoc motivados pelas
construgdes técnicas desenvolvidas em [KD].

Lema 4.18: Sejam (Q, 7) um anel topoldgico, T localmente limitada com vi-
zinhanga limitada da origem U e (F,7]r} V-topologia. Se z € ONF* e 2 néo é
analitico nilpotente entao:

(a) Existe y € F* tal que z" ¢ yO para todo n € IV.

(b) {#7™™; n € IN} é um conjunto limitado.

Demonstracao:

(a) Chame Z = {2"; n € IN} e suponha que Z NyO $# 0 para todo y € F*. Dado
A€ T com 0 € A, como O é vizinhanca limitada, existe z € F* tal que zOC A.
De Z NzO# § temos um ng € IV tal que 2™ € 0, e como z € O vem que
z™*l € xOOC z@. Da mesma forma, 2+ € 20 para todo t € IV, e assim para
cada n > ng temos 2" € zOC A. Mas isso ndo € possivel pois z ndo é nilpotente
analitico. Portanto existe y € F* tal que Z NyO= 0, isto é, 2 € yO para todo
ne V.
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(b} Por (a) existe y € F* tal que para todo n € IN, 2" € F — (F ny0), e assim
{z7";ne N} C(F-(Fny?))™. Como T ~ Tp, temos que y( é vizinhanca de
0 em 7, edal yONF é uma vizinhanga de 0 em 7z que é V-topologia. Segue que
(F — (FNyQ))~! é limitado, e portanto {z™"; n € IV} é um conjunto limitado.

Proposigido 4.19: Sejam (Q, 7) um anel topoldgico, para o qual T é localmente
limitada e (F,7|r) é uma V-topologia. Se F néo tem elemento analitico nilpotente
néo nulo, entdo existe uma vizinhanga limitada da origem U, U # @, tal que
U+U=U.
Demonstragao:
Pelo Corolario da Proposigdo 4.17, temos que O € uma vizinhanga limitada da origem
para a topologia 7, satisfazendo OOC O. Como (O é limitada, vem que 040 ¢
um conjunto limitado, e entdo pelo Lema 4.15 existe z € F* tal que z{(O+0) C O.
Assim zOC 2(0+0O) C O implicando em OC 27'0 que leva a OC 27'0C 2720C
Tomando U = ey 270 temos OC U, e dai U é uma vizinhanga de 0.
Claramente U C U + U, e por outro lado, se z,y € U entdo z = uz™t, y = vz™7
com u,v € @, i,7 € IN. Podemos assumir que ¢ > 7, dai 2z = uz™", y = vz ' e
T+y =2 (u+v) € 27HO+0) = z7HHO+0) C z~EHDOC U. Isso prova que
U+U = U, e para ver que U é limitada, observamos que U C O{z™™; n € IN}, com
O limitada e também {z7™;n € IN} limitado como conseqiiéncia do Lema 4.18.
Finalmente, U # @ segue da Proposigao 4.17.

A Proposigio abaixo, fornece o primeiro resultado na direcao do nosso obje-
tivo que é provar que se (¢, 7') é um anel topolégico com 7 localmente limitada, 7|g
uma V-topologia e existe uma vizinhanga limitada da origem U tal que U + U C U,
entdo T é gerada por um anel de valorizagdo de Dubrovin de Q.

Proposicao 4.20: Sejam (Q, T) um anel topolégico, 7T localmente limitadae 7]
ndo discreta. Se existe uma vizinhanca limitada da origem U tal que U+ U C U,
entao existe um subanel préprio R de () tal que:

(a) R é uma vizinhanca limitada de 0 em 7.

(b) T ~ T e Vg = {zR; 2 € F*} é um sistema fundamental de vizinhangas da
origem para a topologia Tg.

(c) R éum anel de Goldie primo e ordem bilateral de Q.
Demonstragao:
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(a) Inicialmente lembramos que O= {z € @ ; zU C U} é uma vizinhanca limitada
de 0 em 7 e OOC O. Da hipétese U + U C U obtemos também O40OC O, pois
sexz,y € Oentdo (z+y)U C2U+yU CU+U CU implicandoem z+y € O.
Tomando R = {a — b; a,b € O}, é f4cil ver que R é subanel de @ ¢ OC R. Assim
R é uma vizinhanga de 0 em 7. Observamos que o conjunto {—1} é limitado
como conseqiiéncia do Lema 4.15. Como R C O+(—1)0 e a soma e o produto de
conjunto limitado é limitado, vem que R € uma vizinhanga limitada de 0 em 7. Pela
Proposicao 4.17(a) temos que R # Q.

(b} Segue de (a) e da Proposigéo 4.17.

(c) Dado ¢ € @, como a fungéo produto é continua em 7 e 0 € R, existe um aberto
B e T,com0€ BeBgC R Sendo Tir nio discreta, existe a € BNRNF*, e
assim aq = r € R implicando g =ra™! = a~!r com r € R e a € R*. Além disso, se
u € R*equ=0parag=alr c @, entdo a~'ru = 0 implicando ru = 0 e dai r = 0.
Assim u € @*, que pelo Coroldrio da Proposigao 1.4 equivale a v € U(Q). Logo R
é uma ordem bilateral de Q ¢ R é um anel de Goldie primo como consegtiéncia do
Teorema 1.2

(Os Lemas seguintes serdo usados para provar que guando (Q, 7) é um
anel topoldgico com T localmente limitada, 7| » uma V-topologia e existe uma
vizinhanga limitada da origem U tal que U + U C U, entao se F' possui elemento
analitico nilpotente ndo nulo, a topologia T é gerada por um anel de valorizagéo de
Dubrovin maximal de Q.

Lema 4.21: Sejam (@, 7) um anel topoldgico, T localmente limitada, 7]z ndo
discreta e U uma vizinhanga limitada de 0 em 7 tal que U+ U C U. Seja R a ordem
bilateral de @ obtida na Proposigao 4.20. Se RN FE' é um anet de valorizagio maximal
de I, entao existe um anel de Dubrovin maximal B de @ tal que BNF =RNFe
Te ~T.

Demonstracao:

Sendo RN F um anel de valorizagdo maximal de F, segue do Teorema da Extengéo
que existe um anel de valorizagio de Dubrovin B de ¢} tal que BN F = RNF, e
por [13] da pdgina 18 temos que B é maximal. Seja n =[Q : F], entao pelo Coroldrio
da Proposigio 2.14, existe uma F-base de @, {a; = 1,4az,--+,a,} € R*. Usando
( [Gr], §5, Lemma 5.2 ) obtemos z € B, z # 0 tal que zB = Bx C ayJ(R N F)+
aJ(RNF}+---+a, J(RNF)} C R. Afirmamos que x pode ser tomado em RN F,
pois como zB = Bz ¢ ideal bilateral de B, temos pela Proposigao 2.1 um elemento
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T € zBNF* e 3’B = Bx’ C zB. Assim podemos trocar z por ' € RN F.
Seja I = BR = {37, bri; b € B,r; € R,m € IN}. Note que I é um R-ideal a
direita, pois / é um subgrupo aditivo de Q, I contém o elemento reguler 1, zI C R
elR=1. Sebc B, entdo bI C I, implicando em B C Oy(I) = {g € @; ¢I C I}.
Como O;(I) é subanel de @ que contém o anel de Dubrovin maximal B, temos
que O;(I} = B on O)I) = Q. No tltimo caso, temos Q C @I C I, isto é,
Q=1 Dal @ =zQ =z C Re R = Q. Isso ndo é possivel, pois R =
implica RNF =QNF =Fe RN F é anel de valorizagio maximal de F. Logo
Oi(I) = B. Por outro lado, é claro que R C O,(I) = {g € Q; Iq C I'} e chamamos
It = {g € Q;Iqg C O)(I)}. Note que I"! = {q € Q;4I C O(I)} e como
zI C R C O.(I) temos ¢ € I7! e entdo Iz C Oy(I) = B. Uma vez que R C |
vemn que Rz C Iz C B. Portanto obtivemos z € F* tal que Bx C Re Rz C B.
Lembramos que Vp = {yB;y € F*} é um sistema fundamental de vizinhangas
da origem para a topologia T, € Vg = {zR; z € F*} é um sistema fundamental
de vizinhancas da origem para a topologia 7z. Como a operagao soma é continua
em ambas topologias, para ver que estas topologias sio equivalente usamos o Lema
2.10, e assim basta trabalhar com abertos dos sistemas de vizinhangas acima. Dado
zR € Tg, tomamos z2B € Tp e dal 2zB C zH mostrando que Tg » Tr. Analoga-
mente vemos que T > Tp € portanto T ~ Tg ~ 7Tp com B anel de valorizacao de
Dubrovin maximal de Q.

Lema 4.22: Seja (F, 7) um corpo V-topoldgico. Se 7 possui uma vizinhanca
limitada U de 0 tal que U + U C U, entao 7 néo € gerada por um valor absoluto
arquimediano.

Demonstracao:

Suponha que ¢ : F — IR, é um valor absoluto arquimediano que gera 7, isto é
T ~ T,. Pelo Teorema 4.12, F C €' e p(z) = |z|* para algum s € (0,1]. Usando
a Proposigio 4.17, vemos que 7 ~ T, onde Vy = {2U; z € F*} é um sistema
fundamental de vizinhangas da origem para a topologia T;. Dado B(0,¢} € 7,
como Ty » T, existe z € F* tal que U C B(0,¢). Da mesma forma, como zU/
contém um aberto B de Ty com 0 € B e T, » Ty, existe B(0,6) € T, tal que
B(0,8) C B C zU. Sejar € B(0,6) N IRy e tome n € IN tal que n > ¥, daf
@(nr) = |nr|® = (nr)® > e. Tomando n cépias de B(0,48), temos B(0,6) + B(0,6) +
o+ B0, CaU+aU+ - +2UC2(U+U+---4+U) CzlU C B(0,¢), e como
r € B(0,8) vem que nr € B(0,¢), que implica em ¢(nr) < e. Esta contradicao
mostra que 7 ndo pode ser gerada por um valor absoluto arquimediano.
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Teorema 4.23: Sejam (Q, 7) um anel topoldgico, 7 localmente limitada e 7]z
uma V-topologia. Se F' possui um elemento analitico nilpotente ndo nulo, e existe
uma vizinhanga limitada U de 0 em 7 tal que U+ U C U, entéo T ~ 7p para algum
anel de valorizagio de Dubrovin maximal B de Q.

Demonstragao: '

Pela Proposicao 4.20, existe um anel de Goldie primo R, R # (), tal que T ~ T
e R é uma vizinhanga limitada de 0 em 7. Para A= RN F temos que 0 € A e
A€ Tlp, pois Re Tg ~T. Como R ¢ limitado em T, vem que A € uma vizinhanga
limitada de 0 em 7Tjr. Agora aplicamos a Proposigéo 4.17 para ver que Tig ~ Ty
e Vs = {zA; z € F*} é um sistema fundamental de vizinhangas da origem para a
topologia 7. Como F tem elemento analitico nilpotente nao nulo, segue do Teorema
4.1 que T|p ~ 7, para algum valor abscluto nao trivial ¢, mas pelo Lema 4.22 ¢
é nao arquimediano. Segue do Teorema 4.13(a) aplicado ao corpo V-topoldgico
(F, Tlr), que Tlr ~ Ta, para algum anel de valorizagdo maximal Ay de F, e entéo
Ta ~ Ta,, donde existe a € F* tal que aAp C A. Considerando o anel ApR = RAy
temos que R € ApReadAgR C AR C RR = R. De R € ApR tiramos que AgH é uma
vizinhanga de 0 em 7, pois R é aberto em 7 jd que T ~T. De aAgR C R tiramos
que AgR é limitado pois AgR C a 'R com R limitado e {a'} limitado. Aplicando
a Proposi¢ao 4.17 para a vizinhanga limitada AgH de 0, concluimos que AgR define
umm topologia Ta,gr em Q tal que Tyog ~ T, € Var = {€AeR;z € F*} é um
sistema fundamental de vizinhancas da origem para a topologia 7T, z. Pretendemos
aplicar o Lema 4.21 ao anel AgR, portanto vamos verificar que AgR N F é um anel
de valorizacao maximal de F, e que AgR é uma ordem bilateral de ). Afirmamos
que AgR N F = Ag. De fato, claramente 4q € Aol e como AgR € subanel maximal
de F vem que AgENF = Apou AgRNF =F. Se AgRNF = F temos F C AyR
implicando em RF C AgR, mas pelo Coroldrio do Lema 2.14 vemos que Q C RF,
dai @ = aQ € aRF C aAgR C R que contadiz R # Q. Logo AGRNF = Ay
e AgR N F é anel de valorizagdo maximal de F'. Para ver AgR é ordem bilateral
de @, tomamos = € (ApR)* € entdo ax € R*, pois se raxz = 0 com 7 € R, temos
rz =0 edal z =0. Como R é uma ordem bilateral de ), vem que {az)"! € Q ¢
também a~! € @, implicando que z=! € Q. Logo todo elemento regular de AyR tem
inverso em (. Além disso, dado ¢ € @, como R é ordem bilateral de 7 escrevemos
g=cd!comce€ Rde R*'. Mas R C ApR implica em ¢ € AyR. Notamos
ainda que d € (ApR)*, pois tomando u € ApR tal que ud = 0, vem que aud = 0 e
ou € aAgR C R. Como d € R* e a € I, segue que au = 0 e entéo u = 0. Portanto
ApR é uma ordem bilateral de ¢ que satisfaz as hipdteses de Lema 4.21, e entéo
existe um anel de Dubrovim maximal B de @ tal que 75 ~ Tyr ~ 7.
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Para concluir a relagio entre as topologias geradas por anéis de valorizacao
de Dubrovin de ¢, e as topologias localmente limitadas 7, com T}z V-topologia,
precisamos ainda estudar o caso onde F néo tem elemento analitico nilpotente néo
nulo. Iniciamos com a seguinte Lema.

Lema 4.24: Seja R uma ordem bilateral em (J, que gera uma topologia 7Tz em Q
com sistema fundamental de vizinhangas Vg = {zR; z € F*}. Se RN F é um anel
de valorizagio de F' que néo possui ideal primo minimal, entao Tx € gerada por um
anel de valorizagdo de Dubrovin de Q.

Demonstragao:

Seja n = [@ : FJ, entdo pelo Corolrio da Proposi¢do 2.14, obtemos uma F-base
de Q, {¢: = 1,¢2,+",q.} C© R*. Para ¢,j € {1,2,---,n}, escrevendo g,q; =
>ote1 CijtQs, Cije € F, vamos verificar inicialmente que ¢;;; pode ser tomado em A =
RN F. De fato, ¢;;: € F e A é uma ordem bilateral de F, assim ¢;; = (@ij0)(bs;e) ™"
com aij, by € A. Tome ¢ = [[7;,_, bij, entdo ¢ € F* e cc;; € A. Agora formamos
uma nova base {1 = 1,p2,---,p,} onde p, = cg, para r € {2,3,---,n}, e como
¢ € R ce ACR, vemque {p; =1,ps,-,0,} € R*. Quando i = j = 1 temos
pp; = lp; com 1 € A, e quando 1,5 # 1 temos pp; = c2qig; = o Gt =
el + 10, ceieeq) = Peijipr + Yoo g cCipp: que € uma combinagio na nova base
com coeficientes em A. Portanto trocando de base, caso seja necessdrio, podemos
assumir que ¢;¢; = poiey Cijt@: com ¢y € A. Como @ é uma F-algebra central
simples, segue de { [A], §3, Theorem 12 ) que a matriz (g;q;);; é inversivel em
Mn(Q). Se (bij)i; = (qith)i_jl € M,(Q), escrevemos by; = Y7 dijugr com diy € F e
dijt = mijt(nijf,)_l, Mg, Mige € A. Por hipbtese, A néo possui ideal primo minimal,
assim podemos escolher um ideal primo P de A tal que n;;; ¢ P. Denotamos por
Ap = {ab t; a,b € A b ¢ P}, isto é, a localizacao do anel A no sistema multi-
plicativo (A — P), vemos que d;;; € Ap. Chame S = Apg1 + Apga + ++» + Apg,,
que é um subanel de @, também g;q; € Ag; + Aga + -+ + Ag, C S pela escolha da
base, e b;; = Y1, dijiqs € Apqy + Apge + -+ - + Apgn = §. Como {giq;);; € M.(S)
e {@g;);; € Ma(S) segue de ( [A], §3, Theorem 12 ) que S é uma 4lgebra de
Azumaya sobre Ap. Agora usamos { [D2], §2, Proposition 1) e concluimos que S é
um anel de Dubrovin de Q. Além disso, em ( [A], §3, Theorem 13 ) vemos que Ap é
o centro de S, e existe uma correspondéncia bijetiva entre os ideais de Ap € os ideais
bilaterais de S, dada por I — IS e I' = I’ N A quando [ € um ideal de Ap, e I' €
um ideal bilateral de 5. Claramente tal correspondéncia preserva a incluséo, e entao
como PAp é ideal maximal de Ap, temos que PApS é ideal bilateral maximal de
S. Nosso objetivo neste momento é verificar que J(S5) = PS. Para isso, provaremos
primeiro que PAp = P. Uma inclusio é imediata, e para a outra tomamos p € P
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eab™ € Apcoma,be Aeb & P. Note que se pab~! & A entdo (pa)~'h € A
implicando em b € Apa C P, que é absurdo. Assim pab™ =a' € A e como pa € P
temos a'b € P, ede b ¢ P concluimos que &’ € A e portanto PAp = P.Sendo S um
anel de Dubrovin de @, temos pela Proposicao 1.7 que J(S) é o tinico ideal bilateral
maximal de 5, mas verificamos que PAp é ideal bilateral de S e PAp = P, de onde
J(8) = PS. Nosso préximo objetivo é provar que § = (Aq; +Aga+- -+ Agy)p. Uma
inclusfio é dbvia, e na outra diregdo tomando u € S, u = u1g; + Usgo + +++ + Ungy
com u; = z;y; , 1 € Aey, € (A— P), escolhemos t = y192---9n € (A — P),
dafl t = ya; para algum a; € Aei € {1,2,---,n}. De y' = a;! temos
u=zia1t7 gy + 209t gy + -+ Bnaat g = (Tr01q) + T2a292 + - F Tp0ngn )]
com za; € Aet € (A—P), isto é u € (Ag + Ay, + -+ + Ag, )p € portanto
§=(Ay +Ap+-+ Ay )p. Agoratemos S = (Aq + Agz+ -+ Aga)p C Rp e
como S € anel de Dubrovin de @), segue da Proposigéo 2.12 que Rp também é anel de
Dubrovin de Q. De R C Rp temos T > Tr, jd que Vg, = {zRp; z € F*} éum
sistema fundamental de vizinhangas da origem para a topologia 7g,. Por outro lado,
de [8] tiramos que J(Rp) C J(S) = PS = PApqi + PApgo + -+ + PApq, C R.
Sendo Rp anel de Dubrovin e J(Rp) um Rp-ideal, segue da Proposicio 2.1 que
existe ¢ € J(Rp) NF* Dai zRp C J(Rp) CReTg, = Tr- Logo Tr, ~ Tre
Rp € o anel de Dubrovin procurado.

Lema 4.25; Sejam (@, 7') um anel topolégico onde T € localmente limitada, T|p
¢ uma V-topologia e F ndo possul elemento analitico nilpotente ndo nulo. Entéo
existe uma ordem bilateral R de ¢ tal que:

{a) A = RN F define uma topologia 74 em ¢}, com sistema fundamental de vi-
zinhancgas para origem {zA;x € F*}, T4 ~ Tlp e existe e € AN F* tal que
e(A— F)y"1 C A

(b) 8 = Upew € "R é um subanel préprio de @, e T ~ 75 onde {z8;z € F*} ¢
um sistema fundamental de vizinhangas da origem para Ts.

Demonstracao:

(a) Como F néo tem elemento analitico nilpotente nao nulo, vem da Proposigao
4.19, que existe uma vizinhanca limitada da origem U tal que U # Qe U+ U C U.
Pela Proposigdo 4.20 existe uma ordem bilateral R de ¢ tal que R é uma vizi-
nhanga limitada da origem em 7 e T~ 7Tz com Vi = {zH;z € F'} um sis-
tema fundamental de vizinhangas da origem em 7x. Assim A = KN F é uma
vizinhanga limitada de 0 em 7]z e aplicamos a Proposicédo 4.17, para ver que
Ta ~ Tir onde {zA;z € F*} é um sistema fundamental de vizinhancas de 0
em T4. Como Tir é uma V-topologia e A € T|r temos que (F — A)~! ¢ limitado,
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e pelo Lema 4.15 existe e € F* tal que e(F — A)™' C A. Sendo A uma ordem em
F podemos assumir que € € A, poise = ab ! com a,b € Aeab ! (F—-A)1C A
implica a(F — A)~! C bA C A e podemos trocar e por a.

(b) Escolhendo § = Upcye "R e observando que R C Re™ C Re™® C .-,
concluimos que S € um subanel de ¢} com R C 5. Segue que S é uma vizinhanga
deOem 7. Notequee € O={z € Q; zR C R} e e € F*, entdo aplicando o Lema
4.18 temos que {e™; n € IV} é um conjunto limitado. Como § C R.{e™; n € IN}
vemos que S é uma vizinhanga limitada de 0 em T, e entdo pela Proposigio 4.17,
sabemos que § # Q e T ~ Tg com {25 ; z € F*} sistema fundamental de vizinhangas
de 0 em 7.

Teorema 4.26: Sejam (@, 7) um anel topoldgico onde T é localmente limitada,
Tir € uma V-topologia e F' néo possui elemento analitico nilpotente nao nulo. Entao
existe um anel de Dubrovin B de ) tal que T~ 7g.

Demonstragao:

Usando os resultados obtidos no Lema 4.25, provaremos que S = Upcwe "R €
uma ordem bilateral de ¢} para a qual V = SN F € um anel de valorizagao, que
nio possui ideal primo minimal. Dado ¢ € @ escrevemos ¢ = ab™! com a € R
eb e R Noteque b € S* poisse s = e ™ € Scomr € Rebs =0,
entdo be™"r = 0 implicando r = Q e daf s = 0. Assim ¢ = @b com a € S
e b € S*. Falta verificar que para s € S* existe s°! € Q, mas s = re ™ e
r € R*, poisset € R e tr = 0 entdo tre ™ = ts = 0 implicando ¢ = 0. Agora
de r € R* obtemos r~! € @, dafl 5! = 7~ le® € Q@ e § é uma ordem bilate-
ral em Q. Chame V = SNF, se V = F entdo F C S, mas pelo Corolario
da Proposicio 2.14 temos = SF e dai @ = S que é uma contradigdo, pois
S é subanel préprio de @ pelo Lema 4.25. Logo V é um subanel préprio de F, e
V =580F = {Uew Re™™)NF = Upep(Re™NF) = Upew (RNE)e™ = Upepy Ae™™.
Para ver que V é um anel de valorizagédo de F, tomamos y € (F — A} e entdo
ey~! € A implicando em y~! € Ae~! C V. Falta verificar que V nao possui ideal
primo minimal, para isso mostraremos inicialmente que 7y ~ 74, Como A C V
j4 temos que T4 > Ty , e sendo A uma vizinhanga limitada de 0 em 7}, faze-
mos O= {z € F;zA C A} para aplicar o Lema 4.18, e obter z € F* tal que
e ¢ zO para todon € IN. Mas A C O e dai " € zA para todo n € IN, isto
é, ™ € (F — zA)™! que é limitado. Agora o Lema 4.15 garante a existécia de
t € F* tal que t(F — zA)™ C A. Escrevendo t = tit;? com t,t; € A temos
W(F —zA)"' CtyAC Aetie™ ¢ A Dado v € V, escrevemos v = ae " com
g € A e entao t1v = at1e”™ € A, provando que {1V C A e Ty » T4. Logo
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Tir ~ Ta ~ Ty, isto é, Tir é gerado pelo anel de valorizacio V. Suponha que exista
um anel de valoriza¢iio maximal V' de F tal que V C V', entdo pela Proposicao
2.12 temos que Ty ~ Ty e daf T|r € gerado por um anel de valorizacdo maximal,
mas do Corolério da Proposigio 4.7 vem que T|p é equivalente a topologia gerada
por um valor absoluto, e finalmente pelo Lema 4.8 temos que F possui um elemento
analitico nilpotente néo nulo. Isso contradiz nossa hipdtese, logo V néo esta contido
em nenhum anel de valorizagao maximal, que equivale, conforme ( {E], pg 43 ), a
V néo possuir ideal primo minimal. Portanto S € ordem bilateral de @, T ~ Tg e
V = §N F ¢ um anel de valorizagiio de F que ndo possui ideal primo minimal, e
aplicamos o Lema 4.24 para obter um anel de valorizagio de Dubrovin B de Q, tal
queTg ~ Tg ~T.

Combinando os resultados obtidos, temos que para o anel artiniano simples
topoldgico (@Q,7) sdo equivalentes:

(1) T ~ 7Tg para algum anel de valoriza¢do de Dubrovin R de Q.

(ii) 7Tlr é uma V-topologia, T é localmente limitada e existe uma, vizinhanca limi-
tada U deOem T tal que U+ U CU e U # Q.

Observamos ainda que o anel de Dubrovin obtido acima é maximal, se e
somente se, F tem elemento analitico nilpotente ndo nulo. De fato, uma direcdo
é dada pelo Teorema 4.23. Por outro lado, se R é maximal entdo V = RN F é
maximal, e segue do Corolério da Proposigdo 4.7 e do Lema 4.8 que F tem elemento
analitico nilpotente nédo nulo.
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