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Capitulo 1

Introducao

1.1 Apresentacao e Motivacao

Pesquisadores tém virtualmente grande interesse em eventos e suas causas. Um
evento consiste de algurna mudanca qualitativa que ocorre num ponto especifico do
tempo {Allison, 1984). Nascimento, casamento, falecimento, desemprego, reincidéncia
de hébitos ou doengas e quebra de equipamentos sdo exemplos de mudancas que po-
dern ser interpretados como eventos. Nao é comum 1sar 0 termo evento para descrever
uma mudanca gradual de alguma varidvel. A mndanca deve consistir de wma separagio
relativamente distinta entre o que precede e o que segue 3 transicéo.

Como os eventos sdo definidos em termos de mudancas no tempo, cada vez mais se
reconhece que a melhor maneira de estudar evenitos e suas eansas ¢ ¢oletando dados da
histéria de eventos. Considere, por exemplo, que umn individuo solteiro poderia casar-se
e, casado, poderia optar pela dissolucio do casamento e assumir wm segundo casamento
ou wma primeira unifio consensual, e assim por diante, Um diagrama com o8 possivels
estigios e transicOes 4 apresentado no Quadro 1.1, Com o0s dados da histdria de eventos
pode-se estudar todo o processo, admitindo interdependéncia entre os diferentes tipos de
transighes. Ein sua forma mails siznples, uma histdria de eventos € vt registro longitudinal

de quando acontece mmn £ipo de transicao para uma amostra de individuos. Se o objetivo
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for estudar as causas dos eventos, a histéria de eventos deveria tambérn incluir dados
sobre possivels varidveis que, isoladamente ou em combinacao, influenciam no tempo de
acorréncia de um evento. Uma pesguisa sobre nupcialidade consistiria, por exemplo, da
idade ao casar de solteiros e também incluiria informagoes sobre sexo e nivel de instrugio
e renda na época do casamento.

Viérios métodos para s andlise da histéria de eventos foram surgindo independen-
temente em &reas como bioestatistica, engenharia, ciéncias socials e economia. FEsses
métodos algumas vezes competem entre si, mas na maioria das vezes complementam um
a0 outro. A demografia formulou o método mais antige, mais conhecido ¢ ainda muito
utilizado pars analisar dados da historia de eventos - a tdbua de vida. (U8 bioestatisticos
desenvolveram mais tarde métodos para analise de dados de sobrevivéncia. De fato,
muite da literaturs sobre métodos da histéria de eventos aparece com o nome de analise
de sobrevivéncia. Os engenheiros enfrentam uma situacio similar na analise de dados
de quebra de méaquinas ¢ componentes industriais. Os métodos desenvolvidos nesta drea
levam o nome de andlise de confiabilidade.

Com o desenvolvimento de novas metodologias ¢ o aumento de recursos computa-
cionais, cssas dreas tradicionais tém focalizado os modelos de risce que sdo métodos em-
pregados para avaliar a dependéncia da ocorréncia do evento sob um conjunto de varidveis

regressoras {covaridveis), com o intuito de-estimar as probabilidades de o evento ocorrer a




partir de um determinado tempo. Os modelos de risco na andlise da histéria de eventoy
podem ser vistos como uma extensao da andlise de regressdo convencional (Allison, 1984:
Trussel e Richards, 1985).

Um problema comum na andlise de dados da histéria de eventos ¢ a influéncia da
heterogeneidade populacional sobre o tempo de ocorréncia do evento. A iddia de que
individuos mais frigeis ! experimentardo o evento de interesse antes que 0s outros in-
duz uma selecdo de individuos mais fortes. Deste modo, em estudos da dinfmica de
populagtes heferogéneas, o gue se observa na histéria de eventos nao representaria um
individuo da populagio, pois seria influenciada por um processo seletivo {Vaupel e Yashin,
1985). Quase todas as andlises com modelos de rigco estdo supostamente baseadas em
que toda heterogeneidade da populacio de interesse é captada por meio de wn con-
junte de covaridveis observadas e incluidas no modelo. Levando em conta que nem toda
a heterogeneidade pode ser considerada pelas covaridveis, o processo de selecio altera
a composicio das subpopulacoes formadas por determinantes naoc-observados, podendo
distorcer a realidade e produzir estimativas viciadas dos parfmetros de inferesse, caso
a heterogencidade ndo-observada for omitida (Heckman e Singer, 1982; Vaupel e Yashin
1985; Trussel e Rodriguez, 1998). Por essa razio, pesquisadores de diversas dreas tém
incorporado a heterogeneidade nao-observada nos modelos de risco,

Vaupel, Manton e Stallard {1979) foram os primeiros a discutir o impacto da hetero-
geneidade ndo-observada apresentando a idéia de fragilidade. Eles discutem este conceito
no ambito da terminologia usada na construcio de tdbuas de vida. Artigos posteriores
apresentam modelos de fragilidade em outros contextos e dreas. Por exemplo, cm andlise
de sobrevivéncia situam-se Hoougard (1984 e 1986), Aalen (1988), Oakes (1989) e Vaupel
(1990). Em demografia, encontram-se entre outros, Trussel e Richards (1985), Trussel ¢
Rodrigues {1990}, Manton, Singer e Woodbury {1992) ¢ Mare (1994). Na 4rea de ciéneias

sociais pode-se citar Allison (1984), Namboodiri e Suchindran (1987}, Blossfeld, Hamerle

ndividuos sfo as unidades de andlise. Por exe 3 GO ntes eleirdnicos poderiam ser as
Undivid dades de andlise. Por exemplo, componentes eletran il
nnidades de andlise em estudos de confiabilidade. E tambérm abstrato o conceito de individuos mals
frégets on mais fortes. Os individuos maiy frdgeis sdo o8 mais suscetivels a sofrer o evento.



& Mayer (1989) ¢ Blossfeld e Hamerle (1992} ¢ em econometria Heckman e Singer {1982).
Devido ao desenvolvimento e aplicacdo dos modelos de fragilidade em diversas dreas, a
terminologia nie € uniforme e nem todos os métodos sio acessivels a todos o8 nsuArios.

A infencao basica desta dissertacao é apresentar detalhadamente os conceitos envolvi-
dos no estudo da dindmica de populacoes heterogéneas e discutir algumas tentativas que
tém sido feitas para introduzir as fontes de heterogenecidade nio-observada na anglise da
histéria de eventos. Imimeros estudos da historia de eventos tém buscado uma maneira
eficiente de modelar a heterogeneidade nao-observada com sugestdes alternativas. Nio
se tem a intensdo de expd-log integralmente. As discussdes concentram-se em apresentar
alguns modelos de risco com heterogeneidade nio-observada e sua implicacdo na inter-
pretagio dos riscos populacionais, Os métodos de estimacio e a sensibilidade dos modelos
apresentados 830, e geral, comentados com a inclusdo de referéncias.

No presente capitulo, apés a descricio dos fundamentos estatisticos da andlise da
histéria de eventos que séo relevantes para descrever o caso univariado, € ressaltado, de
maneira ilustrativa, o problema da heterogeneidade ndo-observada. No Capitulo 2 séo
apresentadas e discutidas estratégias paramétricas para modelar a heterogeneidade nao-
observada em modelos de risco univariado e algum comentdrio é feito sobre a estimacio
nao-paramétrica. O Capitulo 2 termina apresentando o problema de identificabilidade
com modelos de risco univariado incluindo heterogeneidade nao-observada. O Capitulo 3
introduz a teoria estatistica para analisar dados da histéria de eventos quando o tempo de
acorréncis, é continuo e os individuos sio observados aos pares. No Capitulo 3 também ¢
apresentado o conceito de fragilidade compartithada que viabiliza a identificabilidade dos
modelos de risco bivariado para tempos contimios com heterogeneidade ndo-observada.
No Capitulo 4 riscos para tempos discretos sio modelados por meio de nma metodologia
sugerida por Mare {1994}, que no caso de dados pareados também permite incluir hete-
rogeneidade nao-observada nos modelos de risco sem a perda da identificabilidade ¢ sem
a necessidade de se fazer fortes suposicoes paramétricas. Unia aplicacdo com dados de

escolaridade de irmdios é apresentada no final do Capitulo 4, ilustrando a metodojogia de



Mare. A andlise restringe-se a quantificagdo das estatisticas de gualidade de ajuste e a
uma deserigdo das estimativas dos parametros. O Capitulo 5 contém uma diseusséo geral
sobre o impacto da heterogeneidade nao-observada em modelos de risco e as diferentes

solucdes apontadas para controld-lo.

1.2 Teoria Estatistica na Analise da Historia de Even-

t0S

1.2.1 Conceitos Béasicos

Em mnitas histdrias de eventos, cada individuo pode experimentar eventos miltiplos
e de varios tipos diferentes. Nesta secao sao introduzidos modelos estatisticos em que
cada individuo experimenta nao mais do que um evento de 1n dnico tipo. Mesmo sendo
simples, estes modelos podem ser aplicados em um grande mimere de situagdes como,
por exemplo, em estudos de sobrevivéncia para analise da duracho do primeiro emprego
ot do tempo para Imigrar.

Inicialmente, suponha que a populacao sob estudo seja homogénea, isto é, nio hd
heterogeneidade entre os individuos, A introducdo de covaridveis serd considerada na
Secao 1.2.2.

{3 tempo de espera até a ocorréncia de um evento € representado no modelo estatistico

por umna varidvel aleatdria nao-negativa T

Fungdes do Tempo de Ocorréncia do Evento

Um coneeito chave da andlise da histdria de eventos é a funcdo taxa de risco ou sim-
plesmente fungdo de riseo que € a probabilidade de wm evente ocorrer num determinado
tempo para um individuo em particuar, dado que o individuo estd exposto ao risco de
sofrer ¢ evento naguele termmpo. (Juando se consideram fempos continios, a probabili-

dade de wm evento ocorrer exatamente no tempo ¢ € igual a zero, gqualquer gue seja £,

o



Portanto, a definiciio dada acima nao é vilida para tempos continuos.
Seja T wma varidvel aleatdria contirma e ndo-negativa que representa o tempo de
pcorréncia do evento para um individuo. A fungao de distribuicdo e a densidade de T

sao denotados respectivamente por F' () e f (). Como usual,
Fity=P({T <t) (1.1)

e para todos os pontos para os quais F{t) pode ger diferenciada

PH<T<t+At) d

@)= Jim L2 = ZF (). (12)
A funciio complementar de F' (1)
SH=1—-F({t)=P(T >t} , (1.3)

denominada funcdo de sobrevivéncia, representa a probabilidade de um individuo sobre-
viver a £, ou seja, até o tempo ¢ o evento ainda ndo ocorren para o individuo. A fungdo

de sobrevivéncia é mma fungio mondtona ndo-crescente e continua, e que

S(0) =1

Hm S{t) =0

f—+o0

A funcdo de risco para tempos continuos é definida por

PP <t4+MIT >¢
At = fim DEETSIFAT 28

NG Af ( 1 4)

Note-se gae
() =0, set >0
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Nio se deve pensar que a funcdo de risco em (1.4} seja uma probabilidade, pois pode
ser maior que 1. De fato ndo tem limite superior. A interpretaggo correta é dizer que A (¢)
é uma taxa de ocorréncia do evento. (hitras terminologias como taxa de intensidade e
forga de mortalidade ou de transicio sao freqiientemente encontradas em diferentes tipos
de aplicagoes da huncBo de risco.

A funcio de risco acumulads é representada pela integral

A= [ Awdu.

0

Pela definicdo de probabilidade condicional, immediatamente obtém-se, de (1.4}, a

relacao

A = g-% | (1.5)

Pode-se encontrar a relagio entre a fungdoe de sobrevivéncia e a fungio de risco pela

integragdo de A(t). De (1.2}, (1.3) e (1.5} tem-se que

,, bR e
L Afu)du == A j'{w::"F('u.)d“ = ~log{l — F{t)] = ~log 5 ()
& 5(0) = o |~ [ Nwdu| = o (A (1) (1.6)
e partanto
At) = w%logS(t) . (1.7

A densidade f{#) pode ser obtida de (1.5) ¢ (1.6} como uma funcio de A{t), dada

por
i - -
FO = A5 () = A(t) exp [m ]@ A (u)du] = At exp [-A (D)) . (1.8)
Considerando as relacdes de (1.1) a2 (1.3) e (1.5) a {1.8) torna-se evidente que cada nma



das trés fungoes f(t), S{t) e A {¢) pode ser usada para descrever o ternpo de ocorréncia
e um evento. Em particudar, se a fingdo de risco for conhecida, a lei de probabilidade
para 0 tempo de ocorréncia do evento é caracterizada completamente.

Geralmente, tem-se pelo menos alguma informacio qualitativa inicial de como A (t)
pode depender do tempo. No comego do processo de vida, por exemplo, o risco de
morrer € refafivamente alto como atestam as elevadas taxas de mortalidade infantil:
depois, o risco decresce e permanece quase constante por algum tempo em um nivel baixo
até crescer com o tempo por causa do envelhecimento do organismo. E possivel obter
alguma informacio quantitativa sobre A (¢) calendando a funcéo de risco observada Aﬂ),
que possue pelo menos duas formulas alternativas. Se /\#(Ht“) for calenlado em intervalos

de tempo de tamanho Af entéo

-~ puamero de individuos que sofreram o evento em ¢

N =

(mimero de sobreviventes a £) - Af
ou

I

A {t) . nimere individuos que sofreram o evento no intervalo {£64Af), por unidade de tempa .
T {whinero de sobraviventes a ﬂ')w—%(uﬁmem de individuos que sofreram o evente no intervaio)

esta (ltima 6 utilizada em ciéncias atuariais {Lee, 1980).
Essa informacao qualitativa ou quantitativa da relacdo entre a funcdo de risce e o
terupo deve indicar as distribuictes de probabilidades mais adequadas para T. Algumas

distribuigdes especiais para o tempo de ocorréncia do evento siio apresentadsas a segur.

Distribuigdes de Probabilidades para o Tempo de Ocorréncia do Evento
Distribuiggo Exponencial

Uma das aplicacoes mais simples de distribuicoes para T o terapo de ocorréncia do
evento, é a distribuicfio exponencial com pardmetro « {&x > 0}, conhecido como parametro

de taxa. Denota-se por T ~ exponencial {«}. Para t > 0,

Ft) = cvexp (—at)



5 (1) = exp{—at)
Aft) = o

Uma fungdo de risco gue ndo depende do tempo implica numa distribuigio exponencial

para o tempo de ocorréncia do evento.

Distribuigac Gompertz

Pode-se relaxar a suposigao de wm risco constante admitindo que o logaritmo do
risco & uma huglo linear do tempo, como quande T assume distribuicio Gompertz, isto
é, T ~ Gompertz {u, 0}, em que u € R é o pardmetro de locacdo e ¢ > 0 é o parametro

de escala, Para t € R,
f() =otexp((t - p) folexp {—exp[(t - p/o)]}
S (t) = exp{~exp{(t - p} /ol}

At = o exp(t — p) /o]

A distribuicio de Gompertz também recebe 08 nomes de valor extremo e Gumbel.
Note-se que a distribuicio Gompertz € usada como distribuicao de I, embora admita va-
lores negatives com densidade positiva. E mais comxm, no entanto, uma Gomperts surgir
como distribuicdo de log T'. Isto equivale a assumir entao que T tenha uma distribuicio

Weibuli,

Distribuicac Weibull
Seja T~ Weibull {p, ), em que ¢, > ( sdo os parametros de escala e de forma,

respectivamente. Entao para £ > 0,
F(8) = pd ot oxp [ (i/9)"]
8 () = exp[~ (t/4)"]

A(F) = g ote!



Neste caso o logaritmo da fungdo de risco cresce ou decresce linearmente com o loga-
ritine do tempo. A relagdo entre os parmetros das distribuicdes Gompertz ¢ Weibull é
a seguinte

H=logo e o= —

(Quando ¢ = 1 na distribuigio Weibull, obtém-se nma distribuigdo exponencial com
= 1/c.

Crowder et al. (1990}, apresentaru os grdficos destas funcdes para alguns valores
especificos dos pardmetros e propoem outros exemplos de distribuigoes para o tempo de

oeorréncia de um evento.

1.2.2 Modelos de Risco

Em adicio ao tempo de ocorréncia, geralmente védrias covaridveis sdo coletadas de
cada individuo da amostra e wm objetive importante da andlise estatistica é verificar a
influéncia quantitativa dessas covaridvels sobre a fungéo de risco.

A histdria de eventos é ideal para o estudo de causas de eventos, mas possui duas
caracteristicas — censuras 2 ¢ covaridveis variando no tempo - que criam problemas para
procedimentos estatisticos padrbes como a regressao miltipla. De fato, a aplicacio de
métodos padrdes pode levar a vicios sérios ou perda de informacgdes (Allison, 1984). Esses
problemas tém sido resolvidos pelo métode de mdzima verossimilhanca, apresentado mais
adiante. O método de méxima verossimilhanca requer especificacdo da forma funcional
da distribuicio do tempo de ocorréncia do evento. Os métodos ndo-pararmétricos ndo
requerem tal suposicio mas a presenga de observacoes censuradas implica que métodos

ndo-paramétricos cldssicos baseados em postos ndo sdo diretamente aplicaveis. O método

No términe do periodo de observacao, alguns individuos podern ainda ndo ter experimentado o
evenio, ( tempo exato de ocorréncia do evento para estes individues é desconhecido e s & possivel
argumentar gue ¢ maior que o lempo fixado para o periodo de observacio. Bste tipo de informacio,
conbecido como censira aleatdria, pode ocorrer também guando individuos sao retirados do experimento
ou “perdidos™ durante o periodo de observacio. Aqui séo consideradas somente censuras aleatdrias. Pars
mais detalhes ver Lawless (1982).

10



de Kaplan-Meier (ver Lee, 1980) para estimar a fungiio de sobrevivéncia é nm exemplo

de método nao-parareétrico para dados da histdria de eventos.

Modelos para Tempos Continuos

Suponha que se tenha wma amostra de n individuos independentes e que cada in-
dividuo comeca a ser observado a partir de algum ponto natural igual a zero. Por exem-
plo, se o evento de interesse for o divorcio, o ponto inicial € a data de casamento, Na
analise da histéria de eventos, para cada individuo i {i==1,2,... n} o5 dados consis-
tem de {t;, &, x;) em que £; é o tempo de ocorréncia do evento on o tempo de censura
para o individuo #; &; é igual a 0 se ¢; for censurado ou é igual a 1, caso contrario; e
X, = {£y, 20, .., Tpi) € wm vetor dos valores de p covaridveis do individuo i gue sfo
consideradas para predizer o evento. O vetor x;, neste caso, ndo varia no tempo, mas
uma generalizagio para covaridveis variando no tempo pode ser considerada. Assume-se
que 0 < ¥; < N, sendo que N é o tempo final do periodo de observagao.

Umia formulacdo geral conhecida como modelo de riscos proporeionais € dada por
A(Ex) = A () ¥ (x) ,

em que Ag {#) é uma fungiio do tempo ¢ e ¥ (x) ¢ nma funglio positiva de x (*). Este
madelo & conbecido como modelo de riscos proporcionals porque para quaisquer dois
individuos mun tempo £, a razao de seus riscos independe de 1. Assurne-se neste modelo
que as covaridveis tém um efeito multiplicativo sobre a funcao de risco, suposigao que
parece ser razodvel em rpuitas situacoes, por isso fem grande importineia na andlise de
dados da historia de eventos.

Pensar que a funcéo de risco seja fungdo linear das covaridveis pode ser mais simples,
mas nao ¢ adequado, porque a funcdo de risco ndo pode ser negativa ¢ uma funcao linear

pode tomar valores menores que zere. Normalmente considera-se o logaritmo da fungio

10 comum suprimir o indice 7 e esta prética € segnida daqui por diante, sempre que possivel.
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de risco como tuncio linear das covaridveis.
Uma formulacdo funcional muito usada é o modelo de riscos proporcionais linear dado
por

Atx) = Do (t) exp (B'x) | (1.9)

em que § = (3, 5,...,3,) ¢ um vetor de pardmetros desconhecido. O vetor 3 re-
presenta os efeitos das covaridveis sobre a taxa de ocorréncia do evento., Assim, se /3
for positivo um crescimento em x; produz wm crescimento na verossimilhanga de que o
evenito ocorrerd. Assume-se gue esses efeitos sio constantes no tempo.

A apdlise estatistica depende de se assumir ou ndo uma forma especifica para Ay {#)
em (1.9). Casos particulares deste modelo sao obtidos especificando-se a funcdo Ay (4).
A suposi¢Bo mais sitaples € que A {£) = F; isto implica que T tenha distribuicio expo-
nencial, Se for assumido que Ao (t) = Fo + Hulogt, entdo T tem distribuicio Weibull.
Alternativamente, a especificaciio Ay {t) = Fo+/0;t determina uma distribuigiio Gompertz
para T (ver Se¢do 1.2.1}. Em geral, uma especifica¢ao da fun¢io Ay (1) ¢ equivalente 3
especificacao da distribuigio dos tempos continuos de ocorréncia do evento. Entretanto,
note que, sob 0 modelo de riscos proporcionais, os parfmetros dessas distribuigdes sio
dados em funcéo de x.

Ut problema para a andlise dos dados é que T nio ¢ observado para casos cen-
surados. No entanto, o método de mdxima verossimilhanca (MV) admite fazer o uso
completo da informagio que se tem nos casos de censura para estimar os parametros
do modelo de riscos proporecionais. O método MV é certamente wma das téenicas mais
utilizadas na estimacéio paramétrica, quando a forma da distribuicio geradora dos da-
dos é conhecida. Em geral, produz equacdes bastante convenientes do ponfo de vista
computacional e estimadores com boas qualidades estatisticas. O método combina as
ohservacoes censuradas e nao-censuradas de tal modo que produz (sob certas condigdes)
estimativas assintoticamente nio-viciadas, normalmente distribuidas e eficientes.

A forma da fungdo de verossimilhanga depende do tipo de censura. Ao assunir

censura aleatdria, considera-se para um individuo que 7' ¢ o tempo de ocorréncia do
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evento e L é o tempo de censura. Para cada individuo 2 (i = 1,2,...,n) observa-se que

t; == mwin {13, L;)

1, seT; < Ly
0, se T; > L;

{S'fg -—

Considerande-se os pares (75, L;) independentes e ainda fr (£;x,) e Sy (tx;) a funcio
de densidade e de sobrevivéncia de T, respectivamente ¢ f; {£,ix;) e S (&%) a fungho
de densidade e de sobrevivéncia de L, respectivamente, tem-se que a probabilidade do

individuo i ser censurado em ¢ é dada por

P, =6=0x) = PL; =% >Lix))=P(L =1,T; > t|x;)
= P{L; =t|x;) P{T; > t|x;) = fp (t]x) Sr (Hx)

e a probabilidade do individuo 1 sofrer o evento no ferspo ¢ e nio estar censurado é dada

por
P(ti = t,é‘i = }.IX;’) e P(T; = tT; ﬁ L;;,JX;‘) = p (CF, = t:Li 2 f!|)€-§)
= P(T = 1) P{Ls 2 thxs) = fr (tx) S (th) -
A funcdo de verossimilhanca para (£, 8, %} {i = 1,2,...,n) é definida como

L pr (t1%:) Su (Gl 1P [F (Bals) S (b))%

{l

Fr i)™ S () ™% fr (xS k)™ (1.10)

Em geral, os parametros de interesse sfo aqueles assoclados ao tempo de ocoréncia do

evento e as fungdes [, (4:]x;) e 5S¢ (ti]x:) ndo envolvem qualquer parametro de interesse.
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Assim, a fungdo de verossimithanca em {1.10) pode ser simplificada para

T

L= T fr ()] [Sr (talx)] ™% (1.11)

=i

Assume-se em {1.11} que a censura independe da ocorréncia do evento, isto &, in-
dividuos nao sao seletivamentes censurados porque eles tém mais ou menos chance de
experimentar ¢ evento (Allison,1980).

A aplicacio de {1.5) em (1.11), resulta numa expressao para verossirnilhanca em

termos da funcio de sobrevivéncia e de risco dada por

ki

L= [T ()] 5 (tlx:) (1.12)

i=i

g, de {1.6} e {(1.12), & possivel escrever a funcao de verossimilhanca em termos unicamente
y » € 4 &

da funcao de risco

li[ A ()] {_., K Aufx;) dU} - (1.13)

Estimativas de MV sédo obtidas substituinde em (1.13) a expressio apropriada para
A{#ix;) e entdo escolhendo estimativas de Ag (2) e de 8 que maximizam L. Em geral,
08 estimadores de MV ndo podem ser expressos analiticamente; necessita-se de métodos
iterativos para a obtencdo das estimativas como, por exemnplo, o conhecido méiodo de
Newton-Rapshon.

Uma desvantagem do método MV € a exigéncia de gue se especifique a forma de
Ag (t) para poder ser usado. Geralmente, ndo hd bases tedricas e empiricas suficientes
para escolher entre especificactes alternativas; além disso, os resultados podem variar
dependendo da escolha.

Quando ndo hd uma indicagdo sobre a forma especifica de Ag (£), 0 modelo de riscos
proporcionais linear é chamado de semi-paramétrico e fol sugerido por Cox {1972). Em
parfe é paramétrico porque especiica wm modelo de regressio com uma forma fun-

cional exclusiva; é em parte ndo-paramétrico porque nao especifica a forma exata da
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distribuicdo dos tempos de ocorréncia do evento. Para estimar os parametros do rmodelo
semi-paramétrico € usado o método chamado de verossimilhanga parcial {(VP), que tem-
se mostrado altamente eficiente e tem sido muito usado em experimentos médicos. Uma
descricdo detalhada dos métodos de MV e VP pode ser encontrada em Kalbfleisch e
Prentice {1980).

O modelo de riscos proporcionais pode ser generalizado para admitir covaridvels que
mudarn no tempo. (s parametros podem ser estimados sem dificuldades pelo método de
VP. As covaridveis, dependendo do tempo, também podem ser incorporadas & estimacio
por MV, mas esta estratégia, segundo Allison (1982}, freqiientemente leva a procedimen-
tos computacionais exaustivos. Somente o método de MV é proposto para estimar os
parémetros dos modelos discutidos nos capitulos seguintes,

Outra maneira de apalisar a influéneia quantitativa das covaridveis sobre a funcgdo
de risco é por meio do modelo de ternpo de faltha acelerado. E wmn modelo de TEgTEssac
introdizide convenientemente como o logaritmo de T}, o tempo de ocorréncia do evento
no individuo ¢, j4 que T; é ndo-negativo. O modelo especifica wma relacdo linear dada

por
log T, = v'x; +el;

em que £ é um parametro de escala e U; ¢ uma variavel aleatdria gque representa o erro
da observacio . Virias escothas da distribuicdo do ervo levam a versces diferentes de
modelos de risco.

O modelo de tempo de falha acelerado pode alternativamente ser formulado via um

modelo de risco, isto é
A(tx) = Av [texp (—7' )] exp (—'x)

em que Ay denota a fimciio de risco de V' = exp (eU).



Modelos para Tempos Discretos

Modelos de risco para tempos discretos sdo comumente usados em pesquisas de di-
versas dregs, como aproximacgoes de modelos para tempos continuos ou pars apresentagao
de processos que sao infrisecamente discretos {Allison, 1982).

Os modelos para tempos discretos tém vérias caracteristicas desejdveis como, por
exemplo, maior facilidade para incorporar covaridveis dependentes do tempo e inter-
pretacio mais imediata, sem metodologia sofisticada.

A notacdo usada nos modelos para tempos discretos é similar aquela para tempos
continuos.  Assume-se que os tempos §80 registrados somente sobre valores inteiros-
positivos e gue sdo observados n individuos independentes comecando de algum ponto
inicial igual a wm. Os dados para cada individuo sdo formados por (¢, &, %) em que ¢; e
8; so definidos como no case dos modelos para tempos continuos (por exemplo, se §; = a
e &; = 0 significa que o individuo ¢ é observado em a mas nfo em ¢ + 1, em que ¢ é um
mteiro-positive) e o vetor de covaridveis do individuo ¢ no tempo ¢ é representado por
X = (L1, Basi, . . -, Tpu), que pode assumir valores diferentes em cada tempo discreto.
Assume-se que §; = 1,2,..., N em gue ¥V é o tempo final do periodo de observacdo e,
como habitual, assume-se que o tempo de censura é independente do riseo de ocorréncia
do evento {Allison, 1082).

A funcio de risco para tempos discretos, denotada por k (£}, é

hit) =P (T =HT > 1),

em que T' & a varidvel aleatdria discreta representando o tempo de ocorréncia do evento,

(O préximo passo é especificar como a funcao de risco depende das covaridvels x,; e do

tempo t. Isto é,
hithx,) = P(T =T > t,%;) .

Uma primeira aproximacao poderia ser a definicio da funcio de risco como funcéo
D T G . L

linear das covaridveis. Contudo, por ser uma probabilidade, h (tix,) varia entre 0 ¢ 1,
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enquanto uma funcdo linear pode assumir qualquer valor real. Este problema pode ser

contornado aplicando-se a transformacde logite e k{tix,):

log {—————wl f S: E:I)){f)} (1.14)

e fazendo

h(tlxe) | '
log {m} = oy + 8%y

em que Fy e 3 850 o8 pardmetros do modelo.

Como A (tlx,) varia entre 0 e 1, a transformacso logito varia enire menos e mais
infinito. Ha outras transformacoes que tém esta propriedade, mas a transformacao logito
& a mais familiar e a mais conveniente computacionalmente, apesar de ser uma escolha
arbitrdria. Noto-se que Gy, refere-se a N diferentes constantes {uma constante para cada
tempo ¢t = 1,2,..., N observado) e, como autes, 3 = {5, , ..., ) é wm vetor de
pardmetros desconhecido dos efeitos das covaridveis. Isto implica gque o coeficiente 3,
por exemplo, representa a mmudanga que ocorrerd no logito se o valor em x; alterar-se.

A transformacio logito em modelos de risco para tempos discretos pode ser escrita

na forma de regressio logfstica. Isolando b (%) em (1.14) tem-se que

() = 2o+ Ax.)
f 14+exp (Bn +8%)

Alguns casos especiais do modelo de regressio logistica sdo obtidos impondo-se res-

trigfies ao conjunto de constantes . Por exemplo:
Bow = Bo ,

Boe = Bo + Foat

8231

Por = g + oy logt .
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E também possivel generalizar o modelo assumindo que os efeitos das covaridveis
variarn no tempo, simplesmente substituindo 8 por 8,.

Para estimar os pardmetros da regressdo logistica, pode ser usado wm estimador
VI analogo Aquele para tempos continuos. Mas este método torna-se extremamente
exaustivo computacionalmente se o evento ccorrer para muitos individuos durante a
mesma unidade de tempo (Allison, 1982). Felizmente, o método de MV pode ser usado
sern gualquer restricio sobre fy.

A funcio de verossimilhanga para tempos discretos e identicamente distribufdos pode

ser escrita como
L= P(T = tixu)™ P(T > tifx) ™% (1.15)

EESH
que € ansloga & funcio de verossimilhanca em (1.11) para tempos contimios. As proba-
bilidades em (1.15) podem ser expressas como uma funcdo de A (#;[x:).

Pela propriedade de evento complementar tem-se que
h(t)y=1~P(T>HT >1t) . {1.16)

Pela definiciio de probabilidade condicional, (1.16) resulta em

P{T >t)
e a definicdo de funcdo de risco resuita em
PAT =t} \
h (f) = m « (118)
Comot =1,2,..., N, tem-se que
P{T=20=PT>t-1}. {1.19)
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Mostra-se entdo por (1.17) e {1.19) que

PT>t)={1~h@®P(T>1= f] 1= k) (1.20)

=1

e por {1.18) e {1.20) que

PT=ty=h{t)y P(T >1) mb(t)n n-—nh{f)] . {(1.21)

j=1
A fungdo de verossimilhanga em (1.15) pode ser reescrita em termos da funcéo de
riseo. Usando-se os resultados de (1.20} e {1.21) com a fungio de risco dependendo de ¢

e X ¢, tomando o logaritmo, tem-se a fungdo de log-verossimilhanca é dada por

TR
logL =Y |&log _Dltix) +1 gz 1~ A ()]
f==1 1 (f | tz

Ao substituir-se h (f;ixy) por um adequado modelo de regressio logfstica pode-se,
neste ponto, proceder i maximizacao de logl com relagac a Gy e B3, para obter os
estimadores de MV,

A transformacio logito também é usada quando s8o analisados os efeitos de covaridveis
categdricas sobre uma variavel dependente dicotomica. Neste caso, os dados sdo geral-
mente apresentados sob a forma de uma tabela de contingéncia. A fransformacio logito
é aplicada sobre as probabilidades esperadas para a varidvel dependente e o modelo gue
egtima os efeitos das covaridveis é depominado modelo logito. ) Capitulo 4 apresenta
dados categdricos da histéria de evenios que sdo analisados por melo de algumas gene-
ralizacoes do modelo logito. Uma descrigao do modelo logito pode ser vista e Agresti

(1990).

Eventos Repetidos e de Miiltiplos Tipos

Muitos dos conceitos envolvidos para o easo de um evento podem ser aplicados a

sitnagdes mais complexas como eventos repetides. Os eventos repetidos s8o processos
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er que cada individuo pode experimentar vma sucessdo de eventos. Exemplos incluem
tempo de concepcao dos fithos e perfodos sucessivos de desemprego. Desde gue os eventos
ocorrer a um mesino individuo, os tempos de espera, em geral, ndo sao independentes e
somente o ultimo intervalo pode estar censurado, pois os eventos ocorrem em seqiiéncia,
Isto introduz alguma simplificacio na estimagao pois é possivel estudar wma sucessdo de
eventos usando condicionalidade segiiencial. Considere, por exemplo, T = (11,73, T3}
urma variavel aleatdria trivariada e discreta que representa os temipos de ocorréncia de 3
eventos sucessivos para um individuo. Pode-se sempre fatorar a probabilidade conjunta,

P{T\y =11, Ts = t3, T3 = #3), como o produte de
P (T1 =z t1) - P (TQ = tgm = t1) - P (T3 = i;;ETl =y, o= tg)

Uma contribuigdo tipica para a funcBo de verossimilhanga, dado que 7% € o tinico

intervalo que pode estar censurado, é

P(Tl = tl) . P(Tg‘ = f}-lel = tl) .
Phi=6Ti=t,Th=t) P(Mztli=6T=t)"",

em que & = ) para as observagtes censuradas de Ty ¢ & = 1 para observactes de T
completamente observadas, como usual.

Ui outro tipo de dado multivariado da histdria de eventos origina-se quando um n-
dividuo experimenta eventos de multiplos estados, passando por varios tipos de transicfes.
A natureza dos dados permite condicionar cada transicdo com a histéria integral das
transicoes préviaes, combinando os elementos de riscos competitivos com os modelos de
eventos repetidos.

Os métodos MV ¢ VP podem ser estendidos para manejar dados completos da
histéria de eventos que podem envolver tipos multiplos de eventos repetidos. Uma des-
ericho sobre esses modelos mais complexos pode ser encontrads, por exemplo, em Crowdey

et al. {1990} e em Allison (1984) para modelos para tempos discretos.
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Dados multivariados da hitoria de eventos que se originam de individuos pareados on

de outros agrupamerntos de miaior tamanho sao considerados a partir do Capitulo 3.

1.2.83 Misturas de Distribuigoes

s modelos de risco apresentados até aqui nfo tém um termo de perturbacéo
sleatoria, como o ervo aleatdrio no modelo de regressao padrio. No entanto, eles ndo
sdo modelos deterministicos porque existe mma variacao aleatoria entre a varidvel de-
pendente A{¢jx) e o tempo observado ou, no caso discreto, entre A{tx,) ¢ o tamanho <o
intervalo de tempo observado {Allison, 1982 ¢ 1984). Ainda assim, alguns argumentam
gue deveria ser incluido um termo de perturbacao aleatoria nos modelos de risco, isto é,
urn tertno que representaria o efeito da heterogeneidade nao-observada, a fim de diminuir
a variacao aleatoria. A presenca de duas fontes aleatorias nos modelos de risco faz com
que & distribuicdo de T seja uma masture de distribuigoes. Pode-se classificar o estudo
da dindinica de populacbes heterogéneas como uma intersegdao da anslise da histéria de
eventos com mistura de distribuigoes.

Misturas ocorrem fregilentemente quando o pardmetro © de uma familia de dis-
tribuicio estiver sujeito a uma variacio. Suponha que esta familia de distribuicao tenha
fimcao de distribuigio F (#|©) e que O tenha fungdo de distribuicio G (9), para ¢t ¢ 6

especificos. Ent8o a esperanca de F (2110}, dada por
F(t) = E[F ()] = f F(t0)dG (6) | (1.22)

& também uma fungao de distribuigao.
F{t) & a fungio de distribuigdo da mistura on a fungéo de distribui¢do ndo-condici-

onada, G (8) é chamada de fungdo de distribuicdio misturadora * e F (£|f) é uma fungio

T inglés, mixing distribution function.
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de distribuicao condicionads. Uma forma simbdlica para representar a mistura ¢
Dy A\ Dy
a
em que [h £ a distribuicao condicionada a 8 e Dy € a distribuicdo de .
Dada a funciio de sobrevivéncia condicionada, S (£|©), obtém-se a funcdo de sobre-
vivéneia nao-condicionada pela linearidade da esperanca

S(t) = E[S ()] = f © S t9)dG (8) . (1.23)

—tx

Exemplo 1.1 A mistura
Poisson (©) \ gama (7, v)
o

representa uma distribuigio de Poisson composta, formada quando o valor esperado €
de uma Poisson tem distribuicio gama. Esta distribui¢ao de Poisson composta ¢ de fato

uma distribuigio binomial negativa de pardmetros 5 e » {Johnson e Kotz, 1969).

Exemplo 1.2 Suponha que a varidvel aleatoria 7' tenha distribuicio

ezponencial(0) \ gamaln, v) .
=

A distribuico de T é uma mistura de exponenciais, formada quando o inverso do
valor esperado da distribuigdo exponencial tem distribuicio gama. De fato a distribuigao
de T é conhecida como distribuicio de Pareto do tipo Il com pardmetros 9 ¢ v {(Johnson
e Kotz, 1970).

A funcio de sobrevivéncia nao-condicionada de T ¢ dada por

s =[" suorg®)ds,

&
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2Im que

S (t10) = exp (—Ht)

G
7
g(0) = g(i;?n)wﬂ’?“‘ exp{—vé) | para f > 0,
Assim,
. o ) 7 }
= 3 — TIHL W -
S (8) ]{} exp (~61) 0" exp (~0) dé

- “f%)“ /Bmexp (-6 (v + )] 6716 .

Jompletando-se a integral para uma densidade gama (v + ¢, )}, resulta que

s0=(75)

e da relag@o em (1.7} obtém-se a fungéo de risco ndo-condicionada de T dada por

Ui
4t

Aft) = ;
sendo que A (f) € decrescente em £,

Note-se que o pardmetro €, que estd sujeito a wmna variaco, ndo aparece na dis-
tribuicdo misturada. Mas é provivel que a mistura dependa do(s) pardmetrols) da dis-
tribuicio de €, como nos Exemplos 1.1 e 1.2. Num caso mais geral, quando a familia de
distribuicdo é multiparamétrica, a mistura pode também depender dos pardmetros que

ndo variam na distribuicio condicional, como no exemplo seguinte.

Exemplo 1.3 Se 7T tem uma distribuicdo dada por

Weibull (©,¢) N\ gama{n,v)
&

entao T tem uma distribuicao Weibull misturada, conhecida como distribuicio de Burr,
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s qual depende dos pardmetros 7, v, ¢ porém ndo depende de €. Quando n = 1, a
distribuicao de T é algumas vezes chamada de distribuigao log-logistica {Johnson e Kotz,

1970).

O conceito de condicionalidade é a base da definiciio de distribuicdo misturada. Seja
F{t}© = 8) a funclo de distribui¢io de T condicionada a © = ¢ e seja F {t) a funcio de
distribuicdo néo-condicionada de T'. A funcao de distribui¢do ndo-condicionada F () é

obtida como o valor esperado de F {#]©), desde que

Fty=rT<f)=E (i{:vg-z}) e FO)=P({T<iO)=E (I{Tﬁt}[@) ;

em que Ipay é 8 fungio indicadora de A. Pela propriedade bdsica da esperanga condicional

tern-se que
P 1) = E (Lrsy) = B |E (Lr<yl®)| = EIF(HO)] -

Urmna situacdo tipica em que a mistura de distribuigoes € aplicdvel é quando se investiga
uma varidvel aleatdria T e a distribuicio condicional de T', dado o valor observado da
varidvel aleatdria O, é conhecida exatamente ou tem forma relativamente sirnples. Por
causa da mmabilidade para observar ©, a distribuigao nac-condicionada de 7" € uma mistura
¢ é nsualmente muito complexa.

) maior interesse no estudo de misturas de distribuicbes é a estimacao de seus
pardmetros. No entanto, antes que o processo de estimagao possa ser empreendido, é
necesséario considerar a identificabilidade do mistura, isto é, a caracterizacdo (uica da
mistura. Uma mistura ¢ identificivel se existe uma correspondéncia 1-1 entre a dis-
tribuiciio misturadora e a mistura resuitante. Uma mistura que nio € identificdvel nao
pode ser expressa nnicamente como funcao da distribuicao condicional ou da distribuigio
misturadora. A identificabilidade é crucial uma vez que ndo é compativel estimar ou tes-
tar hip6teses acerca dos parmetros de misturas que néo sejam identificiveis (Kotz e

Johnson, 1985).
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1.3 O Impacto no Modelo de Risco ao Negligenciar

a Heterogeneidade Nao-Observada

El

E necessaria muita cautela ao se tentar fazer inferéncias acerca do efeito do tempo
sobre a funcao de risco, Numa populacBo homogénea, todos os individuos estio su-
jeitos & mesma fungdo de risco. Uma populacao heterogénea consiste de varias subpo-
pulagbes homogéneas {Vaupel e Yashin, 1985}, com as correspondentes fungdes de risco
subpopulacionais que podem ser combinadas para formar a funcgfio de risco para toda a
populacao. Ignorar a heterogeneidade entre os individuos de wmna populacdo pode levar
a recomendacoes erropeas se & intervengao depende de respostas em nivel individual.
Mesmo quando o risco individual é constante no tempo, diferencas entre os individuos
que afetam a funcdo de risco individual e que ndo estdo incorporadas ao modelo tenderfio
a produzir evidéncias de wma fungio de risco populacional que decresce com o tempo.
Utna explicacio intuitiva € que individuos pertencentes as subpopulacdes com altos riscos
experimentam o evento antes que os outros e portanto sao eliminados previamente do
grupo em risco. Com o passar do fempo, esta selecio produz uma populacio exposta
a0 risco, cada vez mais constituida de individuos com baixos riscos, resultando na ob-
servagao de um risco decrescente com o tempo, que nao representa os verdadeiros riscos
individuais, mas wn processo seletivo da populacao.

Se o risco de reincidéncia de pessoas que estao tentando parar de fimnar, por exemplo,
parece cair com o tempo, entdo, isto implica que um individuo gue parou de fumar ha
pouce tempo tem mator tendéneia para voltar ao vicio do que aquele que parou de fumar
h& mais tempo? Nao necessariamente. Poderia haver dois grupos de individuos: os de

alto risco de reincidéncia e o8 de baixo risco de reincidéncia. O risco de reincidéncia

=

g cada grupo poderia ser constante no tempo, mas o risco de reincidéncia para toda s
populagao, decrescendo eom © bempo, seria wm artificio da heterogeneidade.
Para explicar o impacto da heterogeneidade na andlise do efeito do tempo sobre 4

funcio de riseo, sejam A {8) e A () as funcdes de risco de duas subpopulacoes homopeneas
3 B€] i 2 G PO E



e seja A(t) a funcdo de risco de toda a populacio no tempo £. Vaupel e Yashin (1985)
definiram A (f) como uma média ponderada de Ay () e Ay {£). Sejam S;(f) e S (¢) as

funcoes de sobrevivéncia das duas subpopulagoes, ou seja

Si (t) = exp [— /{: X (u)du] . i=1,2. (1.24)

E defina-se 7 () como a proporcio de individuos da primeira subpopulagio que néo

sofreram o evento antes de ¢, isto é

7 {0}.5; (£)

O S+ A O] 0) (.29
A fungio de risco populacional é dada por
At)=m () A () + 1 —m(B)] A (F) (1.26)

Portanto, em {1.26} a relagdo entre a funcio de risco populacional e as fungdes de
risco subpopitlacionais é ponderada pela proporgéo (ndo-constante) da populagio exposta
ao risco em cada subpopulaciio. Com o tempo, a funcao de risco de toda populagio se
aproximard da funcdo de risco da subpopulagdo mais forte, ou seja a subpopulagéo com
menor faxa de tisco. O Grafico 1.1 ilustra um caso especifico, em que A (£) = 0,01;
Xe{B) =006, {0} =0,2 e 0 < E < TH

Em geral, o risco estimado de modelos que negligenciam a heterogeneidade decresce
mais rapidamente ou cresce mais lentamente do que os verdadeiros riscos das sub-
populacBes homogéneas {Trussel e Richards, 1985). O Gréfico 1.2 contém um outro
exemplo de dois riscos subpopulacionais que resudtam em um risco populacional nao-
monotonicamente decrescente, em que o risco populacional A {t) foi obtido de {1.26) com
ME) =26 X () =215 7(0)=0,5e 0<t <65

Nao hd como saber se 2 populagao é de fato homogénea com wm risco A{f) ou se a
populagio é heterogénea com dois riscos subpopulacionais Ay {t) e X {t), que regultam

em um riseo populacional A (£}, porque a existéncia de subpopulagbes é uma suposicio e
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GRAFICO 1.1 - RISCO POPULACIONAL DECRESCENTE NO TEMPO
COM RISCOS SUBPOPULACIONAIS CONSTANTES
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somente A (t) é observado.

Um modo de contornar o problema da falta de identificabilidade € incorporar, ex-
plicitamente no modelo, fontes de heterogeneidade por meio de covaridveis obgervadas.
Mas a suposicdo de que todas as fontes de heterogeneidade possam ser medidas e con-
sideradas pao ¢ realista; esta suposicdo € assumida em quase todas as aplicacles de
modelos de risco (Trussel ¢ Richards, 1985). Por exemplo, em estudos sobre determi-
nantes de mortalidade infantil, o analista ndo pode observar a fragilidade inerente 3 cada
mdividuo (Vaupel, Manton e Stallard, 1979). Analogamente, em andlise de fecundidade,
fregiientemente assume-se que a capacidade de engravidar varia entre as mulheres mas
néo pode ser explicitamente medida (Trussel e Richards, 1985). Se a idiossincrasia nio
pode ser congiderada num processo de estimacio surge entdo, o problema de omissfo de
varidveis,

Segundo Trussel ¢ Richards {1985}, num simples modelo de riscos proporcionais
com covaridgvels categoricas, uma varidvel omifida resulta em estimativas distorcidas dos
parametros relacionados com as covaridveis incluidas no modelo, inclusive guando a dis-
tribuicdo das caracterfsticas omitidas é inicialmente a mesma em todas as categorias das

covaridveis inclufdas no modelo. O problema & que as subpopulagtes, formadas pelas ca-
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GRAFICO 1.2 - RISCO POPULACIONAL CRESCENTE NO TEMPO COM
RISCOS SUBPOPULACIONAIS CRESCENTES

Funcdo de Risco

tegorias das covaridgveis nso sio homogéneas e, por isso, a distribuigio das caracteristicas
omitidas pode, com o tempo, alterar-se dentro das categorias. Este resuliado ¢ verdadeiro
= v r - a4 g . ~
porque individuos de alto 1isco com certos valores na varidvel omitida experimentario o
evento antes, tanto que a distribuigfio das caracteristicas omitidas deverd mudar a wma
taxa diferente em cada subpopulagiio. Counsidere como ilustra¢io o exemplo a seguir

descrito por Trussel e Rodrigues (1990},

Exemplo 1.4 Seja uma amostra de individuos classificados por sexo e cor conforme a
Tabela 1.1. A proporcio de homens e de mulheres em cada cor é a mesma (igual a 50%},
ou seia, a distribuicao da varidvel sexo €, inicialmente, a mesma em todas as categorias
da variavel cor,

Suponha que fosse assumida a fungao de risco dada por
Atz 2y = exp{—2,30+ 0,692 4+ 0,912) , (1.27)

em que ¢ é o tempo de sobrevivéncia observado em anos, » assume o valor 1 se o individuo
for negro e 0 se for branco e z assume o valor 1 se o individuo for do sexo masculino e

0 se for do sexo feminino. O modelo assume gue os riscos sao copstantes com o fempo

28



TABELA 1.1 - DISTRIBUICAO DA POPULACAO INICIAL POR
SEXO E COR EM FREQUENCIAS E PORCENTAGENS

COR
SEXO FREQUENCIA PORCENTAGEM
BRANCA MNEGRA BRANCA NEGRA
HOMEM 50 100 50,0 500
MULHER 50 100 50,0 50,0
TOTAL 100 200 1000 100,0
GRAFICO 1.3 - RISCOS POR SEXO E COR
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mas variam por sexo e cor (ver Grafico 1.3).

Assurnindo o modelo em {1.27), as propor¢des na Tabela 1.1 udo se mantém as mes-

mag, nem variam igualmente.

Define-se n,, () como niimero de sobreviventes da cor z e sexo z no tempo i, isto é

Togy (1) = 1y, (0) S (H2, 2)

em que S {t|z, z) é a funglo de sobrevivéncia.

29



Cormo

S (tz, 2} = exp {m ./(:)\ (t, z)] ,

fem-se que

Tz (£} = Nee () exp [~ X {tl, 2)] ; (1.28)

sendo que n,, (1) é decrescente em .

O nitmero de sobreviventes por cor e sexo para £ = 5 € apresentado na Tabela 1.2, Por
meio desta tabela pode-se observar que a proporgao de mulheres apds 5 anos é diferente
em cada cor (68% na cor branca e 82% na cor negra). A composicio da amostra néo pode
permanecer a mesma por causa dos diferentes niveis da taxa de risco em cada categoria

da variavel sexo, tanto em negros como em brancos.

TABELA 1.2 - DISTRIBUICAO DA POPULACAO APOS 5 ANOS
POR SEXQ E COR EM FREQUENCIAS E PORCENTAGENS

COR
SEXO FREQUENCIA PORCENTAGEM
BRANCA NEGRA | BRANCA NEGRA
HOMEM 14 8 31,8 17.8
MULHER 30 37 682 822
TOTAL 44 45 100,0 100,0

Se for omitida a varidvel sexo, os riscos por cor {nfo-condicionados ao sexo} declinardo
com o tempo porque os homens, que tém riscos mais altos que as mulheres independente
da cor, tendem & ter menores chances de sobreviver (ver Grafico 1.4). As curvas no
Grafico 1.4 foram tracadas com base em (1.24), (1.25) e (1.26) sendo # (0) = 0, 50 para
negros € brancos.

A omissao de z leva a conclusoes diferentes sobre os rigcos de brancos e negro. Primeiro
porgue o Grafico 1.4 evidencia riscos decrescentes com o tempo, para cada cor. E se-
gundo porque observando o Grafico 1.4 verifica-se que ¢ risco da populagdo negra nao
dimimu proporcionalmente ao da branca. Isto ocorre porque a dindmica do processo

vai subtrair rapidamente a populagio negra masculina, gue tem um risco muito alto {de
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GRAFICO 1.4 - RISCOS POR COR
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0,50}, Quando toda a populaciio masculina de brancos ¢ negros tiver sido virtualmente
selecionada, a relacho entre os riscos por cor volta a ser o dobro, pois neste momento
o risco de brancos é aproximadamente igual ao risco de mulheres brancas e o risco de

negros ¢ aproximadamente igual ao risco de mutheres negras.

Vérios pesquisadores tém reconhecido que é comuin a presenca de heterogeneidade
nao-observada e que sua omissdo acarreta em diferentes conclusdes com relagéo ao efeito
do tempo ¢ das covaridveis observadas sobre a funcio de risco, ¢ incorporarm-na explici-
tamente em seus modelos. O seguinte problema proposto por Vaupel e Yashin (1985) é

wma ilustracdo muito simples desta drea de pesquisa.

Exemplo 1.5 Individuos pertencentes a urna populagio situam-se em duas subpopula-
goes com fungdes de risco constantes A; e Az, Como um resultado de estudos que serviram
de subsidio, os valores de A e Aq 880 conhecidos, com As>A;, Observagdes sobre o tempo
de ocorréncia do evento sdo vidveis para cada individuo que experimentou o evento no
perfodo de observagio, Para os individuos censurados, o tempo em que os individuos
pararam de ser observados € conhecido. O que é desconhecido, e deve ser estimnado, € a

proporgio 7 {() de individuos que pertencem a primeira subpopulacdo no tempo injcial.

31



Para motivar a discusio deste problema de inferéncia estatistica sho apresentadas duas

situacoes:

a)

b}

uma populacio de animais usada para estudar a eficiéneia de wma vacing esté
sendo testada com relacio a uma doenca. Individuos vacinados com sucesso tém
um risco Ay de adoecer, que pode ser zero. Os ontros individuos vacinados podem
permanecer desprotegidos com risco Az, se sua resposta de imunizacio for nade-
quada. O gue precisa ser estimado é a proporgao 7 (0) de individuos em risco
que foram imunizados. Afravés de dados da incidéncia da doenca na populagéo

vacinada pode-se obter uma estimativa de 7{0);

uma peca de algum equipamento pode ser fabricada de dois modos — o modo
comum & o modo simplificado — produzindo pegas aparentemente iguais. Se a peca
for feita do modo comum, o risco de falhar € alguma constante A;; caso contririo &
Aq. Viérias pecas tinham sido produzidas pelos dois modos de fabrica¢ao. O tempo
de falha de algumas dessas pecas é observado. A andlise estatistica consiste em

estimar 7 (0}, a proporcao de pecas fabricadas pelo modo comum.

A proporcio 7 () pode ser estimada pelo método de méxima verossimithanga. A

funcio de verossimilbanca é A (£) S (f) se o evento ocorrer no tempo £, ¢ a fun¢do de

verossimilhanca para os individuos censurados € simplesmente S {£), em que ¢ é o termpo

de observacio até o término do experimento. A funcdo de risco A () de toda a populacio

pode ser calculada de (1.24), {1.25) ¢ (1.26) e a fungfio de sobrevivéncia populacional
5 {t} pode ser obtida de (1.6).

Quando as observagoes individuais forem independentes, a fun¢ao de verossimilhanga

para os dadas € entdo dada por

Lir ()] = [[A &S () |

fiml

em que n ¢ o tamanho da amostra, t; é o ternpo de ocorréncia do evento para o i-ésimo

individuo ou o tempo de censura e 8; ¢ igual a {), se o -ésimo individuo for censurado e
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¢ igual a 1, caso contrario. A estimativa de maxima verossimithanca para 7 {00) pode ser

encontrada por meio de algoritimos computacionais padroes,

Este simples exemplo poderia ser generalizado de diversas formas. Os valores de A; ¢
A» poderiam ser desconhecidos e teriam que ser estimnados; as fungdes de risco poderiam
depender do tempo ou um vetor de covaridveis poderia ser observado para cada individuo,
podendo ser assumido wm modelo de riscos proporcionais adequado para o conjunto de
dados. Alguns métodos que tratam da heterogeneidade nao-observada em modelos de

risco univariado sho apresentados no proximo capitnlo.
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Capitulo 2

Modelos de Risco com

Heterogeneidade Nao-Observada

Se um modelo de risco que inclul somente covaridveis nao se ajusta bem aos dados,
pode-se tentar diminuir & varia¢io aleatdria introduzindo explicitarente mma fonte de
variacao que represente o efeito da heterogeneidade nao-observada sobre a fungao de risco
e que seja independente das covaridveis.

Considere 1" o terpo de ocorréncia do evento, continuo, e suponha que a fungio de

risco possa ser expressada como
Atlx, w) = Ap (Hx) exp (v'w) {(2.1)

em que Ag{tix) € uma funcéo do tempo ¢ do vetor de covaridveis, w € o vetor (g x 1)
dos valores de ¢ caracteristicas nio-observadas e vy é o vetor (¢ X 1} de pardmetros des-
conhecidos dos efeitos de w.

() que acontece se exp (Y'w), o efeito da heterogeneidade ndo-observada, for omitido
do modelo de risco em (2.1)7 As estimativas do efeito do tempo e das covaridvels sobre o
risco ficariam viciadas, pois seriam contaminadas pelo processo de selegio (ver Exemplo

1.4).
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Algumas estratégios tém sido adotadas para a aplicagio do modelo em (2.1}, Uma
estratégia bastante usual supoe wma distribuicao paramétrica para a heterogeneidade
ndo-observada e uma forma funcional para Ag {t{x). Uma outra estratégia, sugerida por
Heckman e Singer (1082}, especifica somente um Ag {£]x) £ estima uma distribuicio para
a heterogeneidade ndc-observada simultaneamente com os pardmetros do modelo, por
meio de um método de estimacio ndo-paramétnco.

Os modelos de risco para tempos discretos podem também incorporar a heterogenei-
dade ndc-observada como uma generalizagio dos modeles apresentados na Secio 1.2.2

{Hamerle, 1986 citado por Blossfeld, Hamerle ¢ Mayer, 1989).

2.1 Um Modelo de Fragilidade Multiplicativo

Considere que o interesse inicial seja, de alguma forma, modelar a heterogeneidade
ndo-observada. A andlise de covaridveis é discutida na Seciio 2.5. Entéo, todo tipo de
heterogeneidade estd sendo consideradoe basicamente como naoc-observado.

Uma versio alternativa do modelo em (2.1} supde que os individuos diferem, na sua
propensao para sofrer. o evenbo de interesse, de wma maneira bastante simples. Denomi-
nada modelo de fragilidade multiplicative, a fungao de risco para um individuo no tempo

i é dada por

Altlz) = X (t) 2, {2.2)

ems que z & um escalar positivo, representando a fragilidade do individuo que se supde
atuar de forma multiplicativa sobre a fungéo de risco e Ag (¢) é conhecido como um risco
padrdo. Este modelo assume que, em qualquer tempo, um individue com fragilidade 2,
por exemplo, é duas vezes mais propenso a sofrer o evento gue o individuo com fragilidade
1 {chamado de individuo padrio). Portanto, (2.2} pertence & classe de modelos de riscos
proporcionais e o modelo em (2.2) equivale a (2.1} considerando z = exp (y'w).

z) poderia ser estimado usando o método de MV, assumindo

Se z fosse observado, A (

uma forma funcional para Ag (t). Como o valor z, em geral, nio estd disponivel para o



pesquisador, outra abordagem € necessaria. A fragilidade individual ndo é observada mas
agsune-se que tenha uma distribuicdo na populacao,

Seja Z uma varidvel aleatdria ndo-negativa que represente a fragilidade individual,
mensuravel ou ndo, que pode manifestar-se de maneira indireta. Por conseguinte, a
funcio de risco A (£|z) ¢ interpretada estatisticamente como uma funcio de risco condi-
clonal de T dado Z = z, ou simplesmente, risco condicionado.

Corno Vaupel, Manton ¢ Stallard {1979} tém mostrado, associados ao risco condi-

cionado estio:

a} o risco condicionade acumulado
] 4
Aft]z) = / A(ulz) du
Jo
e por (2.2), note-se gue se Ag {1} é um risco padrio scumulado entéo

A =5 [ “ 3o (u) du = zhq (£) : (2.3)

B} a funcio de sobrevivéncia condicionada
S (t]z) = exp[-A (t]z)]
e se Sy (£) ¢ wma fungio de sobrevivéncia padrdo, por (2.3}, tem-se que

5 (t|z) = exp [~ zAo ()] = {exp [ Bo (H)]}* = [So (D)]" . (2.4)

A equacio (2.4) implica, por exemplo, que se o individuo padrdo tem funcéo de
sobrevivéncia igual a 50% em algum tempo £, um individuo com fragilidade 2 tem funcéo
de sobrevivéncia de somente 25% em ¢ ¢ um individuo com fragilidade 3, somente 12,5%.

Ao assumir o modelo de fragilidade multiplicativo em {2.2), conseqiientemente supoe-

se gue, em sintese:
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a) a fragilidade é definida em termos relativos, isto é

risco do individuo com fragilidade z
- ¥

risco do individuo padrao

z

b} cada individuo nasce com uma certa fragilidade para sofrer o evento e permsanece

com esse nivel de fragilidade por toda a vida;
¢) acrescentando uma umidade & fragilidade, a fancdo de sobrevivéncia fica {1005, (£)]%

menor.

QOutras implcacdes bern interessantes do modelo de fragilidade mnitiplicativo verifica-
se ‘com as definicdes de hungido de sobrevivéncia e risco nao-condicionados.
A fungdo de sobrevivéncia nio-condicionada S (t) é dada pelo valor esperado da so-

brevivéncia condicionada 5 (#]Z) (ver Segéo 1.2.3}, ou seja
S{t)y=ES(Z) . (2.5
Se Z tem fungdo de distribuicio G (2) entéo
() = fn TS (t2)dC (2) - (2.6)

Note-se que a fragilidade ¢ ndo-negativa ¢ de (2.4} e (2.6), Hoougard (1984) tem
destacado que
S(t)= [ exp-2ho (5] 4G (2) = L [Aa (1)] , (2.7)
em que £ (s) = [;° exp{-—zs)dG (z) é a transformada de Laplace para a distribuigio da
fragilidade no ponto s.
O risco nio-condicionado A (#), entretanto, néo é o valor esperado de A {#]2), pois

A{t} é o limite de wma razdo cujo numerador é uma probabilidade condicionada a T > 1.
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Mais precisamente,
A =ENHZT 2 8] = [T A2 dG (AT 2 ) | (2.8)

T > t) é a fimcao de distribuicio condicional de Z dado T > . E possivel

e que G {z
mostrar que {2.8) é verdadeiro, desenvolvendo-se uma relagio entre distribuigfo conjunta
e condicional, juntamente com as equacdes (1.7) e (2.6) {ver Proposi¢io I do Anexo A).

As fungbes condicionadas S (#{2) e A {(§]z2), freqiientemente referidas como fongdes de
sohrevivéncia e de risco individuais, respectivamente, nao sdo estimaveis pois o valor de Z
é desconhecido. Diferentemente, as fungdes ndo-condicionadas (ou fungdes populacionais)
S(t) e A{t), sfio fungbes da distribuicdo misturada de T, cujos pardmetros sdo estimados
por meio de dados sobre o tempo de ocorréncia do evento para uma amostra de individuos,

Quando se substitui (2.2) em (2.8) verifica-se que
MO =do(t) [ G ET 2 8) =MW EEZT 2 1) (29)

em que E{Z|T > t) é interpretado como a fragilidade média entre os sobreviventes !
a t, que decresce (ou pelo ruenos ndo cresce) com o tempo, uma vez que idividuos
mais frigeis tendem a sofrer o evento primeiro, permanecendo entre os sobreviventes
somente os individuos de menor fragilidade. Para mostrar este resultado basta derivar
E{(Z|T = t) em relagdo a £ e verificar que a derivada ¢ nlo-positiva {ver Proposicio
2 do Anexo A). Portanto, como E (Z|T > 1) é uma fungdo nido-crescente erm £, tem-se
gue o risco nao-condicionado A{t) = X (£} E(Z|T > t) decresce mais rapidamente (ou
cresce mais lentamente) que o risco individual A {f{z) = Aq (f} z conforme o risco padrio
Ap {t) ¢ decrescente (ou crescente). Isto significa que se for negligenciado o modelo de
fragilidade multiplicativo, quando este é realista, o risco individual ¢ superestimado pelo

nsce naoc-condicionado.

'or simplicidade, a terminologia usada é adequada a um estudo de mortalidade, porem o tempo de
sobrevivéncia pode representar, por exemplo, o tempo desde o inicio do casamento até o divércio,
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2.2 Distribuicoes de Fragilidade

Quando for agsumide o modelo dado por (2.2}, € necessdrio estipular uma dis-
tribuicao de probabilidades para a fragilidade 2. No Exemplo 1.5, assume-se o modelo
de fragilidade em (2.2) com Ag{(f} =1e

A1, Se o individue pertence & populaciao de baixo risco

P
Ag, ¢aso contrario

em que Ay e Ay sdo descorihecidos pois £ néo é observado e
P{Z =XNT > ¢) = {t)

A seguir séo apresentadas outras distribuigGes para a fragilidade e suas propriedades.

2.2.1 Fragilidade Gama

Uma suposico usada por varios autores (Vaupel, Manton e Stallard, 1979; Aalen,
1987) é que Z tenha wma distribui¢do gama. A distribuicao gama implica numa variagio
continua para o nivel de fragilidade entre os individuos. Esta distribui¢io é fregiiente-
mente adotada para a fragilidade porque é confinada a mimeros nio-negativos, assume
urng variedade de formas dependendo dos valores dos pardmetros e é bastante conveniente
matematicamente. Se Z ~ gamae {n,v), a fungio densidade de Z ¢ dada por

o
g{z} = w2 exp (~v2), para z > 0 (2.10)
L ()
o

g{2)=0, para z < 0,

em que I' (-} é a fungdo gama, n é o parmetro de forma ¢ v € o pardmetro de escala;

> 0,
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A média e a varidncia de Z sao respectivamente

E(Z)mg e Var(Z)=-

i o
L. (2.11)

Assumindo (2.2} e que Z ~ gama (1, v}, a funcdo de sobrevivéncia ndo-condicionada

é, de (2.6), dada por

2 texp (—v2)de

St = [ enl-zholo) ij?}

= s [T o a Ao )

Completando a integral para uma densidade gama com parmetros 7 e v + Ay {t},

tam-ge que

St = Lf + Ag (’i?)} -

Uma maneira alternativa de encontrar a funco de sobrevivéncia nao-condicionada
& usando o resultade em (2.7). Como as transfornadas de Laplace sdo bem conhecidas
e muitas estdo tabeladas, a tarefa torna-se rais fdcil, Para a distribuicac gama com

parametros 1 e v, a transformada de Laplace é dada por

):(s)z{ ~ r.

vt s

Calculando para s == Ag (¢}, obtem-se o mesmo resultado anterior.
Para se encontrar o risco ndo-condicionado basta derivar — log [S {#)] em relacio a ¢

¢ assim obter
7o (1)
M) = ————r"_ 2.12
(t) TE R (D (2.12)

Exemplo 2.1 A fragilidade gama ¢ considerada por Aalen {1987) para apalisar o risco
de a mulher “expelir” o DIU (Dispositivo Intra-Uterino}. Foi registrado o tempo £ medido

em dias, desde a introducdo do DIU até a sua expulsdo. As mulheres que retiraram o
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DIU por razbes médicas on pessoals e aquelas que tiveram remocio planejada do DIU
nao foram consideradas. Os dados indicam gue a taxa de expulsio é decrescente com o
tempo, tendo um nivel mnito alto no comego e depois decrescendo rapidamente. Uma
interpretagio para este resultado observado € que o organimo de todas as mutherss tende
a adaptar-se ao DIU. Outra interpretagdo para o decrescimento da taxa de expulsio é que
o risco de ocorrer wma expulsio varia muito entre as mulheres. As mutheres de alto risco
tenderdio a defxar o grupo de risco (por causa da expulsiio} muito cedo, enguanto as de
baixo risco tenderiic a permanecer em risco. Uma das declaragdes on ambas podem ser
verdadeiras e ndo é possivel por meio do conjunto de dados considerados aqui decidir os
meritos relativos aos dois tipos de variagao. No entanto, para ilustrar a fragilidade gama,
considere um modelo em gue somente a tlbima variagdo mensionada estd presente, isto é,
assumma gue cada mulher tenha 2o longe do tempo um risco constante de expulsdo, mas
haja uma variaciio desse risco entre as mulheres. Suponha entfo que o risco individual
seja dado por
Atlz) =2

ou seja, assume-se 0 modelo em (2.2) com Ay (f} = 1, para gue o risco individual seja
constante no tempo. Suponha fambém que risco individual varie entre as mutheres
conforme uma distribuiciio gama com densidade dada por (2.10). Entdo, de (2.12),

fem-se gue o risco nao-condicionado é dado por

Aty =
v+t

sendo que A (t) é uma fun¢do decrescente em £, Aalen {1987}, usando os estimadores de

MYV para 5 ¢ v, verificou que o modelo estimado se ajusta bem sos dados observados,

mesmo que a interpretacao para os dados possa ter sido falsa. Ndo hd como determinar se

a distribui¢ao do tempo até a expulsao do DIU é realmente uma mistura de distribuicdes

dada por

exponencial (Z) \ gama (n,v) |
z
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porgue o risco ndo-condicionado € o inico que pode ser estimado e este é idéntico & funcéo
de risco de uma populagdo homogeénea com distribuicao Pareto do Tipo 1T (ver Exemplo
1.2}, Ou seja, a populagdo pode ser homogénea com um risco decrescente ou a populagdo
pade ser composta de riscos individuais constantes no tempo mas, sao distribuidos entre

o8 individuos conforme a distribuicao gama.

Uma outra propriedade da fragilidade gama, mostrada na Segdo 2.3, é que a fragi-
lidade entre os sobreviventes a um determinado temmpo também tem distribuicdo gama
com o mesmo pardmetro de forma, mas com pardmetro de escala deslocado. Outras
distribuigfes também tém esta propriedade, como a distribuicio gaussiana inversa (Hoou-

gard, 1984).

2.2.2 TFragilidade Gaussiana Inversa

A distribuicio gaussiana inversa tem funcdo densidade dada por

n.o-3 7
g(z) = /-2 zexp (V’ s — vz z) .

dependendo de doig pardmetros 7 e v; 7, v > 0.

Fata distribnicas tem. respectivamente, média e varidneia iguais a
7 t "

E(Z):\/g

Pela equacao {2.6), se Z ~ G1 (1, v), isto é, se a fragilidade tem distribuicao gaussiana

4]

Var (Z) = f vE (2.13)

inversa corn pardmetros 1 ¢ v, a funcdo de sobrevivéncia nao-condicionada é

S{t) = /moxp{ (t)]\/‘z ztxp(\/@—-vz~;)dz
f \/7,2: 2cxp{ 1nu—z[v+A9(t)}«~—}dz

Completando a integral para uma densidade gaussiana inversa com pardmetros 7 ¢
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v+ Ay {t} obtém-se que

St} == m{p{\/@?p - \/4?} v+ Ay (t)]} .

Da mesma forma que para a fragilidade gama, obtém-se a fungdo riseo ndo-condicio-

nada para a fragilidade gaussiana inversa, que é dada por

VAo ()

Atm—%

Yo Ap(t)

2.3 Distribuicoes de Fragilidade Condicionada
Se T e Z tém densidade conjunta, a funcio densidade de Z condicionada entre os
sobreviventes a ¢ pode ser escrita como

P(T 2 12)g(z) _ S(tiz)g(2)
P(T > 1) O

g{zT = 1) = {2.14)
pela definicio de probabilidade condicional e fungao de sobrevivéncia.

Obtém-se, de maneira similar, a distribuigdo condicional de Z dado T = ¢, isto §,
a distribuicac da fragilidade condicionada entre os que sobreviveram até o tempo 7. A

funcdo densidade condicional de Z dado T = pode ser escrita como

J
[ mSWeG)

F& d
—5 5 ()

g (2]T = 1) = (2.15)

Assumindo mma forma para S (¢]z) pode-se comparar viriag escolhas para g (2) a par
tir das equagbes (2.14) e {2.15). A seguir, como exemplo, sdo comparadas as fragilidades
gama e gaussiana inversa, supondo que a fungio de sobrevivéncia condicionada é a do
modelo de fragilidade multiplicativo, isto é, 5 (£z) = exp{~2Aq (#)]. Sob esse modelo,
sabe-ge que a fragilidade média entre os sobreviventes nao crescerd com o tempo, qualquer

que seja a distribuigio atribufda a Z (ver Se¢io 2.1). A fim de comparar a fragilidade
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entre os sobreviventes para as diferentes distribuicoes de fragilidade, seria entio conve-
niente considerar o coeficiente de variagdo de Z entre os sobreviventes, jd que é uma

medida normalizada. O coeficiente de variagéo de Z|T > i é dado por

VVer (ZIT > t)
E{ZIT 28

CVI(ZIT > t) =

Distribuicfio Condicionada da Fragilidade Gama
Seja Z ~ gama (n,v). Substituindo em (2.14) as expressbes correspondentes A dis-
fribuigdo gama, tem-se que a funclo densidade condicional de Z dado T' > ¢ ¢

[V + Ag (t)}n n

g(zT 2 1) = ORI “texp{—z{v + A (D)}

que ¢ densidade gama com pardmetros 7 € v+ Aq {t}. Isto quer dizer que, se & populacio
inicial tem fragilidade gama com parametros 7 e v, entdo a fragilidade dos sobreviventes
a t tambérn tem uma distribuicio gama com pardmetros e v + Ag (£).

Supondo E(Z) = 1, assume-se por {2.2) que em média A {t[z} = Ao (f). Sob essa

suposigio 2, de {2.11), tem-se que

1
N=V =%

Var (2}
e fazendo
6% = Var (Z)

tem-se que Z|T' > t tem distribuigio gama com pardmetros % e 5+ Ag (t). A esperanca,

“Esta restricio nac leva a perda da generalidade visto que o nivel médio de fragihidade pode ser
absorvido pelo riseo padrao {veja Proposicao 3 do Anexo A). Quando E{Z) = 1, as [6rmulas simplificam-
see OV (ZT" > 1) representa, de certo modo, & heterogeneidade da fragilidade da populacio sobrevivente,
pOIs

OV (ZIT 2 1)) = Var (ZIT > 1) .
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a varidncia e o coeficiente de variacao de Z|T > ¢ sdo dados, respectivamente, por

1
> it = :
B{ZIT 21) 14+a2Ag (1)
Var (Z|T 2 1) = :
T )
£
OV (ZIT > 1) = E: .

A funcdo densidade condicional de Z dado T" = ¢, obtida de (2.13) é

A

g {&T = t) = T(n+1) Zexp{—zv+ Ao ()]} .

(2.16)

(2.17)

(2.18)

Esta funcho é claramente uma densidade gama com pardmetros 1+ 1 e v+4Aq (£).

Portanto, se a fragilidade na populacio inicial tem distribulc8o gama com parémetros

7 e v, entdo a fragilidade entre os que sobreviveram até ¢ tem distribuicio gama com

pardmetros n+1 e v+Ag (¢). Além disso, quando E(Z) = 1 e Var (Z) = ¢?, a fragilidade

média entre os sobreviventes até { ¢ dada por

1402

E(Z[T:f)ﬂ m

¢ portanto, E (Z|T = t) é, coerenternente, sempre maior que a fragilidade média entre os

sobreviventes a f.

Distribuigdo Condicionada da Fragilidade Gaussiana Inversa

Seja Z ~ GI (n,v). Analogamente ao que foi estabelecido para a fragilidade gama,

tem-se que a funcdo densidade condicional de Z dado T" > ¢ é

g GIT 2 0) = [T b exp {an T+ Ao (O] — 2+ Ao ()] -



gue ¢ a func¢io densidade da distribuigao gaussiana inversa com pardretros v ¢ v+ Ag (2).

Se Z tem distribiigdo gaussiana inversa com média 1 e varidncia o® entéio por (2.13)

e ZIT > t tem distribuicho gaussiana inversa com parémetros 53 € s + Ag (). A
esperanga, a variancia e o coeficiente de variagdo de Z|T > ¢ sdo dados, respectivamente,

por

E(ZIT >t) = [ 1 +20%A, (z)rlg ? (2.19)

Var (Z|T > t) = o* [1 + 207 (t)} 2 (2.20)
2

CV(ZIT 2 1) =0 [1 42" ()] (2.21)

Hoougard {1984) comenta que fazendo Z ~ GI{n,v), a distribuigio da fragilidade
entre 08 que sobreviveram até um determinado tempo ¢ tem distribuicio gaussiana inversa
generalizada com funcio densidade dada por

g (T = 1) = \/mwz—% exp { tn r+ Ko (0] = 2 [+ Ao ()] - o

it

Qutras distribuicoes tém sido atribuidas para o fragilidade como ws distribuigdes
estdvels sugeridas por Hoougard (1986) e a distribuigao de Poisson composta sugerida
por Aalen (1988). Assumindo gque E (Z) = 1, estas distribuiges tém fragilidade média

entre os sobreviventes expressa por

1

RN 222

E(Z]T;ﬁt):

em que o = Var (Z) e ¢ é uma constante (Rodrigues, 1992).

A fragilidade gama e a gaussiana inversa assumem a forma de (2.22) quandoc =1 e
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{’""'“‘1-

»= 5, respectivamente.

2.4 Comparacao entre a Fragilidade Gama e a Gaus-

siana Inversa

Os resultados obtidos na Secdo 2.3 sugerem uma maneira de cotparar a fragilidade
gama com a fragilidade gaussiana inversa quando é assumido o modelo em (2.2) com
E(Zy=1eVar(Z)=0c%

Ao agsumir fragilidade gama ou gaussiana inversa verifica-se claramente que a fragi-
lidade média entre os sobreviventes declina com o tempo, dado que os denominadores
de {2.16) e {2.19) crescem guando ? cresce. Note-se por (2,16} e (2.19) que a fragilidade
média declinard mais rapidamente, isto €, o processo de seleqdo operard mais rapidamente
guando a populacdo for mais heterogénea no inicio {o® grande} ou o risco for alto (Ag {¢)
grande).

Se a fragilidade tem distribuicao gama entdo:

a} A varidncia da fragilidade entre os sobreviventes ¢ decrescente no tempo, dado
que © denominador de {2.17) cresce guando ¢ cresce. Portanto, a fragilidade da

populagio em risco torna-se mais homogénea com o tempo;

b) o coeficiente de variacio da fragilidade entre os sobreviventes em (2.18) nao varia
com, O tempo. Em outras palavras, a fragilidade média e o desvio-padrao entre os

sobreviventes diminuem com o tempo, mas diminuem proporcionalmente, uma vez

que o coeliciente de variagdo ndo depende do tempo.

Se s fragilidade tem distribuicdo gaussiana inversa entdo de (2.20) e (2.21) verifica-se
que tanto a varidncia como o coeficiente de varlagio da fragilidade entre os sobreviventes
a t decrescem com o tempo, significando que a heterogeneidade entre os sobreviventes é
cada vey menor, mesmo quando comparada com a média, e portanto, a fragilidade da

populacao sobrevivente torna-se mals homogeénea com o tempo.
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A fragilidade gama implica que a heterogeneidade com relacio 4 fragilidade média da
populacdo de sobreviventes a ¢, representada pelo coeficiente de variacio de Z|T > ¢, é
constante no tempo. Se este resultado ndo corresponde & realidade, uma alternativa é
supor fragilidade gaussiana inversa que torna a populacio de sobreviventes relativamente
mais homogénea com o tempo.

2.5 Um Modelo de Fragilidade Multiplicativo com
Covariaveis

Uma generalizacio do modelo em (2.2) é considerar mm modelo de fragilidade multi-
plicativo, no qual o risco padrao & também fungdo do vetor x dos valores de p covaridveis

do individuo, ou seja
A(tx, 2) = M (tx) 2, (2.23)

eI que X e z sao independentes.

Umna forma sugestiva para a func¢ao de risco padrao €
Do (t1x) = A3 ) exp (8'x) (2.24)
em que A5 (t) € um risco padrio que depende somente de 1, e resulta que
Atlx, 2) = A () exp (F'x) 2 . (2.25)

Associados ao risco condicionado A {#]x, z) em (2.25) estao

a) risco condicionado acumulado

A, 2) = [ (a2} = 2 () exp (B
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b} fungio de sobrevivéncia condicionada
S{thx, z) = exp[—A {#t]x, 2)] = expzq () exp (B'x)] = [Ss (t}]m‘p(ﬁlx}. (2.26)
A fun¢do de sobrevivéncia nao-condicionada € uma generalizacéo de (2.5), dada por
5t = BIS (tix, 2)]
Se Z tem fungao de distribuicao G {z} entéo
3 (tx) = /0 Y S (tix, 2)dG () (2.27)
Desenvolvendo (2.27) ema termos de {2.26) tem-se que
S(th) = [ expl~2ho (8) exp ()]G (2) = £ [Aa () exp (B)] .
E o risco ndo-condicionado de T €
Athx) = E[A (tix, 2, T > )] = L P A(tlx, 2)dG (AT > 1) . (2.28)

(Quando o modelo em (2.25) ¢ adotado, devem ser atribuidas distribuigdes de pro-
babilidades a Z, como a distribuicdo gama ou a gaussiana inversa, ficando mantidos os

resuitados obtidos nas Secoes 2.2 ¢ 2.3 com as devidas generalizagOes.

2.6 Sensibilidade dos Modelos de Fragilidade

Uma questao de interesse é verificar quio sensiveis sdo as estimativas dos parametros
do modelo em (2.25) com relagdo as escolhas de A () e da distribuigfo de Z. Heckman
e Singer {1982} demonstram que, assumindo uma representacio paramétrica para Ag (1)

em (2.25), os resultados podem ser sensiveis & escolha da distribuigdo para a fragilidade,
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mesmo quando for escothida uma distribui¢ao com forma paramétrica flexivel, como a
distribuicho gama.

Uma maneira de obter modelos de fragilidade mais robustos é estimando-se uma
distribuicao para a fragilidade. Como uma solucio, Heckman e Singer {1982) propuseram
um método de estimacio de médxima verossimilhanca ndo-paraméfrico para estimar a
distribuigao da fragilidade, usando o algoritmo EM de Dempster, Laird e Rubin (1977).

Laird {1978} ¢ Heckinan e Singer {1982} mostram que uma abordagem de muixima
verossimilhanga ndo-paraméirica para estimagio da distribuicho de Z leva a nma dis-
tribuigdo discreta, exn que Z asswme valores z; zg, ..., 2 sendo que para 7 = 1,2,.. ., %,
P{Z = z} = m; com Z;’m 1 7; = 1. Sob essas condiches precedentes, a sobrevivéncia
nao-condicionada, em {2.27), é simplesmente

k

S (tx) =Y S(tlx, z;)m;
s

Trussel e Richards (1985) verificaram, por meio de estudos empiricos, que os modelos
estimados pela solugio de Heckman e Singer sfo sensivels a escolha do risco padrio, cuja
forma ¢ supostamente paraméirica. De fato, ha evidéncias mais recentes de que a andlise
pode ser mails sensivel s suposi¢Oes acerca do riseco padrao do gque as suposigbes para a
distribuiciio da fragilidade. Isto é comprovado por alguns experimentos de simulagio em
Hamerle ¢ Moller {1990}, citados por Blossfeld e Harmerle (1992).

Um outro fato importante para ser considerado € que os modelos de fragilidade vistos
até aqui, consideram que as covaridveis e a fragilidade sao independentes. A suposicio
de independéncia, neste caso, é uma restric8o muito forte, jd que a heterogeneidade ndo-
observada de um individuo deveria estar associada & parte observada da heterogeneidade.
Se a independéncia nfo pode ser comprovada, a fungdo de sobrevivéneia ndo-condicionada

é entdo dada por

S (tx) = ]0 " 5 (t)x, 2)dG (z1x) (2.29)



em que G (z|x) é a funcio de distribuicao condicional de Z dado X = x e sendo que
X = (X1 Xy ..., X,) é€ o vetor de p covaridveis observadas. Note-se que este modelo
assume que a distribuicio de Z é determinada pelos valores observados de X, Sensibili-
dades nas estimativas dos pardmetros pertencentes & classe de modelos em (2.23) podem
surgir devido a um erro substancial entre a distribuigio marginal G (z) e a distribuicio
condicional G (z[x) (Manton, Singer ¢ Woodbury, 1992).

Se X e Z nio sio independentes, o risco ndo-condicionado de T é uma generalizacio
de {2.28) dado por
A (tx) = fﬁ X (Hx, 2) dG (2]T > £,x) . (2.30)

De (2.28) e (2.30), tern-se que

Altx) = Ao (t)exp(F'x) /Omz:iG(zith,x)
= M () exp{(Bx) E{Z|IT > t,x) . (2.31)

Aplicando logaritmo na equacao {2.31), verifica-se que
log (A (£]x)] = a {t) + BFx + b{t,x} ,

em que
a{t) =log [Ao{£})] é o efeito do tempo,
Fx é o efeito das covaridvels e
b{t,x) =log [E{ZIT > t,x)] é o efeito da interagao entre tempo e covaridveis.

Intuitivamente, E (Z]7" > ¢, x) deveria decrescer com o tempo, devido ao processo de
selecio de individuos mais fortes e como uma generalizagdo de (2.22}, Rodrigues (1992)
destaca que para algumas distribuigoes de fragilidade

1
a2 €
1+ L Ag (2) exp (B'%))]

E(ZIT > t,x) =
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com ¢ = 1 e ¢ = 1/2 para a fragilidade gama e gaussiana inversa, respectivamente,
desde que o* = Var {Z} e ¢ ¢ uma constante. Rodrigues (1992) sugere uma modelagem
flexdvel para a interagio b {Z,x) ou entdo que sejam feitas suposices para a distribuicéo
da fragilidade, j4 que b {f, x) pode depender dos pardmetros da distribuicio de Z|T > £, x.

Quando ha interesse em decompor a heterogensidade nao-observada em um vetor
W = (W, I¥,,...,W,) de q varidveis ndo-observadas, a0 invés de uma Umica fragilidade
escalar Z, ¢ necessario atribuir uma distribuicdo multivariada para W e que o risco

nao-condicionado de T, é dado por

AEfx) = Ao (¢x) Elexp (YW T > £,x] ,

com Ag (£[x) igual a (2.24), por exemplo. O processo de estimagao envolveria os pardme-
tros da distribuicio multivariada de W e os pardmetros do vetor ~v dos efeitos de W = w
sobre o risco.

A principal desvantagern dos modelos de fragilidade é que, quando o tempo de
ocorréncia do evento é univariado, esses modelos resultam ern misturas nfo-identificiveis,
tanto para o caso discreto como para o caso continuo (Oakes, 1989; Mare, 1994).

Estudos tedricos sobre a dinfmica de populagoes heterogéneas comegam, primeira-
mente, assumindo um modelo para a historia de eventos das subpopulagdes homogéneas
e assumindo uma distribuicdo para essas subpopulagoes. Depois, é derivado ¢ modelo
para a popilagdo toda. Tais estudos tém sido muito importantes pois os modelos a nivel
individual podem ser mais simples e tém wa interpretacao mais diveta e simplificada que
og modelos das populagbes compostas. O esforgo inverso, de tentar decompor a dinamica
da populacio observada em dois componentes - & distribuigéo para as subpopulagoes e
a dindmica das subpopulacdes — tem sido mais complexo (Vaupel, 1990).

Nas discustes sobre os modelos de fragilidade apresentadas na Secio 2.1, partiu-se
de um risco condicionado para um nao-condicionado por meio de uma mistura, em que

a transformada de Laplace poderia ser utilizada na andlise. A transformada de Laplace



num ponto s, dada por

Lis)= [ ep(-25)dG () ,

tern importdncia tanto numérica ¢omo tedrica:

a) dada a funcio de distribuicdo de fragilidade G (z), o cdlenlo da transformada de

Laplace € bem conhecido com algoritines eficientes;

b} dada a transformada de Laplace £ (5), recuperar G (z) ¢ wm problema mal condi-
cionado, no sentido de que mudangas suaves em £ {s} induzem a uma enorme flu-
tuacdo em (' (z). Estatisticamente, isto significa que a estimagdo dos pardmetros

da distribuicio de fragilidade apresenta dificuldades {Rodrigues, 1992).

Assumindo uma distribuicdo para a fragilidade, é possivel sob o modelo de fragilidade
multiplicativo encontrar a forma do risco padrio {e do risco condicionado) a partir do
risco ndo-condicionado. Na Segio 2.7 sBo desenvolvidas formulas de inversdo (Rodrigues,
1992) para encontrar o risco padrio dada ums fragilidade gama, primeiramente, e dada

uma fragilidade gaussiana inversa, em seguida.

2.7 Férmulas de Inversao

Seja. £ a fragilidade e seja T o tempo continuo de ocorréncia do evento para um

individuo com risco individual dado pelo modelo de fragilidade multiplicativo
Atlz) = Ao {t) 2,

comeo inicialmente foi proposto na Secao 2.1
Suponha que a fragilidade tenha distribuiciio gama com esperanca 1 e varidncia o

{ver Secéo 2.2.1}, para a qual tem sido mostrado que o risco nac-condicionado de T' &

Ao (1)

A= TR (2.32)
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Integrando (2.32), obtém-se urna expressao para o risco acumulado A (#). Note-se que

0‘2};9 (t)

d . M
Eg }f}g {l + O'JA[) (fi)j pucs

Como A (0} = 0, entdo a integracao dos dois lados de (2.32) no mtervalo [0, ] resulta

em

1 4
A(t) = —log {1+ 0% ({)

e a0 isolar Ag () em {2.33) tem-se que
1 2
Ao(t) = {exp [g A(t)] - .1} , (2.34)

Para obter uma formula de inversio de X (), basta derivar {2.34) em relacio a ¢,

resultando em

Ao () = A(t) exp [o*A (1)) . (2.35)

Dadas a distribuicdo ndc-condicionada de 7' e a varidneia da fragilidade gama, é

possivel encontrar a forma de Xg (t) através de (2.35).

Exemplo 2.2 Se a distribui¢do ndo-condicionada de 7 é exponencial com pararmetro
o, isto significa que
Ay=a e Al)=oat.

Usando a férmula de inversio (2.35) pode-se encontrar o risco padrio
Mo (t) = avexp (o’gat)
e 0 risco condicionado é dado por
Aftlz) = zoexp (azat) i

Assim, sob o modelo de fragilidade multiplicativo, um risco nao-condicionado cons-
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tante no tempo seria conseqiéncia do pressuposto de que a populacéo seja composta de
individuos heterogéneos que variam entre si conforme uma fragilidade gama e cujo risco
condicionado cresce exponencialmente com o termpo, uma vez que z, @ ¢ ¢ sio valores

nao-negativos.
No caso de uma fragilidade gaussiana inversa com média I e variancia ¢°, tem-se que

Ao ()

Alt) = . 2.36
@) V14 20%A (8) (2:36)
Note-se que o lado direito de {2.36) § de fato a derivada em relacio a § de
1
E‘/l + 20 Ag () .
Assim, a integragio dos dois lados de (2.36) no intervalo [0, 2] resulta em
A(f):i{[wzam (t)ﬁmz} (2.37)
¢ 0_2 f] .
e isolando A () e (2.37), tem-se que
1+ a2AF -1
Aoft) = LECABI -1 (2.38)

202

Resta agora derivar (2.38) em relcédo a ¢ para obter o risco padriio, dado pela seguinte

formula de inversao
Moft) = A(t) [1+0?A(8)] (2.39)

Exemplo 2.8 E possivel produzir urn risco nac-condicionado constante no tempo,
como resultado de algum risco condicionado sujeito a uma fragilidade gaussiana in-
versa. Suponha-se que o riseo ndo-condicionado de T seja dado por A (£} = «, portanto

Aty =ot, ese BE(Z) =1 ¢ Var{Z) = ¢, basta usar a formula de inversio (2.39) para
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encontrar um risco padrao dado por
Ap{t) = o (1 + Ug(xﬁ) .
que & linear em £ ¢ o risco condicionado de T é dado por
AMtz) = ze (1 + a?‘at)

Assim, sob o modelo de fragilidade multiplicativo, uma distrilniicdo exponencial para
1" pode vir de m risco condicionado linearmente crescente coni o tempo, sujeito a uma

fragilidade gaussiana inversa.

Dos Exemplos 2.2 e 2.3 surge win problema de identificabilidade. Dado ura risco néo-
condicionado constante no tempeo, ha trés interpretactes alternativas para a composicao

¢ dinamica populacional:

a) a populagio ¢ homogénea com um risco que nao varia entre os individuos e é
constante no tempo, pois T, o tempo de ocorréncia do evento para um individuo,

teria nma distribucio exponencial;

b} a populacio & heterogénea com um risco que varia de um individuo para outro
conforme wma fragilidade gama e que cresce exponenciaimente com o tempo, pois
5 distribuicio nao-condicionada de T seria a mistura de uma distribuicéo tendo

funcio de risco exponencialmente crescente no tempo com uma distribuicio gama;

¢) a populacio é heterogénea com um risco que varia de um individuo para outro
conforme uma fragilidade gaussiana inversa e que cresce linearmente com o tempo,
pois a distribuicio nio-condicionada de 1 seria a mistura de uma distribui¢io tendo
funcBo de risco linearmente crescente no tempo com uma distribuicio gaussiana

inversa.



Nenhuma quantidade maior de dados sobre A () pode ajudar a distingir entre estes
modelos porque eles tém idénficas consequéncias observiveis: um risco populacional
constante no tempo. A menos que se assuma uma distribuicdo para Z, nfo ha como
reconhecer os riscos em nivel individual.

Pela existéncia das formulas de inverséo (2.35) e (2.39), tem-se mostrado que se Z
tem uma distribuicdo gama ou wna distribuicdo gaussiana inversa, entdo para um dado

A {t) é sempre possivel encontrar uma funco de risco Ag {t) que satisfaca
AR =X E{(ZIT >t} .

Isto significa que, quando a funcio de distribuicdo G {2} provém da distribuicao gama
ou da gaussiana inversa, o modelo (Ao, &) para T ndo pode ser empiricamente distinguivel
do modelo de populagio homogénea baseado somente em A (%), nem estes modelos de
fragilidade gama e gaussiana inversa podem ser distinguidos wm do outro.

O Exemplo 2.4 extraido de Rodrigues (1992} ilustra a falta de identificabilidade para

interpretar riscos proporcionais.

Exemplo 2.4 Suponha que se tenha ajustado ac tempo de ocorréncia de um evento,

. modelo de riscos proporcionais constantes ao longo do tempo, dado por
A(Ex) =exp (G +3'%) . (2.40)

Mas se for asswrnido que existe uma fragilidade que se distribui entre os individuos
conforme uma gama cord. média 1 e varidncia o2 (sendo Z independente das covaridveis),
o modelo em (2.40) é equivalente (observacionalmente) ao seguinte modelo em nivel
individual

M (tx, 2) = zexp (fo + B'x) exp [0t exp (Bo + B'%)] (2.41)

segundo a férmula de inversfio em {2.35) adaptada para incorporar covaridveis.

O modelo em (2.41) é conhecido como modelo de tempo de falha acelerado com risco
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padréo Gompertz e {ragilidade gama (ver Segdo 1.2.2). E o risco ndo-condicionado A (¢{x)
para este modelo é constante no tempo {ver Segéio 2.5).

Qutro modelo em nivel individnal também poderia resultar em um risco no-con-
dicionado constante no terupo. O modelo com um risco condicionado sujeito a uma
fragilidade gaussiana inversa com média 1 e varifncia o? pode gerar um modelo com
risco nio-condicionado constante no tempo. Assim, aplicando-se a fdrmula de inversio

em {2.39}, com a inclusdo de covaridveis, resulta que o risco individual é dado por

At]x, 2) = zexp (fo + B'x) [1 + 0%t exp (B + Bx)] (2.42)

quando £ (Z) = 1, Var (Z) = ¢ e Z é independente das covaridveis.

Os riscos individuais em (2.41) e (2.42) sdo modelos de riscos ndo-proporcionais. (s
modelos em {2.40), {2.41) e {2.42) tém implicactes comportarentais muito diferentes,
mas possuem idénticas conseqiéncias observacionsis: um risco populacional constante no
tempo. Este problema fundamental de falta de identificabilidade nfo pode ser resolvido

sem informacdes externas que venham a ser assumidas na andlise.

Hoem {1990) tem demonstrado que os resultados dos Exemplos 2.2 a 2.4 podem ser
estendidos para gqualquer distribuicao de fragilidade com média finita. A prova é feifa
a partir de um risco m {t) ndo-estocdstico e de uma funcio de distribnigio G (z). A
demonstragio de Hoem € apresentada nas préximas secdes deste capitulo, dividida em
duas partes: na Secao 2.8 parte-se inicialmente de wm modelo de riseo com uma fungio
de risco m {t) que nio inclui a heterogeneidade nio-observada, para reescrevé-lo como
um modelo de fragilidade multiplicativo com risco nfo-condicionado m {t); e na Segao
2.9 obtém-se um resultado andlogo, partindo de um modelo de fragilidade multiplicativo
com risco nio-condicionado m (t), que é idéntico a wm risco nio-condicionado resultante

de ontro modelo de fragilidade multiplicativo.



2.8 Modelos de Fragilidade Equivalentes a um Mo-
delo sem Heterogeneidade Nao-Observada

onforme proposto por Hoem (1990}, seja m (-} uma fungdo de risco ndo-estocdstica
e seja Z uma varidvel aleatdria ndo-negativa com fungio de distribuicdo G (-} de média

finita. Define-se

/m zexp(—zs)dG (z)
t : (2.43)
/0 exp (—28) dG {z)

Note-se que ¢ (s} estd bem definido pois Eg (Z) = [5° 2dG (2} < .

[ (.5) =

Define-se ainda

Cos)= [,  Vols)=C5' (),

v (s) = ;—ng(s) : M(t) = /L m {u) du,
ae (t) = m{t) ve(M (t)) (2.44)

L34

Ac (t) = ,/: ag {u) du .

Da definicdo de M (¢} tem-se que
m(t) = —M(t) (2.45)

Desenvolvendo (2.44) tem-se pela defini¢do de ve (-} e por (2.45) que

d
dM (t)

(e e} (t) = %M (t)

VG (ﬂ’f (t)) 1




e pela aplicacdo da regra da cadeia de derivadas de fungdes cormpostas

ai (t) = %%(*M ®)

& portanto fem-se que

A () =ValM (1)) . (2.46)

Pode ser mostrado que se T é o tempo de ocorréncia. do evento com risco ¢ondicionado

igual & A{t|z) = ag (f) 2 entéo
celAe(t)) = Ec(ZIT 2 1), (2.47)

em que Eq (Z|T > 1) = [12dG (2|7 > ) € Z representaria a fragilidade multiplicativa
(ver Proposicio 4(a) do Anexo A}.
A demonstracio de Hoem prova que m (t) € o risco ndo-condicionado de 7.

De (2.46) e de (2.47) tem-se que
E(; (Z[T ?w_ t) == C(_;‘[V(;'(M (i))l . (248)

Segundo Hoem {1990), tem-se por construcao de ag (2) em (2.44) e pelos resultados

da Secio 2.1 que A {f), o risco ndo-condicionado de T, é dado por
M) =ag (£ Be (ZIT > 1) (2.49)

Como mostrado na Proposigao 4({b} do Anexo A, a funcdo ag {t) em (2.44) pode ser

reegerita como
m ()

() = T

Para finalizar a prova basta mostrar que A {f) é igual a m (1), substituindo E; (Z]T > 1)

(2.50)

e ag (1) em (2.49) pelas expressdes em (2.48) e (2.50), respectivamente.

Portanto, qualguer funcio de risco m {} num modelo sem heterogeneidade néo-
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pbservada pode ser gerada, alternativamente, por urn modelo de fragilidade multiplicativo
em que a distribuicao de fragilidade, escolhida arbitrariamente, tem média finita.
Suporiha-se agora que ¢ modelo de partida inclua somente covaridvels e que 8 funcéo
de risco € dada por
m (t[x} = mqg {t) V{83, x} , (2.51)

para algurmn risco padrdo my () e uma funciio regressora U{(B, x}, em que x & o vetor dos
valores das ecvaridveis e 3 é o correspondente vetor dos coeficientes de regressio. Entdo,

como em (2.44), tem-se por coustrucdo que
ag (£) = m (t)x) ve (M (tx)) = mo () U{B,x) ve [My (t) U{B,x)] ,

em que M (tx) = ffm (ulx)du e Mo (t) = f3 mo (u) du. Portanto, o problema de identifi-
cabilidade surge novamente com 08 modelos de fragilidade incluindo covaridveis, ou seja,
néo se pode distinguir entre riscos populacionais resultantes de modelos de fragilidade
muitiplicativos com covaridveis e modelos de riscos proporcionais sem heterogeneidade
nao-observada, porque as conseqiénecias observdvels sdo idénticas. Note-se que ag (f)
ndo precisa ser fatordvel em duas fungdes, uma que dependa somente de ? e outra que

dependa somente de x, mesmo que (£} seja decomposto desta maneira (Hoem, 1990).

2.9 A Falta de Identificabilidade com Modelos de
Fragilidade

Seja um modelo de fragilidade multiplicativo com risco condicionado

A (tz) = 2Aom (E)
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sujeito a uma fragilidade Z com fungdo de distribui¢io misturadora H {z) de média finita.

O correspondente risco ndo-condicionado é dado por
A () = 2o} B (ZIT > 1) . (2.52)

Define-se
X
Ay (t) = jo An () du

e escolhe-se alguma distribuicio arbitréria G (z) para Z, com média finita e atiliza-se

urma construgio similar a (2.44) para definir
doe (1) = An Bve (Mg (1))

Entao, para qualquer G, (Agq, (7} tem o mesmo risco ndo-condicionado de {Dow, H),
digamos Ay (#). Os dois modelos sfo observacionalmente indistinguiveis.

Elbers e Ridder (1982), citados por Hoem (1990}, demonstram que o efeito do tempo
e das covaridveis sobre o risco e a distribuigao de fragilidade sfo identificdveis a partir do
risco nao-condicionado de um meodelo mulfiplicativo de riscos proporcionais com fragili-
dade. O ponto de partida para o resultade de identificabilidade de Elbers-Ridder é umn

modelo de fragilidade multiplicativo comn risco ndo-condicionado dado por
Ay {tx) = Aogr (8%} B (Z|T = t,x)
& com risco condicionado dado por
An (tx, 2) = 220m (Hix)
em que o risco padrio Agy (%) é decomposto em

ot () = Ao () U{8,x) (2.53)
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uma decomposicao similar a (2.51), exceto que a suposicdo de fatorabilidade é feita
agora em Aoy {£{x), em vez de m {tix). No resultado de Elbers-Ridder assume-se que
x toma valores num subeconjunto aberto de um espago euclidiano e que U{3, ) é ndo-
constante sobre este conjunto. Também é necessdrio que Ape {#) seja fatordvel de maneira
similar. Estas condigtes sdo suficientes para excluir todas as especificacdes (Mg, G) que
ndo coincidam com (Mg, H) tornando A (¢}, U{B,x} ¢ H {z) identificdveis 3.

Assimn, o feorema de identificabilidade de Elbers-Ridder ndo contradiz o resultado
geral de nao-identificabilidade, pois exclue nao-identificabilidade pela imposigdo de res-
trigbes suficientemente fortes sobre heterogeneidades permissiveis equivalentes,

Tais restri¢oes devern vir de teoria subjacente. A sustentabilidade dessas restri¢des
néo pode ser decidida baseando-se somente e conhecimentos acerca do risco nio-
condicionado Ay (t). Mesmo se Aoy (f) for fatordvel como em (2.53}, Aoz () ndo precisa
ter, e normalmente nfo satisfard, wma decomposicio similar. Se Ay (¢} € toda informacao
que se tem para fazer inferéncias, a fatorabilidade de Agy {f) ndo é uma caracteristica do
modelo identificdvel.

Uma observagdo adicional com respeito a identificabilidade dos modelos de fragilidade
¢ a necessidade de considerar a distribuigio condicional de Z dado X = x, em que
se assume que £ e o vetor de covaridavels X sao varidvels aleatonas dependentes. A
importancia do problema foi apontada por Mentgomery, Richards e Braun {1986} no
contexto de regressiio logistica com covaridveis ndo-observadas, mas nenhurna andlise
rigorosa de identificabilidade tem sido conduzida para classes especificas de distribuigBes
condicionais de Z.

Oakes (1989) mostra que o problema de identificabilidade ¢ radicalmente diferente
para dados bivariados, em que os tempos continuos de ocorréncia de wm evento sio
observados em pares de individuos. A demonstracio de Oakes é apresentada no préximo

capitulo.

3EIbers e Ridder (1982) citados por Hoern {1990} tarnbém assumem que E{Z) < 20, como tem-se
estabelecido, Heckman e Singer {1084}, citados por Hoern {1890}, tém modificado esta suposicio, mas
mantém a suposicio de fatorabilidade para dog ().
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Capitulo 3

Modelos de Risco de Tempos

Multivariados

Os dados multivariados na histéria de eventos podem consistir de tempos relaciona-
dos de ocorréncias de um evento gue se originam de individuos agrupados, tal como a
histéria de fecundidade de irmas, a experiéneia escolar de irmaos ou a sobrevivéncia de
casais. Fm geral, correspondem a grupos cujos mernbros tém experimentado algo em
comurn. Nestes casos hd necessidade de modelar a dependéncia entre as ohservacdes de
wm grupo de individuos, pois usualmente os tempos de ocorréncia do evento em dife-
rentes individuos, no mesmo grupo, ndo serdo independentes. A falta de independéncia
pode ser devida a caracteristicas observiveis. No entanto, é possivel discutir se alguma
dependéncia intra-grupos ainda permanece, mesmo depois de incorporar as covaridveis
observadas. Note-se que qualquer tempo agrupado, ou até todos, podem estar cen-
surados, tornando a estirnacdo mals complexa. Diferentemente da estrutura de eventos
repetidos eshocada na Secdo 1.2.2 , no & possivel adotar o principio da condicionalidade
seqiiencial.
A existéncia de observagGes multivariadas por causa dos agrupamentos de individuos
incorpora questoes complexas na eSpeciﬁca(;&o dos modelos de risco, mas por outro lado,

proporciona uma oportunidade de modelar os determinantes nao-observados do risco de
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uma maneira efetiva (Mare, 1994). Os modelos de risco de tempos pareados tornam
possivel a identificabilidade dag misturas resultantes de modelos de fragilidade, quando
08 tempos estio associados entre 51 devido a uma dependencia comum com a fragilidade

que é compartithada pelo par de individuos {Qakes, 1989).

3.1 Conceitos Basicos

Seja Ty; {(i=1,2,....n)(j=1,2,...,m) uma varidvel aleatdria continua ¢ ndo-
negativa que represente o tempo de ocorréncia do evento no individuo 7 do grupo j.
Suponha-se primeiramente que n = 2, e que 08 modelos ndo admitem covaridveis. Como
o8 resultados probabilisticos podem ser estudados para um uUnico grupo o indice 7 ¢é
omitido, daqui em diante, sempre gque possivel.

Relacionados com a distribuigdo conjunta de T3 e T estdo:
a} a funcio de distribuicio conjunta

F it =PI <1, Ty € 1) ;

b} para os pontos em que F'{£;,%s) for diferencidvel, a densidade conjunta

| P <TiSt+ALL<Ty<th+AY) &
Fit ) = A%El{) A2 - Ot8t

F(tl-}t'z) :

¢} a fongédo de sobrevivéncia conjunta
20 (e ]
St ts) =PIy >4, >ty) = f / flu,v)dudy ,
ty ia
com funcoes de sobrevivéncia marginais dadas por

Sl (tl) = P(TI > tl) - S(tlﬁo)
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Sg (tg) = 2 (T‘g =3 1‘(‘2) =5 (O. f?_) ,

e se T e T) forem independentes, tem-se que
Sty ty) = 51 (1) S (te)

d) a funcéo de risco conjunta

Plt, <T, <t fby <Th <t > £, Ty > b
A(tl’t‘z):g%{% h<Tigcti+A zwgtz_ z—I"AiITl_thZ_“gz)}

com fungdo de risco marginal, para ¢ = 1,2, dada por

. PE<Ti <L+ AHT, > )
= lim ;
Abenf) Af

A; ()

e pode-se também definir fimgoes de risco condicionais de 7 dado 7)) como

A{tl[Tzﬂtz)mgjﬁlo (1_.._ 1 - 1"‘}“;[ 1~ IJTZ Z)

A(tlJT22t2)Z£ZEO (1_ 1> 1+§t] 12> 1,29 2 3)}

que denotam o risco para o individuo 1 dade que o outro néo sobreviveu a i, e dado

gue 0 outro sobreviveu a fy, respectivamente.

Crowder et al. {1990} apresentam vérias distribuicfes para tempos pareados como,
por exemplo, as distribui¢des exponenciais bivariadas para 7 e Ty, sugeridas por Gumbel

(1960) citado por Crowder et al. {1990).
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3.2 Um Modelo de Fragilidade Compartilthada

Uma maneira de modelar uma funcéo de sobrevivéncia conjunta ¢ assunir a existén-
¢ia de uma fragilidade Z comum a0 par, tal que dado Z = z, 7 e T} sejam independentes.

Assume-se entdo que

Y (tl, tQEZ) = 51 (t-;‘z) Sg (fg]z) . (31)

em que as funcoes de sobrevivéncia em (3.1} sdo condicionadas a Z = 2. Conforme o
contexte, Z pode representar urna quantidade nao-observada e especifica do par, algo que
seja comum aos dois individuos pareados, ¢ que possa explicar a falta de independéncia
entre o8 tempos pareados de ocorréncia do evento. Portanto, a fragilidade compartilhada
Z refere-se a pares de individuos e ndo a individuos isolados.

Nos modelos de fragilidade em (3.1}, supSe-se que a fragilidade compartilhada atua

multiplicativamente sobre a fungdo de risco marginal condicionada, tanto que
Ai (35‘2) = A[h’ (tz) &,

em que Ay {#;) é o risco padrio do individuo i (i = 1,2). E, como no caso univariado,

estao associados a A; (£]z)

a} o riseo marginal condicionado acumulado
i
Ac(td?) = [ (ulz) du = 2 (1)

comn Ag; (£:) = [y Aes (2) du

b} a fungdo de sobrevivéncia marginal condicionada
S (8:]2) = exp[—As (tif2)] = exp [—2Ap ()] = S (1) (3.2)
com Sg; {¥;) = exp [—Av; {5:)]
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Sob o modelo de fragilidade compartilhbada, a fungio de sebrevivéncia conjunta condi-

cional de Ty ¢ Ty dado Z = z, é entdo, de (3.1) e (3.2), dada por
S{ty, ty|z) = exp {—z[Aa (1)) + A2 (B)]} .

Se Z tem funcgo de distribuicdo G (z) nio-negativa, entdo a funcdo de sobrevivéncia

conjunta nao-condicionada é dada, pela teoria de misturas de distribuigdes, por

S(ty,t2) = /;S(fhtzlz)d@(z)“—“~]Omf“xp{“z[f\m(t1)+-f\02(f:z}l}dg(3)
= L{Ao1 (t1) + Ane () , (3.3)

em que a ultima expressio € a transformada de Laplace para G {z) calculada no ponto
g = Agy (1) + Age {f2). Assim, para a estimaglo efetiva deste modelo é necessdria alguma

suposicio acerca da forma de Ag; {£;), (i = 1,2) e da distribuiciio de Z.

3.2.1 Identificabilidade com Modelos de Fragilidade Comparti-
lthada

Qakes {1989) tem mostrado que as misturas para dados pareados com fragilidade
compartilhada séio identificdveis. A prova de Qakes faz inicialmente uma referéncia as dis-
tribuicoes arquimedianas que tém a seguinte forma geral para a fungdo de sobrevivéncia
bivariada

St ta) = plg(Si (8)) +q(S2 (B2))] (3.4)

em que p{s) é qualquer funclo decrescente nio-negativa com p(0) = 1 e com segunda
derivada ndo-negativa, e g {r) é a funciio inversa de p (s).
Pode ser visto facilmente que as distribuiigées bivariadas geradas por modelos de

fragilidade compartilhada sdo uma subclasse das distribuigoes arquimedianas. (Quando
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p(s) = L{s), (3.3) é equivalente a (3.4) desde que para i = 1,2

Pl (#)) = [ exp 200 (8] 4G (2) = [ 5, (612046 (2) = . (1)

e por inversao, implica que
{3 (t:)) = qlp(Ao: (#:))] = Aoi {t:)

A demonstracdo de Oakes estd baseada numa fungio introduzida por Clayton (1978)

dada por
.)\ (t'[ FTQ = 152)

Bt ta) = AT > t) 7

(3.5)

que & uma razdo entre dois riscos condicionais de 77 dado 7%, sendo nma razao do tipo
produto cruzado. |

Denote-se t = (#3,12). Para distribuigbes arquimedianas, a prova de Qakes mostra
primeiramente que R (t) depende de t somente por meio de S (t), por uma fungdo R* {r)
com 1 = S {t}, isto &

R(t) = R* (S (t)) . (3.6)

A segunda parte da prova de Qakes demonstra que a reciproca desse primeiro resultado
também é verdadeira, ou seja, se a razdo /2 (t) pode ser reescrita como B* (S (t)), entdo o
vetor aleatdrio {7y, 75 ) tem distribuigao arquimediana. Note-se que nem toda distribuicio
arquimediana leva a umn modelo de fragilidade compartilhada. Qakes {1989) mostra que
a fung¢io R* (v) determina p {s) unicameunte, exceto por um pardmetro de escala.

Uma implicacdo pritica dos resultados da prova de Qakes ¢ que nos modelos de fra-
gilidade compartilhada as misturas sio identificadas e podem ser testados porque tém
conseqiiéneias observiveis, on seja, a transformada de Laplace, denotada por p(s) em
Oakes {1989), pode ser determinada em termos de R {t), que ¢ uma razfo de riscos

observaveis.
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Prova de Oakes Uma maneira de verificar {3.8) € expressar {3.5) como funcio somente
de ¢ (r) ja que r = S {t). Pode-se mostrar que

D DyS ()] S (1)
[DWS ()] D25 ()]

R(t) = 3.7

em que Dy = —0/d¢; (i =1,2) {ver Proposi¢ao 5 do Anexo A). Note-se que por (3.7},
R {t) é uma fungio de t mas ndo é, claramente, uma funcdo composta de 5 {t).
Para reescrever R (1) em funciio de g (r), primeiramente obtém-se R {t) em fungdo de

p(s). Fazendo s = q (5 (£1)) + q (83 (fy)), teme-se de (3.4) que
5(t) =p(s) (3.8)

e pela regra da cadeia de derivadas de fungGes compostas, tern-se que a derivada de (3.8)

emn relagdo a f; € dada por

5{5“) = 5P (5) =1 (s) ¢(Si (1)) Si (k)

¢ portanto {3.7) resulta em
R = 1) = D (5.9)

e que s = ¢ {5 (t)), por inversio de {3.8).
Para obter a formula explicita de R*{r), deve-se lembrar que quando r = S{t} ¢

s =g (S (t1)) + g (S2{t2)), tern-se de (3.8} que
r=p(s) . (3.10)
A equacio (3.10) implica, por inversao, que
qiry=qlp(s)) =s .
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E necessdrio também desenvolver a segunda derivada de q {r) dada por

S P e ) d )
P (g 0] Y @F

PRACINN 40N (311)

¢y )

De {3.10} e (3.11) tem-se que (3.9) resulta em

R(t) =R (r) = f;’:}g) ? (3.12)

em que r = S (t).
Para demonstrar a umicidade na determinacio da funcdo p(s), a prova de Oakes
utiliza a funcéo g (r). Isolando g (r) em (3.12) tem-se, em termos de R* (r}, uma férmula

implicita apresentada por Qakes (1989) como

g (1) = /: exp {f:—& i (U)dm} du. (3.13)

(4

A funcdo p(s) é determinada unicamente exceto por uma mudanca de escala em
s e sua fungio inversa é determinada em termos de R* (v} por (3.13), 2 menos de uma
constante multiplicativa especificada por £ > (1. A constante x apresenta-se simplesmente
como um irrelevante fator de escala dentro da funcdo p (u).

Para seremn feitos malores progressos com relagio as propriedades dos modelos de

fragilidade compartithada, € niecessdrio especificar a distribuigao de 7.

3.2.2 Distribuigoes de Fragilidade Compartilhada
Fragilidade Gama

Suponha que a fragilidade compartilhada Z tenha wma distribui¢go gama com

pardmetros 7 e v. Entao a transformada de Laplace para a distribuigio de £ no ponto
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8, é dada por

L) = L, z S]” . (3.14)

Sen=v=1/c% (!} entdo
: 2 173
L{s) = {1 —{—G"’S} .

E por {3.3) tem-se que

I

S (6) = [1+ 0" [Aos (b2) + Az (£2)]]

Seguindo a notacdo de (akes tem-se que

entao, por inversag,
1, 2
g(r) == (" 1) .

62

As duas primeiras derivadas de g (r) sdo, respectivamente

{I, (7) o= _?..—(1.4.62)

o

&)= (140 ).

Substituindo-as em (3.12) chega-se a

R (r)y=1+067, (3.15)

'Elsta restricho sobre os pardmetros da distribuigio gama implice que E{Z) = 1 ¢ Var (Z) = v~
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resultando finalmente em
R{t)=1+0,

O resultado em (3.15) proporciona urna nova interpretacio para o2 (%), Uma varidncia
ignal & o2 significa que se o individuo 2 do par ndo sobrevivea a ¢, o risco para o individuo
1 deveria ser {1000?) % maior que o risco para o mesmo individuo 1 se o outro membro
do par sobrevivesse a ¢,

No entanto, a principal conseqgiiéncia de (3.15) é que o modelo de fragilidade compar-
tilhada gama produz uma mistura identificdvel porque implica que R (t}, uma razio de
doig riscos estimdveis, ¢ constante no tempo.

E finalmente, de (3.4) tem-se que a fungao de sobrevivéncia conjunta néo-condicio-

nada, em funcgio das marginais, é dada por

i
-

—rd " -t
S(t) =[5 (t)" + S ()™ —1]
e portanto, dadas as funcdes de sobrevivéncia marginais nao-condicionadas e a vanancia

da fragilidade gama, obtém-se a distribuiggo arquimediana pasa o vetor aleatdrio (1, T3).

Fragilidade Gaussiana Inversa

Se Z tem distribuicko ganssiana inversa com parametros 7 ¢ v, entao a transformada

de Laplace para Z no ponto s ¢ dada por

L(s) = exp {“\/@ - x/‘i—ﬂ—m} ; (3.16)

Inicialmente, 0 foi interpreiado como o valor da variancia da fragilidade compartithada.
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@ para 1 = ¥ = ("), a equaciio {3.16) torna-se

202

£(s) = exp |- (ViTaots 1)) .

a2

Entio, de (3.3}, a fungdo de sobrevivéncia ndo-condicionada é

1 -
S(t) = exp {_53 (\/1 + 202 [Agy (1) + Aca (2)] — ;)} .
Seguindo a notagho de Oakes tem-se que
L£{(s) = p{s) = exp [w;l—,j (\/ 1+ 20%s — l)] ;

entao, por inversao,
o? 2
g(r)= ?logr (logr — ;5) .

As duas primeiras derivadas de ¢ (r) s@o, respectivamente

e 1
! PR S
q ()=~ [og‘r 02}

g {r} = (g)z (1 —logr + :T%) .

Substituindo-as em {3.12) tem-se que

-1
R"‘(r)mlJr(;%mlog?”) ,

resultando finalmente em

R(t) =1+ (;’g - IogS(t))ﬁl . (3.17)

Esta restricio sobre os pardmetros da distribuigdo gaussina inversa implica que E{Z) = 1 ¢
Var (Z) = o*.
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Se o2 — 0, em (3.17), entdo R (t) — 1, indicando que T ¢ T} sé&o independentes {ver

item (b} do modelo de Clayton).

Modelo de Clayton

Clayton {1978} propos um modelo para tempos pareados continuos em que 0s dois

riscos condicionais de Ty dado T, sdo proporcionais, ou seja

. )k (tlsz = fg) .

Rit)= AT, > b))

. {3.18)

Em outras palavras, o risco de um individuo em qualquer tempo £ dado que o outro
nao sobreviven & algum tempo £, é ¢ vezes o 1i8co no mesmo tempo £, dado gue 0 oufro
sobreviveu a #y. Qualquer que seja £; 1, > 0, note-se que (3.18) resulta na mesma razio
de risco,

Usando & notagdo de QOakes, tem-se que
R {t)=¢;
ao ser substituido em (3.13) tem-se que
1 1—K o 1 1—& d?}
g (r) = / exp (/ —d’v) du = f eXp c/ | du
r i k& |2 u 1

- /: exp{cflog (1 — k) —logul} du

-k
a1 k)"/ —udu .

Desprezando o termo constante &, resulta que:

a) patac > 1



€, Por inversao,
i

1 iy
p{&_) B (1 +3) '

que é a transformada de Laplace em (3.14) quando = 5 e v = 1

b} para c= 1
a(r) = —logr
e, por inversao,

pls) =exp{—s} ,

que ¢ a tramsformada de Laplace para distribuicao degenerada no ponto 1. Por

{3.4), a fungdo de sobrevivéncia copjunta nac-condicionada, ¢ dada por
S{t) = 51 (11) Sz (t2)

&, portanto, ¢ = 1 implica que T e 7 580 independentes,

(s resultados de Qakes mostram que o modelo de Clayton é equivalente ao modelo de

fragilidade compartilhada, em que a fragilidade tem distribuigio gama com parfimetros

1
g1

7= ey =1, caso ¢ > 1; e também é eguivalente quando a fragilidade tem distribuicio
degenerada no ponto 1, no caso em que ¢ = 1. Segundo Qakes (1989), quando 0 < ¢ < 1,
o modelo de Clayton resulta em uma distribuigio que determina uma associacio negativa

entre Tl & Tg.

Oakes (1989) propde outras distribnigdes possiveis para a fragilidade compartilhada.

3.3 Extensoes Multivariadas

Os conceitos basicos da Seciio 3.1 podem ser estendidos facilinente para mais do que
dois tempos pareados de ocorréncia do evento (ver Crowder et al., 1990). Em geral, em

estudos com tempos agrupados, ¢ interessante considerar que a iimgao de sobrevivéncia
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dada s fragilidade compartilhada é o produto das marginais condicionadas também 3
fragilidade compartilhada.

Seja wm conjunto de dados agrupados em que, para o individuo 7 em wm determinado
grupo j, t; é o tempo observado, §; é o indicador de censura e x;; ¢ o vetor de valores
de p covariaveis (i =1,2,...,n){F=1,2,...,m).

Sejam t; = (ti5,t95,...,8nj) € X5 = (X1, Xaj,...Xn;) O vetor dos tempos de ocor-
réncias do evento e a matriz de covariaveis do grupo j, respectivamente. A funcio de
sobrevivéncia condicionada para um determinado grupo (neste caso, omite-se o fndice 5)

& definida como
S(ﬂx: Z) - P(Tl = tl:T2 2t ... :Tn 2 t?z[x;z) 3

em que as covaridveis do grupo sao independentes da fragilidade compartilhada pelo
grupo. Assumindo que os n tempos de ocorréncia do grupo, 74,73 ..., T, sejam inde-

pendentes dado x; e z, tem-se que
S {tlx, z) = [[ Si (tilxs, z) .
i=1

Pelo modelo de fragilidade compartilhada, as marginais condicionadas do risco satis-
fazem

/\i(tilxiaz) m)‘{}i (t'.’.'[xé)z 1 7= 1321'--:”

e os efeitos das covaridveis no risco padrio Ag; (4;]x;) podem, por vezes, seguir um modelo
de riscos proporcionails

Aoi (Ei%:) = A (ti) exp (B'%i)

em que A% (£} é win novo risco padrdo que depende somente de &; (i = 1,2,... ,n). Adi-

cionalmente, assurne-se que Z tenba uma fungéo de distribuigdo G {z), e entéo a fungio
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de sobrevivéncia ndo-condicionada €, pela teoria de mistura de distribuigdes, dada por

S (tx) = /: f]_;s;- (tdxi, 2)dG (2)

e pela relacao entre funcao de sobrevivéncia e de risco

S(thx) = fgmfgexp[mzzkm(ti]xi)]d@(z)

i

f: =P [‘“zgﬁﬂi (fﬁlxé)} dG (z) , (3.19)

ere que A (t)x:) = Jo* Aos (ulx) du, (1,2,...,n).
A equagdo em (3.19) pode ser encontrada usando-se a transformada de Laplace para
a distribuigdo de Z no ponto

5= A (tilx)
i=1

Por exemplo, para a fragilidade gama com pardmetros ignais a 1/0%, tem-se que a
funcdo de sobrevivéncia conjunta nio-condicionada é dada por
n 3
S{tjx) = [1 +o* Z Ag (E:1%:)
i=1
Oakes {1989) comenta que suas consideragtes sobre identificabilidade com modelos de
fragilidade compartithada podem ser estendidas para problemas envolvendo covaridveis
e distribuigtes multivariadas. Guo (1993} generaliza a caracterizacio de Clayton para o
caso maultivariado quando for assumida uma distribui¢o gama para a fragilidade com-
partithada e Hoougard {1986) propoe uma distribuicdio estével positiva para a fragilidade
compartithada. Porém, as generalizagoes de Guo e de Hoougard néo consideram a porcio
da fragilidade compartilhada que depende das covarigveis observadas, Para estabelecer
resultados mais precisos, a distribuicdo condicionada G (z{x) deveria sabstituir G (2),
quando a independéncia entre a fragilidade compartilhada e as covaridveis nio pode ser

satisfeita.
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(Quando os tempos T3 ¢ Tj slio discretos, a conexd@o exata com as distribuicdes arqui-
medianas se perde. Mesmo considerando nma versao discreta para 2 ({t), ndo é possivel
estabelecer uma correspondéncia entre os modelos de fragilidade compartilhada e riscos
pareados discretos. Portanto, a prova de Oakes ndo pode ser generalizada para 0 caso
discreto. No entanto, Mare (1994) propds uma abordagem baseada num modelo logito
para individuos pareados que é adaptado para a estrutura particudar de dados categdricos
da, histéria de eventos, permitindo o controle da heterogeneidade ndo-observada comum

ao par de observacdes, e que é uma generalizagao direta dos modelos log-lineares.
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Capitulo 4

Um Modelo Logito para Dados

Categoricos da Historia de Eventos

Em certos estudos da histdria de eventos, o tempo de ocorréncia do evento é medido
por uma progressao discreta, em que em cada estagio os individuos estio sujeitos ao risco
de desistir, como a frajetdria de uma pessoa em sucessivos estdgios escola_:res, gue pode
ger descrita, por exemplo, em 4 etapas: nenhum grau de instrucio completo, 12 grau
completo, 22 grau incompleto, pelo menos o 22 grau completo. Neste caso, a escolaridade
& categorizada em 4 niveis sucessivos: menos de 8, exatamente 8, de 9 a 10, e 11 ou mais
anos completos de estudo. A passagem de wmn nivel para outro define-se por #runsicdo.
Entdo, se um determinado individuo completou 9 anos de estudo, significa que ele passou
pela 12 e 22 transigbes, mas néo passou pela 32 transi¢io (concluiu o 1% grau e ingressou no
22 grau, porém ndo concluin o 22 grau). Os dados de mortalidade fetal ¢ infantil em que a
progressan dos individuos depende das transicoes feitas nos diferentes estdgios sucessivos
de sobrevivéndia desde a concepcio, passando pelo periodo perinatal, até o periodo pds-
neonatal, 530 tarubém exemplos de tempos categoricos de ocorréncia do evento. Mare
{1994} inclue ontros exemplos como a trajetoria de mulheres em sucessivos partos, a
mobilidade de pessoas em organizagOes hierarquicas como o servigo militar, e o progresso

de casos criminais desde a priséo, passando por acusacao, julgamento, condenacio, até a
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sentenca (Mare, 1994).

Suporiha que exista interesse em estimar o efeito das covaridveis sobre a probabili-
dade do individuo néo fazer uma deterinada fransicdo, dado que completou todas as
transigoes anteriores. Uma varidvel dummy X, € incorporada ao modelo logito para re-
presentar a covaridvel, ou seja, Xy € vm vetor ((p — 1) X 1) de varidveis dicotdmicas X,
que assurnem o valor 1 se o individuo ¢ nao passa pela transicao t e pertence & categoria
E4+1e0, caso contrdrio (k=1,2,...,p—1)(t=1,2,... N} (i=1,2,...,n). Segundo
o exemplo i citado das fransi¢bes escolares, se um determinado individuo 4 completou
9 anos de estudo entdo Yi; = Yo = 0 e Yy = 1. Uma sucessao de transi¢des, represen-
tada por Yy, Yo, ..., Y, permite a adocio do prineipio de condicionalidade seqfiencial
para eventos repetidos {ver Segdo 1.2.2). Para estimar os efeitos das covaridveis pode-se

aplicar a condicionalidade seqiiencial em um modelo logito como
H{Yu=UYi=Yu=...=Y0; =0, Xy = %) = Bor + FixXu (4.1}

em que [ (-} é a transformagio logito (ver Secio 1.2.2), B, é o vetor (p x 1) de parimetros
desconhecidos representando o efeito das categorias da covaridvel sobre o logito de nio
fazer a tramsicdo t dado gue as transicoes anteriores foram feitas e fy € o intercepto
{escalar) do modelo que denota o logito de ndo fazer a transicéo t dado que as transicdes
snteriores foram feitas, guando Xy for um vetor nulo. Admite-se que Yy = 0. Sob (4.1),
os vetores Xy, e 3, podem depender de t.

Mare {1994) propés métodos para estimar (4.1) com covaridveis categoricas. Este
método de estitnacio alternativo para analisar tempos categdricos de ocorréneia do evento
de um tinjco individuo pode ser generalizado diretamente para o caso de individuos
pareados, produzindo estimativas equivalentes aquelas provenientes de métodos conven-
cionais. Para observacoes pareadas de tempos cafegdricos de ocorréncia, o modelo logito
pode considerar a heterogeneidade néo-observada quando esta abrange caracteristicas
compartilhadas pelo par de individuos, proporcionando uma identificabilidade das mis-

turas provenientes de modelos com heterogeneidade nao-observada sem fortes suposiges

31



restritivas acerca dos pardmeiros da distribuigdo da heterogencidade nao-observada.

Por definicfo, transicies podem ser observadas somente até o individuo desistir. Isto
é, se Yy = 1 entdo Yii1,, ..., Ywn: ndo podem ser observados. Mesmo assim, & 1itil
considerar a distribuico conjunta hipotética de Yy, Y, .. ., Y, Incluindo os resultados
que nao sao observados. No caso de individuos pareados, esta abordagem proporcionard
um meio eficaz para levar em conta os fatores nao-observados que influenciam os tempos
pareados.

O método de estimacio ests baseado na transformagao de uma distribuigao do tempo
de ocorréncia e uma distribuigfio conjunta de transigoes. Como uma distribuigio con-
junta de transicGes é observada somente parcialmente, neste seutido, a abordagem ado-
tada é um caso especial da estrutura de Haberman (1988) para andlise de tabelas de
contingéncia observadas parcialmente. Este tipo de abordagem ¢é discutido a seguir, para

individuos isolados, ¢ posteriormente generalizado para dados pareados.

4.1 Relacao entre Tabelas de Contingéncia Obser-
vadas e Parcialmente Observadas

0 método de estimacio focaliza a distribuigao conjunta de Yy, o indicador pars
transicio t no individuo 7 {t = 1,2} (¢ =1,2...,n}.
A probabilidade de falha, isto €, a probabilidade de “sofrer” o evento em uma deter-

minada categoria de tempo, pode ser expressada em termos:
a} dos pardmetros do modelo em {4.1};

b} das probabilidades de fazer vma determinada transicao, que provém da parte obser-
vada da distribuicio conjunta hipotética de ¥y; e Y5, (i = 1,2, ..., n}). Dadas estas
probabilidades, pode-se escrever a fungdo de verossimilhanga do modelo logito ¢

estitnar os pardmetros em (4.1) pelo método MV (ver Secido 1.2.2).

82



Para formar a conexdo entre a probabilidade de falha e a probabilidade de transicio
usando uma estrutura minima de dados, pode-se restringir aos casos em que somente as
duas primeiras transigdes sfo de interesse, isto &, IV = 2 e as covaridvels estao fixadas no

tempo, tanto que Xy; = Xg= X,. Entdo (4.1) resulta em duas equaces

(Y = UXy = x3) = Fo + Bix {4.2)
e
1(Yg = 1Yy = 0, X, = ;) = Fop + F%; (4.3)
Definam-se
Ac=oxp (B + Bix) t=1,2 (4.4)
&
D= (14 Ay) (1 + Ag) , (4.5)

em que Gy e 3, sdo os pardmetros em (4.1}, O indice ¢ fol suprimido de (4.4) e (4.5) e

esta prética serd seguida adiante, sempre que possivel.

Com a simplificagdo de (4.1) em (4.2} ¢ (4.3) ¢ as defini¢des em (4.4) e (4.5}, pode-se
mostrar (ver Proposiciio 6 do Anexo A} que a probabilidade de wm determinado individuo
desistir em fazer a primeira transi¢do é dada por

A _éi+Az.A2
1+4, D D

Py, =ix) = (4.6}
e a probabilidade de desistir em fazer a segunda transicao, dado que passou pela primneira

&

14 4y 7

P (Vs = 1]Y] = 0,x) =

Pela definiciio de probabilidade condicional e de evento complementar, & probabilidade
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de um individuo fazer a 12 transi¢io e ndo fazer a 22 &

PYi=0Y=1x)= PV =0x) P(Ys =¥, =0,x) = %3 . (4.7}
De forma andloga, a probabilidade do individuo fazer as duas transicdes é
P(Y,=0,Y; = 0lx) = P(Y; = 0fx) P (% = 0[V; = 0,%) = é— . (4.8)

As equacdes (4.6) a (4.8) formam a distribui¢iio conjunta de probabilidades dos re-
sultados possiveis de Y7 e ¥, e podemn ser combinadas para formar a funciio de verossi-

milhanga para o modelo em (4.1} dada por

L@) = [][Pu=1x)" P (Y =0,¥y = 1jx;) 0%

i=]

P (le =0, Y = Oim)(I—Yie)(l*Yai}} i (49)

em que 8 = (Fu1, Pos, B4, B,). Note-se que (4.9) pode ser eserito na forma dos parimetros

Goe € By, usando as definicdes de A1, 4y e D e que esta expressio de verossimilhanca
& equivalente & funcdo de verossimithanca do modelo logito para riscos discretos (ver
Allison, 1982).

As trés probabilidades em (4.6), (4.7} e (4.8) correspondem aos trés resultados possi-
veis de ocorréncia do evento {ver tabela observada no Quadro 4.1).

E as equacoes (4.7} e (4.8) correspondem as partes observadas da distribuigio conjunta
das varidveis V) e Y5 como Hustra a tabela expandida no Quadro 4.1.

O valor de Y, ¢ observado em todos os individuos, mas Y5 é observado somente em
individuos com Y] = 0. O Quadro 4.1 mostra o mapeamento das caselas da tabela ob-
servada dos resultados possiveis de ocorréncia do evento para as caselas de wma tabela
da distribuigio conjunta de V) e Yy, observada parcialmente. 580 as probabilidades em
{4.6) até {4.8) que constroem este mapeamento. Cada umn dos dois termos do lado direito

da equagio (4.6} correspondemn a um dos regultados [Yi = 1,¥a =1 ou [Y; = 1, ¥, = (]
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QUADRO 4.1 - MAPEAMENTO DA TABELA EXPANDIDA DE TRANSICOES PARA
INDIVIDUQS ISOLADOS

Tabela Observada da Distribuigo de Fregiiéncias dos
Resultados Possiveisde ¥, e Is |, dado X

Resultados Y,=1 Y1=0Y%=1 ¥ = O,Yz ={j

Freqiéncias i b c

Tabela Expandida da Distribuiciio Conjunta Tabela Expandida da Distribui¢do Conjunta

de Freqiéncias de ¥y ¢ 15 , dado X de Probabilidades de ¥, ¢ ¥; , dado X
YI Yz Y i Y 2
i 0 1 0
{ a, a 1 Ay 4
D D
0 b ¢ 0 A 1
D D

Nota: gy + ity =@

que, por definicio, ndo podem ser observados. Assim a casela [Y; = 1] da distribuicio
de freqiiéncias dos resultados possiveis é mapeada para duas caselas da distribui¢do con-
junta de freqiiéncias das transigoes. Poder-se-ia pensar ent3o gue a probabilidade de um
individuo ndo fazer a 12 transicio ¢ também ndo fazer a 22 transicdo, se ele estivesse em

risco na 2% fransicio, seja dada por

A4
P =13 = 1jx) = 212

e que a probabilidade de vm individuo ndo fazer a 1* transicio e fazer a 2* fransicdo, se
ele estivesse em risco na 22 transi¢do, seja dada por

A

PY)=1Y,=0x)= 5 -



4.2 Estimacao do Modelo Logito para Individuos Iso-
lados

Os modelos propostos por Mare (1994) séo uma variante dos modelos de classes
latentes para dados categdricos (ver Secdo 4.3.1). Haberman {1988) apresenta os mo-
delos de classes latentes dentro do comtexto geral da andlise log-linear de tabelas de
contingéncia observadas parcialmente. O modelo log-linear para a tabela expandida do

Quadro 4.1 pode ser escrito como

p
log P (Yy; =y, Yoi =y, Ki = %) =  pio+ pords + poos + i 3 faxin
k=1

B
Yo Y Mok Y Prlin (4.10)
k=1 P}

B
em que P{-} é a probabilidade do individuo ¢ perfencer a uma dada casela da tabela de
contingéncia de Yy, Yo e X, comyp = 0,1 t = 1,2 ¢4 = 1,2,...,7{. Os par@metros

do modelo sao denotados por ifs e 2y indica o valor da covaridvel k para o individuo ¢

{(k=1,2,...,p).

Os pardmetros em {4.10) sdo de fato ignais aos parimetros em (4.2) e (4.3) (ver
A1 A}AQ }12 1

D p D¢ equacoes
(4.8} a {4.8) definem v modelo log-linear para tabelas de contingéneia observadas par-

Proposigdo 7 do Apéndice A}. Portanto, os termos

cialmente com duas dimensoes observadas, X; e Y};, ¢ uma dimensao observada parcial-
mente, Ya; e, assim, o modelo logito simplificado em (4.2) e (4.3) para dados categdricos
da histéria de eventos € equivalente ao modelo log-linear para uma tabela de contingéncia
observada parcialimente com dimenstes Yy, Yy e X, tanto que a equagfo (4.9) corres-
ponde & funcio de log-verossimilhanga para o modelo log-linear em {4.10) *.

O Quadro 4.2 apresenta as linhas da maitriz de delineamento do modelo log-linear

LA funcgéo de verossimilhanca do modelo log-linesr é equivalente ao modelo logito em (4.1}, exceto
que o primeiro inclue um fator para os pardmetros da distribuicdo marginal de x;. Esses pardmetros
540 considerados parametros de perturbagio no modelo logito e ndo aletam as estimativas dos outros
pardmetros (Mare, 1994).
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QUADRO 4.2 - MATRIZ DE DELINEAMENTO DO MODELO
LOG-LINEAR, DADO X, PARA A TABELA EXPANDIDA DO
QUADRO 3.1, COM SEUS CORREPONDENTES RESULTADOS
OBSERVADOS DE ¥, E Yy,

Patmeros By A B B

Varidveis Yip Yy NaXip Yoy
Matriz de Resultados
Delincamento Ohbservados

em (4.10) para um determinado nivel de X; e os corrrespondentes resultados observa-
dos. Cada linha da matriz de delineamento no Quadro 4.2 corresponde a uma casela
da tabela expandida no Quadro 4.1. As primeiras guatro colunas da matriz de delinea-
mento denotam os pardmetros do modelo logito simplificado em (4.2} e {4.3). A quinta
e sexta colunas apresentam os resultados observados de Vi; e Yo, Dada esta matriz de
delineamento no Quadro 4.2 e o mapeamento representado no Quadro 4.1, as estima-
tivas de méxima verossimilhanga dos pardmetros do modelo logito podem ser obtidas
por intermédio do programa DNEWTON, que usa um algoritmo de Newton-Raphson

modificado (ver Anexo B).

Fungao de Verossimilihanga Geral

Na seciio anterior discutiv-se um modejo para distribiicoes de tempos de ocorréncia
com duas fransi¢es e nenhuma censura a priori na categoria final de tramsigdo, mas
a abordagem apresentada por Mare {1984) pode ser generalizada para aplicaches com
distribuigoes que incluem qualquer ntimero de fransigoes e que admitem censura na Gitima
categoria de fransicio.

A metodologia geral tem a mesma consfrugdo do caso simples, isto €:

a) expressar as probabilidades das caselas da tabela de contigéncia observada da dis-
tribuicio dos tempos de ocorréncia do evento, em termos dos parametros do modelo

logito em (4.1},
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b) mapear as probabilidades das caselas da tabela de contingéneia do item (8) em
uma tabela de contingéneia observada parcialmente da distribuicdo conjunta de

transicoes.

A partir do modelo Iogito em (4.1), define-se

Ay = exp (ﬁﬁt + ﬁ:xti)

comt=12 ... Nes=12...,n
Entao, a probabilidade das caselas para individuos que desistermn de fazer a transicio

t {casos nao-censurados) &

P(Ylé =Yy=...= Y;—l,i = OaY‘;i = 1|th‘)

E a probabilidade das caselas para censura pa transigio t €

N
t 1 H (1 + Asi)
P(}fh o '}’21 -, == Y;:i e {}[xﬁ) e H 1 ” 4 : — L S D ; (412)

a=1

em gue censura em t significa que se desconhece o valor de Yy, ..

Juntas, as equacdes {4.11) e (4.12) podem ser usadas para construir a funcio de
verossimithancs a fim de estimar o modelo logito em {4.1), tanto quanto o modelo log-
linear em (4.10) para uma tabela de contingéncia parcialmente observada.

A principio, a andlise do modelo logito pode ser estendida para incorporar hetero-
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geneidade nic-observada, incluindo os termos que representem a fragilidade do individuo
em (4.1). Mas, na pratica, como discutido no Capitulo 2, a identificabilidade de misturas
resultantes do modelo logito para individuos isolados é problemidtica, por causa das fortes
suposigoes requeridas. No entanto, Mare (1994) mostrou que para individuos pareados
o modelo de logito permite a identificabilidade da mistura e estimacdo dos modelos com

heterogeneidade nao-observada, sem fazer fortes suposicoes paramétricas.

4.3 Um Modelo Logito para Individuos Pareados

Considere agora os cagos em que a distribuicao dos tempos de ocorréneia do evento
é observada aos pares em intervalos de tempos, como por exemplo, o progresso de pares
de Irmfos em sucessivos niveis de escolaridade, a trajetoria de pares de irmas em partos
sucessivos, e a trajefdria de casais em sucessivos estdgios de sobrevivéncia, Mare {1994)
desenvolveu wm modelo logito para analisar dados pareados como nos exemplos citados
acima, que é uma extensdo direta do modelo logito em {4.1). Para especificar o modelo
para dados pareados € preciso interpretar e parametrizar a associagiao entre os tempos
pareados.

Igualmente como para distribui¢Oes conjuntas de quaisquer varidvels discretas, a es-
trubura de dependéncia pode ser interpretada de dois diferentes modos. Uma possivel
interpretacio & que a distribuicio conjunta surge da associacdo de dois tempos pareados,
que podem ser descritos ou inferidos porque uma fransicao realizada por um membro
do par pode afetar a probabilidade do outro membro fazer a transicio. Uma segunda
interpretacdao é que a distribuicdo conjunta dos tempos de ocorréncia surge da hetero-
genéidade compartilhada pelas observagdes pareadas, isto &, as caracteristicas observadas
e nao-observadas cormuns ao par de individuos explicariam a interdependéncia entre os
dois tempos. Na anslise desenvolvida por Mare (1994), assegura-se que observaces
pareadas provém wn meio Gtil e flexivel para considerar os efeitos da heterogeneidade

em nivel de par. Uma situagio muito diferente das restrigbes impostas para estimar
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modelos com heterogenidade em nivel individual. Nesta secio, a discussiio estd focali-
zada em como a heterogencidade compartithada em nivel de par controla distribuicdes
pareadas de tempos categdricos de ocorréncia de eventos.

Varios tipos de abordagens sao vidvels para representar a heterogeneidade ndo-obser-
vada em modelos de risco bivariado de tempo discreto. A abordagem de Mare assume
que a heterogeneidade nao-observada ¢ wwma varidvel dummy tendo wma distribuicio
misturadora discreta com um ndmero de categorias (classes latentes) determinado pelo
analista {ver, por exemplo, Heckman e Singer, 1982; Trussel e Richards, 1985). Outra
classe de modelos representa a heterogeneidade ndo-cbservada por meio de efeitos fixados
para cada par, que denota a “habilidade” do par em fazer transicOes sucessivas, Esta
ltima classe de modelos é andloga aos modelos de Rasch para analise de itens (Lindsay,
Clogg e Grego, 1991), em que os pardmetros para “individuo” e “iters” sdo representados
explicitamente. No conjunto de dados de interesse, transicoes tomariam o papel de itens
e 08 pares tomariam o papel de individuos. Mare {1994} inclue mais observagdes acerca
da aplicaciio de modelos de Rasch no contexto da andlise da historia de eventos.

Seja Xy; um vetor {py x 1} de pr covaridveis categdricas para o membro i do par § na
transicio t e seja Yy, uma varidvel dicotomica que ¢ igual a 1 se o i-ésirno individuo do par
1 desiste ns, transicio t &4 0, caso contréario {t=12,... . NM(E=12){j=1,2,...,m). Uma
varidvel durmmy W; é incorporada ao modelo logito para representar a heterogeneidade
nag-observada entre os pares, isto é, W; é um vetor {{g — 1) x 1} de varidveis dicotdmicas
Wi, que assumem o valor 1 se o par j pertence & classe latente r + 1 e 0, caso contririo
{r=1,2,...,qg—1). O wvalor de g ¢ determinado pelo analista, mas & limitado pela
quantidade de informacio na tabela de dados, para identificabilidade do modelo 2.

Um modelo logito para os efeitos das covaridveis dado por

HYy = WYy = Yo = o= Yoy = 0, Xy = Xy, Wi = w;) = o + B;th.j + ‘7;ng
(4.13)

20 numero de categorias para a heterogeneidade nao-observada ¢ igual a g. Quando W = @, significa
que o par § pertence A classe latente L.
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é definido para o individuo ¢ do par j, em que I{-) ¢ B3, ¢ definido como em {41}, v,; ¢
um vetor ({¢ — 1) X 1} de pardmetros desconhecidos que representa os efeitos das classes
latentes sobre o logito de ndo fazer a transicao t, dado que as transictes anteriores foram
feitas e gy é o mtercepto do modelo.

Em {4.13), 7y, varia entre os membros do par e entre as transicOes, mas na pratica esses
parametros sio tipicamente restritos, de acordo com as exigéncias para identificabilidade
do modelo logito * ou suposicoes substantivas acerca dos efeitos da heterogeneidade nao-
observada. Por exermplo, se 0s efeitos de W, ndo variam entre os membros do par nem
entre as transi¢des, entdo -y, = -y para todo t e 4. O mdmero de classes latentes é
Hmitado pelo niimero de categorias dos tempos de ocorréncia ¢ das transicGes que sdo
observadas, para garantir identificabilidade do modelo. Sob (4.13}, o vetor de covaridveis
Xyij pode depender da transicdo e variar entre obser'}faqées num par e entre payes. Os
efeitos das covaridvels, representados por 3, dependem da transicao mas, como no caso
de individuos pareados, esses parimetros podem ser restritos na pratica.

A suposicio chave nos modelos de classes latentes é a independéncia condicional, on
seja, as transicbes para os dois membros de um par sao independentes dentro de niveis

coruns de X;; e W, assim

emguei=12e7=12...,m(yy =01}
Portanto, assume-se que a heterogencidade observada e nao-observada em nivel de
par explica completamente a associago entre os terupos de ocorréncia do evento em um

par de individuos.

Mindsay, Clogg ¢ Grege (1991) apresentam algumas disposiges gerais sobre a identificabilidade de
modelos de classes latentes, mas para a sua aplicabilidade em tempos pareados, como os discutidos neste
capitnlo, & uecessdrio que mais estudos tedricos sejam feitos.
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4.3.1 Interpretacao das Tabelas de Contingéncia Observadas

Parcialmente para Individuos Pareados

Os parametros em (4.13) podem ser estimados pelo método de méxima verossimi-
lhanga. A fim de construir a fungao de verossimilhanca para o modelo em (4.13), é
necessirio especificar a relagao entre a distiibuigdo conjunta observada dos tempos de
ocorréncia do evento para os membros do par e os pardmetros do modelo. Esta relacio e
a funcao de verossimilhanca para o modelo sdo apresentadas a seguir, numa simplificacio
do modelo em {4.13), em que hé apenas duas transi¢des de interesse para cada individug
do par {N = 2}, a varidvel latente W; é escalar, tendo duas categorias representando a
hetersgeneidade ndo-observada no par j {g = 2} e hd algwmas restricbes nos parametros

do modelo. Esta simplificaciio em (4.13}, resulta em quatro equagdes:

{ ( _'11_?' - l;X} = X4, I’?} = -wj-) = ;‘f’?’{)]]_ +[3;Xj - Y, (4.15)
HYoy = 1Y = 0,X; = x5, W, = w;) = Bom + 9%, + 7w, (4.18)
Z(.Yizj - 1|XJ == Xj, Wj == ?Uj) = ;‘3{311 +}3’I_){j —}r“’“:(TUj (4.{7}
e
Yoy = Y2 = 0,X; = x5, Wy = ;) = o + B0x; 4y, (4.18)

em que as probabilidades das transicées obedecern & condicdo de independéncia e {4.14)
e cada equacio corresponde a uma trapsicio feita por um individuo do par 7,

( novo modelo simplificado assuine que os efeitos das covaridvels X, ndo variam
entre os membros do par, mas para cada membro do par j existe um dnico intercepto. A
heterogeneidacde ndo-observada é incorporada ao modelo por meio de umna Gnica varidvel
dicotdmice W), que assume o valor 1 se o par de individuos pertence & segunda classe
latenite e (0 se o par pertence a primeira classe latente.

Na auséncia de associacio entre os membros do par {dado x;), isto ¢, se v = (}, &

possivel estirnar os parfmetros de cada equacio em (4.15) até {4.18) usando os métodos
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apresentados para estimacao de tempos categoricos de ocorréncia do evento para in-
dividuos isolados oz 08 métodos padrdes para estimacio de modelos de risco univariado
para tempos discretos. Deve-se entao simplesmente considerar os m pares de observagdes
como 2m individuos independentes. Em geral, v 5 0 e métodos para o caso pareado sido
necessarios. Diferentemente do caso de individuos isolados, ndo é possivel particionar
distribuictes discretas de tempos pareados dentro de seqiiéneias de fransicoes condi-
cionalmente independentes. Contudo, pode-se estimar os pardmetros em (4.15) a {4.18),
usando uma generalizacdo direta da abordagem para andlise de tabelas de contingéncia
observadas parcialinente, desenvolvida nas Segoes 4.1 € 4.2 para individuos isolados.

Comio nos modelos para individuos isolados, o método consiste em construir uma dis-
tribuicdo conjunta hipotética das transicées para cada membro do par. Para individuos
isolados, esta distribui¢do hipotética ¢ uma classificacio cruzada dos resultados de cada
transicio, admitindo-se aqueles resultados em que individuos poderiam experimentar
cada transic&o, sem considerar se eles estivessem de fato em risco de transicdo. No caso
pareado, a distribui¢io hipotética prove esta classificacdo cruzada e cada membro do
par, mais a classificacio cruzada das transi¢oes dos dois membros do par. Por intermédio
dessa distribuicio hipotética, ilustrada no Quadro 4.3, é possivel considerar o compor-
tamento de cada individuo em cada transicio, sem considerar se o par dele estava em
risco na transigio em questdo, como também € possivel modelar a associagio entre os
dois membros do par.

() método requer que as probabilidades da distribui¢ao conjunta observada dos tempos
categbricos de ocorréncia do evento para cada nivel de X; e W, sejam expressas em
termos dos parimetros em {4.15) a (4.18}) e, fazendo assim, estabelecer um mapeamento
das caselas dessa distribuicio observada para as caselas de uma distribuicio conjunta
observada parcialroente de Yy, Yaiy, Yigs © Yog;.

Define-se, para t = 1,2, que

Ay = exp (Bon + Bex +yw)
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QUADRO 4.3 - MAPEAMENTO DA TABELA EXPANDIDA DE TRANSICGES DE INDIVIDUOS PAREADOS

Tabela Observada da Distribuico de Freqgiiéncias dos Resultados Possiveisde ¥y, oy, Fp L e ¥y, dado X e W

i

Resultados  ¥y=1 =1 Fi=1 Yp=0 =1 Y1=0.¥p=1 V=0, n=1 Y,=0. =0 ¥,=0, =0 ¥Yy=0 In=0
Fip= 1 Y= 0 =1 Fy=085p=0 F=1 V= 0,F=1 Y= 0,Fp=0 Y= 1 Vig=0.Fpp=1 V=0, ¥p=0
Freqiéncias g h ¢ ' d e f g A i

Tabela Expandida da Distribuigdo Conjunta de

Tabela Expandida da Distribuigio Conjunta de

Frequéncias de Vi, ¥y, Yz, e ¥y . dado X e I Probabilidades de ¥y, , ¥5y, Y2, e ¥py , dado X e W
Y]g .Y]_g
1 0 i 0
Yy Y3 as Yo ¥y Yy,
i 0 1 0 1 G 1 O
1 ! a; a by £y ] AA4BB  A4B | 445 A4,
0 az ay by o 1 D D D D
0 1 oy dy ¢ F 0 4,B,B, 48 AB A
0 2 @ h ; D 0 13 D
Nota: gy +ay+as Y ay=a, by + by = b e assim por diante para 1 Az B, B, 14231 AQBZ j_g_
todas as letras com indice 0 D D D D
0 5B, El_ ffz_ _E.m
D D D 0




Be = exp {Pog + Bix + vyw)

G

D={1+A4)1+4)0+B} {1+ By,

e que o indice 7 fol omitido e fy; e 3, sho os pardmetros em (4.15) a (4.18).

Dados x; e w;, as nove probabilidades para as correspondentes caselas da tabela
observada no (Quadro 4.3 podem ser obtidas usando um procedimento semethante ao
apresentado no caso de individuos isolados (ver Se¢de 4.1). A distribui¢do conjunta de

probabilidades dos resultados possiveis de Y15, Yary, Yig; € Yoy € formada por

_ 4B
P(Klwl*ﬁYl‘J_ﬂx!w) - 1+A11+B}
ABy  ABIBy  AiAB AAB B, )
Sy Ay s (419)
Ay 1 By
PYu=15LYe=0Yp=1xw) = == p i p
AIBQ AlA‘ZBE
= ; 4,
R (4.20)
P{Yy = 1Y=0Yy=0xw} = = : 1
(Yip = 1L,Y =0,Yn =0xw) = 14+ A4, 14+ By 1+ By
‘41 .(41}12 :
_ A , 4.21
DD (*+21)
. . 1 Ay By
PYu=0Yu=1Yp=1xw) = o m—rrrp
_ b . 2‘125132 } (4.22)

D D

1 A 1 By
1+A11+A2.[+811+Bg

P(Yy; =0, =1, Y5 =0, Y = 1x,mw}
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P (Yvil e {)v };I — 13 }fl? - 03 %2 = OIX! ’U}) ==

£ (YEI - O‘: Yoy = a, YEZ = IFX, ’LU) =

P(lel = ()3}’;21 ‘:07}/12 = {}1}/;32 = lix?w)

(}f“—vf}nl 0}"12“01’33-——{”)(’1[))

1

AQBQ

D (4.23)
1 Ag 1 1

J_“‘}“‘AI }_“’l"Azl“i“B; I—E—Bg

Ag

ﬁ ¥ (4.24)
1 1 B,

T+A41 1+ 414+ B

By BBy .

DTS (4.25)
1 1 i Bs

I4+A4 14+ 41+8B 1+ 8,

?_‘z_ 4,26

D ? ( * )
1 1 1 1

1+A 1+ A1 +B1+ B,

H _

S (4.27)

D

Essas equagtes poderm ser usadas para formar a funcao de verossimilhanga do modelo

logito. Denote-se a probabilidade do par j pertencer & classe latente v (r = 1,... ¢) por

Tgr, €I e 3.5 w5 = 1. Entdo, com a simplificagao de (4.13), a funcdo de verossimi-

fhanca ¢ dada por

L H {Zﬁvﬁ' [ YIIJ = Yigj = 1’)(:“ wj)yiij}’rz-j

Fu=1

AT AT O Y]
P (Vi = Yagy = 1, Yigy = Oy, wy) 011200

P (Y =1,V = Yoy = 0i|xj:'wj)Ynj{l*mﬂ{l_m"-}
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- _ _ e Y)Y Vg,
P (Vi =0,Yy; = Yigy = 1, )t 7700000
. . 1= ¥y a5 { b= Yyos i
Vi = Yigs = 0, Yay; = Yooy = Lz, )T 10d s (- ¥ia) Yoy

Yiy = Yigy = Yoz = 0, ¥y, = lij?wj)(luyi‘ij?U(l*Y’lgj}(lﬂ@zg}

{
(
(y}lj — 1’:21‘;' = {), wa}, — 1|ij .wj){31—'5"1:5}(1'“1’51;}}"12;
. (Yll;j = You; = Yiz; = 0, Yon; = ij?u}j.)(i“‘YlIj}{l_}’élj){l“}flzj}}l’éﬁj

P (Y, = Yai; = Yigg = Yoy = Ofx, ;)00 07 (-¥ia)0-Yay)] }:
e que 8 = (Gow, B Ve, Tie ) (3,7 = 1,2} (1 = 1,2,...,m).

A interpretacio das probabilidades em (4.19) a (4.27) é paralela aquela feita para
as equacoes (4.6) até (4.8) no caso de individuos isolados. Cada parcela do lado direito
de {4.19) até (4.27) corresponde a uma probabilidade da casela da tabela observada
parcialmente (para uma determinada categoria de X, e W)}, As probabilidades das
nove caselas da tabela observada dos tempos de ocorréncia do evento decompdem-se erm
2* = 16 probabilidades conjuntas de Y5, Yo, Yigy e Yogy, em que somente quatro sio
de resultados possfveis {ver Quadro 4.3). Os resultados relativos s probabilidades dadas
em {4.23), {4.24), (4.26) e (4.27) séo diretamente observados visto que cada wm deles
corresponde exatamente a um resultado possivel da distribuigdo conjunta de Y55, Yais,
Yie; ¢ Yay;. Em contraste, os resultados relativos &s probabilidades dadas nas outras cineo
equaghes ndo sio diretamente observados, pois correspondem a resultados hipotéticos da
distribuicéo conjunta das transicbes. Por exemplo, para pares nos quals Yi; = ¥y = 1 08
valores de Y51, e Yog; nilo podem ser observados. A equagio (4.19) constroe o mapeamento
da probabilidade desses pares em quatro probabilidades de combinagGes hipoteticamente
possiveis de Yyy; ¢ Yo, Em geral, (4.19) até {(4.27) estruturam o mapeamento das
caselas da tabels observada de tempos pareados de ocorréncia nas caselas de uma tabela
observada parcialmente, que representa a distribui¢do conjunta hipotética de Y1y, Yoy,
lej e yz:zj-

As eqnagdes de (4.19) até (4.27) definern implicitamente um modelo de classes la-

tentes, pois esta correspondéncia € mais complexa que no modelo de classes latentes
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ordinal *. No modelo logito para individuos isolados aparece uma estrutura parcial
mente latente, mas no caso pareado ¢ 1w modelo de classes latentes de duas maneiras:
primeira, dentro das categorias da varidvel latente W, as equagdes (4.14) e (4.19) até
{4.27) definern um modelo com classificagao parcialmente latente {relativo a distribuicio
conjunta das quatzro categorias em Ya; € Yay;, que estao classificadas sob X;, Y755 e Yy,
analogamente ao modelo de individuos isolados; e segunda, porque dentro das categorias
da covaridvel X, as equacdes (4.14) e (4.19) até (4.27) definem wm modelo de classes
latentes para a distribui¢io conjunta de Y114, Yo15, Yie; ¢ Yay;, 0o qual a interdependéncia
das trausiches pareadas é explicada por sua associagio comum com a varidvel latente

{ndo-observada} W;.

4.3.2 Estimacao do Modelo Logito para Individuos Pareados

Os 16 termos do lado direito das equaghes (4.19) até (4.27) definem um rmodelo
de classes latentes no qual bd uma varidvel ndo-observada W; e duas varidvels obser-
vadas parcialmente Y3; e Yoy, que estdo interligadas &s varidveis observadas Xj, Yy,
¢ Yiy;- Analogamente, csses termos definem wm modeo log-linear para uma tabela de
contingéneia observada parcialmente com dimensdes Yiy;, Y51, Yigg, Yo, X e W, O

modelo log-linear pode ser escrito como
log P (Y11 = y11s, Yai; = w215, Yioj & Yiaj, Yooj = Yny, Xy = X5, Wy = w;) =

2 2 P
= jio 4+ > D poni Yy + (Y11g + 2105) D Mg +

t=14=1 Rl
v 2 2 p _
+ {1+ Ya2s) D Hawin + (Z N yawi |+ > uadie {4.28)
k=1 t==1 121 k=l

1Quando as varidveis de interesse sao dicotomicas e um modelo com uma finica varidvel latente com
g classes & postulado, este ¢ conhecido como modelo de classes latentes. Everitt (1984} apresenta uma
desericio introdutdria dos modelos de classes latentes.
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em que P{) denota a probabilidade do par j pertencer a uma dada casela da tabela
de contingéncia de Yi3;, Yoy, Yz, Yoy, Xj e W) com ey = 0,1t = 1,24 = 1,2
e j = 1,2,...m. Os pardmetros do wodelo sd0 denotados por u's e x4y é o valor da
covaridvel k para o par j (k= 1,2,....p). Como em (4.15) até (4.18), o modelo em (4.28)
inclue interceptas pgs espectficos para individuos e transicoes, efeitos das covarigveis 1,
e po, especiicos para 1% e 22 transicoes, respectivamente, € vrn inico parametro 4 para
o efeito da heterogeneidade ndo-observada. (s parametros de (4.28) envolvidos com ¥5;
sdo de fato iguais aos de (4.15) até (4.18), isto &, uy = gy, po = Fog, ptie = Pig, par = Puk
e =y {°).

O Quadro 4.4 apresenta a matriz de delineamento de um modelo de classes latentes
generalizado para um dado nivel de X;. Mare {1994) chama-o de modelo de classes
latentes (ndo-proporcional) com duas classes. No Quadro 4.4 também sfo apresentados
o8 correspondentes resultados observados. Cada linha da matriz corresponde a uma casela
na tabela observada parcialmente. O modelo de classes lafentes requer uma matriz de
delinearnento com 32 linhas (16 linhas para cada classe). As priteiras seis colunas
da matriz correspondem aos quatto Interceptos, um para cada membro do par € para
cada uma das duas transicdes, mais os efeitos especificos para as traosicdes. A sétima
¢ oitava coluna correspondem, no modelo de classes latentes, a dois parimetros para a
heterogeneidade nio-observada: um parametro para a distribuigao da varidvel latente W;
e outro para os efeitos de W, sobre as transigdes. As colunas restantes correspondem aos
resultados observados de Yy, ¥5y;. Yigj @ Ya;. Por meio desta matriz de delineamento no
Quadro 4.4 juntamente com o mapeamento no {Juadro 4.3, pode-se obter as estimativas
de méxima verossimilhanga dos pardmetros em (4.15) a (4.18), utilizando o programa

DNEWTON (ver Anexo B).

SFsta equivaléncia de parametros do modelos log-linear e logite pode ser demonstrada de modo
serselhante a0 apresentado para o caso de individuos isolados {(ver Proposicie 7 do Apéndice A}

99



QUADRO 4.4 - MATRIZ DE DELINEAMENTO DO MODELO LOG-LINEAR, DADO X, E
PARA A TABELA EXPANDIDA DO QUADRO 5.3, COM SEUS CORRESPONDENTES
RESULTADOS OBSERVADOS DE ¥y, Yoy, Yz E Yoo,

’ Pardmetros Aoy By Bz B B P .
Variaveis Yy Yay Dy Yoy VyuXe Yo, Wy LW, hy By Fy Ty

Resultados
Ohbservados

Matriz de
Belineamento

Now: ¥, =3.% ¢¥ =% 2. Y., © Paéoefeito da covaridvel k sobre o fogito de nfo fazer a transigdio ¢, dado que &
transigio anterior foi i (t. i =L DG =L2....m k=12, ... p)
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Fungao de Verossimithanga Geral

As equagdes (4.19) até (4.27) provém os componentes da fimgio de verossimithanga
para distribuicdes pareadas de tempos de ocorréncia com duas transicdes, sem censura
antes da categoria final, e uma varidvel latente dicotdmica. Nesta secdo sdo apregentados
os componentes da funcio de verossimilhanga do modelo logito para individuos parea-
dos, com distribuicdes que ncluam wn mimero arbitrario de transigoes, com censura i
direita em qualquer transicio depoils da primeira, e com wm grande niimero de pontos no
conjunto suporte da distribuicfio discreta da heterogeneidade nao-observada, tio grande
quanto for permitido para a identificabilidade do modelo. A partir do modelo logito em

{4.13) para individuos pareados, define-se
Ars; = exXP (B + BuXuiy -+ Ayw;)

e

N N
mH H (14 Aai;) (T + Apng)

em que ¢ B, 580 os pardmetros do modelo em (4.13) comt=1,2,... N;i=12¢
i=1,2,...,m. A probabilidade das caselas para pares nos quais o individuo 1 desiste de

fazer a transicio t e o individuo 2 desiste de fazer a transi¢do t' (casos ndo-censurados) é

P(¥ryj o Yarg oo Yeay 1y = Yagg = Youg = Yoy gy =0, Yang w0 Yoy o= 1asg, Kyrggs wy } =
Azlj At’?j = tﬁl 1 1 )
T Ay L+ Avyy o0 e VA 1+ Ay
Ast3Ave; v ad .
D, * H H (1 + ‘431::') (1 + Aﬂ"‘lj) . (429)
F FIR%S S B et e |

A probabilidade das caselas para pares nos quais o membro 7 desiste na trapsigao t e

o membro 7 estd censurado na transi¢io v é

P(Yli.j w ¥agy = Byt = Vg o= Yo = omm Yorgry o0 0, Yy = 1Xeigy ®ergt 1 w_?)
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:4 i o N
t } H H 14 ASE')) (1 e Asfiij) . (4-30)

_? et sttt ]

E a probabilidade das caselas para pares nos quais o individuo 1 estd censurado na

transicao t ¢ o individuo 2 estd censurado na trapsicio t' é

P(Yiyy o Yarg = o= Yoy = Yigg = Yagg 5= oo Vg = ()|xﬂ.‘f’xn’2jvwf)z

= e r[ H 14+ Ay (T4 Aggy) (4.31)

J stofel et 4-1

Juntas, as expressdes {4.29) até (4.31) podem ser usadas para formar a funcdo de
verogsimilhanga de {4.13).

Os modelos de Mare para andlise de dados pareados de tempos categdricos sio ge-
neralizacOes diretas dos modelos log-lineares que sio 0s modelos mais usados quando os
tempos de ocorréncia sao categdricos para Individuos isolados. (Quando as observacoes
sdo de pares de individuos, o wodelo para tempos pareados proporcions uwms maneira
itil de incorporar a heterogeneidade néo-observada. Usando & informacio fornecida
pelas transicbes dentro de cada par, pode-se identiicar os efeitos da heterogeneidade
ndo-observada sobre o logito de ndo fazer uma determinada transigio dado que passon
pelag transicdes anteriores, sem fortes suposicoes arbitrarias sobre os pardmetros da dis-
tribuiciio da heterogeneidade nfo-observada. Este tipo de modelo, porém, assume que
a parte essencial da heterogeneidade nao-observada que vicia os efeitos das covaridveis
resulta de fatores que sdo comuns 08 membros do par. Se os fatores ndo-observados es-
pecificos ao membro bern cotno os especiicos ao par sdo importantes, restricdes adicionais
devern ser aplicadas no modelo com individuos pareados, mantendo a identificabilidade
do modelo.

A extensdo dos conceitos dos modelos de dados pareados ¢ feita diretamente para
agrupamentos de maijor tamanho. Segundo Mare (1994), na andlise com agrupamentos
maiores e mais complexos e distribui¢bes do tempo de ocorréncia do evento com um

mimerc de categorias moderadamente grande, é possivel especificar os efeitos das varidveis
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nao-observadas. E os efeitos da heterogeneidade nao-observada podem variar no terapo
& entre os membros do grupo. Nao hd dificuldades conceituais, segundo Mare (1994), em
estender estes modelos a fim de considerar riscos competitivos e fransicdes de vérios tipos.
Por causa do isomorfismo com alguns modelos gerais para andlise de dados categdricos
ordinais, Mare (1994) sugere que os modelos discutidos aqui poderiam ser 1teis para a
analise de outras respostas ordinais pareadas ou de agrupamentos de maior tamanho que
ndo sejam propriamente dados da andlise da histéria de eventos.

Uma caracteristica restritiva dos modelos que exploram a conexfo entre os modelos
log-lineares para tabelas de contingéncia e o modelo logito de dados agrupados é que sdo
limitados quando o risco padrdo for continno no modelo logito (ver Mare, 1994; Allison,
1982).

Uma desvantagem dos modelos de Mare € gue eles s&o computacionalmente caros
quando o nimero de categorias da distribuicdo do tempo de ocorréncia do evento é
grande. Em geral, quando a distribnigio tem N trapsicdes, o nilmero de caselas na
tabela expandida é 2°V ¢ esta tabela deve ser ainda embutida dentro da classificacio
conjunta das covaridveis observadas e varidveis latentes (ndo-observadas). Entéo, para
grandes aplicactes pode ser necessdrio usar modelos mais sitples.

A estimacio do modelo dado pela equaciio {4.13) pode ser ilustrada analisando-se
dados de escolaridade de irmfos, como em Mare {1994). No restante deste capitulo &
apresentada uma aplicaciio dos modelos de Mare para estimar o efetto da escolaridade do
pai sobre a progressao escolar dos fithos, com os dadog amostrais do censo demogréfico

bhrasileiro de 1991,

4.4 'Transigcoes Escolares de Irmaos

Uhm assunto central nos estudos sobre progressao e evasao escolar é o efeito da inflnéncia
familiar sobre escolaridade dos seus membros mais noves. Embora anos de estudo seja

wina varidvel quantitativa, a maioria das divistes do sigtema escolar, como pré-escola, 12
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grau, 22 grau, 32 grau, ete, forma wma progressao discreta, ¢ em cada estdgio as pessoas
estdo sujeitas ao risco de desistir. Os estdgios do processo escolar seriam a escala na qual
os anos de estudo sdo mensurados e o tempo-calendario que a pessoa leva para completar
nma etapa dos estdgios escolares é rrelevante. Virios estudos analisam os efeitos de
caracteristicas obgervadas de antecedentes familiares sobre a probabilidade de concluir
ursa etapa escolar (ver Mare, 1994), mas a validade de seus estudos depende do controle
adequado dos fatores observados e nao-observados que afetam a escolaridade dos fihos
de uma famitia. Uma estratégia para obter uma melhor estimativa dos efeitos dos fatores
familiares ¢ usar a informacio escolar de irmaos. Dados sobre irmaos provém um meio de
estimar o efeito de fatores comuns de nivel familiar, observados on nado, que influenciam
na progressao escolar desses irmaos.

Segundo Mare (1994), fatores que exercem influéncia na escolaridade de frmaos e que
néo sao observados podem ser classificados em dois tipos: heterogeneidade nio-observada
que ¢ comum a todo descendente de uma familia ¢ heterogeneidade ndo-observada que
varia entre os irméos de uma familia. O primeiro tipo de heterogeneidade nao-observada
inclut fatores que irméos compartilham, como situacio financeira estdvel da familia, ca-
racteristicas da vizinhanca e a heranga genética comur. No modelo logito, essas fontes de
variagiio ndo-observadas sio varidvels latentes que afetam as transicoes escolares de todos
og irméaos dentro de uma mesma familia. (O segundo tipo pode incluir fatores que irmaos
experimentam diferentemente, como fragos singulares de personalidade. Se excluidos
os gémeos, Hutuacdes da renda familiar e experiéneia no mercado de trabalho também
sio fontes de heterogeneidade nao-observadas entre irm&os. Se a heterogeneidade entre
irmAos de uma mesma familia é, relativamente, de menor importancia quando comparada
com a heterogeneidade entre familias, entdo, através da informagao escolar de irmaos, &
possivel incluir o primeiro tipo de heterogeneidade nio-observada no modelo logito (ver
Secio 4.3), a fim de analisar os determinantes da progressio escolar de nivel familiar.

Existe ainda a possibilidade de estimar a probabilidade do individuo ndo pasgsar por

nma determinada transicio, mesmo que ele tenha desistido em alguma trangicdo ante-
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rior. No contexto de dados escolares, hd razdes especiais para considerar as probabilidades
hipotéticas. Por exemplo, a taxa de transicio do 2¢ gran para a faculdade entre agqueles
que nao terminaram o 2% grau pode ou ndo ser igual & taxa de transicio entre estu-
dantes que de fato se graduaram no 29 grau. E razodvel presumir que os que realmente
concluiram o 22 grau sao uma populagio seleta e assim, os desistentes, provavelmente
nao se comportariam do mesmo modo gue os graduados, mesmo se a esses fosse dada a
chance de entrar numa faculdade. Uma outra motivagdo para considerar a distribuicao
hipotética de desistentes deriva da avaliagao sobre a dificuldade de concluir wma etapa
escolar e ingressar na préxima. Como, por exernplo, verificar se concluir o 12 grau € mais
féeil ou mais dificel que ingressar no 2° gran. Uma investigagfio para esta questio requer
que se considere a distribuigao hipotética do ingresso ou nio de pessoas no 22 grai que

falbaram em concluir o 12 grau.

4.4.1 Descri¢cao do Conjunto de Dados

A partir da amostra do censo demografico brasileiro de 1991 %, que contém os registros
pessoals cotn informacéio sobre escolaridade e relagio com o chefe da familia, foi possivel
selecionar familias que, na época em que o censo foi realizado, tinham apenas dois filhos
homens {ndo-gémeos) com 20 anos ou mais de idade, morando no mesmo domicilio dos
pais (ver IBGE, 1994) 7. Foram excluidas familias em que o pai ou os fithos freqgitentavam
a escola na época em que o censo foi realizado e familias com falta de informagdes sobre
a escolaridade do pai ou dos fithos ®.

A Tabela 4.1 classifica as familias especificadas acima por nivel escolar do pai e dos

%Flssa amostra é um levantamento que a fundagao Instituto Brasileivo de Geografia e Estatistica
(IBGE) realizou juntamente com o recenseamento de 1991, Para maiores detalbes ver IBGE (1898).

TA escalha deste tipo de familia mantem a mesma estratura de andlise realizada por Mare (1994}
pare o dados de escolaridade dos Fstados Unidos, exceto a restrigdo para fithos morando no mesmo
domicitio dos pais, Nada impede, que familias com duas filhas com mais de 25 anos de idade e restdindo
no mesmo domieilio dos pais, por exemplo, possam ser selecionadas e analisadas da mesma forma. Nac é
possivel selecionar familias cujos filhos j4 ndo estavam morando no meamo domicilio dos pals por causa
da natureza dos dados do levaniamento.

*Pounces exclusdes foram feitas para eliminar dados censurados.
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TABELA 4.1 - DISTRIBUICAC DE ESCOLARIDADE DOS FILHOS
E DO PAT EM UMA AMOSTRA DE 8620 FAMILIAS RESIDENTES
NO BRASIL EM 1991

ANOSDE  ANOSDE

ESTUDO  ESTUDO ANOS DE ESTUDO DO 12 FILHO
DO PAIL DO 22 FILHO <38 p >3

<8 2457 218 217

0-3 8 240 179 128

> 8 322 132 488

<8 375 119 155

4 8 152 132 140

> 8 185 126 665

<8 56 14 29

5-7 8 10 18 18

> 8 16 13 132

<8 50 22 33

8 8 16 38 54

> 8 24 38 286

<8 28 15 51

>8 g 9 31 66

> 8 38 44 846

Fonte: Bados brutos extraidos da amostra de Censo Demogrifice do Beasik, 1991 - [BGE
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QUADRO 4.5 - CATEGORIAS DE ANOS DE ESTUDO DO PAL SEGUN-
DO AS DIVISOES DO SISTEMA ESCOLAR ANTIGO

CATEGORIA | NIVEL DE ESCOLARIDADE ’;??S&E
1 Sem instrucdo ou primédrio incompleto 0-3
2 Primarto completo 4
3 {(nnasio incompleto 5-7
4 (Gingsic completo 8
5 Pelo menos colegial incompleto >8

QUADRO 4.6 - CATEGORIAS DE ANOS DE ESTUDO DOS FILHOS,
SEGUNDO A DIVISAO DO SISTEMA ESCOLAR VIGENTE

. . s ANOS DE
CATEGORIA | GRAU DE ESCOLARIDADE ESTUDO
Nenhum grau de instrugdo completo 0-7
2 12 grau completo g
Pelo menos 2° grau incompleto >8

fithos. A escolaridade do pat foi classificada em § categorias e a escolaridade dos fithos
em 3 categorias, conforme Quadros 4.5 e 4.6, respectivamente, em que cada categoria
corresponde a uma fase do periodo escolar. Apesar dessas classificacdes serem bastante
gerais, sdo suficientes para a ilustracao desejada ®.

A Tabeln 4.2 resume os dados da Tabela 4.1 classificando a eseolaridade do pal era dois
niveis de instrugio. Ao analisar a escolaridade do 1¢ fitho {irmao mais vetho), observa-se
na Tabela 4.2 e no Gréfico 4.1 gue, quando o pai finha baixo nivel de instrucio, 59,3%
dos irmaos mais velhos estudaram menos de 8 anos, 27,0% tinham mais de 8 anos de
estudo e somente 13,7% tinham concluido o 12 grau mas ndo ingressaram no 22 grau.
Em contraste, verifica-se que entre as familias em que o pai estudou mais de 4 anos, a
maioria {75, 9%) dos irméos mais velhos estudaram mais de 8 anos, 12,4% tinham menos

de 8 anos de estudo e 11,7% tinham estudado até concluirem o 12 gran. As distribuictes

#Ge fosse considerado um nimero malor de categorias, o problema de freqiiéncias muito baixas ocor-
Teria em certas categorias, o gue prejudicaria a analise estatistics,
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TABELA 4.2 - DISTRIBUICAQ DE ESCOLARIDADE DOS FILHOS E DO PAL EM
FREQUENCIAS E PORCENTAGENS

NIVEL DE ANOS DE ANGS DE ESTUDO DO 14 FILHO
INSTRUCAO ESTUDO TOTAL
DO PAI DO 22 FILHO <8 g ~ 8
< 8 3032 337 372 3741
(56,4)
) g 392 311 268 971
Baixo (14,6)
{0 - 4 anos) >R 308 258 1153 1919
(28.9)
i 3952 906 1763 6631
Tota (59.3) (13,7 (27.0) {100,0)
< 8§ 134 3 113 208
(15,0)
Intermedidrio 3 35 87 138 260
e Alto {13,3)
{5 anos ou mais) > 8 78 g5 1258 1431
(71,9
247 233 1509 1986
Total (12,4) (LT - (759) | (100.0)
< 8 3166 388 485 4039
(46,9}
8 427 308 406 1231
(14,3)
TOTAL > 8 586 353 2411 3350
(38,9
{ 4179 1139 3302 8620
Tota (13,2) (13,23 (38,3) (100,0)
Fonte: Tabelg 5.1

Nota: Niimeros entre parénieses mdicam porceniagens
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GRAFICO 4.1 - DISTRIBUICAOQ DE ESCOLARIDADE DOS FILHOS

E DO PAIEM PORCENTAGENS
% 5-
P10+ poolaridade Baixa do Pai © Escolaridade Tntermedisria
e Alta do Pai
80 + :
60 - W lo. Fitho
B 20. Filho
40 o
20 4
O " ]
<8 8 »8 <8
Anos de Estudo dos Filhos

de escolaridade do 22 filho (irméo mais novo) em cada um dos dois niveis de escolaridade
do pai poders ser descritas de forma andloga A que foi feita para o irméo mais vetho,
verificando-se as mesmas tendéncias. Portanto, hd uma indicagio de que filhos com pai
de baixa escolaridade tendem a estudar menos 4o que quando o pai tem mais de 4 anos
de estudo. Além disso, nas familias em que o pal tinha baixa escolaridade, o irmao mais
novo teve wna educacao mais privilegiada qgue o outre irméo, como mostram a Tabela 4.2
e o Grafico 4.1. Comparando-se as porcentagens de filhos corn mienos de 8 anos de estudo,
verifica-se que a menor porcentagem estd entre os mais novos (56, 4%), contra 59,3% dos
irmaos mais velhos. Por outro lado, verifica-se que entre os irmaos mais novos 28 9%
tinham 1mais de 8 anos de estudo, um pouco maior que os 27,0% entre os irmaos mals
velhos. Quando o pai tinha wm maior nivel de instrucdo verifica-se o inverso: o 12 fithe
aparece mumna situacio mais favorecida. Para explorar melhor os efeitos da escolaridade
do pai sobre a escolaridade dos fithos pode-se estimar os pardmetros do modelo logito em

(4.13}, usando os dados de progressio escolar da Tabela 4.1.
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4.4.2 Um Modelo Logito para Transicoes Escolares de Irm3aos

Dentro de cada wm dos § niveis de escolaridade do pal na Tabela 4.1, a distribuicio
conjunta de escolaridade dos dois irméfos ¢ uma distribnigio de escolaridade pareada
discreta com trés cafegorias em cada marginal. Os trés niveis observados de escolaridade

dos fithos permitem analisar duas transigbes escolares {ver Quadro 4.6),
o Primeira transi¢io: concluir o 12 grau (passar da categoria 1 para a categoria 2) e

s Segunda trapsicdo: completar pelo menos 1 ano do 2% gran, dado que concluin o

12 grau (passar da categoria 2 para a categoria 3).

O principal interesse é verificar se os efeitos da escolaridade do pai variam enire as
transicoes escolares dos filhos e como variam, modelando os dados da Tabels 4.1. Para
tanto, o modelo logito a ser considerado é dado em (4.13) para apenas duas transicdes
{N = 2). O nivel de escolaridade do pai na familia 7 ¢ idéntica para cada fitho 7 e para
cada fransicio t, portanto Xy,; = X;. O vetor de covaridveis foi introduzido no modelo
logito como uma varidvel dummy (ver Quadro 4.7), em que X, ¢ um vetor (4 x 1} de
quatro varidveis dicotOmicas representadas por X, que é igual a 1 se a escolaridade do
pai da familia § pertence a categoria £+ 1 e () caso contrdrio (£ = 1,2,3,4). O vetor
X; = 0 indica que ¢ pai da familia j tem menos de 4 anos de estudo. Os pardmetros 3,
¢ 3, s@o os vetores (4 X 1) dos efeitos categdricos da escolaridade do pai sobre o logito
de evasio escolar na primeira ¢ segunda transicio, respectivamente, A varidvel latente
W;, incluida no modelo para representar a heterogeneidade ndo-obsgervada compartithada
entre os irmfos, & ignal a 0 se a fapulia j perfence a classe latente 1 eigual a 1 se a familia
j pertence a classe latente 2.

Com estas especificactes o modelo logito em (4.13) reduz-se nas equacdes {4.15) a

(4.18) e 0 modelo log-linear correspondente é dado em (4.28) com 2 =0,1 e p = 4.
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QUADRO 4.7 - VALORES DA COVARIAVEL ESCOLA-

RIDADE DO PAI
ANDS DE
ESTUDO DO PAT} -3 4 5«7 B > 8
0 1 ) 0 ]
0 0 1 { 0
Xi 0 0 i 1 0
0 0 0 o) 1

TABELA 4.3 - ESTATISTICAS DE QUALIDADE DE AJUSTE E GRAUS
DE LIBERDADE PARA MODELQS SELECIONADOS

MODELG LOGITO VER(%&?IE%NCA SBR;«?R%&
1- Sem Heterogeneidade Nio-Observada
1.1- Efeitos Proporcionais 2510 32
1.2- Efeitos Néo-Proporcionais 2168 Z8
2- Com Heterogeneidade Njo-Observada
2.1~ Efeitos Proporcionais 412 30
2.2+ Efeitos No-Proporcionais 377 26

Fonte: Saidas do programa Drewton
4.4.3 Resultados Empiricos

A Tabela 4.3 apresenta a razdo de verossimilbanga para véarias especificacdes do madelo
de Mare dado por {4.15) até (4.18) ajustados para os dados da Tabela 4.1. Os modelos in-
corporam suposicdes alternativas acerca da proporcionalidade dos efeitos da escolaridade
do pai sobre a eseolaridade dos filhos e acerca da heterogeneidade ndo-observada. Todos
esses 4 modelos assumemm gue os efeitos de escolaridade do pai sfo os mesmos para ambos
os fithos. Os Modelog 1.1 ¢ 1.2 nfio assumem heferogeneidade nao-ohservada, isto €, a
distribuiciio da escolaridade do 12 e 22 filhos sfo condicionalmente independentes, dada
a miitua dependéncia com a escolaridade do pal. Sob estes modelos, A = 0 em (4.15) a
{4.18}. O Modelo 1.1 assutne efeitos iguais de escolaridade do pai na 1* e 2* transi¢des,
B = [ (efeitos proporcionais) e o Modelo 1.2 relaxa essa suposicho, 1 # B (efeitos
nao-proporcionais). A grande diferenga da razéo de verossimithanga entre o Modelos 1.1
e 1.2 sugere fortemente que os efeitos de escolaridade do pai variam entre as transicoes.

038 Modelos 2.1 ¢ 2.2 introduzem o efeito dos determinantes nio-observados de esco-

laridade que sao compartithados entre og irméos por meio da varidvel latente dicotomica
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W;. Estes modelos, que correspondem as equagoes em {4.15) a (4.18) com A # 8, séo
estimados por mdxima verossimithan¢a e incluem dois pardmetros a mais que os cor-
respondentes modelos sem heterogeneidade néo-observada: wm para a distribuicdo da
heterogeneidade ndo-observada e outro para o efeito de W; sobre o logito de evaséo esco-
far. Os Modelos 2.1 e 2.2 se diferenciam com relagao & especificagao de proporcionalidade
dos efeitos dag covaridveis observadas em (4.15) a {4.18): o Modelo 2.1 supde efeitos pro-
porcionais { = %) e o Modelo 2.2 ndo {# # 52). Por incorporar aspectos da associacio
entre escolaridade de irmfos, estes modelos ajustam os dados muito melhor que 0s mo-

O Como os Modelos 1.1 e 1.2, os modelos

delos sern heterogeneidade niio-observada
com heterogeneidade ndo-observada também sugerem que os efeitos de escolaridade do
pai sejam ndo-proporcionais, embora a diferenga entre os Modelos 2.1 e 2.2 seja muito
menor que a diferenca entre 1.1 e 1.2,

A Tabela 4.4 registra as estimativas para os parametros dos Modelos 1.2 ¢ 2.2, Cada
modelo inclue separadamente interceptos para o 12 e 22 fithos tanto para s 12 transicdo
como pars a 2% transicio. No Modelo 1.2 estes intercepios sao estimativas do logito
de nao fazer a transicdo dado que o pai tinha de 0 a 3 anos de estudo. Para cada
transicio o modelo inclue um conjunto de parametros para os efeifos de escolaridade do
pal, gue sao as estimativas do logito de nao fazer a iransigao dado que o pal completou
urn certo nivel de escolaridade menos a estimativa do logito de néo fazer a transicdo dado
que o pai tinha de 0 a 3 anos de estudo. As estirnativas dos pardmetros para ambos os
modelos sugerem que os efeitos de escolaridade do pal variam entre as transigoes escolares
(apesar de serem estimados valores diferentes para cada intercepto). Isto é mostrado mais
claramente no Créfico 4.2, em que sio plotados os riscos relativos ' de evasio escolar
do 22 filho estimados pelos Modelos 1.2 ¢ 2.2, Nos Modelos 1.2 e 2.2, ag estimativas

dos riscos relativos sdo madores na 22 transicdo do que na 1?2 transicao, indicando gue o

" Apesar da diferenga muito grande na estimativa da razio de verossimilhanga entre os Modelos 1.1
e 2.1 e entre os Modelos 1.2 ¢ 2.2, estas comparacdes de modelos sao feitas informalmente. Quando
o niimero de classes latentes difere entre os modelos, a diferenca entre as estatisticas de qualidade de
ajuste dos modelos hierarguicos nao segne uma distribuigho assinttica qui-quadrada (Mare, 1994).

105 riseos relativos plotados no Grifico 4.2 sdo medidas relativas aos filthes cujo pal tinha de 0 2 3
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TABELA 4.4 - PARAMETROS ESTIMADOS PELOS MODELOS

DE EFEITOS NAO-PROPORCIONAIS

PARAMETROS MO??LO MO?E.LG
Primeira Transigdo
Intercepto
12 Fitho 0,746 2,003
2% Filho 0,712 1,947
Efeito de Escolaridade do Pai
4 (vs. 0 -3} -1,154 0,777
5.7 (vs. 0-3) -1,597 -0,885
8 (vs. 0-3) 2,288 ~1,474
>R {vs. 0-3) -3,237 -1,858
Segunda Transigio
Intercepto
12 Filho ~0,487 1,776
22 Fitho 0,513 1,780
Efeito de Escolaridade do Pai
4 {vs, 0 -3) 0,288 -0,076
5.7 (vs.0-3) -3,819 -0.441
8 {vs. 0-3) -0,783 -0,305
>8 (vs. 0-3) -1,761 ~1,135
Heterogeneidade Nio-Observada
Logito de Y, = 0 na classe 2 (vs. classe 1) 6,272
Efeito da classe 2 (vs. classe 1) -3.050

Fonte: Saides do programa Daewion
Meia: Sinal convencional utilizado:
.. dado sumérico ndo se aplica
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GRAFICO 4.2 - RISCOS RELATIVOS DE EVASAO ESCOLAR DO 2o,
FILHO POR ESCOLARIDADE DO PAI ESTIMADOS PELOS
MODELOS NAQ-PROPORCIONAIS

Ir Modelo 1.2 Modelo 2.2

B 1 Transicio
B 2° Transicio

&
B

= 0,6 4
4
o
o

g 044
@
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4.2 4

o

4 5-7 2 >8 4 5.7 8 >8
Anos de Estudo do Pat

efeito de escolaridade do pai enfraquece '? entre a primeira e segunda transicfes. Mas
o8 riscos relativos de evasdo escolar estimados pelo Modelo 1.2, sfo hem menores que as
correspondentes estimativas no Modelo 2.2, Isto sugere que os efeitos de escolaridade do
pai sobre as transi¢oes escolares do 22 filho estimados pelo Modelo 1.2 sdo explicados em
grande parte pela heterogeneidade ndo-observada e nivel familiar,

A Tabela 4.4 também registra pardmetros parva heterogeneidade nac-observada do
Modelo 2.2, Neste modelo de duas classes latentes misturadas, um dos pardmetros des-
creve o logito dos dois irmdaos fazerem as duas transicoes (Yi; = 0 para todo 1,4 = 1,2},
dado que a familia § pertence & classe latente 2 (versus classe 1) e o outro € o pardmetro

para o efeito da classe latente 2 (versus classe 1) sobre o logito de evasdo escolar. Sob o

ance de estudo, dadas por

exp {1 (Vigy = HX; = x;, Wj = w;})}
exp § (Vig; = LX; == 0, W) = wy}}

= exp{f} .

am que Fi £ o eleito da categoria & + 1 de escolaridade do pal sobre o logito de nao fazer a transicao 4,
versus categoria 1 {k =1,2,3,4).

Q) efeito By, € negativo para todo § e k em atmbos os modelos ndo-proporcionais (ver Tabela 4.4,
e quanto mais negativo for esse efeite, mais proximo de U {zero) estard o risco relativo; tanto que um
efeito fortemente negativo deverd resulbar em uin risco relativo de evasao escolar gquase nulo,
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Modelo 2.2, cada risco relativo condicionado * de evasio escolar estimado para familias
da classe latente 1 ¢ cerca de 21 = exp (3, 08} vezes o correpondente para familias da classe
latente 2. Portanto os inmdos da classe latente 2 teriam uma educagio mais privilegiada
do que os da classe latente 1,

Os modelos de classes latentes provém um modo direto de estimar a distribuicio
da heterogeneidade ndo-observada. Para ilustrar o quanto o modelo de duas classes 1a-
tentes pode revelar sobre como a heterogeneidade ndo-observada afeta os parimetros dos
modelos de risco, considere a distribuicdo da heterogeneidade ndo-observada nos niveis
de escolaridade do pai e do 22 filho, estimada pelo Modelo 2.2. Estas distribuicbes sio
mostradas no Grafico 4.3 em que se plota as porcentagens estimadas de farmilias na classe
latente 2 (versus classe 1) por nivel de escolaridade do pal e do 22 fitho. Essas porcen-
tagens derivam das freqiiéncias esperadas do Modelo 2.2. No nivel de escolaridade mais
baixo do 22 filho, verifica-se que o fato da familia ser membro ou nao da classe latente 2
estava altamente associado 3 escolaridade do pai. Quando o pai tinha menos do que 4
anos de estudo somente 12,1% das familias pertenciam A classe lafente 2, enquanto que
nas familias cujo pai tinha mais de 8 anos de estudo 63,4 % estavam na classe latente
2. A medida que a escolaridade do 22 filho aumenta, verifica-se wumn enfraguecimento
substancial rza.associagéo entre heterogeneidade nag-observada e escolaridade do pai, ao
ponto da distribuigio da heterogeneidade ndo-observada ser essencialmente uniforme en-
tre os piveis de escolaridade do pai, quando se considera o nivel mais alto de escolaridade
do 2¢ filho, em que a porcentagem mais baixa de familiag pertencentes & classe latente 2
(94, 0%) esté no nivel inferior de escolaridade do pai e a porcentagem mais alta (98,9%)
encontra-se entre os pais que tinham estudado mais de 8 anos,

A alteracdo na distribuicio da heterogeneidade nao-observada entre os niveis de esco-

Bim inglés, odds. O risco relativo condicionado de nma varidvel dicotomica U é dado por

P = u)
1— P =u)

& & por isso que em inglés, a transformagio logito é denominada log-odds.
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GRAFICO 4.3 - PORCENTAGEM DE FAMILIAS NA CLASSE LATENTE
2 POR ESCOLARIDADE DO 2° FILHO E DO PAI
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laridade do pai, na medida em que se progride na escolaridade do 22 filho, deve ser uma
causa importante para surgir efeitos maiores de escolaridade do pai sobre as transigdes
em modelos gue ndo levam e consideragio a heterogeneidade nao-observivda. Essa ilus-
tragdo mostra a importincia de incluir-se, nos modelos para andlise de dados da histéria

de eventos, um termo que represente a heterogeneidade nao-observada.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

() tema da dissertacdo fol motivado por uma discussiio recente sobre o impacto da
heterogeneidade nio-observada na apalise da histdria de eventos, iniciada com o trabalho
de Vaupel, Maton e Stallard {(1979) e ampliada nos anos 80 e 90.

A parte inicial da dissertacao consistin numa exaustiva revisio bibliografica de duas
teorias que dio base para o desenvolvimento do tema: andlise da histdria de eventos e
mistura de distribuigdes, incluida no Capitulo 1 e infcio do Capitulo 3.

Alguns modelos de fragilidade foram apresentados e analisados nos Capitulos 2 ¢ 3.
Ao avalid-los, duas questoes podem ser consideradas acerca da modelagem dos efeitos
da heterogeneidade nio-observada. A primeira € sobre a identificabilidade dos modelos
com heterogencidade ndo-observada. As fungoes de risco e de distribui¢io da hetero-
geneidade nio-observada sdo claramente ndo-identifedveis quando os dados da histéria
de eventos sao sobre tempos univariados. Como foi mostrado no Capitulo 2, para andlises
de eventos ndo-repetidos de individuos isolados bd um modelo sem heterogeneidade nao-
observada e uma infinidade de outros modelos com diferentes distribuictes da heterogenei-
dade nio-observada — ¢ conseqlientemente, com diferentes fungdes de risco padrio —
que se ajustarn aos dados observados identicamente. Mas esses modelos tém implicacdes
comportamentals muito diferentes. A escolha entre esses modelos é feita somente com

bhagse em conhecimento externo sobre a forma funcional da funcée de risco ou sobre a
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distzibui¢do da heterogeneidade nao-observada. Portanto, o grau de confianca das es-
timativas dos parametros depende diretarnente da propria confianca nessas informactes
subjacentes. As teorlas existentes provém pouca orientacio na escolha entre modelos
alternativos igualmente bem ajustados. Esta argumentaciio, no entanto, ndo deve ser
usada como justificativa para ignorar a heferogeneidade néo-observada. Quando os tem-
pos de ocorréneia do evento estdo agrupados de alguma forma em pares ou em grupos de
malor tamanho, a situagio de identificabilidade dos modelos de riseo com heterogenei-
dade nao-observada ¢ bem diferente. No Capitulo 3 foi discutido que se a heterogeneidade
nio-observada for corpartilhada pelo grupo, os modelos de risco podem incluir um termo
que represente a heterogeneidade nao-observada a fim de buscar um “methor” ajuste para
os dados.

A segunda questdo ¢ sobre o cuidado que se deve ter quanto & qualidade de ajuste
de um modelo aos dados. Nio se pode simplesmente comparar a verossimilhanca de
um modelo com a verossimilhanga de outro modelo a fim de tirar-se conclusdes sobre a
gualidade de ajuste dos modelos. No caso dos modelos de risco univariado as ferramen-
tas de instabilidade de Heckman-Singer e Trussel-Richards, apresentadas no Capitulo
2, tlustram o fato de que um analista pode abingir nada mais que uma falsa sensacio
de seguranca quando examina uin primeiro modelo com somente covaridveis observadas
e wm segundo modelo corn covaridveis observadas e uma varidvel ndo-observada, para
concluir que o segundo modelo permite melhor inferéncia porque controla a heterogenei-
dade ndo-observada. Os resultados de instabilidade nao permitem ir muito além disso,
porque testes para qualidade de ajuste dos modelos poderiam revelar que nenbum dos
modelos ajustam-se aos dados. Alternativamente, os testes poderiam revelar que virics
modelos ajustam-se igualmente bem aos dados, embora os parametros estimados sejam
diferentes e somente informacfo externa, nem sempre disponivel para o analista, poderia
ser usada para distinguir entre esses modelos alternativos. Quanto acs modelos de risco
multivariade apresentados no Capitulo 3, estudos feitos por meto de simnilacdes, similares

aqueles referidos no Capitulo 2 para o caso univariado, devem revelar algo sobre a insta-
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hilidade das estimativas dos pardmetros dos modelos multivariados com heterogeneidade
nio-observada.

O Capitulo 4 fol ingpirado no trabalho inovador de Mare (1994) que analisa dados
categdricos da historia de eventos por meio de variantes do modelo logito. O estudo deste
artigo permitiu que fossem aprofundados outros aspectos da andlise de dados categdricos
eomo a analise de tabelas observadas parcialmente e o modelo de classes latentes. A pro-
posta alternativa de Mare para estimar o modelo logito pareado, vigta no Capitulo 4, pode
ser aplicada quando ha interesse em verificar o efeito da heterogeneidade nio-observada
sobre as transigoes entre tempos de ocorréncia categorizados. Se a heterogeneidade nio-
observada & compartilthada pelo par, a metodologia de Mare elimina a necessidade de fazer
fortes suposigbes paramétricas e traz wna relacdo simples para explicar a associacio en-
tre covaridvels categéricas e a heterogeneidade nao-observada, levando grande vantagem
sobre os modelos de fragilidade compartilbada nestes pontos. Mare (1994) mensiona gue
uma outra vantagem do modelo logito pareado € que a qualidade de ajuste do modelo
pode ser avaliada verificando 08 ajustes de outros modelos para dados categdricos que
podermn, conjuntamente, indicar possiveis causas de falta de ajuste.

Para concluir considera-se importante destacar os comentdrios feitos por Trussel
(1992) em que Aﬁrma haver duas razoes coagindo para se querer modelar heterogeneidade
nao-observada explicitamente, mesmo que 05 tempos de ocorréncia sejam umivariados.
Urna razfo é que em quase todas as ocasides dificilmente alguém poderia estar confiante
em que todos os fatores relacionados com urn resuitado de interesse estdo de fato inelnidos
no modelo estatistico. Partindo desse suposto, é tentador adicionar um fermo que capte
os efeitos desses tatores omitidos. No entanto, estd claro que esta alternativa nao é urma
solucdo do problema de variaveis omitidas porque esses modelos podem captar somente
aguelas fontes de variacdo que s30 independentes das covaridveds incluidas. Pode-se, sim,
ir mais longe, constraindo um modelo no qual os determinantes nio-observados e os ob-
servados sao dependentes conjuntamente, mas a forma desta dependéncia teria de ser

assurnida, como sugerido nas Segdes 2.4 ¢ 3.3. A outra razao € que um modelo com
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heterogeneidade ndo-observada poderia ser mals parcimonioso que wm outro sem. Se o
objetive for descrever o comportamento e ndo estabelecer relagoes de causa, entdo um
maodelo mais simples deveria ser cogitado. Mas nao se pode simplesmente modelar a hete-
rogeneidade ndo-observada explicitamente e declarar que se tem wma melhor explicacio
para os dados. Em vez disso, um pesquisador cuidadoso devena semnpre estar ciente de
que diferentes modelos de risco univariado poderiam gerar os mesmos resultados obser-
vados ou que problemas de instabilidade poderiam estar distorcendo as estimativas dos

parametros.
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Anexo A

Alguns Resultados de Interesse

Nas Proposicoes 1 a 4 considere que T seja uma varidvel aleatéria continua e niio-
negativa representando tempo de sobrevivéncla para um deferminado individuo e Z seja
uma varidvel aleatéria ndo-negativa representando a fragilidade do individuo. E sejam
S (tz) e S (t) as fun¢des de sobrevivéncia condicionada e ndo-condicionada de T, respec-

tivamente.
Proposicdo 1

() risco nao-condicionado de T é dado por
Aft) = /0 At2)dG (AT > 1) |

em que A {£z) ¢ o risco condicionado ¢ G (51" > 1} é a funcdo de distribui¢do condicional

de Z dado T >t
Demonstracao

Pela relacio entre funcio de risco e fungdo de sobrevivéncia tem-se que

A(0) = ;10818 (0] = — 575 5,5
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e como 8 (£} = E[S{#Z)], entdo

A{t) = — %“&E/WS {t2)dG (2} ,

e que G {2) é a funcdo de distribuigao de 7.
Supondo que as operacdes de integracao e diferenciacao possam ser trocadas tem-se

que

AfL) = — t)/ S (t2)dC (z) . (A1)

Desde que
S (t]z) = exp [-A (t}2)]

tern-se que

8
-(;)_-;S (t2) = —A(t|z)exp[—A(t|2)] = —A (t{2) S {t]2) , (A.2)
em que A {#|z) é o risco acumulado condicionado de T'.

Substituindo (A.2) em (A.1) resulta que

Al =~ /m—A(t]z)S(tjz)dG(z):/A(t[ )S” )aci () .

5(t) Jo 5()

Resta provar que a seguinte relacao ¢ verdadeira:

SU2) sy

dG (z|T > t) = 0

Pelo Teorema da Probabilidade Total, a relagio entre a funcéo de distribuicio con-
&

junta e a funcio de distribuicdo condicional pode ser escrita como

P(T>tZ<z) :/P(T > t|u)dG (u)
0

P(T>t2<z) [PT2>i) .,
P(Tzt) ) POT>1 4G (u)
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75 {tu)

@G(Z|T,_>_.f):/ 0 10w
G
Logo,
dG (AT > 1) = S S(ES) 4G (2) (4.3)

e de (A3} verifica-se que

,\(t)m/;}.(tiz) SS(EL';")dG(z):/om/\(t]z)d(}’(z]?‘zt) .

Proposicao 2

A fragilidade média entre os sobreviventes a wm determinado tempo # dada por

E(Z|T >t} é uma fun¢do nio-crescente em relagdo ao terupo.
Demonstragao

Por defini¢io
E(Z|T > t) = /{}msz(z]T > 1),

em que G (2T > 1) ¢ a fungio de distribuiciio de Z dado 7 > 1.
Usando o resultado em (A.3) e supondo que as operagdes de integragio e diferenciagio

possam ser trocadas, tem-se que a derivada de F (Z|T > t} em relagio a £ é dada por

cE@T2Y = [T (3 2 (t["‘))dc(z)

a5 ()
) o
w [S®) 5502 - 52 55
= 0%k G
a 8
= L9 4 ——815—,- z S (Hez) o 2y . (A
= [ s CW - Eop [ st da () . (A9

128



Como § () = £S5 (t|Z}], entdo, supondo que as operagdes de integragio e derivagio

possarm ser tracadas, tem-se que
S [ S(t dz 88‘ tlz) dG 3
S {t) = & [0)dG(z) = | 5 (#z)dG (z) . (A5)
Substituindo (A.2} ¢ (A.5) em (A.4) tern-se que

CEZIT > 1) = /Om —ZA(t]2) S—S%)-dc (2)+

1 g o ,
+[S(t)}2/0 A(tlz)S(tlz)dG(z)./U 28 (t2) dG {z) .

Como A (t]z} = Ag (t) 2, note-se que

%E(Zf?‘&t)m/\(,(t){m./emz (t[z)d(’() M’" (tiz)dG( )}}

§(t) 5(t)
De (A.3} verifica-se que
gwE(ZiT >t} = Aplt) {—]ﬂw 2°dG (2|T > 1) + [fow 27G (2T 2 t)r}
= —A () {E (24T 2 t) ~ [E (2T > )]’}
= ~Ag{)Var (Z|T > 1) .

Como Var (Z|IT > 1) > 0 e Ag (1) = 0, entdo

&
—E{ZIT > <0.
ﬁtF(Z[ >t <
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Proposicdo 3
No modelo multiplicativo de fragilidade pode-se assumir gue E (Z) = 1, sendo que o
verdadeiro valor esperado da fragilidade ¢ “absorvido” pelo risco padriio.
Diemonstragao

Seja B (7} < o0 e considere Z* = Z/E(Z). Notese que E (Z*) =1 e de (2.2) tem-se

que

M) = %0 () 5z () = Al = % ()7,

em. que Ay () = E (2} Ay (£) é wm novo risco padrio e 2" = 2/E (Z).

Proposicao 4
a} Seja A (t]z) o risco condicional de T dado Z = z, dado por
Atz =ag(t) 2.
Definindo
Ag (t) = /(; ' e () du

term-ge que

colAc (1)) = Ba(Z|T > 1) ;

b) Se ac () = m (t) ve (M (t)), entéo

m (£}

calVa(M @)}

ez (f) ==

em que c¢ {8), v (8), Vo (5) @ M {#} s8o fungbes definidas na Segfio 2.8.
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Demonstracao de {a)
Seja G ([T > t) a funcio de distribuicio de Z dado 77 > £. Pela definico de esperanca

condicional e por {A.3),

Eh&ﬁ?gtﬁxﬁmaﬁHﬂth%:A% S%ﬁﬂz() ()/szﬁkﬁKHﬂ.

Como

S (t]2) = exp [~zAg (t)]

§(t) = BolS@2)] = [ S012)dG () ,

entao,

f5° zexp [-zAc ()] dG (z) _
Jo° exp {—zAg (1] dG (2) calAa(t)) .

Eq(ZIT > t)=

Demonstracio de (b}

Pela aplicacio da regra da cadeia de derivadas de fungtes compostas, tem-se que

d ) .
gt-cc;(v{:: (8)) = calVe (s)) ve (s)

€ como

d
C(;.(V(; (5)) = g 4 é‘;c(}(%f (")) =1

fen-se que

ca(Ve (s))ve (8) =1 & we (8) = = colVe 1 (s)
Conclui-se entdo que
m{t)
(memm%mﬂm“wrzgmﬁ
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Proposicao 5

A raziio R{t), definida em (3.4), pode ser reescrita em termos de S (1), como

R(t) =

(D1 DS (£} S (t)

Demostragao

DS ()] DS (8)]

Desenvolvendo (3.4) tem-se, pela relacio entre a funcdo densidade, a funciio de so-

brevivéncia e a funcio de risco, que

Aa|Te =ty)  fT = 13) /S (84|Ty = £y)

R{t,t) =

a

ABIT 2 8 FEIT 2 68)/SHIT: > 6)

_&—S(tilTQ m fg) /S(iﬂTg = t;g)
1

Tem-se por defini¢io que

STy =1t) = P 2 HTh=1t)=

& . ;
“&;S(MTZ > b} /S (GITh > 1)

P Ty = 1y)
o

i3 oo poo
_%/m /t2 f (u,0) dudo _ —&QS(i:)

e

_M'*Z}E;fo /tz f{u,v) dudv mz}_-t-;-sz (t3)

Pli>t, L 2h)  St)

Sl 2ta) =P 20T 2 ) =

P(T; 2 ty) C Sy{ts)

Derivando (A.7) e (A.8) em relacdo a ¢, tem-se, respectivamente, que

] o
D 0. "o [ ES“)J
“*&——5 (T =t6) = 5
' =5y (ta)
a7, 02 (b
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J
550

Sy {t3)

Substituindo (A.7), {A.8) e suas derivadas em (A.6) resulta que

J
m—é}"t:S(tliTz 2 fz} =

{m% {_%S(t)ﬂ ) _ DiDyS(8)] 5 (¢)

R{t) = { ) S(t)} [ 4 S(t)} DS )] [DRS ()]

oty oty
Proposigao 6

Seja o modelo logito em (4.1} comt = 1,2 ¢ X; = X () representado por

Z(YE = 1‘X: X) = ,1(3(}1 ‘%‘B&X

£(§'§x1|}’1:0,}(:x)2[3@+ﬁ§x,

Dado que
Ay = exp (For + Bix) t=1,2

term-se que as probabilidades condicionadas das transicoes sdo dadas por

. Ay
e
P(Yy = 1Y, =0,x) = Az
(2”*,1——g1’€—1+A2~

'¥oi emitido o indice 4, conforme procedimento adotado na Secdo 4.1.
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Demonstragao

Por defini¢io da fransformacio logito fem-se que

PY: = 1x) .
4 2T = —_—i i / 4 .
I =X =x) =logy P =1 G + Bx (A.9)
e
e _ _ P(}a =1¥; =0, ]K) _
Aplicando a fungdo exponencial em ambos os lados de (A.9) e (A.10), e isolando as
probabilidades, fem-se, respectivamente, que
oxp {Bor + 3 A
Trexp(fn +81x) 1+ 4
e

v ey P BerBx) A
PO =1 = 0%) = o i 1 B0~ T4 4y

Proposicao 7

Os parametros de (4.10) que envolvem Y); e Yy sfo de fato iguais nos de (4.1), isto &,

parat=1,2ek=12,...,p, tem-se

foe = P

Pk = e

quando X; é um vetor de varidveis durumy e em que Fy, € wma componente do vetor 3,.
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Demonstracao

Usando a definicio de probabilidade condicional e assumindo que Yy, e Yy; sdo condi-

cionalmente independentes dado X, tem-se que
P('le‘ = Uiy Yor = o5y Xg = Xz‘) = P (Yu = Y, Yo = y?.x'ixé) P(}Q = Xg) =

= P (Vi = yulxa) P (Yo = youlxi} P (X = x1) . {A.11)

Aplicando logaritmo em ambos os lados de {A.11), resulta que
log P (Y = yu, Yoi = Yoi, Xy == %) =

= log P (Y = yulxs) +1og P (Yo = yi[x:) + log P (X = %) . (A1)
Entdo, de (A.12) e (4.10} tem-se que

P{Yy = 1]xy)
co M = og P (Y = 1L, Yo =y, Xy = x4) —
log 5 ¥ oy o (Yis = 1, Y2, X = x:)

7
—log P {Y}; = 0, Yo, = 1pi, X = X;) = fioy + Z M1 -

Por outro lado, pela defini¢io de distribuigdo marginal e pelas equaces (4.6) a {4.8),

tem-se que

P Yy = 1jx;)

et = log P (Y == 1)
BP0 )

o

~log [P (Y = 0,¥y = Hx:)+ P (Y = 0,Yy = Ofxi)] ==

Ay Audy Ay 1 ,
mlgg(ﬂ; +—-3§—2—) —10g(D2‘ +—~5) =log Au = B + 81%: ,




2 portanto,

P
for + Z Papix = Po1 + 3%
k=1

Como X ¢ wmna varidvel dummy, term-se que

x; = 0 = pg =

54

Lig=lexy=0=py=0Fu, pataks=12... ,p{s#k)
Similarmente, de (A.12) e (4.10) tem-se que

P(Y‘:Ei = 1'3{@)

I
%8 B (Yo = OJx;)

:_1ogP(YlémyH,}§£:; 1, X; 33%)“

p
—log P (Yi; =y, Yor = 0, X = %) = g -+ ) _ flog T
k=1

mas pela definicdo de distribui¢io marginal e usando as probabilidades apresentadas na
tabela expandida do Quadro 4.1, tem-se que

_{3__(531 == 1[3‘55)

1o e U
5P (Yo = 0fx1)

= ].Og [.P (Yii = I,Ygi = 1]}.’1) + P (le’ = O¢Y§3‘ = leé)] —

- 10{;‘; [P (Yh: = i. }aﬁ o {.}|X§} + P (Yh‘ = O, ert_ = QEXQ)] =

A iA’i Aaz‘ A ¢ i . ’
= {og (_Jﬁ_ﬁ_ + 5 ) - log ( Dl + 5) = log Agi = g + Fox;

& portanto,

TJ
Hoz + Z poxitix = Pog + B5% .
k=1

Como X ¢ uma varidvel dummy, conclui-se que toz = g © pop = Fog, para k =

LZ,...,p
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Anexo B

Listagem do Programa Dnewton

A estimacéo dos modelos propostos por Mare (1994) requer o uso de um programa
especifico desenvolvido por Haberman (1988) em Fortran77 e nao publicado. Neste anexo
é apresentada uma descricio do programa com esquemas de entrada de dados.

O Programa Duewton considera wm tabela-base com fregiiéncia n(i, ) na casela da
linhaiecoluna j(i = 1,2,....m, {7 = 1,2, ..., 8()). Cadalinha é wna amostra multinomial
independente. Um modelo log-linear € usado para 0s valores esperados m(i, 7). Tem-se

que

o | “ D) ) 4 ()2 64D F D@ T2+ +b )2 i r)

para z (1,1} e 2 (i, §, k) conhecidos e a {7} e b (k) desconhecidos (k= 1,2,...,p).

Como nem todas as freqiiéncias n (i,j) sdo observadas, utiliza-se N (k) para rep-
resentar o nidmero de individuos nas cohmnas j(h,s) da linha g (h) com b = 1,2,...q
es = 1,2,...,m{k). Sem{h) > 1 o numero de individuos na coluna j{Ak,s) nio &
conhecido.

As entradas do programa sdo descritas a seguir.

1. A primeira linha de entrada é do titulo dado ao problema. A leitura é em formato

20a4.
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2. A sepunda linha de entrada contém 9 parimetros:

O primeiro parametro nr € o nitmero de caselas na tabela expandida, igual & soma
doss{(i)(i =1,2,...7).

O segundo pardmetro np ¢ o nimero de parruetros do modelo log-linear, ignal a
.

() terceiro pardmetros nc é o ndmero de amostras independentes (niimero de
combinacdes das categorias das covaridveis), igual a »,

() gquarto pardmetro n € o ntmero de caselas na fabela observada, igual a 4.

O quinto parametro iz & zero se z{3,7) = 1 para todo {i,7) e é positivo, caso
contrario.

() sexto pardmetros it é o nimero de iteragoes permitido. Se it = 0, um méximo
de 20 iteracdes & usado.

0) sétimo pardmetro ms é positivo se os valores esperados da tabela-base forem
desejados.

() oitavo pardmetro to é um critério de convergéneia. O padréo € igual a 0,001

O nono pardmetro icov é positivo se wma estimativa da covaridneia agsitética dos

parametros for desejada.
A leitura dos pardmetros, via arguivo inl.dat, é em formato livre.

3. A préxima linha de entrada contém as varidveis independentes do modelo para
tabela-base. Para z (i, 7, %), & varia mais rapidamente e ¢ varia mais devagar. A
leitura € por meio do arquivo in2.dat.

4. Se forem requeridos z (7,7) no-triviais, entdo eles seguem com j variando mais

rapidamente.

5. (Os nomes dag varidveis do modelo segnem em formato a8, contidos no arquive

in3.dat.
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6. A proxima linha de entrada lista a posicio ordenada dos n (7, §), em formate livre,
tanto que as entradas sdo L1+ s{1),1 4 s(1) + $(2), etc., contidas no arquivo

ind.dat.

7. A tabela observada ¢é lida em duas linhas por casela. A primeira linha estd em
formato lvre, com a primelra entrada para a casela s igual a N {h), a segunda
entrada & igual a g (h) e a terceira entrada ¢ igual a m (A) ,contidas nos arquivos
inb.dat. A segunda linha se refere aos valores de i por casela, contidos no arquivo

in6 dat., em formato lvre.

8. Apds as entradas para a tabela observada estdio os valores iniciais de b(k) em

forrnato livre, contidos no arquivo in7.dat.

Fxemplo B.1 - Modelo Logito para Individuos Independentes

QUADRQ B.1 - Valor de (4, /. 4,5) para cada casela da tabela expandida

X
(1.12) | (0,000) { (1.0,00) | (0,1,0,0) | (0,0,1,0) | (0,0,0,1)
(LD | (LLLYy | (1,2,4.1) | (1,3.7,1) | (14,101} | (1,4,13,1)
(LOy | 2,LL2) | (2242) | (2,3,7.2) | (24,10.2) | (24,13.2)
O | 12D ] G250 | 33810 | 34141 | (34141
(0.0 (4,1,.3,1) (4.2.6.,1) 1 4,3.9.1) | (4.4.12.1) | (44,151}
Tem-se que
r=95 — |ne=2>5
s{@y=4; i=12,...,5 — m:Zs(?)mZLl:%}{
gz} iml
p=6 -+ |np=2=6
g=15 — |n=15
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Exemplo B.2 - Modelo Logito para Individuos Pareados com heterogeneidade nio-

observada.

QUADRQO B.2 - Valor de (i, j, ii,5) para_cada casela da tabela expandida, dado w

X

Yy LY ool | €0,00,0) | (10,00} | (0,1,0,0) | (0,0,1,0) | (0,0,0,1)
(LLLDw=0 | (L,LLD | (L2101 ] (13,191} (1,4.28,1) | (1,5,37.1)
(LLLDmw=1 | (LL1,2) | (22,10,2) | (2,3,19.2) | {(24,282) | (2,5.37.2)
(1,1.1.00w=0 | (3,1,1,3) : : i :
(LLLOw=1 | 41,14
{(L0,LDw=0 | (5LL%
(oL Dw=1 | (61,16}
(1,0,1,00w=0 | (Z,LL,7 : : : :
(1,0,1L,01w=1 | (8,118 | (82,10,8) | (8.3,19.8) | (8428.8) | (8537.8)
(LLODw=0 | (9,1.2,1) | (B.21L1) | (9.3,20,1) | (9.4.29,1) | (9,5,38,1)
(LLODw=1 | (10,1,2,2) : ; : :
(L,0,0,1w=0 | (11,1,2,3) : : : :
{1,0,0.Dw=1 (12,1,2.4) 1(12,2,11,4) | (12,3,20.4}1(12,4,29,4) 1 (12,5,38,4}
(1,LOOw=0 | (13,1,3,1) | (13,2,12,1) | (13,3,21,1){ (13,4,30,1) | (13,5,39,1)
(1L,LoO)w=1 1| {14,1.3,2) : : : :
(1L000w=0 | (15133) : : : :
(LOOOw=1 | (16,1.3.4) |(16,2,12,4)[{16,3,21,4)1(16,4,30,4) | (16,5,39.4)
(0.1,,Dw=0 | (17,141} | (17,2,13,1)1(17,3,22,1) [ (17.4,31.1} | (17.5,40,1)
(0,1,L, D=1 | (18,142} : : : :
O,LLOw=0 | (19,1.4,3) : : : :
{0,1.1,00w=1 (20.1,4.4) 1(20,2,13,4)1(20,3,22,4) ] (20.4,31,4) ; (20.5,40,4)
(0,1,0w=0 | (21,1,5,1) | (21.2,14,1)} (21,3,23,1) | (21,4.32,1} | 21,541, 1)
(0,1,6,D)pw=1 (22,1,5,2) 1(22,2,14,2){(22,3,23,2) 1 (22,4,32,2) | (22,3412}
(0,1,0,00w=0 | (23,1,6,1) | (23,2,15,1)](23,3,24.1)}(23,4.33,1) | (23.5,42,1)
(0,1.6,0)w=1 (24,1,6,2) 1(24,2,15,2)1(24,3,24,2){ (24,4,33,2} { (24.5,42,2)
(00,1, 0w=0 | (251,7,1) {(25,2,16,1){(25,3,25,1) ] (25,4,34,1} | (25,5,43,1}
001,hw=1 1{(26,1.72) : : : :
(0,0,1.00w=0 | (27,1,7,3) : : : :
(0,0,1.00w=1 | (28,1,74) | (28,2,16,4)| (28,3,25,4) | (28,4,34,4) | (28,5,43,4)
(0,00,Dw=0 | (29,1,8,1) [ (29.2,17,1){(29,3,26,1) | (29,4,35,1} | (29,5,44,1)
(0,00 Dw=1 | (30,1,8,2) 1(30,2,17,2)](30,3,26,2) | (30,4,35,2) | (30,5,44,2)
(0,0,0,00w=0 | (31,1,9,1) | (31.2,18,1)|(31,3,27.1} | (31.4,36,1) | (31,5,45,1)
(0,0,0,00w=1 | (32,1,92) 1(32,2,18.2){(32,3.27,2)| (32,4,36,2) | (32,5,45,2)

Tem-se gue
=5 — inc=2>5
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5 5 [

s{i)=32; i=12,....8 — 111‘223(1‘)22322160'
—

i

IE= il

Segue mma vers&o do programa fonte, em que as linhas com letra maniscula destacam

alteracoes feitas no original,

¢ PROGRAM DNEWTON.FOR

¢ This routine obtains maximum-likelihood estimates for

¢ indirectly observed log-linear models by use of the

¢ Newton-Raphson algorithm.

double precision work{30000),x,y,c,sum,sumlik surawas,ratio,
* d,der

real title(20)

mteger ip(1000),DAT{1000)

nw = 30000

nwl = 1000

tol = 0.001

xkappa == 10

tan = 0.1

¢ INPUT AND OUTPUT FILES
OPEN{(1,FILE="IN1.DAT")

OPEN{2,FILE="IN2.DAT")

OPEN(3,FILE=="IN3.DAT")

OPEN{(4,FILE="IN4.DAT")

OPEN{5 FILE="IN5.DAT” FORM="FORMATTED’ ACCESS="DIRECT" , RECL=9)
OPEN{6,FILE="IN6.DAT" FORM="FORMATTED’ ACCESS="DIRECT’ RECL=3)
OPEN(7 FILE="IN7.DAT")

OPEN(8 FILE="0UT.DAT")

WRITE(* *} * TITLE

read{*’(20a4})") title

¢ Read the x matrices.

READ (1,%) or,np,nc,n,iz,it,ms,to,icov

if(it.Je.0} it = 20

if{to.gt.0} tol=to

nt = nr¥np

¢ Check size limits.
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np? = np*op

nsize = 2¥{nt+n-+np+op+np2-ncl+anpnp
if{iz.gt.0) nsize = nsize4nt
H{nsize.gh.nw) go to 900
READ(2,*) (work(l), i=1,nt}

nz = nf+1

nlab = nz

nzz = pb-4-nt

if(iz.gt.0}) nlab = nz+nr

¢ Read z if needed.

if{iz.gt.0) read(*,*) (work(i),i=nznzz)
if(izle.0) go to 3

do 2 i=nu,nzz

if(work(i}.le.0} go to 800

2 eontinue

3 n8 = nlab+4np

nlabb = as-1

ntab = ns+nc

ndat = ne+1

¢ Read labels,
READ(3,7(10{10a8/})"} (work(i}, i=nlab,nlabb)
¢ Read the pointer list.
if{nc.gt.nwl) go to 900
READ(4,%) (ip(i),i=1,n¢c)
ip(ndat) = nr+4-1

ndat = ndat+1

¢ Initialize sample size lst.

ngs = ntab-1

do § i=ns,nss

5 work(i) =

¢ Read the cases.

idf = 0

i] = ntab

il == ndat

do 10 j=1.n
READ(5,99,REC=}) DAT(j) I, m
99 FORMAT(I4,12,11)
WORK(JDH=DAT{J)

(L1t Lor.m it 1) ge to 800
if{Lgt.ne} go so 800
if{work(jj).gt.0} idf = idf+-1

¢ Get samnple sizes.

work(ns+1-1) = work(ns+1-1)+work(jj)
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im = ii+m+1

H{im.gt.nwl) go to 400
ipii) =1

ip(ii+1) = m

it = 42
READ(6,999,REC=}} (ip(i), i=ii,im)
599 FORMAT(12)

do 7 i=ii,im

ip(1) = ip{(l)+ip(i)-1
f{ip(i).ge.ip(i+1)} go to 800
7 continue

i = hm41

10 jj = jj-+1

¢ Count nonempty samples.
do 11 i==ns,nss
if{work(i).gt.0) idf = idf-1
11 continue

¢ Set up array locations.

b = jj

nb) = nb+4np

nd = nbl+np

nbb{) = nd-1

ne = nd+np

neov = ne-+np

neey == ncovinp2

nexp = necy+np2

neexp = Nexp-ur

nsexp = neexp+n

nlast = nsexp+4nce-1

ubb = nb-1

nee == neov-l

nee = nexp-l

¢ Get starting values.
READ{7,*} (work(i),i==nb,nbb)
¢ Report title.

WRITE(8, (1x,20a4)’) title
¢ Cominence iterations.

do 100 1=1,it

i =0

=1

¢ Compute the table of exponents.
12 =1
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1 = ie+1

{ic.gt.100) go to 700

i = nexp

y =0

do 20 i=1,nr

surn == {1.0

kik = nb

do 15 j=1np

sum = sum-+work{ii)*work(kk)
o= 341

15 kk = kk+1

if{l.gt.1) then

x = sum-dlog{work{jj}}
if(iz.gt.0) x = x+dlog(work{nz-+i-1})

if{x1t.0) x = -x
iflxgty)y =x
endif

if{yle.xkappa) work{jj) = dexp(sum)
if{iz.gt.0) work{jj) = work(jj)*work(nz+i-1)
B § = j+l

if{l.gt. 1.and.ic.eq. Land.y.gt xkappa) then
if(ir.ge.0) then

call chol(np,work{ncov),work{ncev),irank)
call solve(np,work{ncev),work{ne),work(nd)}
e =

ir=—=-1
else
¢ = xkappa/y

do 200 i=1np

200 work{nb+i-1} = work(ne+i-1)+c*work(nd-+i-1)
endif

go to 12

endif

¢ Compute sums of exponents for samples.
1j = nsexp

i = nexp

=0

do 30 j=1inec

sum =

ki¢ = 1+1

I = ip(j+1)-1

do 25 i=kk il
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suin = sum--work(ii)

25 i = ii+1

work{jj) = sum

30 jj = ji+1

¢ Compute sums of exponents for observations.
11 = ncexp

i = ndat

sumnlik = {)

do 40 j=1n

gurn == {)

B = ip(ii)

m = ip{ii+1)}

o= ii+1

do 35 i=1,m

it = ii4-1

kk = ip(ii)

35 sum = sum-+work{nexp-+kk-1)
work(ij} = sum

x = work{ntab+j-1)

y = work{ns+l-1)

if(y.gt.0.0) ratio = work{nsexp+1-1)*x/(sum*y)
if(x.g6.0.0) sumlik = sumiik+x*dlog(ratio)
it = i1

40 §j = 3j+1

¢ Test for instability.

if{l.gt.1) then

H{sumwas-surnlik.it. {c*der/16.0)) then

d = ¢*tan

¢ = ¢*der/(2.0%{der-(sumwas-sumlik)/c})
fleltd) e =d

do 400 i=1,np

400 work(nb-+i-1) = work(nb0+i-1)}+c*work(nd+i-1)
go to 12

endif

endif

¢ Compute gradient and Hessian.

do 45 i=ne,nce

45 work{i} = 0

i = ndat

jj = ntab

I = Oeexp

do 55 i=1n

145



1 = ipfii)

m = ip(ii+1)

i = 1042

im = ii4m-1

do 50 j=inp

sum = §

do 48 k=i,im

kk = ip(k)-1

I = kk*np+ij

48 sum = smn+work(nexp-+kk)*work{1l}
work{nd+j-1) = sum/work{mm)

50 work{ne+j-1) = work(ne+j-1)+work(jj)*work(nd+j-1)
do 53 j=1np

do 53 k=1j

som = ()

do 52 kk=ii,an

kkke=ip(kk)-1

I = kkk*np+j

H = T4k

x = work{ll}-work(nd-+j-1)

y = work(lil)-work(nd-+k-1}

52 sum = sum-+work{nexp-+kkk)*x*y

jii = neev+j-14+-(k-1)*np

53 work{jij) = work{ijj)+work{jj)*sum/work(mz)
min == mrn-1

=i+l

85 1 = -1

do 70 i==1,nc

ii = ip(i)

3 = ip(i+1)-1

do 65 j==1,np

sum == {)

do 60 k=ii,jj

I = (k-1)*np+j

0 sum = sum-+work{nexp+k-1)*work(ll})
work{nd+j-1) = sum/work{(nsexp-i-1)
65 work(ne+i-1} = work{ne-+j-1}-work(ns+i-1)*work{nd-+j-1)
do 68 j=I1,np

do 68 k=1j

sarn = 0

do 67 k=i, jj

il = (kk-1}*np+i
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= li4ke
x = work({ll}-work{nd+i-1}

v = work(l}-work(nd-+k-1)

67 sum = sum-+work(nexp+kk-1)y*x*y

iij = neov4i-14+{k-1)*np

68 work{jjj) = work{jjj)+work(ns-+i-1)*swan/work(nsexp-+i-1}
70 continue

¢ Find Newton-Raphson step.

do 75 i=1np

do 75 j=1,i

ij = neev+{j-1Y*np+i-1

il = }j-np2

75 work(j}} = work(ii)-work(jj)

call chol(np,work(ncev),work{ncev),irank}

it == irank

if{iranke.1t.0) call chol{np,work{ncov}),work{necv),ivank)
call solve{np, work{ncev),work(ne),work{nd}}

¢ Check on directional derivative.

der = 0}

do 77 i=1np

77 der = der+work{ne-+i-1}*work(nd+4i-1)

it = nb

i=nd

kk = nh0

do 80 i=1np

work({kk) = work(ii)

work{ii) = work{(ii)+work(3j)

i = i1
kk = kk+1
80 1 = jj+1

sumwas == surlik

sumlik = sumlik-+suwmlik

WRITE({8,90} 1-1,irank, sumlik,c

80 format(® Iteration = °,i2,", rank = *i2)", chi-square =7,
* g14.5., step size 18" ,f8.5,/7 estirnates are’)
WRITE(8,{8f10.5/)") {work(i},i=nb0,nbb0}

i#{ir.1t.0) WRITE(8,*} ’ Hesslan was not used at this step’
if{der.le.tol) go to 110

100 contime

110 WRITE(3,(/a)"} * Coeflicients and Standard Errors’
call invert{np,work{ncev},work{ncev})

do 114 i=1,np
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114 work{nd+i-1) = sqrt{work(ncev+{np+1)*{i-1}))
j=1

120k = 46

if(k.gt.np} k = np

ij = nlab-hj-1

kk = nlab4k-1

WRITE(8,'(/1x,7(2x,a8})") (work(i},i=jj,kk)
WRITE(8,(1x,7f10.5)") (work({nb+i-1),i=i.k)
WRITE(S, (1x,7{10.5)"} (work(nd-i-1),i=] k)

] =3+

if(k.1t.np} go to 120

idf = idf-irank

WRITE(B,{/a,f14.5)} > Wilks chi-square is ’,sumlik
WRITE(S, (2,i3,4)") * on ’idf,” degrees of freedon’
i(icov.gt.0) then

WRITE(8,(/a)’} ' Estimated Asymptotic Covariances of Estimates’
WRITE(8,(/a)’) * Param. 1 Param. 2 Covariance’
do 300 i=1,ap

do 300 j=1np

300 WRITE(8,450} work{nlab+i-1},

* work(nlab+j-1), work{ncev4np*{(i-1}4j-1)

450 format(Ix,a8,2x,a8,2x,{10.5)

endif

if{(ms.}e.0) stop

WRITE(8,’(/a)") * Estimated expected values’
WRITE(8,(/a)’) * Sample Cell Estimate’

ii = nexp

de 500 i=1,nc

k = ip(i)

1 =ip(i+1}

i = Ik

y = work(ns+i-1)/work{nsexp-+i-1)

do 500 j=1jj

x = y*work(ii)

WRITE(8, (i7,i6,£10.3)) i,j,x

800 1 == 1141

stop

700 write(*,*) * Failure to progress’

stop

800 write(™,*) ’ Data error for observation ' j

stop

900 write{*,*) * Space limits exceeded’
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stop

end

¢ This program uses the modified Cholesky decomposition
¢ in u to solve the equation lux = b.
subroutine solve(n,hu,b,x)

double precision x{n),lu(n,n},b{n}
double precision sum

nn = 1

¢ Lower triangle.

x(1} = b(1)

f{1u{1,1}.1e.0.040} x(1) = 0.0d0
H{xm.eq.1) go to 3

do 2 i=2xnn

sum = 0.0d0

1 =i1

do 1j=1J1

1 sum = sum-+Hu(i,j)*x(j)

x{i} = b{i)-sum

if{lu{i,i}.1e.0.0d0) x(i} = 0.0d0

2 continue

¢ Upper triangle.

3i=onn

if{lu{i,i}.gt.0.0d0) x(i} = x{i}/lufii)
if(Iu(i,i}.1e.0.0d0) x{i) = 0.0d0
if(nn.eq.1) return

do b k=2nn

sum = 0.0d0
I=1
1= -1

if(tu(i,i) Je.0.0d0) x(i) = 0.0dD
#{ln{i,i}.1e.0.0d0) go to 5

do 4 j=lnn

4 sum = sum-+Huo(i,]) ()

(1} = {x(i}-sum)/lu{ii}

5 continue

return

end

¢ Compute inverse for n by n matrix with modified Cholesky
¢ decomposition tri.

subroutine invert(n,tri,xinv)
double precision tri(n,n)xinv{nn)
double precision sum
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nn =n
¢ Invert diagonals.

do 1 i=1,nn

H{tri(1,1).26.0.0) xinv{i,i) = 1.0/tri(ii)
if(tri(1,1).1e.0.0) zinv(i,i) = 0.0
1 continue

if{nn.eq.1) return

« Off-diagonals.

do 4 i=2nn

it = i1

do 4 k=1.i

sum = -tri(ik)

if(k.ge.ii) go to 3

kk = k+1

do 2 j=kk,ii

2 sum = sum-tri{i,j)*xinv(j,k}
3 xinv{ik) = sum

4 xinv{k,i} = xinv(ik)*xiov(i,1)
¢ Full inverse

do 7 i=1,nn

#o= i1

do 7 j=1,i

sum = xinv(j,i)

if{i.eq.nn) go to 7

do 6 k=ii,nn

6 sum = sum-+xinv{k,iy*xinv(j.k)
7 xinv(l,j) = sum

do 10 i=2,nn

=11

do 10 j=1,i1

10 xinv(}i) = xinv(i,))

return

end

¢ This program computes the modified Cholesky decomposition
¢ of the n by n nonnegative definite symmetric matrix sym.
¢ Qutput is tri. Irank is the rank of sym. If sym is not

¢ negative definite, irank is -1,
subroutine chol{n,sym,tri,irank)
double precision sym{n,n},tri(n,n)
double precision sum,x

data tol/1.0e-12/

m =n



irank = 0

do 6 i=1,un

x = tol*symf(i,}}

tri{1,i) = sym{i,1}

if(ieq.1) go to 4
i(tri(1,1).26.0.0) tri(i,1) = tri(1,i)/tri(1,1)
do 3 j=2,

if(j.It.1) then

if{tri{j,j).1e.0.0) go to 3

endif

sum = 0.0d0

k = j-1

do 21=1k

2 sum = sum-+tri(il)*tri(Lj)
trifi,i) = sym(i,j}-sum

i#(16.5) i) = triGii) /)
3 continue

4 if{tri{i,i).gtx) irank = irank-+1
{tri{i,i).gt.x) goto 6

#(trii,i) 1t.(x)) irank = -1
if{irank.1.0} return

do 5 j=1,nn

trifi,j) = 0.0

5 xifj,i) = 0.0

6 continue

return

end
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