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RESUMO

Nesta tese, sao abordados trés problemas em Teoria da Aproximacio,
os quais, estao distribuidos em trés capitulos. O primeiro capitulo trata
da densidade uniforme de determinados subconjuntos do espaco das fungées
continuas definidas num grupo de Hausdorff compacto e com valores num
espago de Banach. A aproximacao ¢ feita utilizando-se a convolucao. O
segundo capitulo aborda uma versao do Teorema de Stone-Weierstrass para
espacos ponderados de funcGes vetorais continuas num espaco de Hausdorff
completamente regular. A prova é baseada na construcao de uma particao da
unidade conveniente. Como consequéncia, obtemos uma caracterizacao do
fecho de médulos e subconjuntos dos espagos ponderados. O terceiro capitulo
trata da localizagao da distincia de um portador semicontinuo superiormente
e malo no infinito a subconjuntos do espago das fungoes vetorials continuas
e nulas no infinito, definidas num espago localmente compacto. Obtemos,
como consequéncia, resultados apliciveis 4 teoria de melhor aproximacao
simultinea.



ABSTRACT

In this thesis we study three problems about Approximation Theory.
These problems are distributed in three chapters. The first chapter treats
uniform density of determinated subsets of space of vector-valued continuous
functions defined in a compacl Hausdorfl group. The approximation is done
through convolution. The second chapter treats a Stone-Weierstrass Theo-
rem version for weighted spaces of vector-valued continuous functions defined
in a completely regular Hausdorff space. The proof is based in the construc-
tion of a convenient partition of unit. As a result, we get a characterization
of the closure of modules and subsets of weighted spaces. The third chapter
treats a localization formula for the distance of an upper semicontinuous car-
rier that vanishes at infinity from a subset of the space of all vector-valued
continuous functions that vanish at infinity in a locally compact Hausdorff
space. As an application, some results in best simultaneous approximation
are obtained.
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INTRODUCAO

O objetivo desta tese consiste em estudar trés problemas em Teoria da
Aproxamacao :

(1) a densidade uniforme de determinados subconjuntos do espago das
fungoes vetoriais continuas num grupo de Hausdorfl compacto;

(2) uma versao do Teorema de Stone-Weierstrass para médulos e subcon-
Juntos do espago ponderado;

(3) uma férmula de localizagao da distincia de determinados portadores
a subconjuntos do espaco das fun¢oes nulas no infinito.

Distribuimos estes problemas em trés capitulos.

No Capitulo 1, estudamos a densidade uniforme de determinados subcon-
juntos de C (G; E), o espaco das funcbes continnas definidas num grupo de
Hausdorfl compacto GG € com valores num espago de Banach F. Utilizamos
a técnica de aproximacio por convolu¢ao. A motivacao se deve ao segundo
teorema de aproximacac de Weierstrass (Natanson [14]): “Se f : R — R
é uma funcdo continua 2m-periddica, entdo f € uniformemente aprozimada
por um polinémio trigonomérice”. Uma das demonstragoes deste resultado
foi feita por De La Vallée Poussin em 1908 [5], através da convolugao da
funcio dada com um ‘nicleo’ conveniente. Observamos que, provar esse re-
sultado ¢ equivalente a provar que se F' : R/ 27Z — R ¢ continua, entao F
pode ser uniformemente aproximada por uma ‘identificacao’ de um polinémio
trigonométrico. Dai, surgin a seguinte questao: Se f for uma fungao vetorial
continua num grupo de Hausdorff compacto G, serd que podemos aproxima-
la uniformemente, por elementos de algum subconjunto das fungoes veto-
riais continuas em (G, que tenha propriedades semelhantes as do conjun-
to dos polinémios trigonométricos? Assim, obtemos um primeiro resullado
para algebras polinomiais invariantes por translacoes e, posteriormente, con-
seguimos uma generalizacao para determinados subconjuntos de C (G; E).

Sejam V um conjunto de pesos, X um espaco de Hausdorfl completa-
mente regular e & um espaco normado.O espago ponderado CV,, (X; E) ¢é
o espaco vetorial das funcoes continuas, f : X — F/| tais que as funcbes v f
sao nulas no infinito, para cada v € V, mumdo da topologia determinada
pela familia de seminormas f — sup {v (z) || f (z)|; z € X}. No Capitulo 2,
abordamos uma versao do Teorema de Stone-Weierstrass para subconjuntos
e médulos de OV, (X; F). Na verdade, trata-se de generalizagoes de dois
resultados de Prolla [18] (Teorema 1, Cap. 2 e Teorema 1, Cap. 4): os
Teoremas de Stone-Weierstrass para médulos e subconjuntos do espaco das



fungoes continuas num espago de Hausdorfl compacto e com imagens num
espago normado. Prolla usou argumentos de Jewett {9] bascando-se sempre
na compacidade do espago. O fato da restricdo de vf a gqualquer fechado de
X assumir maximo fol o que essencialmente permitiu a obtengao das gene-
ralizacoes.

Sejam X um espago de Hausdorfl localmente compacto ¢ E um espaco
normado. Cy (X; E') denota o espago das fungdes continuas de X em E, nulas
no infinito. No Capitulo 3, apresentamos uma férmula de localizacao para a
distancia de determinados portadores, fungoes definidas em X e com valores
na colecio de subconjuntos limitados de F, a subconjuntos nao vazios de
Co (X; E). Utilizamos a técnica de Ransford [19], que & baseada no Lema
de Zorn, juntamente com argumentos de Machado [10] e Prolla [18]. A idéia
fol inspirada na demonstragao de um resultado de Prolla (veja [18], Teore-
ma 1, Cap. 6). Os primeiros resultados nesta linha foram obtidos em 1982,
por Machado e Prolla [17], para o caso de mddulos de Cy (X; E). A princi-
pal ferramenta utilizada por eles foi um teorema sobre particao da unidade
construfda através de fungbes de uma subélgebra fechada de G, (X;K), a 4l-
gebra das fungoes continuas limitadas em X com valores em K (o corpo dos
reais ou complexos}. Esse teorema sobre partigdes encontra-se em Nachbin
(veja [13], Lema 1)} e é baseado no teorema cldssico de Stone-Weierstrass.
Um dos interesses em estudar portadores vem, em parte, da aplicacao na
teoria de melhor aproximacao simulténea.



Capitulo 1

Aproximacao de funcoes
vetoriais continuas num grupo
compacto através da convolucao

1.1 Introducao

Este capitulo consiste no estudo da densidade uniforme de determinados
subconjuntos das fungdes vetoriais continuas num grupo de Hausdorff com-
pacto. A técnica utilizada foi a aproximacao por convolucao. Para definirmos
a convolugao, usameos o fato de que todo grupo de Hausdorff compacto admite
uma medida de Borel regular, invariante por translagoes.

1.2 Preliminares

Esta secao contém notagoes, definicoes e alguns resultados que serao
usados posteriormente.

1.2.1. Definicao. Um grupoe topoldgico G é um espago topolégico que tem
uma estrutura de grupo (com a operagao (z,y) — zy) tal que a aplicacdo de
G x G {munido da topologia produto) em G, definida por (z,y) — 2y™! é
continua .

Neste capitulo, G sempre denoctarda um grupo topoldgico, K = R ou C,
o corpo dos reais ou complexos ¢ £, um espaco de Banach sobre K. N
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e Z representam o conjunto dos nimeros naturais e dos nimeros inteiros,
respectivamente.
Denotamos o clemento ideéntidade de G pore,ese B C G ca € G
definimos :
aB = {ax;x € B}
Ba = {za;z€ B}
B! = {z7lz€ B}

Dizemos que B C G é simétrico se B = B~L.

Para cada a € G, as aplicagoes s — as e s — sa sa0 homeomorfismos de G
em . Logo, se V é uma vizinhanca da identidade € € G, entao os conjuntos
Va e aV sio vizinhancas de a. A aplicacio inversa s — s~! também é um
homeomorfismo de G em . Assim V' é uma vizinbanca de e se, e somente se,
V~! € uma vizinhanca de e. As vizinhangas simétricas de e formam uma base
de vizinhangas de e, ou seja, se U for uma vizinhanga qualquer de e, existe
uma vizinhanca simétrica V de e tal que V C U. Ressaltamos que durante
todo o capitulo, quando falarmos em vizinhanca, estaremos considerando esta
vizinhanca um aberto de G.

Dizemos que G é um grupo compacto se G é compacto como espaco
topolégico. Usaremos uma convencgao de terminologia andloga para os de-
mais conceitos topoldgicos, tais como: grupo localmente compacto, grupo de
Hausdorff. Alguns exemplos mais conhecidos de grupos compactos sdo os
seguintes:

(@) S'={z¢€C, |z =1} com a topologia herdada de C e a multipli-
cagao como operagao do grupo;

() O{n) o conjunto das matrizes ortogonais n X n sobre R, com a
operacao de multiplicagao de matrizes e com a topologia herdada
de R"’ (grupo ortogonal);

(¢) SO(n)={A€O0(n);det A= 1} com a topologia induzida de
0 {n) e com a mesma operagao de O (n);

{(d) R/27Z com a topologia quociente e a operacao natiral de soma.
R/27Z é isomorfo € homeomorfo a S;

(e) Se G é um grupo compacto, entdo G X G com a topologia produto
e a operacao dada por(g, h) (¢, /') = (gg’, k') é um grupo
compacto.

1.2.2. Definicao. Sejam (7 um grupo topolégico e f : G — E. Para cada
v

a € G definimos fo.G — E,of : G- Ee f: G— E por f,(s) = f(sa),
v

of (8) = f(as) e f (s) = f(s7!) para todo ¢ € G. As fungoes f, e ,f sdo
chamadas de translagdo & direita de [ por a e translagdo & esquerda de f
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C (G5 F) denota o conjunto das fungoes continuas de G em E. No caso
em que G for compacto, consideraremos em C (G; E) a topologia da con-
vergénecia uniforme. O suporte de f € C(G; E)} é o fecho do conjunto
€ G; [ (z) 0}.

Uma ferramenta muito utilizada em teoria de aproximagao é a particao
da unidade. Para os nossos propésitos, consideraremos somente o caso finito.

1.2.3. Defini¢ao. Seja X um espago topolégico. Uma partigio contfnua da
unidade em X é uma familia de fungées continuas

fi: X—-100,1);i=1,...,n
tal que S, fi (z) = 1 para todo z € X.

Amunciaremos a seguir um resultado de Diendonné e Bochner que garante
a exasténcia de uma particao da unidade em todo espago normal, em parti-
cular, nos espagos de Hausdorfl compactos.

1.2.4. Proposigo. Se {U} ., & uma cobertura aberta de um espago
normal X, entdo existe uma particio do unidade {fi}, ;.. tal que suppf; C
Uparai=1,..,n.

Prova.
Nachbin [12], Teorema 4, p. 41. [ ]

1.2.5. Observacao. Analisando a demonstracio desta Proposicao, nota-se
que para cada i, f; # 0. Logo, suppf; € um ‘conjunto nao desprezivel’, isto
é, sempre contém um aberto de X.

Dado um grupo topolégico 7, mesmo nao metrizdvel, faz sentido falar
de continuidade uniforme de uma funcao f : G — E, devido & estrutura do
grupo topolégico. A definicao seguinte encontra-se em Dinculeanu [6].

1.2.6. Definicdo. Dizemos que f : G — F é uniformemente continua ¢
esquerda (respectivamente & direita) se existe uma vizinhanca V da identi-
dade e € G tal que s € V implica ||f (sz) — f(z)|| < £ (respectivamente

If (zs) — f(z)| < ¢) para todo z € G, ou equivalentemente, tal que xy~' €
V (respectivamente y~!z € V) implica || {z) — f (%) < £ para todo ,y €
G.
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1.2.7. Obscrvagao. Isla nogao de contimudade uniforme coincide com a
usual 1o caso em gue G ¢ um espago vetorial normado com a operacio soma.

1.2.8. Proposicao. Seje G um grupo de Hausdorf] compacto. Se [ €
C(G; E), entdo [ ¢ uniformemente conlinue 4 esquerda ¢ & direita .

Prova :
Andloga & de Nachbin {12], Proposi¢ao 1, p. 63. |

1.2.9. Definigao. Um subconjunto F C C (G, E) é uniformemente equicon-
tinuo & esquerde ( respectivamente a direita ) se, dado £ > 0, existe uma
vizinhanca V de e tal que, para quaisquer z,y € G em que zy™' € V
{ respectivamente y~'z € V ), temos || f (z) — f (y)|| < ¢ para toda f € F.

O fato crucial a respeito desta definicao é que a vizinhanca V da iden-
tidade e obtida a partir do ¢ dado é a mesma para todas as fungoes f de
F.

1.2.10. Proposicao. Seja G um grupo de Hausdorff compacto. Se f €

C(Gi E), entio {of},cc € {fa}acc sdo, respectivamente, uniformemente
equicontinuo & direita e uniformemente equicontinuo 4 esquerda.

Prova :

Como f € C(G; E), segue da Proposigao 1.2.8 que f é uniformemente
continua & direita, ou seja, dado £ > 0, existe uma vizinhanca V' de e tal
que para quaisquer z,y € G em que y~'z € V temos |[f (z) - f (y)| < «.
Agora, como (ay) ez = yalex = ylz , temos |of (z) —o f ()| <
< g, para todo a € G. Portanto {,f},.o ¢ uniformemente equicontinuo &
diretta. Analogamente, prova-se que {f.},. ¢ uniformemente equicontinuo
a esquerda. |

1.2.11. Proposicao. Seja G um grupo de Hausdorff compacto. Se f €
v
C(G;E) e ¢ € C(G;K), entdo {a@b f } é uniformemente equicontinuo

aeG
a direita.
Prova :
Segue da proposicao anterior que {,%},.; € uniformemente equicontinuo
a direita. Logo, dado £ > 0, existe uma vizinhanca Vj de e tal que 4~z € V;
implica

¥ (z) —a ¥ ()| < 20l + 17T+ 1)

6
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W
para todo a € G. Por oulro lado, f: G — E ¢ uniformemente continua a

direita, logo existc uma vizinhanga V; de e tal que ¥~z € V3 implica

£

ol + [IFl 4+ 1)

Fa-1w|<g

Assim para y 7'z € V; NV, tem-se

‘ ()@~ (w0 fw

< @) f @) v ) | (@)

VAN

F (@) ot () —a ¥ ()] +

| @) ] (y)|| <

W+l _
S Sl 17+ -

v
para todo a € G. Portanto { T } ¢ uniformemente equiconiinuo a di-
acly

reita. | |

1.2.12. Proposicao. (Dini). Se ume sequéncia de fungées reais continuas
{fntnen, definidas sobre um compacto X, converge simplesmente para uma
fungdo continua f : X — R e, além disso, se {fr (%)}, € mondtona para
cada x € X, entdo a convergéncia € uniforme em X.

Prova.

Encontra-se em qualquer livro cldssico de topologa. [

A medida de Lebesgue na reta R e no R" é caracterizada pela invarifncia
por translacoes, em funcao de R e R™ serem grupos aditivos topoldgicos. O
resultado abaixo mostra que em todo grupo localmente compacto, hd uma
medida invariante por translagées que é uma generalizacao natural da medida
de Lebesgue classica.

1.2.13. Proposicao. Se G é um grupe de Hausdorff localmente compacto,
entdo eziste uma medida de Borel regular positiva p ndo nula em G gque

7



iR

€ invariante por translagées a csquerda, tsto €, p(xH) = p(H) para todo
conjunto dc Borel H em G ¢ para todo xz € G. A medida p € tinica a menos
de multiplicacdo por uma constanie posttive.

Prova.

Cohn [4], Teorema 9.2.1 (p. 305) e Teorema 9.2.3 (p. 309). |

i € chamada medida de Haar invariante & esquerda em G. Quando G é
um grupo compacto, toda medida de Haar invariante a esquerda também &
invariante a direita ( 1.€., p{(Hz) = p(H), para todox € G e todo boreliano
H) e vice-versa. Neste caso p € dita apenas medida de Haar.

Seja L, (G, i1, E) o espago vetorial das fungoes f : G — E p - Bochner
integraveis. A tnvaridneie & esquerda de p nos permite concluir que para
fe Ly (G, u E), tem-se

/ flas)du(s / f(s)du(s) para todo a € G. (1)

Em particular, se G é um grupo compacto, entao a igualdade (1) é valida
para toda f € C(G; E).

As propriedades que essencialmente ca.ra.cterlz.a.m a medida de Haar p
invariante & esquerda, além de (1) sao :

i) Se U & aberto nao vazio em G entdo p (U} > 0;

ii) Se K C G é compacto entao i (K) < oo.

1.2.14. Observagao. G é grupo compacto se, e somente se, 1 (G) < oc.
Logo, se G € um grupo compacto, entac escolheremos a medida de Haar g

tal gque 1 (G) = 1.

Para um tratamento detalhado da medida de Haar e integral de Bochner,
recomendamos Cohn [4].

1.2.15. Defini¢do. Seja G um grupo de Hausdorff compacto. Se g for
uma medida de Haar em G, chama-se convolugio das fungdes ¢ € C (G;K)
e [ € C(G; E) a fungio representada por

(6% f) (z) = /w £ (s712) dus)

Note que ¥ * f € C(G; E}.



A identidade (1) permite-nos escrever
(x*f /1/=(:1:5 duls); zeG.

Esta outra forma de representar a convolugao de ¥ e f serd 1til na demons-
tracao do Lema 1.3.3.

1.3 Lemas Fundamentais

Antes de estudarmos a densidade de determinados subconjuntos de C (G, E),
onde G é um grupo de Hausdorff compacto e £ um espaco de Banach, vere-
mos dois pré-requisitos fundamentais :

1) Toda fun¢ao f € C (G; F) é limite uniforme de uma sequéncia definida
através da convolugao.

2) A integral de uma fungéo f pertencente a um subconjunto de C (G, E) ,
uniformemente equicontinuo a direita, ¢ aproximada por um elemento da
envoltéria convexa da imagem de f.

1.3.1. Lema. Seja G' um grupo de Hausdorff compacto. Se {4}, € uma
sequéncia em C (G, K) tal que

{ f ¥, (8) du s)} converge para 1;
eN

(b} Emiste M > 0 tol que / [, (s)| du(s) < M para todo n € N;
G

() Dado ¢ > 0, para toda vizinhanga aberta V da identidade e € G,
existeri; € N, tal que

[ W@l @<z para todo n. > m, n € N;
G\V

entdo, para toda f € C(G; E), a sequéncia {v, * f}, . converge uniforme-
mente para f.

Prova.
Seja f € C(G; E). Para cada x € G, temos

9
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Seja ¢ > 0 arbitrdrio. Pelo item (a) e pelo fato de f ser limitada, existe

ng € N tal que n > ng implica

< £

]w fz) dp(s) - f ()

para todo x € (G. Usando a igualdade (1) para n > ng, obtemos:

[ * ) {z) = Fla)] < /G% () [f (s7'2) = [ ()] dp (s} +

+ / Py, ( ~fl=)]| <

+ £

< [ A (7) — £ @) du o)

Agora, pela Proposicao 1.2.8, f é uniformemente continua a esquerda,
logo, podemos tomar uma vizinhanca aberta simétrica V' de e, isto ¢, tal que
V = V!, de modo que ||f (s7'z) — f(z)]| < e paratodo s € Vez € G.

Pela condicao (c}, existe n; € N tal gue ] [, (5)| dr(s) < &, para todo
G\V

n > n,. Usando tais fatos juntamente com o item (b) da hipStese e a limitagao
da f por L = max {| f (t)||; t € G}, obtemos para n > ny = max{ng,n;} e
z € (G, a seguinte desigualdade:

1@+ f) (2} = £ (2)]] < fG\V W () S (s70z) = f ()] dpe ()

..l_

+ ]vl%(s)fllf(s“x)—f(w)lidﬂ(8)+6 <

< 2Ls+e]01¢ﬂ(s)|dp(s)+e <

10



< e(2L+M+1).

Concluimos assim, que a sequencia {, * [}, ., converge uniformemente
para f. [ |

1.3.2. Lema. Se¢jam G um grupo de Hausdorff compacto ¢ F C C(G; E)
uniformemente equicontinuo & direita. Dado ¢ > 0, eristem nimeros reais
m

Posttives €y, ...,cm com ) ;=1 € 81,..8,, € G, m € N, tais que
i=]1

/ s)dp (s Z ¢ig (8;)|| < & para toda g € F.

C

Prova.

Como F é uniformemente equicontinuo 4 direita, dado £ > 0, existe uma
vizinhanca V de e tal que y~'z € V implica |lg (z) — ¢ (¥)|| < ¢ para toda
g € F. Agora {sV}, .. ¢ uma cobertura aberta de G. A compacidade de G
nos garante a existéncia de elementos sy, ..., sy, € G tais que G C | 7,5,V
Pelo resultado de Dieudonné-Bochner sobre partigoes continuas da unidade
(Proposicao 1.2.4), existem fungdes hy, ..., b € C{G,[0,1]), todas com su-
porte de medida positiva (Observacéo 1.2.5 e propriedade () da medida de
Haar), tais que

LS .
{a) Y hi(z) = 1 para todo z € G;
=1
(b) supph; C 5,V ,i=1,...,m.

Mostremos que

[ s@an =3 | [ms)du ) ot <2
G =1 \%
para toda g € F. De fato, seja g € F. Temos

J9e)duls) - E s gsi)dpls)

'Uc.— g(s)dn(s) - :Zl Ghi (s) g (s;) dp (s)
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m

5 / W) a(o) g () du )

1=1

sf: () llg(s) =g ()l du(s) =

T

=§jl ) he (s) llg (s} — g ()l dp(s).

Vv

Se s € 5,V segue da equicontinuidade de F que |lg (s} — ¢ (s;)]] < € para
toda g € F. Logo

S/ m@l@-o@ldu) < <X [ mlsan(s)
= z—:gi Gh,-(s)dp(s)
= ¢ Gtg:}fq(s)dp(s)=5

Assimn,

Temos que / h;(s)du(s) > / hi(s)dp(s) > 0. Como
G supphy

ihi(m) = 1 para todo £ € G e p(G) = 1, obtemos

i=1

S5 hi(s)du(s) = 1. Logo, ¢; = f hi(s)dp(s)es; € Gy i = 1,...,m,

i-1J ¢ G

satisfazem as exigéncias do teorema. [ |
Note que a equicontinuidade de F foi fundamental para garantir a

exasténcia dos mesmos elementos $i, ..., 8, € (G e reais positivos ¢, ...c, para
toda funcgio de F. Isto serd 1itil na demonstragao do préximo lema.

1.3.3. Lema. Seja G um grupo de Hausdorff compacto. Sejam ¢ €
C(G;K) e W C C(G;E) tais que para quaisquer c1,..cy € R, ¢; > 0,

12



N -]

Zf___lci =1; vy, € E; 8,...5; € G; k € N, a fungio dcfinida em
G por  — Zf;] Gy, (x) v; pertence a W. Enido para toda f € C (G E)., a

funcéo ¥ x f pertence a W.

Prova.
W
Pela Proposicao 1.2.11, {;ﬂ,{) f } C C (G, E) é uniformemente equicon-
relG
v
tinuo & direita. Tomando F = {zdﬁ f } no Lema 1.3.2, resulta que dado

reG

e>0existemc;, €R, ¢, >0, c;=1es €G;i=1,..m, tais que
i=1

[ (@ -Y (v ) e

i=1

< &

para todo z € G, ou seja,

I

Mas, ¥ * f (z) = /Gw(:cs)f (s71) du(s) e v, (z) = ¥ (zs;), para todo

z € G. Temos entao

/ @) (57 dnle) - S e (esdf (57)

(=) (2) = D _ethu (@) f (7)<
i=1
para todo # € G. Usando a hipétese, concluimos que 3 + f € W. |

1.4 Teorema principal

Podemos agora provar o resultado principal deste capitulo.

1.4.1. Teorema. Seja G um grupo de Hausdorff compacto e W um sub-
conjunto ndo vazio de C (G, E)}. Se existe ¢ € C (G;K) tal que:

13



(@) (e)=1cly(x)| < 1paratodox e, xcC;

H

(b) eatste M > 0 tal quc/ | (s} dps (8) < M j'/ zﬁ” (s)dp (s)
e iJ @
para todon € N,

(c} para quaisquer cq,...,cx € R, ¢; > 0, Ele ¢ =1;v, .0 € E;
51,...5¢ € G, a fungiao T — Z’::] ey, (z) v pertence a W,
para todo n,k € N .
entdo W € denso em C (G, E).
Prova.
Como {e) = 1, a contimuidade de 7 e o item (b} implicam que
Y™ (s)dp(s) # 0, para cada n € N. Definamos entao, a fungao

&
6 : G — K, por

by = ——2
/ ) ¥" (s} dp{s)

Note que f ¢, (8)dpt (s} = 1 para qualquer n € N. Além disso, segue
G
da condigao (b) que

[ 1on(e)lan(s) < M, para todom € .
&

Agora, dada uma vizinhanga aberta V de e, considere a sequéncia de
fungoes {|¥|" }, oy Testrita a G\V. Como 1 (s)| < 1 para todo s # e, segue do
Teorema de Dimi que {l"blG\V " ~en Converge uniformemente para a funcao
nula. Logo, dado ¢ > 0, podemos tomar ny € N, tal que [y (s)|™ < 1/2,
para todo s € G\V. Como para cada n € N, n = ng (n/ne), temos entao

/ 6 ()" ds (5) < (1/2)"™ u(G\V) 1)

a\v
Considerando o aberto
U= {seGly(s)I" > 3/4}
temos,
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| e ] () du(s) > w0 B/A™ >0 (2)

Usando o item (b) e as desigualdades (1) e (2), obtemos

/ LCITe

f 6o ()] da(s) =
G\V

() du(s)
f 1 (s)]" dp (s)

< M G\V

O du (o)

Ly R@WV)

= L) ey
M [7onN=]|"

S @) (é) ]

Consequentemente, para n suficientemente grande,

/ 6 (5)] dis (5) < €

G\V

Mostramos assim, que a sequéncia {¢,, }, . satisfaz as condiges do Lema
1.3.1, logo, podemos concluir que para qualquer f € C (G, F), a sequéncia
{9, * [},en converge uniformemente para f. O Lema 1.3.3, por sua vez,
garante que ¢, * f € W para todo n € N. Portanto, f € W. [

1.4.2. Exemplo. Seja G = (R /27Z) x (R /27Z). O subconjunto
M N _
W= {f([:n] D= Y ¥ anee ™™ an, € E, M, Ne NU {0}}
m=—M n==N
¢ denso em C (G, E}, pois a fungao

e
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e W satisfazem as condigoes do teorema anterior.

Antes de vermos um corolario do teorema principal, introduziremos algu-
mas definigoes.

1.4.3. Definicao. Um subconjunto A de C (G, E) é invariante por translacio
¢ direita quando ¢ € A implica ¢ € A, para todo z € G,

1.4.4. Defini¢ao. Sejam E e F espagos normados sobre K. Para cada n €
N, PP (E; F) denota o subespago vetorial de C (E; F) gerado pelo conjunto
de todas as funcoes da forma

p()=[¢@)w; z€E

onde ¢ pertence ao espago dual £* e u € F. Os elementos de P} (£, F') sao
chamados polindmios n-homogéneos continuos de tipo finito de £ em F.

1.4.5. Exemplo. No caso em que £ = K, para cada n € N, o espaco
F7 (K, I) & o conjunto das fungoes da forma 2 — a2”, onde a € F'.

Nas duas préximas definigées € na proposicao 1.4.6, consideraremos X
um espaco de Hausdorff completamente regular.

1.4.6. Definicao. Um subespago vetorial W C C(X; E) é uma glgebra
polinomial se a funcio x — (pog)(x) pertence a W, sempre que g € W e
pe PP (EE), n2> 1

1.4.7. Exemplos. Se W & uma subdlgebra de C'{X;K), entao W é uma
algebra polinomial. Um outro exemplo seria o subespago de C (F; F') consti-
tuido de todas as fungoes da forma

p(z)=po+ 3. p:(3), TEE,

k=1

onde pg € F, p EP_;:c (E;F), k=1,2,..,n,neN.

1.4.8. Definicao. Seja A C C(X;K). AQ E é o conjunto das fun¢des da
forma

t(z) :Zwi (#)v;, z€X

i=1

ondey; € A;v, € B0 =1,...,m; meN.
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1.4.9. Proposigao. Scja W um subespago vetorial de C (X, E). As scguintes
afirmacdes sdo equivalentes:

(1) W € uma dlgebra polinomial:

(2) A = {dogipc £, ge W} ¢ uma subdlgchra de C(X;K) ¢
ARQE CW.
Prova. Ver Prolla [18] p. 22. n

Uma abordagem mais detalthada sobre dlgebras polinomiais pode ser en-
contrado em Prolla ([16],[18]).

1.4.10. Teorema. Sejam G um grupo de Hausdorff compacto ¢ W C

C(G,E) uma dlgebra polinomial invariante por translacéo & direita. Se
existe Y € A={pog; ¢ € E*, g € W} {al que

(a) Y(e)=1elp(z) <1 paratodoz#e.

(b) Emiste M > 0 satisfazendo

para todo n € N.

[ werauts) < \ [ v eduts)

entdo W €é denso em C(G; F).

Prova.

W C C (G, E) sendo invariante por translagao & direita implica que A
também ¢é invariante por translacao a direita. Assim, para cada s € G
temos que ¥, € A. Como W ¢ uma &lgebra polinomial, segue da Proposicao
1.4.9 que para quaisquer cj,....,¢;, € R, ¢; > 0, S0 ¢ = 1; vyt €
E;s1,....,8m € G, m € N, a fungio = — ) ¢4 () v; pertence a W. De

_ =1
posse desse fato e os itens (a) e (&) da hipétese, podemos aplicar o Teorema
1.4.1 e concluir que W & denso em C(G, E). |

Como caso particular, provaremos o segundo teorema de aproximacao de
Weierstrass que consistiu na motivagao do trabalho deste capitulo.

1.4.11. Definicac. Uma fungaof : R — I é periddica. se existe T € R tal
que f(z+T) = f(x), para todo z € R. Neste caso, f tem periodo T e
dizemos que [ é T-periddica.

Note que se f € C (R, F) ¢ periodica, entdo [ ¢é limitada.
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Toda funcao 2w-periédica em R com valores em £ pode ser identificada
com uma fun¢io em R /277 com valores e E ¢ vice-versa, isto €, se f : R —
F & uma funcio 27-periédica, entdo definimos a funcio F - R /21 Z —F,
F(|z]) = f(x) e se F & qualquer fun¢io dc R /27 Z em E, a luncao [ () =
F {[#]} ¢ uma funcao 27-periédica em R. Além do mais, f é continua se, e
somente se, F ¢ continua.

1.4.12, Deflnicao. Seja I um espago vetorial sobre R. Um polinémio
trigonométrico definido em R com valores em F € uma expressao da forma

N
p{t)=a+ Z (ax cos kt + bysenkt)
k=1

onde t € R, a,a;,b € E, N € N.
Se F é um espacgo vetorial sobre C, um polindmio trigonométrico definido
em R com valores em F' tem a forma

ondet € R, cx € B, N e NU{(0}.
Todo polinémio trigonométrico ¢ uma funcao 2r-periddica.

1.4.13. Teorema. Seja F um espaco de Banach sobre C. Toda fe
C (R; E) 2n-periddica pode ser uniformemente aprozimada por um polinémio
trigonoméirico.

Prova.
N
Seja W = {P([t]) = 3 e teR, g € E} W é uma algebra poli-
k=N

nomial invariante por translagdes a direita contido em C (R /27 Z; E). A
funcao

1+cost 24et+e ™
B () = = =

i it
pertence a A = {¢og; ¢ € E*, g ¢ W}. Basta tomar ¢ = uw—
onde v € E, ||lu| = le ¢ € E* tal que ¢(u) = ||u| (isto é possivel pelo
Teorema de Hahn Banach). Como 1 satisfaz as condigoes do Teorema 1.4.10,
temos que W € denso em C (R /27 Z; E). Agora, para toda f € C(R; E)
27-periédica, a funcao F ([t]) = f(t) pertence a C (R /27 Z; E), logo, dado
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N
e > 0, existe P([t]) = Y ce™, e € E, tal que | F([t]) — P([t]}|| < ¢,
k——N
N .
fi)— 20 cxe™
k=—N
f pode ser uniformemente aproximada por um polinémio trigonométrico. l

para todo t € R, assim, < ¢, para todo { € R. Portanto,

Se tomarmos

N
W = {p ] =a+ Zak coskt + bysenkt; t € R, a,a;,b; € E}

k:l

e seguirmos o argumento do teorema anterior, obteremos o resultado também
para o caso em que F é um espago de Banach sobre R. Em particular,
obteremos uma prova do segundo teorema de aproximacao de Weierstrass.
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Capitulo 2

Aproximacao em espacos
ponderados de funcoes
continuas

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo consiste em provar uma versao do Teorema
de Stone-Welerstrass para médulos e subconjuntos nao vazios de espagos
ponderados. Os argumentos utilizados por Jewett [9] e Prolla [18] tém um
papel fundamental na demonstracao destes resultados. Como aplicagao, ca-
racterizaremos o fecho de um subconjunto nio vazio de um espaco ponderado
e veremos um resultado sobre interpolagao e aproximacao simultineas nos
espagos ponderados.

2.2 Preliminares

Sejam R o conjunto dos reais, R* o conjunto dos reais positivos ¢ C,
o conjunto dos nimeros complexos. A menos que haja mencao explicita,
consideraremos X um espaco de Hausdorfl completamente regular e £ um
espaco vetorial normado sobre R ou C. C {X; E) denota o espaco das fungtes
continuas em X com valores em F.

Para A C C(X;R), introduzimos a seguinte relagao de equivaléncia em
X :z ~ 1, se, e somente se, g (z) = g (), para toda g € A. Representamos a
classe de equivaléncia de x por [z] ,. Notemos que [z} , é fechado em X, pois,
os elementos de A sio fungoes continuas. Uma vizinhanca de [z], em X ¢
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um conjunto I/ C X, tal que {z], C interior de U. Dizemos que A separa
pontos de X se, dado um par de pontos distintos =,y € X, existe f € A
tal que f () # f (y). Se A separa pontos de X, entao {z], = {z}. Assim,
se A=C(X;R), entao [z], = {z}. Por outro lado, se A é win conjunto de
fungdes reais constantes, temos [z}, = X. E importante obscrvar também,
que se A, C Ay C C(X;R), entéo [z],, C [z], -

Denotamos por [O,l]x o conjunto das fung¢oes defimdas em X € com
valores no intervalo {0,1] e por D (X) o conjunto {f € C(X;R);0 < f <1}.

1¥ tem a Propriedade

2.2.1. Definigao. Um subconjunto nao vazio A C [0, 1
V, se satisfaz as seguintes condigées:

(1) se p € A, entao 1 — ¢ € A;

(2) se ¢, 9 € A, entao ¢ € A.

Como exemplo, temos que se A é uma subdlgebra de C (X; R) que contém
as fungoes constantes, entao AN D (X)) tem a Propriedade V.

Considerando a topologia da convergéncia uniforme em [0, 1], note que
se A tem a Propriedade V, entio A tem a Propriedade V. A nogao de
Propriedade V foi introduzida por Von Neumann [15].

]X

2.2.2. Definigao. Se W é um subconjunto nido vazio de C (X; F), uma
funcao ¢ € D (X) é um multiplicador de W, se ¢f + (1 — @) g € W, para
todo par f,¢g € W. Denotamos o conjunto de todos os multiphcadores de W
por M (W).

Notemos que M (W) é sempre nao vazio, pois as fungoes constantes ¢ = 0
e ¢ = 1 sao multiplicadores de W,
Claramente, se ¢ € M (W) entao 1 — ¢ € M (W). A identidade

@) f+(1— v g =0 6] +(1—d)g) + (1~ )g

mostra que ¢y € M {W), sempre que ¢,% € A (W). Assim, o conjunto dos
multiplicadores de W tem a propriedade V.

Antes de vermos alguns exemplos de multiplicadores, introduziremos a
definicao de cone convexo, segundo Grotendieck [§].

2.2.3. Definicao. Seja E um espago vetorial. Um cone num espago vetorial
¢ um subconjunto C de E, tal que AC C C, para todo A > 0.

Um cone € num espago vetorial E é convexo se, e somente se, C+C C C
e AC C C, para todo A > 0.
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2.2.4. Exemplos. (a) Seja /1 um espaco de Hilbert real ou complexo
e E = L(H) o espago de todos os operadores lincares limitados em H.
‘Seja I’ (H) o cone convexo de todos os operadores lineares positivos, isto é,
P(H)={T e L(H); (Tv,v) 2 0,Yv € H}. Seja W o cone convexo formado
pelas Tuncoes da forma
git)= S #Q -ty P, 0<t<1
i+ji<n

onde F;; € P(H)yen € NU{0}. A funcao ¢(t) =¢.0 <t <1, é um
multiplicador de W.

(b) Seja A uma subdlgebra de C (X;R) e W wmn subespago vetorial de
C(X; E). Se AW C W, entao M (W) = D (X).

(¢) Seja W o conjunto das fungoes poligenais definidas em [0,1]. Neste
caso, M (W) ¢é o conjunto das fungdes constantes entre 0 ¢ 1.

A nocao de multiplicador de W ¢é devido a Feyel e de La Pradelle {7]
no caso em que W é um cone convexo, € foi estendido para subconjuntos

arbitrarios por Chao-Lin [3)].

2.2.5. Definicao. Uma funcio f : X — R & semicontinua superiormente se
o conjunto {z € X; f (z) < a} é aberto, para todo a € R.

2.2.6. Observacao. Quando K C X é compacto, toda fungao semicontinua
superiormente f : K — R atinge seu valor maximo ninm ponto de K.

2.2.7. Definicao. Uma funcdo f : X — E é nule no infinito se, dado £ > 0,
o conjunto {z € X; ||f (x}| > €} € relativamente compacto.

As trés préximas definigdes foram introduzidas por Nachbin [13].

2.2.8. Definig3o. Seja V é um conjunto de fungdes positivas semicontinuas
superiormente em X. Cada elemento de V' é denominado peso.

2.2.9. Definicao. Um conjunto de pesos V' serd dito dirigido se, dados
v, U €V, exastem A > 0ev € V tals que vy < Av e vy < Av. Analogamente,
um conjunto I' = {p;},.,; de seminormas sobre um espago vetorial & dirigido
se, para qualsquer iy,i, € L, exastem i € L, A € R, A > 0 tais que p;, < Ap;
ep;, < Ap;.

Durante todo o capitulo, assumiremos que V' é dirigido. Além disso,
exigiremos que para cada ¢ € X, exista v € V tal que v{x) > 0.
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2.2.10. Definigao. O subespaco vetorial de ' (X; F) constituido de todas
as funcoes [ tais que, para gquaisquer v € V, v ¢ mila no infinito, ¢ denotado
por CV (X; E).

Notemos que se f € CVo (X; E), entao para cada v € V, a funcao vf ¢
hmitada em X. Assim, dado * € V, obtemos uma seminorma

po: CVe(X; E) — RY
S — sup {v () |f (z}]];z € X}

A topologia 7y sobre CV,, (X; E) é definida pela familia de seminormas
{Ps},ey tendo como subbase conjuntos do tipo

By (f)={9 € CVo (X, E); pu (f — 9) < 2},

onde f € CVoo (X;FE), v € V ee > 0. Notemos que se V ¢ dirigido, entao
{ps},cv €dirigido. Logo, paracada f € CV (X; E), acolegao { By, (f)}m:_‘r,,w0
é uma base de vizinhancas .abertas de f, com relacdo a 7. O espago
CVo (X; E) munido da topologia 7y é dito um espago ponderado.

2.2.11. Observacao. Mesmo que um conjunto de pesos V = {v,},; nao
seja dirigido, sempre existe um conjunto W de funcgoes positivas semicon-
tinuas superiormente dirigido que contém V e satisfaz as igualdades

CVoo (X;E) = CWo (X; E) ety = Ty,

act
neralidade em assumir que V seja dirigido.

Basta tomar W = {sup Va; J C L ﬁnito}. Portanto, nao hd perda de ge-

2.2.12. Exemplos. a) Seja V o conjunto das fungoes caracteristicas de todos
os subconjuntos compactos de um espago completamente regular X. Entao
o espago ponderado CV,, (X; E) é o espaco C (X; E) munido da topologia
compacto-aberta.

b) Seja v : X — R definida por v {z) = 1, para todo £ € X e consideremos
V = {v}. Entao CV, (X; E) é o subespaco vetorial das fungoes f € C (X; E)
que se anulam no infinito. Este espago é usualmente denotado por Cp (X; E).
A topologia Ty é a topologia da convergéncia uniforme. No caso em que X
é compacto, temos CVo, (X; E) = C (X; F).

c) Seja X um espaco localmente compacto e
V={¢g€Co(X;R); ¢>0}.
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Entao CVeo (X5 E) = Gy (X; B) = {f € C(X; E); f limitada} como espagos

vetorials ¢ a topologia 7y é chamada topologia estrita. (Veja Buck [2]).

Veremos a seguir, um resultade de Jewett baseado na elementar desigual-
dade de Bernoulli. O interessante é que, com wmn argumento simples, ele
garante a existéncia de um polinémio satisfazendo certas condi¢des e exibe a
forma deste polinomio. Este fato é extremamente 1til para a obtencao dos
nossos resultados. -

2.2.13. Proposicao (Jewett). Sejam 0 < a < b < 1 com 2a < b. Para
cada 0 < € < 1, emiste um polindmio p. () = (1 —z™)” tal que

(1) pe(t) »1—¢, para 0 <t < a,
(2) p. (t) < e, para b <1 < 1.
Prova.
Encontra-se em Prolla [18], pdagina 1 ou em Jewett [9]. |

2.2.14. Definigao. Seja X um conjunto nao vazio. Dadas f,g : X —
— R, fVgefAgsao as fungoes de X em R definidas por {f vV g) (x) =

max {f (z),g (z)} e (f A g)(z) = min{f (z) g (z)} para todo z € X. Um
subconjunto L do espago das funcgoes de X em R é um reticulado se f,g € L

mmplica fVge Le fAge L

2.2.15. Proposicao( Jewett ). Sejam X wm conjunto ndo vazio ¢ F um
subcongunto de [0, 11* fechado na topologia da convergéncia uniforme. Se F
tem a Propriedade V entao F é um reticulado.

Prova.
Veja Jewett [9], Teorema 1. .

2.3 Uma versao do teorema
de Stone-Weierstrass para
subconjuntos e médulos de CV o (XGE).
O seguinte lema, apesar de simples, fol fundamental para a obtencgao

de uma solugao do problema deste capitulo via argumentos utilizados num
resultado de Prolla {Teorema 1, Cap. 4, [18]). Este lema também serd
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extremamente 1itil no Capitulo 3. A demonstracao, a menos de algumas
adaptagoes, ¢ andloga & proposicao 3, p. 65 - Nachbin [11].

2.3.1. Lema. Se h: X — R ¢ uma fungdo semicontinua superiormentic ¢
nule no nfinito, entdo para gualquer fechado ndo vazio F C X, a restricdo
de h a F, hp: FF — R, assume mdzimo em F.

Prova.

Seja A = sup{h(z); z € F'}. Podemos assumir A > 0 pois, se A =
0, nao hd o que provar. Como /& ¢ semicontinua superiormente € nula no
infinito, temos que o subconjunto K = {z € X; h(z) > A/2} & compacto.
Pela defini¢cao de A e, a compacidade de K, temos que K N F’ & um compacto
nao vazio. Assim, a fun¢ao restricao hxnr : KN F — R atinge méximo em
algum 2o € K N F. Notemos que h(zg) = A. De fato, se h(zp) < A, entao
existe zy € F tal que k(o) < h{z;) £ A e portanto, z; € KN F. Mas, pela
maximalidade de hxnr em Zg, k{2;) < h{zg), o que leva a uma contradigao.
|

A demonstracao do préximo lema é essencialmente a mesma do Lema
1, Capitulo 4, Prolla [18], feito para espagos de Hausdorfl compactos. S6
observamos que, tirando a compacidade de X e exagindo a compacidade de
determinados subconjuntos de X, ainda conseguiamos o mesmo resultado. A
demonstracao é baseada nos resultadoes de Jewett.

2.3.2. Lema. Seja A um subconjunto de D {X) com a propriedade V. Se-
jam x € X € N uma vizinhanga aberta de [z] ; em X, tal que o complementar
de N, X\N, é compacto. Entdo, eriste uma vizinhanca aberta U de [z],
em X, tal que U C N e para cada 0 < § < 1 existe ¢ € A satisfazendo as
segquintes condigoes:

(1) ¢(t) <6 parat ¢ N;
(2) ¢(t) >1—6 parat € U.

Prova.

Seja K = X\N. Para cada y € K, existe ¢, € A tal que ¢, (y) < ¢, ().
Podemos assumir que 2¢, (y) < ¢, (z). De fato, como ¢ (y) /¢, (z) < 1,
existe k& € N tal que 2(¢, (¥))* < (4, (z))* e temos qb;f € A, pois, A tem
propriedade V. Pela Proposigao 2.2.13, tomando a = ¢, (), b= ¢, (z) e e
1/4, existe um polinémio da forma py (t) = (1 — t™)" tal que (p, 0 @,) (z) <
1/4 e (p,0¢,) (y) > 3/4. Consideremos

I e

W(y) = {t€ X; (py09,) (t) >3/4}
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W (y) € um aberto contendo y e W (y) N [x], = ¥ pois p,o ¢, € A. Pela
compacidade de K, existem y, ..., ym € K taisque K C W (y1)U...UW (ym,).
Seja '

Y= (py, °¢'y1) V.. Vip, °¢'ym)

Segue da Proposicao 2.2.15 que A é um reticulado e portanto, 1 € A.
Notemos que 1 {z) < 1/4 e ¢ (t} > 3/4 para todo t € K. Consideremos

U={te Xy () <1/4}

Claramente, U é uma vizinhanga aberta de [z], e U C N.
Dado 0 < é < 1, seja ¢ o polinémio obtido pela Proposicao 2.2.13 para
a=1/4,b=3/4 e ¢ = /2. Definamos

£(t) = a(w ().t € X.

Observemos que £ € A. Set ¢ N, entaiot € K e ¥ (t) > 3/4. Logo
E(t) <6/2.Set € U, entdo ¢ (t) < 1/4 e assim £ (t}) > 1 — 6/2. Escolhendo
¢ € A tal que ||¢ —&|| < 6/2, é facil verificar que ¢ satisfaz as condigoes (1)
e (2). [ ]

Veremos a seguir o resultado principal deste capitule. A idéia central é
definir uma func¢ao aproximativa através de uma particao da unidade conve-
niente.

2.3.3. Teorema. Seja W um subconjunto ndo vazio de CVy, (X, E). Dados
fe€CVL{X;E),veV ec >0, as segquintes afirmacdes séo equivalentes:

(1) Eziste g e W tal que p, (f —g) < &

{(2) Para cada = € X, existe g, € W tal que v(t) ||f (1) — g ()] < €,
para todo t € [Z] ey
Prova.

Claramente (1) implica (2). Suponhamos que a condigao (2) esteja sa-
tisfeita, ou seja, dados f € CVo (X;E), v € Vee > 0, paracada r € X,
existe g € W, tal que v (¢} |/ (t) — g. ()|} < ¢, para todot € [z] - Como
a funcio definida em X, t — v (t) ||f (t) — g- (f)|| é semicontinua superior-
mente e nula no infinito, segue do Lema 2.3.1 que exaste {; € [z] M) tal

que

v(te) || f (tz) — gr (&)|| = sup {'U OUfF ) —9=);t€ [a?]M(W)}-
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Consequentemente, existe « (z) > 0 tal que v (2) | {t) — g. (V)] < £ (2) < ¢,
para todo t € [z] M(w) € assim

N{z)={te X;v) I/ {t) — g (1)] <& (2)}

é uma vizinhanga aberta de [z, em X ¢ X\N (z) é compacto. (Notemos
quet — v (1) ||f () — g (¢)| &€ semicontinua superiormente € nula no infinjto).
Pelo Lema 2.3.2, para cada x € X, € possivel tomar uma vizinhanca aberta
U (z) de [zl w) em X, tal que U (z) C N(z). Escolhendo x; arbitrario,
consideremos K = X\N (z;) . Como K é compacto, existem z,, x5, ...z, € K
tais que K C U (25} U ... U U (z,). Tomemos

r = max{e(5;);1 <1< n}
M = max{p,(f—gs);1<i<n}
e 0<6<1talque5nM<T+E—

Ainda pelo Lema 2.3.2, existem ¢,, ..., ¢, € M (W} tais que

(a) ¢, (t) > 1 — 6, para todo t € U (z;)
(b) ¢: (t) < 6, para todo t ¢ N (z;)

para i = 2, ...,n. Definamos

’(IZ)Z = (;527
vy = (1—&,) s,

len = (1 - ¢’2) (1 - ¢3) (1 - ‘ibn—x) én‘

Notemos que ¢, € M (W), i = 1,...,n. Agora, usando a inducio pode-se
provar facilmente a seguinte identidade :

Yot oty =1—(1-d) (1 —ha)... A —¢;},7=2,...1.
Definamos entao
1=(1—-8)(1—¢;)...(1-¢,).

n
Pode-se observar que ¢; € M (W) e 3 ¢, = 1. Além disso, temos
i=1]
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(¢) ¥, (1) < b, para todot ¢ N (z;),i=1,...,n

De fato, se i > 2, entao ¥, (¢} < ¢, (t), € (c) segue de (b). Seci =1, e
t¢g N (:rl) entao t € K e, portanto, t € U (z;) para algum j = 2,...,n. Pelo
tem (a), 1 — ¢, {t) < & e assim

¥ () H (1—¢, (1) <6
1£7
Definamos

g= Z"fbig‘ia ondeg,‘ i in'Ji =1,..,n
i=1

Observemos que

9= bogrH(1 — ) [dag3 + (1= 63} [Baga + o + (1= 8u1) [Bngn + (1 = d) ). ]]
Como ¢, € M (W), temos que g € W. Agora, dado z € X, temos

n

v lf @)~ g @l = v(@) L) (@) -6 x)
< 4@ @) S =) - g @)

i=]1

<

Sejal ={i; 1<i<n,z€ N(z;)} Sei e l,enthorv(z)|f(z) —g:(z)] <
e{z;} < r. Logo,

S 0@ @IS () - 0 @ <r Y ) <7 W
Se ¢ ¢ I, entao por (¢ tem-se 1, (z) < 6. Assim, obtemos

S @IS @) - g @)l < 6nd < L —r @
De (1) € (2) resulta que

v (@) I (@) - g (@) < 5

e, portanto, p, (f — g) < e. |

2.3.4. Observagao. Se A C C(X;R) e [z]y;y) C [z]4, entao o teorema
acima ainda vale se para cada z € X, considerarmos || , em vez de [z] MW)
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Em particular, vale para todo A C M (W) pois, neste caso, temos [] ;4 C
C (],

2.3.5. Definigio. Seja § # W C CV (X;E} e A C C(X;R). Dizemos
que W € 1y localizdvel sob A se para quaisquer f € CV,, (X; E), as seguintes
condigoes sao equivalentes:

(1) f € W com relagdo & topologia 7y

(2) dados z € X, v € V e £ > 0 arbitrérios, existe ¢ € W tal que

v{E}||f () — g (t)]] < £ para todo t € [a] ,.

Em outras palavras, se W & 7y localizdvel sob A, entdo obtemos uma
caracterizacao do fecho de W com relagao & topologia Ty por intermédio de
A

A nocao de localizabilidade foi introduzida por Nachbin [13] para o caso
em que A é uma subdlgebra de C (X; R).

2.3.6. Coroldrio. Sejam W ym subconjunto nio vazio de CVy (X, F) €
AC M(W). Entio W € 7y localizdvel sob A.

Prova.

Segue do Teorema 2.3.3 € da Observagao 2.3.4. _ |

2.3.7. Coroldrio. Sejam W wum subconjunto ndo vazio de CVy (X, E) €
AC M(W). Dadov €V, para cada f € CVoo (X, E) existe x € X tal que

Jnf po (f —9) = inf {sup {v () |7 (&) — g (1)}t € [z]4}}

Prova.
Facamos,

dy (z) = gigva{sup{v @) —g®)l;t € [z]4}}, para cada 2z € X;;
dy = ggg,m (f—9)

Notemos que d, (2) < d,, para todo x € X. Logo, se d, = 0, en-
tao d, (z) = 0 e qualquer z cumpre a igualdade. Se d, > 0, suponhamos
por contradicio que d,{z) < d,, para cada x € X. Entio existe uma
fungao g, € W tal que sup{v(t) |[f () — 9. ()| ;t € [z],} < d., ou seja,
v{t) | f(t) — g5 ()] < dy para todo t € [z],. Pela observacio 2.3.4, exaste
h e W tal que p, (f — h) < dy, uma contradi¢ao. m



2.3.8. Coroldrio. Seja W um subconjunto ndo vazio de CVy (X; F) tal
que
(1} M (W) separa pontos;
(2 Dados x € X, u€ E, v €V e € > 0 arbilrdirios, existeg € W tal que
v(z) g (z) —u|| <e.
Sob essas condigbes, W € denso em CV,, (X; E).

Prova.

Sejam [ € CV (X; E), v € V e € > 0 arbitrdrios. Pelo Coroldrio 2.3.7 e
a condigao (1), existe z € X tal que

inf p(f = 9) = inf v (@) |If () - 9 ()] .

Segue de (2) que, existe g € W tal que v (z) ||f () — g{(z)| < &, ou seja,
inf 0(x) | (x) 9 (@)} = 0. Assimn, inf p, (/ —9) = 0, isto &, existe g € W
g g

tal que p, (f — g) < £. Logo, W ¢ denso em CV,, (X; E). |

2.3.9. Coroldrio. Seja W um subconjunto ndo vazio de CV, (X; E) tal
que
(1) M (W) separa pontos;
(2) Dados x € X, u € E ¢ £ > 0 arbitrdrios, existe g € W tal que
' g () — u| <e.
Sob essas condigées W € denso em CV,, (X; E).

Prova.

Basta provar que vale a condigio (2)do coroldrio anterior. Sejam z €
X,u € E,vcVec >0 arbitrdrios. Se v(z} = 0, entdo a condigio é
trivialmente satisfeita. Se v (2) > 0, por hipétese, existe ¢ € W tal que
llg (z) —ul| < e(v(z))™". Portanto, a condicio (2) do coroldrio anterior &
vilida. n

Veremos a seguir aplicacoes do resultado obtido.
2.3.10. Exemplo. Consideremos C (X; F) munido da topologia compacto

aberta ¢ C' um cone convexo em E que contém o vetor nulo. Seja W C
C (X; E), o conjunto das somas finitas de funcoes da forma

X —- F

z — ¢(x)u
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onde p € C(X;R*) eune C.
Notemos que W (z) = C para todo = € X. Além disso, toda ¢ € D (X)
¢ um multiplicador de W e, portanto, M (W) separa pontos. :
Seja
B={feC(X;E); f(X)cC}

Afirmamos que W = B. De fato, sejam f € B,z € X ec > 0 arbi-
trérios. Temos que f{z) € C. Como W () = C, existe g € W tal que
If (z) — g (x)]| < &, logo, pelo Coroldrio 2.3.6, f € W. Assim, B C W.
Reciprocamente, temos W C B e consequentemente W C B. Mas B é fecha-
do em C {X; F). Com efeito, se f € B, entao dado = € X, para todo € > 0,
existe g € B tal que ||f (z} — g (z)|| < ¢ (note que {z} & compacto). Logo,
f (x) € C. Portanto, B C B.

Como caso particular, tomemos A um espaco de Hilbert real ou complexo,
E=L(H),C=P(H)eW oconjunto das somas finitas de fungdes da forma

X - L(H)
z — ¢x)T

onde ¢ € C(X;R¥) e T € P(H). Como P(H)é fechado em L(H), temos
me W = {f € C(X;L(H)); f(X)C P(H)}.

2.3.11. Definicdo. Um subconjunto W C CV (X; E) ¢ uma fomilia
interpolante para CV,, (X; E) se, dado qualquer subconjunto finito § ¢ X
e qualquer fungao [ € CV,, (X; E), existe g € W tal que g (z} = f (z) para
todox € 5.

2.3.12. Exemplo. SejaK = R ou €. Todo subespaco vetorial de CV, (X: K)
denso em CV, (X;K) é uma familia interpolante para CV,, (X;K). De fato,
seja S = {x1,...Zp} C X e consideremos K" com a norma do miximo (i.e.,
z e K", || = max |z;]}- Se provarmos que a aplicagao linear

f = (J (@), [ ()

é continua, entéo tomando qualquer subespago vetorial F' C OV, (X;K)
denso, obtemos T (CV,, (X;K)) = T (F) < T (F). Por outro lado, T (F) ¢
fechado por ser um subespaco vetorial de K*. Assim, T (CVa, (X;K)) C
T(F) e, portanto, T (CV4 (X;K)) = T(F). Logo, para qualquer f €
OV (X/K), exdiste g € F tal que (£ (21),f () = (@ (1), (2))

31



Mostremos entao que 7' € continua. Como CV,, (X;K) € um espago veto-
rial topoldgico, basta provar que 7 ¢ continua na funcao nula. Dado ¢ > 0,
seja B(0;¢) = {z € K*; ||z|| < £}. Para cada z; € S, existe v; € V tal que
v; (z;) > 0. Tomemos 0 < §; < ey (z:), ¢ = 1,...,n. Seja U = [} By, (0).
' i=]
U € uma vizinhanca da fungio nula. Se g € U, entao supv; (z) |g (z)| < 6,
T€EX
i = 1,..,n. Logo, v (x)lg{z:)] < & < ev;{z;), ou seja, |g(z;)] < ¢,
i = 1,...,n. Portanto, ||(g{z1),...,9(zn))| < £ € concluimos queT (U) C
B (0;¢). Através dos argumentos utilizados acima, observemos que, se F
for um espago normado de dimensao finita, entao todo subespago vetori-
al de OV, (X; E) denso em CV,, (X;E) é uma familia interpolante para
CVo (X E).

2.3.13. Coroldrio. Seja B C CVo (X; E) uma familia interpolante para
CVoo (X; EY tal que M (B) separa pontos. Entdo, dados [ € CVoo(X; E),
veEV,e>»0eS C X finito, eriste g € B tal que p, (f —9g) < € ¢
f(z)=g(z), para todo z € S.

Prova.
Sejam f € CVo, (X; F) e § C X fimito. Definamos

W = {g € B; f(z) = g(x}, para todo z € S}.

W # @, pois B é uma familia interpolante. Notemos que todo multiplicador
de B também é um multiplicador de W. Para cada z € X, existe g, € B
tal que g» (s) = f (8) para todo s € SU {z}. Assim, g € W edadosv € V,
g > 0 temos v (z) || f {(z) — g, (z)]] = 0 < . Aplicando o Teorema 2.3.3 a W,
obtemos uma fungao ¢ € W tal que p, (f — g) < . Pela definicdo de W,
segue que g € B e g (z) = f (), para todo z € S. |

2.3.14. Corolario. Sejam E um espaco normado de dimensdo finita e
B € CV (X; E) um subespaco vetorial denso em CV, (X; E) tal que M (B)
separa pontos. Entdo, dados f € CV (X E),veV,e>0e S CX finito,
existe g € B tal que p, (f —g) <e e f(x)=g(z), paratodo x € S.

Prova.

Segue do Exemplo 2.3.12 e do Corolério 2.3.13. |

Falaremos agora sobre a versao do Teorema de Stone Weierstrass para
médulos que envolvemn dlgebras limitadas.
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2.3.15. Definicao. Seja G, (X; R) o subespago vetorial de C (X ; R) formado
pelas fungoes limitadas em X e consideremos a topologia da convergéncia
uniforme sobre C; (X;R). Se A € uma subalgebra de C, (X;R), entao um
subespaco vetorial W C OV (X; F) € dito um A-mddulo, se a funcio £ —
a{z) f (z) pertence a W, para todoa € Ae f e W.

2.3.16. Observagao. Notemos que se B é a subdlgebra de C, (X;R) gerada
por A e pelas fungdes constantes, entao W & um A-médulo se, e somente se,
W é um B-médulo. Além do mais, [z], = [z]p.

Para provarmos o andloge do Teorema 2.3.3 para médulos, precisaremos
de dois lemas.

O préximo resultado é semelhante ao Lema 2.3.2. Entretanto, as pro-
priedades de subdlgebra facilitam a demonstracao € nao é preciso usar ar-
gumentos como a Proposicao 2.2.15 de Jewett. A demonstracao é essen-
cialmente a mesma do Lema 2, Capitulo 1, Prolla [18]. Sé observamos que
tirando a compacidade de X e exigindo a compacidade de determinados sub-
conjuntos de X, o resultado ainda era vilido. Colocamos a demonstracio
aqui, para que o leitor possa comparar o Lema 2.3.2 e o presente resultado.

2.3.17. Lema. Seja A C Gy (X;R) uma subdlgebra que contém as fun¢des
constantes. Sejam x € X e N uma vizinhanga aberta de [z], em X, tal que
o complementar de N, X\N, seja compacto. Fntdo, eziste uma vizinhanca
aberta U de [z], em X, U C N, tal que para cada 0 < § < 1, eziste ¢ € A
satisfazendo as seguintes condi¢bes:

(0<o<T;
(2) ¢(t) < 8, para todo t & N;
(3} ¢(t) >1—8, para todo t € U.

Prova. :
Seja K = X\N. Como [z], C N, para cada t € K, existe g, € A tal que
g:(t) # gt (x). Definamos

_a@-a@
1= o aw T

Notemos que f; € A, f.(t) =1e f; (z) = 0. Seja ¢, = f2. Temos que ¢, € A,
¢ > 0,9,(t) =1e ¢, (z) = 0. Consideremos

U(t) = {s € X; 6,(s) > 1/2}.



U (1) é uma vizinhanca aberta de t e nao tem elementos de [z] , pois, ¢, (s) =0
para todo s € [z],. Pela compacidade de K, existem 1, ..., tm em K tais que

K C JU(t). Sejam
i=1

g = Zéti
i=1
S = g/lgl

Temos que f € A,0< f <1, f(x)=0¢e f(s) > c, para todo s € K, onde
c=(2]lg])”". Observemos que 0 < ¢ < 1. Escolhamos entao a € b tais que
0 < 2a < b < e<1. Definamos

U={teX; f{t) <a}.

Observemos que [z], C U C N. De fato, se s € [z], entdo ¢, (s) = 0 para
i = 1,...,m, de onde segue que [z}, C U. Por outro lado, se s ¢ N, entdo
f(s) > c e portanto s ¢ U.

Agora, dado 0 < § < 1, segue da Proposicao 2.2.13 que existe um poli-
nomio p (z) = (1 — z™)" tal que

(D) p(t) >1 -0, para 0<{<a,
(it) p(t) < 6, para b <t < 1.

Definamos entao

6(s) = (po f) (s), para todo s € X.

Claramente, ¢ € Ae ) < ¢ < 1. Agora,set ¢ N, entao t € K e assim
() > c. Pela parte {i¢), temos ¢ (t) = (po f)(t) < 6. Set € U, entao
f(t) < a, epor (i) temos ¢{t) =(po f){t) >1- 6. |

O préximo lema exibe uma partigao da unidade formada por elementos
de uma subdlgebra de G, (X;R). Os argumentos sao semelhantes aos que
utilizamos para o caso de multiplicadores de um subconjunto de CVy (X; F).

2.3.18. Lema. Seja A C G, (X;R) uma subdlgebra que contém as fungdes
constantes. Suponhamos que para cada * € X, N (z) é uma vizinhanca
aberta de [z], em X, tal que X\N (z) é compacto. Entdo, existem 4, ..., Tm
em X tais que, dado 0 < 6 < 1, existem v,,..%,, em A satisfazendo as
seguintes condigoes:

(1) 0 S tb.' __<_ 1: = 11 ey My



(2) Y, (1) =1, paratodo t € X;
(3} 0 < ¥ {t) < 6, para todo t ¢ N (x;),1=14,...,n.

Prova.

Escolhamos z; € X arbitrario. Seja K = X\N (z;). Pelo Lema 2.3.17,
para cada = € X, podemos tomar uma vizinhanga U (z) de [z] ,, U (z) C

N (z). Pela compacidade de K, existem z,, ...z, € K taisque K C | U (z.).
=2
Ainda pelo Lema 2.3.17 temos que dado 0 < & < 1, existem ¢,,...,¢,, € A
tals que
)0< ¢ <1

(a
(b) ¢:(t) < 6, para todo t ¢ N (z:);
c) ¢ ()>1—6 para todo t € U (x;);

para i = ,m. Definamos
Py = &
Py = (1—¢,)¢s
d’m = (1 - d’z) (1 - ¢3) (1 - ¢’m—1) ¢m'

Observemos que 0 < ¢, <ley, € Aparat =2,...,m
A seguinte identidade
(s ---'ubj =1—(1—¢,) {1 — ;) ... (1 - ¢j) 2 J=2,...,m.

pode ser facilmente provada por inducao. Definamos entao
Y = (1- bs) (1 —¢3) - (1 - ‘fi’m)

Notemos que 0 < ¢, < 1,4, € Ae E'gbt = 1. Assim, obtemos {1) e {2).

Provemos agora que ¢; (1) < é para todo t¢ N{z;),t=1,2,..,m. De fato,
se i > 2 entdo 1, (t) < ¢, (t) e de (b), obtemos ¢, (t) < §. Para i =1, se
t¢ N (a:,) entdo t € K. Logo t € U(z;) para algum j = 2,...,m. Pelo item
(¢}, 1 — ¢;({t) < 6 e assim

)= (1-g; ) [JO-6 @) <8

i
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2.3.19. Teorema. Scjam A uma subdlgebra de C, (X;R) e W C CV,, (X; F)
um A-médulo. Dados f € CVo (X;E), v € V e e > 0, as seguintes afir-
magoes sao equivalentes:

(a) Eriste g € W tal que p, (f — g) < ¢;

(b) Para todo z € X, existe g, € W tal que v (1) || f (1) — 9= ()| < &, para
todo t € [x],.

Prova.

A prova é semelhante & do Teorema 2.3.3. Porém, em vez de usar multipli-
cadores de W, utiliza-se a subdlgebra B gerada por A e a funcao constante
1, j4 que [z], = [z]g. Através do Lema 2.3.18 e das propriedades de um
A-médulo, obtém-se analogamente o resultado. |

De posse desse Teorema, obtemos consequéncias andlogas aos resultados
2.3.6 a23.9.

2.3.20. Exemplo. Seja X um espago de Hausdorfl localmente compacto.
K (X; E) denota o G (X; R)-médulo constituido de todas as fungbes de su-
porte compacto. K (X; E) € denso em CV,, (X; E), onde V & um conjunto
qualquer de pesos. De fato, notemos inicialmente que C, (X; R) separa pon-
tos (observe que X é completamente regular e Hausdorff). Sejam v € E
e £ > 0 arbitrdrios. Para cada x € X, exdste uma funcéo ¢ € G, (X;R)}
de suporte compacto tal que ¢(x) = 1. Faca g = ¢()u. Notemos que
g € K(X;E)eg(z)=u. Logo,

lv—-g (@) =0<e

Portanto, pelo andlogo do Corolério 2.3.9 para médulos, temos que X (X; E)
é denso em CV,, (X; E).

Seja O, (X; E) o subespago vetorial de U (X; E) constituido de todas
as fungoes hmitadas. Usando um raciocinio anilogo, pode-se provar que o
Cy (X; R)-mddulo, C; (X; E) N CV, (X; E), é denso em OV, (X; E).

2.3.21. Observagao. Seja A C C, (X; C) uma subdlgebra. Indiquemos por
A(R), ocomunto { f € 4; f(X) C R}. A(R) ¢éuma subdlgebrade C (X;R).
O resultado 2.3.19, também vale para o caso em que £ € um espacgo vetorial
sobre C e W C CVoo (X; E) é um A-médulo, onde A C Gy (X;C) € uma
subélgebra complexa auto-adjunta. De fato, basta notar que W é um A (R)-
médulo e para cada z € X, [z}, = [2] 45,
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Ressaltamos que Nachbin [13] j4 tinha provado a localizabilidade de um
A-médulo W C CV, (X;K), onde A € uma subdlgebra de Cp, (X; R) ou uma
subélgebra auto-adjunta de C,, (X;C). A demonstracao dele € baseada num
resultado sobre particao da unidade gue depende do Teorema cldssico de
Stone Weierstrass. Mas, a demonstracao vista aqui é baseada no resultado
de Jewett que depende da desigualdade de Bernoulii.
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Capitulo 3

Aproximacao de Portadores

3.1 Introducao

Sejam X um espago de Hausdorfl localmente compacto e F um espago
normado. Se W & um subconjunto nao vazio de Cy (X; E), estamos interes-
sados em estabelecer uma “férmula de localizacao” para a dist4ncia de um
portador ¢ a W

- d(¢,W) = inf sup sup |ly—g(z)] -

IEW se X yediz)

Ou seja, se A é um subconjunto dos multiplicadores de W, entdo sob que
condicoes existe © € X tal que

4 (0, W) =d (¢l . W1, ) ?

O nosso objetivo é mostrar que isto é possivel quando ¢ é semicontinuo
superiormente e nulo no infinito eom relacio a W.

Para isto, utilizaremos 08 resultados 2.2.13. e 2.3.1 do Capitulo 2, junta-
mente com os argumentos de Ransford [19}, Machado[10] e Prollaf17}.

3.2 Preliminares

Ressaltamos que no decorrer deste capitulo, utilizaremos algumas no-
tacoes e definigbes vistas no Capitulo 2.

Consideremos X um espago de Hausdorff localmente compacto € F um
espago normado sobre K = R ou €. Se Y C X & um subconjunto nao vazio
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e f: X — S équalquer fungao onde S € um conjunto nao vazio, indicaremos
por fly afunggdo y € ¥ — f(y). Se F & qualquer familia nao vazia de
fungbes f: X — S, denotamos por Fly o conjunto {f|y; f € F}.

3.2.1. Definicao. Um conjunto F' de fungoes f : X — E é equicontinuo
em Tg € X, quando para todo € > 0, existe uma vizinhanga U de g, tal
que para todo z € U, || f (z) — f (z0)|| < &, qualquer que seja f € F. Se F &
equicontinuo para todo x € X, dizemos que F'é equcontinuo.

3.2.2. Definicao. Um subconjunto F' C Cy (X; E) é totalmente limitado
se, para qualquer £ > 0, existem f, ..., fn € F tais que F C B(fi;e) U ..U
UB (f;¢), onde B(fi;e) ={f € G (X; E); |f — fill <e}i=1,...n.

3.2.3. Proposigao. Sejam X um espaco de Hausdorff ¢ {Ka.} ., uma
familia de compactos ndo vazios contidos em X. Se [} Ko # @, para todo

acJt
J C L finito, entdo | K, # 0.

acl

Prova.
Segue da propriedade da interseccao finita e da compacidade dos sub-
espagos K,, o € L. |

3.2.4. Lema de Zorn. Se P é um conyunto nao vazio parcialmente orde-
nado em que toda cadeia tem um limite inferior, entdo-P tem um elemento
minimal.

3.2.5. Definicao. Seja B(F) o conjunto das partes nao vazias e limitadas
de E. Uma funcio ¢ : X — B{E) € chamada de portador. Definimos a
disténcia de ¢ a g € Cy (X; F) como

d(¢,9) = sup sup |y —g (=}
zEX peo(z)

e a distdncia de ¢ a W C Gy (X; E) como

d(¢,W) = inf {d (¢,9); g € W}
Analogamente, definimos para T C X

d (@7, g|r) = sup sup |y — g(z)|
T yoh{x)

d (@, Wlr) = inf {d (¢lr,glr); g € W}
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Se v € E e r > 0, entao denotamos o conjunto {z € E; |z — || < r} por
B (v;r).

3.2.6. Definicao. Um portador ¢ : X — B(FE) é semicontinuo superior-
mente com relacdo a g € Co(X; E), se dado r > 0, para cada z € X tal
que ¢ (x) C B(g(z);7) e cada ¢ > 0, existe uma vizinhan¢a U de x tal que
@ (y) C B(g{y);r +¢&) para todo y € U. Se W é um subconjunto nao vazio
de Co (X; E) dizemos que ¢ : X — B(E) € semicontfnuo superiormente com
relagdo a W, se ¢ é semicontinuc superiormente com relacao a toda funcao
gew.

Em particular, se o conjunto {z € X;¢(z) C B(g(z);r)} é aberto para
qualqguer g € W e r > 0, entao ¢ ¢ semicontinuo superiormente com relagao

aW.

3.2.7. Exemplo. Se f € Cyp(X;E), entdo ¢(x) = {f(z)}, z € X, &
semicontinuo superiormente com relagao a qualquer subconjunto nao vazio
de Gy (X; E). De fato, seja W um subconjunto nao vazio de Gy (X; E). Para
cada g € W er >0, oconjunto {z € X; ||f (z) — g (z)| < r} & aberto.

3.2.8. Exemplo. Seja § # F C Co(X; E) equicontinuo e limitado. O por-
tador ¢ : X — B(FE), ¢(z) = {f(z); f € F'} é semicontinuo superiormente
com relacao a qualquer W C Co(X; E). De fato, sejam g € W, r > 0,
z € X tal que ¢(z) C B(g(x);r) e e > 0 dados. Pela equicontinuidade de
F, existe uma vizinhanca U de z tal que ||/ (y) — g(y) — (f (=) —g ()l < ¢
para todo y € U e f € F. Assim, y € U implica ¢ (y} C B{g(y);r+¢).
Em particular, se F' C Cy (X; E) é totalmente limitado, entio o portador ¢
definido acima é semicontinuo superiormente com relagao a W C Cy (X; E).

3.2.9. Deflnicao. Sejam ¢ : X — B(FE) e g € G(X;E). Dizemos
que ¢ € nulo no infinito com relacdo a g se para cada ¢ > 0, o con-
junto {z € X;¢ (z) N (E\B (g (z};£)) # 0} € relativamente compacto. Se
0 #W C Co(X;E), dzemos que ¢ : X — B(E) € nulo no infinito com
relacdo a W se ¢ € nulo no Infinito com relagao a toda funcao g € W.

3.2.10. Exemplo. O portador ¢ do exemplo 3.2.7 é nulo no infinito com
relagao a qualquer § # W C Co (X; E).

3.2.11. Observacao. As definigdes 3.2.6 ¢ 3.2.9 foram introduzidas por
Machado e Prolla {17].



3.3 Resultados

As duas préximas proposicoes caracterizam um portador semicontinuo
superiormente € nulo no infinito. Estes resultados sao de fundamental im-
porténcia para nossos propésitos.

3.3.1. Proposicao. Um portador ¢ : X — B{E)} ¢ semicontinuo superior-
mente com relagdo a g € Go (X; E), se, € somenie se, a fungdo de X em R,

z— sup |y—g(x) |, € semicontinua superiormente.
ved()

Prova.
Para provar que a fungdo £ — sup |ly — g(z)| é semicontinua supe-

yed(z)
riormente, basta provar que para qualquer o € R, o > 0, o conjunto

zeX; sup ly—g(z)| <a) & aberto em X. Assim, se t € X e
yed(z)
sup |y — g(t)]l < @, podemos escolher 3 > 0 tal que sup |y —g(t)| < 8 <
yed(l) yEH(t)
o. Segue dai, que ¢ (t) C B(g(t);(#+ o) /2). Pela semicontinuidade de
¢, existe uma vizinhanca U de t tal que ¢{(z) C B(g(z);[(8+ &) /2] + )
para todo z € U e 0 < g9 < (& — 8) /2. Logo,

sup [ly — g (2)]| <[(B+ @) /2] +0 <o,

yEP(2)

para todo z € U. Portanto, < x € X; sup |y —g(z)|| < a} é aberto e
ved{z)

consequentemente, a funcio £ — sup |ly — g (z)]| é semicontinua superior-
yeS(z)

mente. Reciprocamente, sejam r > 0 e t € X tais quega( ) C Blg(t),r) e

£ > 0 dados. Para todo y € ¢ (t), temos ||y — g (t}|| < r, e consequentemente

yeH(t) yed(z)

mo a funcdo 2 — sup |ly — g ()| € semicontinua superiormente, existe uma
vEH(=)

vizinhanca U de t tal que sup ||y — g (z)l] < r + ¢, pata todo z € U. As

vEH(2)
sim, ¢ (z) C B{g(z),r+¢), para todo z € U e portanto, ¢ é semicontinuo
superiormente com relacao a g. [ |

sup fly — g(t)] <r+e. Logo,t €Sz € X; sup {ly—g(z)| <r+e}. Co-

3.3.2. Proposigao. Um portador ¢ : X — B(E) € nulo no infinito com

relagio a g € Co{X; E), se, e somente se, a fungdo z — sup |y —g(z)|,
yEd(c)
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z € X, € nula no mfinito.

Prova.

Dado £ > 0, o conjunto K = {z € X; ¢ (z) N (E\B(g(x);&/2)) # 0} ¢
compacto. Para cada z ¢ K, ¢(x) C B(g(x);£/2), ou seja, |ly — g(z)]| <
< £/2, para todo ¥ € ¢ (x). Assim sup |y — g (2)|| < ¢, para todo z ¢ K.

yed(z)

Reciprocamente, dado £ > 0, o conjunto {:r € X; sup |y—g(z)| > g} é
yed(z)

relativamente compacto. Afirmamos que

{z € X; p(z) N(E\B(g(x),e)) # 0} C {IGX sup ||y —g ()| >€}

yEH{x)

De fato, se z € X é tal que ¢ (z)N{E\B (¢ (x),¢)) # 0 entao existe yo € ¢ ()

tal que |jyg — g (z)|| > ¢. Logo, su{p) lyv-g@| =2 lo—g@)) > ceain-
yep(x

clusao acima é verdadeira. Portanto, {z € X; ¢ (z) N (E\B (g (z),£)) # 9§}
¢ compacto.

O préximo resultado é baseado nos argumentos de Ransford [19] e Macha-

do [10]. Para obté-lo foram essenciais:

(1) a caracterizagao dos portadores semicontinuos superiormente e nulos
no infinito;

(2) o fato de que a restricao a um fechado, de uma fungio positiva semi-
continua superiormente € nula no infinito, assume maéximo;

(3) a propriedade da intersecco finita.

3.3.3. Proposigao. Sejam § # W C Co(X;E) e ¢ : X — B{(E) um
portador semicontinuo superiormente e nulo no infinito com relacgo a W.

Se d (¢, W) > 0, entdo emiste § £ S C X fechado e minimal com relagdo &
ordem de inclusdo, tal que

d (Gf?, W) =d (¢|S= WlS) .

Prova.
Para provar esse resultado, utilizaremos o Lema de Zorn. Facamos
d=d(¢,W) edr =d{¢;,Wr), T C X. Seja

F={0#TC X; T fechado e d = dr} .
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F # B, pois X € F. F & ordenado pela relagio de inclusao. Tomemos
C = {To},., wma cadeia arbitréria em F. Para cada g € W e a € L,
definimos '

K(g9,T.) = {w €Ty; sup |ly—g(x)|l > d}
yed(x)

Afirmamos que K (g, T.) # §. De fato, como o portador ¢ : X — B(E)
¢ semicontinuo superiormente ¢ nulo no infinito com relacao a W, segue
das proposigoes 3.3.1 € 3.3.2 que a fungao z — sup |y —g{(z)|, z € X, ¢

yed(r)
semicontinua superiormente € mila no infinito. Assim, pelo Lema 2.3.1 do

Cap 2, existe z, € T, tal que

sup sup {ly—g(z)} = sup |ly—g(z.)|
ZETy yed(x) vES(Ta)

Sendo d = dr, < sup sup |y — g{z)], temos que z, € K {g,7%), logo,
€T, yed(z)

K({g,T.) # 0. Observemos que o fato da fungio £ — sup |y — g ()| ser
yEH(z)

semicontinua superiormente € nula no infinito também implica que K (g,7,)

é compacto para cada o € L. Assim, {K (g,74)},c; ¢ uma colecao de

compactos nao vazios. Agora, consideremos uma colegao finita qualquer

{K (9,70}, K(9,Tap )} nen- Como € é uma cadeia, para alguma permu-

tacdo {3y, ..., 8, } do conjunto {a,,...,a,}, temos que

Tﬁ‘l C ... C Tﬂn'

Isso implica que K (¢,73,) C .. C K (g,73,). Logo,

nK(g’Tae) =K (Q:Tﬁz) # 9.

i=1

Portanto, segue da Proposigdo 3.2.3 que [ K (g,7,) # § e, consequente-
aclL

mente, [| 7T, # @. Para facilitar a notagao, consideremos T = [ Ta.
acl acL
Provemos que d = dy. De fato, temos que dy < d. Por outro lado, para cada
g € W, existe z, € (| K(g,7,) e, assim,
Q€L

sup |ly — g (z,)f| = d. (1)
yEHTg)



Mas, como (| K (g,7,) C T, temos que x, € T e, portanto,
acl

sup ||y — g (x,)|| < sup sup |y —g(z}| (2)
yediz) 2€T yeia)

Como g & arbitranio, segue de (1) e (2) que

inf sup sup |ly —g(z)] > d,
IEW 2eT yep(z)

ou seja, d < dr. Portanto, d = dr e T é uma cota inferior de C, logo, segue
do Lema de Zorn que F tem um elemento minimal § # 5 C X . n
[

Demonstraremos a seguir, o principal resultado deste capitulo. A idéia
foi inspirada num resultado de Prolla [18] que trata da distincia de uma
funcao f € C (X; F) a um subconjunto de C (X; ), onde X é compacto €
Hausdorff. Utilizaremos os resultados 2.2.13 de Jewett € a Proposicao 3.3.3.

3.3.4. Teorema. Seje W um subconjunto néo vazio de Cy (X; E). Se um
portador ¢ : X — B(E) é semicontinuo superiormente e nulo no infinito
com relacdo a W, entdo existe x € X tal que

d(p,W)=d (¢|[2}M(W)1 lelmm)

Prova.

Consideremos d = d (¢, W) e dr = d(¢|r,W|r),onde T C X. Sed =0,
nao hi o que provar, pois dl-’ﬂlu(m < d, para todo z € X. Consideremos
entao, d > 0. Seja S C X o fechado minimal nao vazio da Proposicao
3.3.3. Provemos que § C [:L‘]M(W} para algum z € X. Suponhamos que isso
nao ocorra. Entao, existem s1, 33 € S tais que ¥ {s1) # ¢ (35) para algum
¥ € M (W). Podemos assumir que v (1) < v (32). Escolhamos a < b tal
que 1 ($1) < @ < b < 9 (32). Podemos tomar 2a < b. De fato, se k € N ¢ tal
que (a/b)* < 1/2, entio ¥ (s1) < a < B < ¢* (s2), onde a = a* e @ = b*.
Observemos que 2a < 3 e * € M (W). Sejam

Y @ =8n¢ 1 ([0,8)
Z : =80y~ ([a,1])

Y e Z sao subconjuntos préprios de S, nao vazios, fechadose S =Y U Z.
Basta notar que 9 (s1) < a < b < ¢ (s;) implica 8, € Y\Z ¢ 53 € Z\Y. Pela
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minimalidade de S, existem v,w € W tais que
sup sup |ly—v{z}|| < d
€Y yed(z)
sup sup |ly —w(z)| < d
2E€Z yEg(z)
Seja r > 0 tal que
sup sup |ly—v(z)] < r<d
z€Y yeP(z)

sup sup |ly—w(z)]| < r<d.
weZ yeg(z)

Escolhamos 0 < g5 < 1 tal que
co < r—sup sup {ly—v(z)|
e€Y yed(r)
o < r—sup sup Jy—w(z)]
TEZ yed{r)
Como v, w € Cy (X; F), elas sao limitadas e, portanto, podemos tomar C > 0
tal que ||v|| < C, |lw| <€ C e C > g/2. Consideremos agora, § = gy /2C.
Pela Proposicao 2.2.13, Capftulo 2, existe um polinémio p (z) = (1 — z™)"
tal que
pl{z) > 1-46,5e0<zx<a (1)
p(z) < 6,seb<z<1 (2)
Seja £(z) = p(¥(x)), x € X. Como M (W) tem a Propriedade V,
£ € M (W) e portanto a fungdo h = v + (1 —§)w € W. Provemos agora
que sUPeyq Iy — A (2)]| < 7, para tode z € S. Dado x ¢ S5, analisemos trés
casos:

@HzeYnZ

ly=r@ < £@ly—v@I+A-£@) [y —w@)

<
< &(x) sup [ly—v ()]l + (1 -£(z)) sup [ly—w(z)]
yed(z) yeo(z)
< E@)r+ (1 -&(@)r=r
Portanto, sup,cye) |y — R ()] <7
(i) z € Y\Z
se T € Y\Z, entao ¢ (z) < a e por (1) {(z) > 1 — 6. Assim,

[ (z) —v (@)l < (1 - £(2)) [lw(z) —v(z)] < 26C = o
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Consequentemente,
ly—h{@)| < lly=v@)l+lviz) -z
< fly—v@)l +eo
De onde segue que

sup ||y — h(z)]] < sup sup |ly —v(x)| +eo
yES{T) z€Y yed(z)

ouseja, sup lly—h(z)| <.
yeo(z)

(#id) € Z\Y
Sez € Z\Y, ¥(z) > bepor (2} £(z) < 6. Logo, sendo w = &w+
+(1 - €)w, temos

|1h{z) —w (@)l <& () |lv(z) —w(z)ll < éllv(z) —w(z)] < 26C =g
Assim,

ly —w (@) + llw (2) — k()]
ly —w (@)l + €0

ly—h(@)l <
<

¢ obtemos

sup |y — h{x)l| < sup sup [y —w(z)l| + <o
yed(x) 2€Z yeo{x)

Logo, sup |y — h{z)| <.

¥EH(z)
Como § = (Y NZYU (Y\Z)U(Z\Y), segue que sup |ly—h(z)| <7,
vEH(z)
para todo z € S. Assim, sup sup ||y — h(z}| < r e portanto,

z€S yeh(x)

inf sup sup ly—g(@)| <r<d
9€W 2¢S yegiz)

ou seja, dg < d, que é uma contradicdo. Logo, concluimos que S C [z] MW)
para algum z € X e, portanto, dg < di) w0 Agora, da proposicao anterior,
segue que d = dg. Assim, obtemosg

isto &,
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©oeie LWL .

d (ti,! W) =d (¢] tx]M(W)’ Wlx]M(w))
para algum z € A, [ ]

3.3.5. Coroldrio. Sejam W um subconjunto ndo vazio de Co(X; E) e
B £ AC M(W). Se um portador ¢ : X — B(E)} € semicontinuo supe-
riormente e nulo no infinito com relagao a W, entdo existe x € X tal que

d(¢, W) =d (8l Wi, )

Prova.
Notemos que se A C M (W) entdo [t],, ) C [t]4, para todot € X. Logo,
pelo Teorema 3.3.4, existe ¢ € X, tal qued (¢, W) = d (qﬁ][,}mw), Wilzlmw)) <

< d (i, Wle,) S d (@, W). B
3.3.6. Coroldric. Sejam W um subconjunto ndo vazio de Cy(X;E) e

O£ AcC M(W). Se um portador ¢ : X — B(E) ¢é semicontinuo superior-
mente € nulo no infinito com relagdo a W, entdo obtemos

d{¢,W) = sup & (Blia1 > Wiz, )

Prova.

Pelo Coroldrio 3.3.5, existe zp € X tal que d (¢, W) =d (¢|[-’60]A:W|l=rol,;)
e, portanto

d(6.W) = d (Wlioc) Wlieo),) < sUPA (Bliats, Wii) <d (6, W)
|
3.3.7. Coroldrio. Sejam W um subconjunto ndo vazio de Co(X;F),
0#£ACM(W),¢: X — B(E) um portador semicontinuo superiormente e
nulo no infinito com relacdo a W e £ > 0 dados. Se para cada x € X, existe

9s € W satisfazendo supycy  sup ey l¥ — g= ()| < &, entdo existe g € W
tal que g(z) € ¢(2) +{u € B, |u|| < €} para todo z € X.

Prova.
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Pelo Corolério 3.3.5, existe £ € X tal que d (¢, W) = d (¢lizo) ,» Wlizo),,)-
Agora, por hip6tese, existe g., € W tal que

sup sup [ly — gz, ()] <e.
tefzg) 4, ¥EA(t)

Assim,

d(6,W) = d ($licols Wlieol,) < sup sup lly — g5, (1) <.

Logo, pela definicao de d (¢, W), existe g € W tal que

sup sup [y —g ()] <e.
zeX yeg(x)

Daf segue que g () € ¢ {2z} + {u € E; |u| < ¢}, para todo z € X. u

3.3.8. Definigao. Um subconjunto ¥ de C (X; F) é uniformemente nulo no
infinito se, para cada ¢ > 0, existe um compacto K C X tal que ||f (z}|| < ¢
paratodoz ¢ Ke f€ F.

3.3.9. Exemplo. Qualquer F' C Gy (X; E) totalmente limitado é uniforme-
mente nulo no infinito.

3.3.10. Proposicao. Seja F' C C (X; F) uniformemente nulo no infinito
e W C Co(X; E). O portador ¢{z) = {f{z); fFEF}, z € X, & nulo no
infinito com relacdo o W.

Prova.

Se F CC(X;E) ¢ uniformemente nulo no infinito e w € W, entao existe
um compacto K C X tal que ||f(z) —w(x)]| < ¢, paratodoz ¢ Ke f € F.
Logo, ¢ (z) C B (w(xz),¢) para todo = ¢ K. Assim,

X\{zeX;¢(z)CBw(z),e)} CK
Como K é compacto e fechado, e
{zeX; ¢(z)NB(w(z),e) # 0} C X\{z € X; ¢(z) C B(w(x),¢)}
temos que {z € X; ¢ (z) N B (w({x),¢) # 0} é relativamente compacto. N
3.3.11. Teorema. Sejam @ # W C Go(X;E)e® # A Cc M(W). Se

B # F C Co(X;E) € tolalmente limitado ¢ ¢ : X — B(E), ¢(x) =
= {f (z); f € F}, entdo eziste 75 € X tal que
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d {6, W) = d (Blizo).s Wieol,)

Prova.

Pelo Exemplo 3.2.8, ¢ & semicontinuo superiormente. Agora, decorre dos
Exemplo 3.3.9 e a Proposigao 3.3.10, que ¢ é nulo no infinito com relacao a
qualquer W C Gy (X; E). Logo, o resultado segue do Corolério 3.3.5. [ |

3.3.12. Teorema. Sejam X um espaco de Hausdorff compacto, W um
subconjunto ndo vazio de C(X;B)e@ # ACM(W). 8¢ 0 # F C C(X; E)
é equicontinuo, limitado e ¢ : X — B(FE), ¢(z) = {f(z); [ € F}, entdo
eriste xp € X, tal que

d (¢’7 W) =d (¢|[zn]A: W[’:D]A)

Prova.

Pelo Exemplo 3.2.8, ¢ ¢ semicontinuo superiormente. Sendo X com-
pacto, qualquer F' C C (X; E) ¢ uniformemente nulo no infinito, logo, pela
Proposicao 3.3.10, ¢ & nulo no infinito com relagio a W C C(X; E) =
= Cy (X; ) e o resultado segue do Coroldrio 3.3.5. [ ]

Aplicaremos os resultados 3.3.11 ¢ 3.3.12 em problemas de melhor apro-
aimagdo stmultdnea em Co (X; E).

3.3.13. Definicao. Sejam (H, ||||) um espago normado e W C H subconjunto

nao vazio. Para cada F' C H himitado e nao vazio, o raio de Chebyshev de F
relativo a W &

radw (F) = inf sup I/ - gl
Quando W = H, dizemos raio de Chebyshev de F e escrevemos
rad (F) = inf —
(F) inf sup If — gl
Se H = Gy (X; E) comanormasupe ¢ : X — E,¢(z) = {f(z); f € F},
onde F' C Cp(X; E¥) € limitado, entao para qualquer W C Cp (X; E),
d{¢, W) = radw (F)
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ese AC M (W) temos para cada z € X,

d (Bl Wia,) = radwiie, (Flial, )

Assim, dos Teoremas 3.3.11 e 3.3.12, obtemos, respectivamente, os seguin-
tes resultados :

3.3.14. Teorema. Sejam @ # W C Co(X;E) e 0 # A C M(W). Se
0 #£ F C Co(X; E) ¢é totalmente imitado e ¢(z) = {f(z); fe F},z € X,
entdo eriste o € X tal que

radw (F) = radw,,, (Flio),)

3.3.15. Teorema. Sejam X um espaco de Hausdorff compacto, § £ W C
CCo(X;EB)ed#AC MW). Se b #F C C(X;E) é equicontinuo e
timitado e ¢ (x) = {f (z); f € F'}, x € X, entdo existe xg € X tal que

radw (F) = radw,,; (Flil,) -
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