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RESUMO 

Nesta tese, são abordados três problemas em Teoria da Aproximação, 
os quais, estâo distribuídos em três capítulos. O primeiro capítulo trata 
da densidade uniforme de determinados subconjuntos do espaço das funçôa> 
contínuas definidas mun gTUpo de HausdorH compacto e com valores num 
espaço de Banach. A aproximação é feita utilizando-se a convoluçâo. O 
segtmdo capítulo aborda uma versão do Teorema de Stone-Weierstrass para 

espaços ponderados de frmções vetoriais contínuas num espaço de Hausdorff 
completamente regular. A prova é baseada na construção de wna partição da 
unidade conveniente. Como consequência, obtemos uma caracterização do 
fecho de módulos e subconjuntos dos espaços ponderados. O terceiro capítulo 
trata da localização da distância de um portador semicontínuo superiormente 
e nulo no infinito a subconjnntos do espaço das funções vetoriais contínuas 
e nulas no infinito, definidas num espaço locahnente compacto. Obtemos, 
como consequência, resultados aplicáveis à teoria de melhor aproximação 
simultânea. 
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ABSTRACT 

In this thesis we study three problems aOOut Approximation Theory. 
Thesc problems are di<.Jtributed in three chapters. The first chapter treats 
uniform density of determinatcd suhsets of spacc of vcx:tor-valued continuou._" 
fun(tions definOO in a compaci Hausdorff group. The approximation is clone 
through convolution. The second chapter treats a Stone-Weierstrass Theo
rem version for weighted spaces of vector-V"dlued continuom:; functions defmcd 
in a completely regular Hausdorff space. The proof is based in the construc
tion of a convenient partition of unit. As a result, we get a characterization 
of the closure of modules and subsets of weighted spaces. The third chapter 
treats a localization formula for the distance of an upper semicontinuous car
rier that vanishes at infinity from a subset of the space of ali vector-valued 
continuous functions that vanish at infinity in a local.ly oompact Hausdorff 
space. As an application, some results in best simultaneous approximation 
are obtained. 
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INTRODUÇAO 

O objetivo desta tese consiste em estudar três problemas em Teoria da 
Aproxima.ção: 

(1) a densidade 1miforme de determinados subconjuntos do espaço das 
funções vetoriais contínuas nwn grupo de Hausdorff compacto; 

(2) wna versão do Teorema de Stone-Weierstrass para rnóc:lulos e subcon
juntos do espaço ponderado; 

{3) tuna fónnula de localização da distância de detenninadoo portadores 
a subconjuntos do espaço das funções nulas no infinito. 

Distribuímos estes problemas em três capítulos. 
No Capítulo 1, estudamos a densidade uniforme de determinados subcon

jrmtos de C ( G; E), o espaço das frmções contúmas definidas num grupo de 
Hausdorff compacto G e com valores nwn espaço de Banach E. Utilizamos 
a técnica de aproximação por convoluçã.o. A motivação se deve ao segundo 
teorema de aproximação de Weierstrass (Natanson [14]): "Se f ; IR ~ IR 
é uma função contínua 2n-periódica_, então f é uniformemente aproximada 
por um polinômio trigonométrico". Uma das demonstrações deste resultado 
foi feita por De La Vallée Poussin em 1908 [5J, através da convolução da 
fnnção dada com wn 'núcleo' conveniente. Observamos que, provar esse re
sultado é equivalente a provar que se F : .IR./ 2nZ _,. .IR é contínua, então F 
pode ser uniformemente aproximada por wna 'identificação' de um polinômio 
trigonométrico. Daí, surgiu a seguinte questão: Se f for wna função vetorial 
contínua num grupo de Hausdorff compacto G, será que podemos aproximá
la uniformemente, por elementos de algum subconjunt-Q das funções veto
riais contínuas em G, que tenha propriedades semelhantes às do conjnn
to dos polinômios trigonométricos? Assim, obtemos um primeiro resultado 
para álgebras polinomiais invariantes por translaçôe;; e, posteriormente, con
seguimos uma generalização para determinados subconjuntos de C (G; E). 

Sejam V um conjunto de pesos, X um espaço de Hausdorff completa
mente regular e E um espaço normado.O espaço ponderado CVoo (X; E) é 
o espaço vetorial das funções contínuas, f : X _,. E, t.a.is que as funções v f 
são nulas no infinito, para cada v E V, munido da topologia detenninada 
pela faun1ia de senrinormas f~ sup {v (x) ]]f (x)]]; x E X). No Capítulo 2, 
abordamos uma versão do Teorema de Stone-Weierstras-; para subconjuntos 
e módulos de CV00 (X; E). Na verdade, trata-se de generalizaçõe; de dois 
=ultados de Prolla [18] (Teorema 1, Cap. 2 e Teorema I, Cap. 4)o oo 
Teoremas de Stone-Weiersirass para módulos e subconjl.Ultos do espaço das 
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funções contínuas nmn espaço de Hau"!dorff compacto e com ima.e;cns nun1 
espaço normado. Prolla usou argumentos de Jcwctt {9] baseando-se sempre 
na compaeidade do eipaço. O fato da rec;Lriçâo de v f a qualquer fechado de 
X as.•:nrmir máximo foi o que csscneialmcntc permitiu a obtenção da<> gent-'
ralizaçôes. 

Sejam X um espaço de HausdorH loealmcntc oompa.eto e E um espaço 
normado. Co (X; E) denota o espaço das funções contÚluas de X em E, nula.<> 
no infinito. No Capitulo 3, apresentamos uma fórmula de localização para a 
distância de detenninados portadores, funções definidas em X e com valore:; 
na coleção de subeonjuntos limitados de E, a subconjuntos não vazios de 
Co (X; E). Utilizamos a técnica de Ransford [19], que é baseada no Lema 
de Zorn, juntamente oom argumen\oo de .Machado [10] e Prolla [18]. A idéia 
foi inspirada na demonstração de um resultado de Prolla (veja [18], Teore
ma 1, Cap. 6). Os primeiros resultados nesta linha foram obtidos em 1982, 
por Machado e Prolla [17], para o caso de módulos de Co (X; E). A princi
pal ferramenta utilizada por eles foi um teorema sobre partição da unidade 
construída através de func,.-ões de uma subálgebra fechada de Cb (X; IK) , a ál
gebra das funções eontinuas limitadas em X com valores em IK (o corpo dos 
reais ou complexos). Esse teorema sobre partições encontra-se em Nachbin 
(veja [13], Lema 1) e é baseado no teorema clássico de Stone-Weierstrass. 
Um dos interesses em estudar portadores vem, em parte, da aplicação na 
teoria de melhor aproximação simultânea. 

2 



Capítulo 1 

Aproximação de funções 
vetoriais contínuas num grupo 
compacto através da convolução 

1.1 Introdução 

Este capítulo consiste no estudo da densidade nnifonne de determinados 
subconjuntos das funções vetoriais contínuas num grupo de Hausdorff com
pacto. A técnica utilizada foi a aproximação por convolução. Para definirmos 
a convolução, usamos o fato de que todo grupo de Hausdorff compacto admite 
uma medida de Borel regular, invariante por translações. 

1.2 Preliminares 

Esta seção contém notações, definições e alguns resultados que serão 
usados posteriormente. 

1.2.1. Definição. Um grupo topológico G é um espaço topológico que tem 
lUTla. eotmtura de grupo (com a operação ( x, y) - xy) tal que a aplicação de 
G x G (munido da topologia produto) em G, definida por (x,y) ~ xy-1 é 
contínua. 

Neste capítulo, G sempre denotará um grupo topológico, K = JR ou C, 
o corpo dos reais ou complexos e E, um espaço de Banach sobre K. N 

3 



I ~-" 

e Z representam o conjrmto dos números naturais e dr~ númeroo inteiros, 
rrnpcctivmncnte. 

Denotamos o elemento identidade de G por e, c se H C C c a E C 
dcfuillnos : 

alJ {ax;xEB) 
Ba {xa; x E B) 
B- 1 ~ {x-1; x E B} 

Dizemos que B C G é simétrico se B = B-1• 

Para cada a E G, as aplica~ s -----t as e s -----t sa são homeomorfismos de G 
em G. Log-o, se V é uma vizinhança da identidade e E C, então os conjnntos 
V a e a V são vizinhança.":> de a. A aplicação inversas -----t s-1 também é um 
homeomorfismo de G em G. Assim V é wna vizinhança de e se, e somente se, 
v-1 é uma vizinhança de e. AB vizinhanças simétricas de e formam uma base 
de vizinhanças de e, ou seja, se U for uma vizinhança qualquer de e, existe 
uma vizinhança simétrica V de e tal que V C U. Ressaltamos que durante 
todo o capítulo, quando falarmos em vizinhança, estaremos considerando esta 
vizinhança um aberto de G. 

Dizemos que G é um grupo compacto se G é compacto como espaço 
topológico. Usaremos uma convenção de terminologia análoga para os de
mais conceitos topológicos, tais como: grupo locahnente compacto, grupo de 
Hausdorff. Alguns exemplos mais conhecidos de grupos compactos são os 
seguintes: 

(a) 5 1 ~ {z E <C, [z[ ~ 1} com a topologia herdada de <C e a multlpli
cação como operação do grupo; 

(b) O (n) o conjunto das matrizes ortogonais n x n sobre IR, com a 
operação de multiplicação de matrizes e com a topologia herdada 

' de Rn (grupo ortogonal); 

(c) SO (n) ~ {A E O (n); det A~ 1) com a topologia induzida de 
O (n) e com a mesma operação de O (n); 

(d) IR/2nZ com a topologia quociente e a operação nattiral de soma. 

IR/27rZ é isomorfo e homeomorfo a S1; 

(e) Se G é um grupo compacto, então G X G com a topologia produto 
e a opexação dada por(g,h) (g',h') ~ (gg',hh') é um grupo 
compacto. 

1.2.2. Definição. Sejam G wn grupo topológico e f : G ~ E. Para cada 
v 

a E G definimos [ •• G ~E, .f: G ~E e f: G ~E por f.(s) ~ f(sa), 
v 

.f (s) ~f (as) e f (s) ~f (s- 1) para todos E G. As funções f. e .f são 
chamadas de translação à direita de f por a e translafão à esquerda de f 
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poT a, respectivamente. 

C (G; E) denota o eonjtmto das ftm~ contínuélo'i de G em H. No ca..,;o 

em que G for compacto, consideraremos em C ( G: b') a topologia da con
vergência uniforme. O suporte de f E C ( G; E} é o fecho do conjunto 
{xEG;f(x)iO). 

Uma ferramenta muito utilizada em teoria de aproximaçâ.o é a partição 
da unidade. Para os nossos propósitos, consideraremos somente o c.-'lSO finito. 

1.2.3. Definição. Seja X mn espaço topológico. Uma partição contínua da 

unidade em X é uma família de funções contínuas 

/;:X~ [O, 1] ; i= 1, ... , n 

tal que L::,/; (x) = 1 para todo x E X. 

Anunciaremos a seguir um resultado de Dieudonné e Boclmer que garante 
a existência de uma partição da unidade em todo ffipaçü normal, em parti
cular, nos espaços de Hausdorff compactos. 

1.2.4. Proposição. Se {Ui} 1<i<n é uma cobertura aberta de um espaço 
nonnal X, então existt uma parliÇão da unidadE {fi} 1 <i<n tal que supp fi C 
ui para i= l, ... ,n. --

Prov-d. 

Nachbin [12], Teorema 4, p. 41. • 
1.2.5. Observação. Analisando a demonstração desta Proposição, nota-se 
que para cada i, fi i- O. Logo, suppfi é um 'conjunto não despn:zível', isto 
é, sempre contém wn aberto de X. 

Dado wn grupo topológico G, mesmo não metrizável, faz sentido falar 
de continuidade uniforme de uma função f : G -Jo E, devido à estrutura do 
grupo topológico. A definição seguinte encontra-se em Dinculeanu [6}. 

1.2.6. Definição. Dizemos que f : G ---t E é uniformemente contínua à 

u;querda (respectivamente à direita) se existe urna vizinhança V da identi
dade e E G tal que s E V implica li! (sx) - f (x) 11 < f (respectivamente 
llf (xs)- f (x)ll <<)para todo x E G, ou equivalentemente, tal que xy-1 E 

V (respectivamente y- 1 x E V) implica li f ( x) - f (y) li < e para todo x, y E 
G. 

5 
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1.2. 7. Observação. Esta noção de continuidade rmiforme coincide com a 
usual no caso em que G I.: um espaço vetorial norrnado com a operação soma. 

1.2.8. Proposição. Seja G um grupo de Hausdorff compacto. Se f E 
C (G; .E), então f é uniformemcnit. contínua à esq-utrda t: à direita. 

Prova: 

Análoga à de Nachbin [12], Proposição 1, p. 63. • 

1.2.9. Definição. Um subconjunto F C C ( G; E) é uniformemente equicon
tínuo à esquerda ( respectivamente à direita ) se, dado ~ > O, existe uma 
vizinhança V de e tal que, para quaisquer x, y E G em que xy-I E V 
(respectivamente y-1x E V), temoo llf (x)- f (y)ll <E para k>da f E F 

O fato crucial a respeito desta definição é que a vizinhança V da iden
tidade e obtida a partir do E dado é a mesma para todas as funções f de 
F. 

1.2.10. Proposição. Seja G um grupo de Hausdorff compacto. Se f E 

C(G;E), então {af}aEG e {fa}aEG são, respectivamente, uniformemente 
equicontínuo à direita e uniformemente equicontfnuo à u;querda. 

Prova: 

Como f E C (G;.E), segue da Proposição 1.2.8 que f é uniformemente 
contúma à direita, ou seja, dado E > O, existe uma vizinhança V de e tal 
que para quaisquer X, y E G em que y-1x E V temos llf (x)- f (y) 11 < E. 
Agora, como (ay)- 1ax = y-Ia-1ax = y-1x, temoo ll.f(x) -.J(yJII < 
< E, para todo a E G. Portanto {a!Lec é lllriformemente equicontúmo à 
direita. Analogamente, prova-se que {f a} aEG é uniformemente equicontÚIUO 
à esquerda. • 

1.2.11. Proposição. Seja G um grupo de Hausdorff compacto. Se .f E 

C(G;E) e 1/J E C(G;lK), então {a1f J} é uniformemen.t€ equicontínuo 
•EG 

à direita. 

Prova: 
Segue da proposição anterior que {a 1./J} a EC é uniformemente equicontúmo 

à direita. Logo, dado e >O, existe uma vizinhança Vj de e tal que y-1x E V1 

implica 

E 

ll.w (xJ -.1/1 (yJII < 2 (111/111 + 11!11 + 11 
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v 
para todo a E G. Por outro lado, f: G --t B é uniformemente contínua à 
direita, logo existe uma vizinhança Ví de e tal que y- 1x E '\.,; implic..a 

I 
v v I E 

f (x)- f (y) < 2(111/,11 + llfll + 1) 

Assim para y- 1x E Vi n V2 tem-se 

+ 11•1/> (y) f (x) -. 1/• (y) f (y)ll :<; 

< llf (x)III•V' (x) -.V' (y)l + 

+ I. v, (y)IIIJ (x)- f (y)ll :<; 

c (llfll + 111/>11) 
< - (II>PII + 11!11 +I) <é 

para todo a E G. Portanto {a1/1 J} é uniformemente equicontírmo à di
•EG 

reita. • 

1.2.12. Proposição. (Dini). Se uma sequ€ncia de funções reais contínuas 
{fn}nE!i' definidas sobre um compacto X, converge simplesmente para uma 
função contínua f: X--tIRe, além disso, se {fn (x)}neS é monótona para 
cada x E X, então a converg~ncia é uniforme em X. 

Prova. 

Encontra-se em qualquer livro clássico de topologia. • 
A medida de Lebesgue na reta IR e no IRn é caracterizada pela invariância 

por translações, em função de IR e IRn serem grupos aditivos topológicos. O 
resultado abaixo mostra que em todo grupo localmente compacto, há urna 
medida invariante por translações que é uma generalização natural da medida 
de Lebesgue clássica. 

1.2.13. Proposição. Se G é um grupo de Hausdorff localmente compacto, 
então existe uma medida de Borel regular positiva tt não nula em G que 
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t invariante poT tran,<JlaçÕct> à esquerda, Í.'lto f, p (.r/1) = 11 (H) para iodo 
conjunto de Bo·rcl H em G c pam todo x E G. A medida p é única a menos 
de multiplicação J)OT uma constante positíva. 

Prov-n.. 

Cohn [4], Teorema 9.2.1 (p. 305) e Te.orema 9.2.3 (p. 309). • 
p é chamada medida de Haar invariante à esquerda em G. Quando G é 

um grupo compacto, toda medida de Ha.a.r invariante à ffi<J.Ucrda também é 
invariante à direita ( i.é., fi (H x) = f1 (H), para todox E G e todo boreliano 
H) e vice-versa. Neste ('..asü J1 é dita apenas medida de. Haar. 

Seja E1 ( G, /l, E) o espaço vetorial das funções f : G --> E I' - Bochner 
integráveis. A invariância à esquerda de 11 nos permite concluir que para 

f E E, (G,/l,E), tem-se 

f/(as)d/l(s)= f/(s)d!'(s) paratodoaE G. (1) 

Em particular, se G é um grupo compacto, então a ig11aldade ( 1) é válida 
para toda f E C (G; E). 

As propriedades que essencialmente caracterizam a medida de Haar p 
invariante à esquerda, além de (1) são : 

i) Se U é aberto não vazio em G então p (U) > O; 
ii) Se K C G é compacto então I' (K) < oo. 

1.2.14. Observação. G é gntpo compacto se, e somente se, Jl (G) < oo. 
Logo, se G é wn gntpo compacto, então escolheremos a medida de Haar p 
tal que I'(G) = 1. 

Para um tratamento detalhado da medida de Haar e integral de Bochner, 
recomendamos Cohn [4]. 

1.2.15. Definição. Seja G um grupo de Hausdorff compacto. Se 11 for 
uma medida de Haar em G, chama-se convoluçâo das funções '1./J E C ( G; K) 

e f E C ( G; E) a função representada por 

(7/J *f) (x) =f 7jJ (s) f (s-'x) di' (s) 

G 

Note que 7jJ *f E C (G; E). 
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A identidade (1) pemlite-nos escrever 

(~'*f) (x) ~f~' (xs) f (s-1) dp, (s); x E G. 

a 

Esta outra fonna de representar a convoluçâo de 'ljJ e f será útil na demons
tração do Lema 1.3.3. 

1.3 Lemas Fundamentais 

Antes de estmlarmos a densidade de determinados subconjunto;; de C (G, E), 
onde G é um grupo de Hausdorff compacto e E um espaço de Banach, vere
mos dois pré-requisitos fundamentais : 

1) Toda função f E C (G; E) é limite unifonne de uma sequência definida 
através da convolução. 

2) A integral de uma função f pertencente a um subconjunto de C ( G, E) , 
uniformemente equicontínuo à direita, é aproximada por um elemento da 
envoltória convexa da iniagem de f. 

1.3.1. Lema. Seja G um grupo de Hausdorff compacto. Se {1fJn}nEN é uma 
sequência em C(G,K) tal que 

(a) {f ~'" (s) dp, (s)} converge para 1; 
G nEN 

(b) ExisteM>Otalque fGI>/Jn(s)i dp,(s)<:,MparatodonEN; 

(c) Dado e> O, para toda vizinhança aberta V da identidade e E G, 
existe n1 E N, tal que 

para todo n 2: n 1, n E N; 

então, para toda f E C (G; E), a sequ~ncia { 1/Jn * /}tlEf\i converge uniforme
mente para f. 

Prova. 
Seja f E C (G; E). Para cada x E G, temos 
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= !c 1/!" (s) lf(s- 1x)- f(x)] d!l(s)+ (1) 

+ f c 1/J" (s) f (x) df1 (s)- f (x) 

Seja é >O arbitrário. Pelo item (a) e pelo fato de f ser limitada, existe 
no E N tal que n 2: no implica 

f 1j;" (s) f (x) d11 (s)- f (x) <E 

G 

para todo X E G. Usando a igualdade (1) para n 2 7l{j, obtemos: 

11(1/;n *f) (x)- f (x)ll :0 li/ c 1/Jn (s) [f (s- 1x)- f (x)] df1(s)ll + 

+ li/ c V'n (s) f (x) df1 (s)- f (x)ll < 

< ll!c1/J"(s)[f(s- 1x)-f(x)]d!l(s)II+E 

Agora, pela Proposição 1.2.8, f é wriformemente contínua à esquerda, 
logo, podemos tomar uma vizinhança aberta simétrica V de e, isto é, tal que 
v= v-1

, de modo que llf(s-1x)- f(xJII < € para todos E v e X E G. 

Pela condição (c), existe n1 E N tal que f 11/Jn (s)l d!l (s) <E, para todo 
G\V 

n;::::: n 1 • Usandotaisfatosjuntamentecomoitem (b) dahipóteseealimitaçâo 
da f por L= max{llf(t)ll; tE G}, obtemos para n 2 n 2 = max{n0 ,ni) e 
x E G, a seguinte desigualdade: 

11(1/Jn•!J(x)-f(x)ll < f I1/Jn(s)IIJJ(s- 1x)-f(x)IJdll(s) + 
G\V 

+ /)1/Jn(s)IIJ!(s- 1x)-f(x)lldf1(s)+E < 

< 2k+E fc11/Jn(s)ldf1(s)+E < 
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< E(2L+M+1). 

Concluímos a.':lSim, que a sequencia {1/'Jn * f}nEN converge tmiformement.c 
~~ . 
1.3.2. Lema. Sejam G um grupo de Hausdorff compacto r; :F C C (G; R) 
uniformementt f'.AJUÍcontínuo à direita. Dado é > O, existem números re.aú; 

m 

positivos c1, ••• ,Cm com E~= 1 e s1 , ••• sm E G, mE N, tais que 
i"" I 

f g(s)d~t(s)- fc,g(s;) <E paratodagEF. 
c ~=1 

Prova. 

Como :F é uniformemente equicontínuo à direita, dado é >O, existe uma 
vizinhança V de e tal que y-1x E V implica [[g(x)- g(y)ll <E para toda 
g E :F. Agora { sV} sEG é uma cobertura aberta de G. A compacidade de G 
nos garante a existência de elementos SJ, •.• , Sm E G tais que G C U :_1 Si V. 
Pelo resultado de Dieudonné-Bochner sobre partições contínuas da Wlidade 
(Proposição 1.2.4), existem funçõ€s h~, ... , hm E C (G, [0, 1]), todas com su
porte de medida positiva (Observação 1.2.5 e propriedade (i) da medida de 
Haar), tais que 

m 
(a) L h; (x) ~ 1 para todo x E G; 

i=l 

(b) supphi C si V, i= 1, ... , m. 

Mostremos que 

para toda g E :F De fato, seja g E :F. Temos 

llfcg(s)d~t(s)- ~!c h;(s)g(s,)d~t(•)ll 

~ ll!c,~h,(s)g(s)d~t(s)- ,~!c h;(s)g(s;)dp(s)ll 
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S ,~!c h;(s)llg(s)-g(s;)ll dp(s) 

=~!,.v h;(s) llg(s)- g(s,)ll dp(s). 

Se s E S; V, segue da equicontinuidade de F que 119 ( s) - g ( s,) li < e para 
toda g E F. Logo 

m 

~!.,v h;(s)llg(s)-g(s,)lldp(s) < e,~!.,v h;(s)dp(s) 

e i~ J c h;(s) dp (s) 

e la,Eh;(s)dp(s)=t: 

Assim, 

fcg(s)dp(s)- t, (l h,(s)dp(s)) g(s,) <e 

Temos que !c h,(s)dp(s) > J h, (s)dp(s) > o. Como 
suppf4 

I: h, (x) 1 para todo X E G e f1. ( G) 1, obtemos 
i= I 

~la h;(s)dp(s) = 1. Logo, c.= la h;(s)dp(s) e s; E G; i= 1, ... ,m, 

satisfazem as exigências do teorema. • 

Note que a equicontinuidade de :F foi fundamental para garantir a 
existência dos mesmos elementos s1 , ••• , Sm E G e reais positivos c1 , ••• c.n para 
toda função de :F. Isto será útil na demonstração do próximo lema. 

1.3.3. Lema. Seja G um grupo de Hausdorff compacto. Sejam 'ljJ E 
C (Gi K) e W C C (G; E) tais q·ue para quatsquer c1 , ... ck E JR, c; > O, 
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L:""_ 1 ci = 1; ~'J, ... ~'k E h'; SJ 1 ••• sk E G; k E N, ajunçào dcfinúla em 

G por x -t E:~l c,l/'s; (x)vi pertence a W. Então pam toda f E C(G;E), a 

função '1/J * f pc.r-tcncr a W. 

Prova. 

Pela Proposiç-ão 1.2.11, {:rl/J J} C C (G; E) é uniformemente equicon
rEG 

tínuo à direita. Tomando :F= {x?f; J} no Lema 1.3.2, resulta que dado 
:rEG 

E> O existem ci E lR., C;> O, L e;.= 1 e si E G; i= 1, ... m, tais que 
i=l 

para todo x E C, ou seja, 

li! c 1/' (xs) f ( s-1
) d!L ( s) - ~ e;!j; (xs;) f ( s;-') li < t: 

Mas,!J;•f(x) =la 1/J(xs)f(s-1
) d!L(s) e,P,,(x) =1/'(xs,),paratodo 

x E G. Temos então 

(1/' *f) (x)- I>w,. (x) f (s;- 1
) <' 

i=l 

para todo x E G. Usando a hip6tese, concluúnos que 'ljJ *f E W • 

1.4 Teorema principal 

Podemos agora provar o resultado principal deste capítulo. 

1.4.1. Teorema. Seja G um grupo de Hausdorff compacto e W um sub
conjunto não vazio de C ( G; E). Se existe 1/' E C ( G; lK) tal que: 
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(b) existeM> O tal que f 11/> (s)l" df' (s) <: M I f 1/>" (s) dp (s)l; 
G ! G 

para todo n E N, 

(c) para quaisquer c1, ... ,ck E :IR, ci >O, L7=I ci = 1; vh ... vk E E i 
s1, ... sk E G, a função x --t 2':~= 1 cti/J~, (x) vi pertence a ~V, 
para todo n,kEN. 

então W < denso em C (C; E) . 

Prova. 

Como 7./J (e) = 1, a continuidade de 'ljJ e o item ( b) implicam que 

f G 1/J" ( s) dp ( s) ,f O, para cada n E 1\!. Definamos então, a fun~.âo 
c/Jn : G -----+ IK, por 

1/J" <P = -,------'---

n fav'"(s)dp(s) 

Note que f G <Pn (s) dp (s) = 1 para qualquer n E 1\!. Além disso, segue 

da condição (b) que 

f G I<Pn ( s) I dp ( s) <: M, para todo n E N. 

Agora, dada uma vizinhança aberta V de e, considere a sequência de 
funções {11/JI"JnEN restrita a C\ V. Como 11/J (s)l < 1 para todos ,f e, segue do 
Teorema de Dini que { 17./JIG\V In} nEN converge uniformemente para a função 
nula. Logo, dado e > O, podemos tomar 1liJ E N, tal que 11/J (s)l"" < 1/2, 
para todos E G\ V. Como para cada n E 1\!, n = 1liJ (n/1liJ), temos então 

f 11/J(s)l"dp(s) <: (1/2)n(no !'(G\V) (1) 

G\V 

Considerando o aberto 

U = {sE G;I1/J(s)l"' > 3/4} 

temos, 

14 



/}f; (s)l" d~t (s) 2: / lv· (s)l" d~t (s) 2: i' (U) (3/4)"1"" >O (2) 
u 

Usando o item (b) e as desigualdades (1) e (2), obtemos 

/ 
1</>n (s)[ di' (s) 

C\ V 

/ 
lv· (s)l" d~t (s) 

C\ V 

I/ c 1/• (s)" d~t (s)l 

/ 
[,P(s)["d~t(s) 

< M :.__:G:c-\c:.V ____ _ 

/c[!/> (s)[" d~t (s) 

< M ~t(G\V)(1/2)"/no 

i' (U) (3/4)"1"" 

Consequentemente, para n suficientemente grande, 

/ I<Pn (s)[ d~t (s) <e. 
G\V 

Mostramos assim, que a sequência { c/JnJ nEN satisfaz as condiçPe3 do Lema 
1.3.1, logo, podemos concluir que para qualquer f E C (G; E), a sequência 
{ c/Jn * f} nEN converg:_ nniformemente para f. O Lema 1.3.3, por sua vez, 
garante que fn *f E W para todo n E N. Portanto, f E W. • 

1.4.2. Exemplo. Seja G = (R /21rZ) X (R /2r.Z). O subconjnnto 

W = {f([x], [y]) = m~Mnf;N am,nei(=+•vl; Urn,n E E, M, N E NU {O}} 

é denso em C (G, E), pois a função 

(e'x +e-"'+ 2) (e''+ e-iy + 2) 
,p ([x]' [y]) = 16 

15 



e ~V satisfazem a.<> condições do teorema anterior. 

Antes de vermoo um corolário do teorema principal, introduziremos algu
mas definições. 

1.4.3. Definição. Um subconj1mto A de C ( G; E) é invariante por translação 
à direita quando cjJ E A implica tP:r E A, para todo x E G. 

1.4.4. Definição. Sejam E e F espaços nonnados sobre lK. Para cada n E 
N, lf (E; F) denota o subespaço vetorial de C (E; F) gerado pelo conjunto 
de todas as fnnções da forma 

p(x)~[<P(x)]"u; xEE 

onde cjJ pertence ao espaço dual E* e u E F. Os elementoo de Fj (E, F) são 

chamadoo polinômios n-homog@neos contínuos de tipo finito de E em F. 

1.4.5. Exemplo. No caso em que E = lK, para cada n E N, o espaço 
Ij (lK, F) é o conjunto das funções da forma z -----t az11

, onde a E F. 

Nas duas próximas definições e na proposição 1.4.6, consideraremos X 
um espaço de Hausdorff completamente regular. 

1.4.6. Definição. Um subespaço vetorial W C C (X; E) é uma álgebra 
polinomial se a frmção x -----t (p o g) (x) pertence a W, sempre que g E W e 
p E lf (E; E), n ::0: L 

1.4.7. Exemplos. Se W é uma subálgebra de C(X;lK), então W é uma 
álgebra polinomial. Um outro exemplo seria o subespaço de C (E; F) consti
tuído de todas as funções da forma 

n 

p(x)~Po+LPk(x), xEE, 
k=l 

onde p0 E F,pk E Pj (E; F), k = 1,2, ... ,n, n E N. 

1.4.8. Definição. Seja A C C(X; IK). A® E é o conjunto das funções da 
forma 

m 

t(x)~I;,p,(x)v;, xEX 
i= I 

onde 'ljJi E A; t\ E E; i= 1, ... , m; mE N. 
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1.4.9. Proposição. S(ja W um subespaço vetorial dt C (X, E). As seguintes 
afinnações são equivalentes: 

( 1) {;1/ { uma álgebra polinomial: 

(2) A~' {,Pog;</>EE', gEW) é uma subálgcbra de C(X;IK) c 
A@EcW 

Prova. Ver Prolla [18] p. 22. • 
Uma abordagem mais detalhada sobre álgebras polinomiais pode ser en

contrado em Prolla ([16],[18]). 

1.4.10. Teorema. Sejam C um gr·upo de Hausdorff compacto e W C 
C (C, E) uma álgebra polinomial invariante por translação à direita. Se 
existe 1/J E A~ {fog; ,P E E', g E IV} tal que 

(a) 1/J (e)~ 1 e 11/J (x)l < 1 para todo x #e . 

( b) Existe M > O satisfazendo 

então VV é denso em C(G;E). 

Provd. 

W C C ( G; E) sendo invariante por translação à direita implica que A 
também é invariante por translação à direita. Assim, para cada s E G 
temos que 'ljJ 8 E A. Como W é uma álgebra polinomial, segue da Proposição 

1.4.9 que para quaisquer CJ: ... , Cm E JR, Ci > O, E~=l C; = 1; VJ, .•. Vm E 
m 

E; s1, ..• , Sm E G, m E N, a função X --+ L Ci'I/J;. (x) t'; pertence a W. De 
i=1 

posse desse fato e os itens (a) e (b) da hipótese, podemoo aplicar o Teorema 
1.4.1 e concluir que W é denso em C(G,E). • 

Como caso particular, provaremos o segundo teorema de aproximação de 
Weierstrass que consistiu na motivação do trabalho deste capítulo. 

1.4.11. Definição. Uma função/ 'R~ E é periódica. se existe T E rn! tal 
que f ( x + T) ~ f ( x), para todo x E R. Ne3te caso, f tem período T e 
dizemos que f é T -periódica. 

Note que se f E C (R, E) é periódica, então f é limitada. 
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Toda ftmçâo 2n-periódica em lR. com valons em b ]X>de ser identificada 
eom uma fmu;ão em IR / 2nZ com v-Mores em E e viee-versa, isto é, se f : llt -t 

E é uma fum;âo 2n-periódica, então definimos a ftm(,ilo F : IR / 2n íZ -+E, 
F ([x]) =f (x) e se F é qualquer função de Jll. /27r Z em E, a função f (x) = 
F ([x]) é mna função 2n-periódica em IR. Além do mais, f é contínua se, e 
somente se, F é eontínua. 

1.4.12. Definição. Seja E um espaço vetorial sobre IR. Um polinômio 
trigonométrico definido em 1R com Vdlores em E é uma expressão da forma 

N 

p (t) =a+ L (a, cos kt + b,senkt) 
k=l 

onde tE JR, a,ak,bk E E, N E N. 
Se E é um e;paço vetorial sobre C, um polinómio trigonomf:.trico definido 

em IR com valores em B tem a forma 

N 

p(t) = L c,e"' 
k=-N 

onde tE lll., c, E E, N E NU {0). 

Todo polinômio trigonométrico é uma função 2?T-periódica. 

1.4.13. Teorema. Seja E um espaço de Banach sobre C. Toda f E 
C (IRi E) 2n -periódica pode ser uniformemente aproximada por um polinómio 
trigonométrico. 

Prova. 

Seja W = { P ([t]) = ,fN c, e'"; t E Jll., c, E E}. W é uma álgebra poli

nomial invariante por translações à direita contido em C (Jll. / 2;r Z; E) . A 
função 

2 + eit + e-it 
pertence a A = { <jJ o g; <jJ E E•, g E W). Basta tomar g = u 

4 
onde u E E, [[u[[ = le </J E E• tal que </J(u) = [[u[[ (isto é possível pelo 
Teorema de Hahn Banach). Como '1/J satisfaz as condições do Teorema 1.4.10, 
temos que W é denso em C{lll./27rZ;E). Agora, para toda f E C{lll.;E) 
27r-periódica, a função F ([t[) = f (t) pertence a C {lll./ 2" Z; E), logo, dado 
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N 

E:> O, existe P([t]) ~ L c,e;", c, E H, tal que [[F([t])- P([t])[j < <, 
k--o--N 

para todo tE IR, assim, lk (I)- k~N c,e;"ll <E:, para todo tE IR. Portanto, 

f pode ser uniformemente aproximada por um polinômio trigonométrico. • 

Se tomarmos 

W ~ {p[t] ~a+ ta,coskt +b,senkt; tE IR, a,a,,b, E E} 
e seguirmos o argumento do teorema anterior, obteremos o resultado também 
para o caso em que E é um espaço de Banach sobre IR. Em particular, 
obteremos uma prova do segundo teorema de aproximação de Weierstrass. 
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Capítulo 2 

Aproximação em espaços 
ponderados de funções 
contínuas 

2.1 Introdução 

O objetivo deste capítulo consiste em provar uma versão do Teorema 
de Stone-Weierstrass para módulos e subconjnntos não vazios de espaços 
ponderados. Os argumentos utilizados por Jewett [9] e Prolla [18] têm um 
papel fundamental na demonstração destes resultados. Como aplicação, ca
racterizaremos o fecho de um subconjunto não vazio de um espaço ponderado 
e veremos um resultado sobre interpolação e aproximação simultâneas nos 
espaçoo ponderados. 

2.2 Preliminares 

Sejam R o conjunto dos reais, JR+ o conjunto dos reais positivos e C, 
o conjunto dos números complexos. A menos que haja menção explícita, 
consideraremos X um espaço de Hausdorff completamente regular e E um 
espaço vetorial normado sobre lR. ou C. C (X; E) denota o espaço das funçõe3 
contínuas em X com valores em E. 

Para A C C (X; lR.), introduzimos a seguinte relação de equivalência em 
X ; x,...., t, se, e somente se, g (x) = g (t), para toda g E A. Representamos a 
classe de equivalência de x por [x]A. Notemos que [x]A é fechado em X, pois, 
os elementos de A são funções contínuas. Uma vizinhança de [xJ.4 em X é 
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um conjlmto [J C X, tal que [x]A C interior de U. Dizemos que A separa 
pontos de X se, dado um par de pontos distintos x, y E X, existe f E A 
tal que f (x) f f (y). Se A separa pontos de X, então [x]A ~ {x). Assim, 
se A~C(X;lll.), então [x]A ~ {x). Por outro lado, se A é um conjunto de 
funÇÕffi reais constante<>, temos [x]A = X. É importante obscrv-& também, 
que se A1 C A2 C C (X; lll.), então [x]A, C [x]A,. 

Denotamos por [0, l]x o conjunto das funções definidas em X e com 
valores no intervalo [0, 1] e por D (X) o conjunto {f E C (X; lll.);O :S f :S 1}. 

2.2.1. Definição. Um subconjunto não vazio A c [0, 1]x tem a Propriedade 
V, se satisfaz as seguintes condições: 

(1) se ,P E A, então 1- ,P E A; 
(2) se ,P, 1/J E A, então# E A. 

Como exemplo, temos que se A é uma subálgebra de C (X; :IR.) que contém 
as funções constantes, então A n D (X) tem a Propriedade V. 

Considerando a topologia da convergência uniforme em [0, l]x, note que 
se A tem a Propriedade V, então A tem a Propriedade V_ A noção de 
Propriedade V foi introduzida por Von Neumann [15]. 

2.2.2. Definição. Se IV é um subconjunto não vazio de C (X; E), uma 
função <P E D (X) é um multiplicador de IV, se <Pf + (1- </J)g E .\V, para 
tOOo par f,g E W. Denotamos o conjunto de todos os multiplicadores de W 
por M (IV). 

Notemos que M (W) é sempre não vazio, pois as funções constantes cp - O 
e <P _ 1 são multiplicadores de W. 

Claramente, se <P E M (IV) então 1- <P E M (IV). A identidade 

(#)f+ (1- #l g ~ </! I<Pf + (1- <Pl gJ + (1- <Pl g 

mostra que <P1f E M (IV), sempre que ,P, </!E A! (IV). Assim, o conjunto dos 
multiplicadores de W tem a propriedade V. 

Antes de vermos alguns exemploo de multiplicadores, introduziremos a 
definiçâo de cone convexo, segundo Grotendieck [8]. 

2.2.3. Definição. Seja E um espaço vetorial. Um cone num espaço vetorial 
é um subconjunto C de E, tal que >..C C C, para todo >.. > O. 

Um cone C num espaço vetorial E é convexo se, e somente se, C+ C C C 
e >.C C C, para iodo >. > O. 
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2.2.4. Exemplos. (a) Seja ll um espaço de Hilbert real ou complexo 
e E = L (H) o espaço de todos os operadores linearrn limitados em H. 
S('ja P(H) o cone convexo de iodos os operadores lineare=; positivos, isto é, 
P (H) ~ {TE L (H); (Tv, v) ::> O, V 1' E H}. Seja IV o cone convexo fonnado 
pelas fnnç()es da forma 

g(t)~ ~ 1'(1-tfP,h O<;t<;1 
i+j~TI 

onde flj E P (H) e n E NU {0}. A fnnçâo .P (t) ~ I, O <:: t <:: 1, é um 
multiplicador de W. 

(b) Seja A uma subálgebra de C(X;rnt) e IV wn subespaço vetorial de 
C (X; E). Se AIV c IV, então M (IV)~ D (X). 

(c) Seja IV o conjunto das funções poligonais definidas em [0, 1]. Neste 
caso, M (W) é o conjunto das funções constantes entre O e 1. 

A noção de multiplicador de IV é devido a Feyel e de La Pradelle [7] 
no caso em que W é um cone convexo, e foi estendido para subconj1mtos 
arbitrários por Chao-Lin [3]. 

2.2.5. Definição. Uma função f: X -----+IR é semicontínua superiormente se 
o conjnnto { x E X; f (x) < a} é aberto, para todo a E R 

2.2.6. Observação. Quando K C X é c0mpacto, toda função semicontínua 
superiormente f : K -----+ IR atinge seu valor máximo num ponto de K. 

2.2. 7. Definição. Uma função f: X---+ E é nula no infinito se, dado E> O, 
o conjunto {x E X; li f (x)ll ::>E} é relativamente compacto. 

As três próximas definici>es foram introduzidas por Nachbin [13]. 

2.2.8. Definição. Seja V é um conjunto de funções positivas semicontínuas 
superiormente em X. Cada elemento de V é denominado peso. 

2.2.9. Definição. Um conjunto de pesos V será dito dirigido se, dados 
v1 , v2 E V 1 existem >.. > O e v E V tais que v1 $ >.:v e v2 $ >.v. Analogamente, 
um conjrmto r = {Pi} iEL de seminormas sobre um espaço vetorial é dirigido 
se, para quaisquer i 1 , i 2 E L, existem i E L, À E R, >. > O tais que Pi, ~ >.pi 
e Pi2 $ ÀPi· 

Durante todo o capítulo, assumiremos que V é dirigido. Além diss:o, 
exigiremos que para cada x E X, exista v E V tal que v(x) >O. 
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2.2.10. Definição. O subespaço vetorial de C (X; E) constituído de todas 
as fun~ f tais que, para quaisquer v E V, v f é nula no infinito, é denotado 
por CV= (X; E). 

Notemos que se f E CVoo(X; E), então para cada 11 E V, a ftmção vf é 
limitada em X. Assim, dado '1.' E V, obtemos uma seminonna 

Pv: CV=(X;E) 
f 

~ JR+ 

~ sup {v (x) llf (x)ll; x E X} 

A topologia Tv sobre CV= (X; E) é definida pela fanu1ia de seminormas 
{Pv}vEV tendo como subba.~ conjuntos do tipo 

B •. , (f) = {g E CV= (X; E); p. (f- g) <c}, 

onde f E CV= (X; E), v E V e E:> O. Notemos que se V é dirigido, então 

{p.}•EV é dirigido. Logo, para cada f E CV= (X; E), a coleção {B.,, (f)}"E~•>O 
é wna base de vizinhanças .abertas de f, com relação a Ty. O espaço 
CVc:o (X; E) munido da topologia Ty é dito um espaço ponderado. 

2.2.11. Observação. Mesmo que um conjunto de pesos V= {vo}o:EL não 
seja dirigido, sempre existe wn conjunto W de funções positivas semicon
tínuas superiormente dirigido que contém V e satisfaz as igualdades 

CV00 (X; E)= CWoo (X; E) eTv = Tw. 

Basta tomar W = {supv0 ; J C L finito}. Portanto, não há perda de ge
oEJ 

neralidade em assumir que V seja dirigido. 

2.2.12. Exemplos. a) Seja V o conjunto das funções características de todos 
os subconjuntos compactos de um espaço completamente regular X. Então 
o espaço ponderado CV00 (X; E) é o espaço C (X; E) mmlido da topologia 
compacto-aberta. 

b) Seja v : X ---+ lR definida por v ( x) = 1, para todo x E X e consideremos 
V= {v). Então CV= (X; E) é o subespaço vetorial das funções f E C (X; E) 
que se anulam no infinito. Este espaço é usualmente denotado por C0 (X; E). 
A topologia Tv é a topologia da convergência uniforme. No caso em que X 
é compacto, temoo CV= (X; E)= C (X; E). 

c) Seja X um espaço localmente compacto e 

V= {,P E Co (X; JR); q) :>O}. 
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Então CV00 (X; E)~ Co (X; E)~ {f E C (X; E); f limitada) como e.;paçoo 
vetoriais c a topologia Tv é chamada topologia e:>trita. (Veja Buek [2]). 

Veremos a seguir, um resultado de Jewett baseado na elementar desigual
dade de Bernoulli. O interessante é que, com mn argumento simples, ele 
garante a existência de um polinômio satisfazendo certas condições e exibe a 
forma deste polinomio. Este fato é extremamente útil para a obtenção dos 
nossos resultados. 

2.2.13. Proposição (Jewett). Sejam O < a< b < 1 com 2a < b. Para 
cada o< E:< 1, existe um polin6mio p$ (x) = (1- xmr tal qut 

( 1) p, (t) > 1- e, para O :S t :S a, 
(2) p, (t) < e, para b :S t :S 1. 

Prova. 

Encontra-se em Prolla [18], página 1 ou em Jewett [9]. • 
2.2.14. Definição. Seja X um conjunto não vazio. Dadas f,g : X ~ 
~ 1!!., f V g e f 1\ g são as funções de X em 1!!. definidas por (f V g) (x) ~ 
max {! (x) ,g (x)} e (f 1\ g) (x) ~ min {! (x),g (x)} para todo x E X. Um 
subconjunto L do espaço das funç.õe> de X em JR é um reticulado se J,g E L 
implica f V g E L e f 1\ g E L. 

2.2.15. Proposição( Jewett ). Sejam X um conjunto não vazio e F um 
subconjunto de [0, 1 ]x fechado na topologia da convergência uniforme. Se F 
tem a Propriedade V então F é um reticulado. 

Prova. 

Veja Jewett [9], Teorema 1. 

2.3 Uma versão do teorema 
de Stone-Weierstrass para 
subconjuntos e módulos de CV 00 (X;E). 

• 

O seguinte lema, apesar de simples, foi fnndamental para a obtenção 
de uma solução do problema deste capítulo via argwnentos utilizados num 
remltado de Prolla (Teorema 1, Cap. 4, [18]). &te lema também será 
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extremamente útil no Capítulo :1 A demonstração, a menos de alg~.m1as 
adapta.(..:Ôes, é amíloga à proposi<,.-âo 3, p. 65- Naehbin [11]. 

2.3.1. Lema. Se h : X -----t JR.+ é uma função aemicontínua superiormente e 
nula no infinito, então para qualquer fechado não vazio F C X, a r-estrição 
de h a F, h F: F -----t IR+, assume máximo em F. 

Prova. 

Seja >. ~ sup {h (x); x E F). Podemos asswnir >. > O pois, se ), ~ 
O, não há o que provar. Como h é semicontúma superiormente e nula no 
infinito, lemos que o subconjunto K ~ { x E X; h (x) 2: >./2} é compacto. 
Pela definição de À e, a compacidade de K, temos que K n F é um compacto 
não vazio. Assim, a função restrição hKnF : K n F --+ JR+ atinge máximo em 
algum Xo E K n F. Notemos que h (xo) ~ >.. De fato, se h (xo) < >., então 
existe Xj E F tal que h (xo) < h (xi) :S ), e portanto, Xj E K n F. Mas, pela 
maximalidade de hKnF em x0, h (x1) :S h (x0), o que leva a llllla contradição . 

• 
A demonstração do próximo lema é essenciahnente a mesma do Lema 

1, Capítulo 4, Prolla {18), feito para espaços de Hausdorff compactos. Só 
observamos que, tirando a compacidade de X e exigindo a compacidade de 
determinados subconjuntos de X, ainda conseguíamos o mesmo resultado. A 
demonstração é baseada nos resultados de Jewett. 

2.3.2. Lema. Seja A um subconjunto de D (X) com a propriedade V. Se
jam x E X e N uma vizinhança aberta de [x]A em X, tal que o complementar 
de N, X\N, é compacto. Então, existe uma vizinhança aberta U de [x]A 
em X, tal que U c N e para cada O < 6 < 1 existe cp E A satisfazendo as 
seguintes condições: 

(1) ,P(t) < 15 para t <F N; 
(2) rjJ (t) > 1 - 6 para tE U. 

Prova. 

Seja K ~ X\N. Para cada y E K, existe</>, c A tal que .P, (y) < </>, (x). 
Podemos asswnir que 2-ft, (y) < .P, (x). De fato, como r/J, (y) jq,, (x) < 1, 

existe k E N tal que 2(-fty (y))' < (,Py (x))' e temos</>: E A, pois, A tem a 
propriedade V. Pela Proposição 2.2.13, tomando a~ <ft, (y), b ~ r/J, (x) e ê ~ 

1/4, existe wn polinômio da forma Pv (t) ~ (1 - tm)" tal que (Pv o <ft,) (x) < 
1/4 e (p, o <P,) (y) > 3/4. Consideremos 

W (y) ~{tE X; (p, o <ft,) (t) > 3/4} 

25 



W (y) é um aberto contendo y e W (y) n [x]A = 0 pois p, o r/J, E A. Pela 
compacidade de K, existem y1 , ... , Ym E K tais que K C W (y1)U ... UW (Ym)
Scja 

V' = (p, o r/J,) v ... v (p,_ o rf,_) 

Segue da Proposição 2.2.15 que A é um reticulado e portanto, V,· E A. 
Notemoo que 1/J (x) < 1/4 e 1/J (t) > 3/4 para todo tE K. Considerem<>< 

U={tEX;!/J(t)<l/4) 

Claramente, Ué uma vizinhança aberta de [x]A eU C N. 
Dado O < 6 < I, seja q o polinômio obtido pela Propooição 2.2.13 para 

a= 1/4, b = 3/4 e E= 6/2. Definamoo 

((t)=q(1jJ(t)),tEX. 

Observemos que ~ E A. Se t 'f N, então t E K e 1/J (t) > 3/4. Logo 
~ (t) < 6/2. SetE U, então 1/J (t) < 1/4 e assim~ (t) > 1- 6/2. Escolhendo 
rjJ E A tal que l[r/J- ~I[ < 6/2, é fácil verificar que rjJ satisfaz as condições (I) 
e ~). • 

Veremos a seguir o resultado principal deste capítulo. A idéia central é 
definir wna fimção aproximativa através de uma partição da llllidade conve
niente. 

2.3.3. Teorema. Seja W um subconjunto não vazio de CV00 (X,E). Dados 
f E CV00 (X i E), v E V e E> O, as seguintes afirmações são equivalentes: 

(I) Existe g E W tal que p" (f- g) <e; 
(2) Para cada x E X, existe 9x E W tal que v (t) [I f (t) - 9x (t)[l < e, 

para todo t E [x]M(WJ' 

Prova. 

Claramente (I) implica (2). Suponhamos que a condição (2) esteja sa

tisfeita, ou seja, dados f E CVoo (X i E), v E V e E > O, para cada x E X, 
existe 9x E W, tal que v (t) IIJ (t)- 9x (t)ll <e, para todo tE [x]M(W)' Como 
a função definida em X, t __,v (t) llf (t)- 9x (t)ll é semicontúma superior
mente e nula no infinito, segue do Lema 2.3.1 que existe (" E [x]M(W) tal 
que 

V (tx) IIJ (tx)- 9x (tx)ll = sup {V (t) IIJ (t)- 9x (t)ll; tE [x]M(W) }. 
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Omsequentemcnie, existe E (x) >O ia! que v (t) li! (t)- g, (t)ll < c(x) <E, 

para iodo t E [x]M(U..') c a."lSim 

N(x) ={tE X; v(t) llf(t)- g,(t)ll < E(x)) 

é uma vizinhança aberta de [x]M(W) em X e X\N (x) é compacto. (Notemos 
que t ~v (t) li f (t) - g, (t)ll é semicontínua superiormente e nula no infinito). 
Pelo Lema 2.3.2, para cada x E X, é possível tomar uma vizinhança aberta 
U(x) de [x]M(W) em X, tal que U(x) C N(x). Es<oolhendo x1 arbitrário, 
consideremos K = X\N (x1) . Como K é compacto, existem x 2 , x3 , ... Xn E K 

tais que K CU (x2) U ... U U (x.). Tomemos 

r 
M 

e 

max{E (x;); 1 s; i s; n) 
max {Pv (f- g,.); 1 s; i s; n) 

r+E O< ó < 1 tal que bnM < -
2
-- r. 

Ainda pelo Lema 2.3.2, existem t{J2 , ... , t/Jn E M (W) tais que 

(a) 4;, (t) > 1- ó, para todo tEU (x,) 
(b) q;, (t) < ó, para todo t </c N (x,) 

para i= 2, ... , n. Definamos 

.;,, q,,, 
1/J, (1 - 4;,) 4;,, 

Notemos que 1./Ji E M (W), i = 1, ... , n. Agora, usando a indução pode-se 
provar facihnente a seguinte identidade : 

7jJ2 + ... + 1/J; = 1- (1- 4;2)(1- </>3 ) ... (1- </J;) ,j = 2, ... ,n. 

Definamos então 

n 
Pode-se observar que 7jJ1 E M (W) e L 1/J, ~ l. Além disso, temos 

i= I 
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(c) 1/'.(t) < 8, para todo i r{c N (x,),i ~ l, ... ,n. 

De fato, se i 2: 2, então 1/J; (t) :S q,, (t), c (c) segue de (b). Se i ~ I, e 
t fi- N (x1), então tE K e, portanto, tEU (xi) para algum j = 2, ... , n. Pelo 
item (a), I- q,1 (t) < 8 e assim 

Definamos 

Observemos que 

7/,, (t) ~ (I- <~>j (t)) rr (I- q,, (t)) < ó. 
#j 

n 

9 = L1/Jt9i, ondegi =gx,,i = l, ... ,n. 
i= I 

Como qyi EM (W), temos que g E W. Agora, dado x E X, temos 

v (x) llf (x)- g (xJII - v (x) ~~~ !/>; (x) (f (x)- g;(x))ll < 
n 

< ~.p,(x)v(x)llf(x)-g;(x)ll 
i=l 

Seja!~ {i; I :Si :S n, x E N (x;)}. Sei E J,entâov (x) li! (x)- g, (x)ll < 
E (x;) :,; r. Logo, 

L ,P, (x)v (x) li/ (x)- g, (x)ll <r L .P, (x) :S r (I) 
iEI iEI 

Se i </c I, então por (c) tem-se!/>; (x) < 8. Assim, obtemos 

· e+r L ,P, (x)v (x) 11/ (x)- g, (x)ll < 8nM < -
2
-- r (2) 

iif_I 

De (I) e (2) resulta que 

c+r 
v (x) 11/ (x)- g (x)ll < -

2
-

e, portanto, Pv {f- g) <E. • 
2.3.4. Observação. Se A C C (X; lll.) e [x[M(W) C [xJ.,, então o teorema 
acima ainda vale se para cada x E X, considerarmos [x]A em vez de [x]M(W)" 
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Em particular, vale para tOOo A C M (~V) pois, ne>te caso, temos [x]M(\r) C 
C [x]A. 

2.3.5. Definição. Seja 0 f W c CV=(X;E) e A c C(X;IR). Dizemos 
que W é Tv localizável sob A se para quaisquer f E CVoo (X; E), as seguinte:; 
condições são equivalentes: 

(l) f E W com relação à topologia Ty. 

(2) dados x E X, v E V e e > O arbitrários, existe g E W tal que 
v (t) IIJ (t)- g (t)ll <E para todo tE [x]A. 

Em outras palavras, se W é T v localizável sob A, então obtemos urna 
caracterização do fecho de W com relação à topologia T v por intennédio de 
A. 

A noção de localizabilidade foi introduzida por Nacbbin [13] para o caso 

em que A é uma subálgebra de C (X; IR). 

2.3.6. Corolário. Sejam W um subconjunto não vazio de CV00 (X, E) e 
A c M (W). Então W é Tv localizávd sob A. 

Prova. 

Segue do Teorema 2.3.3 e da Observação 2.3.4. • 
2.3.7. Corolário. Sejam W um subconjunto não vazio de CV= (X, E) e 
A C M (W). Dado v E V, pam cada f E CV= (X, E) existe x E X tal que 

inf p"(f-g)~ inf {sup{v(t) llf(t)-g(t)ll;tE [x]A}} 
gEW gEW 

Prova. 
Façamos, 

inf {sup{v (t) IIJ (t)- g (t)ll ;tE [x]A}}, para cada x E X; 
gEW 

inf p, (f- g) 
gEW 

Notemos que dv ( x) :5 dv, para tOOo x E X. Logo, se dv = O, en
tâo dv (x) = O e qualquer x cumpre a igualdade. Se dv > O, suponhamos 
por contradição que dv (x) < dt'• para cada x E X. Então existe urna 
função g. E W tal que sup {v (t) li/ (t) - g. (t)ll ;tE [x]A} < d", ou seja, 
v (t) IIJ (t)- g, (t)ll < d" para todo t E [x]A. Pela observação 2.3.4, existe 
h E W tal que Pv (f - h) < d", uma contradição. • 

29 



2.3.8. Corolário. Seja VV um subconjunto não vazio d( Cl~ (X; E) tal 
que 

(!) M (W) separa pontos; 
(2)Dados x E X, v, E E, 11 E V e E> O arbitrários, existcg E W tal que 
v (x) 119 (x)- ull <e. 

Sob essas condições, W é denso em CV00 (X; E). 

Prova. 

Sejam f E CV= (X; E), v E V e e> O arbitrários. Pelo Corolário 2.3.7 e 
a condição (1), existe x E X tal que 

inf p" (f- g) = inf v (x) llf (x)- g (x)ll-
gEW gEW 

Segue de (2) que, existe g E W tal que v(x) llf(x)- g(x)ll <E, ou seja, 
inf v (x) llf (x)- g (x)ll =O. Assim, inf p" (f- g) =O, isto é, existe g E W 

gEW gEW 

tal que p" (f- g) <e. Logo, W é denso em CV= (X; E). • 

2.3.9. Corolário. Seja W um subconjunto não vazio de CV00 (X; E) tal 
que 

(1) M (W) separa pontos; 
(2) Dados x E X, u E E e e > O arbitrários, e:riste g E W tal que 
119 (x) - ull <e. 

Sob essas condzções W é denso em CVoo(X;E). 

Prova. 

Basta provar que vale a condição {2) do corolário anterior. Sejam x E 
X, '/1. E E, v E V e é > O arbitrários. Se v (x) = O, então a condição é 
triviahnente satisfeita. Se v (x) > O, por hipótese, existe g E W tal que 
119 (x)- ull < E (v (x))-1

. Portanto, a condição (2) do corolário anterior é 
válida. • 

Veremos a seguir aplicaçi>es do resultado obtido. 

2.3.10. Exemplo. Consideremos C (X; E) munido da topologia compacto 
aberta e C um cone convexo em E que contém o vetor nulo. Seja W C 
C (X; E), o conjunto das somas finitas de funções da forma 

X~ E 

x ~ <P(x)u 
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onde tjJ E C(X;lR') e v E C. 
Notemos que W (x) ~C para iodo X E X. Além disso, toda tjJ E D (X) 

é um multiplicador de W e, portanto, A1 (W) separa pontos. 
Seja 

B ~{f E C (X; E); f (X) c C} 

Afinnarnos que W = B. De fato, sejam f E B, x E X e E: > O arbi
trárioo. Temos que f ( x) E C. Como W ( x) ~ C, existe g, E W tal que 
llf (x)- g, (x)ll < e, logo, pelo Corolário 2.3.6, f E W. Assim, B C W. 
Reciprocamente, temos W C B e consequentemente W C B. Mas B é fecha
do em C (X;E). Com efeito, se f E B, então dado x E X, para todo e> O, 
eJdste g E B tal que llf(x)- g(xJII <f: (note que {x) é compacto). Logo, 
f (x) E C. Portanto, BC B. 

Como caso particular, tomemos H um espaço de Hilbert real ou complexo, 
E~ L (H), C~ P(H) e W o conjunto das somas finitas de funções da forma 

X ~ L(H) 

x ~ tjJ(x)T 

onde tjJ E C(X;JR+) e TE P(H). Como P(H)é fechado em L(H), temos 
que W ~{f E C(X;L(H)); f(X) c P(H)). 

2.3.11. Definição. Um subconjunto W C CV00 (X; E) é uma fam!1ia 
interpolante para CV= (X; E) se, dado qualquer subconjunto finito S C X 

e qualquer função f E CVoo (X; E), existe g E W tal que g (x) ~f (x) para 
todo x E S. 

2.3.12. Exemplo. SejalK ~ ffi! ou IC. Todo subespaço vetorial de CV00 (X; IK) 
denso em CV00 (X;lK) é uma família interpolante para CV00 (X; lK). De fato, 
sejaS= {x1, ... xn} C X e consideremos J[{n com a norma do máximo (i.e., 
X E lK", llxll ~ max lx;l). Se provarmoo que a aplicação linear 

1:5t:5n 

T ; CVoo(X;lK) ~ lK" 
f ~ (f(x,), ... ,f(x.)) 

é contínua, então tomando qualquer subespaço vetorial F c CV= (X;OC) 
denso, obtemos T (CV00 (X;lK)) = T (F) C T (F). Por outro lado, T (F) é 
fechado por ser um subespaço vetorial de IK"- Assim, T(CV= (X;JK)) C 
T(F) e, portanto, T(CVoo(X;lK)) ~ T(F). Logo, para qualquer f E 
CV00 (X;lK), existe g E F tal que (f(x 1 ), ... f(xn)) ~ (g(x1 ), ... ,g(x.)). 
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Mostremos então que 7' é contínua. Como CVoc. (X; IK.) é um espaço veto
rial topológico, basta provdr que T é contínua na função nula. Dado E > O, 
seja R(O;t:) ~ {xEOC"; llxll <E}. Paraeadax, E S,existcv; E V tal que 

n 

V; (x;) >o. Tomemos o< b, < Evi(x;), i~ l, ... ,n. Seja u ~ n B.,,, (0). 
i= I 

U é uma vizinhança da função nula. Se 9 E U, então sup V; ( x) 19 ( x) I < b;, 
r€ X 

i ~ 1, ... , n. Logo, v.(x,) 19 (x,)l < b; < t:t'; (x;), ou seja, 19 (x,)l < E, 

i~ l, ... ,n. Portanto, ll(9(x1), •.. ,9(xn))ll <E e concluímoo queT(U) C 

B (O; c). Através dos argumentos utilizados a.c:.-ima, observemos que, se E 
for um espaço normado de dimensão finita, então todo subespaço vetori
al de CV= (X; E) denso em CV= (X; E) é uma família interpolante para 
CV=(X;E). 

2.3.13. Corolário. Seja B C CVoc. (X; E) uma famz'lia interpolantt para 

CV=(X;E) tal que M(B) separa pontos. Então, dados f E CV=(X;E), 
v E V, e> O eSC X finito, existe 9 E B tal que p.(f-9) <e e 
f (x) ~ 9 (x), para todo x E S. 

Prova. 

Sejam f E CV= (X; E) eSc X finito. Definamoo 

W ~ {9 E B; f (x) ~ 9 (x), para todo x E S). 

W =f 0, pois B é uma família interpolante. Notemos que todo multiplicador 
de B também é um multiplicador de Rl. Para cada x E X, existe 9x E B 

tal que 9r (s) ~f (s) para todos E S U {x}. Asilln, 9r E W e dados v E V, 
e> O temos v (x) llf (x)- 9r (x)ll ~O< e. Aplicando o Teorema 2.3.3 a W, 
obtemos uma fnnção 9 E W tal que p, (f- 9) < e. Pela definição de W, 
segue que 9 E B e 9 (x) ~f (x), para todo x E S. • 

2.3.14. Corolário. Sejam E um espaço normado de dimensão finita e 

B c cv= (X; E) um subespaço vetorial denso Em cv= (X; E) tal queM (B) 
separa pontos. Então, dados f E CV= (X; E), t' E V, e> O e S c X finito, 
existe 9 E B tal que p. (f- 9) <e e f (x) ~ 9 (x), para todo x E S. 

Prova. 
Segue do Exemplo 2.3.12 e do Corolário 2.3.13. • 
Falaremos agora sobre a versão do Teorema de Stone Weierstrass para 

módulos que envolvem álgebras limitadas. 
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2.3.15. Definição. Seja C, (X; lR!) o subespaço vetorial de C (X; lR!) formado 
pelas funções limitadas em X e consideremoo a topologia da convergência 
uniforme sobre C,(X;lll.). Se A é uma subálgebra de C,(X;IR), então um 
subespaço vetorial W C CVoo (X; E) é dito um A-módulo, se a f1mçâo x ~ 
a (x) f (x) pertence a W, para todo a E A e f E W. 

2.3.16. Observação. Notemos que se B é a subálgebra de C, (X ;li!.) gerada 
por A e pelas fnnções constantes, então W é um A-módulo se, e somente se, 
W é um E-módulo. Além do mais, [x]A ~ [x]8. 

Para provannre o análogo do Teorema 2.3.3 para módulos, precisaremos 
de dois lemas. 

O próximo resultado é semelhante ao Lema 2.3.2. Entretanto, as pro
priedade;; de subálgebra facilitam a demonstração e não é preciso usar ar
gumentos como a Proposição 2.2.15 de Jewett. A demonstração é essen
cialmente a mesma do Lema 2, Capítulo 1, Prolla [18}. Só observamos que 
tirando a compacidade de X e exigindo a compacidade de determinados sub
conjuntos de X, o resultado ainda era válido. Colocamoo a demonstração 
aqui, para que o leitor possa comparar o Lema 2.3.2 e o presente resultado. 

2.3.17. Lema. Seja A C C, (X; IR) uma subálgebra que contém as funções 
constantes. Sejam x E X e Numa vizinhança aberta de [x]A em X, tal que 
o complementar de N, X\N, seja compacto. Então, existe uma vizinhança 
aberta U de [x]A em X, U C N, tal que para cada O< 6 < 1, e:dste </J E A 
satisfazendo as seguintes condições: 

(1) o~ <P ~ 1; 
(2) <P (t) < 6, para todo t </c N; 
(3) </J(t) > 1-6, para todo tEU. 

Prova. 
Seja K ~ X\N. Como [x]A c N, para cada tE K, existe g, E A tal que 

9t (t) f 9t (x). Definamos 

Jt(s) ~ g,(s) -g,(x), s EX. 
g, (t)- gt(x) 

Notemos que f, E A, f, (t) ~ 1 e f, (x) ~O. Seja 4;, ~ f'f. Temos que </J, E A, 
4;, :0:: O, </>,(t) ~I e </>,(x) ~O. Consideremos 

U (t) ~ {sE X; </J, (s) > 1/2}. 
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U (i) é uma vizinhança aberta de i e não tem elementos de [x]A pois, q;t (s) =O 
para todos E [x]A. Pela compru:~idade de K, f."xistem t 1 , ... , tm em K taL"> que 

m 

K C U U (t,). Sejam 
i= I 

m 

g - 2.: .P,, 
1=1 

f gj [[g[[ 

Temos que f E A, O<: f<: I, f (x) ~O e f (s) :>c, para todos E K, onde 
c~ (ZIIg[[)-1 Observemos que O< c<: I. Escolhamos então a e b tais que 
O < 2a < b < c <: I. Definamos 

U ~{tE X; f (t) <a}. 

Observemos que [x]A CU C N. De fato, se sE [x]A en!M .P, (s) ~O para 
i = 1, ... , m, de onde segue que [x}A C U. Por outro lado, se s fj_ N, então 
f (s) :>c e portanto s ~ U. 

Agora, dado O < b < 1, segue da Proposição 2.2.13 que existe um poli-
nomio p (x) ~ (I- xm)" tal que 

(i) p (t) > I - 8, para O<: t <:a, 
(ii) p (t) < 8, para b <: t <: I. 

Definamos então 

,P ( s) ~ (p o f) ( s) , para todo s E X. 

Claramente, cj; E A e O ~ cjJ ~ L Agora, se t tj_ N, então t E K e assim 
f(t) :>c. Pela parte (ii), temos ,P(t) ~ (pof)(t) < 8. SetE U, en!M 
f (t) < a, e por (i) temos ,P (t) ~ (p o f) (t) > I - 8. • 

O próximo lema exibe uma partição da unidade formada por elementos 
de uma subálgebra de Cb (X;lR). Os argumentos são semelhantes aos que 
utilizamos para o caso de multiplicadon~ de um subconjunto de CV= (X; E). 

2.3.18. Lema. Seja A C Co (X;R) uma subálgebra que contém as funções 
constantes. Suponhamos que para cada x E X, N (x) é uma vizinhança 
aberta de [x]A em X, tal que X\N (x) é compacto. Então, existem x1, ... , Xm 

em X tais que, dado O < b < 1, existem 'ljJ1 , ••• 1/Jm em A satisfazendo as 
seguintes condições: 

(I) O<: 1/;, <:I, i~ I, ... ,m; 
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(2) L:V>,(t) ~ 1, para todo tE X; 
(3) O :S ?J;.( t) < ó, para todo t i N (x,), i ~ i, ... , n. 

Prova. 

Escolhamoo x1 E X arbitrário. Seja K ~ X\N (xJ). Pelo Lema 2.3.17, 
para cada x E X, podemos tomar uma vizinhança U (x) de [x]A, U (x) C 

m 

N(x). PelacompacidadedeK,existemx2 , ... xm E KtaisqueK CU U(xi)-
i=2 

Ainda pelo Lema 2.3.17 temos que dado O < ó < 1, existem </J2 , ... , <Pm E A 
tais que 

(a)Os</J,:S1; 
(b) </J; (t) < ó, para todo t </c N (x;); 
(c) </J, (t) > 1- ó, para todo t E U (x,); 

para i = 2, ... , m. Definamos 

Observemos que O ::; '1/Ji :S: 1 e '1/Ji E A para i = 2, ... , m. 

A seguinte _identidade 

?j;2 + ... ?J;; ~ 1- (1 - ,P2 ) (1 -?j;3 ) ... (1 -?J;;), j ~ 2, ... , m. 

pode ser facilmente provada por indução. Definamos então 

?j;1 ~ (1 - </J,)(1 - </J,) ... (1 - </Jm) · 

m 

Notemos que O :S ?j;1 :S 1, 1f;1 E A e L ?J;, ~ 1. Assim, obtemos (1) e (2). 
i=l 

Provemos agora que 'lj;1 {t) < ó para todo t fi. N (xi), í = 1, 2, ... , m. De fato, 
se i 2: 2 então ?J;, (t) <: </J, (t) e de (b), obtemos 1/J, (t) < 6. Para i ~ 1, se 
ti N (x1 ), então tE K. Logo t E U (x;) para algum j ~ 2, ... , m. Pelo item 
(c), 1- </J; (t) < 6 e assim 

?J;, (tJ ~ (1- <P; (tJ) II (1- <P, (tJJ < 6. 
ii-j 

• 
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2.3.19. Teorema. Sejam A uma subálgebra de C, (X; R) c W c CV= (X; E) 
um A-módulo. Dados f E CV= (X; E), ·v E V e E: > O, a._~ seguintes afir

mações são equivalentes: 

(a) E:ciste g E W tal que p" (f- g) <e; 
(b) Para todo x E X, existe g, E W tal que v (t) li/ (t)- g, (t)ll <e, para 

todo t E [x]A. 

Prova. 

A prova é semelhante à do Teorema 2.3.3. Porém, em vez de usar multipli
cadores de W, utiliza-se a subálgebra B gerada por A e a função constante 
1, já que [x]A ~ [x} 8 . Através do Lema 2.3.18 e das propriedades de um 
A-módulo, obtém-se analogamente o resultado. • 

De posse desse Toorema, obtemoo consequências análogas are resultados 
2.3.6 a 2.3.9. 

2.3.20. Exemplo. Seja X um espaço de Hausdorff localmente compacto. 
K. (X; E) denota o C, (X; R)-módulo constituído de todas as funções de su
porte compacto. K. (X; E) é denso em CV00 (X; E), onde V é um conjunto 
qualquer de pesos. De fato, notemos inicialmente que Cb (X; JR) separa pon
tos (observe que X é completamente regular e Hansdor!I). Sejam u E E 
e e > O arbitrários. Para cada x E X, existe uma função </J E Co (X; R) 
de suporte compacto tal que </J ( x) ~ L Faça g ~ </J (.) u. Notemos que 
g E K. (X;E) eg(x) ~ u. Logo, 

llu- g(x)ll ~O< e 

Portanto, pelo análogo do Corolário 2.3.9 para módulos, temos que /((X; E) 
é denso em CV= (X; E). 

Seja Co (X; E) o subespaço vetorial de C (X; E) constituído de todas 
as funções limitadas. Usando um raciocínio análogo, pode-se provar que o 
C, (X;R)-módulo, C, (X; E) n CV= (X; E), é denso em CV= (X; E). 

2.3.21. Observação. Seja A c Cb (X; C) uma subálgebra. Indiquemos por 
A (R), o conjuuto {! E A; f (X) C R}. A (R) é uma subálgebra de C (X; R). 
O resultado 2.3.19, também vale para o caso em que E é um espaço vetorial 
sobre <C e W C CYoo (X; E) é um A-módulo, onde A C C, (X; <C) é uma 
subálgebra complexa aut.<>-adjunta. De fato, basta notar que W é um A (R l
módulo e para cada x E X, [x}A = lx]A(RJ' 
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Ressaltamos que Nachbin [13[ já tinha provado a localizabilidade de um 
A-módulo W C CV00 (X; OC), onde A é uma subálgcbra de C, (X; IR) ou wna 
subálgebra auto-adjunta de Cb (X; C). A demonstração dele é baseada num 
remltado sobre partição da unidade que depende do Teorema clássico de 
Stone Wcierstrass. Mas, a demonstração vista aqui é baseada no resultado 
de Jewett que depende da desigualdade de Bernoulli. 
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Capítulo 3 

Aproximação de Portadores 

3.1 Introdução 

Sejam X um espaço de Hausdorff localmente compacto e E um espaço 
normado. Se W é um subconjrmto não vazio de C0 (X; E), estamos interes
sados em e:rtabelecer uma "fónnula de localização" para a distância de um 
portador ,P a W: 

d (,P, W) = inf sup sup IIY- g (x)ll . 
YEW xEX yE<j!(x) 

Ou seja, se A é um subconjunto dos multiplicadores de 1-V, então sob que 
condições existe x E X tal que 

O nooso objetivo é mostrar que isto é possível quando f/; é semicontínuo 
superiormente e nulo no infinito com relação a W. 

Para isto, utilizaremos os resultados 2.2.13. e 2.3.1 do Capítulo 2, junta
mente com os argumentos de Ransford [19], Machado[!OJ e Prolla[17]. 

3.2 Preliminares 

Ressaltamos que no decorrer deste capítulo, utilizaremos algumas no
tações e definições vistas no Capítulo 2. 

Consideremos X um espaço de Hausdorff localmente compacto e E um 
eo;paço normado sobre K = 1R. ou C. Se Y C X é um suboonjrmto não vazio 
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e f : X ---t S é qualquer função onde ~'-J· é um oonjtmto não vazio, indicaremos 

por fly a função y E Y ---+ f (y ). Se F é qualquer família não v&ia de 
funções f: X~ S, denotamos por Fly o conjunto lflr: f E F). 

3.2.1. Definição. Um conjunto F de funç.õe; f : X ------~' E é equicontínuo 
em x0 E X, quando para todo E > O, existe uma vizinhança U de x0 , tal 
que para todo x EU, llf (x)- f (xo)ll <c, qualquer que seja f E F. Se F é 
equicontínuo para todo x E X, dizemos que F é equicontínuo. 

3.2.2. Definição. Um subconjunto F C Co (X; E) é totalmente limitado 
se, para qualquer c > O, existem f1, ... , fn E F tais que F C B (h; c) U ... U 
UB (f.; c), onde B (f;; c)= {f E Co (X; E); llf- f, li <E}, i= I, ... , n. 

3.2.3. Proposição. Sejam X um espaço de Hausdorff e {Ka}aEL uma 
família de compactos não vazios contidos em X. Se n K a i- 0, para todo 

J c L finito, então n Ka /0. 
oEL 

Prova. 

Segue da propriedade da intersecção finita e da compacidade dos sub-
espaços Km a E L. • 

3.2.4. Lema de Zorn. Se P é um conjunto não vazio parcialmente orde
nado em que toda cadeia tem um limite inferior, então-P tem um elemento 
mini mal. 

3.2.5. Definição. Seja B (E) o conjunto das partes não vazias e limitadas 
de E. Uma função 1/J : X ~ B (E) é chamada de portador. Definimos a 
distlincia de 1/J a g E Co (X; E) como 

d (1/J,g) = sup sup IIY- g (x)ll 
zEX vE</>(z) 

e a distância de 1/J a W C Co {X; E) como 

d (qí, W) = inf {d (1/J,g); g E W} 

Analogamente, definimos para T C X 

d (1/Jir, glr) = sup sup IIY- g (x)ll 
zET yE</>{z) 

d (1/Jir, Wlr) =in! {d (1/Jir,glr); g E W) 
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Se v E E e r > O, então denotamos o conjunto { x E E; llx - vil < r} por 
B(••;r). 

3.2.6. Definição. Um portador ~ : X ____., B (E) é semicontínuo superior
mente com relação a g E Co (X; E), se dado r > O, para cada x E X tal 
que q, ( x) C B (g ( x) ; r) e cada t: > O, existe uma vizinhança U de x tal que 
q, (y) C B (g (y); r+ é) para todo y E U. Se W é um subconjunto não vazio 
de Co (X; E) dizemos que 4>: X ----+ B (E) é semicontfnuo superiormente com 
relação a W, se 4> é semicontfuuo superiormente com relação a toda fnnção 
gEW. 

Em particular, se o conjunto {x E X; q, (x) C B (g (x); r)) é aberto para 
qualquer g E W e r > O, então <P é semicontínuo superiormente com relação 
aW. 

3.2.7. Exemplo. Se f E C0 (X;E), então <!J(x) = {f(x)), x E X, é 
semicontínuo superiormente com relação a qualquer subconjunto não vazio 
de Co (X; E). De fato, seja W mn subconjunto não vazio de Co (X; E). Para 
cada g E W e r> O, o conjunto {x E X; llf (x)- g(x)ll <r) é aberto. 

3.2.8. Exemplo. Seja 0 7' F C Co (X; E) equicontúmo e limitado. O por
tador q, : X _, B (E), q, (x) = {f (x); f E F} é semicontúmo superiormente 
com relação a qualquer W C C0 (X; E). De fato, sejam g E W, r > O, 
x E X tal que 1J(x) C B(g(x);r) e é> O dados. Pelaequicontinuidade de 
F, existe uma vizinhança U de X tal que li f (y)- g (y)- (f (x)- g (x))ll < é 

para todo y E U e f E F. Assim, y E U implica q, (y) C B (g (y); r+ é). 
Em particular, se F C Co (X; E) é totalmente limitado, então o portador 4> 
definido acima é semicontínuo superiormente com relação a W C C0 (X; E). 

3.2.9. Definição. Sejam q, : X _, B(E) e g E GJ (X; E). Dizemos 
que $ é nulo no 'infinito com relação a g se para cada c > O, o con
junto {xEX;,P(x)n(E\B(g(x);E))7'0) é relativamente compacto. Se 
0 7' W C C0 (X; E), dizemos que <jJ : X _, B (E) é nulo no infinito com 
relação a W se q, é nulo no infinito com relação a toda função g E W. 

3.2.10. Exemplo. O portador </J do exemplo 3.2.7 é nulo no infinito com 
relação a qualquer 0 f W C Co (X; E). 

3.2.11. Observação. AB definiçõe:; 3.2.6 e 3.2.9 foram introduzidas por 
Machado e Prol!a [17]. 
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3.3 Resultados 

AB duas pr6ximas proposições caracterizam um portador semicontínuo 
superiormente e nulo no infinito. Estes resultados são de fundamental im
portância para nossos propósitos. 

3.3.1. Proposição. Um portador 4>: X--+ B(E} é semiconttnuo superior
mente rom relação a g E c;, (X; E), se, e somente se, a função de X em IR, 
x ~ sup 11 y- g (x) 11 , é semicontínua superiormente. 

yEtf>(x) 

Prova. 

Para provar que a função x -+ sup jjy- g (x)ll é semicontínua supe-
vE.P(x) 

rionnente, basta provar que para qualquer a E IR, o > O, o conjunto 

{
x E X; sup IIY- g (x)ll <a} é aberto em X. Assim, se t E X e 

yE,P(z) 

sup IIY- 9(t)ll <a, podemos escolher 11 >O tal que sup IIY- g(t)ll < 11 < 
yE,P(t) yE.p(t) 

a. Segue daí, que <P (t) C B (g (t); (11 +a) I 2). Pela semicontinuidade de 
q,; existe uma vizinhança U de t tal que <P (z) C B (g (z); [(11 +a) I 2] +e o) 
para todo z E U e O < eo < (a- 11) 12. Logo, 

sup IIY- g (z)ll S [(11 +a) 12] + eo <a, 
yE.P(z) 

para todo z E U. Portanto, {x E X; sup IIY- 9 (x)ll <a} é aberto e 
YEof.l(x) 

consequentemente, a função x --+ sup 1\y- g (x) ]I é semicontínua superior-
yE(,(l(;z;) 

mente. Reciprocamente, sejam r > O e t E X tais que q> ( t) C B (9 ( t) , r) e 
e> O dadoo. Para todo y E <P (t), temoo IIY- 9 (t)ll <r, e consequentemente 

sup IIY-9(1)11 <r+<. Logo, tE {xEX; sup lly-g(x)ll <r+c}. Co-
yEtl>(t) yE,P(x) 

mo a função x--+ sup 1\Y- g (x)jj é semicontínua superiormente, existe uma 
YE.P(x) 

vizinhança U de t tal que sup IIY- g (z)ll <r+ e, para todo z E U. As-
11e.P(z) 

.mn, <P (z) C B (g ( z) , r + ê ), para todo z E U e portanto, <P é semicontúmo 
superiormente com relação a g. • 

3.3.2. Proposição. Um portador tjJ : X -Jo B (E) é nulo no infinito com 
relação agE Co (X; E), se, e somente se, a Junção x ~ sup IIY- g (x)ll, 

vEof>(x) 
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x E X, é nula no infinito. 

Prova. 

Dado e> O, oconjuntoK = {xEX; Q'.>(x)n(E\B(g(x);t:/2));<0) é 
compacto. Para cada x '/c K, </.> (x) C B (g (x); e/2), ou seja, IIY- g (x)ll < 
< c/2, para todo y E <P (x). Assim sup IIY- g (x)ll <e, para todo x '/c K. 

yE</l(x) 

Reciprocamente, dado E:> O, o conjunto {x E X; sup IIY- g(x)ll ~e} é 
yE<,il(x) 

relativamente compacto. Afirmamos que 

{xEX; <f(x)n(E\B(g(x),e)) ;<0} C {xEX; sup lly-g(x)ll ~e}. 
ttE4>(:r) 

De fato, se x E X é tal que</.> (x)n(E\B (g (x), e)) ;< 0 então existe y0 E <P (x) 
tal que IIYo- g (x)ll ~e. Logo, sup IIY- g (x)ll ~ IIYo- 9 (xJII ~E: e a in-

yE<:fl(:r} ~-~~~~~~~~~~= 
clusão acima é verdadeira. Portanto, {x E X; Q'.>(x) n (E\B (g (x) ,e));< 0} 
é compacto. • 

O próximo resultado é baseado nos argumentos de Ransford [19] e Macha
do [10]. Para obtê--lo foram essenciais: 

(1) a caracterização doo portadores semicontínuos superiormente e nulos 
no infinito; 

(2) o fato de que a restrição a um fechado, de uma função positiva semi
contúma superiormente e nula no infinito, assmne máximo; 

(3) a propriedade da intersecção finita. 

3.3.3. Proposição. Sejam 0 ;< W C C0 (X; E) e <P : X ~ B (E) um 
portador semicontínuo superiormente e nulo no infinito com relação a W. 
Se d (1/l, W) > O, então existe 0 =f S C X fechado e minimal com relação à 
ordem de inclu.5ão, tal que 

d(</I,W) =d(<Pis,Wis)· 

Prova. 

Para provar esse resultado, utilizaremos o Lema de Zorn. Façamos 
d = d (</I, W) e dr = d (</Ir, Wr), T C X. Seja 

F= {0 ;l T c X; T fechado e d = dr). 
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:F i- 0, pois X E F. :F é ordenado pela relação de inclusão. TOmemos 

C = {Tn} nEL wna cadeia arbitrária em :F. Para cada g E W e a E L, 
definimos 

K (g, Ta)= {x E Ta; sup IIY- g (x)ll )> d} 
yE,P(.x) 

Afinnarnoo que K (g, Ta) # 0. De fato, como o portador rjJ: X ~ B (E) 
é semicontínuo superiormente e nulo no infinito com relação a W, segue 

das proposições 3.3.1 e 3.3.2 que a função x ~ sup IIY- g (x)ll, x E X, é 
yErjJ(x) 

semicontínua superiormente e nula no infinito_ Assim, pelo Lema 2.3.1 do 
Cap 2, existe Xa E Tn tal que 

sup sup IIY-g(x)ll = sup lly-g(xa)ll 
:r:ETa yE,P(x) yE,P(xa) 

Sendo d = dra ~ sup sup IIY- g (x)ll, temos que X a E K (g, Ta), logo, 
xETa yE<J>(:r:) 

K (g, Ta) # 0. Observemos que o fato da função x ~ sup IIY- g (x)ll ser 
yE,P(:r:) 

semicontínua superiormente e nula no infinito também implica que K (g, Ta) 
é compacto para cada a E L. Assim, { K (g, Ta)} aEL é uma coleção de 
compactos não vazios. Agora, consideremos mna coleção finita qualquer 
{K(g,Ta,), ... ,K (g, TaJlncN· Como C é uma cadeia, para alguma permu
tação {;31 , ... , i>nl do conjunto {a, ... ,<>n}, temos que 

Isso implica que K (g, T~,) C ... c K (g, T~J- Logo, 

n 

nK(g,T~J = K (g,T~,) # 0. 
i=l 

Portanto, segue da Proposição 3.2.3 que n K (g, Ta) # 0 e, consequ=te
acL 

m=te, n T" # 0. Para facilitar a notação, consideremos T = n T0 • 

ctEL ctEL 

Provemos que d = dr- De fato, temos que dr :::; d. Por outro lado, para cada 
g E W, existe x 9 E n K (g, Ta) e, assim, 

aEL 

sup IIY- 9 (x9 )11 )> d. 
yE4>(xg) 

(1) 
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Mas, como n K (g, 1~) C T, temos que x9 E Te, portanto, 
aEL 

sup IIY- g (x9 ) 11 $ sup sup IIY- g (x)ll 
yE4)(xg) :rETyE,P(x) 

Como g é arbitrário, segue de (l) e (2) que 

inf sup sup IIY- g (x)ll > d, 
gEW :rET yE,P(x) -

(2) 

ou seja, d $ dr. Portanto, d = dr e T é uma cota inferior de C, logo, segue 
do Lema de Zorn que F tem um elemento minimal 0 # S C X . • 

• 
Demonstraremos a seguir, o principal resultado deste capítulo. A idéia 

foi inspirada num resultado de Prolla [18] que trata da distância de uma 
função f E C(X;E) a um subconjunto de C(X;E), onde X é oompacto e 
Hausdorff. Utilizaremos os resultados 2.2.13 de Jewett e a Proposição 3.3.3. 

3.3.4. Teorema. Seja W um subconjunto não vazio dt C0 (X; E). Se um 
portador 4> : X -+ B (E) é semicontínuo superiormentt e nulo no lnfinito 
com relação a W, então existe x E X tal que 

Prova. 

Consideremos d = d (4>, W) e dr = d(.Pir, Wlr), onde T C X. Se d =O, 
não há o que provar, poís dlwJM(w) :S d, para toclo x E X. Consideremos 
então, d > O. Seja S C X o fechado minimaJ não vazio da Proposição 
3.3.3. Provemos que S C [x]M(W) para algum x E X. Suponhamos que isso 
não ocorra. Então, existem s, s2 E S tais que ,P ( s1) # ,P (s2) para algum 
,P E M (W). Podemos assumir que ,P (s1) < ,P (s2 ). Escolhamos a < b tal 
que 1/> (s1) <a< b < 1/> (s,). Podemos tomar 2a < b. De fato, se k E N é tal 
que (a I b)' < lI 2, então 11>' (s1) <a < (J < 11>' (s,), onde a =a' e (J = b'. 
Observemos que 2a < (J e 11>' E M (W). Sejam 

Y = s n ,p-1 ([o, b]) 

Z = S n ,p-1 ([a,!]) 

Y e Z são subconjuntos próprics de S, não vazios, fechados e S = Y U Z. 
Basta notar que ,P (s1) <a< b < ,P (s2) implica s1 E Y\Z e s2 E Z\Y. Pela 
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minimalidade de S, existem v, w E W tais que 

Seja r > O tal que 

sup sup lly-v{x)ll < d 
::rEY yE,P(x) 

sup sup lly-w{x)ll < d 
xEZ yEQ'.l(:r) 

sup sup lly-v(x)ll < r<d 
xEY yE,P(x) 

sup sup lly-w(x)ll < r<d. 
xEZ yEQ'.l(:r) 

Escolhamos O < Eo < 1 tal que 

Eo < r-sup sup lly-v(x)ll 
:rEY yE,P(x) 

Eo < r-sup sup lly-w(x)ll. 
:~:EZ yEI,b(x) 

Comov,w E C0 (X; E), elas são limitadas e, portanto, p<Xlemos tomar C> O 

tal que li vil :S C, llwll :S C e C > c0 /2. Consideremos agora, b = Eo / 2C. 
Pela Propooição 2.2.13, Capítulo 2, existe um polinômio p (x) = {1- xm)" 
tal que 

p(x) > 1-b,seO;'=x:Sa 
p (x) < b, se b :S x :S 1 

(1) 

(2) 

Seja nx) = p(,P(x)), x E X. Como M(W) tem a Propriedade V, 
~ E M (W) e portanto a função h = ~v+ (1- ~) w E W. Provemos agora 
que supuEo(•) IIY- h (x)ll :S r, para todo x E S. Dado x E S, analisemos tris 
casos: 

{i) X E Y n Z 

lly-h(x)ll < ((x)lly-v(x)ll+(1-((x))IIY-w(x)ll 
< ( (x) sup IIY- v (x)ll + {1- ({x)) sup IIY- w (x)ll 

VEt/.l(:r) yEq'.l(:r) 

< ((x)r+(l-nx))r=r 

Portanto, supve•(•) IIY - h (x) 11 :S r 

(ii) x E Y\Z 

se x E Y\Z, então ,P (x) <a e por {1) ( (x) > 1- b. Assim, 

llh (x)- v (x)ll :S {1- Ç(x)) llw (x)- v (x)ll < 2bC = Eo 
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C'...onsequentemente, 

IIY- h (xJII < IIY- v (xJII + llv (x)- h (xJII 
< lly-v(xJII+eo 

De onde segue que 

sup lly-h(xJII :<;: sup sup lly-v(x)ll+eo 
yE,P(x} zEY yE<,I>(z) 

ou seja, sup IIY- h (xJII <r. 
yE,P(z} 

(iii) X E Z\Y 

Se x E Z\Y, >jJ (x) > b e por (2) ~ (x) < 6. Logo, sendo w ~ ~w+ 

+ (1- ~) w, temos 

llh(x)-w(x)ll :S:~(x)llv(x)-w(x)ll < 6llv(x) -w(x)ll :S: 26C~eo 

Assim, 

e obtemos 

lly-h(x)ll < lly-w(xJII+IIw(x)-h(xJII 
< lly-w(x)ll+eo 

sup lly-h(x)ll:<;:sup sup lly-w(x)II+Eo 
yE<,I>(:r) :rEZ yE,P{:r) 

Logo, sup IIY- h(xJII <r. 
yE,P(:r) 

Como S ~ (Y n Z) U (Y\Z) U (Z\Y), segoe que sup IIY- h (xJII $r, 
yEo;t.{:r} 

para todo x E S. Assim, sup sup IIY - h ( x) li :<;: r e portanto, 
:rES yE4>(:r) 

inf sup sup lly- g(xJII :<;:r< d 
gEW :rES yE,P(z) 

ou seja, ds < d, que é uma contradição. Logo, concluímos que S C [x]M(W) 
para algum x E X e, portanto, ds ~ d[:r]M(WJ. Agora, da proposição anterior, 
segue que d = d8 . Assim, obtemos 

isto é, 
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•••• 1 

para algum x E X. • 
3.3.5. Corolário. Sejam W um subconjunto não vazio de C0 (X; E) e 
0 f A C M (W). Se um portador</> : X ~ B(E) é semicontínuo supe
riormente e nulo no infinito com relação a W 1 então existe x E X tal que 

Prova. 

Notemos que se A C M (W) então [t]M(W) C [t]A, para todot E X. Logo, 

pelo Teorema3.3.4, existe x E X, tal qued (</>, W) ~ d (<Ph,IM(W)' W[!z!M(w)) :S 

:S d (<I>[ I•!•• Wlt,IJ :S d (</>, W). • 

3.3.6. Corolário. Sejam W um subconjunto não vazio de Co (X; E) e 
0 f A c M (W). Se um portador q, : X ~ B (E) é semicontínuo superior
mente e nulo no infinito com relação a W, então obtenws 

Prova. 

Pelo Corolário 3.3.5, existe Xo E X tal que d (</>, W) ~ d (<Phzo!•• Wlt•o!J 
e, portanto 

d (</>, W) ~ d (<l>ltzo!•• Wlt.,J.) :S supd (<I>IJ.J., Wlt,!J :S d (</>, W) 
zEX 

• 
3.3. 7. Corolário. Sejam W um subconjunto não vazio de 0 0 (X; E), 
0 f A C M (W), q,: X ~ B (E) um portador semicontínuo superiormente e 
nulo no infinito com relação a W e e > O dados. Se para cada x E X, existe 
g~ E W satisfazendo suptE[zJA supyEof>(t) Jly ~ 9:c (t)ll <e, e..ntão existe g E W 
tal que 9 (z) E ,P(z) + {u E E; [[ull <e} para todo z E X. 

Prova. 
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Pelo Corolário 3.3.5, existe Xo E X tal que d (</J, W) = d (</JirxoiA, Wlrx,rJ· 
Agora, por hipót«:Se, existe 9:xo E W tal que 

Assim, 

sup sup IIY- Yxo (t)ll <E. 
tE{.xo)A yE,P(t) 

Logo, pela definição de d (<P, W), existe g E W tal que 

sup sup IIY- g (z)ll <E. 
zEX yE,P(z) 

Daí segue que g (z) E <P(z) + {u E E; llull < t:), para todo z E X. • 

3.3.8. Definição. Um subconjunto F de C (X; E) é uniformemente nulo no 
infinito se, para cada E> O, existe um compacto K C X tal que llf {x)ll < t: 
para todo x ri K e f E F. 

3.3.9. Exemplo. Qualquer F C Co (X; E) totalmente limitado é uniforme
mente nulo no infinito. 

3.3.10. Proposição. Seja F C C(X;E) uniformemente nulo no infinito 
e W c Co (X; E). O portador <P (x) = {! (x); f E F}, x E X, é nulo no 
infinito com relação a W. 

Prova. 

Se F C C (X; E) é uniformemente nulo no infinito e w E W, então existe 
um compacto K C X tal que llf (x)- w (x)ll < t:, para todo x ri K e f E F. 
Logo, <P (x) C B (w (x), e) para todo x ri K. Assim, 

X\ {x E X; rP (x) C B (w (x), e)} c K 

Como K é compacto e fechado, e 

{xEX; <jJ(x)nB(w(x),<) '(' 0} cX\{xEX; </J(x) cB(w(x),E)} 

temos que { x E X; </J { x) n B ( w { x) , t:) f 0} é relativamente compacto. • 

3.3.11. Teorema. Sejam 0 f W c Co (X; E) e 0 f A c M (W). Se 
0 f F C C0 (X; E) é totalmente limitado e </J : X ~ B (E), <P (x) = 

={f (x); f E F}, então existe x0 E X tal que 
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Prova. 

Pelo Exemplo 3.2.8, c/J é semicontínuo superiormente. Agora, deeorre dos 
Exemplo 3.3.9 e a Proposição 3.3.10, que c/J é nulo no infinito com relaçâo a 
qualquer W C C0 (X; E). Logo, o resultado segue do Corolário 3.3.5. • 

3.3.12. Teorema. Sejam X um espaço de Hausdorff compacto, W um 
subconjunto não vazio de C (X; E) e 0 i' A c M (W). 8€ 0 i' F c C (X; E) 
é equicontínuo, limitado e </J: X~ B(E), </J(x) = {!(x); f E F}, então 
existe x 0 E X, tal que 

Prova. 

Pelo Exemplo 3.2.8, c/J é semicontínuo superiormente. Sendo X com
pacto, qualquer F C C (X; E) é rmifonnemente nulo no infinito, logo, pela 
Proposição 3.3.10, </J é nulo no infinito com relação a W C C (X; E) 
=Co (X; E) e o resultàdo segue do Corolário 3.3.5. • 

Aplicaremos os resultados 3.3.11 e 3.3.12 em problemas de meUwr apro
ximação sz·mult&nea em C0 (X; E). 

3.3.13. Definição. Sejam (H, 1111) umespaçonormàdoe W C H subconjunto 
não vazio. Para cada F C H limitado e não vazio, o raio de Chebyshev de F 
relativo a VV é 

radw (F) = inf sup llf- Yll 
gEW fEF 

Quando W =H, dizemos raio de Chebyshev de F e escrevemos 

rad (F) = inf sup llf- Yll 
gEH JEF 

Se H= Co (X; E) comanormasupe </J; X~ E, <P(x) ={f (x); f E F}, 
onde F c Co (X; E) é limitado, então para qualquer W c Co (X; E), 

d (</J, W) = radw (F) 

49 



e se A C M (W) temos para cada x E X, 

Assim, dos Teoremas 3.3.11 e 3.3.12, obtemos, respectivamente, oo seguin
tes n:o>ultados : 

3.3.14. Teorema. Sejam 0 f W C Co (X; E) e 0 f A C M (W). Se 
0 f F c Co (X; E) é totalmente limitado e <f>(x) = {! (x); f E F}, x E X, 
então existe Xo E X tal que 

3.3.15. 'Thorema. Sejam X um espaço de Hausdorff compacto, 0 f W C 
c C0 (X;E) e 0 f A c M(W). Se 0 f F c C(X;E) é equicontfnuo e 
limitado e <f>(x) = {f(x);f E F}, x E X, então existe x0 EX tal que 
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