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Resumo

A &rea da andlise ndo-paramétrica de dados responsével pelos casos em que esses
se constituem de uma colecido de curvas € denominada Anélise de Dados Funcionais. O
crescente interesse nesse estudo tem motivado o surgimento de pesquisas nessa direcdo.

Esse trabalho prop&e um novo método em Andlise de Dados Funcionais. Os
dados (x;);=1_» consistem de um conjunto de m curvas inter-refacionadas que, individual-
mente, podem ser consideradas como combinagfio linear de fun¢des apropriadamente
escolhidas e que geram uma base para o espago de fungfes para as curvas em questdo.
Dessa forma, a técnica de minimos quadrados penalizados é utilizada conjuntamente
com o conceito de penalizagdo estocdstica, onde se introduz uma varidvel aleatdria
Bernoulli associada a cada coeficiente da expansio linear.

A explicag3o por considerar o problema como funcional ao invés de multivariado
reside na suposigio de que x; € alguma fun¢@o bem comportada e na possibilidade de
estimar funcionais, como derivadas e integrais, Questdes como custo computacional e
plausibilidade das suposi¢cdes do modelo em geral foram de interesse primdrio. As
simulagdes iniciais foram feitas através do software R (http://cran.r-project.org) e
posteriormente, por motivos de comparacgio e velocidade, foi realizada sua implemen-
tacdo em Ox (http://www.nuff.ox.ac.uk/users/Doornik). Através delas, utilizou-se uma
variante do algoritmo SEM para estimacdo dos pardmetros do modelo.

Em todas as simulacGes esteve impliciio que o argumento sobre o qual sdo feitas
as medidas, 7, € unidimensional e que as curvas sfo registradas e alinhadas em algum
sentido, de modo que propriedades importantes de cada curva ocorram aproximada-
mente sobre os mesmos valores de /. O método mostrou-se adaptativo, de maneira que
capturou as nuances importantes de cada curva, conseguindo resumi-las na estimativa
final que, nas simulacdes, demonstrou ser uma excelente aproximacio da curva
verdadeira. Adicionalmente, os algorntmos produzidos perfizeram um custo

computacional relativamente baixo quando utilizados nas simulacdes do modelo.

Palavras chave: andlise de dados funcionais, selecio adaptativa, penalizacio
estocdstica, fungdes de base, algoritmo SEM, estatisticas funcionais, medidas resumo,
splines, andlise nZo-paramétrica de dados.
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Abstract

The subject of nonparametric data analysis that deals with curve-shaped data is
named Functional Data Analysis. This sub-area of nonparametrics has attracted an
increasing interest of many researchers.

In this work we present a new method in Functional Data Analysis. The data
(x)=1.m consist of a collection of m curves interrelated that, individually, can be
considered as a linear combination of functions appropriately chosen. These functions
generate a basis to function space where one believes the curves live. In this way,
penalized minimum squares method is jointly used with the idea of stochastic
penalization by inserting a Bernoulli random variable linked to each coefficient of the
curves linear expansion.

The reason to consider this problem as functional instead multivariate lies on
supposition that x; is a smooth function. Computational aspects and plausibility of
suppositions were of primary interest. First simulations were performed in R software
(http://cran.r-project.org). By reasons of comparison and velocity, we also implemented
a version in Ox (http://www.nuff.ox.ac.uk/users/Doornik). We implemented a variant
version of SEM algorithm to calculate parameters estimates.

All the simulations regarded that independent variable, ¢, is unidimensional and
the curves are registered and aligned in some sense, assuring the curves features occur
about the same ¢ value. The simulations results show that the method is adaptive, able to
recover important features of curves and the final curve estimate can be shown to be an
excellent approximation to the true curve. In addition, the idealized algorithms achieved

a relatively low computational cost in simulations of the model.

Keywords: functional data analysis, adaptive selection, stochastic penalization, basis
functions, SEM algorithm, functional statistics, summary statistics, splines, non-

parametric data analysis.
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1 Introducdo

1.1 Analise de Dados Funcionais

Dados de intmeras dreas surgem através de um processo naturalmente descrito como
funcional. A Anilise de Dados Funcionais' é um conjunto de técnicas que podem ser
usadas para estudar a variagio de fungdes em uma amostra bem como de suas derivadas.
Tais fungdes podem ser obtidas de um processo de medida online, no qual temos as
medidas avaliadas continuamente, ou ser resultado de um processo de suavizagio

aplicado a dados discretos (Ramsay, 2001a).

O propdsito maior é, sem davida, explicar a variagio dentro das funcdes e
também entre as mesmas. Mas a ADF nfio é apenas uma simples extensao das técnicas
para dados ndo funcionais. Se por um lado ha equivalentes funcionais das medidas
descritivas usuais, como média, variancia e correlacdio, bem como métodos tais quais
analise de componentes principais, correlag@o candnica e regressdo, por outro hé uso de
informacio presente nas derivadas das fun¢des sob estudo, uso esse incompleto ou
mesmo inexistente nas técnicas ndo funcionais. Na ADF € a andlise diferencial principal
responsavel por usar de maneira eficaz tal informacéo.

No entanto, quando se fala da variabilidade das funcGes em ADF, vém A tona
dois tipos de variagdo: variagdo de amplitude e variagdo de fase. A variacdo de
amplitude € a maior responsdvel por dar ao processo sob estudo o comportamento gue se
deseja explicar, isto €, ela dd o padrio coletivo a cada individuo ou funcao. Dessa forma,
se a fungdo em estudo apresenta dois picos distintos em seu comportamento em todos ou
na maioria dos individuos, € de se esperar que todo O conjunto apresente esse

' Nesse texto abreviada por ADF.



2 Introducio

comportamento em maior ou menor escala. A variagio de amplitude fornece, entfio, o
padrio de comportamento do conjunto de dados. Uma possibilidade de variagdo de
amplitude muito sirnples € exibida na Figura 1.1, enguanto que a Figura 1.2 exibe uma
forma de variacdo de amplitude que dificulta a estimacfo. Em todas as simulagfes dessa
secdo foi usado um ruido de baixa varidncia para ilustrar methor cada curva individual-

mente.

i
O
1

— cunaverdadeira
--e CUVES amostzadas;

Xt

Figura 1.1: Cuarvas simuladas sob efeito simples de variagio de amplitude adicionadas de ruido
de varidncia pequena.

A variagdo de fase, por outro lado, pode mascarar 0 padrio de comportamento do
conjunto de fungdes. Ela € um processo que desalinha as funcdes umas das outras,
tornando dificil até mesmo com poucas funges detectar o comportamento padrio do
conjunto, conforme pode ser visto na Figura 1.3. Quando os dois tipos de variacfio estio
presentes — caso mais comum ~ técnicas de estimagfo mais elaboradas tém que ser
usadas. A Figura 1.4 exibe um caso assim.

Observe como a variagdo de fase encobre o padrio por trds do processo,
prejudicando, dessa forma, a estimacdo. A média seccional® é uma estatistica descritiva

? Média aritmética posicional dos valores observados de todas as curvas, obtida para cada posi¢io da vari-
dvel independente.



1.1 Andlise de Dados Funcionais

L

Yt
¢
I

—— curva verdadeira
---- cuvas amostradas

Xt

Figura 1.2: Curvas simuladas sob efeito moderado de variagio de amplitude adicionadas de
rufdo de varidncia pequena.

o —
-n 5
—
> o
-
5\ Nea g e e curva yerdadedra
' ] “ B b, T2
" AT ---- curvas amosiradas
S TSN -+ média seccional
. S Ty
o X

Xt

Figura 1.3: Curvas simuladas sob efeito de variag@o de fase adicionadas de ruido de

varidncia pequena.
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funcional que poderia dar uma idéia do processo que gerou as curvas. No entanto,
devido ao desalinhamento entre as curvas, essa idéia € subestimada em toda sua
extensdo. Esse tipo de problema é comum em ADF. Em processos naturais, cada
individuo pode apresentar uma mesma oscilagcdo um pouco antes ou um pouco depois,
possivelmente em intensidades diferentes. Como exemplo, pode-se citar ¢ comporta-
mento da altura de uma crianca que, em geral, € acelerado na infincia e desacelera
préximo a idade adulta. Criancas diferentes possuem aceleragiio/ desaceleracfio em esca-
las e formas diferentes (variagdo de amplitude) que comecam em instantes diferentes de
sua idade (variacio de fase).

Portanto, ¢ primeiro passo em ADF € alinhar as curvas no eixo da varidvel
independente, em geral o tempo. Essa técnica, chamada de registro, pode ser encontrada
na literatura € uma boa referéncia € Ramsay (1998, 2001a). Apéds o registro, podemos
entdo obter a média das estimativas — média estrutural®, AFigura 1.5exibe ascurvasda
Figura 1.4 alinhadas por um tipo de registro. Nesse exemplo a média estrutural condiz
mais com o processo verdadeiro do que a média seccional. Na verdade, a média
seccional informa mal a respeito do processo que gerou as curvas, enquanto que a média
estrutural € praticamente uma sombra da curva verdadeira, apresentando apenas um
bump® mais moderado no primeiro quarto do intervalo de estimagio. Nessa dissertacdo,
a menos que mencionado diferente, sempre estard suposto que as curvas ja estio
alinhadas, de modo que propriedades importantes do comportamento de cada curva

ocorram aproximadamente no mesmo local ao longo das mesmas.

” Essa € a denominagdo que alguns autores dao & média seccional avaliada apds o registro.
¢ Porcio da curva que apresenta uma oscilag@o mais forte, como vales e montanhas na superficie de um
planeta.
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Figura 1.4: Curvas simuladas sob efeito de variacio de fase e de amplitude adicionadas de ruido
de varidncia pequena.
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1.2 Notacao geral

Essa secdo faz uma breve revisdo da notagfio utilizada na maioria das técnicas existentes

na literatura e que serd adotada aqui.

Uma diferenc¢a preliminar € o conceito de informagédo funcional como sendo um
dado tnico ao invés de um conjunto de dados. Esta secfio abrange a notagfio necessaria
para facilitar o entendimento dessa idéia. Aqui também serd vista a extensdo para o caso

funcional de conceitos de algebra linear que serdo Uteis.

Por simplicidade de notagiio — pois fundamentalmente ndo ha diferenca - o
subindice 7 referir-se-4 a cada unidade funcional ou vetor, o subindice ; indicard a
posicAo nesses elementos e, a menos que indicado, ndo serd reservado nenhum uso
especial para subindices ke /.

Como na literatura geral da Estatistica, matrizes serdo denotadas por maidsculas
em negrito, como X. No entanto, vetores, escalares e funcdes serfo simplesmente
escritos como itdlico. Isso quer dizer que x pode referir-se tanto a um escalar quanto a
um vetor com elementos x; ou a uma fungdo com valores x(f). Se x € um vetor ou uma
funcdo, seus elementos x; ou x(f) sdo geralmente escalares, mas podem se referir a um
vetor ou fun¢lo. diag(x) indicard uma matriz diagonal cujos elementos d; = x;. Os
subindices - € ., como em X; {(ou X ;), indicam a matriz que se obtém quando se retiram
as linhas (ou colunas) de X cujos equivalentes no vetor z sdo nulos. Por exemplo, se

z1=z3=0, X ; € a matriz X sem a primeira e a terceira colunas.

Para indicar a transposi¢do de um vetor ou matriz, serd utilizado o superindice 7

como em X'. A notagio para a v-ésima derivada de x serd D’x.

As implementacdes computacionais de rotinas serdo citadas como em rotina().
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1.2.1 Espaco de funcodes

Serd visto nessa se¢io um pouco da notacdo para certas classes de fungbes as quais
deseja-se que a fungio estimada pertenga por satisfazer certo conjunto de restrigdes.

H4 um espaco de fungbes onde se acredita que vivem todas as fungbes de
interesse para serem consideradas respostas plausiveis aos problemas propostos. Ele € o
conjunto de todas fungdes de quadrado integrivel num certo intervalo [a,b] e serd
denotado por Lp[a.b]. Quando ndo for relevante mencionar o intervalo de integracio,

usar-se-a simplesmente L.

O espaco Ly[a,b] € uma colecdo muito rica de fungdes, mas para certos
propositos ele possui certos inconvenientes. Por exemplo, para x; e x; serem
consideradas idénticas em £p[a,b], basta que ||x; - x2|| = 0, ou seja, x; e x; sfo iguais se
elas diferem em um conjunto de Lebesgue de medida nula. |x|| indica a norma de x e
serd revisada na secdo seguinte. Consegilentemente, avaliar um elemento de £p[a,b] em
algum ponto de [a,b] ndo € uma operacio bem definida (Eubank, 1988), trazendo certos
problemas no contexto em que estamos trabalhando. Como a maioria das necessidades
que se seguirdo envolve funcgdes suaves sob certo sentido (Seco 1.3), podemos
considerar fung¢des que atendam certas condigdes de continuidade e diferenciabilidade.

Nesse caso uma classe de funcles apropriada € C"[a,b], a classe de funges v
vezes continuamente diferencidveis em [4,6]. Em certos casos exigir que uma fungdo f
pertenca a C"[a,b] serd desnecessirio, sendo suficiente que D'f seja de quadrado
integrdvel em [a,b]. Seja W, [a.b] o conjunto de todas fungdes v-1 vezes absolutamente
continuamente diferencidveis e com D'f € Lp]a.bl, isto é, W, [a,b] é o espaco de

Sobolev de ordem v.

Consideraremos assim apenas fungdes em P, ou em C", eliminando a
ambigiiidade de se calcular valores em certos elementos de interesse. Por exemplo, se x;
exz€ C°la.b], b1 - x2f| = 0= x1 = x2. Além disso, o fato de que W, e C" sio subes-
pacos de L, € til, pois garante que eles herdem as propriedades de £;. Nesse caso,
como trabalharemos com funcdes de base, precisamos de uma propriedade de £, que
garanta que toda func@o pode ser escrita como combinacgo linear de bases — hd uma
propriedade analoga para espacgos euclidianos p-dimensionais. J& que estamos lidando
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com espacos vetoriais infinito-dimensionais, forneceremos alguns resultados adicionais

para fungdes de base na Secéo 1.2.4.

1.2.2 Produto interno e norma

O conhecido produto interno da algebra linear, denotado por <x, x>, representa a

operacio xi "x2 e tem as seguintes propriedades:
o <Xy, Xp> = <Xy, x> para todo x; e x3;
« <x, x>20 para todo x e a desigualdade € estrita somente se x#0,

o <ax; * bxz x3> = g<x;,x3> + b<xz,x3>, para todo x;, x2 € x3 vetores, a e b

escalares.

Tais propriedades sdo denominadas simetria, ndo-negatividade ¢ bi-linearidade e seu

significado € imediato.

Da defini¢io conclui-se que x;'x; = 2, X1, x2;. Note que essa ndo € a caracteristica
mais atraente do produto interno, pelo menos ndo mais que as tré€s propriedades listadas
anteriormente. E {itil saber, por exemplo, que x'Zy é positiva definida se Z € uma matriz
positiva definida cuja ordem garante a multiplicagio (costuma-se denotar Z > ( para Z
positiva definida) e muitas outras propriedades aparecem em dreas como regressdo e

andlise multivariada.

Para duas fungles x1, x2 € L, o produto interno para fungdes € definido por
Fx(0xa(t) dr e também goza das propriedades enunciadas para o equivalente vetorial.

Para motivar, note que as propriedades do produto interno criam uma idéia
interessante de associagdo entre o par de elementos no qual ele opera. Defina
Il = <x, x>, de modo que Jjx||, a norma de x, é a raiz quadrada do produto interno de x
consigo mesmo. Para vetores n-dimensionais a norma representa o tamanho do vetor
enquanto que para funcdes € a conhecida norma L,. Das propriedades do produto interno

seguem as seguintes para a norma:
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« |x]| =0, sendo a igualdade vélida apenas para x = 0;

llex|| = |a] lx]| para todo a escalar;

Jber + xafl < fheof] + 2l

I<x1, x>} € ||xif|[|x2l| = (<31, x> <x3, x2>)'%, a desigualdade de Cauchy-

Schwarz.

Considere a divisgo do produto interno do par {xi, x;) pelo produto das suas normas:

<X Xy >

EXEN

Tal medida, invariante as escalas de x, € x2, € uma medida de associag@o bastante Gtil. O

caso especial vetorial € o conhecido coeficiente de correlagio entre x; € x3.

1.2.3 Estatisticas descritivas

Relacionamos algumas das defini¢des basicas das estatisticas descritivas em ADFE.
Considere x = (x, ..., X,) uma amostra de tamanho », o produto interno vetorial ¢ 1,

como sendo um vetor de » uns.

« ¥=wn'<x, 1,> representa a média amostral e X1, é um vetor com todos

elementos iguais X ;
.« S, = rz"<x1 - x,1,,x2- X,1,>¢é a covaridncia entre o par (x1, x2);
2 1 — 2 2 ‘e H
« s;=#n|lx- X1 [|°éavaninciadex.

Qutras defini¢des como correlagdo e média ponderada seguem dessas trés ditimas.

A extensfo para o caso funcional é de certa forma direta quando utilizando a
notacdo de produto interno. Suponha que x(¢) varie num intervalo [0, 7] e defina

T
<X1, X> :-“0 X, (t)xz(t)dt s



10 Introdugao

com x;, X3 € L. As estatisticas definidas anteriormente continuam as mesmas apenas
substituindo-se » por T e o vetor 1, pela funcdo 1(¢) (fungio constante no intervalo
[0, T]). Nesse caso, X representa o nivel médio das fungdes e a variancia é avaliada em
torno desse nivel médio. A covarifincia resume a dependéncia de cada curva ao longo
dos valores de f. Essas estatisticas descritivas funcionais sio exibidas abaixo:

_ <xl>
X = —
1K
<x, - XLx, - X,1>
Semy, = 2 ;
iy

2 :f]x—f1|!2
N Y E

A Figura 1.6 exibe um exemplo de dados funcionais tirados de Ramsay and
Silverman (1997). A Figura 1.7 mostra os graficos da média e do desvio padrio
funcionais. A Figura 1.8 mostra os grificos em contorno e em perspectiva da correlacao
funcional, definida em func@o da covarifincia funcional. Note a regido limitada pelas
curvas de nivel de altura 1 (do canto inferior esquerdo ao canto superior direito),
correspondente andloga a diagonal principal de uma matriz de correlacdo usual.
Observando o grafico em perspectiva, vemos a mesma idéia na dire¢do da parte anterior
do grafico indo para o fundo. Quando nos afastamos perpendicularmente dessa regido,

observamos quio rapidamente as correlacdes caem para dois valores de ¢ afastados.

Hé uma extensdo do produto interno para o caso matricial quando x; e x; séo
vetores cujos elementos, por sua vez, sdo vetores passiveis de produto interno entre si
(suponha que x, tem n; elementos e x; tem 7, elementos). Dessa forma, <x;, X2 > define
uma matriz mixmy cujas colunas contém os valores <xy;, x> e as propriedades de

produto interno permanecem validas feitas as devidas alteracGes.
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Figura 1.8: Correlagdo funcional das curvas da Figura 1.6: a) Grédfico em contorno; b) Gréifico

em perspectiva.

1.2.4 Fungdes de base

Como mencionado na Seg¢do 1.2.1, abaixo estdo trés defini¢Oes tiradas de Eubank

(1984):

e Duas fungdes x|, x2 € Lp[a,b] sdo ditas ortogonais se <xj, x> = 0. Para

indicar ortogonalidade, serd usada a notagéo x; L x».

o Uma seqliéncia de funcles {x;} € dita ser ortonormal se as x; séo

ortogonais duas a duas e fixf| = 1, Vi.

e Uma seqiiéncia de fungdes {x;} €& dita ser um sistema ortonormal

completo (SOC)sex L x;, Vi= x=0.

Um exemplo de SOC sdo os polindmios de Legendre e hd um método famoso

para ortonormalizar uma seqiiéncia de funcdes, conhecide como processo de ortonorma-
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fizacio de Gram-Schmidt (Eubank, 1984). Uma proposicio garante que todo SOC
{x,},5 fornece uma base para L;[a,b] no sentido de que toda fungdo f€ Lp[a,b] tenha
sua melhor aproximagio A-dimensional dada pela dupla ({x,} .., £), em que § = (ff;) com

Bi=<f, x>, ou seja,
1f- <B. x>l <ilf- <@ x>, Vare R

em que <f, x>; considera apenas as /. primeiras posicbes de f§ e x. Além disso,

Eif' <B, x>)-.ﬂz ;L:}w 0.

Isso quer dizer que <f, x>; converge para f em norma e que f e <f, x> sd0
fungdes idénticas quando vistas como elementos de L»[a,b], embora isso ndo signifique
convergéncia pontual em todo sentido, devido as propriedades da medida de Lebesgue.
Contudo, isso serd verdade para a maioria dos casos. Dessa proposigio deriva o fato de
que podemos representar f (em Ly[a,b]) como uma combinagdo linear infinita das fun-
¢Bes de base {x;}. Os coeficientes ff compdem a conhecida expansao de uma fungao em
séries de Fourier generalizadas. Esse ¢ um dos tipos de expansdo permitidos nos pacotes
computacionais citados na Secdio 3.5 para representacio dos dados como unidades fun-
cionais suaves. No entanto, eles foram mencionados apenas por referéncia, pois o
interesse aqui € na representacdo por B-splines. Antes disso revisaremos o conceito de

spline.

1.2.5 Uma breve introducio a estimacio via splines

Dentro dos vérios tipos de estimadores que estdo disponiveis na literatura hoje em dia,
em particular em regressdo nio-paramétrica, splines em especial chamam atengfo. As
subsecdes que seguem t&m o propdsito de exibir uma visdo geral dos mesmos auxiliada

por exemplos.
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1.2.5.1 Regressdo polinomial

Na grande diversidade de conjuntos de dados analisados atualmente, nem sempre €
possivel obter um modelo linear que se ajuste bem aos mesmos. Permitindo uma
flexibilidade a forma do modelo de regressdo, uma consideragéo € optar pelo modelo

Y= fix)+erro,

para algum tipo de /. A abordagem classica € considerar / sendo um polinémio de baixo
grau, cujos coeficientes devem ser estimados por minimos quadrados. Essa abordagem é
largamente usada na prética ¢ facilmente implementada sob o contexto de regresséo

multipla (Green and Silverman, 1994).

No entanto, permitir que f seja um polindmio acaba gerando alguns
inconvenientes. Talvez o mais grave deles seja o da influéncia global, onde uma
observagdo individual pode exercer influéncia em regides da curva alheias aquela da
observagdo em questdio. Além disso, permitir que os dados nos informem sobre o
modelo que explique o processo subjacente é bem mais atrativo do que impd-lo aos
dados.

1.2.5.2 Diferencas divididas

Existem varias maneiras de definir diferencas divididas (DD). Utilizaremos uma que &
comurn a de Boor (1978) e Eubank (1984) para a definicio de B-splines.

Defini¢do 1.1: A v-ésima diferenca dividida de uma fungo f nos pontos
&ty onn Ciow € 0 coeficiente de x” no polindmio de grau v+1 que coincide com f'nos pontos

&ty ovey Cheyy N0 sentido da Definigfio 1.2, e € escrita como

[5&5 rean é:k-é-\e‘] f

Serdo listadas apenas as propriedades das diferencas divididas mais relevantes
para o presente texto. A primeira propriedade € que [, ..., (v]f € uma fungio simétrica

de seus argumentos &, ..., &y, 15to €, depende apenas dos valores de &, ..., v € ndo da



1.2.5.2 Diferencas divididas 15

ordem em que eles aparecem na seqi€ncia. A segunda propriedade € que se f € um
polindmio de grau menor ou igual a v, entdo [, ..., Syl f € constante como fungdo de
Sy wory Civ- Em particular, [, ..., w] f = 0 para todo f polindmio de grau v.

Para entender melhor o significado dos v+1 indices, considere os casos

particulares para 1 e 2 indices e a Definigdo 1.2:

(S =A<
[glﬂfz}fz 51_52 » SC §i¢§2s
Df((:tf A se 5} = 52_

Definicdo 1.2: Seja & = (&)= v uma seqiiéncia de pontos ndo necessariamente
distintos. Diz-se que a fung@o f concorda com a fungio g em ¢ se for verdade que para
todo ponto ¢ que ocorra g vezes na seqliéncia &y,...,.¢n, f e g concordam g-uplamente em

&, isto €,
DUEH=D"g®), 1=1,..,q.

A definigio da v-ésima diferenca dividida é tomada nesse sentido quando alguns

ou todos os pontos &, ..., &y coincidem.

P

Uma outra propriedade diz que a v-ésima diferenca dividida é uma funcdo
continua de seus v+1 argumentos para o caso em que f & C’. Acreditamos que as duas
proximas propriedades sejam as mais importantes para os propésitos computacionais,

merecendo ser destacadas:

e Se fe(C’,entdo existe um ponto 7no menor intervalo que contém &, ..., v

de modo que

(G Gennl = 2L D
vl

e E il notar que [&, ..., vl f pode ser dada por
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{va(é:f;), sef, =..=f,,, efeC’;

V!
[ék pran é:r—i’gr-é}-’“" §k+v}l§f:{§gk T g\'-ﬁésﬂ,---,gki-v}f , se fr’ga‘ = {é ooy §k+v }= 5,- % é:s

Ao produto (& — &), . Siw) f dd-se 0 nome de diferencas divididas normali-
zadas de grau v. A escolha de ¢, e & € arbitrdria, decorrente da propriedade de simetria
de [&, ..., {uv] [ Para a definicdo de B-splines, s=k ¢ r=k+v. As diferencas divididas
podem ser eficientemente computadas seguindo a idéia da Tabela 1.1 (de Boor, 1978).

Tabela 1.1: Célculo recursivo das diferencas divididas.

£ dados primeira DD segunda DD (N-2)-ésima DD (W-1}-ésima DD
4 [&i)f=A¢)
[ &)
5 (&1 /= A8 i &, GLS
(& &7 .
& (&l f=AE) . (Erps Entl S
. . [Etores Sl F
s &1
Envy | vl =) [Enalners N1 S
[Envs E1 T
v [En] = fCn)

1.2.5.3 Penalizacdo

Uma pergunta que se pode fazer a essa altura é: por que ndo procurar por uma fungéo
que erre o menos possivel ao passar através do conjunto de dados, isto &, que torne
minima uma medida de bondade de ajuste, tal como X[}~ j(xj)]z? A Figura 1.9 traz duas
possiveis respostas. Ambas preocupam-se apenas com a bondade de ajuste. Enquanto a
estimativa da Figura 1.9a n3o goza de diferenciabilidade (requerida em muitas

aplicacdes), a da Figura 1.9b ndo sofre desse problema, mas insiste em interpolar o erro.



1.2.5.3 Penalizacio 17

a} b}

nez
|

02
i

[¢N |
0.t

Yt
¥

00
t
0.0
1

5 - -
o o
o™ Q@ 7
T T T H 3 T t T i T T H
40 015 020 028 030 035 D40 015 013 020 025 030 035 040
Xt Xt

Figura 1.9 a). Interpolagio piecewise” linear; b) Interpolagio piecewise’ cibica.

Mas entio que classe de modelos contém fungbes “apropriadas” para se
trabathar? O que surge agora ndo ¢ a resposta, mas conduz a ela. A idéia de penalizacdo
é uma forma de impedir que a curva seja exageradamente sinuosa, de modo a interpolar
os dados. Uma maneira de penalizar ¢ considerar a quantidade de curvatura da fungio
obtida e isso pode ser feito através de uma medida de suavidade como [[D*fx)]°, j4
conhecida e muito usada na literatura de regressio.

De posse dessas duas medidas — bondade de ajuste e suavidade, € possivel
construir uma classe de estimadores que goze de boas propriedades. Para isso, defina o

seguinte critério de minimos quadrados penalizados:

SN =3l -raf+as,, a0 (1.1)

n

em que

* Por partes; fungio obtida pela concatenacio de polindmios.
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J, =D rof ax.

i
R

Se a curva procurada pertence a ‘W, [a,b] para um certo [a,b], entdo a fungdo f
gue minimiza o critério (1.1) sobre todas as demais funcdes nessa classe € um spline. O
pardmetro / controla a influéncia que a penalizago exerce sobre a estimacdo. De fato, se
o seu valor € grande, estimadores com v-é€simas derivadas grandes sfo penalizados em
favor daqueles com menores derivadas. Dessa forma, quanto maior ¢ seu valor, mais
suave serd a funcdo obtida. As figuras 1.10 e 1.11 dio exemplos de estimacfio para
alguns valores de / e para v = 2.

Considere primeiro a Figura 1.10. A curva continua e mais onduiada foi estimada
com um valor de /A muito pequeno, ndo penalizando, dessa forma, a sinuosidade da
curva. Ela tenta interpolar os dados e, conseqlientemente, o ruido presente nos mesmos.
A outra curva, trago-pontilhada, foi estimada usando-se um valor de A muito alto,
aproximando-se, assim, da curva pontilhada, que € a reta de regressdo linear (suavidade

méxima), comn dois pardmetros: ¢ intercepto e a inclinagio.

Os casos extremos para o valor de 4 sdo zero e infinito, no quais,
respectivamente, ou os dados sdo legitimamente interpolados ou a estimativa torma-se
aquela de minimos quadrados usual da regressao linear®. Para ilustrar a sensibilidade da
estimagdo ao valor de /, observe a Figura 1.11. A curva verdadeira néo foi exibida por
ndo ser de interesse para essa ilustrag@o. A curva pontilhada foi obtida fixando-se o valor
de 4 igual a 0.6 enquanto que a curva tracejada foi obtida usando-se o valor de 4 que
minimiza o critério GCV’ (Craven and Wabba, 1979), nesse caso, 0.520447. Apesar do
fato de que os valores sdo ligeiramente diferentes (cerca de oito centésimos), as
estimativas exibem comportamentos visivelmente dispares em torno de ¢ = 0.09 ¢ de
f = 0.14, mas muito similares em todo o resto do intervalo de estimagfo. Isso reforga a
importancia de um parametro que controla o peso relativo entre a quantidade de erro
acumulada ao se usar uma certa representacdo para um dado conjunto de dados € a
suavidade dessa representacao.

§ Linear para v = | ou polinomial para o caso mais geral.
7 Validacio Cruzada Generalizada.
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Em todas classes de estimadores estudadas até os dias de hoje, ainda discute-se
como selecionar o pardmetro (ou conjunto de pardmetros) que controla a suavidade da
curva. Uma boa referéncia € o Capitulo 2 de Eubank (1988), que d4 uma boa visdo de
cv® (Stone, 1974, 1977), GCV ¢ AIC? (Akaike, 1974), entre outros. No entanto, na
técnica proposta nesse trabalho, apesar de 4 ainda poder ser interpretado como parfmetro

de suavizacdo, ele € visto sob um ponto de vista diferente daquele da Equagio (1.1).

Logo, nos ateremos essencialmente ao topico dessa secio, qual seja, splines.

1.2.5.4 Splines, splines cibicos e suavizacio por splines

J4 sabemos como surgem os splines. Agora veremos uma defini¢do sua. Suponha que
sdo dados um conjunto de nimeros reais x,...X, em um intervalo [a,h] com
afx; <x3<..<Xx,<b. Umafuncgio fdefinida em [a,b] € um spline de grau v+1 se duas

condicdes forem satisfeitas:

a) em cada intervalo de sub-indices consecutivos, /' é um poiindmio de grau
v+1;

b) os pedagos polinomiais juntam-se nos pontos x; de tal maneira que todas
as suas v primeliras derivadas sfo continuas em cada x; e conseqtiente-

mente © sdo em todo o intervalo (a,b) (Green and Silverman, 1994),

Os pontos x; sdo denominados knots'’. Para Xg = @ € X,.1 = b, uma representacdo do
spline é

S} = fix),
com

fi(x) =5, +iﬁj(x“‘x,)” , SeX; <x <xp-i.
=1

¥ validacao Cruzada.
? Critério de Informagio de Akaike.
9 Nés.
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Na literatura constam indimeras maneiras de se calcular os coeficientes f; e esse
nio é objetivo aqui. Duas referéncias sdo Wegman and Wright (1983) e Green and
Silverman (1994).

Um caso muito comum de splines usa v = 2, ou seja, penaliza-se a segunda
derivada, ou aceleracdo da curva. A solucdo do critério em (1.1) compreende, entdo, 0s
splines cbicos (2v — 1 = 3; ver Anselone and Laurent, 1968).

Existem vérias razdes para optar por v = 2. Entre elas, o modelo fisico € mais
interessante de ser citado. Na verdade, acredita-se que a terminologia spline derive desse
exemplo (Schoenberg, 1946). Suponha que temos uma peca de madeira fina e flexivel
restrita a passar por certos pontos de controle — os nds — mas cuja forma seja livre. Essa
era a maneira que os desenhistas e engenheiros utilizavam para construgdo da superficie
de navios ou de linhas férreas. Eles alteravam a posicio dos nés e dessa forma
delineavam o spline como queriam, &s vezes modificando seu abaulamento em certas
regides, as vezes fazendo-0 passar por certos pontos de interesse. O mais interessante €
que esse modelo fisico de spline minimiza'’ a energia de deflexdo da tira de madeira
sujeita & restricdo de passar pelos nés. Como a energia de deflexdo é um mudltiplo
daquela integral em (1.1), a solucio do problema € um splire cibico.

Adicionalmente, splines gozam de propriedades tais como existéncia, unicidade ¢
flexibilidade. As referéncias citadas nessa secdo cobrem bem essas vantagens. Além
disso, splines clbicos sdo 0s responsdveis por uma boa parte das aplicacbes de
estimacdo ndo paramétrica que lida com fungdes suaves. Uma das poucas excegdes €
quando se deseja considerar derivadas de ordem maior das curvas, por essas trazerem
informag¢fo adicional para o problema em questdo, como € o caso quando se quer
considerar a aceleragio de uma curva em vez da prdpria ou mesmo em Anilise

Diferencial Principal.

Como pdde ser visto na Figura 1.9, interpolar os dados nfio € agradavel quando
eles estdo sujeitos a erros de medic@o. Portanto, simplesmente utilizar um spline cibico
que interpole os dados nio resolve o problema. Contudo, a solugiio de (1.1) parav=2¢
ainda um spline cibico, na verdade, um spline cibico natural. Um spline é chamado

natural se, além das propriedades a ¢ b anteriores, satisfizer também a seguinte:

'" Aproximadamente; ver de Boor (1978).
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c) f¢é um polindmio de grau v-1 fora do intervalo [x;, x,]. Isso € equivalente a
definir 2v nés adicionais nos extremos ¢ e b (metade em cada extremo) para

satisfazer as condi¢Ses de fronteira naturais.

No entanto, esse processo ndo pode ser chamado de interpolagdo. Esse tipo de
funco é chamado smoorhing spline'®. As curvas estimadas das figuras 1.10 e 1.11 sdo
exemplos de suavizacio por splines. Como ndo € desejo fazer-se uma interpolacio, os
nds deixam de ser todo o conjunto de dados € passam a ser um conjunto mais restrito de
pontos, doravante denominados &, /=1, ..., N. Como escolher os nés e onde posiciona-los
é matéria de estudo até hoje. Nas se¢des que seguem, a menos que mencionado de forma
diferente, spline indicard suavizacdo por spline natural e quando o grau ndo for citado,

estard implicito que se trata de uma curva ctibica.

1.2.6 A representagao por B-splines

H3a um teorema que garante a existéncia e unicidade de um spline que minimize (1.1) em
W, [a,b]. Ele apdia-se em uma base apropriada para o espago das splines. As se¢bes
5.3.1 e 5.3.2 de Eubank (1984) exploram o teorema e algumas conseqiiéncias dele. No
entanto, o importante aqui € a representacdo da solugfo de (1.1) na forma dessa base
apropnada ~ de fato, um outro teorema’” garante que toda funcio polinomial por partes €
combinacio linear de B-splines'*.

Existem varias formas de construir essa base. A escolha da forma de
representacdo tem a ver com o objetivo da aplicac@o, mas conhecemos que as B-splines
gozam de propriedades vantajosas para o processo de estimacdo. Considere a seqiiéncia
ndo decrescente de nés &, j=1, ..., N. A k-ésima B-spline (normalizada) de grau v para a
seqiiéncia de nds ¢ € dada por

Bk.v._f (JC) = (§k+v - §k ){gk Irney fke—v ](' - JC): Ll V.?Ce ER& (1.2)

‘f Spline suave, spline suavizadora ou suavizagio por splines.
*Curry and Schoenberg; ver de Boor (1978).
' Bases splines.
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em que (x), = max{x, 0). A notagio - significa que a v-ésima diferenga dividida da
funcdo (& —x) de varidveis ¢ e x considera x fixado e & livre para variar, ou seja, € uma
funcdo de & apenas. E claro que seu valor depende da escolha de x, de modo que varia de
acordo com x, 0 mesmo ocorrendo para By, .. Abreviadamente, escreveremos By quando

v e £ estiverem subentendidos.
Algumas das propriedades que motivam o uso de B-splines sdo listadas abaixo:

i) Suporte compacto — Bi(x) = 0 se x € [& &ivv). Isso decorre da segunda
propriedade das diferencas divididas, conforme Sec¢io 1.2.5.2, pois se
x & [&, &), entdo f(x) = (£ —x)! é um polindmio de grau menor que ou
igual a v. Dessa forma, apenas v+1 B-splines contém um dado intervaio
[.5-1] em sen suporte. Ou ainda, para a seqii€ncia de nos ¢, apenas as v +1
B-splines B,.., Bjw+,.... B; s80 ndo nulas no intervalo [{), ). A razdo de
escolher a normalizacdo em (1.2) é que XLB/(x) = 1. Na verdade, basta
somar sobre 0s fndices compreendidos entre r+v e s-1, isto é,

S B, (x)=1.

j=r+v

1) Nao-negatividade — Bi(x) > 0 se & < x < v

Essas propriedades dizem que a seqiiéncia (8;) gera uma parti¢do da unidade
(de Boor, 1978).

Considere a Figura 1.12. Um conjunto de 5 B-splines ciibicas (v = 3) foi dese-
nhado. Observe que a imagem de todas elas estd no intervalo [0,1]. Além disso, por
qualguer ponto x escolhido, no maximo 4 (= v + 1) B-splines s@o positivas. Para x = 1,
por exemplo, apenas trés B-splines (B;, B; e B,) s@o positivas. Adicionalmente, elas
somam } (= 0+ 25/36 + 10/36 + 1/36+ 0).

A escolha dos nos controla de certa forma a suavidade da curva. Por exemplo,
se um né nio € repetido, v condicdes de continuidade sdo satisfeitas naquele nd. Para nés
de multiplicidade /, 1< I< v+1, [ condi¢8es de continuidade deixam de ser satisfeitas.

Assim,

n.cond(x) =v + 1 — n.nds(x),
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em que n.cond(x) e mnos(x) indicam, respectivamente, o numero de condicdes de

continuidade e o nimero de nds em um ponto x.

Figura 1.12: lustrac@o das propriedades i e ii.

Para se calcular os coeficientes das B-splines existem formas mais eficientes e
estaveis computacionalmente do que diretamente através das diferencas divididas
normalizadas. De fato, uma definicio recursiva de B-splines que nfo requer ajustes para
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nés de multiplicidade maior que 1 e que ndo causa perda de significdncia durante os
célculos € exibida abaixo'’:

Ba()=2% B (4 fem X p (1.3)

§k+v - 5;( §k+v+1 - §k+1

A recursdo € iniciada com By (x)=1(x€ [{ndie)), em que P)=1 se P é uma
propriedade verdadeira ou zero se P € falsa. Existem também versdes recursivas para
derivadas ¢ integrais de B-spiines que s3o estaveis e eficientes do ponto de vista
computacional. No entanto, ndo é de interesse primdrio aqui. Uma referéncia ¢
de Boor (1978). E importante notar que a matriz. By para estimacio de Y definida
para o conjunto de » pontos x; dados € (v+1)-diagonal, isto €, By = 0 se |k — j]>v. Nesse
trabalho, como v = 3, B é uma matriz tetra-diagonal. Isso facilita operagdes como a
inversdo de matrizes, que podem ser realizadas a um custo computacional baixo. Essas

s#0 as informacdes necessarias para a compreenséo das secdes que seguem.

1.3 Representando dados funcionais como funcoes

suaves

J4 sabemos que a filosofia da andlise de dados funcionais considera como unidade de
estudo as funcdes de dados, isto é, cada individuo € representado por uma curva, ao
invés de por apenas uma observacio. As relagSes da literatura classica que existem entre
as observacdes individuais pontuais ddo lugar as relacdes entre as curvas ou fungdes e
530 objeto de investigacdo. O termo funcional designa a estrutura dos dados e nfio a sua
forma explicita, apesar de, na prética, os dados serem observados sob forma discreta.
Cada observacio x consiste de n pares (#;, ¥;) em que y € o registro referente a observacio
de x no tempo #. Dessa forma, o conjunto de dados consiste de n, pares (fy;, yy)
Jj =1, .., n. A explicacdo por considerar o problema como funcional ao invés de multi-
variado reside na suposicio de que x; € alguma fungdo bem comportada.

15 A demonstragio da equivaléncia entre essa forma e (1.2) pode ser encontrada em de Boor (1978).
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Existem algumas técnicas na literatura para converter dados brutos em sua forma
funcional. Portanto, como os dados podem ser considerados como soma da forma
funcional com algum ruido branco, a representagio funcional envolve suavizagao, que €

aplicavel ndo apenas as curvas em s1 como também as suas derivadas.

A suposicdo mais geral é de que os dados variam num intervalo limitado Ye
podem ser representados como fungGes de ¢ continuas e suaves nesse intervalo.

Dentre as técnicas de suavizagio disponiveis, a suavizacdo por kernel possui
caracteristicas computacionais relativamente boas. O método estd relacionado ao
parametro de largura da banda'® que envolve cada ponto da curva a ser estimado. Uma
resposta & instabilidade do método nas regibes extremas dos intervalos € a suavizagio

por splines.

1.3.1 Suavizacio por splines e penalizacio

Uma opgdo & suavizagdo por kemel € a abordagem de penalizagdo da curvatura'’ da
funcéo a ser estimada. Sabe-se que as expansfes em funcdes de base ddo bons resultados
se estas t€m as mesmas caracteristicas que o processo que gera os dados. Por exemplo,
bases de Fourier so as mais indicadas em problemas cujos dados possuem
comportamento periddico. No entanto, tal abordagem ndo tem controle eficaz sobre o
grau de suavizagido € o custo computacional pode ser alio se as bases ndo gozam da

propriedade de ortogonalidade nem da de efeito local.

O método de suavizagdo por splines garante que a curva estimada seja um bom
ajuste para os dados, por exemplo, em termos da soma de quadrados residual, e nfo
permite que ela seja demasiadamente ondulada, como visto na Segdo 1.2.5.3. Os dois
extremos dessas exigéncias sio o super ajuste, onde a curva interpola os pontos
amostrais € possui alta varidncia e o caso onde a varidncia € reduzida ao maximo,

inflando dessa forma o erro de ajuste. A idéia de sacrificar um pouco de viés para

'° Bandwidth.
' Roughness.
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reduzir a varidncia € o que estd por trds da suposi¢cdo de suavidade das curvas a serem

estimadas.

A abordagem de fungdes de base utiliza x como uma combinagdo linear de um
pequeno nidmero K de bases e tenta minimizar o erro residual sujeito a restri¢des de
curvatura. E essa a tal penalizacio. Uma medida usual de curvatura € J» (Equacéo (1.1)).
Curvas cuja variagiio € alta possuem alto valor de Jx(x) porque suas segundas derivadas
sdo altas no intervalo considerado. Assim, a soma de quadrados dos residuos penalizada

da Equagéo (1.1) para v = 2 pode ser expressa por

SQRP (x| ¥) = Ty — x(t)] + AH().

O objetivo é minimizar SQRP;(x) para o espago de fungdes x. O parimetro de
suavizagdo A controla o equilibrio entre a soma de quadrados residual e a variacio da

curva.

J4 sabemos que a curva resultante é um spline cibico cujos nds sio os pontos

amostrais ;.

No entanto, quando as curvas nfo estdo alinhadas, até mesmo as andlises mais
comuns nio podem ser realizadas de maneira coerente. O problema € que o
comportamento de cada curva ao Jongo do tempo (ou de outra escala ao longo da qual as
observacOes variem) podera ser diferente para individuos diferentes € medidas comuns
como correlacdo, por exemplo, j4 ndo podem ser interpretadas corretamente. Existern
métodos de registro para lidar com vérios tipos de alinhamento e, portanto, ndo serd o

enfoque considerado aqui.

1.4 Breve revisao das técnicas para ADF

A proxima secio di uma breve introducio a uma técnica cuja extensdo funcional
objetiva analisar problemas referentes a andlise de dados funcionais — a Andlise de
Componentes Principais (ACP). Sua caracteristica principal € tomar um pequeno
nimero de modos dominantes de variacfo e analisar os dados sob esse ponto de vista.
Além dessa técnica hd também a Andalise de Correlagio Candnica (ACC) - que tenta
explicar como duas ou mais curvas variam conjuntamente ou dependem uma da outra ~
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e Anilise Diferencial Principal (ADP) — que tenta usar a informacfo presente nas
derivadas das curvas para estudar os componentes de variacio. Elas podem ser usadas
isoladamente ou complementando uma a outra. Maiores detalhes podem ser encontrados

em Ramsay and Silverman (1997).

1.4.1 Anélise de componentes principais para dados funcionais

Acreditamos que Anélise de Componentes Principais para dados funcionais seja a
técnica em ADF mais importante a considerar. E possivel que se deseje realizar uma
andlise exploratdria dos dados apés o registro das curvas para se ver propriedades que
caracterizem as fungdes usadas (por exemplo, pode-se considerar a natureza senoidal das

curvas de temperaturas ou quantos tipos de curvas devem ser usadas).

A ACP fornece uma maneira mais informativa de observar a estrutura de
covariancia entre as fungdes (tHo complexa quanto ou até mais do que a técnica
equivalente em Anélise Multivariada) do que o exame direto da fun¢do de variancia-
covariancia. A extensdo da ACP multivariada para o caso funcional comeca substituindo
o indice discreto j pelo seu equivalente continuo 7 e, analogamente, trocando 0s
somatorios pela integral sobre todo £ a fim de definir as combinagdes lineares

=B nde = <p, x>,
em que o vetor de pesos f3; torna-se a funcéo peso K1).

Da mesma forma como na ACP multivariada, o primeiro passo da ACP funcional
busca a fun¢io & que maximiza

1 1
";anz :;’Z< f;,x, >

sujeita a restrigio ||&]F = 1, em que ||&|* representa a norma quadrada [[&(9)]%dr da
funcio &|. A interpretac@o para cada funcio & é andloga aquela dada para a equivalente
multivariada da ACP.
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Como em ACP multivariada, cada funciio peso & € também restrita 2
ortogonalidade em relacio as demais fungdes peso em cada passo do procedimento, isto
é, <& &> =0, ¥V [ < k. Cada fungo peso tenta entdo resumir a maior por¢io de variagio
presente nas curvas e ainda ser ortogonal a todas as outras definidas nos passos
anteriores. Por suas caracterfsticas grificas que lembram muito o comportamento fisico

das ondas, as componentes também s80 conhecidas como harmonicos.

Uma idéia equivalente de ACP funcional € pensar em obter um conjunto de K
funcgdes de base ortonormais & de modo que a expansfo de cada curva em termos dessas
funges de base seja o mais aproximada possivel. Uma vez que as fungdes de base sio
ortogonais, a expansdo serd da forma

X
J’e!(t) = zﬁkgk(r)e
k=1

com fi = <x;, &>. Um possivel critério de ajuste para uma dada curva € tentar minimizar

a soma de quadrados dos erros, aqui representada por
n
A 12
Z ” xl - xi ” ?
i=]
em que

b, =% 1P= [ 1x,(0 - %, (00 at.

O problema resume-se entdo a escolha das bases que minimizam esse critério € tem
como resposta as mesmas funcdes gque maximizam as componentes de varidncia
definidas no infcio dessa secfo. Essas fun¢Ges sdo denominadas empiricas, pois sio
determinadas pelos dados que elas devem representar.

Nio € tdo imediato interpretar as componentes (ou harmoénicos} para a maioria
dos problemas de ACP funcional e pode-se recorrer a métodos graficos. E til, por
exemplo, considerar o grifico da funco média estrutural definida na Secfo 2.2.1 e as
funcdes obtidas ao adicionar e subtrair um multiplo coerente do harmonico em questio
(gréafico das componentes como perturbagio da média). Esse método tenta esclarecer o
papel que cada harménico tem na representacdo dos dados. Ele pode exibir mudancas
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globais e mesmo locais, translag@es'® e outros comportamentos. Uma possivel escolha

para que miultiplo C usar € tomar
C=1" a4l
em que
a=17"[pwar,
e tracar 2 (a média estrutural) e & £ 0.2C&. A constante 0.2 pode ser substituida de

maneira subjetiva por uma outra em fungdo do problema, mas deve ser a mesma para

todos os harmonicos & (ver Ramsay and Silverman (1997)).

P

Um outro método grafico € o exame dos escores f; de cada curva em cada
harménico. Ele exibe dois individuos relativamente semelhantes mais préximos um do
outro do que daqueles que sdo menos semelhantes. Se o niamero de harmdnicos
necessdrio para resumir uma boa parcela da variagfo dos dados € grande a anélise visual
torna-se ineficaz (lembre-se que cada componente equivale a uma dimens#o do grafico e
que gréficos tridimensionais ja sdo de andlise trabalhosa), mas geralmente, pelo visto em
alguns poucos exemplos reais, os dois primeiros harmonicos retém mais de 70% da
variagdo e sdo suficientes para a andlise. A Figura 1.13 exibe os dois primeiros
harmoénicos para as curvas da Figura 1.6 adicionados/substraidos de um multiplo C.

Ap6s toda essa quantidade de informagio sobre ADF nio se deve deixar de lado
duas caracteristicas presentes em problemas que envolvem dados funcionais: replicagédo
e regularidade, ambas referentes ao uso de informagfo referente a multiplos valores de
dados para identificar padrdes. Enquanto a primeira fornece uma idéia do que ocorre
para cada individuo em certa regifio, a segunda ilustra o comportamento ao longo da
escala sobre a qual observam-se os dados (em geral ¢, 0 tempo).

& Shifts.
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Figura 1.13: Primeiro (a) e segundo (b) harmdnicos para as curvas da Figura 1.6.

1.5 Objetivos

O objetivo inicial desse projeto foi a implementaciio de uma nova metodologia para
Andlise de Dados Funcionais com Penalizacao Estocéstica. Os dados consistem de um
conjunto de curvas supostamente provenientes de um mesmo processo. Dessa forma, as
curvas costumam apresentar comportamento similar cujas nuances ocorrem aproximada-
mente no mesmo lugar ao longo das curvas. Individualmente essas curvas podem ser
consideradas como combinacio linear de fungdes apropriadamente escolhidas e que
geram uma base para o espaco de funcbes para as curvas em questio.

Questdes como custo computacional e plausibilidade das suposi¢cdes do modelo
em geral foram de interesse primario. As simulagdes iniciais foram feitas através do
software R (http://cran.r-project.org) e posteriormente, por motivos de comparagio e
velocidade, foi realizada sua implementagdo em Ox (http://www.nuff.ox.ac.ak/users/
Doornik). Através delas, utilizou-se uma variante do algoritmo SEM para estimagio dos
parametros do modelo.
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Em todas as simulac8es esteve implicito que o argumento sobre o qual sfo feitas
as medidas, £, € unidimensional e que as fungdes séo registradas ¢ alinhadas em algum
sentido, de modo que propriedades importantes de cada curva ocorram aproximada-

mente sobre 0§ mesmos valores de 7.

O Capitulo 2 dd uma introducéo & ADF via penaliza¢iio estocdstica, mostrando as
idéias preliminares, 0 modelo proposto e algumas formas de resumir as curvas ao longo
das 1iteragdes. O Capitulo 3 exibe os resultados da analise da eficiéncia do algoritmo
proposto atraveés de simulacOes. Ele considera também as medidas resumo das curvas e
um exemplo de problema onde a técnica de registro € necessaria antes de aplicacio da
metodologia proposta. O Capitulo 4 finaliza a dissertacdo com as conclusdes e
consideracdes finais, formecendo algumas sugestdes para trabalhos futuros. No
Apéndice A constam as derivadas da funcao de log-verossimilhanca da Equacéo (2.7) -
e sua versdo modificada através da transformacgiio da Equacéo (2.21) ~ necessdrias para
os métodos numéricos de maximizagdo utilizados nos algoritmos propostos. O
Apéndice B exibe alguns casos particulares em que as medidas resumo do Capitulo 2
s@o consideradas equivalentes. No Apéndice C encontram-se as listagens das implemen-
tacdes elaboradas em linguagem corrente dos programas R, Ox, Matlab e Maple citadas
ao longo da dissertagdo.
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2.1 Introducdo

As principais técnicas em ADF s@o Analise de Componentes Principais (a mais usada),
Anélise de Correlagio Candnica e Andlise Diferencial Principal. A filosofia desse
método, no entanto, & diferente das técnicas atualmente existentes. Essa se¢io define o

modelo proposto e percorre as idéias € problemas que surgiram ao longo da dissertag@o.

2.1.1 O modelo proposto

Considere uma coleco de m curvas, cada uma representando um processo medido para
certo individuo. Cada curva da amostra constitui-se dos pontos x;, paraj = 1, ..., n. Seja
Y; o resultado medido de acordo com o i-€simo individuo no ponto x;. Assuma que

K
Y, =Y(xg}m§2k,ﬁml3;c(xg)+5y’ (2.1)

com & ~ N0, 67) ¢ B, denotam as fungdes B-splines cibicas,

K
P(Zyi =21y s Zgi = 2) = [ | 6 (16, )7, (2.2)

=]

Zu€e (0,1}, P(Zy=1)= Gy, paratodo k=1, .., Kei=1, ., m O valor de X é entdo o

ndmero de fungdes de base utilizadas para representar os dados.

33
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s
Defina ;= (Y, oo ¥, Yo Zi= (Ziss oo Zi), Bi= Bri oo B Zi = (Ztas oo Zion)
e B = (B, ..., Pun), OU seja, quando quisermos nos referir aos elementos de Z;; ou de fy
mantendo 4 fixo e variando o individuo usaremos Z; e f; e quando estivermos nos

referindo ao individuo e variando 2 base usaremos Z; e ..

Conseqlientemente, a densidade condicional de (Y;|Z,) € dada por

£
.y; - zzkiﬁijk (xi)
fm

flylz)=0 , (2.3)
o

A

em que @(-) € a densidade de uma normal padrio. Se tomarmos P(Z; = z,) = p(z)), temos

que

Fy.z)=rz2)pz)

2

K
i~ ?-‘:izk:ﬁkak(xi)

e
o

P>

+ [zk,. log(@,)+(1—z,)logl-6, )]} (2.4)

k

1

Assim, a densidade conjunta de (},Z) pode ser escrita como

y.z]0%,8,6)=log f(y.2] 0%, B.6)= ilogf(y,,z,)

i=]

2

1 K
4T & éB xr‘)
207 | kzi wBuBi(

+ i {z,{,. log[ % }L log(1~ 6, )}} 2.5)
k=1 I- 91(,'

Maximizar a verossimilhanca completa (o, 5, 8) = I(y, zlo %, B, §) é equiva-
p q

lente a resolver um problema de minimos quadrados penalizados associado &
Equagdo (2.5) (Green and Silverman, 1994). As varidveis aleatérias Z determinam quais
bases entrardio no modelo e conseqilientemente a dimensdo do espago aproximativo para

cada curva I.
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Contudo, este tipo de parametrizagdo faz com que o problema de minimos
quadrados penalizados tenha soluc@o limite com z;, = 1 e g — 1 quando K — oo. Dessa

forma, foi utilizada a transformagéo
g, =1—e At (2.6)

em que A serd considerado por enquanto um parfimetro pré-fixado, pois estimar 4 que
maximize (2.5) ainda forca a entrada de todas as bases no modelo'’. Portanto, a
Equagcdo (2.5) pode ser reescrita na forma

1y.z10%.8.6)= 210 f,.2)

il
o n logo? -

20"

] Z-k,ﬁk,s (x, )

3
£ [ 1 — =484l
* Z}LZ’“ log "«’»lﬁx, ’%21 18}(1 J\ 2.7

No entanto, as varidveis Zj so ndo observéveis e para fazer uso do algoritmo
EM% precisamos da distribui¢@o condicional de (Z|Y), ou seja,

fe iz

fy@n)= f

< f,(y]2), (2.8)

com = (0c? f 6). Como nio temos a condicional completa, pois € extremamente
custoso computacionalmente obter a constante (nos parimetros} f(v), podemos fazer uso
do algoritmo SEM?*' simulando Z da distribuicdo condicional (2.8) via algoritmo
Metropolis-Hastings. No entanto, esse procedimento ainda € extremamente Custoso
porque precisamos executar uma simulacdo Metropolis-Hastings para cada iteragio do
algoritmo. Dessa forma, passamos a usar uma variante do algoritmo SEM, descrita na
Secdo 2.3. Sem perda de generalidade, para as proximas segSes, suponha

mi=ni=1,..,m

" Essa transformaco € atil porque vincula o peso que uma base tem no modelo e a probabilidade de ela
ser selecionada através da varidvel Z.

% Esperanga-Maximizacgo.

* EM estocdstico.
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2.2 Idéias preliminares

2.2.1 Estimacdo da média estrutural

No inicio do projeto foram utilizadas duas formas de representagdo dos dados para
estimacdo da média estrutural. A primeira, que chamamos de método de pds-suavizagio,
¢ mais simples, lida com os dados brutos (observacdes discretas), obtém a média
estrutural e sO apds isso fornece uma estimativa suave da mesma. A segunda forma,
denominada método de pré-suavizacio, fornece uma representacio suave>> de cada
curva como dado inicial € a partir daf obtém a média estrutural do conjunto. Suavizar ou
n3o a média estrutural resultante € praticamente indiferente para a maioria dos casos
onde a pré-suavizacio € usada, de acordo com os resultados alcangados, mas por ser de
custo computacional insignificante nessa etapa do processo, proceder-se-4 dessa
maneira.

Para avaliar qual procedimento € mais eficaz em termos de soma de quadrados de
erros foram gerados dois tipos de curvas. O primeiro, de comportamento periddico,
possui oscilagdes mais brandas enquanto que o segundo possui uma Udnica oscilacdo
forte. Embora nao tenha surtido muito efeito suavizar a estimativa da média estrutural

para a pré-suavizacio, os resultados séo exibidos para as trés idé€ias.

A Figura 2.1 exibe o grafico de uma curva simulada e umna amostra realizada da
mesma. Como sabemos, a interpolacio dos pontos fornece uma representagfo grosseira
do processo {curva) em consideragho. Na Figura 2.2 percebe-se a diferenca entre o dado
bruto (nfo suavizado) € o dado na sua forma funcional. HA m = 3 curvas amostradas do
processo verdadeiro e suavizadas, cada uma acompanhando o padrio da curva
verdadeira.

2 Dado na forma funcional.
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Figura 2.1: Amostra de uma curva simulada adicionada de ruido de baixa varifincia e sua
interpolagio (sem suavizagao).
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Figura 2.2: Amostra suavizada de trés curvas simuladas adicionadas de ruido de baixa varidncia.
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A Figura 2.3 exibe os dois métodos utilizados para obtencio da média estrutural.
Observe que ambos se comportam de maneira praticamente id€ntica para essa amostra €
a diferenca entre o método de pré-suavizacdo com ou sem a suavizagido adicional da
média estrutural € bem menor. Na verdade, os trés EQM combinados® para essa amostra
s3o 2.2496x107°, 2.2501x107 e 9.5160x10™"? - diferenca entre a pés e pré-suavizacio,
pds e pré-suavizagio com suavizagho adicional e pds-suavizacdo com € sem suavizagio
adictonal, nessa ordem. Esses valores ilustram dois fatos. Primeiro, a diferenca em
termos de EQM entre os métodos € negligencidvel. Segundo, suavizar ou ndo a média
estrutural para o método de pré-suavizacio fornece um EQM combinado baixissimo da
ordem de 10''. As curvas obtidas para os trés casos aparecem sobrepostas na
Figura 2.3.

05 1.0 t.5

Yl
00
!

«1.0

_J - verdadetra
- pos-suavizacic

»»»»»»» pré-suavizacao

- préesuavizagdo+suavizacio adicionat
[

-5

T i 7 T ¥ T T

0 1 2 3 4 5 ]

Xt

Figura 2.3: Média estrutural das (m = 3) curvas utilizando os 2 métodos.

Foram geradas 1000 amostras de cada curva adicionada de ruido branco, visando
estudar o comportamento relativo das trés idéias. A Figura 2.4 exibe o boxplot dos trés
EQM combinados a0 longo das simulagdes. Foi utilizada escala logaritmica por dois
motivos: ha muitos valores acima do segundo limite interquartilico e a terceira medida

3 . - - - ra A a rl . .
# Considerando cada estimativa obtida pelos métodos como referéncia para cdlcuio do erro (incluindo a
suavizagdo adicional), isto €, o EQM para uma curva tendo como referéncia uma segunda.
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{pOs-suavizagio com e sem suavizagdo adicional) tem escala muito menor do que tém as
demais. O grafico mostra que suavizar ou nfio a média estrutural quando aplicando a pré-
suavizacdo ndo altera significativamente as estirnativas. Se aumentarmos as variancias

do ruido o resultado € praticamente o mesmo.
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Figura 2.4: Boxplot dos EQM combinados para 1000 amostras de m = 3 curvas.

Em caréter ilustrativo, as duas préximas tabelas consideram duas medidas para
cada tipo de curva considerada. A medida E1 refere-se ao ntimero relativo de vezes que
a pds-suavizagio foi melhor que a pré-suavizagio em termos de EQM. O valor de E2
mede 0 numero relativo de vezes que a pré-suavizacfo sem suavizagdo adicional foi

melhor que a mesma com suavizag#o adicional.
A Tabela 2.1 € referente & curva
Y, = cos{X)) + sen(2X)) + erro. (2.9)

A pos-suavizacio obteve melhor desempenho que a pré-suavizagio. Além disso, se o
nimero de individuos aumenta (aumentando a informacfio disponivel), essa superiori-
dade € ainda mais evidente. A medida E2 informa que € desnecessdrio suavizar a média

estrutural na pré-suavizacdo.
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Tabela 2.]: Fregiiéncia relativa dos erros para a
curva da Equacéo {2.9).

Nimere de Medidas (%)
replicaghes (m) El E2
T
3 0.726 0.757
3 0.801 0.831
10 0.907 0.903

A Tabela 2.2 € referente a curva

2

Y =aX, +(-a)k ®  +ermo, (2.10)

para cv= 0.1. As conclusdes a que se chega séo as mesmas daquelas da tabela anterior,
ou seja, a pés-suavizagdo € superior em termos de EQM e i1sso melhora com o aumento
do nimero de curvas. Considerando o tempo computacional, essa id€ia € reforcada, pois
para 3 curvas, por exemplo, ela leva cerca de 40% do tempo para fornecer a estimativa.
Note que se o niimero de curvas aumenta, isso tende a melhorar, pois deixamos de fazer
m—1 suavizagdes para obter a média estrutural®*,

Tabela 2.2: Freqiiéncia relativa dos erros para a
curva da Equacio (2.10).

Nimero de Medidas (%)
replicai;bes (m) El B2
3 0.731 0.215
5 0.800 0.227
10 0.857 0.235

% Para 10 curvas, por exemplo, esse valor & de cerca de 15%.
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Por desempenhar-se indiferentemente melhor para os casos estudados, a pos-
suavizaco serd utilizada neste trabalho quando for necessédrio obter a média estrutural

de um conjunto de curvas.

2.2.2 Estimacgdo via fun¢des de base: como resumir a curva

Um problema sempre presente em estimag@o néo paramétrica € a escolha do bandwidih,
ou equivalentemente, do nimero K de bases, se for o caso, que representardo os dados.
Nao hé consenso geral sobre qual valor tomar e o método usado aqui consiste, como
enunciado, em simular o vetor @ através do qual Z definird quais bases entrario no
modelo. A idéia € realizar esse procedimento um nimero de vezes suficientemente
grande, estimando em cada passo do procedimento os pardmetros [ referentes as bases
selecionadas por Z e guardar alguma medida resumo das curvas estimadas para ser
utilizada na estimativa final. A primeira idéia que surge para a medida resumo € utilizar
a estimativa de cada curva f’, No entanto, propomos algumas variacOes nessa secio. O
procedimento € descrito no Algoritmo 2.1.

Algoritmo 2.1: Estimacio da média estrutural.

i) Fixe K4, 0 nimero mdximo de bases que serfio utilizadas para representagio de cada curva;

ti} Paracadacurvai, faca 8, = 42, k=1, ..., m, a probabilidade de que a base k entre na representagéo

da curva, e simule Z;; com probabilidade ,,. Se Z;; = 1 a base entrard na representaco da curva;

iii) Estime S, via minimos quadrados penalizados — referente & expansio em funcdes de base da

curva { considerando as bases selecionadas por Z;;

iv) Volte ao passo (ii} até que um nimero suficiente de iteragdes tenha sido efetuado.

Observe que para cada vetor f obtido na iteracfio, podemos obter a estimativa
da curva para aquela 1tera¢io como
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FO =8B, 2.11)

em que Bgx, € a matriz de B-splines avaliada sobre o grid xi, ..., x, €

B, =diagte) ., B, (2.12)

sdo as estimativas dos coeficientes das bases selecionadas para a curva i na /-ésima

iteracdo expandidos para o R* ¥

Essa é¢ uma maneira de resumir a estimativa para a curva { ac longo das iteragdes,
guardando a estimativa da curva por inteiro. A estimativa final da curva i pode entfio ser

calculada como

L
==>F". (2.13)

f=]

=

Considere a seguir algumas formas propostas para resumir a curva através dos
coeficientes das bases selecionadas. Seja

7 :%2[ z0 40, 2.14)

uma média aritmética considerando como zero os coeficientes das bases n&o selecio-
nadas®. Por exemplo, para m = 1 curva, L = 3 iteracdes e K = 5 bases, suponha que as
estimativas dos parametros referentes &s bases selecionadas para uma dada curva sejam

BB, _,,f‘) para a primeira iteragio, B2,A% [!¥ para a segunda iteragio e

3 B B para a terceira iteragdo. Entio,

N (1) - ﬁm ﬂ( + m 33 3 L B A 4 BB
Bi===:0,= =

3 ,ﬁam 4 3 4 ;]85 3

1B, =

As curvas utilizadas como entrada no procedimento sdo estimadas via pods-
suavizagdo como descrito anteriormente, isto €, geram-se as amostras das curvas para
cada iterag@o e a média estrutural é obtida. Como podemos resumir as estimativas ¥

ao longo das itera¢des para calculo da estimativa ¥, de cada curva da mesma maneira

% Preenchendo com zeros as posigies das bases que ndo foram selecionadas.
% B &o coeficiente estimado para a base k que entra na representacdo da curva i na [-ésima iteragio.
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que podemos resumir cada curva estimada Y, para célculo da estimativa final Y,
consideraremos aqui apenas estimativas das m curvas para a curva final, pois a analogia

para as iteracOes € direta. Portanto, (2.14) € o caso nio ponderado de

i

$12.8.]

Ao =l (2.15)
By Z.)
com
m, caso ndo ponderado; (2.15a)
n(zk ) - i
max{l, 2 Z, }, casoponderado. (2.13b)

j=l

O denominador do caso ponderado é ndo nulo para evitar divisdo por zero’. Qu
seja, a ponderacdo leva em conta o ndmero de vezes que cada base &k entrou na
representacdo da curva. Dessa forma, as estimativas referentes ao exemplo anterior para
iterages seriam calculadas por (2.15b) como

j = f”.g =ﬁ£”.g B+ B+ 3‘”.3 _B+ i”.g _B7+ B
1 | TR 3 * My "—"‘2 +Ms 5

H4 uma forma semelhante de ponderacio, descrita por

il

Sz83z.

7. f=1
B = 7 , (2.16)
com
3 i Z,. caso néo ponderado; (2.16a)
i=} r=l
w(Z,) =+
max{l, 3 [Zhi Zn:l},caso ponderado. (2.16b)
i=1 r=i

7 A base pode ndo ser selecionada na representacio de nenhuma curva.
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Essa forma de ponderagao considera dois valores: o nimero de bases necessérias
para expandir cada curva e o ndmero de vezes que a base foi selecionada para expandir

uma dada curva™. Uma outra forma de resumir as curvas também foi considerada e é

dada por
)
i ZkiBfu
K
= 2 ZH
;T Lr:i
B ———————~——n“ 0 ; (2.17)
com
{ m 1 N
y— caso nfio ponderado; (2.17a)
T3z,
rz=l
n(Z)=1|L seY 7, =0
fee]
< P . ,  caso ponderado. (2.17b)
z I3 —, Sezziﬂ' >0
i=l Z A i=}
L l_ r=l

Ela € andloga a forma anterior, mas considera como peso ¢ inverso do niimero de bases
selecionadas para expandir cada curva®”, ou seja, quanto mais bases ha na representaciio
de uma dada curva, menor € o peso dado a cada base. No Apéndice B encontram-se
ilustracdes para casos particulares em gue as medidas s2o equivalentes.

Todas essas seis formas de resumir as estimativas Y, das curvas para
posteriormente calcular a estimativa final ¥ mostraram-se boas em termos de EQM,
como podera ser visto na se¢fo de simulagdes. Dessa forma, podemos optar por resumir

cada curva através dos coeficientes das bases e calcular

% Novamente, o denominador considera o mdximo porque a base pode ndo ser selecionada na repre-
sentacio de nenhuma curva.

* A bifurcagiio para o caso ponderado é usada porque a base pode nio ser selecionada por nenhuma curva.
Nizo foi usado o méximo desta vez porque a soma pode ser menor que 1 ¢ o maximo desconfiguraria a
idéia da ponderacio.
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¥=B4, (2.18)

em que ﬁ € obtido por (2.15), (2.16) ou (2.17), ou através da sua estimativa final
derivada de (2.11)Ye (2.13):

1

>

1=l

7= (2.19)

=

¥

1
m
em que

Y,=Bg, (2.20)

e Z; € um vetor k-dimensional preenchido com uns nas posicdes equivalentes as bases

selecionadas para a representacéo da curva i.

No entanto, para B = ﬁ no caso nio ponderado, € Gtil notar que (2.18) e (2.19)
sdo equivalentes (Proposicio B.1 do Apéndice B). Isso significa que basta considerar os
coeficientes das bases para resumo das curvas estimadas. H& duas vantagens
computacionais em optar por usar o resumo pelos coeficientes. A primeira é que
economizamos espaco de memoria, pois K < n (possivelmente K << n). A outra € que o
calculo usando f’, pode ser instdvel, jd que efetua m produtos internos BBZ‘ antes da
estimativa final, ao passo gue Y= Bg necessita de apenas um.

Além disso, € mais flexive] idealizar medidas resumo a partir dos coeficientes do
que de f’ . Tente por exemplo ponderar f’, de alguma outra forma.

2.3 Algoritmos EM, SEM e uma variante

Freqiientemente encontramos problemas na Estatistica onde ha dados faltantes ou
incompletos. O algoritmo EM, formalizado por Dempster et al. (1977) € uma técnica
popular para lidar com tais problemas. Problemas onde ha varidveis latentes podem ser

formulados de modo a serem resolvidos aplicando-se a idéia do algoritmo EM.

Além da facilidade de programagdoc do algoritmo, ele fornece estimativas de

maéxima verossimilhanga. No entanto, pode haver convergéncia para méximos locais ou
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mesmo para pontos de sela da funclo de log-verossimilhanca, além de sua possivel
sensibilidade aos valores iniciais. Ele pode ainda envolver computacdo de integrais

miiltiplas de alta ordem.

O algoritmo SEM (Celeux and Diebolt, 1985) fornece uma alternativa para o
algoritmo EM. No passo S, os dados faltantes sio imputados com valores plausiveis,
dado o conjunto de observacdes e uma estimativa dos parametros. No passo M, os
pardmetros de mdéxima verossimilhan¢ga s@o computados, baseados nos dados
completados. Ao contrdnio do EM deterministico, a saida do algoritmo SEM ¢é uma
amostra de uma distribui¢io estaciondria cuja média € proxima a estimativa de maxima
verossimilhanga e cuja varidncia reflete a perda de informacdo devido aos dados

faltantes.

Em geral, o algoritmo SEM converge mais rdpido para seu regime estaciondrio
do que algumas cadeias longas utilizadas em aplicacdes do amostrador de Gibbs. Em
relacdo ao EM, o algoritmo SEM substitui o passo E pela simulacéo.

2.3.1 Uma variante do algoritmo SEM

Podemos estimar a curva que melhor representa o processo, objetivo de nosso trabalho,
através de uma variante do algoritmo SEM. O interesse primario € verificar se essa
variante ¢ apropriada para essa classe de problemas, isto €, se sua performance €
adequada. Para tanto, implementamos uma versdo da mesma, descrita pelo
Algoritmo 2.2.

O passo 2 do algoritmo consiste t3o somente do chute inicial para o vetor 6. Para
o passo 3, a restricdio em (i) € motivada por identificabilidade do problema (deve haver
pelo menos 3 bases para estimagdo de cada curva). Os passos (i1)-(1v) constituem a etapa
EM do algoritmo. Como a solugio de méxima verossimilhanca é obtida através de
métodos numéricos (observe que B € um vetor para cada curva), temos que fornecer um
chute inicial para B (neste caso, a estimativa via minimos quadrados). Pela prépria
estrutura da equacéo de verossimilhanca, /i tende a ser tio grande quanto se € permitido.
Por isso, ele seré tratado aqui como pardmetro fixado pelo usudrio. A atualizacio de 6
(passo (v)) € realizada exclusivamente nas bases selecionadas por Z. As demais
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permanecem inalteradas. O critério de parada que esté4 sendo utilizado atualmente € uma
medida de proximidade entre a estimativa e a verdadeira curva que gerou o processo —

para estudo tedrico, pois a verdadeira curva ndo € conhecida.

Algoritmo 2.2: Estimacio da média estrutural através da variante do algoritmo SEM.

1. Fixe Kmdx;
2. Paracadacurvai, faga 8. =%, k=1, we, Kpas
3. Para cada iteragfic [:

K.
. i A v )
i. gere 7! ~ Bernoulki 9‘.’) até ¥y 7 =3
= ki ki ki

r
e . -1 ~ 2 . pn
ii. Estime o vetor ,6’}( "¢ 6° via minimos quadrados;
iii. Estimed;
. Al A2 . P .
iv. Obtenha o vetor ' e &° via méxima verossimilhanga;

tr+1

M_;:d‘ﬁ'dwg
. =l-e Pets
r

B

v. Atualize 8, através da Equacio 2.6: &
vi. Guarde §;
vii. Se o critério de parada for satisfeito, pare. Sendo, volte ao passo i

4. Obtenha a média estrutural através de (2.18).

2.3.2 Um exemplo

A Figura 2.5 mostra a curva estimada utilizando todas as bases possiveis. Observe que
pelo fato de que esse niimero € alto, a estimativa tende a interpolar o erro e, assim, perde

Sua natureza suave.
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Figura 2.5: Estimagfio de uma curva utilizando o nidmero mdximo de bases {passo ().

Esse € o papel da varidvel Z — selecionar quais bases devem entrar na
representacio de cada curva. Se nfo impusermos restricdes a A, a estimativa final
tenderé a interpolar o rufdo — nfio sendo muito diferente da estimativa inicial, pois todo o

vetor @ tenderd a | - pelo menos para as bases selecionadas.

Para exemplificar isso, fixamos o valor de K, como 50 e efetuamos um total de
100 simulagbes para uma Unica curva. A Figura 2.6 exibe o comportamento do vetor 9
durante as 70 primeiras iteragOes para cada uma das 50 bases (possivelmente) selecio-
nadas. Note que cada boxplot concentra-se nos altos valores de 8, forcando, em
probabilidade, a entrada de todas as bases no modelo (Equagfio 2.6), aumentando, assim,
a probabilidade de que cada uma das bases seja selecionada. Os outliers no foram

exibidos por ndo serem relevantes para essa ilustracio.
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Figura 2.6: 100 Valores de é,c , k=1, ..,50, para as 70 primeiras iteragdes na estimacio de

uma curva.

A Figura 2.7 resume a informacio contida ao longo das 70 primeiras iteragdes do
exemplo anterior para a dimenséo do vetor B {nimero de bases selecionadas por Z). Ela
confirma a idéia de que se os valores de 9} conjuntamente aproximam-se de 1
(Figura 2.6), ento a dimensfio de B (= K) tenderi a K4 = 50. Ainda que consideremos
que a variacio desse valor seja alta, seu minimo € sempre maior ou igual a 40 a partir da

terceira iteragdo.

Como esse problema deriva do fato de que A tende a ser tho grande quanto
possivel, seria interessante encontrar uma forma racional de limitar seu valor. Para tanto,
estudamos o comportamento do nimero de bases selecionadas ao final das iteragdes em
funcéio de um limitante M. Um exemplo € exibido na Figura 2.8.



50 ADF via Penalizacio Estocdstica

50
H

40
1
v

£
g 8
o
T
B !
o N
© ;
2 H
i
g =4
= H
=
— mediana
= -=-c rahime
e mAxime
"""" media
o -
LA AR A R T Y S 1 O I A A A B B | T I I T I TP T T T T T TT T P i b F T T F
13 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 28 31 33 35 87 3% 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 81 63 65 67 &%

Heragac ()

Figura 2.7: Ndmero de bases (K @3 selecionadas ao longo das 70 primeiras itera¢bes na
estimagio de umna curva para os 100 casos simulados.

Aparentemente M é uma fung@o exponencial do nimero ideal de bases. No
grafico acima encontram-se cinco vetores de estatisticas S(X). Os trés centrais s@o a
média, a mediana e a moda do nimero de bases selecionadas ao longo das iteracdes. A
curva mais a esquerda representa © minimo enquanto a mais a direita o nimero méximo
de bases selecionadas. Por possuirem aparéncia mais comportada entre as demais,

optamos pelo uso da média e da mediana para estudar o relacionamento entre M e K.

Montamos entdo um modelo de regressdo (Figura 2.9) para as estatisticas

selecionadas conforme abaixo:
" ey SUK
M =cgpe™"",
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Figura 2.8: Relacionamento empirico entre A e K

tog{M)

10 20 30 40 50
S(K)

Figura 2.9: Resultado da regressdo para as curvas da Figura 2.8.
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em que S(K) € ou a média ou a mediana do nimero de bases selecionadas ao longo das
iteracdes. Para os dois tipos de curva simulados (tipo A e tipo B), os valores das
estimativas de regressdo sfo dados na Tabela 2.3. A Figura 2.9 reforca o uso da média e da
mediana como representantes do comportamento empirico de A/ em funcfio de K (estas
duas, além da moda, encontram-se mais proximas uma da outra e seu comportamento &
mais regular para as curvas estudadas até agora — no usamos a moda porque ela pode nio

ser dnica).

Tabela 2.3: Estimativas dos parfimetros da regressio do modelo log-lingar para
dois exemplos.

Curva tipo A Curva tipo B
S(K) A N - N
&, &, &, &,
Média -3.2477 0.1122 -5.1200 0.1290
Mediana -3.0871 0.1053 -4.8254 0.1171

No entanto, para todas as simulacGes 4 tende a ser 130 grande quanto se €
permitido. Portanto, decidimos limitar seu valor pois nossa andlise do comportamento do
limitante M com relagdo a A ndo permitiu encontrar um critério automatico de escolha
para o valor de M. O procedimento atual € normalizar as bases, modificando a
Equacdo (2.6) para

g,=1-e 7 . (.21

Tal transformacfo (que mantém o vinculo entre §f e & como na Equacfo (2.6)) modifica
apenas as derivadas da Equacfo (2.7}, necessarias para o processo de maximizacio (ver
Apéndice A), mas torma mais claro o significado do valor de A. Isso porque o maior
valor possivel da fracdo do expoente € 1%, pois para k e i fixos,

Jim il =1, (2.22)

*® Quando hd uma base cujo coeficiente estimado (em mddulo) € grande quando comparado com a soma
dos modulos de todos os coeficientes.
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Por exemplo, para A=1, 8, serd no maximo 1 ~ e”! = 0.63. Portanto, é intuitivamente

mais fécil escolher um valor de A que impega valores extremos de 8.

Além disso, precisamos analisar a dimensdo do espago onde as bases serdo
estimadas. Quanto maior for essa dimenséo, associada ao valor de X, maior a chance de
termos muitas bases no modelo, pois a probabilidade de selecdio de cada base € sempre
positiva. Uma sugestdo (Dias and Gamerman, 2002) é que pelo menos

K=3b+2, (2.23)

onde b € o nimero de bumps para cada curva. O valor que estamos utilizando € 45+3.
Esse valor serd sempre maior ou igual a 3°' ¢ maior que a sugestdo da literatura, isso
porque uma vez fixado o valor de K4, 0 niimero de bases ao longo das iteracSes serd no

maximo K,z

Os exemplos ilustrados referem-se a dois modelos de curva, uma razoavelmente
complexa, com algumas oscilagdes e uma outra mais simples, mas que possui
propositalmente um ponto de inflexdo ndo muito evidente para ver se as estimacdes
corroboram a existéncia dessa inflexdo ou ignoram-na pela natureza da variabilidade do

ruido.

Para a curva do tipo 1, o conjunto de bases gerado para a estimagfo encontra-se
na Figura 2.10c. Devido 3 quantidade de bumps, esse nimero € grande para permitir que
as bases captem todas as oscilages. Para a curva do tipo 2, tal conjunto (Figura 2.10d) €
menor pelo mesmo motivo. Observe que essas sd@o as bases que serdo ou ndo
selecionadas por Z através de £ Se Z nido seleciona apropriadamente tais bases, por
exemplo, retirando bases de locais onde elas sdo necessérias, a estimativa final ndo

acompanhard totalmente a oscilagfo da curva, como € visto na Figura 2.11.

31 Atendendo 2 restricio (3.1) do Algoritmo 2.2.
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b) As 3 bases selecionadas por Z.



3 Simulacoes

3.1 Suposicoes

Antes de continuar é preciso fazer algumas consideragdes. Para realizar as simulacdes
esteve implicito que os dados gerados representam um problema apdés alguma limpeza
como, por exemplo, estudo da presenca de outliers. Além disso, o argumento sobre o
qual sdo feitas as medidas ¢ unidimensional e serd denotado por f. Sem perda de
generalidade as observagdes sio igualmente espacadas e tomadas sobre 0s mesmos
valores (grid ) para todos os individuos. Serd assumido também que hé replicacfes de
cada funcao indexadas por i, 7 = 1, ..., m, e que 0 grid, idéntico para todos os individuos,
tem »n pontos. Adicionalmente, as fungdes estiio registradas e alinhadas em algum
sentido, de modo que propriedades importantes de cada curva ocorrem aproximada-

mente sobre 0s mesmos valores de z.

3.2 Implementacdes

Entre a fase inicial e mediana da dissertagdo, as implementacdes eram realizadas
exclusivamente no programa R (http://cran.r-project.org). Como as simulagfes estavam
demandando muito tempo, resolvemos implementar uma versdo em Ox (http://www.
nuff.ox.ac/uk/users/Doornik). Ao contrdrio do R, o Ox ndo possui uma versio
implementada para cdlculo da matriz B de B-splines. Portanto, foi necessério
implementar uma versdo eficiente da Equacfo (1.3). Todas as comparacfes de
velocidade foram feitas em um laptop Intel(R) Celeron (TM) CPU 1100 MHz, 1.10 Ghz,
com 112ZMb de RAM, sob plataforma Microsoft Windows XP 2000 Professional,
versdo 2002.

55
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com 112Mb de RAM, sob plataforma Microsoft Windows XP 2000 Professional,
versio 2002.

Estudamos duas implementagdes disponiveis na Internet (Fortran Source Codes ¢
a versio em C de Douglas M. Bates and William (Bill) N. Venables para o R.
Preferimos a versdo em C porque além de ser a mesma usada pelo R (por questdes de
comparacio), ela computa B-splines de qualquer grau, enquanto que a versio em Fortran
fornece apenas B-splines clbicas. Nossa versio € uma tradugio para Ox da funcao
splineDesign(} do pacote splines do R. Para avaliar a estabilidade e velocidade de
calculo das versdes em Ox e R, implementamos também, experimentalmente, uma
versdo no Matlab (http://www.mathworks.com) — baseada no cédigo presente em Eilers
and Marx (1996) — e uma traduciio dela para a linguagem do Maple (htip://www.
maplesoft.com). As principais implementagdes utilizadas, em suas versdes na data de
entrega da versdo final dessa dissertacdo, encontram-se no Apéndice C.

Apesar de a versio em Ox ter consumido cerca de 75% do tempo necessério para
realizar a mesma tarefa pela versdo em R — célculo de 10000 matrizes de B-splines
cibicas com 15 bases num grid varidvel de 100 pontos —, essa ndo € a maior vantagem
de velocidade computacional da verséio em Ox, pois o Algoritmo 1.2 necessita que a
matriz B seja calculada uma tnica vez.

Além disso, constatou-se que a superioridade de precisdo da versdo em Ox €
pequena o suficiente para poder ser considerada cfesprezfveisz. As versdes em Ox e em
Matlab foram mais similares nesse aspecto do que a versiao em R. A comparagio
numérica foi feita com a versdo em Maple, aumentando a precisdo para 100 digitos.
Utilizando varidveis simbélicas no Maple para alguns exemplos, obteve-se a matriz B
como funcdo dos nés e do grid x onde ela era avaliada e comparou-se com valores

numérices das versdes em Ox, R e Matlab.

Nessa se¢lo, os resultados das simulagdes foram todos obtidos através da
implementacio em Ox do Algoritmo 1.2. No entanto, por motivos de uniformidade,
continuamos a exibir os graficos no R. Quando for de interesse ilustrar a vantagem de ter
utilizado uma implementacdo em Ox (em geral a implementagdo do Algoritmo 1.2 em

32 A maior diferenga numérica em médulo encontrada nas posices da matriz B foi da ordem de 107,
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Ox foi de 3 a 7 vezes mais rapida do que a equivalente em R), serdo exibidos o seu

tempo de simulacio nas duas versoes.

3.3 Estudo das formas de resumo da curva estimada

Em primeiro Ambito analisaremos o comportamento do EQM ao se estimar a curva final
por cada uma das equagdes (2.15), (2.16) e (2.17).

A Figura 3.1 exibe as estimativas obtidas através desses estimadores. A
simulacfio consiste da geragdo de m = 3 curvas com ruido de varidncia pequena. As
estimativas obtidas através de (2.15), (2.16) e (2.17) sBo praticamente idénticas,
ilustrando a idéia de que os estimadores sdo similares. Além disso, elas inferem bem a
verdadeira curva. A convergéncia foi atingida em 21, 141 e 159 iteracdes,

respectivamente, para cada curva.

1.0

05

Y1
0.0
1

% == verdadeira
\ — gstimada 2.15a
' = gslimada 2.15b
---- estimada 2.16a
b - eslimada 2,150
L e estimada 2.17a
1 , e estimada 2.17p

«1.0

15

Xt

Figura 3.1: Curvas simuladas adicionadas de ruido de baixa varidncia.

A Figura 3.2 exibe a estimacio para m = 3 curvas com ruido de varidncia maior.
Observe como a estimac@o foi prejudicada. Isso € explicado porque o processo de
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estimagao para uma das curvas néo atingiu a convergéncia em menos de 1000 iteracGes.
Isso pode acontecer quando uma ou majs curvas possuem variancia alta o suficiente para
omitir o padriio comum. Aumentar 0 nimero méximo de iteragdes pode nao resolver o
problema. H4 curvas cujo processo de estimagdio nfic converge mesmo para 10000
iteracbes. Considerar como bons os estimadores que sobressairam-se em relagdo aos
demais para casos como esse ndo € conclusivo, pois sua aparente robusiez aparece em

um problema’™ ficil de ser resolvido.

vt

- yerdadeira
— gslimada 2.15a
--~ gstimada 215D
---- gsimada 2,162

- estmada 2.16b
----- asfimada 2.17a

- estimada 2.17b

i T 1 ¥ 3 T

0 1 2 3 4 5 ]

Xt

Figura 3.2: Curvas simuladas adicionadas de ruido de alta varifincia — convergéncia ndo atingida.

Em termos de simulacfio, ou até mesmo na pritica, ndo da para definir um
critério de parada isento de criticas. Quio baixo deve estar 0 EQM para considerarmos
boa a estimac&o? Isso depende da escala das curvas e da variancia do ruido. Pode ainda

depender da semente utilizada para iniciar o gerador de nimeros aleatérios.

Foi pensando nisso que criamos um critério de parada flexivel. Seja & o valor de
tolerdncia para o critério de parada, isto €, o processo de estimagdo continua até que o
EQM seja menor ou igual a ¢. Para cada curva a ser estimada, se o limite maximo do
ndmero de iteragdes (1000) for atingido, e o critério de parada n#o for atingido, faca

* Falta de convergéncia.
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o e s . ~ - . 4
d ¢ ¢d ¢ reinicie a estimacfo para essa curva, onde ¢ € uma constante maior que um™,

Valores muito pequenos de ¢ podem tornar o processo de estimacio da curva lento, em
especial nos casos de variincia muito alta. Em contrapartida, valores muito grandes de ¢
flexibilizam muito o critério de parada, permitindo que estimativas com alto valor de
EQM sejam aceitas como representantes da curva em quest@o. Para as simulagdes nesse
trabalho, o valor de ¢ = 1.3 forneceu bons resultados. A Figura 3.3 extbe a estimacio

para as mesmas curvas simuladas da Figura 3.2.
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Figura 3.3: Curvas simuladas adicionadas de ruido de alta varifincia — critério de parada flexivel.

Dessa vez o resultado é melhor. A convergéncia para a curva que causava
problema foi atingida logo na oitava iteracio do segundo lago, ou seja, foram necessérias
apenas 1008 iteracdes. As demais curvas atingiram convergéncia com 0 mesmo ndmero

de iteragcdes que no caso anterior.

A andlise de apenas um caso pode estar sujeita & escolha da semente para o
gerador de nimeros aleatdrios utilizado. Portanto, estudamos o EQM para 100 casos de
simulagdo, variando-se apenas a semente do gerador. A Figura 3.4 exibe o resultado para
100 simula¢des com m = 3 curvas adicionadas de ruido de baixa varincia. Em todos 0s

¥ O valor de ¢ é especificado pelo usudrio.
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casos a convergéncia foi atingida. A escala logaritmica foi usada para melhorar a
visualizacdo do grafico. O tempo de simulacio no Ox foi cerca de 38 minutos, enquanto
que no R foi de aproximadamente 3 horas e 25 minutos. Pela figura, concluimos que os
estimadores (2.152), (2.16a) e (2.17a) produziram menores EQM que os demais.
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Figura 3.4: EQM de 100 simulagdes. Curvas com ruido de baixa varidncia - critério de parada
fiexivel.

A Figura 3.5 mostra a simulacio de 100 casos para m = 3 curvas com ruido de
alta varilncia. As conclusdes sdo as mesmas. A lnica mudanga € que os EQM foram
mais dispersos, provavelmente devido 2 alta varidncia do ruido. Em nenhum caso foram
necessarios mais que quatro lagos de 1000 iteragdes para atingir a convergéncia,

ilustrando a vantagem de utilizar o critério de parada flexivel.

Para ilustrar a vantagem em se utilizar um critério flexivel, observe a Figura 3.6,
onde o critério de parada foi fixado. Além do EQM ser em média mais alto para cada
estimador considerado, ele apresentou uma dispersio maior, talvez porque as estimativas

que ndo atingiram convergéncia sejam bem diferentes das que atingiram.
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Em todos esses casos, as versdes ndo ponderadas dos estimadores foram as que
obtiveram menor EQM médio. As diferencas entre os EQM médios para essas versdes
foram sutis o suficiente para nio serem consideradas significantes — cerca de 10, A
Figura 3.7 tem papel meramente ilustrativo. Ela considera os EQM médios de 100
simulacdes para m = 7 curvas com ruido de baixa varifncia. Note que o fato de termos
mais curvas €, portanto, mais informacio na amostra, diminui os EQM médios, além de
diferenciar ainda mais a eficiéncia entre as versbes ndo ponderadas e ponderadas dos

estimadores que resumem as curvas ao longo das iteragdes.
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Figura 3.7: EQM para 100 simulacdes de m = 7 curvas com ruido de baixa variincia — critério
de parada flexivel.

Dessa forma, concluimos nessa segdo que as versdes ndo ponderadas das
equacdes (2.15), (2.16) e (2.17) sdo mais apropriadas para resumir as curvas ao longo
das iteracdes. Adicionalmente, o critério de parada flexivel mostrou-se til quando
comparando os EQM das estimativas produzidas por ele com o daquelas produzidas com
o critério fixo. De fato, quando diminuimos o niimero méximo de iteragGes por laco de
1000 para um valor bem menor (por exemplo, 400), o critério de parada flexivel mostrou
ainda bons resultados. Além disso, com essa alteracio o tempo até que s¢ atinja

convergéncia € bastante reduzido.
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Contudo, nfio podemos diminuir demais esse valor. Lembre-se que estamos
procurando um subconjunto de bases dentre os 2%« possiveis (na verdade,
2 Foer Zizo(’{;g"'*) - desconsideramos os casos com nenhuma, uma e duas bases, devido
a restric@o (3.1) do Algoritmo 2.2) e se esse valor € pequeno podemos restringir demais o
espaco onde procuramos. Baseados nesses resultados, nas proximas se¢Oes utilizaremos
as implementactes das versdes (2.15a), (2.16a) ¢ (2.17a) com o critério de parada

flexivel.

3.4  Analise do EQM considerando o namero de curvas,

variancia do rufdo e forma da funcdo simulada

Nessa secio analisaremos o comportamento do Algoritmo 2.2 gquando aumentamos o
nimero de curvas na amostra e alteramos a variincia do ruido para duas formas de curva
{equagdes (2.9) e (2.10)).

As figuras 3.8, 3.9 e 3.10 consideram a estimag@o para a curva da Equacéo (2.9)
adicionada de ruido de baixa, moderada e alta varilncia, respectivamente, quando

aumentamos 0 nimero de curvas na amostra.

-

E visivel que quanto maior a variincia do ruido, menor é a qualidade da
estimagdo resultante. Por outro lado, quando aumentamos ¢ ndmero de curvas na
amostra, a qualidade da estimacgio melhora. Compare os graficos superior (a) e inferior
(c) das figuras 3.9 e 3.10 para ver que o aumento do nimero de curvas na amostra
balanceia a falta de informagdo produzida pela alta varidncia do ruido. A Tabela 3.1

resume essas idéias considerando a curva da Equacgdo (2.9).

Ao que parece, todas as medidas resumo forneceram boas estimativas.
Aparentemente, a medida (2.16a) aproxima melhor a verdadeira curva nos casos onde hi
alta variincia ou muitas curvas na amostra. Em apenas um caso a medida (2.15a)
sobressai-se. Nos restantes, (2.17a) foi a medida mais vantajosa. Ao observar a
Tabela 3.2, que considera a curva da Equacdo (2.10), chegamos praticamente & mesma
conclusdo. Cada medida saiu-se melhor aproximadamente nos mesmos casos tanto para
a curva (2.9) quanto para a curva (2.10). Contudo, note que hé valores de EQM idénticos
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para vérias células da Tabela 3.2. Desconsiderando a aleatoriedade do ruido, isso ocorre
porque a complexidade simples das curvas e o baixo nimero de curvas diminuem o
nimero de solucdes diferentes para o problema™ (no Apéndice B, Secio B.2, constam
algumas demonstracdes de casos em que as medidas resumo s30 equivalentes).

As tabelas 3.1 e 3.2 exibem o EQM para apenas um caso de estimacfo. No
entanto, devido 4 aleatoriedade das curvas simuladas, € possivel que algumas estimativas
sejam dependentes da semente utilizada para inicializar o gerador de nimeros aleatérios.
Pensando nisso, simulamos 100 exemplos para cada caso constante nas tabelas
modificando-s¢ apenas as sementes e, ao final, calculando o EQM médio. As figuras
3.11 e 3.12 ilustram o comportamento do EQM ac longo dos 100 exemplos para cada
caso considerado. Em todos eles, o EQM médio é mais baixo para a medida (2.16a) —
sua varidncia também € a mais baixa —, seguido do EQM médio da medida (2.15a). Ou
seja, aquela forma de ponderacdo que considera o nimero de bases selecionadas na
representacio de cada curva € a que produziu menor EQM. A média estrutural usual,
que é a medida (2.15a), produziu o segundo menor EQM em todos os casos analisados.

** Diminuindo a dimensio do espaco onde procuramos: Kz = 4b + 3 veja a Equagio (2.23).
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Tabela 3.1: EQM para a curva da Equagio (2.9).

variis;;? do i medida resumo
3 3 10

0.00043794 0.00039638 0.0003888> 2.13a

baixa 0.00042958 0.00038262 0.00038777 7 16a
0.00044904 0.00041288 0.00039103 2.17a

000247203 0.0015368 0.00047427 7.15a

moderada 0.00243231 0.0015690 0.00047547 2 16a
0.00251961 0.0015318 0.00048777 2.17a

0.01022376 0.0052438 0.0028920 2.152

alta 0.01036693 0.0051877 0.0027893 2164
0.01032797 0.0053522 0.0030323 2172

Tabela 3.2: EQM para a curva da Equagio (2.10),
variir;;i: do il medida resumo
3 3 i0

0.00041087 0.00026237 0.00010961 2.15a

baixa 0.00041087 0.00026237 0.00010239 7 16a
(.00041087 0.00026237 0.00011708 7.17a

0.00112870 0.00066720 0.00037311 7 1%a

moderada 0.00124190 0.00070159 0.600358%4 7 16a
0.00102730 0.00065098 0.00039457 2.17a

0.00430000 0.0014879 0.00130922 2.15a

alta 0.00430000 0.0016498 0.00135498 7.16a
0.00430000 0.0013900 0.00128243 7.17a
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Para uma mesma varidncia os grificos foram tracados na mesma escala, para
efeito de comparacdo. Eles demonstram que ao aumentarmos a vardncia do ruido,
prejudicamos a estimacdo em termos de EQM e que quando o ndmero de curvas na
amostra aumenta, a estimagio melhora em termos de EQM. E possivel notar também
que quando o nimero de curvas na amostra aumenta, diminui 0 EQM, mas sua dispersio
aumenta € que para a curva da Equacado (2.10), de forma mais simples, 0 EQM em geral
€ menor. Em todos os casos, a eficiéncia das medidas resumo € praticamente a mesma,
pois a vantagem que a medida (2.16a} fornece em termos de EQM € pouca em relagho as

outras medidas.

3.5 Casos com curvas que necessitam de registro

Em todos os casos estudados até agora as curvas nfo necessitaram de registro para ser
possivel aplicar o Algoritmo 2.2, isto €, as curvas estdo alinhadas de tal forma que
nuances especificas de cada curva ocorrem aproximadamente sobre a mesma regido ou
intervalo de . As figuras 1.3 e 1.4 dido exemplos de casos onde essa suposi¢do ndo é

valida.

Técnicas de registro podem ser encontradas na literatura como em, por exemplo,
Ramsay and Li (1998) e Ramsay (2001a). Ramsay disponibiliza implementactes dessas
técnicas em pacotes para o R e o Matlab. A idéia € utilizar as implementa¢Ges dessas
técnicas em alguns exemplos simulados e depois aplicar o Algoritmo 2.2. O pacote em R
para realizar o registro de curvas dispde de duas técnicas, chamadas de registro por

landmark e registro continuo.

A técnica landmark considera que as curvas possuem certas propriedades visiveis
a0 usudrio, como minimos e maximos. Suponha dessa forma que existem ( tais
propriedades™. O registro da curva x,(7) é entio uma questio de computar uma fungio

estritamente monotona Af), a funcio warping, que endireita a curva, de modo que

xh(ti)] = Xo(tog), g =0, ... O+1. (3.1)

* Adicionalmente, o inicio € o fim das curvas sio incluidos como propriedades, de modo Q+2 proprie-
dades sdo utilizadas no c6mputo da fungio warping.
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Por essa técnica, as curvas sfo alinhadas através da transformagio / do tempo de
modo que aquelas propriedades, chamadas marcas, ocorram nos mesmos valores dos
tempos transformados. A versdo em R para essa técnica ¢ acessada pela funcdo
landmarkreg(). As marcagdes podem ser definidas estabelecendo-se o nimero de
marcas por curva e clicando no gréfico com o mouse nagueles pontos que representam

as saliéncias de cada curva, como minimos e maximos, através da funcio identify().

Note que a marcagio estd sujeita a erros do usudrio, auséncia de certas saliéncias
para algumas curvas ou mesmo ambigliidade na demarcacéio das mesmas. Quando o
ntimero de curvas e/ou saliéncias® é alto, ela é muito tediosa e demorada. Além disso,
desenvolver algoritmos autométicos para identificagdo das marcas pode ter resultados

enganosos (Ramsay, 2001a).

A técnica de registro continuo idealiza resolver esse problema. Ela tenta
maximizar uma medida de similaridade entre as formas das curvas, utilizando-as por
completo, ao invés de apenas a informacio presente em suas saliéncias. Uma medida de

similaridade usada é

El
Fh) = [{x,1h, 0] - x (0} dr (3.2)

em que [a, b] € o intervalo onde os dados em sua forma funcional variam. Essa medida
funciona bem se a forma de / nfo € complexa em demasia. Contudo, ela pode falhar em
casos onde as formas de x; e xo diferem apenas em amplitude. O registro continuo é
obtido no R através da fungdo registertd(). Ela necessita de pelo menos trés pardmetros.
Os dois primeiros sdo os objetos x; e xp em sua forma funcional, em que xq € a fungio
referéncia para que as outras fungdes sejam registradas™. O terceiro indica se as curvas

$do periddicas ou nao.

Para transformar os dados em sua forma funcional, o pacote do R disponibiliza
duas fungdes, create.fourier.basis() ¢ create.bspline.basis(), que transformam os
dados em forma funcional através de séries de Fourier ou de B-splines. Infelizmente, as
fungdes ndo s3o muito flexiveis. Por exemplo, se a op¢io para curvas periddicas for
acionada, a forma funcional serd através de séries de Fourier. Além disso, ela depende

%7 Propriedades.
* A idéia é alinhar as curvas a x;.
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da escolha do nimero de bases e a proposta aqui € que o procedimento para essa escolha
seja adaptativo.

Desconsiderando essas dificuldades, suponha que escolhemos apropriadamente o
ndmero de bases e estamos querendo registrar uma colegdo de curvas para entfio aplicar
0 Algoritmo 2.2. Para 1ss0, simulamos um conjunto de m = 3 curvas, adicionando um
ruido de baixa varidncia e transladando cada uma por uma constante aleatdria wuy;,
i=1, ..., m(caso mais simples de desalinhamento, mostrado na Figura 1.3). A constante
aleatdria para cada curva fo1 obtida de uma distribuicgo uniforme 740,2). Esses valores
nZo tém muita importancia pelo fato de que as fungdes sdo periddicas. A Figura 3.13
mostra as curvas geradas e sua forma funcional expressa em termos de séries de Fourier.
O niimero de bases usado foi seis. Aparentemente, qualquer ndmero maior que 6 fornece
bons resultados. No entanto, a quantidade de computacdo e espaco de memdria
requeridos para transformar os dados em sua forma funcional s@o altamente dependentes
desses valores. Por exemplo, 20 bases exigem cerca de 15 vezes mais tempo de

computacdo e 70 bases requerem que a quantidade padrio de meméria disponivel do R
seja aumentada,

a} b)
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Figura 3.13: Caso simples de desalinhamento: a) Curvas simuladas e b) Curvas sob forma
funcional obtida através da fungdo create.fourier.basis().
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A Figura 3.14 exibe o resultado do registro continuo para as curvas da
Figura 3.13. Note que a média estrutural difere em forma da curva verdadeira. Isso €
porque o registro de duas das curvas nfio foi eficiente. A fungdo referéncia utilizada,

apenas para efeitos tedricos, foi a verdadeira curva.

Yt

g
. kN , " . ---+ gados registrados
\ ;. 5, s = média estrutural
@ k) s % R +++ gurva verdadeira
bl # - -
i . . I
LY P L] -
- .
T ; ; T T r
Q 1 2 3 4 5 8

Xt

Figura 3.14: Caso simples de desalinhamento — Curvas registradas através da fungio
registerfd().

Consideraremos dessa vez um caso menos simples de desalinhamento de curvas.
As curvas diferem nfio apenas em fase como também em amplitude, de modo que as
nuances> semelhantes de cada curva ocorrem em intensidades diferentes. Para simular
isso, fixamos um eixo horizontal como referéncia e definimos como saliéncias as
porcdes da curva verdadeira limitadas entre dois zeros (cruzamentos entre o €ixo
horizontal e a curva). A Figura 3.15 mostra o eixo escolhido ¥, = 0, a curva verdadeira e
o que chamamos de saliéncias. A partir disso, para cada sali€éncia, gere uy, i = 1, ..., m;
g =1, ..., O (o nimero de saliéncias); de uma uniforme U(0.5, 1.5). Dessa forma, as
saliéncias podem sofrer uma variacdo de amplitude que faz sua intensidade variar entre
50% e 150% do seu valor. A Figura 3.14 exibe um conjunto de trés curvas geradas
utilizando essa idéia adicionadas de um ruido de baixa varidncia. A Figura 3.17 exibe o

¥ Ou propriedades.
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funcional obtida através da funcio create.fourier.basis()
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Figura 3.17: Caso complexo de desalinhamento — Curvas registradas através da funcéio
registerfd(}.

resultado obtido quando tentamos alinhar as curvas através da funcdo registerfd().
Como o processo de registro falha novamente, a média estrutural difere demasiadamente
da fun¢fo verdadeira gue gerou 0 processo.

Foi pensando nisso que desenvolvemos, experimentalmente, um procedimento
simples que tenta registrar as curvas simuladas. Ele é baseado na Equaciio (3.2). No
entanto, 0 que tentamos minimizar € a quantidade de diferenca acumulada entre cada
curva &€ uma curva tida como referéncia. Como as curvas possuem escalas possivelmente
diferentes, nos normalizamos cada uma delas através de

x, — min(x, ) (3.3)

X = .
" max(x,)—min(x,)

A partir disso, podemos utilizar uma idéia presente em Ramsay (2001a) que
sugere substituir cada curva por sua v-€sima derivada, de modo que nosso objetivo €

minimizar
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[
8, =argmin [0+ 8) =%, (011 ar (3.4)

para cada curva i, i = 1, ..., m. Como a derivada € distributiva com relac@o a adicio, isso
€ equivalente 2 minimizar a diferenga em 4rea entre as derivadas de ordem v das curvas
normalizadas. Para curvas periédicas com periodo 7, ¢ suficiente procurar por J; em
[0,T]. Para nossos estudos, utilizamos v = 0, de modo que consideramos apenas as
curvas normalizadas. Dessa forma, para efeitos de simulagfo, analisaremos a seguir o
Algoritmo 3.1. E bom lembrar que o sucesso na obtengio de c""f, depende do grid onde
realizamos a procura. Quanto mais fino esse, menor a chance de errar ao se procurar 5: s
mas mais demorada serd a busca. O grid que usamos consiste dos proprios pontos

amostrais.

Algoritmo 3.1: Registro experimental.

0.y Use o Algoritmo 2.2 para obter a representacio funcional de cada curva. Considere para critério

P . 4 - . s
de parada &, a estimativa da variincia do ruido;

0.i1) Normalize cada curva obtida através da Equacio (3.3}

0.ifi) Obtenha§, , i = 1, ..., m. para as curvas normalizadas X ;

0.1v} Translade as curvas nio normalizadas fazendo x, (1) « x.{(/ + 3 ).

Aplicamos o passo (0.iv) aos dados brutos pelos motivos exibidos na Secfo 2.2.1
(pGs-suavizac@o). ApéGs isso, € s aplicar o Algoritmo 2.2 de maneira usual. A
Figura 3.18 exibe um conjunto de m = 7 curvas simuladas com variagdo de fase e de
amplitude adicionadas de ruido de baixa varidncia. A Figura 3.19 mostra que o
Algoritmo 3.1 foi atil para obtengc@io da média estrutural. Todas as trés estimativas
obtidas pelas equagdes (2.15a), (2.16a) e (2.17a) foram similares e produziram baixos
valores de EQM.
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Figura 3.18: Caso complexo de desalinhamento — ay Curvas simuladas; b) Curvas registradas
através do Algoritmoe 3.1.
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Figura 3.19: Caso complexo de desalinhamento — Aplicacio do Algoritmo 2.1 is curvas da
Figura 3.16b.
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Considere dessa vez as curvas da Figura 3.20. Aumentamos em cerca de 25 vezes
a varidncia do ruido e simulamos m = 7 curvas, modificando apenas a semente do

- v . 4
gerador de ntimero aleatérios™.
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Figura 3.20: Caso complexo de desalinhamento — a) Curvas simuladas adicionadas de ruido de
alta varifincia; b) Curvas registradas através do Algoritmo 3.1.

Ao que parece 0 Algoritmo 3.1 funcionou bem, apesar da dificuldade causada
pelo emaranhado observado na Figura 3.20a. O resultado da aplicag@o do Algoritmo 2.2
estd exibido na Figura 3.21. As estimativas acompanham de certa forma bem o padrio
verdadeiro. E bom salientar que essa curva verdadeira nio apenas sofreu simples
transformagfes do tipo translacdo, como também teve cada uma de suas salidncias
alteradas por um fator de escala antes da adigfio do rufdo. Ou seja, cada uma das sete
curvas tem comportamento individual, de certa forma lembrando o padrio verdadeiro.
Essa € a idéia de replicagio presente em Analise de Dados Funcionais e necessdria para
aplicacdo da metodologia que desenvolvemos. Seja qual for das estimativas que
escolhemos para utilizar no resumo das curvas, todas elas inferem ligeiramente bem o
padrdo por trds dos dados que queriamos descobrir.

“ Do contrério terfamos as mesmas curvas anteriores, modificada apenas a varidneia do ruido.
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Figura 3.21: Caso compiexo de desalinhamento — Aplicagio do Algoritmo 2.1 as curvas da

Figura 3.18b.
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4 Conclusoes

4.1 Consideracodes finais

Os resultados obtidos sdo baseados em simulacOes e abrangem um pequeno conjunto de
possibilidades. No entanto, as andlises gréficas de cada caso mencionado, bem como dos
valores dos EQM obtidos, confirmaram a adaptatividade e o sucesso do método.
Adicionalmente, quando aumentamos ou numero de curvas ou, em contrapartida,
diminuimos a varidncia do ruido, ou ainda, as curvas s3o em um certo sentido bem
comportadas, a estimativa final do padrio que gerou os dados torna-se mais préxima da

verdadeira curva, levando a crer na consisténcia do método.

Para atingir o critério de parada a implementacéo no soffware R ndo demandou
tempo em exagero (quando o nimero de iteragdes para atingir a convergéncia foi
pequeno). Contudo, a implementagio no Ox de uma rotina que lide com estimagio de
funcdes de base B-splines fol extremamente vantajosa, chegando em alguns casos a
necessitar de apenas 17% do tempo necessdrio para as mesmas simulacdes no R.
Optamos por realizar todas as simulagdes numa mesma méaquina para permnitir
comparacOes de velocidade.

Em resumo, o método mostrou-se adaptativo, de maneira que conseguiu capturar
as nuances importantes de cada curva, resumindo-as na estimativa final que, nas
simulacdes, demonstrou ser uma excelente aproximagdo da curva verdadeira.
Adicionalmente, os algoritmos produzidos perfizeram um custo computacional
relativamente baixo quando utilizados nas simulagdes do modelo.
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Gostarfamos de agradecer ao Dr. Douglas M. Bates por sua pronta ajuda quando
solicitamos o cédigo fonte da versfio da funcdo splineDesign{) usada pelo R e ao
Dr. Jim O. Ramsay por sua pronta resposta nas comunicagdes referentes aos pacotes

computacionais que lidam com a técnica de registro.

4.2 Problemas na estimacao de A

Nas implementacoes do Algoritmo 2.2, nada foi dito a respeito de como estimar
A. J& sabemos que estimar 4 por mdaxima verossimilhanca forga (em probabilidade) a
entrada de todas as bases no modelo. Dessa forma, se impuséssemos diretamente um
limitante Af para /A, a estimativa de méaxima verossimilhanga ;ZM,, seria igual a M, ou
seja, estarfamos dizendo quantas bases queriamos no modelo e o procedimento deixaria

de ser adaptativo, além de seu sucesso passar a estar sujeito a escolha do usudrio.

Uma alternativa seria utilizar um critério como o GCV para selegfio de 4 a cada
iteragdo. Essa tarefa exige mais tempo de computagio se ndo dispomos de um atalho
computacional. Tal atalho existe para a computaciio de 4 na forma da Equacado (1.1). No
entanto, ndo é o nosso caso. Uma versfo do critério de CV que varre os valores de 4 num
pequeno grid escolhido foi rapidamente estudada e indicou que quanto maior o valor de
A menor o critério de CV, de modo que o CV minimo € atingido quando todas as bases

sao selecionadas, nao modificando em nada o nosso problema.

4.3 Sugestdes para trabalhos futuros

Pretende-se futuramente estudar a validade do método para outros tipos de curva
¢ talvez sob violagdo de algumas das suposi¢des do mesmo. Cogita-se ainda estudar a
validade de intervalos de confian¢a para a estimativa final. Abaixo fornecemos a lista de
algumas idéias e sugestdes que surgiram ao longo da dissertagdo e que ainda ndo foram

analisadas:
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* Incorporar as técnicas de registro continuo existentes na literatura ao
Algoritmo 2.2 e testar sua eficécia, pois o Algoritmo 3.1 é experimental e
s6 deve ser considerado para efeitos de simulagéo de dados periddicos;

" Acrescentar a restricdo de que os nds extremos da matriz B de B-splines
possuam mesma ordenada para os casos onde o usuério informa que o0s
dados sdo periédicos. Provavelmente isso melhoraria a performance de
técnicas baseadas na idéia do Algoritmo 3.1, pois a abcissa de corte para

translac@o nfo atende as restri¢des de continuidade;

» Avaliar se a técnica LASSO*! (Tibshirani, 1996) torna a estimacgfo de 4
automética através de uma restricdo do tipo || fih < ¢ e utilizando a

Equacdo (2.6) no lugar da transformacao (2.21);

* Investigar o comportamento do EQM frente 2 selecio de 4 pelo critério
GACV*® (Xiang and Wahba, 1996) cujo tempo de computacgdo em geral é

bem menor do que sua versio exata, o GCV;

* Analisar as probabilidades de cobertura de intervalos de confianca
empiricos obtidos através de bootstrap (Efron and Tibishirani, 1993) em

fungio do niimero de curvas na amostra e da variancia do ruido;

* Estudar estruturas de covariancia entre as bases selecionadas para cada
curva e covaridncia cruzada entre as bases selecionadas por curvas

diferentes;

* Investigar critérios de parada alternativos, como por exemplo utilizar

como referéncia a média estrutural das curvas registradas;

* Avaliar o tempo computacional e eficiéncia ao se estimar as curvas
conjuntamente, de modo que a cada iterac@o da estimagdo de cada curva,
a média estrutural funcional seja atualizada e utilizada como critério de

parada (baseando-se no método procrustes 4 )R

' Least Absolute Shrinkage and Selection Operator.
2 Generalized Approximate Cross validation.
* Como referenciado em Ramsay and Silverman, 1997.
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Investigar se o numero e talvez a posigio das bases escolhidas para
representar cada curva durante O registro s@o boas estimativas para

utilizar no Algoritmo 2.2;

Desenvolver a teoria que justifique a selecdo empirica do vetor £



Apéndice A

Derivadas das funcoes de
log-verossimilhanga

Exibimos aqui as derivadas da Equagédo (2.7) — com e sem a transformagéo (2.21) — que
podem ser usadas pelos métodos numéricos de maximizagao.

A.1 Derivadas para a Equagdo (2.7)

Considerando apenas os termos gue dependem de A e de §, (2.7) pode ser escrita

como

2

V= 2 ZuBuBi(x)

[\

Q
I

o~

1]

i

£ 1- e""iﬂx
+ ; z, log _/gﬁ | /LZ[ ﬁk:

b
i
R

2

m 1 K K . K
2 YT sz:ﬁk: )+ Z{Zki }Og(l — e A )} ’1"2 B, la- qu - (A1)
k=1

20 k=1 k=

1 m
20_ i=l

(A.2a)

Z 2,5, B (%, )
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m K

B=Y Y[z, logl-e )] (A.2b)
i=t k=i
e
m K
C=Ay ¥ [B.10-z2,)] (A.2c)
i=l k=l

de modo que (A.1) =4 + 5 - C. Isto simplificard o modo como exibiremos as derivadas.

A.1.1 Derivadas parciais em relagdo a /

E imediato que

g% -0: (A3a)
aB “ X z 7 Iﬁ.‘ l -~ ks
aC mo K
3**22[]@« |(1_Zkﬁ)]‘ (A.3¢)
i=t k=)

Desse modo,

It

02.7) _ A _ [z 1Bl s ]_ ¥
oA 04 1;[ To e m} ;gﬂﬁhl(i—zb)]. (A4)

A.1.2 Derivadas parciais em relacdo a f§

Note que (A.2a) pode ser escrita (Se¢do 1.2.2} como
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1 MmN I 2 (A 5)
-7 B ; .
2052 Z};[yu ; z, B k(xg)il
Assim,
dd _Jd(A4) 1 i K
- == ~2y, - ¥z BB, (x)z.B,(x,
aﬂm aﬁr{ 262 7=t y’j k2= kfﬁk’ k( U) " r( U)
1] & 1
= 2 Yi *szfﬁk:Bk (x;) erBr(x,)
=) L k=l B
z £ 1
::—% mzzkiﬁkin(x;) Br(x,)
2 k=1
® 1 £ e
i mzzki.ﬁkfgk(x;‘) B,(x,); (A.6a)
oL k=1 ]
0B _ Az sign(f,) o8] @ Asign(B,) _ug,.
B, e T e’ (A.6b)
oC
9B, ﬁ(iw-f,)sw(ﬁ,,) 0. (A.6¢)

As passagens assinaladas com
derivadas para as bases que sdo selecionadas para o modelo e, nesse caso, z,; = 1.

Dessa forma,

027 1
9. i

3

k=1

“szﬂk,Bk(xa)} B, (x)+

ASIgH(ﬁr:) —/Eﬁ |

sdo validas porque s6 faz sentido calcular as

(A7)
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A.2 Derivadas para a Equacido (2.7) modificada pela

transformacao (2.21)

Usando a mesma idéia presente em (A.l), a Equacio (2.7) pode ser escrita, aplicando a

transformacdo (2.21), como

il
n 1 X . e 2161
ZJ—MHMZM yf_zzkiﬁ.ﬁBic(xl) +Z Zk,IOg-——-—T;m
i=1 20 fe=l P A - [l
sl
N e r=1 |
S 18
“’?'z I . =
=318, |
A
u 1 X & S8,
Z a2 y’m_zzkﬂgkka(x,) +2 z, logl—e =
i=t 20- k=1 k=1
o | B, |
A EDY EME : (A.8)
ot %IIBH ]
Sejam
1 & & :
A== 3y, = > 2, 6,B,(x) (A.92)
207 15 pas
A
2 & Y iBat
B= Z z,log l—-e (A.9b)
i=l k=i

y
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c=i31-3) - 51| (A.90)
- 2 Z “hE il '
=l k=t z[ ﬁr: IJ
‘\ rel
de modo que (A.8)=A+ B-C.
A.2.1 Derivadas parciais em relacdo a A
oA
=0 (A.10a)
04
PN
0B & & 2181 ‘
m:ZZ Zk: T e puny Kl’ﬁk: |
R = et e S8,
2 18] per
L 1l—e i
18]
)y p— i 2k !ﬁ{; ll . ML (A.10b)
=1 k=1 e
E'ﬁn | > 6.1
L l—e -~ |
aC L2 1 X
=Si- - 8): (A.100)

QU
o
B
ek
3}:
T

de maneira que



88 Derivadas das funcdes de log-verossimilhanga

( A }

IAY |1 $ 2 1Bl 2P

e =l

or FElsip ] J
1 ’ |

“i(“ — i(zk,!ﬁk, D (A.11)

A.2.2 Derivadas parciais em relacfio a S

Como (A.93) = (A.2a),

a4 1
B, o’

¥ T
[y; “Zzlnﬂkak (XJ):I Br(xi)' (A.12)
k=]

Considere B; o valor de B referente & curva i. A derivada pode entdo ser obtida

por
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el & .
z ;L iéﬁm; Slgn(ﬁ.w )Zli ﬁr{ |_ } ﬁxi i Sign(ﬁsi )
&f el r= =
1B © - T
Iy
S5 (Z] B
—e & i g ) |
N
z. A 218 X
(’ ") 161 e Slgn(ﬁ.\'r }ZZI ﬁri i’ ¢s = k’
A =
K 2 ziﬁr[ RS
DB | 1-e
re=l
\
9B, = (A.13)
aﬁ.ﬂ.‘i -
Y ]
zki/% ;Fﬁ”i - | ﬁp’cf | Sign (JB.W ) _
-t K B B
Sl i8]
l—e i r=l |
o Bl
-z, A sien(f . Y8,
w416 |signB, ) = ses # k.
i8]
K : Yis!
16,11 #
r= y,
Portanto, somando para todas as m curvas, obtemos
c ok ~ ~
'E"El ﬁr: l A .!'B".i *ﬁ——-—i.ﬁhg
9B 0 sign(B,) | = 200Kz lBul B
= e e ™ =4 — T e rH > (A.14)
3B, < z TN “ i
Y181 Sis.d poe sl
r=l l-e = e J

conseguinte, ¢ dada por

De forma anéloga, considere C; o valor de C referente a curva i. A derivada, por
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sign(B,) Y| B, -1 B, |sign(B,)

z,A rel - , ses=k;
ki) { K s
L | B, ]J
60 B ) (A.15)
aﬁ.\'i )
— Zkf}" l ﬁp’w I Slgnfﬁs'f ) , se s # k
P 3
(2! 5, :}
r=l
Somando para as m curvas, obtemos
i

Asio . & S
aa; ) ilcn(ﬁwz Z""E' B, IMZ{(Z"" |\ 5., UJ
s {Zz 2. IJ as rés
R AT )1}. o
(glﬁ,,- |) 2

. e B
A idéia das passagens marcadas com

)

€ a mesma daquela para as passagens
marcadas com ', como visto antes, pois para as bases selecionadas para o modelo,

Zsf = 1.

Conseglientemente,
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— S i i Z i IB x.u Br x,'
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K - -
ANNB | i Bl
sign(B,) | = 2ol &z | Bl 2"3 |
" 7)) ] € - ’L; AL BTV [
[Zl B f] Ztﬁ,l ks Zw !
r=i l-e 1-e J
s
_ Asign(f3,,) (A.17)

r=l

(ilﬁn t]ﬁ
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Apéndice B

Demonstracoes

Exibimos algumas demonstracdes de casos em que as medidas resumo da Segfo (2.2.2)

podem ser consideradas equivalentes.

B.1 Média estrutural X medidas resumo

Proposicio B.1: A média estrutural das estimativas das curvas — Equacdo (2.19) — é um
caso particular da Equacdo (2.18) utilizando a medida resumo (2.15a), isto é, para

b=F.

s 1l o .
Prova: | =—>7 (estimativa por inteiro)
m i=l
1 n ~

=—YBA
1 ni ~

=B— /32,
m ]

=Bf (resumo pelos coeficientes das bases).
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B.2 Equivaléncia entre medidas resumo para alguns

Casos

Proposicao B.2: Se a base 4 ¢ selecionada por todas as curvas, as medidas resumo

ponderadas s3o equivalentes as suas versdes ndo ponderadas, isto €,
i) (2.15b) = (2.15a);
ii) (2.16b) = (2.16a);
iii) (2.17b) = (2.17a).

Prova: Note que Z,; = 1, Vi,de modo que Z, =1,.

i) Segue direto do fato de que 22 » =m, de modo que os denominadores de

i=}

(2.15) sdo iguais;

i1) i[z k!i Z, } = ”Z{IZK: Z,,} ) ZK:Z .. » de forma que os denominadores de
I rwl

i=] r=l i=l r=l

(2.16) sdo iguais;

nt Z ] m 1 )
iii) 2 = =z = e conseglientemente os denominadores de (2.17)
= Z Zrz = Z Zri
r=1 Fxl

sAo iguais.
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Proposicdo B.3: Se todas as curvas possuem um mesmo conjunto de bases em suas
expansdes, isto €, ou a base & estd na representaciio de todas as curvas ou ndo estd em

nenhuma representacdo, (2.15) = (2.16) = (2.17).

Prova: Seja K, o nimero de bases usadas na expansgo de cada curva, isto €,
il
Y Z,=K,, Vi.
i=l

O caso em que a base & nio estd na representacio de nenhuma curva € trivial:
ﬁk = ﬁk‘ ﬁﬁk" =0. Para os demais casos, segue da Proposicio B.2 que as versdes
ponderadas sdo equivalentes as ndo ponderadas. Portanto, basta mostrar que
(2.16a) = (2.153a) e que (2.17a) = (2.15a). Lembre que n(Z;) = m, de maneira que

Ek ;_1‘5: [Zkiﬁkf }

fwl

1) (2.16)=(2.15):
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Corolario B.3: Se todas as curvas possuem todas as bases em suas expansdes, todas as

medidas resumo sdo equivalentes.

Prova: Como Z; = 1;, Vi, isso € conseqiiéncia direta da Proposicdo B.3.

Proposicio B.4: Se as curvas cuja expansio inclui a base & possuem um mesmo nimero
de bases em suas expansdes, as versdOes ponderadas sio todas equivalentes, isto €,
(2.15b) = (2.16b) = (2.17b).

Prova: Seja [; o conjunto de indices das curvas cuja expansio inclui a base 4. Desse

modo,

K 7 = K, seiel (Z, =1)
"0, seig [ (Z, =0).

ra]

O caso em que a base & ndo estd na representagio de nenhuma curva € trivial:
B, =p, =" =0. Note que

iiig

Z[Zkﬂgki] i[ZkiﬁAki] Z[Zkfﬁkf]+2[zkf8kf] Z[Ziﬂka}

E =l =l el el _ el
BT - . - - ’
nZ,) 22 EZki +ZZ»’0 szi
ki el el il
i=l

pois Z;=0seig I
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97

1) (2.16b)}=(2.15b):

slanfe)-glznfe] sante]
slepsx] 3zl Skal
B ;Zi[zk,x:]] :Kig[ZkEKi]z ; z.

i) (2.17b) = (2.15b):

- Z iBf v Z IBf Z :B.‘ Z iﬁAi
Z} Kk ki Zl ki Mk 2" ki M +zf Ll
- - Z}Zﬁ - Z‘Zﬁ' T ZZ!’:‘ s leri
B = — = == =

¢ n(Z,) ) D Zy > KZ;:,

K r
i=l =l r=i
Yz,

Zk! ki ~
K Z ..
3z, | 32 Lyl Sk
_ =l ef, Kl . Kl el e — D
- Z zZ, 1 z,
Z Lo Lylzk] 25
e, ZZ €l T* 1l
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Proposicio B.5: Se as expansdes de cada curva possuem um mesmo ndmero de bases:
a) As versdes n2o ponderadas das medidas resumo sdo equivalentes;
b) As versdes ponderadas das medidas resumo sfo equivalentes.

Prova: Seja K; o nlimero de bases que entram na expansio de cada curva, ou seja,

iz,,. =K, Vi.
r=l

Observe que B& mi—Z[Z,{ﬁh ]

a) (2.15a)=(2.16a)={(2.17a).

i) (2.16a)=(2.15a):

i) (2.17a) = (2.15a):

a1 eln
Do — 1 N Zk;ﬂk,- — 1 - Z:n‘ﬁ:a -
ﬁﬁ: }nf: 1 ;}71\ ZNJ iK} ;{ K, }

£
i=] r=i i=l
Sz,

=l
n

[Zkaki}z [Zkaka]: Ek'

1
m i=]

|-

=1
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b) (2.15b) = (2.16b) = (2.17b).

Se as expansdes das curvas possuem um mesmo numero de bases, uma

dessas situagdes ocorre:
1) A base £ nao esté na representacao de nenhuma curva;

i1} As curvas cuja representacio inclui a base & possuem K; bases em sua

€Xpansio.

Em ambas as situacOes, decorre diretamente da Proposicio B4 que
(2.16b) = (2.15b) e (2.17b) = (2.15b).
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Apéndice C

Implementagoes

Listamos a seguir as principais implementacgdes utilizadas durante a dissertagio.

C.1 Implementa¢des em R

A versfio em R, que € mais antiga que as versdes em Ox, considera o critério de parada
fixo e nao inclui a proposta de registro do Algoritmo 3.1.

C.1.1 Bibliotecas

Arquive cablm. txt

library{splines)
#MONTA MATRIX DE B~SPLINES
bsl <- function(x, ndx){
knots <- as.single(sort(ci{rep{range{x), 4), gquantile(x, seg{l, 1,
length = ndx + 2){ - c{l, ndx + 2)1)})))
¥ <- as.single(x)
spline.des(knots, x, 4, 0 * x)Sdesign
}

#DERIVADAS PARA lambda

£1.lambda.vetorial <~ function(lambda) {
aux <- diag{rep(l,K))[.2]
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1
i

fl.lambda.vetorial.otim <- funcrion{lambda){

uns <- rep(l, sumi{z)}

return{ -( uns%*%3log({ (l-exp(~lambda*abs(betal)) / exp(-~
lambda*abs(beta}) ) - uns%*%{lambda*absi{beta)) ) }

)

fl.lambda <~ function(lambda){
soma <- sam(abs(be al)l
return{ -{ um{log{ {l-exp(-lambda*abs(beta)/soma}} / exp{~-

lambaa*abs(beta/soma)) )} -~ sum{lambda*abs (beta) /soma) ) )

3

£DERIVADAS PARA beta

#nac funciona pg beta eh a incognita: beta.grande <-

diag(rep(l,K))1,21%*%heta

£1l.beta.vetorial <- functicn(beta){
aux <~ y.s-B[, Z21%*%beta #AQUI REALMENTE DEVE SER MATRICIAL
uns <~ repi{l, sum(z})
return{ -(~1/({2*sigma2)*t(aux)$*Faux+unsi*slog{(l-expi-

lambda*abs{beta}l )} /exp({-lambda*abs (beta) )} —uns%*% { lambda*abs {(beta}) })

3

f1.betam <- function(beta){
soma <- sum{abs(betal)
aux <- y.s(1,1-Bi, Z]%*%beta #AQUI REALMENTE DEVE SER MATRICIAL
return{ -(-1/{(2*sigma2) *sum(aux*aux)+sum{log{{l~exp (=
lambda*abs (beta}) /soma)} ) /exp(-lambda*abs {beta)} /scma) ) ) -
lambda*sum{abs (beta} /somal )}
}

Arquive grad.txt

grr.antigo <- function{betacompieta}{

auxl <- y.s-B%*%betacompleta

aux2 <- sum(abs(betacompleta)}

aux3 <- exp{-lambda*abs{betacompleta) /aux?)

auxd <- sum{aux3*abs(betacompleta)/ {(1~aux3))

gr <- rep({,K}

for(i in 1:K) grlil <- l/sigmal*sum{auxi*B{,1i]) +
lambda*sign({betacompletalil)/ (aux2°2}) * { exp(-
lambda*abs (betacompletali] ) faux2) * (aux2-betacompletalil )/ (l-exp{~
lambda*abs (betacompletali]} /aux2)) - auxé + exp(-
lambda*abs (betacompletali]) /aux2) *abs (betacompletalil )/ {1-exp (-
lambda*abs (betacompletali}) /aux2)) )

gr
3
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grr <- function{betacompleta) {
auxl <- sign{betacompleta)
auxl <- abs(betacompleta)
auxs <- sumf{auxl)
aux3 <- exp(-lambda*auxl/aux2)
auxd <- auxld*auxi/{i-aux3)

as.vector({t(ci{y.s=-
B$*%betacompletal $*%B) /sigmal+lambda* (aux3 *aux{* (aux2-auxl) / { {1~
auxld) *aux2"2)-aux0/{auxZ~2) *(sum{auxd) -auxd) })

}

C.1.2 Rotina principal

Arquivo noitavom betas. txt

#RIBLIOTECAS DE FUNCOES
source{'cablm.txt’)
source ('cablm.txt’)

#PARAMETROS INICIAIS
set.seed{1l)

m<- 3
M<- .1
n <= 100

epsilon <- 107({-5)

#GERA CURVAS
A<-1

B<-2
curva<-a

if{curva==A} nbumps<-3 else nbumps<-1

if{curva==2a)}{
¥ <~- seg{ld, 2*pi, length=n}
¥ o<- cos{x)+sin{2*x)
nbumps<-3

lelse(

x<-seg({(,6, length=n)
y<-4d*exp (-x)~cos(x/2}
nbumps<-1

}

K<~4*nbumps+3

ast.y<-y.s<-matrix(0, m, n}
#ADICIONA RUIDO

PEQUENA<-1
MEDIA<~2
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GRANDE<-3
var.curva<-PRoUENA
mosira.inter<-20 #de guantas em guantas interacoes lmprimimos L

if {curva==A) {

#0 criterio de parada depende da variancia do ruido

1f (var.curva==GRANDE]} {
var.conver<-2
crit.parada<-.03

lelse if(var.curva==MEDIA){
var.conver<-4
crit.parada<-.01

lelse 1f({var.curva==PEQUENA) {
var.conver<~10
crit.parada<-.005

lelse

#0 criterio de parada cepende da variancia do ruide

if {var.curva==GRANDE)} {
var.conver<-2
critv.parada<-.005

lelse if{var.curva==MEDIA) {
var.conver<-4
crit.parada<-.003

Jelse if(var.curva==PEQUENA) {
var.conver<-10
crit.parada<~.001

}

for(i in 1:m) v.sli,] <- y+rnorm{n}/var.conver
v.s<-auxl

y<~auxil,]

ylim=c{mini{y.s)-.5 max{y.s}+.5)

par(mfrow=c(2,2))

plot(x,y,type='1’,col=]l, ylim=ylim,xiab="t’,yviab=‘¥(Xt) ")
for{i in 1:m) lines(x,v.s[i,],tyvpe='1l’',col=i+l,cex=.2)
plot(x,vy,type="1",yvlim=y1lim)

legenda<-NULL

#GERA MATRIZ DE B-SPLINES
B <- bsl{x, max(3, K-4))

beta.l<-matrix{{,X,m)
v.scl<-matrix(C.,m,n)
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#PARA CADA CURVA
for{li in l:m)/{
#ESTIMATIVA INICIAL
beta <- solve{t{B}%*%B)%*%$L(B)%*%y.s[1l,]
v.s¢c <~ B%*%beta
erro <- vyv.sl[l,l-y.sc
sigmaz <- l/n*sumf{erro™)

intervalo.lambda <- c{0+epsilon, M)
semente.beta <- repi(l, lengthi{beta))

teta <- rep(.5, K}

L <= 1
nloops <- 1000
parada <- 1

#INICIA ESTIMACAD ITERATIVA
while{(L<=nlcops) && (parada>crit.parada))i
if{t{L-trunc{L/mostra.inter) *mostra.intexr)) printic{'L’,L))
z <- repi{0, K)
while(sum(z)<3){
for{i in 1:K) z[i] <- rbinom(i, 1, tetafil)
}
Z <- z*geglz)
zz[L,] <- z

#ESTIMACAQ DE MINIMOS QUADRADOS
beta <- solve{t(B[. Z])%*3B[, Z1)%*%c(B[, Z2]1)%*%y.sll,]

# APENAS PARA gigma2 NA ESTIMACAQ DE lambda
¥.sC <- B[, Z]%*%beta

erro <- y.sll,l-v.sc

sigma? <- 1l/n*t(erro}%*%erroc

flambda <- optimize({fl.lambda, intervalo.lambda)Sminimum
lambda <- 1/ (i-exp{-1}}
lambda <- .5*lambda

#ESTIMACAO DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA
semente.beta<-beta
beta <- nlm(fl.betam, semente.beta)Sestimate

v.s¢c <- B[, Z]%*%beta

erro <- y.s{l,]-v.sc

gsigmaz <- 1l/n*t{erro)%$*%erro
tetalZ] <~ l-exp(-lambda*abs{beta))
parada <- tl{y-y.sc)%*%{y-y.sc)/n

L o <- L+l

ines(x,vy.sc,col=1+1)

3
3
legenda<~c{legenda, length({beta) +L/1000}

est.y[l,l<~y.sc #ESTIMATIVA POR INTEIRO
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#PARA MEDIDAS RESUMO
beta.ll,ll<~diagi{rep(l,K))[,21%*%heta

v.sclil, ]<-B%*%beta.1{,1]
3
#MEDIDAS RESUMO
beta.m<-medial (beta.l)
beta.mp<-rep(0,K)
for{i in 1:K) beta.mplil<-sum(beta.lli,])/max({sum{beta.l[i,}'=0),1)

beta.mpo<-rep{0, K}

num.b<-rep {0, m)

for{i in 1l:m}) num.blil<-sum{beta.l{,i]!=0}

for{i in 1:K} beta.mpolil<-
beta.l{i, 1%*%num.b/max (1, {{(beta.i1[i,]!=0)%*3num.b}}

beta.mpo.<-rep{(,K)
for(i in 1:X) beta.mpo.[il<-beta.lli, ]%$*%num.b/max{l, {(sum(num.b} )}

beta.mpol<~rep {G,K)
for{i in 1:K) beta.mpollil<-beta.l[i,]1%*%(1/num.b)/sum{l/num.b)

beta.mpol .<-rep(l,K)
for(i in 1:X}{
aux<-beta.l[l,1!=0
beta.mpol. [il<~beta.l1[i,]1%*%(1/num.b)
if{sum(aux)) beta.mpol.{il<~beta.mpol.[i]/{aux%*%(1/nun.b}}

}

v.om<~B%*%heta.m
y.cmp<~B%*Fheta.mp
v.cmpo<-B$*$bata.mpo
Y.Ccmpo.<-B%*beta.mpo.
v.cmpel<-B%*3beta.mpol
v.crpol .. <-B%*%beta.mpol.
#EQM

egm<-c (sum{ (y-y.cm)"2) /n, sum{ {yv-v.cmp} “2) /n, sum{ {(y-v.cmpo) “2) /n, sum( (y-
y.cmpo.) t2) /n, sum{{y-y.cmpol) "2} /n, sum{{y-y.cmpol.} "2) /n)

pp<-c(0,-.5)

if {curva==3){
pp<-ci{2,3}

1

legend({pp{l],.ppl2].as.character{legenda),cocl=seqg{2, m+1l),lty=rep{l, m})

®11()
pleoto{x, matrix{c({y.v.cm, y.cmp, y.cmpo, yv.cmpol) , byrow=T, nrow=5) )



C.2 Implementaces em Ox 107

C.2 Implementacdes em Ox

As versGes em Ox sdo as que utilizamos para simulacdo. As implementacdes do

Algoritmo 3.1 sfo experimentais.

C.2.1 Biblioteca

Essa € a traducio para Ox da funcio spiineDesign() do R, de autoria de Douglas M.
Bates e William (Bill) N Venables (verificar).

Arquive splinedesign.ox

#include <oxstd.h>
#include <oxfloat h>

decl sp_order, // ordem da spline

sp_ordml, // ordem - 1 {3 para spline cubica)

sp_nknots, // numero de knots

sSp_curs, // posicao no vetor de knots

sp_boundary; // knotsicurs] <= x < knotsi{curs+l]
// exceto para © caso boundary

decl sp_ldel, // diferencas 'a esguerda em knots

sp_rdel, // dAiferencas 'a direita em knots

sp_knots, // vector de knots

sp.coeff; // coeficientes

decl wval;

decl offsets;

set_cursoer{x) {// NAO PRECISA RETORNAR VALOR
decl i:

sp.curs = 0; // nao assume ¥ ordenado(?)
sp_boundary = 0;

for(i = 0; i < sp_nknots; i++){
if(sp_knots[il>=x) sp_curs = i;
if{sp_knots[il>x) break;

}
if({sp_curs>sp_nknots - sp_order){
decl lastlegii = sp_nknots -~ sp_order;
if{x == sp_knotsg{lastLegit]){
sp_boundary = 1;
sp_curs = lastlLegit;
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return sp_curs;
1
diff_table(x, ndiff)/{
decl i:
for{i = 0; 1 < ndiff; i++) {
sp_rdel{i] = sp_knotsisp_curs + 1] - x:
sp_ldel[i] = x - sp_knots[sp_curs - (i + 1)1;
}
}
basis_funcs{x, indice){ //b eh endereco
decl J, r;
decl saved, term;

diff_trable(x,

sp_ordml) ;

vallindice]l (0] = 1; // warning: indexandc matriz como vetor
for{(d = 1; 1 <= sp_ordml; J++){
saved = 0;
for{r = 0; r < j; r++){
term = vallindice]l[r] / (sp_rdelir] + sp. ldel(j - 1 -
rij;
vallindicelir] = saved + sp_rdelir] * term;
saved = sp_1delij - 1 ~ ri * term;
}
vallindicel {j] = saved;
}
}
spline_basis(knots., order, xvals){
decl nk, nx, i, I;
decl kk, xx;
kk = knots;
nk = columns (knots);
xxX = xvals;
nx = columns(xvals):
sp_order = order:
sp_ordml = order - 1;
sp_knots = kk;
sp_nknots = nk;
sp_rdel = sp_ldel = zeros{l, sp_ordmi};
val = zeros(nx, sp_order);
offsets = zeros{l, nx);
For{(i = 0; 1 < nx; i++){
set_cursor{xx[il)};
cffsets{i] = sp_curs - sp_order;
if {sp_curs < sp_order || sp_curs > {nk - sp_order)){

for {3 = 0; 7 < sp_order; j++) [
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vallilij] = M_NAN; // ou < . > (NalN}
3

1

elsel
basis_funes{xx{il, 1}; // aqui estah tentandc enviar

endereco

}

return val;

}

splinebesign (knots, x, ord){
decl 1;
decl nk, nx;

knots = sortr{knots); // ordena
if{(nk = ceolumns (kaots}) <= 0){
print{"Numerco de knots deve ser pelo menos a& ordem\n®);

exit(l);

}

nx¥ = columns{x};

if(ord > nk || ord <1){
print{"Ordem deve estar entre 1 e ¢ nimerc de nknots\n");
exit(l);

}

if{any(x .< knotslord-1]) || anyvix .> knotsink+i-ozrd-1]1)){

print ("Os valores de x devem estar no intervalo
[knots{ordem] . knots[nknots+l-ordem!i\n");
exit(1l};

}
decl temp = spline_basis(knots, ord, x};

//PONDC B NO LUGAR REFERENTE AQS PONTCOS (transforma em matriz
blocoe-diagonal - pode ser otimizado)

decl ncoef = nk - ord;

decl design = zerosi{nx,ncoef};

decl ind=range{l,nx);

for{i=l;i<ord;i++){
ind=ind~range(l,nx);

}

ind=sortr{ind);

for{i=0;i<columnsi{offsets) ;i++}{
ind=ind~offgetsiil+range(i,ord);

]

//shape pode servir para repetir e otimizar acima

ind= (shape (ind,nx*ord, 2} };

//temp eh nx x ord

temp = shapel{temp',1l,nx*ord);

decl j=0;

for{i=0;i<nx*ord;i++}{
designiindlil[01-1]{ind{il{11-1] = temp[j++];
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}

return design:;

C.2.2 Rotina principal

Essa versdo ja considera o critério de parada flexivel e pode fornecer, se especificado, os

EQM para virios casos (como foi feito nas figuras 3.11 € 3.12).

Argquive bslwin.ox

#include <oxstd.h>

#inciude <oxfloat.h>

#include <oxprob.h>

#import <maximize>

//#include </usr/local/iib/ox-3.20/packages/gnudraw/gnudraw.h>
//#include <h:/gnudraw/packages/gnudraw/gnudraw.n>

#include <../packages/gnudraw/gnudraw.h>

#include <sgplinedesign.ox>

enum {ESTIMADAS, BRUTAS, EMRI};

enum {PEQUENA, MEDIA, GRANDE};

enum {CA, CB};

const decl opcao = EMR;

const decl wvar_curva = 2;

const decl curva = (CB;

const decl var_conver = <10, 4, Z; 10, 4, 2>: //1 / desvio-padrao do
ruide;

//1linhas: curvas; colunas: magnitude da variancia
const decl crit_parada = <.005%, .01, .03; .001, .003, .003>;

decl ¥, in, sigmaz2, lambda;

-

decl v_=, B, Z, 1;

// log-verossimilhanca

fmvi{const vBeta, const adFuncao, const avbDerivadas, const amHessiana) {
decl ci;
decl dsoma = sumc{fabs(vBeta)):
decl vaux = y_s{1){1'-Bf1[Z]*vBetsa;

adFuncac[0] = -1/{2%sigmaZ) *sumc (vaux."2) + sumc{log{{l-exp{-
lambda*fabs (vBeta)/dsoma)) ./ exp(-lambda*fabs(vBeta)/dsoma)}) -
lambda*sume (fabs {(vBeta) /dsona) ;
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iflavberivadas)

decl vaux0 = vBeta .»> 0 .7 1

: VBeta .< 0 .7 -1

> 0y - {a .< 0);
decl wvauxl = fabs(vBetal;
decl dauxZ2 = sumc({vauxl);
decl vaux3 = exp{-lambda*vauxl/daux);
decl wvauxd = wvauxd.*vauxl./{l-vaux3);

avDerivadas [0]

= B[] {Z] *vaux/sigmaZ +

lambda* {vaux3. *vaux0.* (daux?-vauxi) ./ ((l-vaux3d) *daux2~2) -

vaux0/ {(daux2~2} . * {sumc{vauxd)-vauxd)}:

K
return 1; // SUCESSO
}
main(}{
decl knots;
decl nbumps, ndx, ordem = 4;
decl n;
decl m, M, epsilon:
decl x, v:
decl est_vy, y_sc;
decl i, r, L, nicops;
decl erro, teta, beta;
decl z;
decl semente_beta, intervalo_lambda;
decl Lambda, Dim _beta, Parada, tetas, Sigms2, parada, max_beta;
decl pos, betamv, valormaximo;
decl beta_l, eqgm, est_media;
decl repita, tol;
decl beta_cm, beta_cmp, beta_cmpo, beta_cmpo_, beta_cmpol,
beta_cmpel , num_b;
decl y_cm, y_cmp, Y.CHpo, y_cmpo,., v_cmpol, v _cmpol_;
gecl v_c;

decl tempo=timer():;
format ("%#7.7g"} ;

n = 1090;

m = 10;

M= .1;

epsilon = 10°(-5);

if (curva==CA) {
® range(0, M _2pI,
v cos{x]) + sin{2*x);
nbumps = 3;

]

}
else if({curva==CB) {

x = rangel(l, 6, (6-0)/(n-1)}
v = 4 * exp(-x) - cos(x / 2}
nbumps = 1;

jelge!

(M_2PI-0)/(n=-1));

print {"Codigo de curva invalido\n"};:
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exit{1l);

1Y

X = * nbumps + 3;

ndx = max(3, k-4);

knots = constant{mini(x})., 1, 3)~guantiler(x, range (0, 1, 1/{ndx +
2 - 1)))~constant (max{x), 1, 3}:

// monta matriz de B-splines
B = splirneDesign{knots, x, ordem):;

decl R = 1; // R>»1l apenas quando queremos calcular o EQM para
varics casos
egm = zeros(6, Ri; // egm para as medidas resumo
decl conv = zeros{m, R);
for{r=0;r<R;r++}{ // fixa caso e aleatoriza semente
println{"r=",r};
ranseed{r+l):

// gera curvas
yv_s = vy + rann{m, n} / var_conver!lcurva] [var_curval;
beta_l=zeros{K, m);

//para cada curva

for(l=0; 1 < m; 1++}{
printin{ l=",1);
repita=1; toi=l;

while{repita){ // criteric de parada flexivel
printin{*tol=",tol};

// estimacac inicial
beta = invertsym(B/ *B)*B’'*y_sili[]’;
y_sc = {B*beta)’;
erro = y_sill[] - yv_sc;
gsigma2 = 1 / n * sumri{errs.”2);

intervalo_lambda = constant(0 + epsilon, 1, M);
semente_beta = constant(l, 1, columns(beta)});

teta = constant{.5, 1, K):

L o= 0;

nlcops = 1000;

Lambda = Dim_beta = Parada = SigmaZ = zerosi{l,
nloops);

parada = 1;

max_beta = 0;

tetas = zercsi(nlcops, X);

while{{L < nlocps) &&
(parada>crit_paradaicurva]l [var_curva]*tol);{
if{! (imod(L,50})) println(*L=",L};
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z = zerosi{l, XK);
while{sumr(z) < 3)
for{i = 0; i < K; i++) z[i] =
ranbinomial(l, 1, 1, tetalil}:
// z = zz[LI[];
Dim_betall] = sumri{z);

pos = rangel(l, K);
Z = selectci{pos, z .* (pos)) - 1;

// estimacao via minimos gquadradoes
beta =
invertsymi{B[I [z} *B[][23)*B[1{z] " *y_s[1][]";

/ /% APENAS PARA sigmaZ NA ESTIMACZ0O DE
lambda
= (B[][Z]*beta)’;
grro = y_s[li[] - v_sc;
/ n * sumr{errc.”2};
//# testar transposicao

y_sc

sigmaZ = 1

lambda = 1/(l-exp(-1)1}; //#pode ser
delaracao externa ao laco

lambda =

Lambda L

semente_

o ]
113 -

// estimacac via maxima vercsgimilhanca

MaxControl (2000, 0} //num maximo de
iteracoes (default eh 1000}, imprime resultado a cada 50 iteracoes
{default eh 0}

betamv = semente beta;
MaxBFGS{fmv, &hetamv, &valormaximo, 0,

y.sc = (BIl[Z]*betamv)’;
erro = y_s{1l1{] - v_sc;

sigmaZ = 1 / n * sumr(erro.”2);

Sigma2{L] = sigma?l;

tetal{Z] = 1 ~ exp(-lambds *
fabs (betamv) ) ;

tetas([L][] = teta;

parada = sumr(({y-y_sc)."2) / n;

Parada[L] = parada;
Li++;

}

println("Le=",L-1);
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if({paradae<={crit_parada[curva] [var_curval *tol) ) {

replita=0;
conv([l]l[ri=1;
}
elsel
tol*=1.3;

i

//repita=0; // siga sempre, para criterio de

parada fixo

}

println("sumz",sumr{z})

beta_1[1[1l] = diaglones{l, K)}[1[Z]*betanmv; //expande

dimensac de beta

// est_yill{] = y_sc; //nac precisamos mais

}

// medidas resume
beta_cm = meanr {(beta_1l);

//est_media = meanc(est_y}; // nao precisamos mais

beta_cop = zeros{K,1l);
for(i=0; i<K; i++) beta_cmpli] =
sumy (beta_l1[il[1)/max{l~sumr(beta_1[11[].!=0)};

beta_cmpo = zeros(K,1l):;
num b = zerosi{m, 1);

for (1 = 0; 1 < m; i++) num_blil = sumci{beta 1[i1[i].!=0);

for{i=0; i<K; i++) beta_cmpol{i] = beta_liil[i*num b /
max (l~(beta_l[i]1{1.!=0)*num_b);

bete_cmpo,,. = zeros(X,1);

for(i=0; i<K; i++) beta_cmpo_[(i] = beta_ *num b /

max (I~sumc (num b)) ;

beta_cmpol = zeros{K,1);
for{i=0; i<K; i++) beta_cmpolii] =
beta 1[il[]*sumr(num_b."{-1}) / sumc{num b."~{(=-1})};

beta_cmpol = zeros(K,1l);

decl aux;

for{i=0; i<K; i++)({
aux=beta 1[i]i].1!1=0;

beta_cmpol_ {i] = beta_l{ili]*sumr{num_b. {~1)};

if (sumr{aux})) beta_cmpol_[i] /= aux*

{num_b.~{-1})};

I beta_cmpol_[i]l = beta_1[il[l*sumr{num b.~{~-1)}} /

(beta_1[il[].!=0}*{num_b."~(-1})));

-
I3
E

y_c =

(B*beta_cm) ' | (B*beta_cmp) ' | (B*beta_cmpo_ ) ‘| (B*beta_cmpo) ' | (B*beta_cmpol

)7l {(B*beta_cmpol_ ) ' ;
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C.2.3 Registro experimental

curva

for(i=0;i<6;1i++) {
egmlil [rl=sumr{{y-y_clil[])."2)/n;

}

1f(R==1){
print('e”, sunr{ (meanc{y_s)-y_cl01[]}."2)}/n);
print{egml<0,2,4>1);

}

//Draw(0,y]est_y[j[]); //desenha todas estimadas de cada

/ /ShowDrawWindow () ;
//  CloseDrawWindow(};
3
// para graficos noc R
decl egmm=meanr {egm);
decl somaconvs=sumc{conv};

decl eqmp={egm*({somaconv.==m}"’))/sunr (somaconv.==m) ;
println{*tempo”, (timer () -tempo} /100, " seg®}:

C.2.3 Registro experimental

Essa vers3o € uma implementacdo experimental do Algoritmo 3.1. Listamos apenas as

partes de bsS1win.ox que precisam ser modificadas, substituindo com . . . 0 que

permanece inalterado.

Arquive bslreg.ox

/7 PASSO 0.1

// CBTEM FORMA FUNCIONAL DAS CURVAS ATRAVES DO ALGORITMO 2.2
decl R = 1;

eqm = zeros{6, R);

decl conv = zeros{m, R):

for{r=0;r<R;r++)1{

printin{"r=",r);
v_s = loadmat("yreg2.mat"}; // NOME DO ARQUIVO COM CURVAS A

SEREM REGISTRADAS

beta_l=zeros{K, m):;
y..c = zeros{m, n);
for(l=0; 1 < m; 1++){
printin{"l=",1};
repita=1l;: tol=1l
while{repita){
println{"tol=",tol);
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while({L < nloops) &&
(paradarcrit_paradaicurvaj [var_curva] *tol/5}) {

if{1 {(imod{L,50})) printin{"L=",1);

while{sumr{z) < 3} for{i = 0; 1 < K; 1i++)}
z{1] = ranbinomial{(l, 1, 1, tetafil);

pos = rangel(l, K);

2 = gelecto(pos, z .* {(pos)) - 1;

beta =

invertsym(B[] [2] "*B{][2])*3[]{Z] *y.s[1]1[]":

//# APENAS PARA sigmaZ NA ESTIMACAO DE

lambda
yv_sc = (B[][Z]*beta}’;

L++;
}
printin{"L=",L-1);

}

printin{"sumz",sumri{z));

beta 1[1[1] = diaglonesi{l, K)}[]iZ]*betamv; //expande
dimensac de beta

v_cfilli{] = yv_sc; //neo precisamcs mais

1

// PASSC 0.2

// NORMALLIZA AS VERSOES FUNCIONAIS

y.cn = ({y_c’'-minc(y_c’})./{maxci{y_c’)-mincl{y_c’)1}}";

decl v_dados=y_s;

// PASSOS 0.3 E 0.4
decl landmark = yv_cni0]i]l;
decl delta=zerosim,1l):

decl minimo;

decl i;

decl auxl;

decl d4if;

decl v_cns=zeros{(m,n);

for{i=0;i<m;i++){
/4 OBTEM delta DA EQUACAD (3.4)
minimo=sumr{{y_cn{il{l~landmark}."2);
deltalil=0;
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for{i=0;j<n-1;3i++){

auxl=dropciy_cn{ii[],range(l.Jji)~dropc{yv_cni{il[],.range{j+1l,n-1)});
dif=sumr{{auxi-landmark).”2);
1f(dif<minimo){
minimo=dif:
deltalil=]+1;
}

3
// TRANSLADA AS CURVAS NAO NORMALIZADAS

iflitdeltalil ) {

yv_cns{i] [i=y_cn(i] (],
3
else
v _cns[il [l=dropci{v_cn(il],range{l,deltali]~-

Iyy~dropci{yv_cniil ], range{deitaliil ,n-1}};
v_siilli=dropciy_s[il[],range(0,deltalil-
ly)~dropeiy_siill], range{deltalil,n-1));

}
}

//v_s estah registrado

/*Draw(C,y_c};
Draw(l,y_cn);
Draw{2,y_cns);
ShowDrawWindow () ; */
v_sn = {{y_s’'-minc{y_8)}./ (maxc{y_s’')-minc{y_s'})}";
//dados normalizados

median = meanr(y_sn); // media estrutural normalizada

// APLIQUE ¢ ALGORITMO 2.2 (PROGRAMA bsiwin.ox)
beta_l=zeros (K, m);
y_C = Zerosi{m, n}:
for{l=0; 1 < m; 1++}{

printin{"i=",1);

repita=1i; tol=1l;

whilel(repita){

printin{"tol=",tol);

while( (L < nlcops) &&

(paradarcrit_paradalcurval [var_curval*tol*5)}{
1f(1 (imod{L,50))) printin{"L=",L};

T+
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}
// medidas resumo

Draw(0.y_cly);

Draw({l,y_s|v):

Draw(2,y.dados|v};

Y.< =

{B*beta_cm) ' | (B*beta_cmp) ' | (B*beta_cmpo_) ’

) ' | (B*beta_cmpol _J’;
Draw(3,y_c|medianiy);
ShowDrawwWindow () ;

(B*beta_cmpo) ' | (B*beta_cmpol

C.3 Implementacdo em Matlab

Essa é a versdo em Matiab para o cdlculo da matriz de B-splines. Ela foi retirada de
Eilers and Marx (1996) e considera apenas o caso particular em que o grid de nds é
uniforme (eqliiespacado). NOs a utilizamos apenas para avaliacdo da velocidade de
célculo em comparacio com o Ox e o R e da precisdo numérica em comparacio com
esses soffwares, tendo como referéncia a precisdo da versdo em Maple. Como ela
apresentou alguns erros quando executando na versdo 6.1 do Matlab (devido a algumas
multiplicagfes invalidas entre matrizes), apresentamos a versdo modificada a seguir.

N&o garantimos que a versdo modificada nem a original calculem corretamente a
matriz de B-splines. O que fizemos foi apenas para garantir que o programa forneca uma
matriz tetra-diagonal tanto no Matlab quanto em outras plataformas para comparacio da
estabilidade numérica e tempo de computacdo de um mesmo algoritmo. Como jé foi
comentado, o algoritmo que testamos e confirmamos sua corretude € aquele da versdos
em R e a nossa traducio para Ox, ambos com grid varidvel.
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Arquivo bsmatliab.txt

function B

end;

= bgpline{x, xl, xr, ndx, bdeg}
(xr - x1)} / ndwx; % © GRID UNIFORME; xl1 = min{x), lr = max{x)

ax

t = %l + dx * [-bhdeg:ndx-17;

T = cnes(sizel(x))’ * t; % O INICIQ DE CADA INTERVALO

¥ = x* * ones{size(t)); % VALORES EM QUE AVALIAMOS A MATRIZ

P = (X - Ty / dx; % 085 COEFICIENTES DA RECURSAQD

B = (T <= X} & {X < (T+dx}); % EM QUE INTERVALO ESTAMOS AVALIANDOC

r = [2:lengthi{t) 11;

for k = l:bdeg % PARA O GRAU ESPECIFICADO (3 NO NOSSO Caslt)
B={P .*B+ (K+1-P)y .* B{:, v} / k;

end;

C.4 Implementacdo em Maple

Essa € a tradug@o para Maple da versfio da rotina da Se¢do C.3. Portanto, considera

apenas 0 caso particular em que o grid de nds € uniforme. Nés a utilizamos apenas para

avaliacio da precisdo numérica das versdes em Ox ¢ em R, montando a matriz de B-

splines com variaveis simbdlicas e avaliando-a, ao final, com mantissa de 100 digitos.

Arquive bsmaple.mws

bsl

= oprocix, xi, xr, ndx, bdeg)

local 1, 3., k,

n_x, dx,
£, ones_t, ones_x, Bl, r,
T, X, P, B:

with(linalg): # PACOTE PARA CPERACOES COM MATRIZES

n_% := LinearAlgebra[Dimension] (x): # TAMANHO DE x

dx

i= {xXr-xl)/ndx: # 0 GRID UNIFORME

oneg_t := <geg{l, 1 = 1..bdeg+ndx)>: ¥ VETOR DE UNS

.
|18

:=gonvert (ones_t + <dx*seg{i,i=-bdeg..ndx-1)> matrix):

# VETOR DE UNS

ones_x := convert(<seg(l, i = 1..n_x)>, matrix}:
# VETOR DE UNS

ones_tT := convert(ones_t, matrix};
T := multiply{ones_x, transpose{t)):

$ 0 INICIC DE CADA INTERVALO
¥ = multiplyl(convert{x, matrix), transpose{ones_t)}:

# VALORES ONDE AVALIAMOS A MATRIZ
P := evalm{(X-T}/dx): # COEFICIENTES DA RECURSAD
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B := matrixi{n_x, bdeg+ndx, 0):
for 1 from 1 to n x do
for j from 1 to bdeg+ndx do
if (ds(Tii,3] <= X[i,4]) and isi{X(i.J} < T[i,71+dx)) then

Bii,Jd] = X: # EM QUE INTERVALDO ESTAMOS AVALIANDO
end if:
end do:
end do:
Bl := <geqg(Bii, 1], i = 1..10)>:

# PRIMEIRA LINHA DE B, NECESSARIA PQ O LACC ABAIX(Q ALTERA-A (%)

r = <seg(i, 1 = 2..bdeg+ndx), 1>:
for k¥ from 1 to bdeg do
for 1 from 1 to n_x do
for j from 1 to bkdeg+ndx-1 do

Bli,3] = (P{i,d1*B[1i,.J] + (k+1-Pli,3]1)*B{i, r{ii11)/k:
end do:
Bli, 43 := (P[4i,J1*Bli,7} + (k+1-P[i,301)*Bliil)/k: # DE (*)
end do:
end do:

returni{evalm(B)}:
end proc:
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Esse glossério exibe alguns termos utilizados no texto cujo significado nio foi explicita-
mente declarado ou enfatizado e a definicio do modo como consideramos alguns deles.

(x)+: max{x, ¢)

<f, x>;: produto interno entre 5 e x considerando apenas as suas 4 primeiras posicdes

S8
illl;: norma L,

a.bia,a+l, a+2, ... b-1,b

absolutamente continuamente diferencidveis, curvas: curvas cujas derivadas sio absolu-

tamente continuas

AIC: critério de informacio de Akaike (Akaike information criterion)

bandwidth: largura da banda ou do intervalo

bump: saliéncia

C"[a,b]: classe das funcdes v vezes continuamente diferencidveis em [a,b]

CV: validacio cruzada (cross-validation)

DD: diferencas divididas

EQM: erro quadritico médio

EQM combinado: EQM considerando como referéncia uma curva que ndo a verdadeira

Sfeature: saliéncia, nuance

121
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grid: grade ou malha onde sao definidos os knots

1{P): funcdo indicadora da propriedade P

knots: nos

Lrla,b]: classe das fungles cujo quadrado € integravel em [a,b]
A (u, 0°): distribuicio normal com média x e varifincia o
nuance: 0 mesmo que propriedades; bump

online: medido continuamente

SR: corpo dos reais

roughness: quantidade de curvatura, oscilagio, em oposi¢éo a suavidade
shift. translagdo

sign{x): funcio sinal de x

SOC: sistema ortonormal completo

spline suave: smoothing spline

SQRP: soma de quadrados dos residuos penalizada

U(a, b): distribuigdo uniforme com pardmetros a e b

W) {a,b]: classe das fungdes v-1 vezes absolutamente continuamente diferencidveis

com D'f € Ly[a,b], espaco de Sobolev de ordem v
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