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Resumo

Este trabalho é dedicado ao estudo de alguns aspectos da Teoria de Representacoes de Gru-
pos Quanticos. O problema motivador era estender, para o caso de Grupos Quanticos Dinamicos
Elipticos, o Teorema de Drinfeld-Kohno para monodromia da equacao de Knizhnik-Zamolodchikov.
Neste sentido, nosso resultado principal é a construgao explicita de uma versao quantizada do fun-
tor de Kazhdan-Lusztig para sl,. Os métodos empregados nesta construgao foram prescritos por
I. Frenkel e N. Reshetkhin no artigo em que construiram operadores de vértice quanticos e con-
jecturaram a existéncia da quantizacdo deste funtor. Além deste resultado principal, também
obtivemos a parametrizacao da decomposi¢ao em blocos da categoria abeliana das representacoes
de dimensao finita da algebra universal envelopante quantizada de uma algebra de Lie afim simples
sobre os complexos (nao torcida). Aqui as ferramentas principais foram os resultados de Chari-
Presley e Kashiwara sobre a teoria de representacoes destas algebras, além de um resultado de
Kazhdan-Soibelman sobre a elipticidade de uma certa composicao de restrigdes da R-matriz uni-
versal a representacgoes de “avaliagdo”. Este ultimo resultado nos motivou a definicdo de um novo
objeto, que chamamos de Carater Eliptico Central, o qual desempenha papel fundamental nesta
parte do trabalho.

Abstract

The objective of this work is to study some aspects of the Representation Theory of Quan-
tum Groups. The central motivating problem was to generalize, for Dynamical Elliptic Quantum
Groups, the Drinfeld-Kohno Theorem about monodromy of the Knizhnik-Zamolodchikov equa-
tions. In this direction, our main result is the explicit construction of a quantum version of
the Kazhdan-Lusztig functor. The methods we used here were predicted by I. Frenkel and N.
Reshetikhin, when they constructed quantum vertex operators and conjectured the existence of
such a quantized version of this functor. Besides, we also obtained the parametrization of the block
decomposition of the abelian category of finite dimensional representations of Quantum Affine Al-
gebras associated to (non-twisted) complex simple Lie algebras. Here, the main tools were the
results of Chari-Pressley and Kashiwara on the representation theory of these algebras, and a re-
sult of Kazhdan-Soibelman about the ellipticity of a certain composition of the restrictions of the
universal R-matrix to “evaluation” representations. The later result motivated us to define a new
object, which we named Elliptic Central Character, that plays a fundamental role in this part of
the work.
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Introducao

Os ultimos 25 anos tem assistido uma interagao extremamente frutifera entre Fisica e Matema-
tica, resultando no nascimento de varias dreas de pesquisa e na descoberta de poderesosas fer-
ramentas em outras tantas. Grupos Quéanticos é uma delas. Apesar de seu bergo ter sido a
literatura Fisica, ao longo dos anos eles passaram a causar grande entusiasmo a medida em que,
quase que inesperadamente, se estabeleceram como “pontes” ligando dreas da Matemadtica que, a
priori, pareciam desconexas. Como exemplos citamos a construgao de invariantes topolégicos que
possibilitaram teoremas de classificacdo em Teoria de Nés e a Representagdo de Grupos Algébricos
em caracteristica p. Também na Fisica a Teoria de Grupos Quanticos foi além de suas motivacoes
originais, tomando um lugar de destaque em diversas areas da Fisica-Matemaética como Teoria
Quantica de Campos, Teoria de Cordas e Fisica de Altas Energias.

Do ponto de vista matematico, a Teoria de Grupos Quanticos pode ser entendida como uma
generalizacao da Teoria de Algebras de Lie. Grupos e Algebras de Lie propiciaram a criagao
de diversas ferramentas e exemplos importantes em vérios assuntos diferentes. Uma ramificacao
especialmente bem sucedida desta teoria é aquela de Grupos de Lie compactos e suas Algebras
de Lie correspondentes. Em decorréncia deste sucesso, foram feitas varias tentativas de produzir
generalizagoes. Uma das generalizacoes mais importantes foi descoberta no final dos anos 60 e,
as algebras de Lie obtidas, sao hoje conhecidas como Algebras de Kac-Moody. Essencialmente, as
Algebras de Kac-Moody sao obtidas da apresentagao das algebras de Lie simples em geradores de
Chevalley e relagoes de Serre, por uma generalizacdao da matriz de Cartan, i.e., para cada matriz de
Cartan generalizada, constréi-se uma Algebra de Kac-Moody através de geradores e com relagoes
codificadas na matriz dada. Uma familia de Algebras de Kac-Moody de particular interesse € a das
chamadas Algebras de Kac-Moody Afim, que ocorrem quando a matriz de Cartan correspondente
é semi-definida positiva de posto n — 1 (onde n é o ntimero de linhas e colunas da matriz). O
principal fator que faz das Algebras de Kac-Moody Afim ser um objeto extremamente rico, é que
elas admitem uma construcao concreta, a partir de uma algebra de Lie simples g dada. Ou seja, para
cada g simples, temos associada uma Algebra de Kac-Moody Afim (ndo torcida) que denotamos

por g.

Neste contexto, Grupos Quanticos sao obtidos a partir de uma generalizacao das relagoes de
Serre. Drinfeld e Jimbo, em 1985, interpretaram as relacdes de Serre no contexto de algebras
associativas, i.e., eles olharam para os geradores de Chevalley e relacées de Serre como o conjunto
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de dados que define a Algebra Universal Envelopante U(a) da élgebra de Kac-Moody original a.
Entéao eles apresentaram uma surpreendente deformagao das relagoes de Serre. Na realidade, essa
deformacao, também chamada de quantizagao, estd associada a um parametro ¢ € C e da origem
a uma familia de dlgebras que sao denotadas por Uy(a). Um fator fundamental na construgao de
Drinfeld e Jimbo é que Uy(a), assim como U(a), admite uma estrutura de dlgebra de Hopf com
um elemento especial R, chamado de R-matriz universal, responsavel por toda riqueza da teoria.
A R-matriz universal é solucdo do que hoje conhecemos como Equagao Quantica de Yang-Baxter
(QYB) e que é o bergo de toda teoria (na literatura de Mecéanica Estatistica QYB era conhecida
como The Star-Triangle Relation). A partir dos trabalhos de Drinfeld e Jimbo, ficou claro que o
“mundo” matemadtico para se trabalhar com o que genericamente se chamava de Grupos Quanticos
era o das Algebras de Hopf. Por este motivo, as dlgebras de Hopf U,(a) foram batizadas de um

Grupo Quantico associado a a.

Em 1984, Knizhnik e Zamolodchikov deduziram equagoes diferenciais para blocos conformes
da Teoria Conforme de Campos de Wess-Zumino-Witten. Atualmente estas equagoes sao conheci-
das como as equagoes de Knizhnik-Zamolodchikov (KZ). As equagoes KZ formam um sistema de
equacoes diferenciais parciais de primeira ordem para uma funcdo de m varidveis complexas a
valores no produto tensorial V®™, onde V é uma representaciao de g. Este sistema tem singulari-
dades regulares ao longo dos hiperplanos z; = z; (i # j) em C™, e pode ser interpretada como uma
conexao em um fibrado sobre o complemento D,,, destes hiperplanos, com fibra V®™. Mais ainda,
esta conexao possui uma simetria que induz uma conexao em um fibrado sobre o espaco C,, das
orbitas da agdo obvia do Grupo Simétrico S, em D,,. O ponto crucial é que esta conexao é plana
e, consequentemente, a monodromia das solugoes das equacgoes KZ define uma representagao do
grupo fundamental de C,,, que é isomorfo ao Grupo de m Trancas (Braid Group) By,, em V®™,
O Teorema de Drinfeld-Kohno estabelece uma relacdo entre a monodromia das equagoes KZ e a
Teoria de Grupos Quanticos, ao dizer que esta representacao ¢ equivalente a uma representagao de
B, obtida a partir das propriedades da acao da R-matriz universal de U,(g) relacionadas a equagao
QYB!

Um dos resultados mais espetaculares em Teoria de Representagoes nos tltimos anos foi a des-
coberta do funtor de Kazhdan-Lusztig (KL) [KL93, KL94|, que nada mais é que uma extensao
altamente nao trivial do Teorema de Drinfeld-Kohno. O funtor de Kazhdan-Lusztig vai da catego-
ria de fus@o das representagoes de uma algebra de Kac-Moody Afim na categoria de representacoes
do Grupo Quantico correspondente e, genericamente, estabelece uma equivaléncia entre essas cate-
gorias. Uma outra maneira de olhar para a construcao deste funtor é explorando a associatividade
da “dlgebra” de certos operadores de intercambio para a Algebra de Lie Afim. Tais operadores
de intercambio (isto é, homomorfismo de representagoes), sao também conhecidos na Fisica como
Operadores de Vértice.
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Em 1992, no artigo pioneiro [FR92|, I. Frenkel e N. Reshetikhin generalizaram a nogao de
blocos conformes para o caso g-deformado, e propuseram uma versao quantizada das equacoes KZ,
batizadas de equacoes qKZ. Essas equacoes nao sao mais diferenciais, mas equacoes de diferencas

25 onde x depende da dlgebra de Lie simples em questdo e de um parametro k € C (a

com passo g~
carga central da Algebra de Kac-Moody Afim). Eles também calcularam a conexao destas equagoes
(o que dé origem ao conceito de g-monodromia) em um caso particular. O resultado coincidiu com
certas solucoes elipticas da equacao QYB. Isto deu origem a uma conjectura sobre a existéncia de
uma versao quantizada do funtor KL. De fato, estava implicitamente sugerido em [FR92] que, uma
vez que as matrizes que codificam a monodromia das equacoes qKZ sao elipticas, o funtor qKL
deveria levar a categoria das representagoes da Algebra Afim Quantizada Uy,(g), na categoria das
representagoes de um objeto a ser batizado Grupo Quantico Eliptico. Porém, na época, nao era

claro o que tal objeto deveria ser.

A Teoria dos Grupos Quanticos Elipticos passou a se desenvolver a partir dos trabalhos de G.
Felder [F94]. Ali foi constatado que a equagao central da teoria nao era a usual QYB, mas uma ge-
neralizagao, agora chamada de Equagao Quantica Dinamica de Yang-Baxter (QDYB), que também
ja havia aparecido anteriormente na Fisica. Em particular, Felder definiu Grupos Quanticos
Elipticos do tipo A, E;.(sl,+1), usando a solugdo correspondente da equacao DQYB. De fato,
a mesma definicdo também funciona para os tipos BCD, usando-se as R-matrizes dinamicas ade-
quadas encontradas em [JMO87]. Entretanto, por razoes técnicas, os respectivos Grupos Quanticos
Elipticos ainda néao sao tao bem entendidos como os de tipo A. De qualquer maneira, apds os traba-
lhos de Felder, foi possivel formular a conjectura de Frenkel-Reshetikhin precisamente, pelo menos
para tipo A: a monodromia das equactes qKZ é codificada pela R-matriz do Grupo Quéantico
Eliptico definido por Felder. Isto foi provado por Tarasov e Varchenko, primeiramente para sly
[TV97] e, posteriormente para sl, 1, usando uma sofisticada teoria de férmulas integrais. Muitos
outros trabalhos dedicados ao assunto surgiram desde entao [FV96, TV97, JKOS97, ABRRYS,
EV99] clarificando as idéias por tras destes objetos (veja também [F02] para um survey sobre a
literaura). Mas o funtor KL permanecia apenas como “folclore”.

A construcao explicita de uma versao do funtor KL para tipo A é o problema central re-
solvido neste trabalho. Em particular, mostramos que ele é totalmente fiel, i.e., que define
uma equivaléncia entre a categoria das representacoes de dimensao finita de Uq(;[nﬂ) (com es-
calares estendidos) e uma subcategoria da categoria das representagoes do Grupo Quantico Eliptico
E;(sly4+1), para valores apropriados dos parametros. Para isso, além das idéias de [FR92],
também usamos a chamada Construgao de Intercambio desenvolvida por Etingof e Varchenko
em [EV99]|. Com esta técnica, é possivel deduzir a formulacao geral da conjectura de Frenkel-
Reshetikhin a partir de sua versao em um caso especial: no produto tensorial de duas cépias da
representacao natural de sl,.; em C""1. Estes célculos sdo feitos através da teoria cldssica da
fungao g-hipergeométrica 2¢1, como sugerido em [FR92]|. Também fica claro que todos os célculos
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funcionam para representacoes de dimensao infinita de Ugy(sl,+1), cujos espacos de vetores ho-
mogéneos sejam de dimensao finita. Isso implica numa extensao do funtor qKL que confirma a
conjectura de Tarasov e Varchenko [T'VO01] sobre a existéncia de uma deformacao eliptica para tais

representagoes.

Um dos célculos envolvidos neste programa ¢ o da restricao da R-matriz universal de U, (;[nﬂ)
no produto tensorial de duas “representacoes de avaliacao”. De fato, ao contrario do caso classico,
esta nomenclatura nao é completamente apropriada para o caso quantico, uma vez que nem toda
representacao de dimensao finita de Uy(g) pode ser transformada numa representacao de Ugy(g).
Para sl, 1 isto é sempre verdade devido a aplicagdo de Jimbo [J86], mas em geral temos que
aumentar o espaco de representacao. Todavia, existe uma teoria bem desenvolvida de afinizacoes
(ao invés de avaliagoes) de representacoes de Uy(g), para toda dlgebra de Lie simples g. Essa teoria
foi desenvolvida por Chari-Pressley em diversos artigos. Desse modo, ndo precisamos aqui nos
restringir a sl, 11 e considerar este cdlculo de maneira geral. Mas estas consideracoes j& indicam
que existe algo de diferente na categoria das representacoes de dimensao finita de U,(g) em relagao
a de g. Uma diferenca essencial é a seguinte. E bem conhecido que toda representacao de dimensao
finita de g é completamente redutivel, ou seja, a categoria de representactes correspondente é
semi-simples. Este resultado vale, de uma maneira um pouco mais fraca, para g, devido a um
resultado geral de Chevalley que diz que a categoria abeliana gerada por produtos tensoriais dos
objetos simples da categoria de representacoes de dimensao finita de qualquer algebra de Lie é
semi-simples. Porém, mesmo nessa versao mais fraca, o resultado é falso para U,(g), até quando
g = 5l,41 (lembre que Uy(g) ndo é uma algebra de Lie).

No entanto, como toda categoria abeliana cujos objetos tem comprimento finito, esta cate-
goria também admite uma decomposicao em soma direta de subcategorias abelianas irredutiveis,
chamadas de blocos da categoria original. A pergunta natural entdo é: Quem sao os blocos neste
caso? A resposta a esta pergunta é o outro resultado importante deste trabalho. A mo-
tivagdo para esta resposta veio de um resultado de Kazhdan-Soibelman sobre a elipticidade de
uma certa composigao de restri¢oes da R-matriz universal de Uy(g) no produto tensorial de duas
de suas representacoes de dimensao finita. Mais precisamente, isto nos motivou a definicao do
Carater Eliptico Central (ECC) de tais representagoes: uma certa colegdo de fungoes elipticas que
parametriza os blocos da categoria. A demonstracao deste resultado é baseada num resultado
de Chari e Kashiwara sobre a ciclicidade de produtos tensoriais de representacoes fundamentais.
Infelizmente nossa demonstracao recorre a uma longa andlise caso a caso, por isso sé apresenta-
mos aqui a demonstracao para tipo A. Para os tipos B-G ela pode ser consultada no preprint
[EMO2b]. Seria interessante encontrar uma demonstragao uniforme para este resultado. Neste
preprint também usamos o ECC para decidir quando uma representacao irredutivel ocorre no pro-
duto tensorial de outras duas, indicando que este novo objeto pode ter outras aplicacoes. Assim,
também seria interessante entender a relagdo do ECC com outros objetos tais como afinizagoes

minimais e g-caracteres.
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Por fim, é preciso dizer que nem tudo foi flores. Este trabalho deveria contar com a resposta
de mais um problema ao qual nos dedicamos. Infelizmente (ou felizmente?), nao consegui chegar a

resposta. O problema é o seguinte.

Suponha que R seja uma solucao da equacao QDYB com passo v € C* que pode ser expandida
na forma R = 1+ r+0(v?). Entdo o limite quase classico r é solugao da chamada Equacao Cléssica
Dinamica de Yang-Baxter (CDYB). O processo inverso, i.e., dada uma solucao r da equagao CDYB,
obter uma solugdo R da QDYB cujo limite quase clédssico seja r, é chamado de quantizagao. A
importancia das solugoes das equagoes CYB reside no fato que as equagoes diferenciais do tipo KZ
através delas contruidas sao consistentes. Em [S98], O. Schiffmann classificou solugoes das equagdes
CDYB para algebras de Lie simples, estendendo a classificagao dada por Drinfeld e Belavin para as
solucoes das equacoes CYB ao contexto dinamico. Um exemplo interessante obtido é uma familia
de solugoes correspondentes as rotagoes 1" do diagrama de Dynkin de ;[nﬂ. No caso desta rotagao
ser trivial, isto é, T' é a identidade, obtemos uma solucao r cuja quantizagao R é gauge equivalente
aquela do Grupo Quantico Eliptico definido por Felder. No caso de o angulo de rotacao ser tal que
exista uma tnica 6rbita para a acdo de T',l € Z, obtemos uma solucio gauge equivalente a outra
celebrada solugao das CDYB, a solugéo eliptica de Belavin (que nao depende da varidvel dindmica,
ou seja, € solugdo da CYB). Para outras rotagoes obtemos solugoes “intermedidrias”, com a variavel
dinédmica pertencendo a uma subdlgebra (nao trivial) da subélgebra de Cartan de g.

Em [EK95], Etingof e Kazhdan provaram que quantizac¢oes das solugoes das equagoes CDYB
(associadas a dlgebras de Lie simples) sempre existem. Porém esse resultado é puramente exis-
tencial, nao fornecendo um método para calcular. Em [ESS99] foram construidas quantizagoes
“explicitas”, através de produtos infinitos, das solucoes classificadas por Schiffmann. Gostariamos
de ter usado esta férmula em produto infinito para obter uma expressao “finita” em termos de
funcoes téta, para a familia de solugbes consideradas acima, como as existentes para os casos
limite de Felder e Belavin. Embora pareca um problema ingénuo, ele se mostrou tecnicamente
impraticavel. Observe que um passo fundamental na construgao do nosso funtor KL é justamente
o célculo da solucdo da QDYB correspondente & rotacao trivial! Fica aqui a pergunta se estes
métodos podem ser generalizados de modo a ser aplicdvel a este problema. A resposta a esta per-
gunta continua fazendo parte dos nossos planos. De fato, o primeiro passo é formular a pergunta
de modo que ela faca sentido tecnicamente.

You can’t always get what you want
But if you try sometimes

You might find

You get what you need

(The Rolling Stones/1968)



6 INTRODUCAO

Organizacao do Texto

Tentei organizar o texto da maneira que me parece mais apropriada a um minicurso sobre o
assunto. Como os calculos sao, em geral, longos, também tentei evitar a “abertura de parénteses”
para calculos auxiliares. Por exemplo, os cédlculos necessarios para a construgao do funtor qKL,
mas que pertencem ao ambito da teoria de representacoes de Uq(g[n+1), sao feitos no capitulo 1,
ainda que s6 venham a ser usados no 2. Espero que isto também facilite a procura por resultados
especificos, uma vez que eles nao estao “perdidos” no meio de “outro” assunto.

Como ja foi antecipado, o capitulo 1 trata da teoria de representacoes das algebras U,(g). As
duas primeiras se¢oes sao um apanhado de resultados necessarios para o desenvolvimento dos pro-
blemas principais. Em particular, o cdlculo das restricoes da R-matriz universal a “representacoes
de avaliagao” sao feitos na secao 1.2. O capitulo é finalizado com nosso resultado principal sobre
esse assumnto: a parametrizacao dos blocos da categoria das representagoes de dimensao finita de
U,(g) através dos Caracteres Elipticos Centrais.

O segundo capitulo é destinado a construcao do funtor qKL. Comecamos com uma revisao
sobre teoria de representacoes das solugoes das equagoes QDYB. A seguir apresentamos a chamada
Construcao de Intercambio, nosso principal método para obter solugoes das QDYB a partir da teoria
de representacoes de algebras de Kac-Moody e suas quantizagoes. Na se¢do seguinte definimos
funcoes de correlagao, ja contextualizadas a Construcao de Intercambio, e enunciamos o teorema
de Frenkel-Reshetkhin que diz que essas funcoes satisfazem as equagoes qKZ. Nessa secao também
calculamos as solugoes de KZ para o produto tensorial de duas cépias (com shifts) da representagao
natural de sl 1. Nasecao 2.4 calculamos a monodromia dessas solugdes, i.e., calculamos a matriz de
conexao correspondente. Na ultima secdo provamos que essa matriz de conexao é gauge equivalente
a usada por Felder na definicao do Grupo Quantico Eliptico e, feito isso, passamos a construgao
explicita do funtor qKL. Finalizamos com algumas palavras que justificam olhar nossa construcao
como uma versao quantizada do funtor KL.

Também inclui trés apéndices com os pré requisitos e resultados diversos usados ao longo da
parte principal. Em particular, a definicao de U,(a) se encontra no apéndice II. A principio, as
informacoes contidas nos apéndices sao suficientes para um leitor que sequer sabe o que é uma
algebra de Lie ou de Hopf conseguir ler o trabalho. Evidentemente que estas informagoes estao
longe de serem suficientes para que tal leitor aprenda estes assuntos.

O apéndice I d4 conta dos resultados bésicos da Teoria de Algebras de Hopf e suas repre-
sentacoes. O II é reservado &as Algebras de Lie, de Kac-Moody e suas quantizagoes. O apéndice
IIT é uma miscelania de resultados diversos: equagoes de diferencas, funcles especiais, blocos em
categorias abelianas e férmulas bésicas para a representacao natural de sl,,11.



CAPITULO 1

Representagoes de Dimensao Finita de U,(g)

Neste capitulo trataremos da teoria de representacoes de dimensao finita da dlgebra universal
envelopante quantizada U,(g) da &lgebra de Kac-Moody afim g, onde g é uma &lgebra de Lie
complexa, simples e de dimensao finita. As defini¢cées de g e Uy(g) se encontram no apéndice
II. A segao 1.1 é baseada no trabalho de Chari e Pressley [CP91a, CP95, CP]| e dd conta da
classificacao das representagoes irredutiveis. Na se¢do 1.2 apresentamos o conceito de R-matrizes
com parametro espectral e estudamos sua relacao com a redutibilidade de produtos tensoriais
de representacoes irredutiveis. Os resultados dessa secao sao de autoria variada e a bibliografia
apropriada serd dada no momento oportuno. Alguns deles serdo importantes para o capitulo 2.
Na secao 1.3 introduzimos o conceito de carater eliptico central de uma representagao de dimensao
finita de U,(g) e mostramos, para g = sl,11, que ele caracteriza a decomposicdo em blocos de
tais representacoes (a demonstracao geral é dada em [EMO2b]). Essa se¢ao nao terd influéncia no
capitulo 2. Como explicamos na secao 1.4, assumiremos que ¢ é um ntimero complexo que nao é

raiz da unidade.

1.1. Polinomios de Drinfeld

A teoria de representagoes de dimensao finita de g e Uj,(g) s@o muito semelhantes, como recor-
damos nas secoes I1.2 e I1.4. Esse paralelo ndo se aplica no caso de g e Uy(g). A teoria de
representacoes de Ug,(g) passou a ser melhor entendida a partir do momento que Drinfeld [D88]
mostrou a existéncia de outra apresentacao de U,(g), também em termos de geradores e relagoes
como a definicao de Drinfeld-Jimbo 11.3.3. Porém, ao contrario dos geradores de Chevalley, os
novos geradores de Drinfeld apresentam um comportamento muito semelhante aos elementos xt"
de g e, por isso, sao também chamados de loop like generators. A forma que usaremos, ligeiramente

modificada em relagao & original, foi proposta por Beck [B93].

Antes, vamos fixar alguma notagao. Seja n o posto de g, I = {1,...,n} e recorde, na secao II.1,
as notagoes para a matriz de Cartan de g, A = (a;;), e sua simetrizacdo dada por D = diag(d;),
assim como suas extensoes para g. Recorde também a apresentacao de U,(g) em termos de seus
L gt

(2

geradores de Chevalley ;,1 = 0,...,n. De maneira andloga a secao II.4, dizemos que um
Uq(g)-médulo V' é de tipo 1 se V for do tipo 1 como Uy(g)-médulo. Seja 6 =Y 0;cy; a raiz maximal

de g. Nao é dificil mostrar que o elemento k:ng‘f", correspondente ao elemento central de g,

7



8 1. REPRESENTACOES DE DIMENSAO FINITA DE Uq(9)

age como a identidade em V [CP]. Por isso consideraremos V' como um médulo sobre U,(g) e
denotaremos por Repy(Uy,(g)) a categoria das representagoes de tipo 1 de dimensao finita de U, (g).

TeOREMA 1.1.1. [B93] U,(g) é isomorfa & dlgebra com geradores k', hiy, « ”, onde i € I,
1 € Z\{0} e r € Z, satisfazendo as relagoes
kikyt =k k=1
kik; = kjk; kilhj, = hj ki
ko BV = g (b o) = 4
Ly =4 "Xy [ i?“uxjs] = T[Taz]] Ljr+s
+ + ta;; + + +a;; + 4+ +
(111) Tir+1T5s — 4; ! G,.sTir+1 = 4 sz 7L s+1 — Ljsp1Tir
0ij
+ -1 —
[xi,r’ xj,s] - (¢z r+s (bz r+s)
q; — ql
+ + + .+ + _ o .
Z Z [ ] xiﬂ‘s(l) e xist(k)xjrs xivrs(k+1) e xivrs(m) - O lf t # j
SESm k=0 q;
onde 71,...,7m € Z, m = 1 —a;j, Sy, é 0 grupo simétrico e (ﬁ; sao dados pela identidade de séries
(e}
(1.1.2) Zéﬁi =k exp ( + (g —q; ") Zhi,isuj“)
s=1

DEMONSTRAGAO. Denote por H, a dlgebra enunciada no teorema. Apenas fornecemos a
definigdo do isomorfismo f : Uy(g) — H,, deixando a verificacdo de que f é de fato um iso-
morfismo a cargo do leitor (ela pode ser encontrada em [B93, D88]). Lembre-se que Uy(g) tem
geradores kfﬁl,:r;t para i = 0,1,...,n. Como a notacao ja sugere, f(k;) = k; parai =1,...,n
Considere kg = kal Entao f(ko) = k;l. Para i = 1,...,n, f(IL‘li) = xito. A definicao de

f (xoi) é mais trabalhosa e, claro, envolve o vetor ey € gy. Escolha uma expressao para eg da

forma eg = Aeiy, [€iy, - - - [eik,eikH}...H, com X\ € C* e ¢;; € nt. Defina wi : H, — H,
—1
por wi(a) = xija — kFlakT'al, e p € C* pela condigio [z], 7] = 122—1(;0 Entdo f(zd) =
’ —4o
paw; . .wi;(xi_ﬂhl)ke_ e f(a:o) = )\kgwil ) ..w;z(a:;;H’_l). O

Sejam U as subélgebras geradas por miﬁ, e U% a gerada por k:iil,hi’l. Entao temos uma
decomposicao triangular
U,@=2U oU’cU"

Observacao: Essa decomposi¢cao nao coincide com a decomposigao triangular obtida em termos

dos geradores de Chevalley.

DEFINIGAO 1.1.2. Seja V um objeto de Rep¢(Uy(g)). Dizemos que um vetor homogéneo v €
V[A] tem peso maximo A, com relagao aos geradores de Drinfeld, se x v =0V4i,7. SeV for gerado

por um vetor de peso maximo, V é dito uma representacao de peso maximo.
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Observacao: A definicao de vetor de peso maximo com relagao aos geradores de Drinfeld e com
relagdo aos geradores de Chevalley nao coincidem. As vezes usa-se a palavra pseudo peso méximo

na definicao 1.1.2, mas cremos nao ser necessario, pois o contexto estara sempre claro.
PROPOSIGAO 1.1.3. [CP] Seja V uma representacao irredutivel de dimensao finita de Uy(g).

(a) V pode ser obtida a partir de um objeto de Rep(U,(g)) através dos automorfismos dados
por (I1.3.8) ou do automorfismo ¢ dado por

o(ki) =k; o(hig) = hiyg o(zt) = (-1)zF

i,T o,

(b) Se V € Rep(Uqy(g)), entdo V é de peso méximo com relagao aos geradores de Drinfeld.

Uma desvantagem dos geradores de Drinfeld em relagao aos de Chevalley é que nao se tem co-

nhecimento de uma férmula para a comultiplicacao escrita explicitamente em termos deles. Também

nao é verdade que a subalgebra U; gerada por xli kL hi; seja uma subalgebra de Hopf, como é o

,r7
caso da subalgebra U, (g;) definida em termos dos geradores de Chevalley. No entanto, a informacao

parcial fornecida pelo lema a seguir serd suficiente
LEMA 1.1.4. [CP96a] Considere os subespacos X* = 3" Caf e X" = 3 (Ca:jir. A restricao
%7 ’ ’

.j;éivr
de A a U; satisfaz

(a) Médulo Uy(g)(XT)? @ Uy(g) X~ + Uy(8) X, @ Uy(g) X —, vale

T
(1.1.3) Azf,) = 1®x;fr+x;fr®ki+2x;fr_j®¢;fj para r > 0
j=1
r—1
(1.1.4) A(:ﬁj"ﬂn) =1® x:fr + x;lr & k:i_l + Zx:jfr & (bl-_’fj parar >0
j=1
(b) Modulo Uy(8) X+ @ Ug(8)(X ™) + Uy(8)X;" @ Ug(@) X,
r—1
(1.1.5) Az;,) = ki®$;r+m;r®l+z¢;j®m;r—j para r > 0
j=1
,
(1.1.6) A, ) =k'®z;_ +2,_, @1+ ¢ ®a;;,_, parar<0
j=1

(c) Médulo U, (§) X+ @ U,(3) X,
(1.1.7) Alhig) =1@hig+hip ©1

O seguinte teorema [CP95] caracteriza as representacoes irredutiveis de Uy (g).

TEOREMA 1.1.5. Existe uma correspondéncia biunivoca entre objetos simples de Repg(U,(g))
e n-uplas de polindémios P = (P;(u)) com termo constante 1.
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DEFINIGAO 1.1.6. As n-uplas P sdo chamadas de polinémios de Drinfeld. Dado P denotaremos
por V(PP) a representagao irredutivel correspondente.

Para z € C*, considere o automorfismo de dlgebra de Hopf D, : U,(g) — Uy,(g) definido por

(1.1.8) D.(z},) = 2"z}, D (ki) = k; D.(¢},) = "¢,

Dada uma representagao V de Uy,(g), denotaremos por V(z) o pull-back D3V .
LEMA 1.1.7. [CP] O polinémio de Drinfeld de DIV (P) é P(z), onde P(z);(u) = P;(zu).

DEFINIGAO 1.1.8. As representagoes irredutiveis V; = V(P), onde Pf(u) = 1 — d;ju, sao
chamadas de representacoes fundamentais.

PRrOPOSIGAO 1.1.9. [CP] Sejam wvp,vg vetores de peso méximo em V(P), V(Q) e denote por
P® Q a n-upla (P,Q;). Entao V(P ® Q) é isomorfa a um quociente da subrepresentacao de
V(P) ® V(Q) gerada por vp ® vg.

COROLARIO 1.1.10. V(P) ¢ isomorfa a um subquociente de um produto tensorial da forma
Vi (21) @ - @ Vi (2k)-

DEMONSTRAGAO. Decomponha cada P;(u) (ndo constante) em um produto de polinémios de
grau 1 com termo constante 1 e considere o produto tensorial das representacoes associadas a cada
fator. O

Vale ressaltar o seguinte resultado.

ProprosiGAO 1.1.11. [KS95] Dados V,W € Rep(U,(g)) irredutiveis, o produto tensorial
V(z) ® W é irredutivel para valores genéricos de z, isto é, para z no complementar de um conjunto

enumeravel.

Uma vez que temos uma caracterizacdo dos irredutiveis de Rep(U,(g)), vale tentar tracar
o paralelo com o caso classico. Como ja dissemos, o procedimento vai falhar, mas servird para
motivar a préxima definigdo. Recorde (se¢ao I1.2) que no caso cldssico temos aplicagoes de avaliagao
7. : U(g) — U(g) que nos permitem, dado um U(g)-médulo V', definir representacoes de avaliagao
V(2). No caso quantico, ji construimos familias de representagao V(z), mas com V sendo um
mddulo sobre U, (g). De fato essas representagoes fardo, no caso quantico, o papel que representagoes
de avaliacdo faziam no caso classico, o que justifica a notacao similar. Porém, em geral, nao ¢é
verdade que se pode construir uma familia V(z) de U,(g)-mddulos a partir de um Uy (g)-mddulo
V. Isso acontece devido ao fato de ndo existir um homomorfismo de dlgebras 7 : Uy(g) — Uy(g)
para qualquer algebra de Lie simples e, portanto, nao é possivel construir aplicacoes de avaliacao
7, =70 D,. O tnico caso em que esse procedimento é possivel é para g = sl,, 1.
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TEOREMA 1.1.12. Existe um homomorfismo de &lgebras 7 : Uq(;[nﬂ) — Uy(slpt1) que age
como identidade em Uy (sl 1) C Uy(sly41).

DEMONSTRAGAO. Recorde a realizagao usual de sl,,11 na segao II1.4. A primeira meta é cons-
truir, no caso de Uy(sln+1), elementos Efj correspondentes as matrizes elementares E;;. Faremos
por inducgao. Primeiro observamos que os geradores de Chevalley mii,i > 0, continuam associados
N . . J’_ _ q
as mesmas matrizes, ie., z; = Ej

hi “onde h; = Ei — Eiy1441. Suponha entdo que Egj tenha sido definido pra

= Ejiy1 e x;, = Ein = E;11;. Também nao é dificil
prever que k; =
0 < |i —j| < k, tome i, j tais que |[i — j| = k e defina

Efj _ Bl Bl — aBL By sei <
Ef, (Bl ;—q'EL B, sej<i
Finalmente defina 7 como
T(zg) = By 7(zy) = EY,

O restante da demonstracao consiste em verificar que 7 estende a um homomorfismo de algebras.
Nos referimos ao artigo original [J86] ou a [CP] para essa parte (veja também [EFK] no caso de
5[2). O

Ainda assim, mesmo no caso de sl,, 41, a analogia com o caso classico nao é completa, pois 7 nao
¢ um homomorfismo de dlgebras de Hopf. De qualquer maneira, todo objeto de Rep(Uy(slp41))
pode ser afinizado, i.e., podemos estender a acao de Uy(sl,+1) a Uq(g[nJrl). Quando g néo é sl,11
fica a pergunta sobre o que seria uma afinizacao de um U, (g)-mddulo. A defini¢ao, razoavelmente
natural, foi dada por Chari e Pressley [CP95].

DEFINIGAO 1.1.13. Dado um U,(g)-mdédulo irredutivel V' de peso méximo A e uma n-ulpa de
polinémios P, dizemos que V(P) é uma afinizacdo de V', se sua decomposi¢do em componentes

irredutiveis, como representacao de Uy(g), se escreve como
~Y @
V(e =We v
p<A

Dizemos que duas afinizagoes de V sao equivalentes se forem isomorfas como representacoes de
Uq(g)-

A proposicao a seguir garante a existéncia de afinizagoes e justifica a nomenclatura de repre-
sentagio fundamental para V; = V (P?).

PROPOSIGAO 1.1.14. [CP95] Para cada i = 1,...,n, as representagdes fundamentais V;(z) sao
afinizagOes equivalentes da representagao fundamental V,,, de U,(g). Essas s@o as unicas afinizagoes
de V.
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COROLARIO 1.1.15. Se A = Y \jw; e P satisfaz grau(P;) = A, entdo V(P) é uma afinizacgao de
V). Consequentemente V) tem finitas afinizagbes a menos de equivaléncia.

Em geral, V) pode ter muitas afinizagoes nao equivalentes. A definigdo abaixo é uma tentativa
de escolher uma afinizagao preferencial. Antes precisamos do seguinte lema, cuja demonstracao é

imediata.

LEMA 1.1.16. Dadas afinizagdes de V), V(P) e V(Q), diga que V(P) < V(Q) se, para todo
€ PT, uma das seguintes alternativas for vélida

(a) mu(V(P)) <myu(V(Q)).
(b) Existe v > pu com m, (V(P)) < m,(V(Q)).

onde m,(V(P)) é a multiplicidade do U,(g)-médulo V,, em V(IP). Entao temos uma ordem parcial
no conjunto das afinizagdes (ou de suas classes de equivaléncia).

DEFINIGAO 1.1.17. Uma afinizacao de V), é dita minimal se ela for minimal com relagao a ordem

parcial definida no lema anterior.

Devido a existéncia do homomorfismo de Jimbo 7 : Uq(;\[n+1) — Uy(slp41), € claro que o pull-
back por 7 de todo Ug(sly,+1)-mddulo é sua prépria afinizacao minimal. Os polinomios de Drinfeld
correspondentes podem ser encontrados em [CP95]. O seguinte teorema d4 conta da caracterizacao

de algumas afinizagoes minimais.

TEOREMA 1.1.18. [CP95] Enumere os nés dos diagramas de Dynkin como na secao IIL5.

a) V; é isomorfo a V,,,, como representacao de U, nos seguintes casos
(a) y p G q(9), g
(i) Para todo i quando g é do tipo A4,, ou C,,.
(ii) Para i = 1,n se g for do tipo B,.
(iii) Para i =1,n— 1,n se g for do tipo D).
(b) Se g é do tipo By, ou D41 comn >3 e 1l < i < n, a decomposigao de V; em compontes
irredutiveis, como representacao de Uy(g), é a seguinte

(c) Para g do tipo Fg temos

V= le Vs = VuJ5 Vo = Vw2 D sz Vi= Vw4 ® le
V3 2 Vi @ Vo ® 2V @ C Vo = Vi ®C
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(d) Para g do tipo E7 temos

Vi =V, Ve=2Vyee®C Vo2V, @V,
Vo2V, @V @C Vs = Vs @ Vi, © 2V, ®C

(e) Para g do tipo Eg temos

ViV, aC Vi 2V, &V, ®C
Vo2V, &V, &2V, &C

(f) Para g do tipo Fj temos

‘/lngl VQngQ@le V4§‘/4@C
%nggea‘éwl@QVwél@C

(g) Para g do tipo G4 temos

‘/:lngl ‘/ZngQ@C

Observagao: A tarefa de descrever a estrutura de V(P) como U,(g)-mddulo nao é facil, mesmo
quando P = P’. Recentemente Nakajima [NO2] encontrou um método, razoavelmente sofisticado,

que resolve o problema, teoricamente, para todos os casos nao listados no teorema acima.

1.2. R-matrizes com Paradmetro Espectral

Recorde na segao 11.3 que o produto tensorial completo U,(g)&U,(g) possui uma estrutura

quase triangular R. Dados dois médulos V, W em Repy(U,(g)) e uma varidvel formal z, defina

(1.2.1) Ryw(2) = Rlv(z)ew

E facil ver que Ryw(z) € End(V @ W)[[z]]. Além disso, como R € Uq(E+)®Uq(E_), temos
Ryw)(z) € End(V @ W)[[z/u]], onde u é outra varidvel formal. Nosso primeiro objetivo sera
mostrar que, de fato, Ry (z) converge numa vizinhanca de z = 0 e, portanto, podemos olhar

Ryw(z) como uma fungdo meromorfa Ry : C — End(V @ W).
PROPOSIGAO 1.2.1. O elemento ky, define um isomorfismo V(zg® ") = V(z)*.

DEMONSTRAGAO. Consequéncia imediata da proposicao I1.3.4 e do coroldrio 1.3.4. O

Vamos introduzir a seguinte notacao. Dada uma aplicacao linear T : VW — V Q W,
T=>a;@b;, defina T : V*@W — V*@ W por T = > af @ b;.
i i
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PROPOSIGAO 1.2.2. Temos as seguintes identidades

Rv*yw(z) = (RV7w(z)_1)t1
(1.2.2) (R (2)™)™) ™)™ = (kop @ D) Ryw (27 ) (k_2p @ 1)

DEMONSTRAGAO. A primeira identidade é consequéncia da equagao (I1.2.4). Para obter a se-
gunda basta aplicar a primeira duas vezes e usar a proposicao 1.2.1. O

LEMA 1.2.3. Seja U uma vizinhanga de zero em C", G : U — C" uma fungéo analitica com
G(0) =0ep e Ctal que |p| > 1. Suponha que f € zC"[[z]] seja uma solugao formal para a equagao
de diferencas

fpz) = G(f(2))

Entao f converge a uma funcao analitica em uma vizinhanca de zero.

DEMONSTRAGAO. Escreva f(z) = > fuz" e G(y) = > gny", onde g, sdo aplicacoes multi-
n>1 n>1
lineares. Como G ¢ analitica em zero, existe A > 0 tal que |g,| < A"Vn. Tome ky grande o

suficiente para que, se k > ko, entdo |(pF — g1) 7 < 2|p|™F e 24 < |p|*/%. Seja C tal que |fi| < C
para k < kg e tome B > max(1, Mﬁig,l)-

Mostraremos por inducio em k que |fi| < CB*~!. Para k < kg est4 claro, pois B > 1. Assuma
que a afirmacao tenha sido provada para n < k, onde k > kg. Temos

fk— p _gl Z Z gr ley- 7fzr)

I<r<k Y i;=k

Mas, |gr(firs - fir)l < lgr| [T1=y | fir] < (AC)"B¥~" e o niimero de termos com g, é dominado pela

combinatoria k: i), pois i; > 1, r > 1. Entao
|fu] < 2(AC/B)(1 + AC/B)*~Yp|~*BF < cB*!
j4 que 24 < |p|*/? e 1 + AC/B < |p|'/?. Logo f(z) converge para z pequeno. O

TEOREMA 1.2.4. Sejam V,W € Rep(U,(g)). Entao Ry, (z) é analitica perto de zero e se

estende meromorficamente a C.

DEMONSTRAGAO. Se |q| # 1, a equagao (1.2.2) pode ser vista como uma equacao do tipo
f(pz) = G(f(2)) como no lema. Mais precisamente, f assume valores em End(V@W), p = ¢ "",
G(X) = (((X~Hh)=1)h e a origem em End(V @ W) é o ponto X = Ryw(0), que é um ponto fixo
de G. Assim, pelo lema 1.2.3, Ry (z) é analitica ao redor de zero. Como G é um isomorfismo

bi-racional, a extensao de Ry (z) a C meromorficamente é consequéncia de (1.2.2) O
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Observagao: Este teorema foi provado originalmente por Kazhdan e Soibelman [KS95], mas a
demonstracao é bem mais complicada do que a que acabamos de apresentar.

ProprosiGAO 1.2.5. [FR92, EFK] Sejam V, W € Rep¢(U,(g)) irredutiveis. Entao

(1.2.3) Rvw(2) = fvw(2)Rv,w(z)

onde fyw : C — C é uma fungdo meromorfa, regular em 0 com fyw(0) # 0, e Ry,w(z) é uma
funcio racional regular em 0 normalizada de modo que Ry (2)(vp ® wp) = vo @ wp. Aqui vy, wo
sdo os vetores de peso maximo em V e W. Se |q| < 1, fy,w pode ser representada como

(1:24) fvw (@) = ¢ [ evan (@ 2)
Jj=0

onde X e p sdo os pesos de vy e wp, olhando V' e W como U,(g)-médulos, e gy (z) é uma funcao

racional com gy, (0) = 1.

DEMONSTRAGAO. Considere V((z)), o espago de séries de Laurent formais com coeficiente em
V, com a “mesma” estrutura de U,(g)-médulo que V(z). Entdo PRyw(z) : V((z)) @ W —
W ® V((2)) é um isomorfismo de U,(g)-médulos. Segue da proposi¢ao 1.1.11 que V((z)) ® W
¢é irredutivel e, portanto, a menos de normalizacao, existe um tnico homomorfismo de médulos
V((z)@W — W ®V((2)). Logo, a fatoragao (1.2.3) é tinica. Que Ry w (z) é uma fungio racional
segue do fato que PRVW(Z) é um homomorfismo de médulos, ou seja, satisfaz um sistema de

equacoes lineares cujos coeficientes sdo polinémios em z. Para calcular fy(z), considere
Ry w(z) = (((Rvw()7H)™)™H"

Como V**(z) = V(¢*'""), existe uma funcio racional ov,w(z) tal que

(1.2.5) ovw (2) Ryew (2) = (kop ® 1) Ryw (2¢” ") (k2 ® 1)

de onde segue que gy (0) = 1. Comparando com (1.2.2) obtemos

2rVhY Z)

ov,w (2) frw(q = fuw(2)

de onde deduzimos (1.2.4). O

Observagao: Veja que Ry (0) coincide com a R-matriz universal de Uy(g).

PROPOSIGAO 1.2.6. Ry (2) satisfaz a equacao de Yang-Baxter com parametros espectrais

(1.2.6)  Rviw(21/22)Rvivs(21/23) Rvn,vs (22/ 23) = Ry vy (22/23) Rvy s (21/23) Ry v (21/ 22)

e, para V e W irredutiveis, a condi¢ao de unitariedade
(1.2.7) PRW7v(Z_1)PRuw(Z) =1

onde P é a permutacao de fatores.
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DEMONSTRAGAO. A equacao (1.2.6) é consequéncia da equagao de Yang-Baxter para R. O
lado esquerdo de (1.2.7) é um homomorfismo de médulos V(z) ® W — V(z) ® W. Como, para
valores genéricos de z, V(z) ® W é irreduivel, esse homomorfismo é uma constante. Que essa
constante é 1 segue da normalizagao de Ry . U

Agora veremos que os pélos ou, equivalentemente, os pontos onde Rvyw(z) nao é invertivel, estao
estreitamente relacionados com os valores de z para os quais V' (z) ® W é redutivel. Vamos comecar
por caracterizar tais conjuntos para V, W representagoes fundamentais. Em [FMO01], E. Frenkel e E.
Mukhin mostraram que se Ry, v, (z) tem um pélo em zg, entdo zo € P = {¢*;2 < k <rh',k € Z}
e, se Ry, v, (z0) nao é invertivel, entdo zy € Pl={¢k2<k<rh keZ}.

COROLARIO 1.2.7. Seja P;j o subconjunto de P onde oy; v, (z) tem um pélo. Entao RW\/J, (2)

nao é invertivel exatamente em P;jl.

DEMONSTRAGAO. Da demonstracao da proposic¢do 1.2.5 sabemos que gy, (2) é caracterizada
pela equacgao:

(Rvw (2))™)" = ovw (2)((Rvw (¢® " 2))) !

Recorde que Vj(2)* = V(¢ "), onde Vi;» € a representagao fundamental de Uy(g) dual a V.
Entdo, se zg € P;l e Ry, v, (20) ¢ invertivel, tanto ((Ry, v, (z))~)" quanto ((Bv, v, (g% """ 2))l)*!
sao regulares em zp. Portanto gy; v, (2) também é. Reciprocamente, se Ry; v;(20) nao for invertivel,
segue que ((Ry,v;(z))" )" tem um pdlo em zy, mas ((Ry;,yv, (¢ 2))1)~1 & regular. Logo px.y

tem um pdlo em zg. O

E claro que caracterizar os pontos onde Rvi,vj (z) nao é invertivel é equivalente a caracterizar os
pontos onde (Ry; v, (z)) " tem um pélo. Consequentemente, segue de (1.2.7) que Pj; é o conjunto
dos polos de Ry, v, ().

PRrOPOSIGAO 1.2.8. O produto tensorial V;(2)®V; é redutivel se e somente se z € S;; = Pi; UPZ}1

DEMONSTRAGAO. Se z € Sjj, basta tomar o nicleo de (Ry,yv,(z))*!. A reciproca requer
argumentos bem mais sofisticados [FMO01]. O

Finalizamos essa secao com a férmula para Ry (z), onde V = V] é a afinizacdo minimal da
representagao natural de Uy (sl,41).
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PROPOSIGAO 1.2.9. Seja v1,...,Un+1 & base candnica de V. A agdo de Ry y(z) em V(2) @V é
dada por:

RV,V(Z)(Um ® Um) = VU ® Uy
Ry (2)(vm @ v) = ((2) (vm @ v1) +1(2) 2 (0 @ vm)
Ryv(2) (0 @ vm) = 0(2) (vm @ 1) + ((2) (1 © V)

onde

1—2 q—q_1
—— and nkz)=——-
q—qtz (=) q—q!

(1.2.8) C(z) =

DEMONSTRACAO. Essa férmula é conhecida de longa data, embora nao seja tao facil encontrar
uma demonstracao publicada. Temos essa demonstracao disponivel em [MO01], onde usamos uma
técnica “ingénua’: recursivamente, usando-se apenas a propriedade de PRV’V(Z) ser um homomor-

fismo de moédulos e sua normalizacao. Evidentemente, este é um calculo longo. O

Em termos das matrizes elementares E;; (veja segao 111.4), Ry (2) se escreve como

RVV ZE11®E11+< (ZE21®EJJ+E]]®EZZ>
7>

(1.2.9) +n(2) ( D 2Eji®Eij+E;® Em)
j>t

Agora vamos calcular g,,+1(2) = ov.y(2). Seja det Ry (2) = ((2)? — 2n(2)?, o determinante de
Ry (2) no subespago Vp,; de V(2) ® V gerado por vy, ® v, € v ® vy, Entdo temos

_ Gz

—1\t1 E . E
(RV,V(Z> ) Z (X & X + detR

1=0

(ZE”®E” + Ejy @ i)

det Ry, (z) RVV <Z B ® Buj + Eji @ E”)

Os subespagos invariantes dessa aplicacao sao V= = @ C(v; ® v;) e Vig; = C(v; @ vj), e sua

acao em V_ é dada pela matriz

1 zp(2) zp(2)
_lpz) 1 3 o0k 1-¢
S 2p(2) onde () =~ kG T 1= g%
p(2) p(z) 1

(n+1)x (n+1)
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Entao, aplicando (1.2.5) a v1 ® v, é facil ver que

. det Tn+1
On+1 = det T,

Uma vez calculado det T}, temos
(1—2)(1 — zg*" )
(1 —2¢*)(1 — z¢*")

(1.2.11) on+1(2) =

Finalmente, fyvv(2) = fn+1(2) é dada por

(1.2.12) frg1(2) = = H ons1 (D)
=0
Observagao: Lembre que 5 = (w1, w1) (secao IIL.4).

Embora este método seja tecnicamente simples, para g,V;,V; quaisquer, ele pode se tornar
impraticdvel. No caso de sly é possivel levé-lo a cabo em completa generalidade [EFK]. Em
geral, tudo o que se consegue, usando-se outros métodos, é calcular fy; v, (2) [AK97, FRO0]. Mas,

geralmente, isso também é tudo o que se precisa.

1.3. O Carater Eliptico Central

Agora podemos nos perguntar se Vj(z) ® V; é completamente redutivel quando z € S;; (com-
pare com o teorema I1.2.8). A resposta a essa pergunta é negativa como mostra o seguinte exemplo
calculado em [CP91b]. Tome g = sly e relembre que os objetos simples de Rep(U,(sl2)) sao
parametrizados por sua dimensao, i.e., para cada m € Z, existe um tdnico Uy(sly)-médulo irre-
dutivel V™ com dimensao m + 1. Considere V""(z), o U, (E:\[g)—médulo correspondente construido a

partir da aplicagao de avaliacao de Jimbo. Entao as seguintes sequéncias exatas nao cindem

(1.3.1) 0 V"™ N zqg™) = V™2) @ V(2g™) = V™ (2q) — 0
(1.3.2) 0— V™ (zq) = V(g™ ) @V™(z) = V" H(zg!) = 0

A segunda sequéncia é obtida dualizando-se a primeira. Entdo vemos que V™ (2)®@V*!(zg™*1!) e
V3(zg™ )@V ™(2) sequer sdo isomorfos. De fato, V™(2)®@V (2™ 1) é ciclico, gerado pelo produto
tensorial dos vetores de peso maximo de V!(zg™*!) e V™(2), enquanto em V1(z¢™H) @ V™(z),
o produto tensorial destes vetores gera uma subrepresentacao prépria. De qualquer maneira, este
exemplo j& sugere que o seguinte teorema ainda é verdadeiro.

TEOREMA 1.3.1. [FROO] O anel de Grothendiek de Rep(U,(g)), Gr(U,(g)), é comutativo.
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A questao da ciclicidade de um produto tensorial V;, (21) ®- - -®V;, () foi levantada por Akasaka
e Kashiwara em [AK97]. A resposta foi dada por Kashiwara [KO00| usando crystal bases e por
Chari [C01] usando agao do Grupo de Trancas. Enunciamos o resultado j& utilizando a proposicao
1.2.8.

PROPOSIGAO 1.3.2. Para que o produto tensorial Vi, (21) @ - - - ® Vi, (21) seja ciclico no produto
tensorial dos vetores de peso maximo, basta que 2= ¢ Py, , parar < s. Em outras palavras, basta
que RVk,,.,Vks(if) seja regular para r < s. Em particular, nesses casos, Vi, (21) ® -+ ® Vi, (%) é

indecomponivel.

Uma vez que, ao contrdrio de Repy(U(g)), Rep¢(U,(g)) ndo é semi simples nem quando con-
sideramos apenas a subcategoria abeliana gerada por produto tensoriais de objetos simples, nosso
préximo objetivo serd determinar a decomposigao em blocos de Repy(Uy(g)). Os resultados bésicos
sobre blocos de uma categoria abeliana se encontram na se¢ao I11.3. Recorde que, se A é uma algebra
de dimensao finita, entdo os blocos de Rep¢(A), a categoria abeliana dos A-médulos de dimensao
finita, sdo parametrizados por caracteres centrais, x : Z(A) — C. Apesar de U,(g) nao ter dimensao
finita e de seu centro ser trivial, definiremos um conceito analogo ao de cardter central, que nos

permitird parametrizar os blocos de Rep(U,(g)) de maneira similar.
Dados X,Y € Repg(U,(g)) defina
(1.3.3) Rxy(z) = Ry'x (27 Rx,y(2) € Endy, (X (2) @ ).

Proposi¢AO 1.3.3. [KS95] Rxy é uma funcao eliptica de z com periodo ¢?"’"" . Em outras

palavras, é uma fungao meromorfa na curva eliptica
(C*

E = ViV
q2th

Denote por Idg o funtor identidade de Rep¢(Uy(9))E := Reps(Uy(8)) ®c C(E), onde C(E) é o
corpo das fungdes meromorfas em FE.

PROPOSICAO 1.3.4. Se X for irredutivel, existe um elemento {x € Endy, g (Idg), tal que
Rxyv(z) =1®&x(z)]y para todo Y € Repy(U,(g)) e quase todo z € C*.

A demonstracao segue do lema a seguir.

LEMA 1.3.5. Dados X,Y € Rep(U,(g)) com X simples, a aplicacdo { — 1 ® &, define um
isomorfismo Endy, 5 (Y) = Endy, g (X (2) ® Y) para quase todo z € C*.

DEMONSTRAGAO. Temos

Endy, g (X(2) ©Y) 2 Homy, (Y, *X(2) ® X (2) © Y) = Homy, (Y ® *Y, ("X ® X)(2))
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Sejam Z1,...,Z, as constituintes nao triviais de *X ® X. Entao, para z genérico, nenhum Z;(z)
ocorre como constituinte de Y ® *Y, pois Z;(z) sao dois a dois nao isomorfos para i fixo. Conse-
quentemente, a imagem de qualquer f: Y ® *Y — (*X ® X)(z) tem apenas constituintes triviais.
E fdcil mostrar que Extlqu @ (C,C) = 0. Logo, como X é simples, a imagem de f é trivial, i.e., ou

é zero ou uni-dimensional. O

COROLARIO 1.3.6. Para quase todo z,u,w € C* valem

(a) Se Y & simples, £x(2)|y é o operador escalar dado por fxy(z)fyx(z71). Além disso
Ex(2)ly = &v(z7)x.

(b) &x(2)|lviey, = €x(2)]y; ®Ex(2)]y,. Em particular, se Y; sao simples e Y é subquociente de
Y1 ®Ys, entao £x(2)|y = €x(2)|v,€x(2)]y, € C. Analogamente, se um objeto irredutivel X
é subquociente de X1 ® X2 com X7, X9 também irredutiveis, entao £x = £x,€x, = Ex,€x, -

(€) Ex(2)ly+ = ((Ex()y) ™)™

(d) Ex(@)lyw) = Ex(Z)ly e Exqw)(2) = Ex(2w).

DEMONSTRAGAO. O primeiro item é imediato do lema 1.3.5. O segundo segue de (1.2.2) e o
terceiro de (I1.2.4). O quarto é consequéncia da propriedade similar para Rx y (2). O

DEFINIGAO 1.3.7. Seja Z o conjunto das classes de objetos simples isomorfos de Repy(Uy(g)).
Um cardter eliptico central em Rep(U,(g)) é um elemento x : Z — C(E) satisfazendo

(a) Xx(w)(2) = xx(2w) para quase todo z,w € C*.
(b) Se X € T é subquociente de X; ® Xo, para X, X; € Z, entdo xx = Xx, XX,-
(¢) xc=1.

Aqui estamos denotando a avaliacdo de x na classe de X por xx. Dado um cardter eliptico
central y, seja

Cy ={Y € Repp(Uy(9)); £x(2)|z = xx(2) para quaisquer X, Z € Z com Z constituinte de Y}

Pode acontecer que C,, = 0. Se Y € C,, dizemos que o carater eliptico central de Y é . E imediato
que

Rep(Uy(9)) = P Cx

TEOREMA 1.3.8. As categorias C, sao indecomponiveis, isto é, elas sao os blocos de Rep(U,(g))-

O restante da secao sera dedicada a demonstragao do teorema 1.3.8. De fato, como parte da
demonstragao depende do cédleulo de &y, (2)|v, = fuv,(2)fv;,vi(271), e nés nao apresentamos o
método geral para fazé-lo, a demonstragao estard completa apenas para sl,+;. Embora os passos
sejam exatamente os mesmos, eles se tornam muito mais trabalhosos em geral. A demonstragao

completa se encontra em [EMO2Db].
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Observacgao: A demonstracao deixara claro o conjunto dos caracteres elipticos centrais y para os
quais C, # 0. Também ficara claro que se duas representacoes tém caracteres elipticos centrais que
coincidem a menos de multiplicagao por uma constante, entao eles de fato coincidem. Em outras
palavras, o carater eliptico central de uma representacao é completamente determinado pelo seu
conjunto de zeros e pélos em FE.

O teorema abaixo é um refinamento do corolario 1.1.10.

TEOREMA 1.3.9. Todo objeto simples de Rep¢(U,(g)) é um subquociente de um produto ten-
sorial da forma Vj,(21) ® --- ® V;,, (zm) onde i; percorre o conjunto de indices que enumeram os
nédulos negros do diagrama de Dynkin de g, como no apéndice III.5.

Observacao: Para sl,; o nédulo corresponde a representacao natural. Nesse caso o resultado
é conhecido a algum tempo (veja [CP93| por exemplo). De fato, por causa do Corolario 1.1.10,
é suficiente provar para representacoes fundamentais. Isto é feito em [CP96b| para as demais
algebras de Lie classicas. Para as excepcionais ele pode ser obtido a partir destes casos considerando-
se subdlgebras associadas a subdiagramas de Dynkin (veja [CP91a] para as explicacoes sobre este
método). No entanto, podemos usar caracteres elipticos centrais para prova-lo diretamente. No
caso de ¢g, 0 mesmo tipo de calculo foi feito em [CP91a]. Os demais casos estao em [EMO02b]. Essa
demonstracao usando caracteres elipticos centrais é interessante, porém, pode se tornar bastante

trabalhosa, como para eg.

COROLARIO 1.3.10. Para g # Ds,,, os caracteres elipticos centrais sao determinados pelo seu
valor em V =V}, onde b é o indice do nédulo negro do diagrama de Dynkin. No caso de Dy, eles

sao determinados por seus valores nas afiniza¢Ges minimais das representagoes spin.

Ja que s6 poderemos completar a demonstragdo do teorema 1.3.8 para sl,,; de qualquer
maneira, de agora em diante estaremos supondo que g # D,, para n par. Entao fixamos V =V} e

consideraremos produtos tensoriais da forma V(z1) ® --- @ V().

PROPOSIGAO 1.3.11. Se z1,..., 2 é uma sequéncia satisfazendo a condi¢ao da proposigao 1.3.2
e s € Sy é tal que zyyy,...,25) também a satisfaz, entdo V(z1) ® --- ® V(z) é isomorfo a
V(zs1)) @ -+ @ V(zs))-

DEMONSTRAGAO. O isomorfismo é dado por aplicagdes sucessivas de PRy (zj/2x), onde k e
j sao fndices que trocam de ordem pela agdo de s. Que PRy y(zj/2;) define um isomorfismo nos
fatores correspondentes segue da hipétese sobre as sequéncias 21, ... 2; € zy1), - - - Z5()- (]

DEFINICAO 1.3.12. Dizemos que uma sequéncia z1, . .., 2, ¢ nao resonante se satisfaz a condigao
da proposicao 1.3.2.
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Como qualquer sequéncia pode ser rearranjada numa ordem nao resonante, denotaremos por

Y (z1,..., zn) qualquer um dos produtos tensoriais indecomponiveis isomorfos obtidos de z1, . . . , 2.

Como consequéncia do lema I11.3.4, do teorema 1.3.9 e das proposicoes 1.3.2 e 1.3.11, para
provar o teorema 1.3.8 é suficiente mostrar que se Y(z1,...,2;) e Y(wi,...,wg) tém o mesmo
carater eliptico central, entao eles estao ligados.

De agora em diante assumiremos que g = sl 4.

rVhY—1)

LEMA 1.3.13. Para todo w € C*, Y(21,...,2m) € Y(21,..., 2Zm, w, ¢w, . . ., ¢* w) estao

ligados. Em particular Y (21,..., zm) esta ligado a Y (z1,..., 21, zjqzrvhv, Zjfly s Zm)-

Observagao: Para sl,, 11 temos 7V =1 e hY = n+ 1. O motivo de enunciarmos o lema desse jeito
é apenas uma sugestao da forma “geral” que esse lema terd para outras algebras de Lie. De fato,
como queremos que esse lema liste todas as possiveis relagoes nao triviais de ligacao de forma nao
redundante, nao é possivel formuléd-lo de forma geral, forcando-nos, desde ja, a uma anélise caso a
€aso.

2(h"=1)4p) para

DEMONSTRAGAO. Como a representacio trivial estd contida em Y (w, ¢*w, ..., q
todo w, como “poténcia exterior quantica méxima” de V(w), segue que toda constituinte simples
de Y(21,...,2n) também é constituinte de Y (21, ..., zm,w, ¢?w, . .. ,qQ(hvfl)w). Veja que usamos
o teorema 1.3.1 neste argumento. Para a segunda afirmacao, sejam Y7 e Y5 constituintes sim-

ples em cada um dos produtos tensoriais considerados. Entao ambos Y; sao subquocientes de

2 2hV
Y (21,032,025, @7 25,2541, - o5 Zm)- O

O lema 1.3.13 reduz nossa tarefa a mostrar que se Y (z1,...,2my) € Y (wi,...,wy) tem o mesmo
carater eliptico central, entdo a sequéncia (z1, ..., 2m,) pode ser obtida de (wy, ..., w;) combinato-

27702), que jé

riamente: por permutagoes e por adicdo ou remocao de sequéncias (z,qQZ, ey
incluem transformacoes do tipo z; — zjqzhv. Essa parte da demosntracgao é feita analizando-se a
estrutura de zeros e pélos de £(2) = Eyv(2) = fuv(2) frv(271). Relembrando a férmula (1.2.12)

para fyy(z) temos

2(hY —1) v o
(1.3.4) £(z) =q 7 Hg 21 2)o(qP M 27

onde p é dada por (1.2.11)

(1—2)(1—=2¢"")
1-

o) = g
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Assim, a estrutura de zeros e pélos de £(z) em E é dada pela seguinte figura

\% \2
Q127D g2 (hY =) ol of’
paran > 2 e para n = 1

2 -1 0 ... 0 -1 2 =2

2 4
ol o7 ¢

onde nimeros positivos denotam zeros, da ordem correspondente, e negativos os polos.

O fato de C estar contido em Y (w, ¢w, . .. ,q2(hv*1)w) é refletido na relacao
RV —1
(1.3.5) II ¢ew™'a?) =1.
s=0

Para completar a demonstragao, mostraremos que qualquer relagado multiplicativa entre £(zu),
u € C*, é uma combinagao de relagoes da forma (1.3.5). E suficiente mostrarmos que as funcgoes
£(2),&(2¢7%), ..., §(zq_2(hv_2)) sdo multiplicativamente independentes. Veja que para sls isso é
imediato.

Vamos transportar o problema para o contexto de algebra linear. Considere o grupo zZh' -1,
Associe & funcio £(zq72%), 0 < s < hY — 2, o vetor u, € 7M1 dado por

u =(2,-1,0,0,...,0)
UpY 92— (0,0,...,0,—1,2)
w  =(0,...,0,-1,2,-1,0,...,0)

para 0 < t < hY — 2, onde o 2 aparece na s-ésima entrada, se as enumerarmos de 0 a hY — 2.

~2%) na sequéncia

As entradas desses vetores correspondem a ordem das singularidades de £(zq
1, ¢, ...,q2(hv_2). Entao nos resta mostrar que os vetores us sao linearmente independentes ou,
equivalentemente, que a matriz S,,, cujas linhas sao os vetores us, tem determinante nao nulo. Mas
é facil ver que det S,, = 2detS,,_1 —det S,,_o. Entao, usando inducao, obtemos detS,, = n+1. De
fato, S, coincide com a matriz de Cartan de sl,11 (essa coincidéncia ndo acontece para as outras

algebras de Lie). A demonstragdo do teorema 1.3.8 para sl, 11 estd completa.

Finalizamos o capitulo com um exemplo. Vamos caracterizar os blocos das afiniza¢ées minimais
das quantizacoes das representacoes irredutiveis de sls. Para isso usaremos a sequéncia exata que

apresentamos no inicio desta segao:

0—>Vm*1(zq*1)—>Vm(z)®V1(zqm+l)—>Vm+1(zq)—>0

Pondo m =1 temos
0—C—Vi(2)@V(2¢®) = V%(zq) -0

e concluimos que as afinizagoes minimais da representacao 3-dimensional pertencem todas, indepen-

detemente do valor de z, ao bloco da representacao trivial, cujo carater eliptico central é dado pela
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funcao constante x(z) = 1. Usando inducao vemos que o mesmo vale para todas as representagoes
de dimensao impar, ou seja
V¥(2)el Yz
De maneira similar, obtemos a seguinte caracterizacao para as representacoes de dimensao par
VAT (z) eCy & Vi(zg' PF ) e Cy
Finalmente, como o perfodo da curva eliptica, neste caso, é ¢*, concluimos que, para duas afinizacoes

minimais da representagao natural de sly, temos

Vi(z), Vi(w) € Cy < % —¢* kez



CAP{TULO 2

Uma Versao Quantizada do Funtor de Kazhdan-Lusztig

Neste capitulo construiremos explicitamente uma versao quantizada para o funtor de Kazhdan-
Lusztig [KL94] no caso de sl,, 1. Comegamos com os resultados necessarios sobre representagoes de
R-matrizes. Ainda na primeira se¢ao, fornecemos a defini¢ao de Felder [F94] para o Grupo Quantico
Eliptico E;~(sl,11) através de uma solugao particular da QDYB. Na se¢ao 2.2 apresentamos o
principal método para se obter solugoes da equacao QDYB a partir de Teoria de Reporesentacoes,
a chamada Construgao de Intercambio. Na segao 2.3 definimos fungoes de correlagao, na linguagem
da Construcao de Intercambio, e enunciamos o teorema de Frenkel-Reshetkihin [FR92| que diz que
tais funcoes satisfazem uma versao quantizada das equagoes de Knizhnik-Zamolodchikov. Também
calculamos as solugoes de fusdo destas equacoes qKZ nos espagos homogéneos do produto tensorial
V(z) ® V(y), onde V & afinizagdo minimal da quantizacao da representacao natural de sl,;1 em
C"t e z,y € C*. A seguir, secdo 2.4, calculamos a monodromia destas solugdes para obter o
operador de intercambio correspondente. Finalmente, na tdltima secao, provamos que a categoria
de representacoes deste operador é equivalente a da R-matriz utilizada por Felder e construimos o
funtor qKL.

2.1. R-matrizes Dinamicas

Essa segdo é uma sintese de [EV98].

Seja a uma algebra de Lie abeliana de dimensao finita sobre C. Considere a categoria Rep¢(a)
das representagoes diagonalizéveis de dimensao finita de a, i.e., todo objeto V' de Repy(a) admite
uma decomposi¢ao em espagos homogéneos

V=P Vi

pea*

e a acdo de a em Vu] é dada por xv = p(z)v. Se v € V]u] dizemos que p é o peso de v. A equacao
(21.1) Ry (A = 7h®) Ry, vy () Rug, vy (A = v M) = Ry vy (A Rvs v (A = 7h) Ryq 1, (V)

com relacdo a uma familia de fungoes meromorfas Ry; v, : a* — End,(V; ® V), indexadas por pares
de objetos em Repy(a), é chamada de Equagao Quantica Dinamica de Yang-Baxter com passo

25
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v € C*. A notacio h( significa que, por exemplo,
Ry; v, (A = 0P (01 @ va @ v3) = (Rvy 1, (A — y) (01 @ 02)) © w3

se vz tem peso u.

De maneira similar definimos a equagdo quantica dinamica de Yang-Baxter com parametro

espectral

Ry, vy (u1 — ug, X — vh®) Ry, vy (un — w3, A) Ry, vy (ug — uz, A — Ay =
(2.1.2)

RVQ,Vg (UQ — us, )\)RV17V3 (Ul — us, A— ’Yh‘(Q))va,VQ (ul — U2, )‘)

com relagdo a uma familia de fungdes meromorfas Ry, v, : C x a* — Endq(V; ® V;).

Nos restringiremos a equagao (2.1.2). Quando todos V; = V| a equagao (2.1.2) é usualmente

escrita como

R (uy — ug, A — yh®) R (uy — ug, )R (ug — ug, A — ypV)) =
(2.1.3)
R*(uy — uz, NR"(ur — uz, A = yh®)R'(u1 — uz, )

com relac¢ao a uma fun¢do meromérfa R : C x a* — Endg(V ® V). Uma solugao R(u, A) de (2.1.3)
é chamada de uma R-matriz dinamica com parametro espectral se for invertivel para quase todo

(z,A). Dizemos que uma R-matriz dindmica é unitéria se satisfizer

(2.1.4) R(u, ) R* (—u,\) =1

Suponha que dima = dim V = n e que os pesos de V formem uma base para a*, ou seja, a é a
subdlgebra de Cartan de gl,, agindo naturalmente em V = C". Entao toda solugao de (2.1.3) tem

a forma
n

R(u,\) = Y (1, ) En ® Epp+ Y Bt (1, A) By @ B
m,l=1 m#l
para funcoes meromorfas o, (u, A) e B, 1(u, A), onde E,, sdo as matrizes elementares definidas
na segao III1.4. Neste caso dizemos que R(u,\) é do tipo gl,,. Em [EV98], Etingof e Varchenko
classificaram R-matrizes do tipo gl,, sem parametro espectral. Eles também classificaram as com
parametro espectral, mas no sentido formal, isto é, o passo v ndo é um nimero, mas um parametro

formal.
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ExempLO 2.1.1. O principal exemplo de R-matriz dindmica do tipo gl,, é a seguinte fungao
eliptica

R (1, A) =Y B @ B + Y &t A1) Emn @ Erp + B, A1) Ein @ By
m m##l
com
ol \) = h(A+77) di(u;7) _ () dh(u— A7)
’ h(nT) ilu—y7) D1(As7) D1 (u =93 7)

onde A\, ; = Ay, — A e 1 € a primeira fungao téta de Jacobi (I11.2.5).

Blu, A)

No espirito da se¢ao 1.4, podemos pensar “no” grupo quantico associado a uma R-matriz R(u, \),
que é chamado, genericamente, de um Grupo Quéantico Dinamico. De fato, dada uma R-matriz
dindmica, o objeto que definimos é sua teoria de representagoes.

DEFINIGAO 2.1.2. Seja R : C x a* — Endq(V ® V) uma R-matriz dindmica. A categoria
Rep;(R) das representacoes meromorfas de dimensao finita de R consiste de pares (W, Ly ), onde
W € Repy(a) e Ly é uma fungdo meromorfa,

L : C x a* — Endo(V @ W)
genericamente invertivel e satisfazendo
R12(u1 — U, A — ’yh(?’))L‘l,[?}(ul — ug, )\)L%?}(ug —ug, A — Wh(l)) =
L (ug — uz, N L (ug — us, A — yh@YRZ (ug — ug, \)
em End,(V @V @ W). Se (W, Ly) e (U, Ly) sao duas representagoes de R, um morfismo entre

elas é uma funcao meromorfa f : a* — Homq(W,U) tal que

(1® f(N) Lw (u,\) = Ly (u,\) (1@ f(A —vh(1))

Observagao: Essa definigao foi originalmente dada por Felder em [F94]|. Veja que Rep¢(R) é
linear sobre o corpo My das funcbes meromorfas em a*, periédicas com respeito ao reticulado dos
pesos de V.

ExEMPLO 2.1.3. Seja R: C x a* — Endy(V ® V) uma R-matriz dinamica.

(a) Considere um espaco vetorial W onde a age trivialmente. Entao (W,1), onde 1 denota a
funcao constante 1 € Endq(V ® W), é uma representagao de R chamada de a representagao
trivial associada a W.

(b) O préprio par (V, R) é uma representagdo de R chamada de a representagao béasica de R.

(c) Se (W, Lw) é uma representagdo de R, f : a* — Endq(W) é genericamente invertivel e
L{:V = (10 f(N) 1) Lw (u, N) (1& f(A—7hD)), entdo (W, L{jv) também é uma representagao
de R. E claro que f fornece um isomorfismo de (W, L&,) em (W, Lyy).
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ExeEMPLO 2.1.4. O grupo quantico cuja teoria de representagoes € Repf(Ril,lW), onde Ri”7 é a
R-matriz eliptica do exemplo 2.1.1, é chamado de um grupo quéntico eliptico e é denotado por

E. . (sly).

Agora vamos munir Repy(R) de uma estrutura tensorial. Dadas representagoes (W, Ly) e
(U,Ly) de R: C x a* — Endq(V ®@ V), defina (W, L) @ (U, Ly) = (W @ U, Lwey) onde

(2.1.5) Lweu(u, A) = Lig(u, A — yA®) L (u, A)
para os objetos de Rep¢(R) e
(2.1.6) f© g0 = F(A =)@ g(3)

para os morfismos. E facil ver que (2.1.5) define uma representacio e que (2.1.6) define um morfismo.
Consequentemente, ® é um bifuntor bem definido. De fato, ® define uma estrutura de categoria
tensorial em Repy(R) com o elemento neutro sendo a representagao trivial (C, 1).

De agora em diante vamos nos restringir a R-matrizes do tipo gl,,. O objetivo serd introduzir
um conceito que mede quando duas R-matrizes sao equivalentes. Precisaremos de alguns conceitos

preliminares

Fixe uma algebra de Lie abeliana n-dimensional §.

DEFINIGAO 2.1.5. Uma m-forma multiplicativa em h* é uma colecao de funcoes meromorfas
¢ = {¢ai....am(N)}, onde {a1,...,an} percorre todos os subconjuntos ordenados de {1,...,n},
satisfazendo

Pa1,.. 01,05 5,0m ()‘)Soah---,am (AN =1

Denote por ™ o conjunto de todas m-formas multiplicativas. Com as defini¢coes ébvias pode-
mos munir ™ com uma estrutura de grupo abeliano onde a identidade é a forma constante

]-al,...,am ()\) =1.

Dados v € C* e s € {1,...,n}, defina o operador 5 no espago das fung¢oes meromorfas em h*

por

FO, - A
FOM o A — sy An)

e também o homomorfismo diferencial d, : Q™ — Qmtl o dyp

(2.1.7) Osf(A1, .y An) =

m—+1
—1 s+1
(2.1.8) (dy0)aramis V) = T Ganorrterianssmamss (V)T

s=1

Temos d%cp =1Ve.
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DEFINIGAO 2.1.6. Uma forma ¢ é dita y-fechada se d ¢ = 1. Se ¢ = d3 para alguma forma
1, dizemos que ¢ é y-exata.

Observacao: Quando vy = 1 dizemos apenas que ¢ é fechada ou exata e denotamos d; simplesmente

por d.

Dada uma R-matriz dindmica R do tipo gl,, com passo v, defina as seguintes transformacoes

(2.1.9) R(u, A) — c(u)R(u, \)

onde ¢(u) é uma fungao meromorfa escalar;

(2.1.10) R(u, A) — R(au,b\ + )

onde a,b € C* e i € bh*;

(2.1.11) R(u, \) —
f: A (1, A) Eman ® En + Y @it (N1, A) Eyn ® Ey g+ By (4, \) By @ B
m=0

m##l
onde ¢ = {@m(A)} é uma 2-forma ~-fechada.

As transformagoes (2.1.9)-(2.1.11) sdo chamadas de transformacdes de calibre!.

Observacao: O conceito de transformagoes de calibre para R-matrizes do tipo gl,, também foi
introduzido em [EV98]. De fato outras duas transformacoes sao definidas, mas elas ndo nos serao
uteis.

PROPOSIGAO 2.1.7. [EV98| Transformagoes de calibre levam uma R-matriz do tipo gl,, em
outra R-matriz do tipo gl,,. As transformacoes (2.1.9) e (2.1.11) preservam o passo, enquanto
(2.1.10) leva v — 7/b. A condigao de unitariedade é preservada por (2.1.10) e (2.1.11) e 0 mesmo
vale para (2.1.9) se c(u)c(—u) = 1.

TEOREMA 2.1.8. Seja R : C x a* — Endg(V ® V) uma R-matriz dinamica do tipo gl,, com
passo 7. Se R(u,\) é obtida de R por transformacdes de calibre, entdo Rep¢(R) = Reps(R) desde
que a forma usada na transformacao (2.1.11) seja ~y-exata.

DEMONSTRAGAO. O teorema é 6bvio para as transformagoes (2.1.9) e (2.1.10). Entao suponha
que R é obtida de R pela transformagao (2.1.11) com ¢ = d,(. Tome § =) (o Fqq € observe que
R é dada por

R(u, A) = (€D (A =071 EP (N) T R(u, NEW (N)EP (A — 4 1)

l40 inglés gauge transformations
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Entao, dada uma representagao (W, L) de R, defina
L(u,A) = (€W =4aP) 7 L(u, D ()

Agora é rotina verificar que o funtor (W, L) — (W, L) (identitidade nos morfismos) estabelece uma

equivaléncia entre categorias tensoriais. U

Observagao: Esse teorema foi originalmente provado em [EV99] usando a linguagem de bial-
gebroides.

2.2. A Construcao de Intercambio

Nessa secao apresentamos o principal método para se obter R-matrizes dindmicas a partir da
teoria de representacoes de Uy(g) e Uy(gext), onde g é uma élgebra de Lie simples sobre C. Recorde
as defini¢oes de Uy(g) e Uy(gext), assim como sua teoria de representagoes, nos capitulos II e 1.
De fato, a construgao é valida para U(g) e U(gext), tomando-se o limite ¢ — 1 (ou simplesmente

repetindo-se todos os passos).

Precisaremos do seguinte teorema, conhecido como Teorema da Reciprocidade de Frobenius.

TEOREMA 2.2.1. Seja A uma algebra e B uma subalgebra. Se M é um B-modulo, entao A®Qp M
¢ um A-mddulo e, para todo A-médulo N, vale Homg(A ®p M, N) =2 Homp(M, N|p).

DEMONSTRAGAO. A estrutura de A-médulo em A ®p M é dada por a(a ® m) = (aa) @ m.
Entao defina ¢ : Homy(A @ M, N) — Homp(M, N|g) por ¢(f)m = f(1 ® m). Reciprocamente,
defina ¢ : Homp(M, N|g) — Homg(A ®p M, N) por ¢(g)(a ® m) = ag(m). A verificagdo de que
©, 1 estao bem definidas e sao mutuamente inversas é pura rotina. O

Comegamos com Uy (g). Seja M) o médulo de Verma correspondente e relembre que, para A e ¢
genéricos, M) ¢ irredutivel. Fixe um vetor de peso maximo vy € M). Consideraremos operadores

de intercambio (homomorfismos de médulos)
¢:My— M L@V

onde V' € Rep(U,(g)). Seja v}, o vetor de peso minimo do médulo de Verma dual (restrito) M
tal que < vy, v; >=1. Defina

<@ >= (v, ®1)(gvy)
e observe que ¢uy = v,® < ¢ > +t.b.o., onde t.b.o. denota termos de ordem (peso) mais baixa que
vy, no primeiro fator. Além disso, como ¢ é um homomorfismo de médulos, temos < ¢ >€ VX —p].

DEFINIGAO 2.2.2. A aplicagdo <>: Homy, (q)(My, My, @ V) — V[X — ] é chamada de o valor
esperado de ¢.
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PROPOSIGAO 2.2.3. [ES99] Sejam M) e M, médulos de Verma sobre U,(g) e V € Rep(Uy(g)).
Suponha que M, seja irredutivel. Entao, dado um vetor homogéneo v € VA — ], existe um tnico

operador de intercambio
PN My — M,V

com < ¢§ >= .

DEMONSTRAGAO. Dado v € h*, vamos denotar por C, a representacao unidimensional de
U,(b™) gerada por um vetor de peso v. Basta mostrarmos que, nas hipéteses da proposi¢ao, <> é
um isomorfismo de espacos vetoriais. De fato, pelo teorema 2.2.1, temos

Homy, () (Mx, M, ® V') & Homy, (5+)(Cx, M, @ V)

que, por sua vez, é isomorfo a Hoqu(b+)(M HCoa® V). Agora considere a involugao de Cartan
T = —w, onde w é a involu¢ao de Chevalley. Dado um U,(g)-médulo W, denotaremos por 7W o
médulo obtido por composigio da acdo de Uy(g) com 7. Entao temos Homy;, p+)(M;,C_\ @ V) =
Hoqu(b_)(TM/j, Chr®@71V). Como M, é irredutivel, a forma de Shpovalov em M, é nao degenerada
e, consequentemente, M, = 7M. Usando o teorema 2.2.1 novamente, temos

Homy, (p-)(My, Cx @ 7V') = Homy, (5)(Cp, CA @ V) = Homy, (5)(Cpmr, V)
Usando 7 mais uma vez, finalmente obtemos que
HOHqu(g)(M)\, M, ® V)= Hoqu(h)((C)\_u, V) Z VA —

Agora é s6 se convencer que esta sequéncia de isomorfismos é exatamente <>. U

Observagao: Fixado v, o homomorfismo ¢ estd definido para valores genéricos de A. Se identifi-
carmos M) e M, com Uy(n~), podemos interpretar ¢} como uma aplicacao Us(n™) — Us(n™)@ V.
E f4cil ver que os coeficientes dessa aplicacao, em qualquer base, sao funcoes trigonométricas de A
(racionais quando ¢ = 1).

Tome V,W € Rep(U,(g)) e dois vetores homogéneos v € V(vi],w € W]rp]. Considere a
seguinte “composicao” de operadores de intercambio

¢ Ny ®1
M, —— MA_V1®V EEEE— M)\—ul—UQ®W®V

Em geral, escreveremos apenas (bi]’v = ¢\_,, © ¢%. Pela proposigao 2.2.3, existe um tunico vetor
u e W @V + 1) com ¢} = ¢y Ou seja, temos uma aplicacao Uy(h)-linear

JwvyA) WV WV  wev—< ¢y’ >

chamada de operador (ou matriz) de fusao.

Observagao: Jyy ¢ uma funcao trigonométrica de A (racional no caso de ¢ = 1).



32 2. UMA VERSAO QUANTIZADA DO FUNTOR DE KAZHDAN-LUSZTIG

TEOREMA 2.2.4. Sejam o(A) = hy + h, — 13" 2? € Uy(h), onde {z;} é uma base ortonormal
para b, U;(b*) os nicleos das projecdes Uy(b¥) — Uy(h) e Ro € 1+ U,(b™) @ U,(b™) dada por
RO = q_% Z%QR

(a) Existe uma tnica solugao J(A) € 1+ Uy (b™) @ Uy (b*) da equacao
(2.2.1) JN(1 @ 2Ny = RE (1@ ¢ M)J(N)
(b) J(N)lwev = Jw,v(A), para todos V,W € Repy(Uy(g))-
Para a demonstragdo nos referimos ao artigo original [ABRR98] ou a [ES99]. A equagao

(2.2.1) também é chamada de equacdo de ABRR, os autores de [ABRR98].

PROPOSIGAO 2.2.5. Sejam U, V, W € Rep(Uy,(g)).

(a) Jw,v(A) é estritamente triangular inferior. Em particular, sempre que Jy, estiver definido,

existe Jyy (A) 7L

(b) Vale a equagao do twist dindmico
(2.2.2) JU®VV,V()\) (JU,W(A — h(g)) X 1) = JU,W®V()\) (1 &® Jwy()\))

emUQW V.

DEMONSTRAGAO. A primeira afirmagao significa que Jiy,y(A) = w ® v + Y w; ® v; sendo que
o peso de w; ¢é estritamente menor que o de w, enquanto o peso de v; é estritamente maior que o

de v. Isso segue diretamente do teorema 2.2.4.

Para demonstrar a segunda afirmacao, tome vetores homogéneos u, v, w em U, V, W, respecti-

vamente, e denote seus pesos por vy, Uy, V. Entao temos

Bxmvu © (DN, OB%) = (Phvmr, © DA, ) © 82
————

Jw, v (MNw@v JU’W()\—I/U)u@)w

¢>\ ¢>\7uv
Ju,wev MNARJy, v (M) u@uwdv JTuew,v M) (Jy,w (A=) @) u@uwev
¢)\ ¢>\
e a equagao segue da proposicao 2.2.3. (]

Seja J%&V(A) =PlwyN)P: VoW —-VaoW.
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DEFINIGAO 2.2.6. O operador (ou matriz) de intercambio Ry (A) : VW — V@W é definido
por
Ryw(N) = Jvw A R Jivy (V)

onde Ry € a restricdo da R-matriz universal de Uy(g) a V @ W.

E imediato que Ry (A) é uma funcdo meromorfa de A, preserva pesos e é invertivel, quando
esté definido.

LEMA 2.2.7. [ES99] Suponha que RV’W()\)U @w =) ,v; ®w,;. Entao
PNy, 093y = (1@ P(R Z¢A Vo,

onde vy, Uy, Vyy,; 520 0s pesos dos respectivos vetores.

DEMONSTRAGAO. E conveniente escrever a equacao que define Ry 7 como
Jwy(N) = P(RYy) " Jvw (M) Rvw (M) P

Entao

P(RP ) TLT MR AvRw L vi@wW;
G 08 =gy ) I _ (1o p(Rip ) g VB

Na tltima igualdade usamos que ( ® P(ROP w) DY ¢ um homomorfismo de médulos com

P(RYy) v . .
o mesmo valor esperado de ¢, e, portanto, coincidem, de acordo com a proposi¢ao

2.2.3. (]

TEOREMA 2.2.8. O operador de intercambio é solucao da equacdo QDYB (2.1.1) com passo
v=1

DEMONSTRACAO. Esse teorema pode ser demonstrado nos moldes da proposicao 2.2.5 usando
o lema anterior. Mas, de fato, ndo precisamos mais de Teoria de Representacoes. A demonstracao
que daremos usa apenas o fato que o operador de fusdo satisfaz a equagao (2.2.2). Para enxugar
a notagao, vamos numerar os espagos U, W,V por 1,2, 3, de acordo com sua ordem de aparigdo no
produto U @ W ® V| e usaremos apenas os nimeros como indices. Embora tediosa, a demonstracao
é um exercicio instrutivo do uso da notacao. Comecamos escrevendo a notacao de forma mais

explicita :
Ri3(\) = PosJi5 (AR P13 J31(\) Pi3Pas Roz(\) = PiaPi3Jy3 (AR5 Pag J3a(N) Paz Pi3 Pra
A equagao (2.2.2) pode ser escrita como
Ji2(A— h®) = J123(N) 1123 N) J2.3(N)
Para os outros indices temos

Jo,3(A — My = Joz1(A) T2 31(N)J31(N) J13(A— h?)y = J132(0\) 711 32(N) J3.9(N)
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Vamos omitir a dependéncia de J em A. Substituindo essas expressoes no lado esquerdo de (2.1.1)
temos

(J2.3 1 .33012,3RI5 Pia sy s J2,13J13 Pia) (Pas J1 s R PisJs,1 Prs Pas) (Pia PisJs 1 J5 31 J23,1 Ro5 PasJagh J3,21J2,1 Pas Pis Pr2)

-1 7—1 o —1 o —1 o —1
= J33J1 23 J12,3R75 Pi2Ja1 3 J2,13 P12 P3R5 P13 Pay Pas J; 31 J231Ro5 PasJsp 1 J3.21J2,1 Paz P13 P2

P1aRi2 P13R13 P23Ra3
Em todas as chaves usamos que o operador R°? = PRP e, na chave do meio, que P satisfaz a
equacgao QYB (1.2.6). Fazendo a mesma coisa para o lado direito de (2.1.1), veremos que o teorema
segue do fato de R ser, também, solucao de (1.2.6). O

Antes de passarmos para Uj(gext), apresentamos as férmulas para Jyy(A) e Ryy(A) quando
g = sl,+1 e V é sua representagao natural. Os métodos para obter as formulas podem ser encon-
trados em [ES99, EV98, EV99|. De fato, essas férmulas podem ser recuperadas das férmulas
correspondentes com pardmetros espectrais que calcularemos nas se¢des seguintes.

n+1 —1
qa—4q
(2.2.3) Jyv (A E E; ® Ej; + E 20— Lii ® Eij
3,j=1 z<J
n+1 q—q —1
(2.2.4) va(/\ = q "+1 (q E Eu & Eu + E 1_ 200 —Niti—j) E]z & E’Lj + g Eu ® E]j+
i#j ¢ i<j
()\j—)\i-i-l—j) =2 2()\j—/\i+’i—j) 2
q q q q
5 ) ) o )

Ny (1 _ q2()\j*)\i+i*j))2

Agora vamos “repetir” a construcdo para Uy(gext). Comecamos com uma generalizacdo da
proposicao 2.2.3. Relembre a definicao do médulo de Verma M)  no capitulo II.

TEOREMA 2.2.9. [EFK] Fixe k # hY e \,u € b* tal que M. seja irredutivel. Seja ¥ um
Uq(@ext)-médulo onde os elementos k; e ¢¢ ajam diagonalmente e denote por Y[v, A] o auto espago

de peso v onde a acdo de ¢% é ¢®. Entdo

Homy, go) (Mg, Mk @Y) 2 YA — p, Ap(p) — Ag(N)]

DEMONSTRAGAO. A demonstragao segue nas linhas daquela da proposi¢ao 2.2.3. Em particu-
lar, o isomorfismo é dado pelo valor esperado P o< d >=< v; > <i>v>\7k >. O

Entao, dado v € Y[\ — u, Ag(p) — Ag(N)], denotaremos por Cfﬂj\k 0 homomorfismo correspon-
dente. Usaremos o teorema com Y = 22V [z, 27|, onde V € Reps(U,(g)). Assim, dado v € V
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com peso v, existe um tinico homomorfismo
DY i Myg — My ® 2 2V [z, 27

onde =\ —ve A= Ag(\) — Ag(pn). Considere também o U,(g)-homomorfismo f ; = zAéK’k.
Nao ¢ dificil de verificar que ®§, pode ser representado por uma série Y, = > <I>§\7k[m]z_m,

mezZ
onde @Y ; [m] é homogeneo de grau m.
De maneira analoga, denotaremos por &)f;’ (21/22) a composicao
(DYoo (z2) © 1) 0 8% k(21) « Mok — Myupe@2 22 Wza, 2|02y 2V [z, 2771
e por B\ (z1/22)
(PN ooy, (22) ©1) 0 DY 4 (21) = My g — My, x@W 20, 25 1 |&V 21, 21 ']
Entao definimos o operador de fusao com parametro espectral
Jwy(u,\ k) WV -WeV

onde e?™" = 21 /25, por Jwy (u, A\, k)w @ v =< @1;,: >. Que Jy, estd bem definido como série

2miu

formal de e segue de maneira andloga a triangularidade do operador de fusao (sem parametro

espectral) Jyy (A\). Mais adiante veremos que Jy v (u, A, k) é meromorfa em uma regiao aberta de

C x b.

Finalmente definimos o operador de intercambio com parametro espectral

(2.2.5) Ry, (u, A, k) = Jwy (u, A, k)T R |y (eeminy gy o (—u, A k)

De maneira similar ao teorema 2.2.8, mostra-se que o operador de intercambio com parametro
espectral é solugao da equacao QDYB (2.1.2).

2.3. A Equacao Quantica de Knizhnik-Zamolodchikov

Sejam z1,...,zy varidveis complexas, Vi,...,Vx € Repg(Uy(g)) e v; € V; vetores homogéneos.
Considere a composicao

o P2 N
Nk —_A —17  H1k AN =15 —A —1
Mg —> My k@21 Wiz, 20 ] — oo — My x @2y Vizn, 2y ]

onde A; = Ag(pi—1) — Ap(ps). A funcdo W7 (z1,...,2n5) =< @ZZ\\’]_I L O oég’\lk > é chamada

de funcao de correlacao. Pelo que vimos na secao anterior, ela estd bem definida como um elemento

de 2721 .. .z;,AN clrz,..., ZJZV;]] O seguinte teorema é central. Nos referimos ao artigo original

[FR92] ou a [EFK] para a demonstracao.
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TEOREMA 2.3.1. A fungao de correlacao definida acima satisfaz a equagao quantica de Knizhnik-

Zamolodchikov.
Pz bz
\Il(zl,...,pzj,...,zN) = RVjA/j_'_l(ij)...RV}.’VN(fj) q)\+MN+2p|V]. X
Zj+1 ZN
1\ — Zj—1\—
va,\/j(*) ! e R\/J717%<]7) 1‘1’(2’1, N /IERE ,ZN)
Zj Zj

ondep=qg 2 er="k+h"

Observagao: A idéia da demosntragao do teorema 2.3.1 é a mesma da equacao de ABRR. De
fato, ABRR é um caso limite da equag@o quéantica de Knizhnik-Zamolodchikov

Também chamamos as fungoes de correlacao de soluges de fusdo da equagdo quantica de
Knizhnik-Zamolodchikov. Veja que a equacao qKZ é na realidade um sistema de equacgoes de
diferencas. De fato ela é um sistema holonomico, de onde segue

COROLARIO 2.3.2. A funcdo de correlacio é da forma W (zy,...,2x) = 27 2 .. 2N U (21, ..., 2n),

onde ¥(z1,...,zy) é meromorfa em CV.

Veja [EFK] para os detalhes.

COROLARIO 2.3.3. O operador de fusao Jy,w (u, A, k) e o operador de intercambio Ry, (u, A, k)
sao meromorfos em C x 4, onde 4 C h* x C é definido pela condigao [p| < 1.

Observacgao: De fato,o conjunto das singularidades é a uniao de hiperplanos da forma u — bk =
¢, (A, v) —bk =ccomb,ce Cevrebh* Mais ainda, Jyw(u, A, k) é regular em 0 [EMO02a).

De agora em diante estaremos interessados em resolver a equacao qKZ num caso especial. A
saber, fixamos g = sl,.1 e N =2 com V; = Vo = V = C"*!. Denote por Vin, m <[, o subespaco
de V ® V gerado por v, ® v; € U] ® Upp,.

Entao comece com v; ® v; € Vi, ;. Temos um operador de intercambio
O\ (y/x) : My — My @ Viz,a 1@ Viy,y )

onde pt = A\ — (m + 1) (lembre que p; é o peso de v;). Como vimos anteriormente, a funcao de
correlagao \Il;)fkvj (z,y) é da forma z~21y~A2 \IJK’I:J (y/x) com \I’sz%(y/:n) € Vin,, onde

Ar=Ap(A =) = DA = ( + pm)) Do = Ap(A) = Ap(A — py)

V;,V5 Vi,U5

Nao é dificil ver que W¥,", 7 () estd bem definida em 0 e ¥,';7(0) = Jyy(\)(v; ® v;). A equagao
quantica de Knizhnik-Zamolodchikov para ‘Ilii;cvj (x,y) se escreve
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W(pr,y) = g} R (y/2) " W (2, y)
(2.3.1)
W(z,py) = B> (py/w)qp" 0@ (2, y)

onde R(z) = Ryy(z) é a R-matriz universal de U, (g) avaliada em V(z)®V. E conveniente comegar

resolvendo o sistema modificado

U(pz,y) = q)y)" " R(x/y)¥(z,y)
(2.3.2)
U(z, py) = B> (py/)qis " 2P0 (2, y)
obtido do original substituindo-se Ry, (2) pela R-matriz normalizada Ry y (z) dada pela proposicio
1.2.9.
Denote por \IlTkl(af, y) as solucoes de (2.3.1) no espaco V,,, ;. Entao
(2.3.3) O (2,y) = Gla,y) UV (2, y)
onde ‘I/Tkl(m, y) sao as solugoes de (2.3.2) e G é uma funcao escalar satisfazendo
(2.3.4) G(z,y) = fly/x)G(pz,y)  G(z,py) = f(py/x)G(2,y)
com f dada por (1.2.12)

(2.3.5) fari(z) =amig(z) e g(2) =[] onsi (@ Vz)
7=0

Entao re-escrevemos (2.3.4)

G(z,y) = p~ 70FD g(y/2)Glpz,y)  G(x,py) =p 0D g(py/z)G(z,y)

cuja solucgao é

(2.3.6) G(x,y) = (x/y) 7T h(y/x)

onde

(237) h(z) _ Hg(lerl Z)fl — H Qn+1(q2j(n+1)pl+lz)fl
1=0 4,1=0

Observagao: Se estivéssemos supondo |p| > 1 (mas ainda |q|] < 1), a expressao para h(z) se-
h(z)
h(z—1)

ria h(z) = [[209(p~'2). Mais adiante expressaremos f(z71) em termos de fungbes gama

elipticas.

Queremos achar as solucoes de fusao em V,,,; correspodentes aos vetores v, @ v; € v; ® Up,.

Quando nao causar confusao omitiremos os indices A, k, m,[. Defina
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_ _ <22 (pmtp)+20pm >
A = A1+ Ay = én :
(2.3.8)
w — <>\+p7/21/fl{_u7n> — i(}\_‘_p)hm

Quando m =1 é facil deduzir que a solucao de (2.3.2) em Vj, p, é
U(z,y) = (xy)_A/ZUm @ v

a menos de multiplica¢do por uma pseudo-constante C(z), i.e., C(pz) = C(z). Entdo, a solugdo de
fusao procurada é ¥(z,y) = G(z,y)¥(x,y), pois

(2.3.9) O(2,y) = (2y) 22 (2/y) 70 h(y/z)(Vn @ vm)

e Jyy(A)(vm ® vm) = Um ® Up.
Agora fixe m < . Combinando as 2 equagoes em (2.3.2) vemos que

U(pz,py) = p ¥ (x,y)
Logo
U(z,y) = (zy)~ 2 *P(x/y)
e 1(2) satisfaz

22— (pmtpp)+20

1/1(]32) = pA/Zp(l) 2 R(Z)w(z)
Escreva
¥(2) = ¥1(2)(vm @ i) + Y2(2) (v ® vm)

e use a proposicao 1.2.9 para obter

vilpz)\ _ [ C(z)p  n(2)pT ) [v1(z)
(23.10) <w2<pz>> - (zn(z)pw c<z>pw> (¢2<z>>
onde (,n sao dadas por (1.2.8).

Entao reduzimos este sistema a seguinte equacgao para ¥
(2.3.11) (¢ 'pz— Q1(p?2) + (07 +p77 — (T +p7T)2) i (pz) + (g2 — ¢ )ea(2) = 0
que é uma equacao de diferengas como no apéndice III.1 (proposigao III.1.1). No nosso caso
Ag=q7'p, Ai=-p"""+p "), As=q, Bo=-¢, Bi=@p"+p ), Ba=-q"

e temos dois conjuntos de solugoes, (u;, 4, si,t;), dados a menos de soma de um multiplo inteiro de
27i
logp

e a menos de inversao de r e s em cada conjunto.
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ulz—w—l—i 7’1:%—1—1 81:%—273 t1 = 2w +1
(2.3.12)
u2:w+i 7’2:% 82:%+2w+1 to =2w +1

~ ~ _A _A . ’ ~
Como as solugoes de fusao pertencem a x~ =y~ =2V, [[y/x]], ao invés de tomar as solucoes
regulares em 0 das equagoes de Heine correspondentes, tomamos as solucdes quase meromorfas

dadas pela proposicao III.1.2. Estamos prontos para a
PROPOSIGAO 2.3.4. As solugoes de fusdo da equagao (2.3.1) sao
W () = (ay) A2 /y) T By /) (v © Vi)
sem=1e, param <[

O (@, y) = (ay) 22 (a/y) 70 h(y/x) ( W (2 /9) (vm @ v) + B (2 /y) (0 ® vm)>

W (,y) = (ay) A2 /y) T by /) (6 (/) (0n © w) + 05 (2/y) (00 © ) )

onde
¢§1)(x/y) _ (x/y)wﬂ/zm 2¢1(p1//{7p72w+1/m,p72w;p’plfl/ny/x)
VD (@ /y) = € (0/y) 2 (y /) ooy (TR, pHHER R pAE N, L1y )
W,y P a2 (p2) — (1 - 20 (2)
wQ (Z) - 1
q—q
A = <22 = (ot ) + 2, pon + > R T e o q—q!
= o = €E= ——mMM—
2K 2K 1 — p~ Q=+l

p=q * e h(y/x) é dada por (2.3.7).

DEMONSTRAGAO. Ja sabemos que sao de fato solugoes de (2.3.1). Falta checar que sao de fusao.
Oberve que ™21y ~42 = (a;y)_% (m/y)_% e que —% = F+ =M respectivamente para
\IIKTZ’UZ e \I'il’}:m. Relembrando a expressao para < iy, 44 > no apéndice I11.4, nos resta checar que
os termos constantes em Vj, ;[[y/x]] coincidem com os valores esperados desejados. Ja fizemos isso
quando m = [. Agora veja que, apesar da expressao para Q,Z)éi) aparentar conter um termo em x/y,
ele de fato cancela em ambos os casos. Para \Ilii}:m esta claro que o termo constante na direcao de
Um @ vy se anula. Entao sé precisamos multiplicar por uma constante (1 e € respectivamente) para

obter os valores esperados preditos. O
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2.4. Monodromia da Equacao Quantica de Knizhnik-Zamolodchikov para Uq(g[m_l)

Nessa se¢ao veremos como obter o operador de intercambio Ry y (u, A, k) a partir da monodro-
mia da equacdo quantica de Knizhnik-Zamolodchikov. Aqui V é a quantizagdo da representagao
natural de sl, 1 em C"*L,

Seja W a fungado de correlagao associada a um homomorfismo
((51 ® 1)&32 : My — M%k@x_AlV[m,a:_l}(ﬁ@y_AQV[y,y_l]

e defina
¢(y,z) = PR(z/y)¥(z,y)

Como consequéncia imediata da equagao (2.3.1) para ¥ temos

PROPOSIGAO 2.4.1.

b(py. x) = Fpy/w)alsy Ry f0)p(y, )

000m) = s R o )l oy, )

onde f é dada por (1.2.12).

Observe que ¢(y,2) = G(z,y)¥(y, ), onde G é dada por (2.3.6) e ¥(y,z) é a solucdo da
equagao (2.3.2) correspondente com z,y na ordem oposta. Vamos chamar de equacao e solucao

intercambiadas. Consequentemente, podemos escrever as solucoes de fusao intercambiadas como
G(y,x)
G(z,y)
equagao (2.3.2), usando suas solugoes ao redor de z/y = 0, ap6s multiplica-las por PR(z/y). Tais

combina¢ao linear (a menos de multiplicagdo por

) das solugbes (ndo intercambiadas) da

solugbes eram dadas por (2.3.12)

()~ /2040 (@ /) = (wy) 22 () T2 g (p VR, AN 2L R )
(24.1) (ay) 220 @/y) = (@)~ 2 (@/y) T 21 (5 VS P p p T R )

(g —q 2 (p2) — (1 - 2)d(2)
g—q!

Agora, de maneira similar & proposicao 2.3.4, vemos que as solucoes de fusdo intercambiadas da
equagao (2.3.1) sao dadas por

(2.4.2) Gy (y, 2) = (wy) =22 (y/2) 70T h(w/y) (0m © vn)

sem=1[e, param <l
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(24.3) B (y,0) = & (ay) > (y/2) 7 h(z ) (617 (9/2) (0m © 0) + 5" (y/2) (01 @ )
(24.4) B (y,2) = ealay) 2 (y/a) O B fy) (617 (y/2) (om @ ) + 05 (y/2) (0 @ o))
onde

O (y /) = (@/y)n(e /)08 (@ /y) + C(a/y)ds (@ /y)

U (/) = /)it (w/y) + nz/y)ds (o /)

a(a—q~") é2 = q e ¢,n sao dadas por (1.2.8).

p72w,1 )

€1 =

Por outro lado, o U,(g)-homomorfismo ®Vy (z/y) : Myp — M, (OV[y,y oViz, 27, que
é analitico na regido |y| >> |z|, pode ser analiticamente continuado a um meromorfo na regiao
|y << |z|. Manteremos a notagao @Kg(x/y) para a continuacgao analitica. Assim, o produto
(1®PR(y/z)) @Y (z/y) é um Uy(g)-homomorfismo M)y — M, @V [z, z 1@V [y,y '] e, portanto,
deve ser da forma @f,f (y/x), onde @ ® © = By(x/y, \)(v ® w), para alguma aplicacio

Br(z/y,\): VeV -VeV

Chamamos a aplicagao
de operador de intercambio unitério, pois ela satisfaz [EFK]

(2.4.5) B (2, \)Br(z71,N) =1

Entao, o operador de intercambio Ry (u, ) = Ryv(u, A, k) é dado por
(2.4.6) Ry (u,\) = f(z~HBy(z,\)
onde z = x/y = e 2™ e f é dada por (1.2.12). De fato, basta calcular os valores esperados:

PR(y/x)JV,V(_uv A, k)(v ® w) = JV,V(“? A, k)(ﬂ) ® ’D) = JV,V(ua A, k)Bk(:E/y? )‘)(U ® w)

Vamos comegar calculando Bk(z, A). Voltaremos a omitir os subindices A, k. Temos os operado-
res de intercambio ®ViVi(y/x) e ®Y-% (y/x) = PR(y/x)®Y"i(z/y) cujos valores esperados sio

T (y/x) =< @i (y/x) > T (y/x) =< BV (y/x) >

Usando a proposicao 2.3.4 e as equagoes (2.4.1),(2.4.2),(2.4.3) e (2.4.4), achamos os valores es-
perados em Vj,; (basta apagar x~2iy~2s das solucdes de (2.3.1) correspondentes). Para Vi,
temos

J(y/z) = h(y/z)vm @ vm e J(y/x) = h(z/y)vm @ vm
Portanto
hz/y)
h(y/z) ™

Bk:(x/ya A) (Vi ® vi) = @ vm
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Para m < |
Jom(y/x) = by /) (T (@ /y) (0m @ v) + T30 (2/y) (0 © vm))
T (yfz) = hiy/2) (T (@ /y) m @ v) + I (2 /y) (0 © vm))
onde
Jl(l)(z) _ 2¢1<p1/n7p72w+1/f$’p72w;p7p171/nzfl)
J1(2)(z) — ! 2¢1(p1+1/,@7p1+2w+1/,f’p2(w+1);p’p1—1/ﬁz—1)
() = P q‘lz»qfff ) =0l 2" (2)
I = a1 p) = (0= ) B E)
q—4q
Jemvi(yfz) = hia/y) (T (@ /y) wm @ v) + T (2 /y) (0 © vm))
Jovn (y/x) = b fy) (T (2 /y) (om @ v) + T8 (2/y) (0 @ vm))
onde

JV(2) = &1 o (MR, p2m e 2l /)

j1(2)(z) = &9 901 (pl/ﬁ7p1+2w+1/ﬁ7p2w+1;p7pfl/nz)

1y, o p =g — g 1) ] (p2) — (1 - 2) TV (2)
J2 (Z) - q— q_l

Loy Y= a1 2) TP (p2) - (1 - 2) P (2)

J2 (Z) - q— q_l

7 (@)

Agora usamos o teorema III.1.3 para expressar J;’ como combinacao de Jl(i). E claro que

. F(i
automaticamente estaremos fazendo o mesmo para J2( ).

1y, Dp(l—20)T,(1+2w) O(2p*%;p) . (1)
N = T, (1= 1/m) Bz Trip) )
Ip(1 —2w@)l(—1 - 2w) O(zp; p) gJ( )( )
Ty(—2w + 1/k)Tp(—2w — 1/K) O(zp~/r;p) e !
j1(2)(z) Ip(142w)lp(1 4 2w) O(z;p) 2J(1)( )

T T,2w + 1+ 1/k)T,(2w + 1 — 1/k) O(zp~1/*;p)
[y(1+ 20)0y(—1 — 2w) O(2p' 273 p) érz ()
Lp(1/k)Tp(=1/K)  O©(zp~'/rip) e ™
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Finalmente, na base {vy, ® v, v; ® vy, } para Vi, ;, temos
h
()
h(z—1)

Ip(1-2w)0p(1+2w) O(2p*7;p) é Tp(14+2w)Ty (142w) O(z;p) é
T, (IF1/m)T,(1=1/k) ~©(2¢%p) 1 TpCo+1+1/r)Tp(2w+1—1/r) O(z¢2;p) 2

Bk(za >‘) =

(2.4.7)

I'p(1—-2w)ly(—1-2w) O(zpip) @1z Tp(142w)0p(—1-2w) O(2p' 2% 3p) &5z
Tp(—2w+1/k)Tp(—2w—1/k) O(2¢%p) € Lp(1/R)Tp(—1/k) O(zq%p) €

com z = z/y = e~ 2™, Portanto Ry(u,)\) tem a forma

n+1

_1. h(z m e
Ry(u, A) = f(z 1)h(z<‘)1)( Y Enm ® B+ > 03" (2,\) Bm @ Eyg + 87 (2, M) B ® Emvl)
m=1 m#l
onde, para m <[
. Tp(1 4 20)T,(1 + 2w) O(zp) .
N T e T4 R, @5 + 1 1/8) Ol
"(z,A) = Ip(1 —2w)lp(—1 - 2w)  O(epip) &2

Ty(~2 + /R, (—2w — 1K) O(z¢%p) ¢

m, T+ 2w)Cp(—1 — 2w) O(zp'™2@;p) é22
B 1(27)\) o Iy(1/k)Tp(—1/k) O(zq¢%;p) 26

l,m( A = Ip(1 —2w@)T,(1 + 2w) O(2p~2;p) .

SN T U+ 1T, —1/k) O(z¢%p)

Usando as identidades (II1.2.4), (II1.2.2) e relembrando as expressoes para e, é1, €, obtemos

expressoes para ﬂ,i’j escritas exclusivamente em termos das fungoes téta (I111.2.1)

m 2w O(¢%p) O(2p°7;p) Lm O(q*;p) ©(zp~?%;p)
2.4.8) (8 ot 2, \) = —p 2@ Gy (z,A) =
248 A7 O 7=:1) O(4ir) C BN =60 ) et
Para oazj obtemos
O(p~27q2%;p) O(zp) z O(p~**¢*p) O(zp)
2.4.9) o™ 2, A) = omiq? i ’ o (2, \) = o1m 7
(249) 72 ) "o ) O(za%ip) BN = ) B

onde
D1+ 2w +1/k)  T,(=2)
Iy(1+2w) TI'p(—2w+1/k)

(2.4.10) Ul,m(>\7 k) = [§] UmJ()\, ]{7) =

am(A k)
2.5. Construcao do Funtor qKL

O principal objetivo desta secao é mostrar que Repf(Uq(;[nH)) (com corpo de escalares es-
tendido) é uma subcategoria de Repf(Riffy), para valores apropriados dos parametros 7 e . A



44 2. UMA VERSAO QUANTIZADA DO FUNTOR DE KAZHDAN-LUSZTIG

primeira tarefa é mostrar que o operador de intercAmbio Rj(u,\) calculado na segao anterior e a

R-matriz eliptica RY" sao equivalentes via transformagoes de calibre.

ell
T”y

Recorde que o operador de intercambio é uma R-matriz dindmica com passo 1. A primeira
h(z)
h(zil) )
alterar o passo. Para os proximos passos serd conveniente escrever Ry (u, A) em termos da fungao

transformacio de calibre que usaremos ¢ do tipo (2.1.9). Ela apenas remove f(z~!) sem

2miT

téta 1. Fixe 7 € C com Zm(7) > 0 tal que p = ™7, i.e.,

log p log ¢
S

K

211 Iy

e, como sempre, ponha z = e~ 2™, Entao usamos (I11.2.6) e que ¥; é impar para obter
"N (2wT —7/k;T)  Y1(u;T)

HEwTT) il /)
N (2w —7/K;T)  V1(u;T)

N (—2wr;7) (w4 T7/K;T)
V1 (—7/k;T) V1 (u — 2075 T)
N (2w 1) Yi(u+T/R;T)
D (=7/k;T) 91(u + 2w07; 7)
" (—2wr;7) h(u+7/K;T)

l
azn’ (z,A) = oy

l
o (2, ) = oum

m,l
k (Z7 )‘) -

]i’m(za )‘) =

se m < [. Tome

e aplique a transformagao de calibre (2.1.10) com a = 1, b=1/y e up = —p. O passo da R-matriz
resultante é ~. E f4cil ver que

(2.5.1) mi(A) = om (A7 — p. k)

¢ uma 2-forma 7-fechada (de fato, provaremos mais adiante que é y-exata). Finalmente, aplique a

ell
.

~~ para os valores de

transformagao de calibre (2.1.11) com esta forma multiplicativa para obter R
v e 7 fixados acima.

Observagao: Etingof e Varchenko [EV98] classificaram R-matrizes dinamicas do tipo gl, ., a
menos de transformagoes de calibre, quando v é visto como um parametro formal (no caso de limite
quase cldssico eliptico). O resultado é que todas as solugdes sao equivalentes a usada por Felder.
Acredita-se que no caso analitico (ndo formal) tal classificacao ainda é vélida, o que torna esperado,
a priori, a existéncia das transformacoes de calibre que acabamos de calcular.

Antes de prosseguirmos com o objetivo principal desta secdo, vamos aproveitar todos esses
calculos para, finalmente, apresentar a férmula para Ry (u, A). De fato, ainda podemos “melhorar”

a férmula um pouco mais, obtendo uma expressao para

X(uv T, 7) = f(z_l)
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em termos das fungbes gama elipticas (II1.2.7) estudadas em [FV99]. Mais uma vez, escreva
= e 2 p = 2T (= g = ¥™7/2) ¢ relembre as expressoes para f(z) (1.2.12) e h(z) (2.3.7).
Entao escrevemos x como

X(u,7,7) = g7+ PPy P3P,

onde
b = ﬁ 1- qu("i??)l;l)qiizjl)zl (1 — g2+ 2(nt1) -1y
4,1=0 — g\ ptiz
o . B
p= 11 1 _1 _zjq(ijﬁ;ll)fjté;) (1 — gD =1
=0~ 1 Py z
P i 1— q2j(n+1)pl+1q2z )
. j,ll;[t) 1 — g2l pltlgn, =1 (1 — g2i(ntlg2nz—1)
P, ﬁ 1 — i+l 2n, ,
4 1oy L= g pi g2t (1= i g2zT)

Cada um desses produtos pode ser escrito em termos de uma unica funcao gama eliptica, como

segue

1— q(g+1) (n-i-l)plz—l © 1 _ q(j+l)2(n+1)pl+l(p—lz—l)

= - j =Te(— ) 1),
1 ]1;[0 1 — gi2(ntD)pltly ]ll__[O 1 — g2t pl(p=1,-1)-1 e(—u+7,(n+1)y,71)

12(n+1)p P 1

P pr— =
‘T Jll__[ 1 —qlith)2 "*”pl“z Le(u, (n+1)y,7)

B H 1— qj2(n+1)pl+1q2z B ﬁ 1— qu(nJrl)pl(quZ) B 1

it 1 — gi2(nt1)pl—1 it 1 — qUD20+Dpl+1 (pg22)=1  To(—u+7+7, (n+ 1)y, 7)

1 — @i plt1 20, X gD il (2, 1)1

P = - == B
4 j];[o 1— q32(n+1)plq 21 j]i_Io 1— q]2(n+1)pl(q2271)

= Fe(u + 7, (TL + 1)777-)

Finalmente

PROPOSIGAO 2.5.1.
Rk(uv )‘) = X(’LL, T, ’Y) X

( Z Em,m X Em,m + Z O'm,l(/\a k)Oé(U, '7()‘ + p)m,l)Em,m & El,l + ﬁ(u7 ’7()‘ + p)m,l)El,m & Em,l)
m=0 I#m

onde
Le(—u+7,(n+1)y,7) Te(u+,(n+1)y,7)

x(u,7,7) = g+t

Ce(—u+717+7v,(n+1)y,7) Te(u,(n+1)y,71)
A7) Oi(wsT) V1(y;7) O1(u — A7)
o(u, A) = (A7) di(u—y;T) Bl ) V1A 7) 1 (u =3 7)
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L,(1+100+ + 4 (-t + 1
Ul7m(A, k) — q p( K(l p)l7m H) p(l ,‘{/( p)l,m)l e O'mJ()\’ k‘) _
Lo+ A+ p)im)  Tp(—=5 A+ p)im + 3) o1m (A, k)
param < [l. Aquip=q 2%, |q| <1, |p| <1, 7= lgif = —/ﬁlcfiq, y=-I= loﬂgiq, Y1 é a funcao téta

de Jacobi (II1.2.5), ', ¢é a fungdo gama quantica (II1.2.1) e I, é a funcdo gama eliptica (II1.2.7).

Observagao: Relembre que estamos sempre supondo |¢| < 1 e |p| < 1. Expressoes para |¢| < 1 <
Ipl, [p] <1 < |q| el|q] > 1,|p| > 1 sdo obtidas de forma similar, bastando escrever os produtos
infinitos nas regides de convergéncia corretas. Mas avisamos que o resultado final nao é apenas
uma troca dos sinais de 7 e 7 na propposigao 2.5.1. Para |¢| = |p| = 1, mencionamos os artigos
[MT00, MTT99], que lanca méao de técnicas de integragao.

LEMA 2.5.2. A 2-forma (2.5.1) é y-exata.

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar que @; j(A) = ¢; j(YA) é exata. Seja £ = {{;} a 1-forma dada

por (A =[] ¢". Entéo 0:65(N) = 1, se s > j, e 65&(N) = q, se s < j. Logo, para m < I,
i<j
(dE)mi(N) = q e (d€);m(N) = ¢~ !'. Analogamente, mostra-se que ¢ = d(&n¢) onde

n =10 () Gy =1+ )

1<J 1<J

Entao temos provado a

PROPOSIGAO 2.5.3. Seja V' a representacao natural de Uy(sly11) e Ri(u, ) = Ryyv(u, A\, k) o

operador de intercambio correspondente. Entdo Rep¢(Ry(u, \)) é equivalente a Repf(Riffy) para

_ _ ,logq — _1 _ logg
T="khT0 eV =" =

=1 onde Rf_”7 ¢ a R-matriz dinamica de Felder.

Assim acabamos a primeira etapa no caminho de mostrar que Repf(Uq(;[nH)) é¢ uma sub-
categoria do grupo eliptico E;(sl,+1). Para a segunda etapa nao precisamos fixar g = sl 1.
Relembre que definimos $ C h* x C pela condigao |q_2rv"| < 1 e seja M o corpo das fungoes
meromorfas em 4. Dada uma representacao V de U,(g), considere o subcorpo My das fungoes
com periodo no reticulado dos pesos de V. Vamos estender o corpo de escalares da categoria
Rep;(Uy(g)) a My . Mais precisamente, seja C(V) = Rep(U,(g)) ®c My. Como vimos na segao
2.1, temos um funtor

Fv :C(V) — Repy(Ry) W = (W, Rv,w)
onde Ry (u, A) é o operador de intercambio correspondente e Ry = Ry y .

TEOREMA 2.5.4. O funtor Fy : C(V) — Rep¢(Ry) é um funtor tensorial, exato e fiel. Além
disso, se V nao for trivial, ele é totalmente fiel?.

2fully faithful.
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DEMONSTRAGAO. Comegamos com o seguinte lema. Relembre que Jyw (u, A, k) é regular em
Oe seja Juw(A, k‘) = va[/(o, )\, k:)

LEMA 2.5.5.
(2.5.2) RiZy (u, A = RO )RS (u, M k) = Tty (A k) T Ry g (w, A ) Tty (A — B k)

DEMONSTRAGAO. Para abreviar a notacio escreveremos V[u] ao invés de V(e 2m4) ¢ X =
(A k). Seja R%’V[u} = R21]W®V[u] (analogamente para os outros pares de indices). Entao
Lhs. :Jxlf?w(% A— h(?’))‘lR%,v[U]JvQ&,v(—u, A- h(g))J\I/?U(Ua 5\)_1R?(’J1,VMJI?}}V(—U; 5\) =

A - A o L (2.2.2)
Tgw (A= h®) IR [u] <J%},V[u]()‘ — W) N 1)R%fl,v [W] T (N) =

R - 21,3 1\—1 72,13 3 \
J\1/'2[u],W()‘ - h(3)) 1RI2/I¥,V[U] (‘]W®V[u},U(>‘) IJW,V[u@U()‘))RB[%V[U]JI?},IVM(A) =

- _ o - a0\ (2.2.2)
(Far O = B L O ) RE TR o] (T3 vy DT (V) 72

(J‘%I%U(j\)_ljxlf’fj,t/v@u(j\)_l)R%V[U]R?},v[U] (JgggU,V[u](S\)J%%UO\ - h(l))) =r.hs.

A quarta igualdade esta clara, enquanto a tltima segue da equacao QYB com parametro espectral.
O

Agora vamos mostrar que Fy é tensorial. Definimos a estrutura tensorial Fy (W) ® Fy(U) —
Fy(W @ U) por
Jwu (A k) (W, Ryw) © (U, Rvy) — (WU, Ryweu)
O lema 2.5.5 mostra que Jy,y ¢ um morfismo (de fato isomorfismo) e a equacdo (2.2.2) que ele

satisfaz as propriedades de uma estrututa tensorial em um funtor.

Por fim, vamos supor que V é néo trivial e mostrar que, entao, Fy é totalmente fiel. Defina
L (2) = RE(2).
4% W,V

LEMA 2.5.6. Temos Homy;, G (W,U) = {A € Hom,,
q

pesos em ambas componentes}.

(5)(VV’ U); L (2) (1 ® A) L, (2) preserva

DEMONSTRACAO. Estd claro que o primeiro espaco é subespaco do segundo. Para mostrar a
reciproca basta provar que, se A: W — U é tal que L$ (z)_1(1®A)L*V}, (z) preserva pesos em ambas
componentes, entao A € Hoqu(gv)(W, U). Para tanto observe que a R-matriz universal agindo em
moédulos com carga central 0 pode ser escrita como

R =q="®" (14 Z(Qi —g e ®fi+...)
i>0
onde os x; formam uma base ortonormal para h e os termos restantes estao em Uy (n4) ® Uy(n_),
correspondendo a outros pesos. Isso significa que, para V néao trivial, a hipétese de que a aplicacao
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L?}(z)_l( 1 ®A)LIJ/FV(2) preserva pesos em ambas componentes implica que A também preserva pesos
e filv ® [ei, A] = 0Vi > 0 (basta olhar os termos correspondentes a raizes simples na expressao
da R-matriz universal). Logo [e;, A] = 0 e A é um homomorfismo sobre Uq(E+). Em [KS95]
(proposigao 4.1.3), Kazhdan e Soibelman mostraram que as imagens de U, (E+) e Uy(g) na élgebra
de endomorfismos de qualquer objeto de Rep(U,(g)) coincidem. Consequentemente, A é um

homomorfismo sobre Uy,(g), como queriamos. O

Seja M(W,U) = Homy, 5 (W,U) ®c My, o espago dos morfismos entre W e U na cate-
goria C(V), e M(W,U) = M(W,U) @my M. O lema 2.5.6 diz que M(W,U) é o espaco de
solugbes sobre M do sistema de equacgOes lineares em finitas varidveis (entradas de A), expres-
sando a condigao de Lf;(z)7!(1 ® A)L{},(2) preservar pesos em ambas componentes. Entdo defina
N(W,U) = Homgep,(r,)(F(W),F(U)). Mostraremos que NW,U) = N(W,U) @, M esta
contido no espaco de solugoes sobre M de uma “deformagao” deste sistema. Consequentemente,
dim N (W, U) < dim M(W,U), de onde segue que a aplicagao injetiva M(W,U) — N (W, U) dada
por Fy é de fato um isomorfismo. Em outras palavras, Fy ¢é totalmente fiel. Precisaremos do lema
abaixo.

LEMA 2.5.7. Denote por Ly, Ly os operadores de intercambio Ry,w, Ry e seja M 'W,U) =
{A)) € Hoqu(E)(W, U)®c M; Ly (u, A) " (1® A(X)) Ly (u, A) preserva pesos em ambas componen-
tes}. Entao a aplicagao natural & : N(W,U)®p,, M — M'(W,U) é injetiva. Aqui usamos a notacao
A = (A, k) novamente.

DEMONSTRAGAO. Precisamos mostrar que todo conjunto linearmente independente sobre My,
{a1,...,am} CN(W,U), é também linearmente independente sobre M. Suponha que nao e tome
um contra exemplo de comprimento minimo. Podemos assumir que a,, = g1a1 + -+ + gm—10m—1

com g; € M, nao todos em My . Entao

~

am(A —hV) = Ly (u, \) 71 @ am(N) L (u, A)
=3 gV Lo, )1 ® a(N)Lw(w, A) = Y gi(Nai(h — D)
Tome v € V homogéneo de peso u e aplique a tltima igualdade a v ® Id. Temos
(A — 1) ZgZ Yai(A — p) ou, equivalentemente, an,(\) = Zgz(jx + w)ai(N)

Logo, para algum pu, > (gi()\) — g\ + u))ai(S\) é uma combinagao linear nao trivial (pois existe
gi € My) de comprimento ainda menor. Contradigao. U
27riu'

Resta mostrar que Ly (u, A, k) é uma deformagao de La,(z), onde z = e Recorde que

k=k+h"ep= q_2”v”“. Escreveremos k — oo para dizer que p — 0 com q fixo.

LEMA 2.5.8. Seja Jyw () o operador de fus@o correspondente ao grupo quantico U,(g). Entao
khm Jv7w(u, )\, k) = vaw(/\)
—00
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DEMONSTRAGAO. Sejam v e w homogéneos em V e W respectivamente e considere a fungao
de correlagio W(z, A\, k) = z2Jyw (u, A, k)(v ® w). Relembre que A depende dos pesos de v e w e
também de A e k. Temos

Uz, M k) =22 (A )2
m>0
e Uo(A\, k) = Jyw(A) (v ® w). Também sabemos que W satisfaz a equacao qKZ, de onde

\Il(pz7)\ak) RWv(pZ)Q( 2) (Za)‘a k)

com A dependendo apenas de A e dos pesos de v, w (nao de k). Escreva R%‘lfyv(z) = > R?lzj e veja

Jj=0
P 3 k2 = (3D R gy (3D win k)
320 i>0

m>0

que

De fato, p® é uma constante ¢ dependendo apenas de ¢, A e dos pesos de v, w. Coletando os termos

em z' em ambos os lados temos

(cp' — R§'a(y))tn = Z R p™ a3y ti-m

de onde concluimos por inducao que ¥; — 0 quando k: — 00 para todo [ > 1. O

Agora diga que A\ — —oo quando Re(\, ;) — —o0, onde «; s@o as raizes simples. Analisando
a equacao de ABRR (2.2.1), mostra-se que Jyw(A) — 1 quando A — —oo [EVO00]. Assim,
concluimos que Ly (u, A, k) — R%&V(z) e, portanto, Ly (u, A, k) é uma “deformacao” de Ly}, (2). A
demonstragao do teorema 2.5.4 estd completa. U

Combinando a proposicao 2.5.3 com o teorema 2.5.4 temos

TEOREMA 2.5.9. Para cada k # —h", existe um funtor tensorial exato e totalmente fiel F que
leva a categoria Repy(U,(sl,,+1)) (com escalares estendidos) na categoria das representagoes de

dimensao finita de E; - (sl,41), onde ¢ = e =e " wTern=Fk+h".

Chamamos o funtor F do teorema 2.5.9 de o funtor quantico de Kazhdan-Lusztig. Finalizamos
com algumas palavras explicando esta nomenclatura. O funtor de Kazhdan-Lusztig original [KL94|
levava uma certa categoria de fusdo das representagoes de uma algebra de Kac-Moody afim g, para
um nivel dado k, na categoria das representagoes do grupo quantico U,(g), onde v = ewﬁw.
Por outro lado, nds nem ao menos definimos o que vem a ser uma categoria de fusao. Mas existe
um sentido no qual o funtor F que construimos é um analogo quantico do original. Uma breve
justificativa é que, enquanto o funtor de Kazhdan-Lusztig provem da monodromia da equacao
de Knizhnik-Zamolodchikov, o funtor F, de maneira similar, provem da monodromia da equacao
quantica de Knizhnik-Zamolodchikov. Este ponto de vista é explicado em [FR92] e [KS95]. Em
[EMO02a] damos uma explicagdo mais concreta para g = sl,,11, lancando mao do Grupo Quéantico

Eliptico Pequeno de Tarasov-Varchenko [TVO01].






APENDICE 1

Algebras de Hopf

Este capitulo se destina a uma breve introducao a teoria das Algebras de Hopf. As referéncias
béasicas usadas foram [CP, K] (veja também [ES]). Por todo capitulo, K denotard um anel

comutativo com identiadde.

I.1. Definicoes e Propriedades Basicas

DEFINIGAO I.1.1. Uma K-algebra é um anel A munido de um homomorfismo de anéisi : K — A

satisfazendo os seguintes diagramas comutativos

e Associatividade : AR AR A -—’@L AR A

1o |

AA —— A
o

e Unidade : A@K&A@A K®A&>A®A
1k
A —— A A —— A

onde u é a multiplicacao em A. A é dita comutativa se o seguinte diagrama for comutativo

e Comutatividade : AR A ) QA
4l ¥
A —— A

onde P é a permutagio P(a®d') = d ® a.

Observacao: Veja que i define uma estrutura de K-médulo em A. Os produtos tensoriais na
definicao 1.1.1 sdo sempre sobre K e, assim, todas as aplicagoes envolvidas sao K-lineares.

51
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ExemMpPLO 1.1.2. O produto tensorial de duas algebras A e B é também uma dgebra
(I.1.1) (a®b)(d @V) = ad @bl
onde a multiplicacdo p(a ® a’) é denotada pela justaposigdo aa’, 0 mesmo ocorrendo com B.

DEFINIGAO 1.1.3. Uma aplicacao K-linear f : A — B entre duas algebras é dita um homomor-
fismo de algebras se upo (f® f) = fouae foig=ip.

Em dualidade ao conceito de dlgebra temos o conceito de codlgeba.

DEFINICAO 1.1.4. Um K-mddulo C é dito uma codlgebra sobre K se existirem aplicagoes K-
lineares A : C — C ® C, chamada de comultiplicagdo, e € : C — K, a counidade, satisfazendo os

seguintes diagramas comutativos

e Coassociatividade : CCxC ALst C®C

1®AT TA

cel — (C
A

e Counidade : CoK <2 ocgC Koo <& cgc

S S

C é dita co-comutativa se o seguinte diagrama for comutativo

o Co-comutatividade : cCxC L cCxC
N Ta
C _—— C

Observagao: Devido a coassociatividade, estd bem definido o elemento A"(c) € C®"H1,

DEFINIGAO I.1.5. Um homorfismo de codlgebras é uma aplicagao K-linear f : C' — D tal que
Apof=(f®f)eAceec=cepof.
ExeEmpLO 1.1.6. K é uma codlgebra com ex(1) = 1 e Ag(l) = 1® 1. Se (C,A,e) é uma

codlgebra, entao ¢ : C' — K é um homomorfismo de coalgebras.

ExemMpLo 1.1.7. O produto tensorial de duas codlgebras C' e D tem uma estrutura de codlgebra
dada pore =ec®ep e A= (1¢ ® Pc,p ® 1p) o (Ac ® Ap).

A proposicao seguinte, cuja demonstragao é pura algebra linear, reafirma o papel dual entre
algebras e codlgebras.
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ProrosICAO 1.1.8.

(a) Se (C,A,¢e) é uma codlgebra, entao (C*, A* e*) é uma algebra.
(b) Se (A, u,i) é uma algebra de dimensao finita sobre K, entao (A*, u*,i*) é uma codlgebra.

Observacao: Existem maneiras de se dar sentido a uma estrutura coalgébrica dual ao de uma

algebra de dimensao infinita. Veja a segao 4.1.D de [CP].
Proprosi¢gao 1.1.9. Seja (H,pu,i,A,e) um K-médulo munido de uma estrutura algébrica e

coalgébrica. As afirmacoes abaixo sdo equivalentes.

(a) As aplicacoes p e i sao homomorfismos de codlgebras.
(b) As aplicagoes A e £ sao homomorfismos de &dlgebras.

DEMONSTRACAO. Basta olhar os diagramas comutativos envolvidos.

A préxima definigdo se torna natural agora.
DEFINIGAO 1.1.10. Um K-mdédulo H satisfazendo as condicoes equivalentes da proposicao 1.1.9
¢ dito uma bidlgebra. Um homomorfismo de bidlgebras é um homorfismo de ambas estruturas

simultaneamente.
DEFINIGAO I.1.11. Uma bidlgebra H é dita uma &lgebra de Hopf se possuir uma aplicagao

K-linear S : H — H que faz os seguintes diagramas comutarem

HoH 22 HeH HoH 25 HeH

al Lu al Lu
H s H H s H
S é chamada de antipoda. Um homomorfismo de algebras de Hopf é um homomorfismo de

bialgebras que comuta com S.

O seguinte teorema coleta algumas propriedades essenciais da antipoda.

TEOREMA 1.1.12. Seja H uma bidlgebra.

(a) Se H possuir uma aplicagdo antipoda, entao ela é dnica.
(b) A antipoda é um anti-homomorfismo de biédlgebras, i.e.,

Sou=pPo(S®S), SA)=1, (S®S)ocA=A%0S e coS=¢

onde u°* = po P e A’ = Po A.
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(c) As seguintes afirmagoes sao equivalentes.

(i) S? =1.

(ii)) po(S®1) o AP =po(1®85)oAP=joc.
(d) Se H for comutativa ou co-comutativa entdo S? = 1, quando existir.
(e) Se H tiver dimensao finita entdo S* é a antipoda de H*.

1.2. Estrutura Quase Triangular

A estrutura quase triangular é um “controle” sobre a nao co-comutatividade.

DEFINIGAO 1.2.1. Uma bidlgebra é dita quase co-comutativa se existir um elemento invertivel
R € H ® H satisfazendo

(I.2.1) AP(z) = RA(z)R™' VocH

ExemMpLO 1.2.2. Toda bialgebra co-comutativa é quase co-comutativa com R =1® 1.

Notacao: Sejam X = ). xgl) ® - ® xim) € H* n>m > 1e (ki,...,ky) uma m-upla de
elementos distintos em {1,...,n}. Usaremos a notacdo Xy, ., para o elemento

KXoy oo = nyl) ® - ® yin)
i

(k5) ()

P =X

(k)

onde y se j <mey, =1 caso contrario. Quando nao ouver confusao nao escreveremos

as virgulas em Xy, .. As vezes usaremos os indices em cima.

DEFINICAO 1.2.3. Uma bidlgebra quase co-comutativa é dita quase triangular se
(1.2.2) (A®1)(R) = Ri3Ra3 e (1®A)(R) = RizRi2

O elemento R é entdo chamado de uma R-matriz universal em H. Se além disso, Ro; = R™! entéo

a estrutura é dita triangular.

Observagao: Se R satisfizer apenas Ry; = R™! ela é chamada de uma estrutura de cobordo [CP].

PROPOSIGAO 1.2.4. A R-matriz universal de uma dlgebra de Hopf quase triangular satisfaz as
seguintes propriedades

(1.2.3) (e@1)(R)=(1®e)(R) =1
(1.2.4) S@1)(R) =12 S R)=R!
(1.2.5) (S®S)(R) =R

as duas ultimas ocorrendo quando S for invertivel.

O préximo teorema estabelece a propriedade fundamental da estrutura quase triangular.
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TeEOREMA 1.2.5. [CP, K| A R-matriz universal de uma dlgebra de Hopf quase triangular satisfaz
a Equagao Quantica de Yang-Baxter (QYB)

(1.2.6) Ri2R13R23 = RozR13R12

Observacgao: De agora em diante assumiremos que a antipoda de uma algebra de Hopf é sempre

invertivel.

O fato da R-matriz universal ser solugao da Equacao Quantica de Yang-Baxter torna a teoria

das algebras de Hopf quase triangulares extremamente rica. Em particular, o elemento
(1.2.7) U= 4O (S ® 1)(R21)
desempenha um papel fundamental na teoria de representacoes devido a equacao (1.2.8) abaixo.

PROPOSIGAO 1.2.6. O elemento u definido acima ¢ invertivel com u™! = po (S ® 1)(R5,) e
(1.2.8) S*(x) =uzu™' Ve H
Além disso, as seguintes identidades sao verificadas
(1.2.9) e(u) =1, A(u)=(RuR) ' (u®u)=(u®u)(RyuR)?,
(1.2.10) A(S(u)) = (R R) ™' (S(u) ® S(u)) = (S(u) ® S(u))(Ra1R) ",

O elemento uS(u) estd no centro de H e

(1.2.11) A(uS(u)) = (Ro1R) 3(uS(u) ® uS(u)) = (uS(u) ® uS(u))(Ra1R) >

Finalizamos essa se¢ao com algumas palavras sobre a dualizacao do conceito de estrutura quase
triangular. Suponha que A seja uma algebra de Hopf quase triangular de dimensao finita e considere
a algebra de Hopf H = A*. O elemento R* € H ® H, onde R é a R-matriz universal de A, controla
a nao comutatividade de H, assim como R controla a ndo co-comutatividade de A. As propriedades
de R* em relacao a multiplicacao de H sao obtidas dualizando-se as propriedades de R em relagao
a comultiplicacao de A. De fato, tais relagdes podem ser expressas em termos de R, vista como um
elemento em H* ® H*. Tais propriedades, para uma forma linear em H* ® H*, definem o conceito
de algebra de Hopf quase comutativa cotriangular e R é dita a R-forma universal de H. Como
essa estrutura nao serd importante para nossos objetivos, deixamos a cargo do leitor escrever as

definigoes precisas ou olha-lds em [K].

1.3. Representagoes

Representagoes de uma algebra de Hopf sao médulos (& esquerda) sobre sua estrutura algébrica.
Porém a estrutura de codlgebra e a antipoda desempenham papéis fundamentais enriquecendo sua
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teoria de representagoes. Sejam H uma bidlgebra e V, W dois médulos sobre H. A comultiplicagao
permite definir uma acdo de H em V @ W

(I.3.1) z(v@w)=Ax)(vew)
Por outro lado, a counidade induz uma representagdao em qualquer K-médulo V/
(I.3.2) zv=¢e(x)v

Em particular, quando V = K, tal representacao é chamada de Representacao Trivial.

Observacgoes:

1. Dessa maneira, a categoria das representacoes de uma bidlgebra se torna uma categoria tensorial.
2. Se H for co-comutativa, V ® W é isomorfo a W ® V como H-mddulo, mas isso nao é necessari-
amente verdade em geral.

PROPOSIGAO 1.3.1. Seja H uma bidlgebra quase co-comutativa, V e W H-mddulos. Entao a
acao de R em V ® W induz um isomorfismo de H-médulos

PMWOR:V®W—>W®V

Observacao: A R-matriz universal de H induz em sua categoria de representacoes, através da
equacdo QYB, uma estrutura de categoria tensorial trancada' [K]. Esse nome vem da sua relacio
com os Grupos de Trancas B, Devido a essa relacdo, a teoria de Algebras de Hopf serviu como
ferramenta fundamental para construir invariantes em Teoria de Nos.

Se V e W sao médulos sobre uma dlgebra de Hopf H, a aplicacao antipoda permite definir uma
estrutura de médulo em Hompg (V, W).

(133) (e D)) =D 1" F(S () v)

onde z € H, f € Homg(V.,W),v eV eAx)=>", a:,gl) ® w?). Em particular, quando W = K é a
Representacao Trivial, definimos o dual de V' denotado por V*.

Observacao: A categoria de representacoes de uma &algebra de Hopf é, entdo, uma categoria
tensorial rigida.

Se S for invertivel podemos usar S~! na definicio da representacio dual de V. As duas
representacoes resultantes (usando S e S~!) ndo sdo isomorfas em geral. Neste caso chamamos
V* de dual a esquerda e denotamos o dual a direita por *V. E imediata a verificagao de que V é

isomorfa a *V* mas, em geral, nao é isomorfa a V** ou a **V.

Lem inglés Braided Tensor Category

2Braid Groups
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PRrROPOSICAO 1.3.2. As aplicacoes canonicas
W @ V* — Hompg (V, W) VeV - K K—-VV*

onde, na ultima, V' tem dimensao finita, sao isomorfismismos de H-médulos.

Observacgao: Aqui cabe alguns alertas. As aplicagbes canonicas Homg (V, W) — V* @ W,
VeV*— KeK—V*®V, nao sao isomorfismos de H-moédulos em geral.

PROPOSICAO 1.3.3. Suponha que numa dlgebra de Hopf H exista um elemento invertivel u tal
que S%(z) = uru~'Vx € H. Entdo, a aplicacio A : V* — *V definida por A\(f)(v) = f(uv) é um
isomorfismo de H-médulos.

COROLARIO 1.3.4. Se H for quase triangular, V* é isomorfo a *V. Além disso, a aplicacao
v:V — V** dada por v(v)(f) = f(uv) é um homomorfismo injetivo de H-mddulos.

COROLARIO 1.3.5. Se H for quase triangular e V for um H-mddulo de dimensao finita, entao
V é isomorfo a V**.

Observacgao: Evidentemente que pode-se formular resultados anslogos para *V'.

O conceito de correpresentacao é dual ao de representacao.

DEFINIGAO 1.3.6. Seja C uma codlgebra. Um comédulo V' sobre C' é um K-mddulo munido
de uma aplicacao K-linear, Ay : V — C ® V, chamada de coagdo de C em V, satisfazendo os
seguintes diagramas comutativos

e Coassociativdade : CCV Lvel cCV

1®AvT TAV

CRV +— \%

Ay
e Counidade : kV P cCeV
gT TAV
V —— V

Uma aplicagao K-linear entre dois comédulos, f: V — W, satisfazendo (1® f)o Ay = Ay o f é

dita um homomorfismo de comddulos.

Se H for uma bidlgebra, o produto tensorial de dois H-comédulos, V @ W, é um comédulo com

(1.3.4) Avew = (L ® lvew)(1n ® Pvp ® 1w )(Av @ Aw)
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Qualquer K-médulo V' pode ser munido de uma H-correpresentacao

(1.3.5) VeKeV 2L HeVv

Observacao: Se H for quase comutativa e cotriangular, a categoria das correpresentagoes de H
adquire as mesmas propriedades da categoria de representacaoes de uma algebra de Hopf quase

triangular.

I.4. A Construgao de FRT

A R-matriz universal de uma bidlgebra induz solu¢ées da equagdao QYB em seus médulos,
ie., se V é um H-médulo, o elemento Ryy € End(V) ® End(V), obtido pela restricdo de R
a V ®V, satisfaz a equacao QYB em End(V) ® End(V) ® End(V). O mesmo acontece com a
R-forma universal de uma bidlgebra quase comutativa e cotriangular em seus comédulos. Faddevv-
Reshetikhin-Takhtajan [FRT89]| consideraram o problema no sentido inverso, dada uma solugao da
equacao QYB num K-médulo V', construir uma bidlgebra com estrutura (co)triangular (co)agindo

em V.

Entao, sejam V um K-mdédulo de dimensao finita, com base vy, ...vq4, ¢ C € End(V) @ End(V).
Escreva

vz®vj Zc v ® Uy,

DEFINIGAO 1.4.1. A algebra de FRT, F(C), associada ao par (V, () é a K-algebra com geradores
t;'», onde 7,7 = 1,...,d, sujeitos as relagoes

(L4.1) Dttt =Yttt Vi jm.n

Podemos escrever as relagoes de F'(C) de maneira mais concisa. Olhe T' = (t;) como uma
matriz d x d, onde 7 indexa linhas e j colunas, e introduza a notacao 71 =T ® 1,75 = 1 ® T, onde
1 é matriz identidade d x d. Entao (I.4.1) se reduz a CT1Ty = ToTC

Defina
(1.4.2) At =) ot e(th) = 6
k

ou, em linguagem matricial, A(T) =T ® T,e(T) = 1. Defina também

(1.4.3) Ay (vj) =D th @
k

TeEOREMA 1.4.2. [K]| Seja H = F(C). Entao
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(a) As férmulas (1.4.2) definem uma estrutura de bidlgebra em H.

(b) A equacao (1.4.3) transforma V' em um comdédulo sobre H. Além disso, C passa a ser um
homomorfismo de comédulos e H é universal em relacao a esta propriedade.

(¢) Se C for uma solugao da equagao QYB, entao existe uma unica forma linear R em H ® H,
definindo uma estrutura quase cotriangular em H com Ry y = C.

Observacgao: A definicio da R-forma R é R(T:, @ T3) = clin.

Se quisermos obter uma bidlgebra quase triangular, basta dualizarmos H(C'). De qualquer
forma, é conveniente descrevermos a construcao de maneira analoga, pois as relagoes podem ser

usadas (na forma matricial) quando nao estamos em dimensao finita.

DEFINIGAO 1.4.3. A &dlgebra U(C') associada ao par (V, () é gerada por elementos l;;, l;, onde

1,7 =1,...,d, com relagoes
+ 7+ Kkl I EE= - kl i -
(1'4'4) Z ljklil Chm = Z Clygzllknllm Z ljkljl_cnm = Z Cl]czllljnllm
k,l k,l k,l k,l

Observacao: Pondo L* = (lij;), as relagbes podem ser escritas como LliLQiC’ = C’L;L% e
L7LiC =CLSLy.

A estrutura coalgébrica em U(C) é dada por
(1.4.5) A(S) =) I el e(lf5) =6

k

ou, em notacdo matricial, A(L*) = LT @ L*, e(LF) = 1.

Suponha que C seja invertivel. A dualidade entre F(C) e U(C) é dada por
(1.4.6) () = cmj () = ()i
ou, LH(T)=C? L= (T)=C~%.

Observacao: Em geral a aplicagdo antipoda nao existe. Sua existéncia esta associada ao conceito
de determinante quantico, i.e., gostariamos de poder definir um elemento invertivel D € F(C)
correspondente a “detT”. Entao poderfamos inverter formalmente 7' (localizar F(C')) e definir
S(T) = T~'. Veja [CP] para condigdes sobre C' que viabilizam a contrugdo do determinante

quantico.

1.5. O Duplo de uma Algebra de Hopf

O duplo de uma algebra de Hopf H (de dimensao finita e com antipoda invertivel) é uma
nova algebra de Hopf D(H ), construida a partir de H, que possui uma estrutura quase triangular
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canonica. Como algebra o duplo é dado simplesmente por
D(H)=H ® (H®)*

onde H°P denota H munida com a multiplicacio x°P (e, consequentemente, com antipoda (S~1)*).

Lembre do isomorfismo
A: H® H* — Endg(H)

(zef) —  fO)
TEOREMA 1.5.1. Existe uma tnica estrutura de algebra de Hopf em D(H) que faz de H e H°P *
subdlgebras de Hopf (através das inclusoes naturais). A estrutura de codlgebra é dada por

(L.5.1) e(z® f) =¢(a)f(1), Alz® f)= (1@ Pa1)(A(z) @ A(f))
D(H) é quase triangular com R = \"1(1) € H® H®* C D(H) ® D(H).

E conveniente escrever explicitamente a férmula para a multiplicacdo em D(H). Introduza a
notacao A%(z) = ix(l) 222 @1,

(1.5.2) @eHyog) =D 2Pye fgo(s7 (@) - 2V)
onde justaposicdo denota a multiplicacdo na algebra correspondente e g(S~* (xgs)
de H* dado por z — g(S*I(w(-S))sz(-l)).

1

)~93E1)) é o elemento

1.6. Algebras de Deformacao

Nessa secao K = CJ[[h]], a algebra de séries formais em uma varidvel sobre C. O lema a seguir,
de demonstracao elementar, caracteriza os elementos invertiveis de k.
LEMA 1.6.1. Uma série formal f = >  a,h™ é invertivel se, e somente se, ap # 0. Em outras

n>0
palavras, K é um anel local com ideal maximal gerado por h.

Fixe uma constante C' > 1 e defina a norma h-adica em K dada por
(I.6.1) lanh™ + an k"4 = C7" (an #0)

Entao K se torna um espacgo normado completo e a topologia correspondente é chamada de topolo-

gia h-adica. As vezes serd conveniente usar outra construcao dessa topologia usando limites inversos,
ja que K =1lim C[h]/h" [K].
it

Dado um K-médulo V', os espagos quocientes V,, = V/h"V formam um sistema projetivo. O
limite inverso V = limV;, ¢ chamado de a complementacao de V' na topologia h-ddica. As projegoes

pp : V — V, induzem uma aplicacao natural p: V — V. Em geral, o nicleo de p, ker(p) = A"V
n
é diferente de {0}, ou seja, p nao é injetiva.
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DEFINIGAO 1.6.2. Um K-médulo V serd dito separado se (Jh"V = {0}, ou seja, se V < V. V

sera dito completo se p: V — V for sobrejetiva.

O exemplo natural de K-médulo é V[[h]] = {>_ v,h"; v, € V}, onde V' é um espaco vetorial
n>0
sobre C. Um K-mddulo isomorfo a V[[h]] é dito topologicamente livre.

Proprosi¢Ao 1.6.3. [K] Um K-médulo é topologicamente livre se, e somente se, for separado,
completo e livre de torsao.

Observagao: Veja que se V tiver dimensao finita sobre C, entao V[h]] =2 V ® K, mas isso nao é
verdade se V' tiver dimensao infinita (nesse caso V[[h]] é “maior” que V @ K).

Dados K-médulos V e W, denotaremos por V®W a complementacdo de V @x W.

DEFINIGAO 1.6.4. Uma dlgebra de Hopf H sobre K é dita topologicamente livre se for um K-
modulo topologicamente livre e os produtos tensoriais envolvidos nas defini¢bes de suas estruturas
(co)algébricas forem completos.

DEFINICAO 1.6.5. Uma dlgebra de Hopf H topologicamente livre é dita uma dlgebra de Hopf
de deformacao. Dada uma algebra de Hopf Hy sobre C, uma &lgebra de deformacao H sera dita
uma deformagao de Hy se H/hH = Hy.

PropPOSIGAO 1.6.6. [ES| Seja H uma bidlgebra (ndo necessariamente de Hopf) que é uma
deformagao da algebra de Hopf Hy (apenas como bidlgebra). Entao existe uma unica estrutura de
algebra de Hopf em H tornando-a uma deformacao de Hy como &dlgebra de Hopf.

Observagao: O conceito de algebras de deformagao estd intimamente ligado com estruturas de
Poisson. Nos referimos aos primeiros capitulos de [CP, ES] para um tratamento detalhado dessa
relacao.






APENDICE II

Algebras Universais Envelopantes Quantizadas

Na linguagem da sec¢ao 1.6, uma dlgebra universal envelopante quantizada é uma algebra de Hopf
de deformacao H que deforma U(g), a dlgebra universal envelopante da dlgebra de Lie g. Algebras
universais envelopantes quantizadas sao um dos principais exemplos do que se chama genericamente
de grupos quanticos. Estaremos interessados principalmente em algebra de Lie simples de dimensao
finita sobre C e suas correspondentes afinizagoes, embora apresentemos as construgoes para uma
algebra de Kac-Moody com matriz de Cartan generalizada simetrizavel.

II.1. Algebras de Lie

Essa secao é uma rapida recordagao sobre algebras de Lie simples complexas de dimensao finita
g e suas afinizagoes g,d, gext- Nos referimos a [S, K¢, FH] para uma exposi¢gao mais completa.
Comecamos lembrando que podemos fixar uma subalgebra de Lie abeliana maximal h C g, chamada

de uma subdlgebra de Cartan. Entao g admite uma decomposicao

g:h@ @ Ja

ach*\{0}
onde g4 = {z € g;[h,z] = a(h)xVh € h}. Se go # {0}, a é dita uma raiz de g. Denotaremos o
conjunto de todas as raizes por R. E conveniente usarmos a notacao go = h. Temos os seguintes
fatos :

(a) dim(gs) =1, se a € R.
(b) Se « é raiz, —a também é.

(C) [gomgﬁ} C ga+8-

Por causa de (b), podemos escolher uma decomposicao de R = R* U R™. Raizes em R" serdo

ditas positivas e as outras negativas. Considere o reticulado de raizes @ = > Za e o cone de raizes
R
positivas QT = Y Z*«. Uma rafz positiva a é dita simples se existe um tinico jeito de representa-la
Rt
em Q. O nimero de raizes simples é igual a dimensao de b, chamada o posto de g. Em outras

palavras, temos uma base {«1,...,a,} de h* formada por raizes simples. Definimos uma ordem
parcial em h* dizendo que A < pse p— X € Q. Temos entdo uma tnica rafz § maximal em relacao

a essa ordem.
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A menos de normalizagao, existe uma unica forma bilinear simétrica invariante e nao degenerada

em g. Recorde que a palavra invariante significa que

(z,[y,w]) = ([x,y,w) Vaz,y,weg

Usando (.,.) podemos identificar h* com h, A — hy. No que segue assumiremos que (.,.) estd

V _ 2hg

sao as corraizes
(a,0) ’

normalizada de modo que (6,60) = 2. Vamos introduzir mais notagao: «
QY = @Za ¢ o reticulado de corraizes, P = {\ € h*;\(a") € Z} é o reticulado de pesos,

Pt = {/\ € h*;\aV) € ZT para a € R+} ¢ o cone de pesos dominantes, w; € h* sdo os pesos

fundamentais, ie., wi(aj) = &y, p = : > a=Yw, hY = (p,§) +1 é o nimero dual de
a€ERT

Coxeter!. A matriz de Cartan de g é A = (a;;) dada por a;; = 2%2’123 Lembre que a;; = 2,a;5 €

{0,—-1,-2,-3}sei # j, a;;j =0 aj; =0 e a;; = —2,-3 = aj; = —1. A é positiva definida e

indecomponivel, i.e., A nao pode ser escrita como A; + As com A; preservando estas propriedades.

Quando todos a;; € {—1,0,2}, dizemos que g é simply laced. Em geral definimos

(I1.1.1) rV = max{—a;; }
i#]
Sejam
(IL.1.2) di=" (0‘2"’ @) D = diag(d;)

Entado, B = DA é simétrica.

Observacao: Relembrando a classificacao das algebras de Lie complexas simples e de dimensao
finita nas familias A, B, C, D, E, F e G, temos que r¥ = 1 para ADE, r¥ = 2 para BCF e r¥ = 3
para G.

Escolha uma base =2 para gi, de modo que (z},z;) = 1. Entdo [z},2,] = ha. No caso
de raizes simples «;, denote por h; = o) = (zi‘z) zf = W"T‘—L@; ﬁ ;- Os elementos
hi, :czi satisfazem as seguintes relacoes

[hi, h]] =0 [hl, l‘] ] aijx;' [h“ LUJ_] = —aij:zj_
(11.1.3) [z, 27] = dijhi

1— i 1— i - . .
(adz}) “Jm =0 (adz; ) ~“9z; =0 se i # j
onde (adx)y = [x,y]Vx,y € g é a representacao adjunta.

TEOREMA II.1.1 (Serre). A &lgebra de Lie gerada por elementos hi,m;-t, i =1,...,n, satis-
fazendo as relagoes (I1.1.3) é isomorfa a g.

Os geradores h;, :th sao chamados de geradores de Chevalley.

10 niimero de Coxeter é definido porg=1+4+>0;s¢ 0 => 6;a;. Ele ndo serd importante para nossos objetivos
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DEFINIGAO II.1.2. Uma matriz n x n, A = (a;5), é dita uma matriz de Cartan generalizada se
satisfizer as seguintes propriedades

Assumiremos também que A é indecomponivel.

DEFINIGAO I1.1.3. A dlgebra de Kac-Moody associada a uma matriz de Cartan generalizada A
é a algebra de Lie g(A) gerada por elementos h;, xfc,i =1,...,n, satisfazendo as relagoes (11.1.3).

Se A é positiva definida, entao g(A) é uma algebra de Lie de dimensao finita. Se A é semi-
definida positiva (de posto n-1), g(A) é dita afim. Algebras de Kac-Moody afim tém uma outra
construcdo mais concreta. Fixe uma algebra de Lie simples de dimensao finita g. A algebra de
loops associada a g é

§=g®C[t,t7'] = g[t,t 7!

com colchete dado por [ztF, yt!] = [z, y]t*!. Estamos usando a notacio xt* para r ® t*. A 4lgebra

de loops tem uma Unica extensao central nao trivial

g=g®Cc

com colchete dado por

(IL.1.4) [2t", yt'] = [z, y|t" T + Koy _i(x,y)c
Finalmente, podemos estender g por uma derivacao exterior d = t%

aext = 5 ® Cd

e colchete [d,c] = 0, [d, xt*] = kxtF.

Existe uma forma bilinear simétrica invariante e nao degenerada em geyx¢ dada por
(I1.1.5) (2t yt') = 6. _i(x,y) (c,d) =1 (¢,¢) = (d,d) = (¢, ztF) = (d,yt!) =0
E claro que a restricdo de (.,.) a g ¢ degenerada.
Deiﬁna subdlgebras de Cartan E =hodCcCge Eext = 5@ Cd C @ext. Defina também Ag € E*
e 0 € bl por
(I1.1.6) Ao(c) =1 i(d) =1 Ao(d) =0(c) = Ao(h) =0(h) =0 Vheh

de modo que h* = h* ®@CAg e b%, = h D CI. Para y € b, seja §y = {& € Goxt; [h, 2] = y(h)zVh €
Dext }. Diremos que 7 é uma raiz afim se g, # {0} e v # 0. O conjunto de todas as raizes afim serd
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denotado por R e é facil verificar que
R={a+kd;a€ R ke€Zoua=0kecZ\{0}}

R admite uma polarizacio R = RT U R~ dada por R* = {a + kd;k > Oouk = 0,a € Rt}
e R~ = —R*'. Raizes simples sdo definidas como antes. E imediato que as raizes simples de g,
aq,...,Qn, continuam sendo simples, mas temos uma nova raiz simples: ag = § — 0. Entao defina

a matriz de Cartan afim A analogamente, agora com indices de 0 a n.

TEOREMA II.1.4. [Kc] A dlgebra de Lie g é isomorfa a dlgebra de Kac-Moody afim g(A4). Os
geradores hi,a:ii,i = 1,...,n, sao os mesmos de g. Os geradores I‘§ € gm0 ® t*1 sdo tais que

(:Ua',a:a)zleh():[xg,xa]:c—ﬁv.

Observagdo: A matriz de Cartan de g forma um bloco em A. Também podemos definir D de
modo que B=DA seja simétrica. Como as matrizes A, B, D sdo blocos de fl, B , D, continuaremos
denotando as entradas dessas matrizes por a;;,b;; e d;, mas com indices correndo de 0 a n. As

definices de Q, Q, P, PT sdo feitas da mesma maneira.
Terminamos essa se¢ao relembrando a definigao da algebra universal envelopante de uma dlgebra
de Lie a e algumas de suas propriedades.
DEFINIGAO I1.1.5. A dlgebra universal envelopante U(a) de uma algebra de Lie a é
U(a) =T(a)/I(a)
onde T'(V) denota a algebra tensorial de um espago vetorial V', ie., T(V) = ké)‘/@k, eI(a) éo

ideal bilateral gerado por elementos da forma xy — yx — [z,y], com z,y € a.

Observagao: Quando escrevemos zy na realidade estamos nos referindo a z ® y € a® a C T'(a),
enquanto [x,y] € a C T'(a). O “esquecimento” do simbolo ® é, em geral, conveniente e ndo causara
confusoes.

O teorema a seguir mostra que estudar a é, de certa forma, equivalente a estudar U(a) e explica
o termo universal atribuido a U(a). Veja [S, K] para uma demonstracao.

TEOREMA II.1.6. Seja A uma &dlgebra associativa e denote por L(A) a algebra de Lie construida
a partir de A. Entao Homy,e(a, L(A)) = Homg,(U(a), A).

Se a é uma &lgebra de Kac-Moody, podemos descrever U (a) através dos “mesmos” geradores e
relagoes que a. As relagoes de Serre, i.e., a ultima linha de (II1.1.3) passam a ser escritas na forma

l_aij ..
(I1.1.7) > (-1F (1 B a”) (@)far(@f) ™ =0 sei#j

k=0 k
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DEFINIGAO II.1.7. Seja g uma algebra de Lie de dimensao finita e escolha bases de b, {z;}
e {2'}, duais em relacio a (.,.). Defina o elemento de Casimir e o tensor simétrico canénico

respectivamente por

n n
C:Za:ixiGU(g) Q:Za:i@@a:ieg@g
i=1 i=1
Propros1gAo I1.1.8. [S] Os elementos C' e 2 nao dependem da escolha de base. O elemento de
Casimir pertence ao centro de U(g) e [Q,2 ® 1 + 1 ® x] = 0 para todo x € g.

Por fim observamos que U(a) é uma algebra de Hopf co-comutativa com estrutura coalgébrica
dada por

k—1
A(:J;l...a:k):1®a:1...:rk+ZZ&:U(1)...J;U@®x0(i+1)...mg(k)+x1...xk®1

i=1 o

(I1.1.8) e(xr...x) =0 S(xy...xp) = (=1)Fzp ... 201y

onde ¢ percorre todos os (i, k — i)-embaralhamentos em S.
Observacao: Veja o esquecimento de ® se justificando aqui.

Podemos escrever

(IL1.9) Q=2(AC)-C®1-18C)

I1.2. Representagoes de Algebras de Lie

Agora relembramos um pouco sobre a teoria de representacoes de uma algebra de Lie complexa
simples e de dimensao finita g e suas afinizacoes. Em vista do teorema I1.1.6, o que estudaremos, de
fato, sao representacoes das respectivas algebras universais envelopantes. Estaremos interessados
em representagoes de peso méaximo. Comecamos pela decomposi¢ao triangular de U(a), onde
a=9,0,0 OU fext,

U@=UnT) UMb oUm)
+

onde U(h) é a subdlgebra gerada por h; (e d no caso de gext) € U(nF) sdo geradas por a3~ respectiva-

mente. Essa decomposicao é consequéncia do teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, que associa uma
base de U(g) para cada base (ordenada) de g. Também é conveniente introduzir as subalgebras de

Borel U(b%) = U(h @ n*) = U(h) @ U(n*).

Observacao: A rigor deverfamos escrever b, n® quando a = g, etc. Mas escolhemos fazer essa
parte do tratamento de forma unificada e cremos que isso nao causard confusdo. Observe também
=0t =ng, =n* o g HCH).

que n™ =n oxt
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DEFINIGAO I1.2.1. Se V é uma representagao de U(a), dizemos que um vetor v € V' é homogénio
de peso p € h* se hv = u(h)vV h € h. Denotamos por V[u] o subespaco vetorial de todos os vetores
de peso u.

Consideraremos apenas representagoes que admitem decomposi¢do em subespacos de vetores
homogéneos

V=V
peh*
com dim¢V,, < oo para todo p. Em outras palavras, a acao de cada h € b é semi simples com auto
espacgos de dimensao finita. A categoria de tais representacoes é usualmente denotada por O.

DEFINIGAO I1.2.2. Seja V' um mddulo sobre U(a). Um vetor homogénio de peso \,v € V, é
dito um vetor singular ou um vetor de peso méximo se n*v = {0}. Se V = U(a)v = U(n™ )v para
um vetor v de peso maximo A, dizemos que V' é uma representacao de peso maximo A.

Observagao: A nomenclatura “peso maximo” se justifica pelo fato de que a agao de z; diminui
o peso de v em relagdo a ordem parcial em h*. Assim, fica claro que se V' é uma representagao de
peso maximo A, dimgVy, = 1. Podemos definir representacoes de peso minimo trocando os papéis
denten™.

O exemplo mais importante de médulos de peso maximo sao os mdédulos de Verma. Dado
A € b*, o mbédulo de Verma de peso A é definido por

M)\ = U(Cl) ®U(b+) (CU)\

Ou seja, M) é o maior médulo de peso méaximo, no sentido que qualquer outro é obtido a partir
de M, por passagem ao quociente por um submédulo. E claro que My € O. Seja Iy a soma de
todos os submddulos préprios de M)y, ou seja, Iy é o Gnico submddulo préprio maximal de M) e o
quociente Ly = M) /I, é irredutivel. Defina a involucao de Chevalley w : U(a) — U(a) como sendo
+

)

o automorfismo de dlgebras w(z;) = —a,w(h;) = —h; (e w(d) = —d). Existe uma tnica forma

bilinear simétrica e contravariante em M) dada por
(vx,un) =1 (ru,w) = —(u,w(z)w) Yu,w e My,xz €a
chamada de Forma de Shapovalov.

LeEMA I1.2.3. O nicleo da forma de Shapovalov coincide com Iy.

Consequentemente, M) é irredutivel se, e somente se, a forma de Shapovalov for ndao degenerada.
O seguinte teorema sela essa questao e diz que, para A genérico, M) é irredutivel.
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TEOREMA I1.2.4. [KKT79]

(a) Se a =g, M, é irredutivel se, e somente se, < A+ p,a¥ >#1,2,...Va € RT.
(b) Se a = Gext, M), é irredutivel se e somente se (A + j, ) # J (o, ) Va € RteN=1,2...,
onde p = p+ hYAq.

Para a = g, o teorema a seguir caracteriza a outra situacao extrema, i.e., quando a dimensao
de L, é finita.

TEOREMA 11.2.5 (Chevalley).

(a) Ly tem dimensao finita se, e somente se, A € PT.

(b) Os médulos Ly, A € PT, sao dois a dois nao isomorfos e qualquer representacao irredutivel
de dimensao finita de U(g) é isomorfa a algum L.

() Se A = > \iw; € P, entdao Ly é gerado por um vetor de peso méximo v satisfazendo

(z;)M v =0.

(d) A categoria das representacoes de dimensao finita de U(g) é semi simples.

De agora em diante estaremos estudando representacgoes de U(g),U(g) e U(gext). Queremos
estudar médulos de Verma My onde A = A+ kAo + Ap(A)dcomAehCg, keCe

(A + 2p)

(I1.2.1) M) = S

que serao denotados por M) ;. O ntmero k£ é chamado de carga central? da acdo da 4lgebra afim

ou de o nivel da representacao. M) ; admite uma graduagao sobre Z, My, = @ M) x[—j], onde
>0

M) ;[—j] é o autoespago da agdo de d com autovalor —j — Ag(A). My k[—7] éjglaturalmente um

médulo sobre U(g) e, em particular, M) ;[0] é isomorfo ao U(g)-Verma médulo My. Observe, entao,

que My é um exemplo de médulo sobre U(gext) induzido por um médulo sobre U(g): Se V' é um

U(g)-médulo, V' adquire automaticamente uma estrutura de U (E;(t)—médulo onde g ® tC[t] age

trivialmente e ¢, d agem por constantes k, —A. Entéo, o médulo V induzido pela acdo de U(g) é

 / _ U(Eext) _ -~

M) 1, é induzido por M),. Quando fazemos esta construgdo com V = Ly, o U(g)-médulo irredutivel
com peso maximo A, 0 U(gext)-médulo obtido é chamado médulo de Weyl e serd denotado por V) k.

Observagao: A escolha em (I1.2.1) é justificada pela construgao de Sugawara, que estende re-
presentacoes de peso maximo de g a gext através da inclusao gexy C Vir X g, onde Vir é a dlgebra
de Virasoro [EFK].

2Do inglés central charge
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Mesmo que L) tenha dimensao finita, V) terd dimensao infinita, uma vez que toda repre-
sentacao nao trivial de peso méximo de U (gext) tem dimensao infinita. As representagoes de U (gext)
com comportamento semelhante as de dimensao finita para U(g) sdo chamadas representacoes in-
tegrais.

o~ ~ ~

DEFINIGAO I1.2.6. Uma representagao V' de U(a), onde a = g, g, gext, ¢ dita integral se a agao
de n~ for localmente nilpotente. Em outras palavras, se para todo v € V e cada 4, existir um inteiro

positivo n; de modo que (x; )" v = 0.

Observacao: A terminologia integral vem do fato de que a acado da &algebra afim pode ser in-
tegrada a uma acao do grupo de Lie afim correspondente. Evidentemente que tal discussao esta
completamente fora dos nossos objetivos.

TrEOREMA 11.2.7. [Kc]

(a) O U(@ext)-médulo irredutivel Ly é integral se, e somente se, A € Pt.
b) As representacoes Ly, A € Pt sdo duas a duas nao isomorfas e qualquer representacio de
( p C qualq p G
peso méaximo, irredutivel e integral é isomorfa a algum L.
¢) Se A€ PT, A, =< A,a) > e v é um vetor de peso méximo, temos (z; ) ity = 0Vi.
7 (3
(d) A categoria das representacoes integrais de U(a) é semi simples.

Agora vamos estudar uma classe de representagoes de U(g) e U(g) (mas nao de U(gext)) que
¢ de especial importancia para nds. Sao chamadas de representagoes de avaliagdo associadas a um
moédulo V sobre U(g). Estaremos particularmente interessados no caso de V' ser de dimensao finita,
mas a contrucao pode ser feita com qualquer médulo na categoria @. Dado um nimero complexo

nao nulo z, a aplicacao de avaliacao 7, : U(g) — U(g) é dada por
T (xt™) =2"x VYzeg T:(c) =0

O pull-back de 7, define uma representacao de U(g) que denotamos por V(z). Como 7,(c) = 0, é
mais apropriado olhar V' (z) como uma representagao de U(g). Os elementos da familia V' (z), z € C*,
recebem o nome de representagoes de avaliagao. Quando V' tem dimensao finita, V' (z) também tem,
j& que, como espago vetorial sobre C, V' = V(z). Dessa maneira, podemos nos perguntar sobre a
categoria das representagoes de dimensao finita de U(g). Em particular, é interessante se perguntar
quais sao os objetos simples dessa categoria.

TEOREMA I1.2.8. [C86, CP86] Sejam Vi, ..., V,, representagoes irredutiveis de dimensao finita
deU(g) e z,21,...,2m € C".

(a) Vi(z1) ® -+ @ Vin(2m) é uma representacao irredutivel de U(g) se, e somente se, z; # z;

para i # j.
(b) Toda representagao de U(g) com dimensao finita e irredutivel é da forma acima.



I1.3. A QUANTIZACAO DE DRINFELD-JIMBO 71

(¢) Suponha que V; ® Vo se decomponha como Vi @ V5 = Z Wj, com Wj irredutivel. Entao
J
Vl(Z) & VQ(Z) = E W](Z)
J

(d) A categoria abeliana gerada pelos objetos simples da categoria das representacoes de di-
mensao finita de U(g) é semi simples.

Observagao: Na realidade o ultimo item é um teorema nao trivial de Chevalley vélido para
qualquer algebra de Lie. No nosso caso ele é um coroldrio imediato do item anterior e do fato de a

categoria das representacoes de dimensao finita de U(g) ser semi simples.

Apesar de V(z) nao se estender a uma representagao de U(gext), existe uma maneira de “en-
gorda-la” com esse objetivo. Primeiro, dado um U(g) médulo V, considere o espaco V [z, 2], onde
z é uma varigvel formal. A acdo de U(g) em V[z, 27 !] é construida analogamente a sua acio em
V(z). Finalmente, dado A € C*, considere V(2) = 27 2V[z,27!] = V ® 272C[z,27'] e defina a
acdo de d em V(z) por z%. Para 2p # 0, existe um homomorfismo sobrejetivo de U(g)-mddulos
V(z) — V(20) (bem definido a menos de escolha de ramo da fungao logaritmo).

11.3. A Quantizacao de Drinfeld-Jimbo

Em [D85, D86, J85], Drinfeld e Jimbo apresentaram versoes quantizadas de U (a) para dlgebras
de Kac-Moody com matriz de Cartan generalizada simetrizavel. Trata-se de uma deformacao das
relagoes (I1.1.3). Embora a “forma” de apresentagao seja essencialmente a mesma, dependendo
do contexto em que se entende a palavra deformagao, as algebras universais envelopantes quan-
tizadas correspondentes podem ter comportamentos muito diferentes. O primeiro contexto que
apresentaremos é o de algebras de deformacao da secao I.6.

Primeiro introduzimos um pouco de notacao. Seja K uma anel comutativo com identidade e

q € K um elemento invertivel, diferente da identidade. Dados ntimeros inteiros m, r defina

" ! = . mi___Imld
(IL.3.1) mlq = R [mlg! = [1g[2]g .. [m]q [ ]q [Flq!fm — 7],

Entao seja a = g(A) uma élgebra de Kac-Moody com matriz de Cartan generalizada simetrizavel
Apxn, ie., B = DA é simétrica para uma matriz diagonal D com entradas d; € Z* (escolha d;
relativamente primas). Fixe K = C[[h]] e ¢ = e".
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DEFINIGAO I1.3.1. A &lgebra universal envelopante quantizada Up(a) é a K-algebra topologi-

camente gerada por h;, xii, onde ¢ = 1,...,n, satisfazendo as relagoes
[hi, hj] =0 [hi, x;_] = aijx;-" [hi, .’L‘]_] = —aijxj_
hi _ —h;
(11.3.2) [:Ez ,ZC]- ] = (52]%
qi — g,
1—a;; 1
— Qjj i .,
P I L A ST
m=0 m qi

onde ¢; = ¢%.

TEOREMA I1.3.2. [CP] A élgebra Uy, (a) admite uma estrutura de dlgebra de Hopf de deformacao
dada por

en(hi) =en(zf) =0  Ap(h)=1@h;+h;®1
(I1.3.3) Mp(x)) =af @ ¢ +10a  Apa))=a; @1+q " @a;
Sp(hi) = —hi  Splaf) = —afe ™ Splay) = —qa;

3 (2

Além disso, Up(a) é uma deformagao de U(a). Ainda mais importante, Uj(a) possui uma estrutura
quase triangular Ry, com Ry, =1® 1 (modh).

A construcao de Ry, é feita usando os métodos da sec¢do 1.5, observando que Up(a) é “quase”
um dobro. Na realidade, como estamos trabalhando com &dlgebras de dimensao infinita, precisamos
adaptar as contrugoes da secao I.5. Sao essencialmente duas adaptagoes: produtos tensoriais devem
ser entendidos no sentido da secao 1.6; duais devem ser entendidos no sentido restrito. Para uma
melhor compreensao do que vem a ser o dual restrito no contexto h-ddica nos referimos a [CP].

De maneira geral, o espaco dual restrito de um espago graduado V' = ) V,, onde @ é o grupo de
aeQ
graduagao e a dimensao de V,, é finita, é definido por V* =" V.
(0%

Observacao: Sempre que trabalharmos com espagos de dimensao infinita e considerarmos espagos
duais, na realidade estaremos nos referindo ao dual restrito. Por isso nao criaremos notagao especial

para distinguir dual restrito e dual “completo”.

Entao observe que, em particular, o teorema I1.3.2 diz que Up(a) é topologicamente livre. A
demonstracao deste fato nao € trivial e consiste em encontrar uma base de Poincaré-Birkhoff-Witt.

Uma consequéncia é
Un(a) 22 Up(n") @ Un(h) ® Up(n")
Agora vemos que Up(b™) = U,(nT)Up(h) e Up(b™) = Up(h)Up(n™) sdo graduadas pelo espago de
(

raizes. Ao construir o dobro de Uy, (b™1) observa-se que

D(Ux(b%)) =2 Uy (67 )RU(67)
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e, finalmente, que existe um homomorfismo de algebras de Hopf sobrejetivo
D(Ux(6)) — Un(a)

Essa construgao permite (com muito suor) obter férmulas explicitas para Rj. Moralmente a férmula
¢é da forma

(IL3.4) Ry =q="%" > a;®ad
onde {z;}, {z'} sdo bases duais para b, {a;} é uma base formada de elementos homogéneos para

U(nt) e {a’} é a base dual para Up(n™).

O contexto em que estaremos realmente interessados a dar para a palavra deformacao é o
seguinte. Deixe ¢ ser uma varidvel e considere K = C(q), o corpo das fun¢oes racionais em uma

variavel.

DEFINICAO I1.3.3. Seja a uma algebra de Kac-Moody com matriz de Cartan simetrizdvel. A
algebra universal envelopante quantizada U, (a) é a K-algebra associativa gerada por kiﬂ, :El-i, onde

i=1(0),1,...,n, com relagoes
kikit =1 Kk = kik;
klxjkz_ 1 q;-”j x;r ki Ky 1 q i x
_ ki — k1
(11.3.5) [x;L,xj ] = (5132711
qi — q;
1—a;;

onde ¢; = q%.

Podemos incluir U,(a) em Up(a), ¢ — e k; — qlh’ Assim fica facil deduzir a estrutura de
algebra de Hopf em Uj,(a)

cgki) =1 gaf)=0  Ayk)=ki@k
(11.3.6) Ay =af ok +1@zf Ayey) =2, @1+k ' ®@a;
Sqlki) =kt Sglaf) = —afkit  Sy(a7) = —kizy

K3 K3

Observagao: Em geral nao escreveremos o subindice em ¢4, Ay, Sq. Oberserve que U,(g) estd
naturalmente contida em Uy(g).

Para obtermos uma quantizagao de g, U, (g), basta adicionarmos a relagao

(I1.3.7) ko [[#) =1
=1
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onde 0; sao as coordenadas da raiz maximal de g em relacdo a base de raizes simples, 6 = ) 6.
Também podemos obter Uy(gext) adicionando geradores ¢t satisfazendo as relacbes naturais com

os outros geradores

qdq—d -1 qdk‘j — k’jqd qu;tq—d — :E:t qdl'(:)tq_d — qzl:lx(:;:

3 (2

el@h=1  Algh=q¢"®¢ S =q"
Observe que para cada escolha de sequéncia de sinais, (o1,...,0,) € {£1}, existe um automor-
fismo de dlgebras em U,(a) dado por

(I1.3.8) k; — oik; zi o) T

~
~

Observagao: Veja que estes isomorfismos nao existem no caso de Up(a).

Em outras palavaras, U,(a) é uma forma racional de Uy (a). Uma das vantagens de U,(a) sobre
Un(a) é que Uy(a) é de fato uma algebra, sem necessidade de consideracoes topoldgicas. No entanto,
a estrutura quase triangular de Up(a) nao desce a este contexto algébrico de Uy(a). De qualquer
maneira, Uj,(a) é moralmente quase triangular, no sentido que existe uma estrutura quase triangular
numa complementacao. Mais importante, veremos que esta R-matriz moral de fato age no produto
tensorial de médulos da categoria O, (a versdo quantizada da categoria O).

3
(§]

Uma vez que Uy(a) quase triangular, podemos construir o elemento u, dado por (I.2.7).

Por outro lado, para cada A = ) \ja; € @, defina o elemento

(I1.3.9) ky =kt B

E facil verificar que k‘)\x;tk;l = qirv()"aﬂ')az;-t, onde rV é dado por (IL.1.1).

Proprosigao 11.3.4. [KS, CP] Sejam g uma &lgebra de Lie complexa, simples e de dimensao
finita, p = > w; e S a antipoda de Uy(g). Entao

(I1.3.10) S*(x) = kgpaky, Ve Uyg)

Consequentemente, S ¢é invertivel.

Defina entao
(I1.3.11) Cy=kapu™ ' =u ko, Vg = C'q_2 = ugS(uq)

O elemento Cy é chamado de elemento de Casimir quantico. Para Uy (gext), usamos p = p + h"'Ag

no lugar de p. Identificando h com Eext através de (.,.), podemos escrever p = p + h"d.
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II.4. Representacoes de U,(g)

Outra vantagem que U, (a) tem sobre Uy (a) é que, com algum cuidado, podemos especializar ¢ a
um nimero € € C*, de forma a obtermos uma algebra de Hopf sobre C. A expressao “com cuidado”
significa que precisamos considerar uma forma integral de Ug(a), i.e., uma Zlg, g !]-subdlgebra de
U,(a). Existem diferentes maneiras de se fazer isto, levando a teoria de representagdes muito
diferentes quando € é uma raiz da unidade. Quando € nao é uma raiz da unidade este cuidado se
torna pouco necessario e a teoria de representacoes pode ser descrita pela de Uy(a). Para o sentido
mais preciso de todas essas consideragoes veja [CP]. Nessa se¢ao assumiremos que g é um nimero

complexo nao nulo que nao é raiz da unidade.

Observacao: Na realidade o limite ¢ — 1 faz sentido em muitos casos. De fato, a teoria de
representagoes de Uy (a) é completamente paralela, uma vez contextuada no sentido topolégico [K],
a teoria de representagoes de tipo de 1 de Uy(a) (a ser definida mais adiante). Quando a = g, estas
teorias sao completamente paralelas a teoria de representagoes de U(g) e o limite ¢ — 1 equivale ao
isomorfismo U(g) = Un(g)/hUr(g). No caso das algebras afim esse paralelismo é muito mais fraco
(veja a primeira parte desse trabalho).

Uma vez que U,(a) admite uma decomposicao triangular, podemos definir espacos de vetores
homogéneos, pesos maximos, médulos de Verma, etc, assim como na secao I1.2. No entanto, a
“forma” dos pesos, i.e., os valore p(k;) sdo quantizados [KS, CP]

p(k;) = o(a;)g" *ed)
onde o : Rt — {—1,1}, ou seja, um peso na realidade é um par (\,0). A componente o do peso
corresponde aos automorfismos (I1.3.8). O primeiro resultado é

Proposigao 11.4.1. [CP] Seja Ly, a representacao irredutivel de U,(a) com peso méximo
(A\,0). Entao V ¢é integral (de dimensao finita no caso de a = g) se e somente se A € PT.

Observagao: Deverfamos denotar médulos sobre Ug(a) por V9, para distinguir de médulos V'
sobre U(a). Novamente acreditamos nao haver confusao de contexto e decidimos nao sobrecarregar
a notacao.

Nao ¢é dificil verificar que o U,(a)-médulo irredutivel de peso maximo (0, ) é unidimensional e
que

L)x,a = LO,O' b2 L/\,l

onde 1(a;) = 1Vi. Por isso, é suficiente estudarmos representagoes de tipo 1, i.e., com o = 1. E o
que faremos a partir de agora e, portanto, pesos serao denotados somente por sua componente em

b.
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Observagao: Como os automorfismos (I1.3.8) nao existem para Up(a), todas as representagoes

sao automaticamente de tipo 1.

A teoria de médulos de Verma é desenvolvida de maneira similar. Em particular, para valores
genéricos de A e k, os médulos M)y e M) j sao irredutiveis.

De agora em diante a = g. Os resultados correspondentes para as algebras afim sao discutidos
na parte principal deste trabalho. O teorema a seguir [K, CP] estabelece o paralelismo entre os

casos quantico e classico.

TEOREMA 11.4.2.

(a) Ly tem dimensao finita se, e somente se, A\ € PT.

(b) Os médulos Ly, A € PT, sao dois a dois nao isomorfos e qualquer representacgao irredutivel
de dimensao finita de U,(g) é isomorfa a algum L.

(c) Se A = > \iw; € PT, entao Ly é gerado por um vetor de peso maximo v satisfazendo
(z; )ity =0.

(d) A categoria das representagoes de dimensao finita de U,(g) é semi simples.

(e) Seja A € P e denote por V e V7 os médulos Ly sobre U(g) e Uy(g) respectivamente.
Sejam V'[u], V4[u] os correspondentes subespagcos de vetores homogéneos de peso p. Entao
dimV{p] = dimV?[y].

(f) Na notagao do item anterior, dados Ai, A2 € PT, a decomposicao de V}! ® V3! em compo-

nentes irredutiveis é a “mesma” de V1 ® V5.

A respeito do tltimo item é conveniente lembrar que, sendo U,(g) uma &lgebra de Hopf nao
co-comutativa, o isomorfismo entre V! @ V! e VJ! ® V{! nao é dado apenas pela permutacao de
componentes. De acordo com o capitulo I, temos que também agir com a R-matriz universal para
obter o isomorfismo desejado. Embora U,(g) tenha uma R-matriz universal apenas moralmente,
nao ¢ dificil se convencer que sua agao estd bem definida no produto tensorial de dois médulos da
categoria O,. Terminamos essa secao dando um exemplo deste fato, isto é, escreveremos a seguir a
férmula para a agdo da R-matriz universal de Uy (sly+,) no produto tensorial de duas cépias da sua
representacao natural V = C"™1 = L, . A deducio dessa expressao pode ser encontrada em [CP].
Recorde as notagbes que usamos para a representagao natural de sl, 1 na secao I11.4. Observe que
a identificagao de V' como U, (sl,+1)-médulo é natural, isto é, a acdo dos geradores de Chevalley
ZC;E em V', olhados como geradores de Uy(sl,41), é exatamente a mesma, enquanto que k; age como
¢". Entdo podemos escrever a férmula para Ryyv = R|vgy em termos das matrizes elementares
Eij

n+1

1
(1141) RV7V =q ntl ( Z Eu ® En + Z Ezz ® E]j + q q Z EU ® E]Z)
1=1 e Jj>i



APENDICE III

Férmulas Uteis e Resultados Diversos

IT1.1. Equacgoes de Diferencas de Segunda Ordem

Dados p,x € C* seja {z}, = %. Em geral omitiremos o subindice. A fung¢ao hipergeométrica

quantica de Heine é definida por

oo

{r+jHs+}
I11.1.1 o (", ps, plip, 2) = z
( ) 201 ) ;()(jn{tﬂ}{uj})
Ela satizfaz a seguinte equacgao de diferencas
(I1.1.2) (P2 =) + (=" + Pz + T+ D) f(p2) + (2= 1) f(2) = 0

Considere uma equacao de diferengas de segunda ordem da forma
(II1.1.3) (Aoz + Bo)f (p°2) + (A1z + B1) f(p2) + (A2z + Ba) f(2) = 0

Para valores genéricos dos coeficientes ela se reduz a equacao de Heine (I11.1.2) [EFK].

Proposi¢Ao III.1.1. Sejam rj,s;,t;,uj, (j = 1,2), as solucoes de

AO r+s Al

p*By+p"By + By =0, p*==pt p* —"+p%), p =p
Ay Ay

Entao as fungoes

F9(2) = 2 91 (p'7, 0%, p';p, —2As/ By)
sao as unicas solugoes de (II1.1.3) da forma f(z) = z"g(z) para uma fungdo g(z) regular numa
vizinhanga de 0 com ¢(0) = 1.

A fungé‘o f(Z) = 2¢1(pr’psjpt;p’ Zil) satisfaz

(IIL.1.4) (1 —p*2) f(P%2) + (O +p%)z — (0" + %)) fF(p2) + (" = p"2) f(2) =0

1

obtida da equagao de Heine substituindo-se z por z7*. Em geral esta equagao também pode ser

reduzida a (I11.1.2) com novos parametros (r, s,t) dados por
(II1.1.5) (r', s t)y=(r,r—t+1,r—s+1) ou (M) =(s—t+1,s,s—71+1)

e podemos concluir a

77
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PROPOSIGAO II1.1.2. As funcoes

91(2) =57 2¢1 (pr7p1”—t+1’pr—s+l;p’pt—&—l—r—sz—l)

s—t+1 s—r+1, t+1—7‘—sz—1)

g2(2) = 2 %201 (p 0%, p DD

sao solucoes de (III.1.2) quase meromorfas em C* U oo

TeEOREMA II1.1.3. [GR, EFK] Sejam I'; e O(z; ¢) as funcdes gamma quantica e téta definidas
por (I11.2.1). Entao, 2¢1(p", p*, p;p, 2) = A(2)g1(2) + Q2(2)g2(2) onde

Lp(t)Tp(s—1r) O(2p";p) o

Az) = T,(s)T,(t—1) O(zp)
_ Tp@)Tp(r — s) ©(2p%p)
) = T, —s) O

II1.2. Fungoes Téta, Gama Eliptica e Gama Quantica

Defina as funcgoes téta e gama quantica por

g
(n21) 6o =[[0- =)0 - P - N@=0-0 [0
iZ0 i20
Entao
(TI1.2.2) 20(qz:q) = —O(z:0)  20(z:9) = —¢0(¢ 'zq)  O(az:0) = O(="50)
Seia C(g) = (1~ )(@sa)k = (1= ) ([ (1 - )’
=
(IIL.2.3) Ly(a)ly(1—a) = ) Lq(1+a) ={a}qlq(a) = Lo Ly(a)

O(¢% q)
De onde obtemos

{1-a},C(q) {a—1},C(q)
Fola)ly(2 —a) = ©(¢%q)  O(¢*%q)
(I11.2.4)
Clq) __ Cw
{-a}©(¢%q) {a}O(¢7%q)

Fy(@)Ty(~a) =

Agora a relacao entre a fungao téta © e a primeira funcao téta de Jacobi 91 definida por [WW]

o0
791(“; 7_) _ Z em(j+1/2)27+2m(j+1/2)(u+1/2)
Jj=—00

LT

(I11.2.5) — e T MU H (1 _ 6727riu(62m'7-)j) (1 _ 627riu(62m'7')j+1) (1 _ (e2m‘7-)j+1)
7=0
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Como consequéncia imediata da primeira expressio, vemos que 91 é impar em w. Pondo z = e~ 2™

e ¢ = e>™7 temos

(I11.2.6) O(z;q) = iq /82120 (u; 7)

Finalmente, a fun¢ao gama eliptica é dada por [FV99|

0 1— 627ri((j+1)C+(l+1)o—u)

(11127) FE(ua Cv U) = ~1;[0 1 — e2mi(§¢+lo+u)
jl=

I11.3. Blocos de uma Categoria Abeliana

Nessa secao fazemos uma breve recordacao sobre o conceito de blocos numa categoria abeliana.
A definigao de categoria abeliana pode ser encontrada em [M, GM, CP].

Seja C uma categoria abeliana cujos objetos tem altura finita. Nesse caso, qualquer objeto

admite uma unica representacao como soma direta de objetos indecomponiveis.

DEFINIGAO II1.3.1. Dois objetos indecomponiveis X1, X5 sao ditos ligados se nao existir uma
decomposicao de C em soma direta de duas categorias abelianas, C = C; @ Cy, com X; € C; e
Xy € CQ.

E facil ver que ligacao é uma relagao de equivaléncia.

PROPOSIGAO II1.3.2. C admite uma tinica decomposigao em soma direta de categorias abelianas

indecomponiveis: C = @ C,.
acl

DEMONSTRAGAO. Seja I o conjunto das classes de equivaléncia com relacao a ligagdo. Para
a € I, defina C, como a subcategoria de C cujos objetos sdo somas diretas de objetos de a. E

imediato que C = @ C,. Resta ver que C, é indecomponivel. De fato, se Co, = CL @ C2 é uma
acl
decomposicio ndo trivial, entdo quaisquer objetos indecomponiveis X; € C}, Xo € C2 nao estdo

ligados: contradicdo. A unicidade é 6bvia. O

DEFINIGAO II1.3.3. As subcategorias C, sao chamadas de blocos de C e a decomposi¢ao da
proposicao I11.3.2 é chamada de a decomposicao em blocos de C.

Recorde o teorema de Jordan-Holder: para todo X € C, podemos especificar de maneira tnica,
contando multiplicidade, os objetos simples que constituem suas decomposicoes em série. Esses
objetos simples sao chamdos de constituintes de X.

O lema a seguir é imediato.
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LEMmA II1.3.4.

(a) Dois objetos simples estao ligados se ocorrerem como constituintes do mesmo objeto inde-
componivel.

(b) Dois objetos indecomponiveis estao ligados se possuirem constituintes ligadas.

111.4. A Representacao Natural de sl ;

Considere a realizacao natural de sl,, 11 como a 4legebra de Lie de matrizes (n+1) x (n+1) de

traco zero, agindo em V = C"*!

, com base canonica vy, ..., v,+1. Chamamos V' de Representacao
Natural de sl,41. Seja E;; a matriz elementar que tem todas as entradas nulas exceto pela (i, )

que é 1.

Fixamos a subdlgebra de Cartan b = span{h;}, i =1,...,n, onde h; = E;; — F;11,+1. E facil
verificar que h;, xzi, onde x:r = Ejiy1 e x; = Ej14, sao geradores de Chevalley para sl,, ;1. Entao,
identificamos h com o subespaco de V' cuja soma das coordenadas de seus vetores se anula.

(I11.4.1) hi = (0,0,...,1,—1,0,...,0)

A forma bilinear simétrica usual de V', ((A1,..., Apt1), (H1s- -5 fnt1) ) = D Aifts, coincide com a
forma bilinera simétrica de sl,4+1, com a normalizacdo da secao II.1, quando restrita a . Usan-
do (.,.) para identificar h* com h vemos que as raizes simples «a; coincidem com h;. Os pesos
fundamentais sao dados por

1
(111.4.2) wi:n+1(n—|—1—i,...,n—i—l—i,—i,...,—i)
onde a ultima coordenada igual a ";ﬁ;’ é a 1-ésima.

Os vetores da base canonica de V sao vetores homogéneos, sendo que o peso de v, é
m = Wm — Wy—1, onde, por convengao, wy = wypt+2 = 0. Em coordenadas temos

1
n—+1

(111.4.3) m = (=1,...,—1,n,—1,...,—1)
sendo que a coordenada diferente é a m-ésima.

Agora calculamos alguns produtos internos

n —1
T11.4.4 _ _ - R
( ) (s fm) —— (tm» 1) ] (tm =+ s i — ) = 0
n—1
(o — 1y o — 1) = 2 (,Um+,ulaﬂm+,ul):2m

para m # .



IIL5. ENUMERACAO DOS NODULOS DOS DIAGRAMAS DE DYNKIN

Finalmente, expressamos p = > w; em coordenadas

(I11.4.5) p:g(l,l,...,l)—((),l,...,n)

IT1.5. Enumeragao dos Nédulos dos Diagramas de Dynkin

1 2 n-1 n 1 2 3 4 5
o A, : &0 -+ 0—0 o Fg: O—O—I—O—O
6
e B 1 2 n-1 n
n o—0 - ==
1 2 3 4 5 6
o 7 o—o—o—I—o—o
1 2 n-1 n 7
o () : o
1 2 3 4 5 6 7
OEgi
D 12 n-2 n-1
i 2k:+1-o—o---I—o 8
n
1 2 3 4
1 o 09 o [y &—o==0—0
ODQkI o_oI_.
n
1 2
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