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Resumo

Esta dissertag@o introduz as primeiras nogdes para o estudo combinatério da teoria de
dlgebras que satisfazem identidades polinomiais (resumidamente PI-dlgebras), bem como
alguns dos seus resultados mais importantes.

Apresentamos o teorema de Kaplansky e o teorema de Regev sobre produto tensorial de
PI-dlgebras. Além disso, descrevemos alguns resultados devidos a Amitsur e o teorema sobre
identidades minimas em dlgebras matriciais conhecido como teorema de Amitsur e Levitzki.
Consideramos também polindmios centrais e o teorema de Posner. o tecrema sobre a altura.
de Shirshov, incluindo o problema de Kurosh.

No final da dissertacéo desenvolvemos os métodos descobertos por Razmyslov, que o
levaram a descrever uma base para as identidades polinomiais satisfeitas pela 4lgebra de Lie
das matrizes de ordem dois com trago zero, e em seguida, para a dlgebra (associativa) das
matrizes de ordem dois.
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Abstract

This dissertation introduces the first notions of the combinatorial study of the theory of
algebras that satisfy polynomial identities {the so-called Pl-algebras), as well as some of
their most important results.

We present the theorems due to Kaplansky and Regev, about the tensor product of PI-
algebras. Besides, we describe some results due to Amitsur and the theorem about minimum
identities in matricial algebras known as Amitsur and Levitzki’s theorem. We also consider
central polynornials and Posner’s theorem, and Shirshov’s height theorem, including Kurosh’s
problem.

At the end of the dissertation we develop the methods discovered by Razmyslov which
led him to the description of a basis for the polynomial identities satisfied by the Lie algebra
of the traceless matrices of order two and, afterwards, for the (associative} algebra of all
second order matrices.
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Introducao

A teoria das dlgebras com identidades polinormiais € uma teoria relativamente recente, tendo
seu maior desenvolvimento ocorrido nos ultimos cingiienta anos. Antes desse perfodo pode-
mos destacar trabalhos como os de M. Dehn (1922), W. Wagner (1936) e M. Hall (1943),
em sua maioria motivados pela geometria.

Apds 1945 intensificaram-se os estudos sobre as identidades polinomiais em dlgebras.
Naquela época surgiram resultados devidos a I. Kaplansky e N. Jacobson. O teorema de
Amitsur e Levitzki, é um dos resultados mais importantes para essa teoria e foi demonstrado
em 1950.

Séo vérios os matemdticos que contribuiram para o estudo das identidades polinomiais em
4lgebras. Podemos citar ainda alguns como Higman, Nagata, Shirshov, Regev, Razmyslov,
Procesi, Rowen, Cohn, Posner, Vaughan-Lee, Herstein, Formanek, Kostrikin, Specht, Zel-
manov, Bahturin, entre outros.

Quanto ao texto, tentamos torné-lo o mais simples possivel. Os dois primeiros capi{tulos
fornecem as definicoes bdsicas, que estdo destacadas para que possam ser consultadas ra-
pidamente. No inicio de cada capitulo tecemos comentédrios sobre os aspectos histdricos
relacionados aos resultados a serem apresentados.

No capitulo 3, introduzimos polinémios multilineares, mostramos o teorema sobre a den-
sidade, e em seguida o teorema de Kaplansky. O capitulo 4 considera produtos tensoriais e
o teorema de Regev. Em seguida expomeos alguns dos resultados classicos de Amitsur.

O capitulo 6 estéd dedicado ao teorema de Amitsur e Levitzki, onde nds seguimos a de-
monstracao dada por Rosset. No Capitulo 7, definimos polinémios centrais e discutimos o
teorema de Posner. O Capitulo 8 considera uma das aplica¢des mais importantes da combi-
natéria na PI teoria, o teorema de Shirshov sobre a altura. No ultimo capitulo estudamos
as identidades satisfeitas pela dlgebra matricial de ordem 2, Ms(K), sobre um corpo K de
caracteristica 0. Seguindo a demonstracao de Razmyslov, exibimos uma base finita para as
identidades satisfeitas pela dlgebra de Lie sl, para as identidades fracas em (My{K), slo(K)),
e em seguida mostramos que as identidades de My(K') também admitem uma base finita.

Campinas, maio de 2003.



Capitulo 1

Preliminares

Nas primeiras segdes colocaremos para consulta rapida as definicoes elementares que. porém.
nao nos sentimos a vontade de suprimi-las. O texto é simples e tem por objetivo deixar claro
0s conceitos que usaremos nos capitulos posteriores.

1.1 Grupos

Definicdo 1.1.1 Um conjunto M, ndo vazio, serd chamado mondide se tiwermos uma
operacdo de M x M em M que associa dois elementos a e b em M a outro elemento ab em
ﬂ/f, tal que

o vale a(be) = (ab)c para todo a, b ec em M,
e criste um elemento e € M tal que ea = ae = a para todo a € M.

Definigao 1.1.2 Um subconjunio de um moncide M gue € um mondide com a operacdo
induzida de M € chamado sub-mondide de M.

Definicao 1.1.3 Um conjunto G, ndo vazio, serd chamado grupo se tivermaos wma operacio
de G x G em G gue associa dois elementos a e b em G a outro elemento ab em G, tal que

o vale a{be) = (ab)c para todo a, b e c em G,

e existe um elemento e € G tal que ea = ae = a para todo a € G,

e para todo a € G existe um elemento a™* € G, tal que aa™! = a"ta = €.
Definicao 1.1.4 Se G € um grupo e

o vole ab = ba para todo o e b em G,

entdo G € chamado grupo abeliano ou grupo comutativo.

Definigao 1.1.5 Um subconjunto de um grupo G que também € um grupo com a operacdo
induzida de G, € chamado subgrupo de (.



Definicao 1.1.6 Sejam G e H, grupos. Uma aplicagio v : G — H é um homomorfismo
de grupos se para gquaisquer a e b em G a sequinte condigdo € satisferta:

 ¢lab) = pla)e(b).

Se ¢ € bijetora dizemos gue ¢ € um tsomorfismo de grupos, e desta forma diremos que
G e H sdo isomorfos. Quando temos ¢ 1 G — G, dizemos gue ¢ € um endomorfismo do
grupo G e, neste caso, se ¢ € bijetora enido ela € um automorfismo de G.

O grupo que mais usaremos serd o grupo simétrico formado pelas permutacoes dos ele-
mentos do coniunto N ={1,2...., n} que denotaremos por S,.

1.2 Anéis

Definicao 1.2.1 Um anel € um conjunto R, nao vazio, dotado de duas operagdes bindrias
(isto €, ambas as operagées sao de R x R em R); adi¢do, gue associac a e b aa+ b, e
maltiplicagdo, gque associa a e b a ab tais que:

o R ¢ um grupo abeliano em relacdo a adicdo,
o vale a(b+c) =ab+ac e (b+ cla = ba + ca para todo a,b e ¢ em R.

Costuma-se geralmente denominar os anéis dependendo dos axiomas que a multiplicacio
satisfaz.

Definicac 1.2.2 Se R € um anel e
o cziste um elemento 1 € R, 1 5 0, tal gue al = la = a para todo a em R,

entdo R € chamado anel com unidade e | ¢ chamado elemento neutro da multiplicacdo
ou simplesmente unidade de R.

Definicdo 1.2.3 Se K € um anel tal gue
e vale a{be) = {ab)c para todo a, b e ¢ em R,
entdo R é dito um anel associativo.

Sempre que nos referirmos simplesmente a anéis, estaremos pensando em anéis associa-
tivos com unidade. Caso haja necessidade de diferengid-los, faremos isso em cada caso.

Definicio 1.2.4 Se R € um anel e

e vale ab = ba para todo a, b em R,
entdo R € dito um anel comutativo.
Definicdo 1.2.5 Se R € um anel e

o se ab =0 implicar gue a = 0 ou b =0 para todo a, b em R,



entdo R € dito um dominio.
Definicao 1.2.6 Se R € um anel com unidade tal que

e para todo elemento a € R, a 0, existe um elemento a™ € R tal gue ae™ =a ta =1,
entdo R € chamado anel com divisdo e a™' é chamado inverso multiplicativo de a.
Definicdo 1.2.7 Um anel com divisdo comutativo K € chamado corpo.

Definicao 1.2.8 Um subanel ¢ um subconjunto S de um anel R tal que ele proprio € um
anel com as operagoes induzidas por R,

Definigao 1.2.9 Sejam R wm anel € I wm subgrupo aditivo de R. Se ax € I (respectiva-
mente za € I) para todo a € R e para todo xz € I, dizemos que I € um ideal o esquerda
(respectivamente, 4 direita) de R. Se I for ideal 4 esquerda e 4 direila de R, diremos que [
é um ideal bilateral de H.

Definicao 1.2.10 Um wdeal I de um anel R € dito primo se, para quaisquer dois ideais I,
e I, de R, a inclusao I1 Iy C I implicar que I T 71 oul, T 1.

Definicao 1.2.11 Um anel R € dito semi-primo se para todo ideal I # 0 de R temos que
7 #£0.

Definicao 1.2.12 Um anel R ¢ dito primo se IJ # 0 para todos os ideais ndo nulos I,.J
de R.

Definicao 1.2.13 Um anel R € dito noetheriano & esquerda se ele satisfaz uma das
condicoes equivalentes abaizo:

1. todo ideal I & esquerda de R € finitamente gerado, isto é, I = Ry, +--- + Ry, =

2. toda cadeia ascendente, [y C I, C ... C I, € ... de ideais @ esquerda de R € esta-
ciondria, isto €, existe um naturaln tal que I, = I, 1 = ---;

3. toda familia, ndo vazia, F de ideais ¢ esquerda de R tem um elemento mazimal, isto
é. existe J € F tal que se J C T el € F entio I =J.

Definicao 1.2.14 Um anel R € dito artiniano se ele satisfaz uma das condigdes equiva-
lentes abaizo:

1. todo ideal I a direita de R € finitamente gerado, isto €, I = ywR+ -+ y, R =

2. toda cadeia descendente, I1 2 Iy 2 ... D I, O ... D de ideais d direita de R €
estactondria, isto €, existe um naturaln tal que I, = oy = -+ ;



3. toda familia, ndo vazia, F de ideais ¢ direita de R tem um elemento mainimal, isto €,
existe J € F talque se J 21 el € F entdo I = J.

Uma demonstragdo das equivaléncias citadas nas defini¢tes anteriores pode ser encon-
trada em [2].

Definicdo 1.2.15 Sejam Ry e Ry, anéis. Uma aplicagao v « Ry — Ry € wm homomor-
fismo de anéis se pare quaisquer a e b em Ry, as seguintes condicdes sdo satisfeitas:

pla+b) = pla) +o(b) e plab) = plajp(b).

Se o € bijetora dizemos que ¢ € um isomorfismo de anéis, e desta forma diremos que
R, e Ry sdo isomorfos. Quando temos ¢ © R — R, dizemos que ¢ € um endomorfismo do
anel R e, neste caso, se i € bijetora entdo ela € um automorfismo de R.

1.3 Algebras

Definicdo 1.3.1 Um espaco vetorial A sobre um corpo K € chamado uma dlgebra sobre
K {ou uma K-dlgebra) se A ¢ dotado de uma operacdo. chamada multiplicacdo, gue a dois
elementos a e b em A associa um elemento ab em A, tal que para todo a, b em A e para todo
o em K

o {a+bjc=ac+ b,
e a(b+c) =ab+ac,
o afab) = (aa)b = alabd).

Claramente, a noc¢ao de algebra generaliza grosseiramente a nocéo de espago vetorial e
de anel.

Definicao 1.3.2 Se A € uma dlgebra e
o existe um elemento 1 € A, tal que al = la = a para todo a em A,

entdo A € chamada dlgebra com unidade e 1 € chamado elemento neutro da multiplicagdo
ou simplesmente unidade de A.

Definicdo 1.3.3 Se A € uma dlgebra tal que
o vale a{bc) = (ab)e para todo a, b ¢ ¢ em A,
entdo A € chamada wma dlgebra associativa.

Sempre que nos referirmos simplesmente a dlgebra, estaremos pensando em dlgebras
associativas com unidade. Se houver necessidade de diferencié-las, faremos isso em cada
caso.

Definicao 1.3.4 Se A € uma digebra e



e vgle ab = ba para todo a, b em A.

entao A € chamada uma dlgebra comutativa.
Definicao 1.3.5 Se A € uma digebra com unidade tal que

e para todo elemento a € A, a % 0, existe um elemento a™' € A tal queaa ™ =a"la =1
onde 1 € a unidade de A,

entdéo A € chamada dlgebra com divisdo ¢ a™' é chamado inverso multiplicativo de a.

Definicao 1.3.6 Um subespago S de A € uma subdlgebra se € fechado com respeito «
multiplicagdo, 1.€..
518 €85 = 518 & S,

Definigao 1.3.7 Seja A uma dlgebra (ou um anel). O conjunto
Z={ze Alza=az paratodoac A}

é chamado centro de A. Os elementos de Z sao ditos centrais. Usaremos convenientemente
as notacoes Z, Z(A), ou Z(R) conforme precisarmos do centro de uma dlgebra ou de um
anel.

Definicao 1.3.8 Diremos que A € uma dlgebra de Lie se para todo a, b ¢ ¢ em A temos
aa = 0 que ¢ a anti-comutatividade e albc) + b{ca) + c(ab) = 0 que € a identidade de Jacobi.

Definigao 1.3.9 Uma dlgebra associativa A € dita uma nil dlgebra se para fodo a € A
eriste um mumero n natural tal que a” = 0. O menor natural com essa propriedade €
chamado indice de nilpoténcia de a. Se existir um numero fixo n tal que a™ = 0 pare todo
a € A entdo A € chamada uma nil dlgebra de indice limitado n.

Definigao 1.3.10 Uma dlgebra associativa A é dita uma dlgebra nilpotente se existe um
nimero natural fizo n tal gue o produto de guaisquer n elementos de A é zero. O menor
natural com essa propriedade € chamado indice de nilpoténcia de A.

Definicao 1.3.11 Sejam A uma dlgebra e I um subespago de A. Se ax € I [respectiva-
mente za € I} para todo a € A e para todo x € I, dizemos que I é um wdeal d esquerda
(respectivamente, & direita) de A. Se I for ideal a esquerda e & direita de A, diremos que I
é um ideal bilateral de A.

Definicdo 1.3.12 Sejam A uma dlgebra e I um ideal & esquerda (¢ dirveita ou bilateral) de
A. Se ndo existe nenhum ideal & esquerda (a direita ou bilateralj de A contido em I e que
seja distinto de (0) e do préprio I entdo I € chamado um ideal simples {ou minimal) d
esquerda (¢ direita ou bilateral) de A.

Definicao 1.3.13 Seja X um conmjunto ndo vazio, cujos elementos sdo chamados letras ou
stmbolos.



1. X serd chamado alfabeto.

[AV]

Uma sequéncia fintta de letras de X, serd chamade palavra e o conjunto dessas
palavras serd denotado por X*.

3. O numero de letras de cada palavra w € X* serd chamado, comprimento da palavra
w. A palavra de comprimento zevo serd chamadae palavra vazia.

4. Uma palavra v € X7 serd dita uma sub-palavra de uma palavre w € X7 se existirem
as pelavras wi € we em X7 {ais que w = wivws.

5. Dadas v = ay...am € w = by...b,. palavras em X*, a operagdo de X* x X~ em X~
definida por vw = a1 -« -amby - - by, € chamada concatenag¢ao ou justaposi¢do.

6. Podemos definir uma relacdo de ordem em X* da seguinte forma:
sejam v = Ty, Ty, €W = Ty -+ T, palavras em X7, entdo diremos gue v < w se um
dos frés sequintes casos OCoOTTe:

(i) v=w, ousejo, l=pei,=jf parat=12 .1,

(ii) existe r € {1,2,... 1} tal que iy = J, para 1 <t <r—1 e i, < .
(iti) l<peig=jparal <t <L

Diremos também que v < w se v < w e v # w. Fsta relagdo de ordem denomina-se
ordem lexicogrdfica.

Neste contexto surgem as seguintes definigdes:

Definicao 1.3.14 Sejam X = {z1,29,...} um alfabeto enumerdvel ¢ K um corpo. Con-
sideraremos para essas definigbes, um espaco vetorial sobre K com base {w.1} compostia
pelos mondmios w (definidos a frente) sobre X e a unidade em K, onde a multiplicacdo € a
concatenacdo.

1. A soma p(X) = p{z1,...,2,) = ) + Gows + -+ + Qmlm, onde a; € K e wy; =
zﬁf co.xfoe X* com cada k; > 0, € chamada polinémio. No caso em que m = 1,
p{X) € um monémio. Cuda x; € dita uma indeterminada, incdgnita ou varidvel de
p(X).

B

0 grau de um mondémio aw com & € K, o # 0, e w € X, que denotaremos por
griaw), € o comprimento da palavra w. O grau de wm polinémio p(X) serd o grou
mdzimo de seus monémios.

w contém x; exatamente n; vezes, ny # 00 e n; = 0 para todo ¢ > k. Diremos que ¢
nimero 1n; € 0 gray do mondémio oW em I,.

3. Diremos que um monémio aw com o € K e w € X* tem tipo [ny,...,ng| se a palavre

4. Diremos que um polinémio € homogéneo em x; com grau n; se todos os seus
monomios tém grau n; em z,. Diremos também gue wm polinémic € homogéneo do
tipo [ny,...,nx se todos os seus monémios sao do mesmo tipe, [ny, ... ngl.

9



5.

Se agruparmos os monimios do mesmo tipo em qualquer polindmio p, ele se escreve
como uma soma de polindmios homogéneos. Estes polinomios serdo chamados as com-
ponentes homogéneas de p.

Um polinémio homogéneo em X, com grau I em X; € chamado polinémio linear em
X,. Um polinémioc homogéneo do tipo ny,...,ng), onde n; = 0 oun; = 1 para cada i,
é chamado polinémao multi-linear.

Observacao 1.3.15 1. O conjunto M, dos monomios sobre um alfabeto X, dotado da

concatenacao e que possua um elemento unidede 1. tal que lw = wl = w parae cada
mondémio w € M, € um mondide. Escrevemos M{X} e o chamamos mondide livre.

Podemos determinar wma ordem em M{X}. Dados dois mondmios wy = z;, ... 1y,
e Wy = Iy, ... T, diferentes do monémio vazio, em M{X}, dizemos que w; < ws se
T, < T ou, indutivamente, s Iy = IT; € 1€MOS Ly, ... Ty < Tj ... 1T, . Diferente da
ordem lexicogrdfica, €ssa ordem ndo € total. Por ezemplo, w1 = 122 € wo = T1T5Z3
ndo s@o compardveis. E conveniente considerar 1 como correspondendo ao mondmio
vazio e assim I terd grau zero. Também € conveniente considerar 1 < w para qualguer
monémio w € M{X}.

Vamos agora citar alguns exemplos de dlgebras e subalgebras.

Exemplo 1.3.16 1. Uma extensdo de corpos L | K € uma dlgebra sobre K, associativa,

2.

~1

comutativa, com unidade 1 € L.

O congunto K[z] dos polinémios com uwma indeterminada e com coeficientes em K, €
uma dlgebra sobre K, associativa, comutative, com unidede 1 € Klz].

Os polindmios Klx:, ..., z, com n indeterminadas e com coeficientes em K, também
é uma dlgebra sobre K, associativa, comutativa, com unidade 1 € Kz, ..., z,).

O conjunto, K{x1,z2,...} = K{X}, dos polinémios com indeterminadas em um al-
fabeto enumerdvel X, associativas, ndo comutativas, e com coeficientes em K, € uma
dlgebra sobre K, associativa, ndo comutativa, com unidade 1 € K{X}.

O conjunto M, (K) das matrizes n x n com entradas em K, € uma dlgebra sobre K,
associative, ndo comutativa paran > 1, cuja unidade € a matriz identidade I de ordem
n.

O conjunto Endg (V') dos operadores lineares de um espago vetorial V., com dimV >

1, € uma dlgebra sobre K, associativa, ndo comutative, cuja unidade € o operador
identidade de V.

O subconjunto T, (K) de M, (K, formado por todas as matrizes triangulares superiores
€ uma dlgebra sobre K, associativa, ndo comutativa, com a mesma unidade I € M,(K).

O subconjunto sl (K) de M,(K), formado pelas matrizes com traco zero e com a
maultiplicacdo [ri, ] = r1re — 1ary, 71, T € sl {K), € uma dlgebra de Lie, sobre K.
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9. O subconjunto S,(K) de M,(K), formade pelas matrizes simétricas com a multi-

. - 1 . . . ~ . . .
plicagdo 51 © 82 = 5(5152 + 8351). € uma dlgebra sobre K, ndo associativa, comutativa,
com unidade [ € M, (K.

10. O subconjunto O,(K) de M, (K, formado pelas matrizes anti-siméiricas com a mul-
tiplicagdo iry, ma) € uma dlgebra de Lie, sobre K.

11. Seja KG = {200 %0 | g € K} 0 espago vetorial com base {g | g € G} onde G € um

grupo finito. A multiplicacdo em KG serd dada por {3 agg)( Y. Oph) = 3 ag8x0h;
gEG hel g.heG
ag, By € K. Aqui gh € o produto de g e h em G. KG € wma dlgebra associativa com

unidade sobre K gque é chamada, dlgebra de grupo. A unidade da dlgebra de grupo € o
elemento le, onde e € a unidade do grupo G.

Naturalmente, as operagoes nao definidas nos exemplos anteriores séo as usuais. Vale
observar que usaremos o mesmo simbolo para unidade da dlgebra e do corpo a menos gue
seja necessario diferencid-las.

Definicao 1.3.17 Sejam A e B duas dlgebras sobre um corpo K. Uma aplicacdo ¢ A — B
€ um homomorfistno de dlgebras se para quaisquer a e b em A e « em K as sequintes
condicdes sao satisfertas:

pla+b) =pla) +ob).  elab)=pla).pd) eplaa) = ap(a).
Se ¢ € bijetora dizemos que ¢ € um tsomorfismo de dlgebras, e desta forma diremos que

A e B sao isomorfas. Quando temos ¢ + A — A, dizemos que p € um endomorfismo da
dlgebra A e, neste caso, se @ € bijetora, entdo ela € um automorfismo de A.
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Capitulo 2

PI-—Algebras

Aqgui introduziremos os conceitos de FI-algebras, médulos, dlgebras livres e T-ideais, além
de outros relacionados a esses.

2.1 PI-Algebras

Daqui em diante a notagio K {X} representari a algebra associativa com unidade (nao
comutativa) dos polindmios a varias varidveis em um alfabeto enumerével X com coeficientes
em um corpo K (como no exemplo (1.3.16)).

Defini¢do 2.1.1 Seja A uma dlgebre associativa sobre um corpo K e p(zi,....z,) um
polindémio, ndo identicamente nulo, em K{X}. Sepla;....,a,) = 0 para todo ay,....a, em
A, entdo p(z1,....2n) = 0 € uma tdentidade polinomial de A e A € dita uma dlgebra

com identidade polinomial, resumidamente, PI-dlgebra.

Futuramente, por abuso de linguagem, poderemos dizer simplesmente que p € uma identidade
polinomial de A.

Antes dos exemplos, de Pl-dlgebras, vamos definir alguns polindmios que aparecerao com
freqiiéncia nas identidades polinomias.

Definicao 2.1.2 O pelinémio

Spl{Ti,e o n) = Z Sign{C )T - - - Toin)
O“ESn

¢ chamado polinémio standard de grau n. Aqui sign{c) € o sinal da permutacdo o do
grupo simétrico Sy.

Exemplo 2.1.3 O polinémio
32(561= $2) == [331,32] =TTz — TaXy

€ o polindmio standard paran = 2 e é chamado polindmio cormnutador.
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Definigao 2.1.4 O polinomio

[ N 1Y

184
o
P
B
G
)
=3
e
!
_
3
M
A
Il
=3

onde k < n e as varidveis sao ndo comutativas, € chamado polinémio sitmétrico de grau
k em n variguveis.

Definicao 2.1.5 O polinomio

é chamado soma de poténcias de grau k em n varidveis.

Vamos agora a alguns exemplos de PI-algebras.
Exemplo 2.1.6 1. Naturalmente, se A € uma dlgebra associativa e comutativa entdo
89 = [Ty, T3] = 112y — Toxy =0

é uma identidade polinomial de A. Assim, toda dlgebra associativa e comutaiiva € uma
PI-dlgebra. Observamos que toda dlgebra comutative (ndo necessariamente associa-
tiva) satisfaz a identidade sg.

o

. A dlgebra das matrizes 2 x 2 sobre um corpo K, denotada por Mo(K), satisfaz a
identidade de Hall

play, 2o, T3) = (21, [T9, 23)7] = 21 (a3 — T320)? — (w023 — 2372)%2; = 0.

Isto verifica-se pots se a e b pertencem a M,(K), n € N, entdo o trago de [a. b € zero e
se a pertence a Ma(K) e o traco de a € zero entdo a® = Al onde A € K el € a matriz
identidade 2 x 2. Esta dltima matriz comuta com todas as matrizes.

3. A dlgebra das matrizes, T,(K), triangulares superiores n X n sobre um corpo K, € uma

P1I-dlgebra pois satisfaz a seguinte identidade polinomial:
play, ... Zon) = [iCaa-TQ}[«Ta,iCﬁ T §$2n-1=332n} =0

pois se a e b pertencem a T,(K) entdo [a,b] ainda pertence a T,,(K) e tem diagonal
principal nula. Além disso, o produto de n matrizes de T,,(K) com diagonais principais
nulas € a matriz nula.

4. Toda nil dlgebra associativa com (ndice limitado n é uma PI-dlgebra com identidade
polinomial

(W1

. Toda dlgebra nilpotente, com indice de nilpoténcia n, € uma PI-dlgebra com identidade
polinomial



6. Toda dlgebra associativa A, sobre um corpo K, de dimensao finita n, € uma PI-dlgebra
pois satisfoz a identidade polinomial

—_ : Y
Sﬂ+1(zlr SR I11+1) = Z SZQTL(GjIg{l) con Tonal) = 0.

TES

E facil ver, da definicao do polindmic standard que, como ele € multi-linear e anti-
simétrico ele se anula quando calculado sobre elementos linearmente dependentes. Par-
ticularmente, isso ocorre guando dois de seus argumentos sao tguais. Assim, sejam B =
{e1.....en} uma base de A e ay,... a,q elementos de A. Podemnos escrever cadae a;
como combinacdo linear de elementos de B. Temos entdo que snoi{ay. ..., a,21) € uma

combinacao linear com coeficientes em K de elementos da forma sn.qley, ..., €.}

onde cada e;, € B. Sendo assim. algum e;, se repetird, e portanto sy+1(e;,...,8,..) =
0 implicando que spey{ay, ..., apiez) = O

2.2 Mobdulos

Definicao 2.2.1 Sejo R um anel. Um grupo aditivo abeliano M € dito um R-mddulo [a
esquerda) se existir uma operacdo de R x M em M associando (a,m} a am tal que

1. {ab)m = a(bm),
2. (a+bym =am+bm,
3. a(m +n) = am + an,

para todo m,n € M ea, b€ R.
Além disso. se R tem unidade 1 ¢ lm = m para todo m € M entdo M € dito um R-mddulo
unitdrio.

Definicao 2.2.2 Seja R um anel. Um subcorgunto N de um R-mddulo M, € chamado um
submddulo de M se N é um R-mdédulo com as operacdes induzidas por M.

Definicdo 2.2.3 Seja R um anel e sejam M e N R-mddulos. Uma aplicacdo ¢ : M — N
é um homomorfismo de R-modulos se para quatsquer v em K e m em M o seguinie
condicao € satisfeita:

plrm) = ro(m).
Se p € bijetora dizemos que p € um tsomorfismo de R-mddulos, ¢ desta forma diremos
que M e N sao isomorfos. Quando temos ¢ @ M — M, dizemos que p ¢ um endomorfismo
do R-mddulo M e, neste caso, se p € bijetora. entdo ela € um automorfismo de M.

Definicao 2.2.4 Um R-mddulo d esquerda (direita) é dito flel se M = (0) (Mr = (0},
com T € R, implicar que r = 0.

Definicao 2.2.5 Um R-mdédulo M € dito irredutivel se M R +# 0 e os dnicos submodulos
de M sdo (0) e o préprio M. Caso contrdrio, M € dito redutivel.
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Definigao 2.2.6 Um anel R € dito primativo se ele tem um mddulo fiel trredutivel.
Definicao 2.2.7 Diremos que um ideal I de um anel R é primitivo se R/I € primitivo.

Definicao 2.2.8 A intersecdo J(R) de todos os ideais primitivos de R € chamada radical
de Jacobson do anel R. Se R ndo tem ideais primitivos, definimos J{R) = R.

Definicao 2.2.9 Um anel R € dito semi-primitivo se J(R) = 0.

Podemos entao escrever definicdes analogas quando tivermos uma K-dlgebra A no lugar
do anel R.

Definicao 2.2.10 Seje A uma K-dlgebra. Entdo, um K-espago vetorial M € dito um A-
mddulo (¢ esquerda) se existir uma operagdo de A x M em M associando {a. m} ¢ am tal
que, para todo a e b em A, m en em M e « em K as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

1. {(ab)ym = a(bm),

2. (@ +bym = am + bm,

3. alm+n) =am+an,

4. alam) = (xa)m = a{am).

Além disso, se A tem unidade 1 e Im = m para todo m € M entdo M € dito um A-médulo
unitdrio.

Claramente poderiamos ter dado defini¢oes a direita mas, o nosse uso mails comum seré
nessa forma. A menos gue mencionemos o contrario, A-mddulos e R-médulos, para nos,
serdo unitdrios e & esquerda.

Definicao 2.2.11 Seja A wma dlgebra com unidade. Um subconjunto N de um A-mddulo
M é um submodulo de M se N € um A-médulo com as operacdes induzidas por M.

Definicao 2.2.12 Seja A wmna digebra com unidade sobre um corpo K e sejam M e N dois
A-médulos sobre K. Uma aplicagdo v : M ~ N € um homomorfismo de mdédulos se
para quaisquer m en em M, o em K e a em A as seguintes condigcdes sdo satisfeitas:

o(m +n) = p(m) +o(n).  wlam) = ap(m) ¢ plam) = ap(m).

Se i € bijetora dizemos que ¢ é um tsomorfismo de médulos, e desta forma diremos que
M e N sdo isomorfos. Quando temos ¢ @ M — M, dizemos que ¢ € um endomorfismo do
mddulo M e, neste caso. se ¢ € bijetora, entdo ela € um aqutomorfismo de M.

Proposicio 2.2.13 Se A € uma digebra com unidade e ¢ : M — N € um homomorfismo
de médulos , ent@o ker ¢ (o0 nicleo de @) € um submddulo de M e o(M) € wm submddulo de
N. Além disso, se ker ¢ = {0} enido p € injetora.



Poderiamos ter dado uma proposicao andloga & proposicao anterior, para cada uma das
estruturas algébricas citadas até aqui. O mesmo acontece em relacdo a algumas definigdes,
comio a seguinte, que podem ser facilmente adaptadas a outras estruturas.

Definicao 2.2.14 Seja N um sub-mddulo do A-mddulo M. Entdo M/N = {z+N [z ¢ M}
herdard uma estrutura de A-mddulo definida por a{x + N) = ax + aN. M/N € chamado o
médulo quociente de M por N.

Definigdo 2.2.15 Seja M um A-médulo & esquerda(direita). M serd dito flel se aM = (0)
(Ma = (0)), com a € A, implicar que a = 0.

Definicdo 2.2.16 Seja A wma digebra com unidade. Um A-mdédulo M € dito irredutivel
se 0s unicos submddulos de M sdo (0) e o proprio M. Case contrario. M € dito redutivel.

Definicao 2.2.17 Umae dlgebra A ¢ chamade primitiva se ela tem um mddulo fiel irre-
dutivel.

Definicao 2.2.18 Uma dlgebra A, associative com unidade que € uma soma direta de seus
ideais simples 4 esquerda € chamada dlgebra semi-simples.

Definicdo 2.2.19 Uma digebra A tal que A% # 0 e que seus nicos ideais sio (0) e a prépria
A, € chamada dlgebra simples.

2.3 Algebras Livres em uma Variedade

Definicio 2.3.1 Seja R wm anel associative e comutativo com elemento unidade 1. Um
R-mdédulo A € chamado uma dlgebra sobre o anel R se nele estd definida wma operagdo
multiplicagdo conectada com a operagdo de mddulo pelas relagdes

{a+bl)c=ac+be, alb+c)=ab+ac e «lab) = (aa)b=alab)
paraa, b,c€ Aea € R.

Naturalmente seréd comum escrevermos F-algebras quando quisermos dizer uma algebra
sobre o anel R. Nestas condicoes, o anel R poderd ser chamado anel de escalares ou anel de
operadores. Pode também ocorrer que, no lugar do anel R, tenhamos um corpo K. Entédo
fala-se de uma K-dlgebra, referindo-se a uma dlgebra sobre K e chama-se K o corpo de
escalares. Todo anel é uma dlgebra sobre Z. Assim, o conceito de uma algebra sobre um
anel combina o conceito de um anel e uma dlgebra sobre um corpo.

Dada uma classe de K-dlgebras que possuem uma propriedade P, tais como associa-
tividade, comutatividade ete.; nds podemos, muitas vezes, estar interessados na Aalgebra
“livre” (definida & frente) em relagdo a propriedade P. Tal dlegbra livre é o objeto universal
com a propriedade F. No nosso caso, interessam as élgebras associativas.

No préximo teorema e na definicao de dlgebra livre vamos considerar um alfabeto X.

Teorema 2.1 Sejam A uma K-dlgebra e ¢ alguma funcdo de X em A. Entdo ¢ pode ser
estendidae de maneire wnica a wm homomorfismo da dlgebra K{X} na dlgebra A.
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Demonstracao. Digamos que ¢(z;) = a; e consideremos f(x1.....Z,) = Qiw; + oty =
ki kz' kz‘ ~ - e
o+ apw, € K{X} onde os w; = x; 'z, ...z, ™ sao palavras sobre X. Vamos inicial-

i
mente estender @ ao conjunto, X”, dessas palavras. Definiremos ¢ @ X* — A por plw;) =
@(xfli )@(mfgi’) SR c’b(xfm ). Agora obteremos a extensdo final definindo ¢ : K{X} — A por
& f) = arp{w) + ago(ws) + - + app(w,). Resta-nos apenas verificar que ¢ é um homo-
morfismo. |

Tendo em vista o teorema anterior obtemos a definigdo de uma dlgebra livre numa dada

classe C.

im

Definicdo 2.3.2 Seja C wna classe de dlgebras e seja A € C wma digebra gerada por um
conjunto X. A dlgebra A serd chamada uma dlgebra livre nao classe C, livremente gerada por
X, se para gualquer digebra R € C, toda funcdo de X em R pode ser estendida o um dnico
homomorfismo de A em R. A cardinalidade | X | do conjunto X é chamada o posto de A.

Exemplo 2.3.3 Para qualguer alfabeto X a digebra polinomial K[X| € livre na classe das
dlgebras associativas comutaetivas unitdrias.

O préximo exemplo fol demonstrado no teorema (2.1).

Exemplo 2.3.4 Para todo alfabeto X, o dlgebra K{X} que tem como base o conjunto de
todas as palavras
Tiy Ty, €EXn=12....

(z3

e com multiplicacdo definida por

(Ziy - Ti )@ X)) = Tay o Te Ty Ty

¥

com x;,, L; em X, € livre na classe das dlgebras unitdrias associativas. Se considerarmos o
subespaco de K{X} gerado pelas palavras de comprimento maior ou igual a 1, nds obteremos
wma digebra livre ndo unitdria associativa que € livre na closse das dlgebras associativas.

Sers dtil agora darmos o conceito de variedades de algebras.

Definicao 2.3.5 Uma classe de dlgebras C, ndo vazia, € chamadae uma veriedade se ela
satisfaz 0s seguinies ariomas:

1. se C € C e existe um homomorfismo de B em C injetor, entdo B € C;
2. se C € C e existe um homomorfismo de C em B sobrejetor, entdo B € C e;

3. se Cy € C, com a em um conjunto de indices I, € uma familia de digebras, entdo
[T.c; Ca € C. Agui[] € o produto direto (possivelmente infinito).

Dada uma classe de dlgebras C, ela gera uma variedade C construfda da seguinte maneira;
B & C se e somente se existermn uma familia de dlgebras C,, € C, um homomorfismo injetor
de C € C em [[C, e um homomorfismo sobrejetor de C' em B. Vamos entdo a seguinte
proposicao:
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Proposicio 2.3.6 A classe P € uma variedade contendo a classe P. Assim, se C € uma
variedade contendo P entdo C contém P.

Demonstracao. E claro que P 2 P e se a variedade C 2 P entdo C O P. Resta apenas
a verificagdo direta de que P é uma variedade. ®

Na préxima definicio, dada uma dlgebra C, nés indicaremos por C a variedade que ela
gera.

Definicao 2.3.7 1. Se C 2 B nds diremos que B € uma especializacdo de C.
2. Se V € uma variedade ¢ V = C nds diremos que C € uma dlgebra geradora em V.
3. Se C = B nds diremos que C € equivalente o B.

Proposigao 2.3.8 Seja U C K{X} um conjunto de polinémios. A classe C das dlgebras A,
tais que para todo homomorfismo ¢ 1 K{X} — A temos o(U) = 0 € A. é uma variedade.

Demonstragao. Devemos verificar os axiomas da definicdo de variedades de algebras
(2.3.5).

1. Seja A € C e considere um homomorfismo B — A injetor. Se v : K{X} — B é um
homomorfismo, entdo a composicdo ¥ : K{X} — B — A é tal que ¥{U) = 0. Como
B — A éinjetor, teremos o(U) = 0.

b

Seja A € C e considere um homomorfismo ¢ : A — B sobrejetor. Se ¢ 1 K{X} — B ¢é
um homomorfismo. entéo nés podemos determinar um homomorfismo ¢ : K{X} — A
pela composicdo ¢ = ¢ o &. Assim ©(I/) = 0 implicaré que ${I/) = 0 pois, caso
contrario, terfamos p € U tal que O(p) = b € B com b = 0. Vamos verificar que ndo
existe tal p. Como ¢ é sobrejetor, existiria ¢ € A tal que ¢(c) = b e além disso, ¢ # 0.
Mas, desta forma p(p) = ¢ o @(p} = ¢7H&(p)) = ¢~ b} = ¢ # 0. Absurdo pois
eU) =0

3. Se C, €C, a &l éuma familia de dlgebras em C, entao considere o produto [[C, e
um homomorfismo ¢ : K{X} — [[C,. Para cada projecio 7, : [[ C — C, temos que
7o ({U)) = 0. Segue-se dai que ¢(U) = 0 pois a intersecio de 7 (C,) ¢ 0 € [] Ca.

Desta forma concluimos a demonstracac. m

Até agora, colocamos a defini¢do de variedade de dlgebras a partir de uma classe qualquer
de &lgebras. Mas, nosso interesse € mais especifico. Pretendemos tratar da variedade das
slgebras associativas satisfazendo identidades polinomiais. Sendo assim, segue-se a definigao
mais apropriada aos nossos interesses. Ela serd dada tendo em vista a proposigio (2.3.8).

Definicao 2.3.9 1. Seja {fi{z1,....2,,) € K{X} |7 € I} um conjunto de polinémios
na dlgebra associativa livre K{X}. A classe C de todas as dlgebras satisfozendo as
identidades polinomiais f; = 0,0 € I, € chamada a variedade de digebras associativas
determinadas {ou definidas) pelo sistema de identidades polinomivis {f; =07 & I}.

2. A wariedade Vi € chamada uma sub-variedade de V se V, T V.
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W]

. O conjunto T{V) de todas as identidades polinomiais satisfeitas pela variedade V. €
chamado o T-ideal (ou ideal verbel) da variedade V.

4. Diremos gue o T-ideal T(V) € gerado como um T-ideal pelo conjunto de identidades
{fi="0]1€ I} que determinam a variedade V.

5. Usaremos a notacdo T(V) = {fi i € I)T e diremos que o conjunto {fi =0]i€ I} €
uma base de identidades polinomiais para V.

6. Os elementos de T{V)} sdo chamados consegqiéncias das identidades polinemiais que
estdo na base de V.

=1

. Dada uma dlgebra A qualguer, denotaremos por T{A) o T-ideal das identidades poli-
nomiais de A.

Exemplo 2.3.10 1. A classe de todas as dlgebras comutativas € uma variedade definida
pela identidade {x1, z2] = 0.

2. A classe de todas as algebras associativas € uma variedade definida pelo conjunto vazio
de identidades polinomiais.

3. A classe das dlgebras A com o produto trivial zy = 0 para z, y € A, € uma variedade.

Definicdo 2.3.11 Para wm conjunto fizado Y, a digebra Fy (V) na variedade V, € chamada
uma dlgebra relativamente livre de V (ou wma digebra V-livre), se Fy (V) € livre na classe V
e € livremente gerada por Y.

Veremos agora a existéncia de algebras relativamente livres e que duas dessas algebras,
com mesmo posto, sao isomorfas. No que segue, pretendemos denotar a dlgebra relativamente
livre de posto m =! ¥ | por F,(V). Se Y é um conjunto infinito enumeravel usaremos a
notacio F(V) no lugar de F.(V).

Proposigao 2.3.12 Sejam V uma variedade definida por {fi = 0]i € I}, Y um conjunto
gualquer e J o ideal de K{Y'} gerado {fi{g1.....gn) | g: € K{Y}ii € I}. Entdo:

1. A dlgebre F' = K{Y_}_/J € uma dlgebra relativamente livre no variedade V com conjunto
de geradores livres Y = {y+ J |y € Y}.

2. Duas dlgebras relativamente livres de mesmo posto sdo isomorfas.

Demonstracido. 1. Vamos primeiro mostrar que F € V. Seja fi(z1,...,2,) uma
das identidades que determinam V e sejam @i, ....0, elementos arbitrarios de £. Logo
o =g;+J com g; € K{X}. Entéo fi(g),....gn) € Jeassim f;(7;,....7,) = 0. Isto mostra
que fi(z1,...,2n) =0 € uma identidade polinomial de F. Portanto F € V.

Agora vamos mostrar que £ ¢ uma Algebra relativamente livre em V, livremente gerada
por Y. Seja A uma algebra qualquer em V e seja ¢ : Y — A uma fungdo arbitraria.
Definamos uma funcdo 4 : ¥ — A por 8{y) = ¢(7) e estendamos § a um homomorfismo
g : K{Y} — A. Isto é sempre possivel pois K{X} é uma dlgebra associativa livre. Para
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provarmos que ¢ pode ser estendida & um homomorfismo de F em A, basta mostrar que
J C ker(#). Seja entao f € J, isto é,

[ = Zuif?'(gil" o2 Gin, JUi OndE gy, U, U; € K{Y'}.

ief

Para qualsquer ai,....an, € A o elemento fi(ay,....a,, ) é igual a zero em A e isto implica
que 8(f) = 0, ou seja. J C ker(d). Concluimos que F ¢ isomorfo a Fp-(V} que é a dlgebra
relativamente livre em V, livrtemente gerada por Y.

2. Sejam Y ={y |t €led ={z i€ l}taisque|Y |= Z|esejam Fr(V)
e Fz{V) as dlgebras relativamente livres correspondentes. Como ambas sdo relativamente
livres, podemos definir homomorfismos

O Fy(V) = Fz(V) e ¢ Fz(V) — Fy(V)

por o(y;) = 2z e w(z;) = y;. Visto que as composicdes 1 o ¢ e g oy séo as identidades em Y
e Z respectivamente, obtemos que ¢ e ¥ sao isomorfismos. ®

Observacao 2.3.13 Segue-se da prova da proposigdo anterior que o T-ideal de K{X} ger-
ado por {f; | i € I} consiste de todas as combinagbes lineares de w;fi(gi,.- .. ,g?;ni)ui, onde
gij7 Ui, s € K{Y}'

Teorema 2.2 FEziste uma correspondéncia biunfvoca w entre os T-ideais de K{X} e as var-
iedades de dlgebras associatives. 7w é uma correspondéncia de Galois, ou sejo, para quaisquer
dois T-ideais, Ty e Ta. a inclusdo Ty C Ty € equivalente a inclusao w(T:) D #w(T5).

Demonstracdo. Para todo T-ideal T definiremos V = #{T) a variedade determinada
pelas identidades polinomiais pertencentes a T'. Esta correspondéncia é sobrejetiva pois para
toda variedade temos um T-ideal. Sejam T3 # Ty dois T-ideais e w{T;) = V; para i = 1, 2.
Entdo, existe um polindmio f(z1,...,z,) que estd em T3\ T (ou em T2 \ 71). Note que,
flzy,...,z,) = 0 é uma identidade polinomial para V; e ndo é uma identidade polinomial
para a algebra relativamente livre F(Vy) = K{X}/T, € V5. Logo V) # Vs, e 7 € injetiva.

Para vermos que 7 é uma correspondéncia de Galois, basta notar que Vi D Vo se, e
somente se todas ag identidades polinomiais de V; sdo satisfeitas também por Vs, ou seja,
TV)CT(V;) n

Observacao 2.3.14 Se V| C Vs, entdo T(Vy) D T{Vs) e nds podemos considerar as iden-
tidades polinomiais de Vy mddulo T(Vs). Entdo se conhecemos as identidades polinomiais
de Vs, e queremos estudar as identidades polinomiais de Vi, podemos trabalhar na dlgebra
relativamente livre F(Va).

Coroléario 2.3.15 S¢ V € uma veriedade de dlgebras, K{X} € uma dlgebra livre em um
conjunto infinito de varidveis e T (V) € o T-ideal associado a ¥V, entdo K{X}/T(V) € geradora
em V, ou seja, K{X}/T{V)=V.

Demonstragao. Claramente K{X}/T(V} C V; por outro lado, estas duas variedades
determinariam ¢ mesmo T-ideal T(V) em V se K{X}/TVi=V. =
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Observagao 2.3.16 Sejam V uma variedade de digebras, V = K{X} uma dlgebra livre ¢

T(V) o T-ideal associado a V. Claro que V/T'(V) C V; mas ndo necessariamente teremos
V/T{VY =V se o conjunto X de varidveis for finito. Se | X| =1 temos que todas as dlgebras
na veriedade sao comnutativas.

Proposicao 2.3.17 Seja ¢ : R — R’ um homomorfismo de anéis comutotivos, entdo qual-
quer R'-digebra pode ser considerada como uma R-dlgebra.

1.

Se A e B sdo R -dlgebras e se A é wma especializacao de B na classe das R -dlgebras
associativas, entiéo A € também wuma especializagio de B na classe das R-dlgebras
associalivas.

SeU C RI{X} €um T-ideal a pré-imagem de U em R{X} também é um T -ideal.

Se A é uma R -dlgebra, o T-ideal de identidades polinomiais de A com coeficientes em
R € a pré-imagem do T'-ideal das identidades polinomiais de A com coeficientes em R

Demonstragao.

1.

)

Se C e D sao R'-dlgebrase ¢ : C — D é um homomorfismo, entdo C e D sdo R-dlgebras
e ¢ é um homomorfismo de R-dlgebras pois a variedade das R-dlgebras gerada por B
contém a variedade das R'-dlgebras gerada por B.

Considere o homomorfismo de dlgebras ¢ : R{X} — R'{X} induzido por ¢. Seja U C
R'{X} um T-ideal e considere Z7*(U). Se ¥ : R{X} — R{X} é um endomorfismo,

temos a; = § © ¥(z;). Existe um tnico endomorfismo de R'-dlgebras v R{X} —
R{X} tal que w(x:) = a;. Veja que o diagrama

i

R{X} R{X}
| S
§ i
¢ | i
|
' - }
R{XY R{X}

é comutativo. Como U é um T-ideal, Z(C) C U pois
F@HU)) =o@(@ () =¢(U) € U,
onde w(F™H(U)) € &H{U).

Se A é uma R'-algebra e ela for considerada como uma R-algebra via um homomorfismo
¢ R — R, entdo qualquer homomorfismo R'{ X} — A se decompde unicamente como
R{X} — R{X} — Apois f € R{X} anula-se em A se e somente se $(f) é uma
identidade polinomial de A.

Terminamos assim a demonstracao. m
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Definicao 2.3.18 1. Uma variedade V de R-dlgebras € wma variedade prépria se ela ndo
contém a classe de todas as R/I-dlgebras para qualquer ideal I 5 R.

2. Um T-ideal U de R{X} € um T-ideal préprio se ele ndo estd contido em 1{X} para
qualguer I = R.

Proposicdo 2.3.19 Se o congunto das varidveis € infinito, entdo uma variedade V € pripria
se, & somente se seu correspondente T -ideal € préprio.

Existe uma outra maneira de ver a condicdo 2 da definiciio (2.3.18). Se f(z) € R{X}.
podemos considerar o ideal gerado pelos coeficientes deste polindmio. Indicaremos este ideal
por ¢(f), o conteudo de f.

Proposicao 2.3.20 Um T'-ideal U € um ideal préprio se, € somente se existe um [ € U
comc{f)=R.

Demonstracdo. Seexiste f € U com ¢(f) = R. entdo U é préprio. Para a reciproca, veja
que se U/ é préprio entéo os coeficientes dos elementos de U7 geram R. Sejam fi,...,f, € U
tais que seus coeficientes geram R. Escolhemos poténcias suficientemente grandes de uma
varidvel, digamos z; e teremos f = fizit + for + ... + foz% € U com os mondmios fiz’

e fj;r:?j néo similares para i # j. Segue-se que c(f) = ,c¢(fi)=FR. =

Definicao 2.3.21 1. Uma digebra A é chamada ume dlgebra com identidade polinomial,
abreviadamente PI-dlgebra, se o T-ideal das identidades polinomiais de A € préprio.
2. Uma identidade polinomial f{x:,...,z;) = 0 de A é ndo trivial se c(f)A # {0}.

3. Uma identidade polinomial f(z1....,2,) = 0 de A € prdpria se ¢(fla = 0, a € A,
implica ¢ = 0.

Um resultado que nds podemos provar é que se uma algebra A satisfaz uma identidade
polinomial propria, entdo ela é uma P[-dlgebra. Para o momento, vamos provar apenas um
resultado auxiliar.

Proposigao 2.3.22 Se f(z1,....2,) = 0 € uma identidade prépria para wma dlgebra A,
entdo ela também € uma identidade prépria para a dlgebra R{X }/U; onde U € o T-ideal das
identidades de A.

Demonstragao. Como U € o T-ideal das identidades de A, e f{z;,...,z,) = 0 é uma
identidade polinomial de 4 entéo f{x)....,z,) = 0 é uma identidade polinomial de R{X }/U.
Seja ¢ € R{X} tal que ¢(f)g € U; nés queremos mostrar que g € U, ou seja, que g é uma
identidade polinomial de A. Para isso vejamos que, se a € A entéo ¢(f)g{a) = 0 pois

c{flg € U. Assim as hipoteses dadas sobre f implicam que g(a) = 0; segue-se que g€ U. =

Definicdo 2.3.23 Dois mondmios sao ditos equivalentes se eles sdo compostos pelas mesmas
varidveis. Essa caracteristice determina uma relagdo de equivaléncia. Um polinémio € dito
yniforme se todos 0s seus monomios sav equivalentes.
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Dado qualquer polindémio f(xzy,....zs) nds sempre podemos agrupar mondmios equiva-

lentes e escrever, de forma unica, f(z1....,z,) =3 filzy, ... zs) onde os fi(zy, ... z) sBo
uniformes.

Proposigao 2.3.24 Sejam U wm T-ideal, f(x;,....z) € U e a decomnposicdo candnica de
flxi,. ... ze) em polindmios uniformes dada por flry,. ... 25) = Zfﬂ filey, .. z,). Entdo
os filzy,....xs) €U para todo 1.

Demonstracao. Vamos denotar as varidveis que realmente aparecem em f(z,....,2,)
COmo I, ..., Ty Faremos uma inducdo sobre k. Se k == 1 o polindomio é uniforme. Em outros
casos, existe ao menos uma varidvel, digamos 1, que aparece em algum dos fi{xy,. ...z,
digamos para ¢ = 1,2.....7, e nao aparece nos outros; ¢ = r + 1,7 + 2,..., k. Facamos
z; = 0. Visto que U é um T-ideal, f(0,zo,....zn) € U. Agora temos f(0.20,...,2p) =

[/ e a proposicéo estd demonstrada. m

Corolario 2.3.25 Se uma digebra A satisfaz uma identidade ndo triviel, entdo ela satisfaz
uma dentidade nao trivial uniforme.

De forma natural mostrarfamos agora que se uma &lgebra associativa A satisfaz uma
identidade polinomial de grau n, entdao A também satisfaz uma identidade polinomial multi-
linear de grau n. Mas, como esse resultado serd usado na demonstragio do teorema de
Kaplansky, ele serd o objetivo da préxima secdoc.



Capitulo 3

Teorema de Kaplansky

3.1 Multi-linearizacao de Polindmios

Definicao 3.1.1 Sejam p = p(z1.....z,) um polindmio em K{X} e yi,....yx em X —

{zy,....2n}. Para cadai=1,...,n definiremos o polinémio pLf por
k A | :
pLz‘(-rl;---:Ii—}.?yl:"':yksxiwi-l:"‘:xn):p(xlr-'-;z:iwl*le"'ﬁ”ykrziﬁ*l:"':mn)m
k
I's . s Rl R
WE p&»’f?h---aiﬁa‘—-hyi‘!‘"‘quT"'+yk;$i+1¢---s$n)‘f‘
=]
-+ E p(ajiv"'agj’iv—hyl+"‘+g;+"'+§!;;—é--“—;—ykexi-f—l:"‘?xn)_}_.“
1<q1<ge sk
) k—1 A Tt CETT T
w(—}“) Z p(xlr‘--axi—ifyrﬁ'T.yqz‘_‘"'qukwiTQQj*xi‘?‘i?""xﬂ)

1<g1<€ge < Cqpa1 Sk

onde g, indica que retiraremos essa parcela da soma € assim, na dltima somatoria, um y,,
serd a parcela gque vai restar apds cada escolha dos Yg,,....Yg_,- Poderiamos também ter

. . . ke
escrito a ultima somatdria como Y0 p(1, ... Til1, Yg Tig1s .., Tn). Chamaremos LY de
operador de linearizagao.

Proposicao 3.1.2 Seja A uma dlgebra associativa sobre um corpo K. Sgjam G e H sub-
grupos do grupo aditivo de A. Se para todo polindmic p = plz1,...,2,) € K{X} e
quaisquer elementos ay, ..., a, em G temos que play,...,a,) € H, entdo para guaisquer
Q1oe oy Gimga b BEy Ginte . 0y em G temos que pL¥(ay, . . ., Qimg, b1oo. ., Biey Gsots - - - )

pertence a H. Em particular, se p € uma identidade polinomial de A, entdo po’ também €.

Demonstragao. Sejam aj,...,aq;-1,61,... . bp,qic1, ..., an, € (7, entdo temos que qual-

quer somatério > dos b; pertence a . Logo, por hipétese,



é uma soma com parcelas da forma

temos que

para todo Y dos b;, ou seja, pLF é uma identidade polinomial. ®

Lema 3.1.3 Seja g : A" — A uma funcdo em n varidveis que estd definida sobre uma

K-dlgebra A e € linear em cada argumento. Enido para quaisquer ai,...,a; € A, onde
k>n
g(aiﬁw...Mgwak7__.3al+...m,§“ak)w
k
—~Zgga1—i— g+ gy, ay+ - Fay -+ ap)+
g=1
e Z g(al*r 5(;; +a/;; + Oy s a; + +5;;+ “L@ +ak)+
i<q<gr sk
k
+ (=1)*! Zg(aq ..... ag) =
g=1

_ Zoesng(ad(l),...,ag(n)), se k=n
0, se k>n

Demonstracdo. Seja & > n. Usando a linearidade da funcdo g, nés podemos remover
todas as somas do argumento desta func&o. Entéo o lado esquerdo da igualdade a ser demon-
strada fica representado como uma combinagao linear de elementos da forma g(aj,,...,a;,)
com coeficientes inteiros. Agora, se existirem s diferentes indices entre os J; com s < k entao
a soma dos coeficientes para cada g(a;,,. ... a,,) onde isso ocorre é igual a soma alternada

1— (‘:> - (‘“;S) e (=1 (:ﬂ ={(1-1)f*"=0

Devemos notar também que s néo excede n. Além disso k, por hipdtese, ndo € menor do
que n, ou seja, § < n < k. Assim, s > k s ocorrerd quando s = n = k. Neste caso, 08
coeficientes dos gla;,,-..,a;,) s&o iguais a 1 e a soma destes é Y o 9(@o1),- - s lom))- W
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Proposicao 3.1.4 Para guaisquer p e p' em que o operador L¥ estd definido, (p +p')LF =

entio

> ses, GlTL Wi Ea(1)s - Eein)s Tidls o T, SE K =T
0. se k>n

Demonstragdo. A linearidade do operador L? segue diretamente da definicdo e demon-
stra o primeiro resultado. Fixando entao i, ..., Tim1, Tint, ..., Tn 1Os podemos considerar o
mondmio g como uma fungio das n variaveis yi, ..., y,. Aplicando o lema {3.1.3) obteremos
o segundo resultado desejado. =

Veja que usando a proposicio {3.1.4) nds podemos mostrar que se o grau de z; em p for
kioi=1.2, ..., n, entao pL’fing .o+ LR & multi-linear.

Definigao 3.1.5 Se p=p(z1,...,x,) € wm polindmio homogéneo do tipo [ky, ... k., entdo

o polinémio multi-linear lefl L"{;Z -« Lk ¢ chamado linearizagio completa de p.

Teorema 3.1 Sejam A uma dlgebra (ndo necessariamente associativa) sobre um corpo K e
p=p(r:,.. .,2.) € K{X}. p# 0, que se anula pela substituicio de quaisquer elementos de
um subgrupo H do grupe aditivo da digebra A. Entdo a linearizaciGo completa de quaisquer
de suas componentes homogéneas com grau maezimael também se anula em H.

Demonstracao. Seja p = p; + p2 + --- + p, & decomposicdo de p em uma soma de
componentes homogeéneas e também seja, sem perda de generalidade, o grau de p; 0 maximal.
Veja que as componentes homogéneas sdo polindmios uniformes. Pela proposicio (2.3.24),
elas se anulam em M. Particularmente, a de grau maximal também se anula em H. Re-
enumerando as varidvels, se necessdrio, assumimos que a componente homogénea p; do
polindmio p tem o tipo k.o, k,) onde k; =£ 0 para i = 1,2,...,n. As demais componentes

homogéneas, ps por exemplo, tém tipo [ms, ..., m,], onde a desigualdade estrita m; < k; vale

para algum 5. Desta forma, m; < k;, e pela proposicio (3.1.4) temos py L™ ng <Lk =0,
Conseqglientemente,
p Ly LS Lir = pLP L3 - Ly,

Pela proposicao (3.1.2) nds concluimos que a linearizacio completa
plLfi‘iLSQ . Lﬁn

da componente p; anula-se em H. Isto prova o teorema. =

Proposicao 3.1.6 Se uma dlgebra associativa A satisfaz wmna identidade polinomial de grau
n, entdo A também satisfaz uma identidade polinomial multi-linear de grou n.

Demonstragao. Esta proposigdo é conseqliéncia direta do teorema (3.1). =
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3.2 Teorema Sobre a Densidade de Um Anel — Teo-
rema de Jacobson

Definicao 3.2.1 Se R € um anel e M € um R-mddulo entdo A(M)={xr € R|{ Mz = (0)}.

Lema 3.2.2 A(M) € wm ideal bilateral de R. Além disso. M ¢ um R/A(M)-mddulo fiel.

Demonstracao. Que A{}M ) éum ideal 4 direita de R decorre imediatamente da definicdo
de R-médulo. Para vermos que também é um ideal a esquerda tomemos 7 € Rea € A(M),
entdo M{ra) = (Mr)a C Ma = (0). Logo ra € A(M). Isto prova que A{M) é um ideal
bilateral de R.

Vamos mostrar agora que A(M) é um R/A(M }-mddulo flel. Param e M er+ A(M) €
R/A(M) temos m(r+A(M})=mreser+ A(M} ="+ A(M) entdor—r' € A(M). Assim,
m{r — ') = 0 para todo m € M. Logo mr = mr’, ou seja m(r + A(M)) = mr = mr’ =
m(r’ -+ A{M}), nos mostra que a agdo de R/A(M) em M estd bem definida. A verificacdo
de que isto define uma estrutura de um R/A{M )}-mddulo em M é simples verificagdo dos
axiomas. Finalmente, para vermos que M é um R/A(M)-médule fiel, observemos que se
m{r -+ A(M)) = 0 para todo m € M entdo, mr = 0. Dai, r € A(M), ou seja, somente o zero
de R/A(M) anula todo M. m

Definicao 3.2.3 Se M € um R-mddulo e a € R. definiremos a aplicacdo T, de M em M
por To(m) = am para todo m € M. Como M € um R-mddule, T, € um endomorfismo do
grupo aditivo de M.

Definicdo 3.2.4 Diremos que E{M)} € 0 conjunto de todos os endomorfismos do grupo adi-
tivo de M.

Nao é dificil ver que E(M} é um anel.

Definicao 3.2.5 Chamaremos C(M) = {¢ € E(M) | Tywo = ¥T,¥Ya € R} de anel central-
izador de R em M.

Teorema 3.2 (Lema de Schur) Se M é um R-mddulo irredutivel entgo C(M) € um anel
com divisao.

Demonstragao. Precisamos apenas mostrar que todo elemento nao nulo em C{(M) tem
um inverso em C(M). Veja que se § € C(M) e existe 67 entdo, como 0T, = T,6 nds temos
imediatamente que 6717, = 7,871, ou seja, §7F € C{M). Vamos entfo provar a existéncia
do 8~ em C(M). Suponha que 6§ € C(M), § # 0, se W = M8 entdo para todo r € R,
Wr =WT, = (M6)T, = (MT,)0 C M8 = W. Conseqlientemente W é um submédulo de
M. Visto que 8 # 0, pela irredutibilidade de M, nés deduzimos que W8 = M. Além disso
ker f ¢ um submédulo de M mas néo € todo M, pois 4 5 Q, dal temos que ker 6 = (0} e
assim @ é um monomorfismo. Concluséo. § é sobrejetivo e monomorfismo. Logo 671 existe
em E(M). =

Relembremos a definicdo:

Definicao 3.2.6 Um anel R € dito anel primitivo se ele tem um mddulo fiel irredutivel.
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Sejam R um anel primitivo e M um R-médulo fiel irredutivel. Pelo lema de Schur (3.2},
C{M} é um anel com divisdo. Podemos considerar M como um espago vetorial a direita
sobre C(M), onde ma, para m € M e o € C{M), é interpretado como a a¢do de o como
um elemento de E{M) em m.

Definicao 3.2.7 Diremos que um anel R € um anel denso em M {ou R age densamente em

M ) se para todo n naturel € para vy, ..., v, em M que sdo inearmente independentes sobre
C{M) e para quaisquer n elementos wy,...,w, em M, existir um elemento r € R tal gue
w; =wyr paret=1,2,....n.

O préximo teorema foi demonstrado por Jacobson e Chevalley. A nossa demonstragio
segie o texto no livro de I N. Herstein [13].

Teorema 3.3 (Teorema Sobre a Densidade) Sejam R um anel primitivo e M um R-
mddulo fiel trredutivel. Entio R € wm anel denso de transformacdes lineares emm M sobre

C(M).

Demonstragao. Primeiro mostraremos que para provar o teorema ¢ suficiente mostrar
que dado um subespago V de M sobre C(M ) com dimensédo finitae umm € M, m & V, entéo
nés podemos determinar r € R com Vr = (0) mas mr 5 0. Veja que se podermos determinar
tal r entdo mrR # (0). Assim, pela irredutibilidade de M/, mrR = M. Poderemos entio
determinar um s € K com mrs arbitrario e Vrs = (0). Dados vy,...,v, € M linearmente
independentes sobre C(M) e wi,..., w, € M, seja V; o espago gerado sobre C(M) pelos vy
com j # 4. Visto que v; € Vi, nds poderemos determinar um ¢; € R tal que v;t; = w; e ainda
Vit; = (0). Logo, se t = #; -+ -+ + 1, nds vemos que vt = w; paratodo i =1,2,... . n. Isto é
exatamente a densidade de R em M.

Agora vamos provar ¢ que nos propomos, que dado V' C M, subespaco de dimenséo
finita sobre C{M), e m € M, m € V, entdo existe r € R tal que Vr = (0) mas mr # 0.
Faremos isso por indugdo sobre a dimensdo de V sobre C(M), ou seja, suporemos que
existe tal r sempre que se considera um subespago de M com dimens&o sobre C{M) menor
do que a dimens@o de V. Vamos entdo escrever V = V) + wC{M) com w & V,. Dal,
dim Vy = dim V — 1. Pela nossa hipétese de inducdo, definindo A(Vy) = {z € R | Voz = (0)},
dado y € M, y € Vo, existe r € A(Vp) tal que yr # 0. Em outras palavras, se mA(Vy) = (0)
entdo m € V. Pelo lema (3.2.2), A(Vh) € um ideal & direita de R e visto que w & Vi;
wA(Vy) # (0), entdo, como wA(Vy) é um submddulo de M, wA(Vp) = M. Vamos supor
por absurdo que sempre que for dado m € M, m & V, e Vr = (0) entdo mr = 0. Para
mostrarmos que isso nao é possivel definiremos 7 : M — M por 7(z) = ma, que faz sentido
pois se x € M entdao r = wa para algum a € A(Vp). Verificaremos ainda que 7 estd
bem definida. Tomemos z = 0, entdo 0 = z = wa, ¢ assim a anula Vj, pois a € V; e
g anula w. Logo a anula V. Mas, estamos tomando por hipdtese ma = 0. Isto mostra
que z = 7(x} = ma = 0, conseqlientemente 7 estd bem definida. Claramente 7 € E(M),
mais ainda, se z = wa com a € A(l}) entdo para qualquer r € R, visto que ar £ A{VL),
zr = (wa)r = wlar) e entdo v{zr) = m{ar) = (ma)r = 7{z)r. Isto nos mostra que 7 est& em
C(M). Assim, para a € A(Vy), ma = 7(wa) = T{w)a implica que (m —7(w))a = 0 para todo
a € A{Vy). Pela hipdtese de inducdo (m—7{w)) € Vg, logom € Vo+7{w) C Vo+wC (M) = V.
Com esta contradicdo a prova estd terminada. m
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3.3 Teorema de Kaplansky

Teorema 3.4 Se C € um anel comutativo com unidade entdo a digebra M,{(C') néo satisfaz
nenhuma identidade polinomial de grau menor do que 2n.

Demonstragao. Ja vimos, pela proposicdo (3.1.6), que poderemos considerar apenas
identidades multi-lineares. Sendo assim, denote por ¢;; € M,(C) a matriz elementar, com
1 na entrada 7, j e zero nas outras. Entéo e;jer; = 0;,e,; onde 4, é o delta de Kronecker
para a posi¢io j. k. Considere as primeiras & matrizes entre as 2n — 1 matrizes elementares
£11,€1.2:€22:€23, €33 - Cnwln=li:En—ln: Enn. Multiplicando-as consecutivamente na ordem
em que elas aparecem nesta lista, obteremos uma matriz elementar e, ; nio nula mas, em
qualquer outra ordem seu produto serd nulo. Assim os valores de um polindmio com grau
menor do que 2n nestas & matrizes elementares sdo ndo nulos. Conseqgilentemente, A, (C)
néo satisfaz nenhuma identidade polinomial de grau menor que 2n. =

Definicdo 3.3.1 Usaremos Homn (M, M) para indicar o conjunto dos endomorfismos do
modulo M que deizam o sub-mddulo N de M, fizo. Ou seja,

Homy(M, M) ={0: M — M | o é um endomor fismo ¢ o{a) = a para todo a € N}.

Definicao 3.3.2 Uma digebra A € dita centrol simples sobre um corpo K, se A é wma dlgebra
simples tendo K como seu centro.

Teorema 3.5 (Kaplansky) Seja A wma dlgebra primitiva sobre um corpo L satisfazendo
uma identidade polinomial f de grau d. Entdo A € uma dlgebra central simples de dimensao
n? sobre seu centro Z, com 2n < d.

Demonstragao. Nds podemos assumir que f é multi-linear pela proposigio (3.1.6).
Seja M um médulo fiel irredutivel, C (M) o centralizador deste mddulo e K o subcorpo
maximal de C{M). Nos identificaremos A com o anel dos endomorfismos de M que A induz
¢ formaremos o anel

AK = {Z aki e, € Aek € K} C Homyp (M, M).

O médulo M é um AK-moédulo irredutivel, pelo lema de Schur (3.2), seu centralizador é um
anel com divisao. Ainda mais, seu centralizador é K. Uma demonstracio disso encontra-se,
por exemplo, em {[13] pp. 94). O anel AK satisfaz f visto que f ¢ multi-linear. Também
notamos que L é naturalmente imerso em K porque nés podemos pensar nos coeficientes de
fem K. Nos afirmamos que 2dimp M < d e queremos provar que AK =~ Homg{M, M),
1.6, AK éisomorfo a Homg (M, M) e dimz A = dimg Homg (M, M) = n? com n = dimxg M
e assim 2n < d. Assumamos entao que W ¢ subespaco de M com dimensio finita tal que
2dimyg M > d. Logo, pelo teorema de Jacobson, teorema (3.3), existe uma subdlgebra T de
AK que induz em W o anel completo dos endomorfismos Homyg (W, W) (ver a definigao de
anel denso). Como Homg (W, W) satisfaz f, a digebra T' também satisfard f. Isto contradiz
o teorema (3.4). =
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Capitulo 4

Produto Tensorial de PI-Algebras

Antes de tratarmos dos teoremas de Regev e Amitsur—Levitzki, vamos relembrar alguns
conceitos relativos ao produto tensorial e dar uma tratamento ao produto tensorial de PI-
Algebras. A prova do teorema de Regev (23], ou teorema do produto tensorial, foi dada por
ele em 1972. A nossa apresentacio seguiu o texto de Rowen {27].

4.1 Produto Tensorial de Mddulos

Definicdo 4.1.1 Seja C um anel comutativo. Sejam A e B dois C-médulos e P um grupo
abeliono. Entio v : A x B — P € chamada bilinear (sobre C, ou C-linear) se para todo
a; € A, b € B e c € C twermos v(a; + ag, b)) = wlag, by) + vlas. by), ¥iay by + ba) =
Wlay, by) +wlar bo) € ¥lcar. by) = w{a. cby).

Defini¢ao 4.1.2 Seja

Z(Ax B)={ Z Capla,b) | aes € Z € quase sempre zero},
(ab)eAxB

onde. quase sempre zero, guer dizer que tyo 5y 7 0 para um conjunto finito de pares ordenados
(a,b). Veja que Z(A x B) € o Z-mddulo livremente gerado por A x B que denotaremos por
(AB)™. Definiremos entdo A@c B = (AB)7 /I onde I € o subgrupo de Z{A x B) gerado por
fodos os elementos nas formas (a1 +az, by) — (a1, b1) = (a2, b1}, {a1. by +ba, )~ (a1, b)) — (a1, ba)
e {cay, b)) — (a1, chy) para todo a; € A, by € B ece C. Vamos escrever a @ b para a imagem
candnica de (a.b) em A Q¢ B.

Poderemos escrever A @ B em vez de A ®@¢ B nos lugares onde nao existir ambiguidade
sobre €. Note que, assim construido A ® B é dnico como grupo abeliano.

Proposigao 4.1.3 A aplicagdo candnica Ax B — A® B, dada por (a,b) — a®b, € bilinear.
Além disso, para toda aplicagdo bilinear v : A x B — P onde P € um grupo abeliano, existe
wm homomorfismo de grupos induzide, v - A® B — P, tal que ¥(a ®b) = (a,b) para todo
acAebe B
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Demonstragao. Estendendo ¢ a um homomorfismo de grupos v : (AB)T - P por
(3 (a;, b)) = 3 wlaw. b;) teremos (1) = 0. Isto prova o gue querfamos. m

Podemos caracterizar A @ B pela propriedade dada na proposicao anterior. Ela serd
usada, de forma implicita. na demonstracao de outros resultados sobre produto tensorial.

Proposicao 4.1.4 Sejam A’ ¢ B’ C-mddulos ey - A — A" e ¥o 1 B — B’ homomorfismos
de C-mddulos. Entao existe um homomorfismo de grupos, denotado por vy ® e AR B —
A" @ B tal que (U1 @ Uo)a®@b) = w:{a) @ us(b) para todoae A ebe B.

Demonstracdo. Definav : Ax B — A" @ B por ¥{a, b) = ¥:{a) ® (b}, Vela que v é
bilinear, assim, pela proposicéo (4.1.3). ¥ induz um homomorfismo de grupos A@B — A'@ B’
com ag propriedades naturais. m

Corolario 4.1.5 Temos que A® B € um C-mddulo com relagdo ds operagides dadas por
> (a; @by = > (cas ® b;). Entdo, com as notacdes e afirmagdes como na proposicdo
(4.1.4), ¥y @ e € um homomorfismo de mddulos.

Demonstragac. Dado ¢ € C, defina ¢, : A — A por v, (a) = ca. Agora defina
c{d{a; @b)) por (. ®1) (3 (a; ®@b;)) = > (ca; ®b;). Esta operacio é distributiva porque
. ® 1 é um homomorfismo de grupos, assim A ® B é um C-mddulo. Entao

(41 ® t2)(c(a ® b)) = vi(ca) ® wa(b) = ety (a) € valb) = et ® ¥2)(a © b),

mostrando que ¥ ® ¥z € um homomorfismo de médulos. =

4.2 Produto Tensorial de Algebras

Teorema 4.1 Se A ¢ B sao C-dlgebras, entdo A® B € uma C-dlgebra com a multiplicacdo
induzide por {a: @ bi)(as ® by) = (a1a2 ® bibs).

Demonstragio. Fixando a; € A e by € B, defina ¥ e 4y por (a1 = ajaq e wa(by) =
biby para todo a; € A e by € B. Claramente v; e ¥ s30 homomorfismos de méddulos, assim
temos ¥y e AR B — AR B, definido pela multiplicagéo a direita por a; ® by. Fazendo
isso para todo ay € A e by € B, nds agora inverteremos o procedimento, fixando z € A® B
e definindo ¥, : A X B — A® B por ¥;(a,b) = z(a®b) para todo a € A e b & B. Entdo ¥,
induz ¢y : A® B — A® B correspondendo a multiplicagio & esquerda por x. Agora é ficil
ver que A ® B é uma C-dlgebra. m

Nés agora podemos retomar a proposicdo (4.1.4) num contexto mais apropriado.

Proposicao 4.2.1 Se A, A, B e B’ sao C-digebras ey : A — A" et : B — B sdo
homomorfismos de C-dlgebras, entao ¥ ® oo também é um homomorfismo de C-dlgberas.

Demonstracao. Segue-se do coroldrio (4.1.5). =
Proposicao 4.2.2 Euiste um isomorfismo AQ B — B@ A dado por > a; @b, — > b ®aq;.

Demonstracio. Defina a aplicacio v : A x B — B® A por v{a,b) = b®a; ¥ é 0
isomorfismo desejado. =
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Proposicao 4.2.3 Se A, ¢ Ay sdo Ci-dlgebras e Ay e Ay sdo Cy-dlgebras, entao existe um
isomorfismo (A ®¢ As) @e, Ay — A1 B, (A @, As) tal que (a1 @ ao) @ as — a1 © (a2 @ ag).

Demonstracao. Fixemos a € Ay e definamos a (;-bilinear aplicacdo ¢, + 47 x Ay —
A; % Ao por we{ar,as) = a1 © (as @ a). Teremos vy, : A1 @ As — A; © (A © 43). Agora
definanmos a Cg—bi}i_near aplicacdo v (A @A) x Ay — A ®(A@As) porv(d> . a1, Qas,.a) =
oS, a1, ® as,): ¥ é o isomorfismo desejado. m

Para quaisquer I; € A e Iy C B, vamos usar a notagdo [; @ [, para o conjunto
{Zj ay; ® Gs; | iy € L;}. E bom que sejamos culdadosos para n&o vermos isso como um
produto tenscrial de édlgebras sem unidade, porque as duas nocdes nao sio as mesmas. Por
exemplo: para A =2Z. B =17Z/2Z e I = 2Z, teremos que A®z B é isomorfo a Be @B =0,
mas, como algebrassem 1. I & B # 0.

Proposicao 4.2.4 Seja v : A — A um homomorfismo. Entdo, sendo ' =v®1: A®B —
A® B, teremos ker ¢ =kerv @ B.

Demonstragao. Seja I = kerv @ B. Claramente I C kerv/, assim v/ induz uma
aplicacao W (A & B)/I - A ® B cuja inversa nés podemos construir agora. Existe uma
aplicacdo bilinear A® B — (A® B)/I dada por (G, b) — {a®b)+ 1. Esta é o homomorfismo
inverso ¢!, =

Definicdo 4.2.5 Uma dlgebra A é dita ume extensio central de uma subdlgebra A’ de A se
A= Z(AA.

Teorema 4.2 Se B é uma dlgebra comutative, entdo A@ B € uma extensdo central de A1,
implicande que A ® B satisfaz as mesmas identidades polindmios que A.

Demonstragdo. Vamos escrever A @ 1 para {a® 1| a € A} C A® B. Faremos do
mesmo modo para 1 @ B. Observe que A®1 e 1® B sdo C-subélgebras de A® B. Além disso
[A21,1®B] =0, assim A® B é uma extensdo de A®1 pois (a@1)(1®b)~ (1@b){(a®1) =0
implica que (e ®@ 1)1 ®b) = (1®@b)(a® 1) = (a®b) paratodoa € Aeb &€ B e dal
ASB=(1®B)A®l)e Z(AR B) = (1% B). Teremos entdo homomorfismos candnicos
de C-dlgebras A - A®le B — 1® Bdados pora— a®1lebr— 1®b Disto segue-se o
teorema. o

O préximo lema € na verdade um corolario da proposicéo (3.1.6)

Lema 4.2.6 Seja A uma PI-dlgebra. Seja C uma subdlgebra central de A e sejo L um anel
comutativo contendo C. Entio A ®c L € uma PI-dlgebra.

Demonstracao. Pela proposicao (3.1.6), A satisfaz alguma identidade polinomial multi-
linear. digamos f{z1..... Tn). Sejam x1....,z, € A®c L. Escreva z; = 3.5 @ li; com
Vi g cAe Ei,j ¢ L. Entéao

f(xlr--'?xﬂ)m Z f(rlsﬁ:"'vrnajn)@h,jl""lﬂajn=O
"

Isto conclui a demonstracéo do lema. =
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4.3 Exemplos de Produtos Tensoriais

Nesta secdo, vamos buscar um pouco mais de familiaridade com a construgéo de produtos
tensoriais. No que se segue consideraremos o anel R infinito.

Proposicao 4.3.1 Os anéis de polinémios Rz ¢ R &z Ziz| sdo isomorfos.

Demonstracao. Defina a aplicacio bilinear v : R x Z[z] — Rlz! por
w

Zf'::, ngrz’ para v € R e n; € Z. Entdo ¢ induz um homomorfismo | ]
Mas, claramente todo elememo de R@ Z[z] tem a forma 3,7, @ 2. Se L( @2 =0
entdo S, 7@ = 0, implicando que cada r; = 0: disto segue-se que ker v = 0, aSSHn ¢ € um
isomorfismo. ™

Recordemos o conceito de anel de fragdes; seja S5 um subconjunto de um anel R fechado
para a multiplicacao e 1 € 5. Consideremos a relagdo de equivaléncia em R x S dada por:
(r1,81) ~ (r2.52) se, e somente se existir s € § tal que {rys; — r9s:)s = 0. Indicaremos por
re~! a classe de equivaiéncia de (r,s). O conjunto Rs = {rs™! | r € R, s € S} é um anel
chamado anel de fracdes de R em relagdo a S.

Proposicao 4.3.2 Se § € um sub-mondide de Z(R) — 0, entdo Rs ¢ R ®zm Z(R)s sdo
isomorfos como anéis.

Demonstragdo. Defina ¢ : R x Z(R)s — Rg por ¢{r,zs7}) = rzs™! para v € R.
z€ Z(R)e s € S. Entdo ¥ induz um homomorfismo de anéis ¥ : R® Z{R)g — Rg. Mas,
qualquer elemento de R® Z(R)s tem aformar®ls™', re Rese 8. Ser®1s! € kerv
entdo rs~! = 0, implicando que s;7 = 0 para algum s; € S; assim 0 = rs; @ {s;5) 7 = r®s7F,
provando que ¥ é um isomorfismo.

Proposicao 4.3.3 Se R e R sio anéis comutativos infinitos e R € um R'-mddulo, entdo
R&p MR e M,(R) sdo isomorfos.

Demonstracgao. Defina a R'-bilinear aplica¢io v : R x M, (R) — M,(R) por

n 7
W (-n E {Iijeij) = E ay;re;;, para o € R er € R

ij=1 =1

Isto induz um homomorfismo ¥, : R ®@p Mn(R) — M,(R), cuja inversa é dada por
szzl’f’ii‘fij — Z?‘Fl ri; @ e;;. Logo, ¥, é o isomorfismo desejado. m

Na préxima proposicdo vamos escrever Z no lugar de Z(R), Endz.(Rs) é o conjunto
dos endomorfismos de Rg como Zg-mddulo, Endz{(R) é o conjunto dos endomorfismos de R
como Z-moédulos e dimgz B < o0 quer dizer que R é gerado sobre Z por um conjunto finito

de elementos.

Proposigao 4.3.4 Se dimz R < oo e S € um sub-mondide de Z, entdo Endz (Rg) € iso-
morfo a (EndzR) ®z Zs.
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Demonstragao. Definiremos uma aplica¢do bilinear (Endz(R)) x Zs — (Endz.(Rs))
por (3,z) + 23 onde z3 é o homomorfismo que envia rs™! a F(r)zs™%. Desta forma, nds
temos um homomorfismo ¢ : (Endz(R)) @ Zg — Endz(Rs). Por outro lado, dado 5 em
Endz{Rs), suponha R == 3 " r;Z para apropriados r; € R. Entao 8(r;) = z;57! para
apropriados ; € R, 1 £ ¢ < mes € 5, assim $5 € Endz(R). Claramente a aplicacao
G s8& s eyt Logo ¥ é um isomorfismo. ®

O produto tensorial tem a seguinte conexfo com extensoes: se K € um anel qualquer tal
que R = AB. onde Ae B séoanéis com A B ={ab—ba|a e A be B} = {0}, entéo
existe um homomorfismo v : A@ B — R dado por ©(>_,a; @ b;) = 3, a;b;. Por essa razao,
R tem as mesmas identidades polinomiais que A g B.

4.4 O Teorema de Regev

Teorema 4.3 (Regev) O produto tensorial de duas PI-dlgebras € uma PI-dlgebra.

Este teorema, na realidade, estd sendo tratado em todo o capitulo. Mas, aqui nds nos
aproximaremos ainda mais deste resultado de Regev que abriu caminho para muitas inves-
tigagbes em PI-algebras. Uma contribui¢iie importante na demonstracdoe desse teorema fol
dada por Latyshev que melhorou a demonstrag&o original, com base nas idelas de Regev.

Nés pretendemos dar a prova do teorema de Regev, reduzindo-o a uma afirmacgéo com-
binatorial. Claramente ¢ suficiente mostrar que o produto tensorial de quaisquer duas PI-
algebras relativamente livres € uma F/-dlgebra ou equivalentemente, se I; e I sao T-ideals
de K{X}, entdo temos que {K{X}/I;) @ (K{X}/I) é necessariamente uma PI-dlgebra.
Isto nos conduz a estudar T-ideais ou, mais precisamente, 0s polindmios multi-lineares nestes
T-ideais.

Denotaremos por F. o conjunto de todos os polindmios multi-lineares nas varidveis
Z1.....xpem K{X} istoé, Po={f(z1....,2x) € K{X} | f € multi—~ linear}. Claramente
P, é um espago vetorial gerado por {z, T, -2, } onde m € S, e denotaremos Fy = K.
Observe que dimg Py = k!, ou seja, a dimensdo de Py sobre K é kl.

Definicao 4.4.1 Se I € um T-ideal de K{X}, defina I, = I Py e Cpll) = dimg P/ Ik,
Assim, Cy(I) € chamado a k-ésima codimensdo de .

Claro que Ci(l) < k. Veja entdo, o quanto € importante quando temos Ci(l) muito
menor que k!

Lema 4.4.2 (Regev) Sejam K um corpo e I'V ¢ I'?) dois T-ideais de K{X} tais que para
algum n, Co(I'MC(I®) < n!. Entdo R = (K{X}/I') @y (K{X}/I®) satisfaz uma
identidade polinomial multi-linear de grau n com coeficientes em K.

Demonstragdo. Para j = 1,2 escreva d; = C,{I'”). Entdo existe um conjunto

{Rl(z1,.. .2y | 1 < ¢ £ dj} que gera P,/IY%. Para cada m € S,, existe mz@ em
d; 0 ; i

K tal que zn, - &, — S0, mI Y € 1Y Escreveremos formalmente f(zi,...,z,) =

> wes, balm - Tx, € tentaremos encontrar elementos ¢t € K, nao nuloes, tais que f seja uma
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identidade de R. Tomemos arbitrariamente ry;,...,r,; em K{X}/IY. Entdo, para toda
w e 5, temos

Tyt T = }:m‘j B Tnji)
assim
f(TH &% Fi9.a0. 4y Tl & Tna) = Z tT(T~1i ?".-H) ¢ (?"»-12 T 3)
1 1)
S S S e s ) @ D 1)
TES, wl u=l
dy  ds

Logo, nds necessitamos somente determinar inteiros ¢, relativamente primos tais que

Z t.m (l) =0

zE€8,,

paral <i < djel < u<dy Mas, nds temos dids equagdes lineares e homogéneas formando
um sistema em n! indeterminadas, que obrigatoriamente tem uma solucao nio trivial porque,
por hipétese, dids < nl. Tal solucdo pode ser escolhida de nimeros racionais, e em seguida
eliminamos o denominador comum. MW

Observacgio 4.4.3 Se k € inteiro, existe n € N com n! > k™. Entdo nds podemos reduzir
nossa demonstragdo a mostrar que, para um T-ideal I de K{X}, se K{X}/I satisfaz uma
identidade polinomial de grau d entdo, para algum nimero m(d) independente den, C (1) <
m(d)" para todo n.

Definicao 4.4.4 Dado 7w € 5, definiremos p(7) como sendo o maior inteiro k, tal gue

existam iy <ip < ... <ix € {1,....n} comw(i} > wlis) > ... > 7(ix).
1 23 45 6 . -
Exemplo 4.4.5 Sew = £ 39041 6 € Sg entao p{n) =4 porqgue L <2< 3 <de

A1) > 7(2) > 7(3) > 7(5).

Definicdo 4.4.6 FPara wma permutagdo m € S, nds construiremos um par de tabelas T ()
e To(m) da seguinte maneira. Tomamos o primeiro elemento de Ty(7), t1y = 1, e o primeiro
elemento de Ts(m) vy = 7(1). Porinduggo, sety; existe, € o menork tal que, ty ;.1 <k <n
e w(k) > u;;—1. Entdo, tomamos uy; = 7w(k}. Onde ndo podermos determinar o prézimo
ti;, por terem acabado os possiveis valores de k, partiremos para o segunda linha de Ti(rw)
e To(m) tomando tay o menor k € {1.2,...,n} que ndo aparece na primeira linha de Ti(x),
ug = w(to1) €, se J > 1, enido ty; € 0 menor k que ndo estd na primeira linha de Ty(w)
tal que to;1 < k < new(k) > us;-1; tomamos us; = w(k). Desta forma terminamos a
segunda linha, continuamos com a terceira, € assim por diante. Estas tabelas sdo chamadas
tabelas de Amtisur.
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1 2 3 4 5

4 3 51 2
strucio de Th(w) € To(m) passo ¢ passo. Tomamosts; = 1 e assim uy; = w{tyy) = 4. Veja que
7{2) =3 < 4= 1w, 7(3) =5 >4 = wy;. Logo temos t1p = 3 e upp = 5. Hepetindo a idéia
anterior, n(4) =1 <5 =u, 7(5) =2 <5 =wugp, 76} =6> 3 =wup. Logo temost;z =6 e
w13 = 6. Acabaram as opcoes, nao podemos continuar o processo. Partiremos para a segunda
linha tomando toy = 2 que € o menor inteiro pertencente a {1,2.3,4,5,6} que ndo aparece
na primeira linha. Assim, ugy = w(tay) = w(2) = 3. Os outros inteiros que ndo aparecem na
primeira linha sdo 4 € 5. Veja entdo que w{d) =1 < 3 =1ug e w(B) =2 < 3 = uy;. Desta
forma, essa linha pare equi. Continuamos na terceira linha, ts; = 4 e uzy = wits) = L.
Visto que 7(5) = 2 > 1 = uy completamos as terceiras linhas das tabelas T1{xw) e Ta{x) por
tan == D e uge = 7{t3a) = 2. Obtemos

Exemplo 4.4.7 Considere a permutagio 7 = ( g € Sg. Vejamos a con-

1 3 6 4
TE(W} = 2 € 'Tg(’;'.') ==
4

5 1

(3]
jo

K]

Para estudar p{w), podemos usar a tabela de Amitsur para 7. Observe que escrevendo
duas tabelas da forma descrita na definicao (4.4.6), quando terminadas, T1(w) e T(7) tém
n entradas cada.

. 1 2 5
Exemplo 4.4.8 Sejam = ( 11 2 § ; 2 ) € Sg. entdo p(m)y=3 ¢
1 3 6 4 5 6
Ti(zy=1] 2 4 elpm)=1] 1 3
) 2

Teorema 4.4 (Dilworth) (veja [6], [27]) p{x) € 0 ndmero de linhas em Ti(x).

Demonstragao. Seja d o nimero de linhas em Ti(n). Se iy < ... <dpen(iy) > ... >
7{ix) entdo iy,...,1 estdo em linhas distintas, implicando que p{r) < d. Analogamente,

construiremos uma sequéncia ig4,...,%;, da seguinte forma: iy = t4 e indutivamente, dado
ims1 da linha m + 1, tomemos %, = t,,; com ;7 maximal, tal que f,; < in-;. Note que
Umj > 7{im1) POIS, S€ iSto ndo ocorre, durante a construgio das tabelas, ndés deverfamos ter
colocado i,.1 na linha m de 74(m). Assim i} < ... < ige w(iy) > ... > w(ig) implicando
que p(r) > d. Entéo p(r)=d. =

Antes de aplicarmos o teorema de Dilworth para concluirmos a demonstracao do teorema
do produto tensorial, observaremos a conex&o existente com codimensdes (veja 4.4.1).

Observagao 4.4.9 Observe que a restricdo a P, da ordem parcial do mondide M{X} dada
em (1.3.15) coincide com a ordem lexicogrdfica.

Teorema 4.5 (Latyshev) Se ] ¢ um T-ideal de C{X} tal que C{X}/I satisfaz uma iden-
tidade polinomial g de grau d, entdo C,(I) < a cerdinalidode de {7 € S, | p(7) < d}.
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Demonstracao. Seja S = {X.q)... X)) | 7 € Sy e p(7) < d} e seja A o C-subespago
de C{X} gerado por 5. Nés teremos terminado se A + [, = V},, assim assuma que existe
algum » € 5, tal que A = Xy ... Xy € A+ I,. Tome 7 tal que h é o menor possivel
(sob a ordem dada na observacdo (1.3.15}). Visto que p(w) > d, existem #; < ... < ig
com w(iy) > ... > 7w(ig). Escrevamos h = hiXou0heXon . haXpu hae para alguns
hi € M{X}. Entéo h — hg(Xq he Xopnhs. oo Xrtipha«:) ¢ uma soma de monémios de
menor ordem e assim, por indugdo, estd em A+ I,. Mas hyg( X ;) ks, .. ) € I, implicando
que h € A+ I, contrariando & hipdtese inicial. m

Para concluirmos a prova do teorema do produto tensorial, nds necessitamos apenas
avaliar a cardinalidade de {w € S, | p(7) < d}.

Observe que, para todo © € 5, tal que p(m) < d podemos ver Ty {m) (e To(w)) como
funcgdes de {1,....n} em {1,....{d = 1}} (visto que os elementos de cada linha crescem).
Como T1(r7) e Tp(w) determinam #, a cardinalidade de {7 € 5, | p{#) < d} é menor do que
((d = 1)")? = (d — 1)*". Em particular, no teorema (4.5), C,(I) < (d ~ 1)*".

Em vista da observaciao (4.4.3), nds concluimos a prova do teorema de Regev para o
produto tensorial de PJ-dlgebras.
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Capitulo 5

Teoremas de Amitsur

Lema 5.0.10 Se R € um anel simples e seu ceniro Z s {0}, entdo Z é um corpo.

Demonstragao. Veja [13], pp. 46-47. =
Quando guisermos nos referir a wm anel com identidade polinomial diremos, resumida-
mente, FPI-anel.

Teorema 5.1 {Kaplansky) Se R € um Pl-anel simples entdo R € isomorfo a M,(D) para
algum anel com diwvisdo D gue tem dimisdo finita sobre o centro de R.

Demonstracao. Como R ¢ simples, o teorema sobre a densidade implica que existe um
anel com divis@o D tal que R ¢ isomorfo a M, (D) para algum nimerc natural ¢, ou para
cada t existe um subanel de R que é wma cdpia isomorfa de AL(D). Vamos considerar a
ultima afirmacao verdadeira e mostrar gue isso leva a um absurdo.

Seja K o centrode D. Teremos que R tem um subanel isomorfo a M K). Pela proposicio
(3.1.6), R satisfaz uma identidade polinomial multi-linear f. Assim, M;{K) também satisfard
f. Segue-se do teorema (3.4} que o grau de f é maior ou igual a 2t. Visto que isso ocorrerd
para todo t, temos uma contradicao. Entao R é isomorfo a AM,(D). =

Teorema 5.2 Seja B um anel simples de dimensdo finite sobre seu centro Z # {0}. Entdo
a dimensdo de R sobre Z é um gquadrado perfeito, dimgz B = n?.

Demonstragao. Pelo teorema anterior, R é isomorfo a M,(D) para algum anel com
divisio D que tem dimenséo finita sobre o centro de R. Seja K o subcorpo maximal de
D. Entao K contém Z e R®z K é isomorfo a M,(D) @z K. Denotaremos dimyg D = m.
Entdo D®z K é isomorfo a M,,,(K) (veja [13] pp. 94-96). Agora dimg(D®z K) = dimy D;
mas. visto que D ®z K é isomorfo a M,,(K), temos que dimg (D ®z K) = m? = dimz D.
Conseglientemente, a dimensio de B ® K € um quadrado perfeito. =

Definigdo 5.0.11 O inteiro n do teorema (5.2) é chamado grau de R.
Defini¢do 5.0.12 Se D é um anel com divisdo com centre Z, entdo um corpo K D Z €

dito um corpo de decomposicdo de D se D @z K € isomorfo a um anel de transformacées
lineares em um espaco vetorial sobre K.
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Lema 5.0.13 Seja R um FPl-anel simples satisfazende uma identidade polinomial multi-
linear de grau d. Entdo d > 2n, onde n € o grau de R.

Demonstragdo. Note que pelo teorema de Kaplansky (3.5), R é de dimensdo finita
sobre seu centro e, desta forma. o teorema {5.2) pode ser aplicado. Seja K o corpo de
decomposicao de R (Defini¢do (5.0.12)). Entdo R@z K e M,(K) séo isomorfos como anéis.
Pelo lema {4.2.6), M, {K) também satisfaz a identidade polinomial multi-linear de K. Mas,
pelo teorema (3.4), M, (K} ndo satisfaz nenhumea identidade multi-linear de grau menor do
que 2n. Disto segue-se que d > 2n. ®

Teorema 5.3 (Amitsur) Seje R um Pl-anel semiprimo. Sejo t uma indeterminada cen-
tral sobre R, denotamaos por R[] o anel dos polinémios com coeficientes em R na varidvel t.
Entdo, a interse¢do de todos os ideais mazimais do anel R[t] € zero.

Demonstragdo. Veja (em [13] pp. 150) que Rjt] é semi-primitivo, isto é, a interse¢io
de todos os ideais primitivos é zero. Segue-se que a intersecéo de todos os ideais maximais
de RJt] é zero, pois todo ideal primitive estd contido em algum ideal maximal. =

Teorema 5.4 (Amitsur) Sejo R wm Pl-anel semi-primo. Entdo existem wm inteiro n
e um anel comutativo C, tais que R € isomorfo a um subanel de M, {(C). Todo PIl-anel
semi-primo € obtido como subanel do anel das matrizes sobre um anel comutativo.

Demonstragao. O anel R tem uma cépia isomorfa no anel dos polindmios R[t]. Pelo
teorema (5.3), & intersecdo de todos os ideais maximais de R[t] é zero. Trocando R pelo anel
polinomial R[t]. nés podemos assumir que a intersegio de todos os ideals maximais é zero.

Digamos que R satisfaz uma identidade polinomial multi-linear de grau d. Denote por
{M,} afamilia de todos os ideais maximais de R. Fixe um ideal maximal M, € {M,}. Como
vimos no teorema {5.2) e no lema {5.0.13), os Pl-anédis R/M, tém uma cépia isomorfa em
alguma algebra de matrizes M, (C,), onde C, é algum corpo e d > 2n,. Note que o nicleo
do homomorfismo R — R/M, € M, (C,) é o ideal M,. Os homomorfismos R — M, (C,)
induzem o homomorfismo ® : R — [[_ M, (C,). Visto que o nicleo de R — M, (C,) é
justamente M, e a intersecao de todos os ideais maximais é zero, segue-se que @ é injetiva.
Escolha um mimero maximal ng entre os n,, seja n = ngl. Note que as matrizes m X m tém
uma copia isomorfa nas matrizes n x n, basta considerarmos as matrizes n x n cujas linhas
e colunas, apds a m-ésima, sao zeros. Por exemplo, matrizes 2 x 2 podem ser imersas em
matrizes 4 x 4 via o homomorfismo

a-bw)
¢ d
G 0 00

Isto mostra que M, {C,) tem uma coépia isomorfa em M, (C,). Conclusdo, R tem uma
cédpia isomorfa em [[, Mn(Cy) que é isomorfa a M,(]], Ca) = M,(C), onde C =[] C, é
um anel comutativo. Ou, ainda mais precisamente, um produto de corpos. =

lov BN o B S|
s U S
o OO
[ I v B e
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Capitulo 6

Teorema de Amitsur e Levitzki

Temos seis provas para ¢ teorema de Amitsur e Levitzki, a original dada em 1950 {1}, a de
Kostant em 1958 [18], Swan em 1963 [32] e [33], Razmyslov em 1974 [23] ou [8], Rosset em
1976 [26] e, Szigeti, Tuza e Révész em 1993 [34].

Nés escolhemos para apresentar por sua simplicidade e utilidade devido ao uso de con-
ceitos, técnicas e resultados interessantes para a teoria das PI-dlgebras, a prova de Rosset.

Lema 6.0.14 Se sa, € uma identidade polinomial de Myp(Q) entdo também é de Mp(K)
onde K € um corpo qualquer.

Demonstracao. Como sy ¢ multi-linear, basta mostrar gue sg, se anula quando calcu-
lado sobre matrizes pertencentes a uma base de M, (K). Escolhemos a base usual de M (K
formada pelas matrizes e;;. Entdo podemos considerar somente as matrizes de M (K} onde
K é o subcorpo primo de K. Se a caracteristica de K for zero o corpo primo de K ¢ isomorfo
a @ e se a caracteristica de K for um nimero primo p, tal corpo primo serd isomorfo a Zp.
Como Z, é um quociente de Z e Z C @, basta considerar K de caracteristica zero, e K = Q.

Sejam 1y = Zf,j:z cng))eij onde ozg-}) eKep=1,...,2k matrizes em M. (K). Temos
2 k
Sap(T1s . k) = Z (=1)roq)  Torar) = Z (“UU(Z aﬁf“”eij T Zaéf@’“”eij)-
o€ Say P Qg i
Mas, veja que
eq. se 7=k
it = { Zé se jj'% k.
Logo sax{r1, ... "o} € uma combinacgdo linear de sgi(ei ;.- ... €u,j,,) que é zero pois, por

hipétese, so é uma identidade de Mi(Z) C M (Q). =
Para a prova de Rosset é necessario conhecermos um pouco sobre a dlgebra de Grassmann.

Definigao 6.0.15 Sejam K wm corpe e n wm ndmero natural. A digebra de Grassmann
(ou dlgebra exterior) E de um espago vetorial com dimensdo n sobre K € definida como
o quociente E = K{Xi}/I onde I € o ideal de K{Xy} gerado por todos os elementos da
forma (aqz) =+ @nZn)? coma; € K e Xy = {z1,..., 2} € um conjunto ordenado finito.
Denotamos 1 =141, e; = z; + I para 1 < i <n e a multiplicacdo de dois elementos em E
por a-b.

40



Proposicao 6.0.16 Na dlgebra de Grassmann de um espago vetorial V de dimensGo n sobre
um corpo K, valem as sequintes propriedades:

(i) e; - e; = 0 para qualguer i em {1.... n};
(ii) e -e; = —e; - e; para quaisqueri e j em {1,... . n}:

(#ii) B = {ey ...e, 1S h<nel <ip<...<ip<n}pU{l} éuma base de E. Nos
prorimos itens, por k= 0. entenderemos e;, ...¢e;, = 1;

{eg e |10 <. < <n}. Entbo E=FEy &b &G Ey;

(iv) para cada k em {0.1.....n}, definiremos Ey como o subespago de E gerado por

(v} para cada k € {0,1,...,n}, dimE; = (”) e dimE = 27°;

k
{vi) Ey € isomorfo a K como dlgebras e Ey € isomorfo a V' como espacos vetoriais;

(vii) o centro Z(E) = {a € E | a.b = b.a para todo b € E}, pode ser escrito como
Z(E)y=FEy S E,0E;®---&E, ondem=nsen é paroum=n—1 sen € impar.

Lema 6.0.17 A dlgebra de Grassmann E satisfaz a identidade polinomial
[xleifml”s] = [IL [$2,5'33H =

Demonstragao. Seja E a dlgebra de Grassmann. Como [z, (22, z3]] é multi-linear, basta
verificar que a identidade € satisfeita para uma base qualquer de E. Sejam r; = e;, ... €,
To = €4 ... €5, €T3 = € ...¢ elementos quaisquer da base de E descrita acima. Assim,

temos

m

57"2-. 7"3} =TgT3 — TaTy = Tol'z — (Ml)lmT’gi"g.

Logo, se Im & par, entdo [ro. 73] = 0. conseqlientemente [ri,7o.73] = [r1,[re, 73]l = 0
e naéo h& mais nada a provar. Sendo assim, vamos considerar [ e m impares e entao
[rg, 73] serd néo nulo, mas sempre serd uma combinagio linear de elementos da base de
E com comprimentos pares. Logo, pertencera ao centro e portanto comuta com 7, ou seja,
[ri,7a,73) = [ry, fro, ma]} = 0. =

Lema 6.0.18 Sejam K wum corpo, k e | dois nimeros naturais e vi,...,7; matrizes de
M (K). Sel € par entdo tr(s(ry....,n)) =

Demonstracgdo. Se 7 e s sao matrizes de M {(K), é facil ver que tr{rs — sr) = 0. Seja

As paridades de ¢ e 7 sdo distintas pois como [ é par, {123,....1) é {mpar. Facamos entéo
FmTa1) € 8= Te(2) .- Toy. LOBO, 8T = To(z) ... ToqyTory € como 7(1) = [0 0 {123.. . [](1) =
a{2), 7(2) = [o0(123...1](2) = o(3),...,7({ = 1) = o(I), temos 87 = Typy ... ToToq) =
To(l) - - Tra-0) Ty Assim tr{sign(o)raq) - .. oy + stgn(T)r-0y .. o) = trisign(r)rs +
sign{c)sr) = 0 pois sign(c) = —sign(r) (Lembre-se que sign{o) ¢ o sinal da permutacao
o € 8)). Desta forma tr(si(ry,....7)) =0. =
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Antes do proximo resultado, lembre-se das definicbes e notagdes de polindmio simétrico
e soma de poténcias de grau k a n variaveis. Veja as definicoes (2.1.4) e (2.1.5).
Para simplificar usaremos apenas (e, ) representando ex(xy, . ... &) € (pr) para representar

Teorema 6.1 (Férmulas de Newton) Sejam K um corpo e, n e k nimeros naturais.
Entao se k< n

(px) = (Pr—r)len) + ra)(e2) + -+ (=1 " (pr)(er-1) + (=1)"k(ex) = 0

e se k > n entdo

(pr) = (Pe-1)(e1) + Pua)lea) + -+ (= 1) Dronga) (€nar) + (= 1) (Drn){en) = 0.

Demonstragao. Considere o polinéomio
F) = (y—e){y—x2) .- (W—2a) = ¥ "= (e)y" +(e2)y" 2~ (1) eam1)y+(=1)"(en),
facamos =, = 0 em ambos os membros desta equacgao e teremos

(y =z Wy —x2) . (Y= Ty = 4" — ler]oy™ ™t + {ez]eyn_g — e (wl)ﬂ—lé’ﬁnwﬂoy
onde cada je;o(@1. ..., 2n) = {e){z1, ..., Tpn.1,0). Simplificando por y temos
(y—z)y~22) . (= Tar) =9" 7 = ler]oy™ P + -+ (= 1) Plen-aloy + (1) Hen-1lo
e assim
—zdly—z2) - (y =z =y" 7 = ey o+ (1) )y + (<1 e
Fazendo entdo y = X; temos,

X = (e X (1) e o) X + (1) enn) = 0,

ou ainda
X0~ ()X o (1) ) X A+ (=1 en) = 0.
Multiplicando por Xf‘”‘ para k > n, obtemos

XE—(e) X o 4+ (1) e ) X+ (1) () X = 0,
Somando as equagdes enquanto i percorre {1,2,.. . n} obtemos a segunda férmula do teorema,

(pr) — (pr-v)(er) + (Pe-2)(ea) + - 4+ (=1)" 7 (Pronar)(En1) + (1) (De—r)(€n) = 0. (6.1)

Para demonstrarmos a primeira férmula, consideremos r = n — k e examinemos o polindmio
homogénec simétrico

FonlZt, oo Zn) = (&) = (Pe-1){e1) + -+ (=1 pi)ew-1) + (= 1)Fk(er)
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de grau k& < n. Veja que se r = ( ent@o n = k, assim, substituindo n por k em (6.1) e
considerando que po(z;. ..., i) = k teremos que fi, = 0. Desta forma a primeira férmula
¢ verdadeira para v = (. Tomemos 7 > 0 e consideremos, por hipétese de indugdo, que
fien = 0 para todo nimero natural menor que 7. Novamente faremos z,, = 0 e observaremos

que [ex]o = (ex) € [Pelo = (px) onde [pilo = (pe)(z1. ... 201, 0). Concluiremos assim que
frenlz. oo Zny 0) = [pelo — [pr-1loler]o + -+ (=D plolerio + (= 1)¥k[er)s =
= fi nul(zlz Ces CEnm1> =0
pois n — 1 — k=71 — k < r incorre na hipdtese de inducdo. A relagio frn(z:,...,2,.0) =10

implica que fi, € divisivel por x,, ou seja, fr, = @,f1. Como [, é simétrico obtemos

que s6 € possivel se g = 0 pois o grau de (e,) é n e 0 grau de fi, é k, logo é menor do que
n. Portanto fr. = 0 e estd provada a formula

() — (pr—1)(€1) + (pr—z)(e2) + -+« + (= 1) {py){exmr) + (= 1)"k(ep) = 0.
Isto demonstra o teorema. W

Lema 6.0.19 Sejam K um corpo de caracteristica zero e B uma dlgebra associative e co-
mutativa sobre K. Se a € M,(B) e tr{a®) =0 para todo k= 1,2.. ... n, entdo a™ = 0.

Demonstragao. Seja a € M,(B) uma matriz com entradas a;; € B. Considere

a algebra comutativa Kla;; | i,/ = 1,...,n], ela é imagem homomorfa da algebra dos
polindmios comutativos K[z, ..., Z,2]. Mas esta tltima &lgebra é um subanel do corpo das
funcoes racionais K{z1,....z,2) = L. Se o lema for verdadeiro para matrizes com entradas

no corpo L entdo ele serd valido para matrizes com entradas na dlgebra B. Assim basta
demonstrar o lema somente no caso onde B = L é um corpo de caracteristica 0.
Seiam entao Aj. ..., An as raizes caracteristicas de a no fecho algébrico de L. Logo, o

polinémio caracteristico de a é

Como as raizes da a* sfio Af, ..., M e tr(a®) = O paratodo k = 1,2, ..., n, temos a igualdade
pe{A1, ..., An) = 0. Pelas férmulas de Newton e pelo fato da caracteristica de K ser zero,
obtemos que e;{A1, ..., Aq) = 0 para todo ¢ € {1,2,...,n}. Assim p(z) = 2" e pelo teorema

de Cayley-Hamilton, temos ¢” = 0. m

Teorema 6.2 (Amitsur e Levitzki) Sejam K um corpo e k um nidmero natural. Entdo
a dlgebra My (K) das matrizes k x k satisfoz a identidade standard de grau 2k
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Demonstragdo. Pelo lema (6.0.14) podemos considerar K = {. Seja £ a dlgebra de
Grassmann de um espaco vetorial sobre K gerado por ei,es.....en e seja E = E' ¢ El a
Zs-graduacio de E. Qu seja, EY e E' sio gerados pelos produtos &y, - .. €;, de comprimentos
pares e impares respectivamente. Pela prova do lema (6.0.17) temos que £ ¢ uma subdlgebra

comutativa de E. Sejam entdo ry, 7, . .., 7o matrizes em A {Q) e teremos que

b=rie;+ ...+ Troen

é uma matriz & x k com entradas da algebra de Grassmann que é néao comutativa. Mas.
visto que €; - €; = —¢; - €; 1emos

2k 2k
2 __ . 7
a="b"= E E TiTiE; - €5 = E 7T —Tjri)(ei-ej).
i=1 ja=l i<i

Logo, a ¢ uma matriz com entradas da algebra EY que é comutativa. Veja entao que

9= (F\Y = E :
a -——l\b) = qu(Tz-lg...,ngq)eil...eizq
1<y <0 iy <2

para todo ¢ natural. Assim, fr(a?) = Zl£i1<...<i2q§2k tr{sag(Tis o Tig, )84y - - - €5y, Pelo
lema {6.0.18), tr(saq(r1.- ... Tag}) = 0 para todos ry, .. ., o, em Mi{Q) e pelo lema (6.0.19),

a® = sor(r1.. .. Toe)er ..o gg = 0.

Mas ey ...e9 # 0 pois é um elemento de uma base de E. Portanto sor(ry,....79:) =0. ®

44



Capitulo 7

Polinomio Central e o Teorema de
Posner

N#o é muito simples exibir polinémios centrais. Que eles existem em abundéancia fol de-
scoberto somente no comeco da década de setenta {1972). O primeiro polindmio central
para matrizes n X n foi encontrado por Formanek e Razmyslov (9] e [22]. Os polinémios

centrais permitiram a descoberta de importantes resultados novos, e também deram novas e
melhores provas para muitos teoremas anteriores sobre Pl-dlgebras.

7.1 Polinomio Central

nao sendo identidade polinomial de R. Se para toda escolha de vy, .. ., re € R, flre,. oo rn)

2 bl i%

é um elemento do centro de R, entdo f € chamado uwm polinémio central de R.

Definicao 7.1.1 Seja B um Pl-anel. Seja f(zq,.... z,) € K{X}, sem termo constante e

Exemplo 7.1.2 Seja C um anel comutativo. Se x e y sdo matrizes 2 x 2 sobre C entdo
Ty — yr € uma matriz com trage zero. Cdlculos simples mostrardo que o quadrado de uma
matriz com traco zero € uma matriz escaler, ent@o estard no centro de May(C). Assim o
polidmio p(x,y) = (zy - yz)? € um polinémio central de M>(C). Este polinémio ndo tem
termo constante e é fdcil verificar que nao € uma identidade polinomial de M>(C).

Teorema 7.1 (Formanek, Razmyslov) Pars cada anel M,(C) de matrizes n x n sobre
um anel comutative C, existe um polinémio g, que € central para M,{C). Pode-se escolher
gn multi-linear.

Demonstracao. Veja [8] pp. 91-97. =

Lema 7.1.3 Um polindmio central para M,{(C) é wma identidade polinomial para M (C)
quando k < n.

Demonstragdo. Seja k < n e A o conjunto de todas as matrizes em M, (C) tais que as
Gltimas n — k linhas e colunas séo zero. Nés podemos identificar A com M(C). Se g é um
polindmio central de M, (C'), entdo os valores tomados por g em A sdo matrizes escalares
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em M(C), e estas matrizes escalares tém que ser nulas visto que as iltimas n — £ linhas ¢

colunas das matrizes nessa representacio de A sdo formadas por zero. Lembre-se que o termo

constante do polinémio central g é zero por definigdo. Assim g é uma identidade polinomial
Agora é facil deduzir a existéncia de polinémios centrais para P/-anéis simples.

Teorema 7.2 Tode Pl-anel simples admite wm polinémio central.

Antes de demonstrarmos o teorema veja que se o grau de um anel R é n (veja 5.0.11),
entdo g, € um polindémio central de K. Além disso, g; € uma identidade polinomial de R
para todo k > n.

Demonstracdo. Pelo teorema de Kaplansky (3.5), R tem dimensio finita sobre seu
centro Z. Seja K o corpo de decomposicdo de R, que existe pelo teorema (5.2}, Entéo
R ©z K é isomorfo a M,(K). Pelo teorema {7.1) e pelo lema (7.1.3), g» ¢ uma identidade
para M., (K) e assim para R se k > n. Claramente os valores de g, obtidos sobre os elementos
de R sdo centrais em R visto gue eles sdo também centrais no anel maior M, (K}. Resta-nos
mostrar que g, nao é uma identidade polinomial de E. Suponha o contrario. Visto que g, é
multi-linear, ele ¢ entédo, pelo lema (4.2.6) também uma identidade polinomial da extensao
central M, (L) isomorfa a K®z L. Isto é uma contradigio pois, visto que g, é um polindmio
central para M, (L} entdo, ele ndo é uma identidade polinomial de M, (L). =

7.2 Teorema de Posner
Nés vamos mostrar agora que o centro de um PJ-anel semi-primo é “grande”.

Teorema 7.3 {(Rowen) Seja R um Pl-anel semi-primo. Entdo todo ideal bilateral, ndo
nulo, I de R, tem intersecdo ndo nule com o centro Z de R, ou seja, I N Z # (.

Demonstragao. Seja t uma indeterminada central sobre R. Considere R{t] o anel dos
polinémios com coeficientes em R. Visto que R é um PJ-anel semi-primo, o teorema {5.3) nos
diz que a interseco de todos os ideais maximais de R[t] é zero. Pelo lema (4.2.6), R[t] também
é um Pl-anel. Se I é um ideal ndo nulo de R entdo I[¢], o conjunto dos polindmios com
coeficientes em /. é um ideal de R[t|. Suponha que 7if] contenha um polindmio pertencente
ao centro de R[t]. Uma verificacdo fdcil nos mostra que os coeficientes desse polinémio estao
no centro de K. Assim [ contém elementos néo nulos no centro de R. Logo para provar o
teorema, nés podermos substituir R por Rjt]. Entic nds podemos assumir que a intersegao
de todos ideais maximais de R é zero.

Agora seja I um ideal ndo nulo de R. Se M é um ideal maximal de R, entdo R/M é
simples. Desta forma, a imagem de /, por um homomorfismo, em R/M é zero ou todo o
R/M. Como I # 0, essa imagem € ndo nula em algum R/M.

Pelo teorema (7.2), para cada ideal maximal M existe um inteiro nyy tal que g,,, é um
polindmio central para R/M. O anel R satisfaz uma identidade multi-linear de grau d. Os
inteiros nas sao limitados superiormente. Logo concluiremos que R/M também satisfaz esta
identidade polinomial, visto que, pelo lema (5.0.13), d > 2ny.
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Indicamos por ng o maior inteiro entre 0s nyy para os quais a imagem de [ em R/M é ndo
nula. Denote o ideal maximal escolhido, por M. Agora escolha qualquer elemento em [ tal
que o valor z obtido quando aplicamos g,, neste elemento tem imagem néo nula em R/M.
Claramente z 3 0. Visto que o termo constante de g,, é zero, z pertence a /. Pretendemos
mostrar que z estd no centro de K.

Seia M um ideal maximal. Mostraremos primeiro que a imagem % de z em R/M é
central. Se a imagem I de I é zero em R/M entdc T = 0 e assim T é central. Agora assuma
que T # 0. Entdo pela maximalidade de ng, gn, ¢ um polindmic central de R/M ou, pelo
teorema (7.2), uma identidade polinomial de R/M. Em qualquer caso, 7 é central em R/M.

Finalmente, seja x um elemento qualquer de . Entdo, médulo todo ideal maximal A,
xrz — zx = 0 pois z é central em R/M. Assim xz — 2z pertence a todos os ideals maximais
de R. Como a intersecao de todos 0s ideais maximais de R € zero, segue-se que zz — 22 = 0
e dal zz = zz. Portanto, z € central em K. »

Antes do teorema de Posner, vamos dar um exemplo que mostra que nem todo F/-anel
admite um polindmio central, e que o teorema de Rowen pode falhar para P/-anéis que nao
$d0 semi-primos.

Exemplo 7.2.1 Provaremos que eriste um Pl-anel R gue tem as sequintes propriedades:
1. R tem um ideal I ndo nulo cuja intersecdo com o centro de R € zero e,
2. R ndo admite polindmio central.

Demonstracao. Seja C' um anel comutativo. Seja R o anel das matrizes 2 x 2 triangu-
lares superiores com entradas em C. E facil verificar que o centro de R consiste de matrizes
escalares e é assim isomorfo a C. Seja I o conjunto de todas as matrizes 2 x 2 tais que a
segunda linha é zero. Assim

w-(§ )= (5 %)

Nzo é difici]l verificar que I é um ideal de R. Como a matriz nula ¢ a Unica matriz escalar
em I, a intersegao de I com o centro de R é zero. Assim R verifica (6.1).

De acordo com o teorema de Rowen, R néo pode ser semi-primo. O conjunto de todas
as matrizes 2 x 2 triangulares estritamente superiores

-(29)

formam um ideal que é nilpotente, ou seja. J? = 0.

Agora suponha que f € um polindmio central de R. Considere a aplicacdo ¢ : O’ — R
dada por w(a) = aes. Esta aplicacdo é um homomorfismo de anéis que néo preserva 1
pois ¢{lc) = ez2 ¥ 1p. Visto que os valores de f quando aplicado a ¢(C) sdo matrizes
escalares pertencendo a p(C), segue-se que [ anula-se em ©(C). Assim f € wma identidade
polinomial para C que é isomorfo a w(C). Como R/I também é isomorfo a C, temos que
todos os valores de f quando aplicado em R pertencem a I. Logo estes valores sio matrizes
escalares pertencendo a [, ou seja, elas séo zero. Conseqilentemente f é uma identidade
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polinomial de R, que contradiz o fato de f ser um polindmio central de R. Isto prova o item
(2). m

Vamos ao teorema de Posner. Para isso definiremos e faremos algumas consideracoes
sobre localizacio em algebra comutativa,

Seia § um sub-mondide do mondide multiplicativo do anel comutative R e seja A um
R-médulo. Considere o conjunto 5 x M de pares (s,z); s € S, 2 € M. Defina (51,21 ~
{s9.79) se existir um s € S tal que s(syz; — s;72) = 0. Isto € uma relacio de equivaléncia.
Denotaremos o conjunto quociente por Mg ¢ a classe de equivaléncia de (s,z) por s7!z
(Compare com {4.3)).

Definicio 7.2.2 Podemos definir em Mg as seguintes operagées:
T S ~1 \ 1y =1y
57 w1+ 85 Ty = (8182)  (80x1 + s922) e r{sx) = s (rx).

O quociente Mg com essas operagdes € um R-mddulo chamado localizacdo de M em S.

Temos naturalmente a funcédo
s M — Ms dada por gs(z)= 17"z

Podemos verificar gue é um homomorfismo.

O nicleo de ¢s € 0 conjunto dos x para os quais existem s € S tais que sz = 0, que é,
{reRlrz=0}0S#0.
Em particular, podemos formar Rg. Definimos multiplicacdo em Rg por:

(sTir1)(s5 re) = (s182) 7P rars,

entdo Rg ¢ uma R-&lgebra comutativa. Neste caso, a funcdo ¢s é um homomorfismo de
dlgebras e ps{s) € invertivel em Rg para todo s € S pois

(171s}(s7 1) =1""1=1 em Rs.

Sejam A uma R-algebra e n: R — A um homomorfismo de dlgebras. Entao 5 é invertivel
para cada s € S. Logo existe um inico homomorfismo ¢ tal que o diagrama

7
R A

Rgs

é comutativo. Entao o par (Rs.¢s) é um objeto universal.

Desta forma, ¢ é dado por ¢(s7'7) = n(s)"'nlr).

Se 5" é um sub-monoide de S| entaio temos os homomorfismos s de R em Rg e cada
ps(s), 8 € §, é invertivel em Rg. Logo temos um inico homomorfismo ¢' de Rg em Rs
tal que o diagrama
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R Rs

& comutativo.
Agora suponha que temos uma situagéo em que para cada s € S, pg(s) é invertivel em
Rs. Entao temos um unico homomorfismo ¢” de Rg em Rg tal que o diagrama

S

R Rs

4
t

o S S ———

o
B

é comutativo.

Segue-se que ¢"¢" = Ip,, € ¢'¢” = Ip,. ou seja, as composicbes de ¢ e ¢” sio as respectivas
identidades em Rgs e Hg. Desta forma ¢ é um isomorfismo de Rgr em Rs.

Em vista disso, podemos dar uma defini¢io alternativa para Mg em termos de Rg.

Lema 7.2.3 A aplicagio 7: Mg — Rs®@r M definida por 7(3“1:1:) = s @x & um isomor-
fismo.

Demonstragdo. Notaremos primeiro que temos t{(st) 7 z) = (st)"(tz) = s™'zem Mse
em particular isso vale em Rg com z € R. Agora suponha sl_lxl = 55 7y Entdoexistes € S
tal que s(sor) — 8172) = 0. Assim, (88182)7 1 ® s857; = 552((81528) ') @ 1y = 5711 @ 7.
Similarmente (s8,82)7 1 ® 85170 = 571 ® z5. Logo sT'1® 2 = 851 ® 12 e temos que T
estd bem definida. Uma verificagdo direta mostra que v é um homomeorfismo. Suponhamos
s7iry = s3'ry para & € Ser; € Reom ¢ € {1,2}. Entéo s(ser; — s1r9) = 0 para algam
s € S e isto implica que s7*{rz) = s;'(ryz) vale em Mg para qualquer x em M. Logo
temos a funcdo f : Rs x M -+ Ms, dada por f{(s7'r,z)) = s'(rz); ela é aditiva em ambos
os fatores do produto Rg x M eparar’ € R f({r's™lr,z)} = f((s7'r,r'z)). Portanto temos
um homomorfismo 7 de Rg ®p M em Mg que associa s 11 @rz =s"'r @z a s~ !{rz). As
composicoes dos dois homomorfismos sdo identidades. Logo ambos séo isomorfismos. o

E claro que 7 é um isomorfismo de R-médulos. Também poderfamos considerar Mg como
um Re-médulo via (7' (57 z) = (s51)7 ' (r12).

Assim sendo, 7 serd também um isomorfismo de Rs-mdédulo de Re &g M em M.

Teorema 7.4 (Posner) Seja R um PI-anel primo. Entdo o centro Z de R é um dominio.
Denote por S o conjunto de elementos ndo nulos de Z. Entdo Rs € wm PI-anel Artiniano
simples. Além disso, Rg € isomorfo a M(D) para algum anel com divisio D que tem
dimensdo finita sobre seu centro.
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O anel Ag é chamado anel total de fragdes de R {Compare com 4.3). Note gque o centro
de D é igual ao centro de Rg que é apenas Zg, o corpo de fracées do centro £ de R.

Demonstracgao. Como para localizacao em algebra comutativa, verifica-se que os ideals
de Rg estdo em correspondéncia biunivoca com os ideais de R que tenham intersecdo nula
com S. Mas, pelo teorema de Rowen (7.3), todos os ideais ndo nulos de R tem intersecdes
nio nulas com Z. Assimm Rg é um anel simples. Novamente, como para localizagdo em
algebra comutativa, Rs ¢ isomorfo a R @z Zs. Entdo, pelo lema (4.2.6), Rs € um Pl-anel.
Logo, pelo teorema de Kaplansky (5.1), Rg é isomorfo a A,{ D) para algum anel com divisao
D que tem dimenséc finita sobre seu centro. Consegiientemente, Rg é espago vetorial de
dimensao finita sobre seu centro e, desta forma, Artinianc. Isto conclui a demonstragéo. m

7.3 Exemplos de Pl-anéis Primos

Vamos ver aqui alguns exemplos de FPl-anéis primos e rever os resultados da se¢do anterior
em algumas situagoes concretas.
Veja que o lema, a seguir, é um critério para verificar se um anel ¢ primo.

Lema 7.3.1 Seja S um subanel de wmn anel primo R. Se S contém um ideal bilateral ndo
nulo I de R, entdo S € primo.

Demonstracao. Digamos que 4 e B sdo ideais de S tais que AB = 0. Visto que
I=RIRCSe Al T AS = A, segue-se que ARIRB = (. Entéo um destes trés ideais
RAR. I ¢ RBR do anel primo R tem que ser zero. Como, por hipdtese, [ é néo nulo, temos
que A ou B tém que ser zero. M

Exemplo 7.3.2 Ideais mazimais, primos e semi-primos de M,(C).

Seja C um anel comutative e sejo R = M,(C) o anel das matrizes n xn sobre C. Nds vemos
C como subanel de R via imersiao por matrizes escalares. Note que C € o centro de R. Os
ideais de R sdo todos da forma M,{I") onde I' € um ideal de C. Para verificar isso, veja que
I' = INC. Assim seja Iy o subconjunto de elementos de C que sdo entradas de mairizes
pertencentes a I. Claramente I C M, (Is). Usando a multiplicacdo de matrizes unidades
(veja a demonstracdo do teorema (3.4)) verificamos a igualdade. Deduzimos que Ip = 1NC
e temos 0 que queriamos.

Segue-se gue R € simples se seu centro € simples, ou seja, se C € um corpo. Se ] e J
sdo ideats de R, entdo [J = M, (INC) .M (JNC)=M{INCHINC). Assim R € primo
se C € primo, ou seja, se C' € um dominio. Igualmente, R € semi-primo se C também €, ou
seja, se C € fatorial.

Transladando essas observagdes para ideais, nds vemos que o ideal I de R é mazimal,
primo ou semi-primo se o ideal I M C de C também €. Finalmente, note que se C' € um
corpo, entdo R € simples, logo primo, que contém divisores de zero se n > 2.

Sabemos que todo Pl-anel primo S é um subanel de um anel de matrizes R = AM,(C)
onde C' é um anel comutativo. Nos concentraremos agora numa classe especial de Pl-anéis.
Para exemplificar, considere a matriz unidade e; ; € R. Se s € S é uma matriz com entradas
$;; entdo e;;8e;; = 5, ;€;; € & matriz com as mesmas entradas que s na i, j-€sima posigio
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e zero nas demais. Chamaremos S de componente-discreta se para todo elemento s € S, 5
também contém todos os €;;:8¢;; = s;,€; ;. Nés ja vimos um anel componente-discreta no
exemplo (7.2.1}. Vejamos mais alguns exemplos.

Exemplo 7.3.3 Seja A um anel comutativo, ¢ seja At o anel comutativo dos polindmios
em wma varidvel sobre A. Denote por (¢) o ideal de Alt] gerado por t. Sejam A, e A
subanéis de A. Sejao R = Ms{A[t]) o conjunto das matrizes 2 x 2 sobre Alt], e sejo

S ( A+ (f) A‘,ﬂ ) .

(&) A+ (1)
Aqui, S € um anel componente-discreta.

Demonstracao. Uma matriz de R pertence & S se a entrada (1, 1) pertence a A; + (¢}, a
entrada (1,2} pertence a Aft] e assim por diante. Verifica-se facilmente que S é fechado para
a multiplicacdo de matrizes e que S é um subgrupo aditivo de R. Assim .5 é um anel. Como
um subanel de um Pl-anel R, § também é um FPJ-anel. Considere [ = My{(t)) = tR # 0.
Do exemplo (7.3.2) temos que { é um ideal de R e R é primo. Visto que [ estd contido em
S e é um ideal bilateral nao nulo de S, pelo lema {7.3.1}, temos que S ¢ primo. Assim § é
um P7-anel primo.

Vamos ver quem é o centro Z de §. Se uma matriz em S comuta com todas as outras
matrizes em S entdo ela é uma matriz escalar. Assim, Z € o conjunto de todas as matrizes
escalares em S, ou seja, Z = (A1 N Ag) + (i) = (A; N Ay) +tAlE]. m

Exemplo 7.3.4 Vamos verificar o teorema de Rowen e Posner neste exemplo.
Seja x = {a; ;) um elemento nao nulo de um ideal I de S, onde S € 0 mesmo anel do exemplo
anterior. Digamos que a1,2, a entrada na posigdo (1,2) de x € nao nule. Entdo I contém a
matriz escalar ndo nulo ey 1x{tes )+ (tegy jxeg s = tay o1z, onde Iy denota e matriz identidade
2 % 2. Neste caso I contém um elemento central ndo nule. O argumento € similar se alguma
outra entrada de x € nao nula. Assim, I N Z # 0.

Como S € um PI-anel primo, seu centro Z = (A N Ag) + tA[t] € um dominio. O corpo
de fragées do centro Z de R € apenas o corpo de fragoes de Alt]. Denote este corpo por K.
Visto que A1K = A K = (1)K = K, temos que RK = M(K). Logo, o anel de fragies
centrais de R € um anel de matrizes sobre um corpo. Em particular, ele é simples (veja o
exemplo (7.8.2)) e tem dimensdo finita sobre seu ceniro, que € K.

Exemplo 7.3.5 Vamos verificar que o anel R[¢™] é um anel de matrizes, para algum valor ¢
de um polinémio central de R. Recordando do exemplo (7.1.2), que p{z.y) = (zy~yx)® é um
polinémio central para matrizes 2 x 2, facamos © = tegy ey = €1 vemos que ¢ = t° = t2]y é
um valor de um polinémio central de R. Note que R[c™'] = Rt = R[t7!] = My(Alt, i7Y))
¢é o anel das matrizes 2 x 2 sobre Alt,t1].

Definicao 7.3.6 1. Um elemento r de um anel R € dito inteiro (ou algé€brico) de grau t
sobre um subanel S de R se r® = Zi:é s;7" pare apropriades sy, ..., 8-, em S.

2. Um anel R € dito inteiro se todos 0s seus elermentos sdo inteiros.

3. Um anel R € inteiro de grau limitado t, se cada elemento de R € inteiro de grau menor
ou igual a t.



Exemplo 7.3.7 Ezibiremos um Pl-anel primo S tal gue

1. S ndo é um mddulo finito sobre seu centro. Ainda mais, S ndo € inteiro sobre seu
centro.

2. S € uma dlgebra finitamente gerada sobre um corpo, ou seja S € afim.
3. S5 nao é Noetheriano ¢ esquerda nem ¢ direita.

Demonstragdo. Seja S como no exemplo (7.3.3) e denote por Z seu centro. Como um
Z-médule, § é a soma direta de quatro Z-mddulos 4y + (), Alt], Ao+ () e (¢). Assim S serd
um Z-mdédulo finito, apenas se Aft] for um Z-mddulo finito. Visto que Z = {A;NAg) -+ tA(t),
isto seré verdade apenas se A for um (A; N A;)-mddulo finito. Mas, é ficil encontrar um
exemplo em que isso falha. Seja A = K[z, y] o ane!l de polindémios sobre um corpo K e seja
Ay = Klzle Ay = K[y]. Entdo A = Kz, y] néo é finito sobre 4; N A, = K. Explicitamente,
o anel S é da forma

5 Kiz|+ tK{z,y, 1] Kz, y.t]
N tK|z, y. 1] Kyl +tKz,y,t] |~

Note que o subanel das matrizes diagonais ndo é inteiro sobre Z = K +tK|z, y, ] visto que
ambos A, = K[z} e As = Kyl, ndo s@o inteiros sobre A; N A; = K. Assim S nio ¢ inteiro
sobre Z.
Para o segundo item, podemos verificar que S é gerada como K-algebra pelas seis
gseguintes matrizes
€11, Te€11. €12, t€1s, €22 € Yepa.

Finalmente, vamos verificar que S néo é Noetheriano. Seja [ o ideal M5({¢)). Entdo

S/I = ( Kéx Kl[éy?} ) |

Nés pretendemos mostrar que S/J ndc é Noetheriano, que implica que S também néo é
Noetheriano. Para isso, seja V qualquer K{z]-submdédulo de Kiz,y). Entdo Ve, ¢ um ideal
a esquerda de R/I. Mas Kz, y| ndo é um Klz]-submdédulo Noetheriano, porque K|z, y]
nao ¢ finitamente gerado como K|z]-médulo, entdo S/I nao satisfaz a condigio de cadeias
ascendentes para ideais & esquerda, ou seja, S/ ndo é Noetheriano. Similarmente, usando
K[y]-submédulo de K[x,y] mostra-se que S// também néo é Noetheriano a direita. »
Note que (2) e (3) mostram que o teorema da base de Hilbert [2], que diz que se uma
dlgebra comutativa K é Noetheriana entio a dlgebra polinomial R[X] também é, ndo se
generaliza para as PI-élgebras que séo finitamente geradas sobre um subcorpo central.

Exemplo 7.3.8 As nogoes, condicdes de cadeias a esquerda e a direita para anéis Noetheri-
anos, coincidem para “bons”PI-anéis. O teorema de Cauchon (veja [27] pp. 226), afirma que
se um PI-anel semi-primo satisfaz a condicdo de cadeias ascendentes em ideats bilaterais, ele
também satfisfard para ambos, ideais a esquerda e 4 direita. Visto que a condigcdo de cadelas
ascendentes em ideais o esquerda ou ¢ direita, implicam sempre ¢ mesma condigdo para
ideats bilaterais, temos que um Pl-anel semi-primo € Noetheriano d esquerda se € também
a direita.
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Capitulo 8

O Teorema sobre a Altura

Neste capitulo desenvolveremos tdépicos relacionados com o bem conhecido problema de
Kurosh formulado em 1941 [19]: Toda dlgebra algébrica é localmente finita? Este prob-
lema foi solucionadoe afirmativamente para casos especificos por Jacobson [15], Levitzki [20]
e Kaplansky [17]. Mals ainda, Shirshov {][29] e [30]} em 1957 demonstrou o teorema sobre a
altura de uma algebra dando um tratamento combinatorial ac problema de Kurosh. Aqui
seguiremos ¢ texto em [37]. Trabalharemos primeiro o resultado de Shirshov e na secio

seguinte voltaremos ao problema de Kurosh.

8.1 Lema de Shirshov

Nés consideraremos palavras associativas formadas por elementos de algum conjunto orde-
nado finito X = {z1,....2x} que é um subconjunto de um alfabeto X = {z;, 29, ...} {vela
a definicdo {1.3.13)).

Definicao 8.1.1 1. Diremos que uma palavra w é Tp-indecomponivel se ela tem a forma
W= Ty ThliyTiy " Ti, onde s > 1 ety s k parat=1,2,... 5.

& !

2. Sejav uma palavra tal gue v = vy - - - vy, onde cada v, € uma palavra xi-indecomponivel.
Entdo diremos que v € uma palavra xp-fatordvel € vy -+ U € a Ty-fatoracdo de v.

Note que a zi-fatoracao de uma palavra v existe e é tinica se, e somente se ela comeca
com zp e termina com um simbolo diferente de .

Lembre-se da defini¢ao da ordem lexicogréfica (1.3.13) dada sobre um alfabeto X. Con-
sideremos a mesma ordem sobre X que é, como na definicdo (1.3.13), o conjunto das palavras
sobre o alfabeto Xj.

Sera 1util agora estabelecer uma notacdo para um importante conjunto:

Definicao 8.1.2 Usaremos T para o conjunto das palavras que sdo xi-indecomponiveis.

Palavras z-fatordveis podem ser consideradas como formadas por elementos de T, ou
seja, podemos olhar para 7; como um alfabeto e assim as palavras sobre T}, serdo as palavras
zi-fatordveis. Mais a frente faremos isso e o conjunto dessas palavras serd T},
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Nés agora pretendemos introduzir uma ordem no conjunto 7. Dados w e v em Ty,
diremos que v < w se v € lexicograficamente menor do que w ou se w é um segmento inicial
de v. Formalmente dirfamos:

Definicao 8.1.3 Sejam v == Iy Iply -~ Ty, € W = Ty - Tply - T4, palavras em Ty,

i

entdo diremos que v =X w se um dos trés sequintes casos ocorre:

(i) v==w, ouseja, [=pei,=j parat=12 .1

(i) exister € {1,2,....0} tal que iy = j; para 1 <t <r —1 €i, < joy
(i) p<letz=j: paral <t < p.

Diremos também gque v <w sev < w e v F w.

Veja que o item (i7) inverte a ordem lexicogréfica em 7. Além disso, diz-se que w é um
segmento inicial de v se ocorre (4u7).
Introduziremos agora uma ordenacdo no conjunto 7 citado anteriormente.

Deﬁnigéo 8.1.4 Sejam V=vpceou WS Wy Wy paZaUrag em T;: ondevy- -ty ewy - wy
sdo suas Tp-fateracdes, entao diremos que v < w se um dos trés seguintes casos ocorre:

(i) v=w, ouseja, l=pev;=w; parat=12....1;

(ii) exister € {1,2...., 1} tal que vy, =w, para 1 <t <r—1 €ty < Wy,
(i) l<pevi=ws para 1 <1t <1,
Diremos também que v <w sev dw e v # w.

Veja que o que temos €, na verdade, a ordem lexicografica em T}, sendo que a comparagio
feita entre as palavras v; e w; € determinada pela ordem =.
Mais uma nogdo importante serd dada pela seguinte definicdo:

Definicao 8.1.5 Diremos que uma palavra y sobre um alfabeto X € n-particiondvel se ela
pode ser representada por um produto de n sub-palavras sobre X, y = y;- - Yo, lais que
Yo(1) "~ " Yatn) < Y para toda permutagdo o € S5, diferente da identidade (A ordem aqui € o
lexicogrdfica). Além disso, diremos gue yy -+ - yn € uma n-particdo de y.

Exemplo 8.1.6 A polavre w = 2321 T9TaZ121Tex12121 € 3-particiondvel pois temos
w = (321 ){Tozer1 2y ){Zax1 2121 ), W = (T37:170) {@az12) ) (0w 2121 ),

w = (73)(T 17279012122 (212121 ),
entre outras. Veja porém que T\ToT1T3Tal TaTsle ndo € 2-particiondvel.

Vamos agora usar a definicéio de n-paticiondvel pensando em X = T}, ou seja, y é uma
palavra sobre T}, e estabeleceremos o que significa y ser np-particiondvel. Formalmente:
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Definicao 8.1.7 Diremos que uma palavra y sobre Ty (em T} ) € nr-particiondvel se ela
pode ser representada por wm produto de n sub-palavras sobre Ty, y = y1 -+ Yn, tais que
Yo(1) ** Yoin) < Y para tode permutag¢do o € S, diferente da identidade. Além disso, diremos
que y1 - - Yn € uma nr-partigao de y.

Exemplo 8.1.8 Sejay = r3x3Toxsr1232221 € Ty, y € 3p-particiondvel com a partico
s
{zzxsze){zyz)(2axazy)

ey € 2p-particiondvel admitindo duas 2r-particoes,

(x3xszs {2321232071) € (2ak3zozax:){T3Tazy).

Veja porém que a palavra w = I3TaTT3T3T3TeT3L3Ty ndo € 2p-particiondvel.

Agora vamos aos primeiros resultados desta segéo.

Lema 8.1.9 Sejo w uma palavra associativa sobre Ty, Se w € np-particiondvel entdo w €
n-particiondvel.

Demonstracao. Sejam w € T uma palavra associativa e w = wy---w, uma ne-
particio da palavra w. Entdo w,wy....,w, séc zp-fatordveis. Segue-se da definigio de
np-particiondvel que wgs(1) - Woiny < w para qualquer permutacio ¢ € S, diferente da
identidade. E ficil ver que wo(1) - - Wopm < w (A ordem aqui é a lexicografica). Desta forma
dada uma nr-particao teremos também uma n-partigdo, provando o gue queriamos. =®

Lema 8.1.10 Se temos uma palavre w (n — 1)p-particiondvel entdo a palovra wxy € n-
paticiondvel.

Demonstragao. Pelo lema (8.1.9) a palavra w é (n — 1)-particionavel:
e et ! :
w = (Ze@yy - T N @TaTiy Tl ) - (T 0 T, )
onde z;, 7, € X, com x;, # xp patat=1,2.... . n— 1,
Mostraremos que a palavra wz, admite a seguinte n-particao:

WLy = (ij)(ggil e xi}xk)(xzz . xigmk) . (minml e ka)-

tn—i
Qualquer permutacao de sub-palavras da palavra wzy que mantenha (z;) na primeira posicio
transforma a palavra wxy em uma nova palavra w'zy, onde w' é obtida por meio de alguma
permutacido de sub-palavras na (n — 1)-partigdo da palavra w, dada acima. Por esta razao
w < w e wrr < wxk. Por outro lado, se consideramos permutacdes que retiram sfmbolos
z da primeira posicao, entaoc teremos que palavras obtidas desta maneira irdo comecar com

um numero menor de simbolos z; em comparacio com a palavra wz,. Logo, elas serdo
estritamente menores do que a palavra wz,. Isto prova o lema. =

Lema 8.1.11 (Shirshov) Sejam k, s, n nimeros naturais. Enido existe wm nimero nat-
ural N(k,s,n) tal que em gqualquer palavra w associativa sobre k simbolos ordenados com

comprimento N(k,s,n) ocorrem s sub-palavras consecutivas iguais ou podemos determinar
uma sub-palavra n-particiondvel.

[
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Demonstragao. Podemos considerar palavras associativas sobre Xj. E facil ver que o
nimero N(k,s, 1) = 1 para quaisquer k e s visto que toda palavra é 1-particiondvel. Desta
forma temos uma base para inducdo em n. Assumiremos que existe um numero N{k,s,n—1}
para todos k e s. Analogamente, N(1,s,n) = s pois 1% é uma sub-palavra da palavra w, e isso
nos da uma base para uma inducao por k. Assim, suponhamos que o ntmero N{k —1,s.n}
existe.

Consideremos wma palavra associativa w com comprimento

5+ N(k— L n)][N(EVETsm=s o p 1) 4 1),

Se em algum segmento iniclal w’ de w, o nimero de entradas x; # z; for malor ou igual a
N(k — 1,s,n}, entac a hipotese de inducao € satisfeita com respeito a sub-palavra w' que ¢
um segmento inicial da palavra w e depende somente de k — 1 geradores. Desta forma. nés
podemos assumir que ¢ comprimento da palavra w' é menor do que N(k—1,s,7n). No fim da
palavra w podemos determinar uma sub-palavra w” = zpoe - - - 2. Assim, podemos assumir
que o comprimento da palavra w” é menor que s, visto que, caso contrrio, o lema estaria
provado. Descartando, se existirem, as palavras w' e w”, obtemos uma sub-palavra u; com
comprimento maior do que o niumero:

[s+ N(k —1,8,n) N(ENETents o0 1)

Para a palavra w; existe uma zp-fatoracdo wy = wi; -+ Wim. NOs podemos assumir que o
comprimento de cada palavra wy; xi-indecomponivel é menor do que s+ N(k—1,s.n) pois,
caso contrario, poderiamos determinar s simbolos consecutivos z; ou uma sub-palavra de
comprimento N(k — 1. s.n) que nfo conteria o simbolo z,. Considerando esse limite para o
comprimento, vemos que nao existem mais do que kV¥#~157%3 palavras xp-indecomponiveis
diferentes. Podemos considerar w; como uma palavra sobre 7. Visto que seu comprimento
m é estritamente maior do que N(gV¥—1sm+s s — 1), podemos determinar na palavra
w; s sub-palavras consecutivas iguais ou uma sub-palavra v (n — 1)r-particiondvel. Se a
segunda hipdtese ocorre; entao, como a palavra w,, considerada como uma palavra sobre 7,
tem comprimento maior do que N(kVE—Lsn)+s o n 1) podemos considerar que o simbolo
zx segue a sub-palavra v. Pelo lema (8.1.10), a sub-palavra vz, é n-particiondvel. Assim,
em qualquer caso, o lema se verifica. Desta forma nés verificamos que o nimero

N(k,s,n) =[s+ Nk — 1,5 n)|[NEVELenmFs o 1)+ 1],
satisfaz o lema. =

Lema 8.1.12 Sejo w uma palavrae associativa com comprimento m que ndo pode ser repre-
sentada ne forma vt, onde v € uma sub-palavra propria de w. Entdo, para qualquer mimero
natural n < m, a palavra w*™ contém uma sub-palavra n-particiondvel.

Demonstragao. E possivel obter por meio de permutagoes ciclicas das letras da palavra

w, m palavras w = wp, wi,..., Wn-1. Visto que a palavra w néo é representavel na forma
. . o ti &

de poténcia de uma de suas sub-palavras préprias, podemos escrever w = r,’'x,’ ... T, com

! < o .
2 <l <my oy # 1oy, € Y1 ti, = m. Como cada permutagdo ciclica retirard uma letra da
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primeira poténcia xf} acrescentando-a ao final da palavra w, e sdo m letras em w, todas as
palavras wg, w1, . - - . W1 820 diferentes.

Nds assumiremos que w;, > w;, > --+ > w;,_, no sentido lexicografico. Claro que cada
palavra w; pode ser representada por w; = w;v; onde v;u, = w. Agora, consideraremos a
palavra

2no_ ., . . . ,
u - i"i[ju‘i-@ U’iouioqﬁiluizli;uil el

Fagamos assim wj == U Ui U Uy, para k& = 0,1,....n — 2, e w; = U Ui Ui €
ainda y = v;,. Entdo a palavra w?™ é representada na forma w®" = yw| w, - w| . Visto
que o segmento inicial da palavra w) coincide com o segmento inicial da palavra w; para
J o= 00,01, el € Wig > Wiy > e > owy, o, & facil ver que a palavra wiwj ---wi | é
n-particiondvel. Isto prova o lema. =

Desta forma estamos prontos para demonstrar o teorema sobre a altura de uma algebra,
que é o resultado mais importante dessa segao.

Analogamente & se¢do (1.3) nds consideraremos a dlgebra associativa com identidade
K{X} dos polinémios sobre um corpe K com indeterminadas em Xj. Ou seja, de forma
natural pensaremos em X, no lugar de X.

Definicdo 8.1.13 Seja X um alfabeto e seja Y wm conjunto de palavras sobre X. Seja w
uma palavra sobre X tal que w = wi' - w;™ onde cadaw; € Y parai=1,.. . h ew; 3 wi

parai=1,....h—1. Assim, o menor nimero h com essa propriedade serd chamado a alture
de w em relagdo ao conjunto Y.

Exemplo 8.1.14 Seja w = I ToTaT1ToToX1T2Zs. Veja que w tém altura 6 em relacdo a
Y] = {zy, 72} € altura 1 em relagdo a Vs = {12220}

Exemplo 8.1.15 Seja w == T;T1Z2T321T22321. Veja gque w tém oltura 7 em relagdo a Y7 =
{x1,T9, 23} € altura 8 em relagdo a Y = {1, xoxszy }.

Definigcdo 8.1.16 Sejam A uma dlgebra associative sobre um corpo K, gerada por um con-
junto finito G = {a1,....ax} e P={py....,p} um conjunto finito de polinémios homogéneos
de K{Xi}. Para cadap € P, denotaremos T = play,....ar), 6 imagem de p € K{X;} na
dlgebra A por meto do homomorfismo que associa x; a a;. Entdo A tem altura limitada em
relacao a (G, P) se existe um nimero h tal que para cada mondémio m em K{X;} existem
monomios Uy, - .., un, em K{X,} para 0s quais valem

1. 71 = Z:-’;i uz(ﬁf“ﬁﬁ BN :E);

2. a altura de cade u; em relacdo o Xy € menor ou igual a h;

3. cada u;(p;,. ... P} tem o mesmo tipo que m.

O menor numero h com essa propriedade € chamado aliura da digebra A em relagdo a (G, P).

Exemplo 8.1.17 Veja que se A € uma digebra associativa e comutativa gerada por G =
{a...., a4} em é um monémio de K{X.} do tipo [iy,...,4], entdo M = aal ... 0}, para
algum o € K. Assim, a alture de todo mondmio de K{X;} em relagio a (G, Xy} ndo
excede k. Portanto, toda dlgebra associativa e comutativa finitamente gerada € um exemplo

de dlgebra com alture limitada.



Teorema 8.1 {Teorema sobre a Altura) Seje A uma K -dlgebra associativa, com con-
junto de geradores G = {a1,...,ap}, satisfazendo uma identidade polinomial de grau n. Se
Y € o conjunto de todas as palavras sobre X com comprimento menor do que n e P €
o conjunto de todos os mondmios da forma ly onde y € Y entdo a dlgebra A tem altura

limitada com respeito a (G, ).

Demonstragao. Pelo que foi provado na secéo {3.1), se uma dlgebra associativa satisfaz
uma identidade polinomial de grau n. entdo ela também satisfaz uma identidade polino-
mial multi-linear de grau n e ainda mals. vimos que podemos assumir que A satisfaz uma
identidade da forma )

XLy Ty — Z QoZe(1) " Loln) = 0.

Para provarmos o teorema, basta mostrarmos que existe wm numero M = M{n k) tal que
cada palavra associativa s sobre X de altura, com respeito a ¥, maior ou igual a M4, contém
uma sub-palavra n-particiondvel. Suponha que existe tal M e. veja que na dlgebra A nds
teremos 3 = y_. o5, onde ¢o; € K e as 5; sdo palavras sobre X com as mesmas letras que
s mas estritamente menores que s. Se alguma das palavras s; tem altura maior ou igual a
M. entdo nds continuamos o processo sobre essa s;. Em vista desta estrita monotonicidade,
nés obteremos que § = . ;5;, onde cada uma das palavras s; tem altura, com respeito a
Y. menor do que M.

Pelo lema (8.1.11), existe um ndmero N = N(k, 2n,n) tal que cada palavra associativa
s de comprimento N sobre X que néo contém sub-palavras n-particiondveis, contém uma
sub-palavra da forma 2" onde v é uma sub-palavra prépria de s. Mais ainda, podemos
assumir que a palavra v ndo pode ser representada na forma (v;)* com k£ > 1. Entdo, pelo
lema (8.1.12), o comprimento d{v) da palavra v é menor que n.

Agora vamos mostrar que para cada palavra sobre X com altura, com respeito a ¥, maior
ou igual a N + 2, que nao contém sub-palavras n-particionaveis, contém uma sub-palavra
vy da forma v; = ¢™ onde n > d{v) > d{v') > 0 e a palavra v/ nfc é segmento inicial da
palavra v. Se w tem altura. em relagdo a Y, maior do que N + 2. entdo w tem comprimento
maior do que N + 2. O segmento inicial de comprimento N contém uma sub-palavra u”,
onde d(u) < n; logo, w = wouTwy, onde wy tem altura maior do que 2. Podemos escrever
wh = ufu'w] e u = vu" onde u’ pode ser vazia mas v nao; além disso, wy ndo comega com
um segmento inicial de u” e tem altura positiva, ou seja, n&o é vazia. Entéo

k i H : toH
w = wouFuu'wy = wou' (WM wl = wouFu (W)l = woutuv™ e,

onde v = u’v/ tem o mesmo comprimento que v e w) Ndo comega com UM segmento inicial
de v. Tomando v como o segmento inicial de wg de comprimento ndo nule e menor ou igual
a d(v), teremos a palavra v; = v™¢’ procurada.

Como o conjunto destas sub-palavras é finito, para um ntimero natural M suficientemente
grande, cada palavra com altura, com respeito a ¥, malor ou igual a M que nao contém
sub-palavras n-particiondveis, contera n sub-palavras iguais da forma v; = v™’ que nao
serdo necessariamente consecutivas. Para cada palavra assim, existird uma sub-palavra que
é n-particiondvel em uma das seguintes formas:

(v u ) (v M ) - - (vv'u,), caso v < v,
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ou
(Vu™ (e w0 ), caso v <

Conseqiientemente cada palavra que tem altura, com respeito a Y, maior do que A contém
uma sub-palavra n-particiondvel. Isto prova o teorema. W

Na proxima secdo demonstraremos os resultados devidos a Levitzki e Kaplansky como
coroldrios do teorema sobre a altura de uma &lgebra.

8.2 O Problema de Kurosh

Vamos descrever o problema de Kurosh, que motivou a demonstracao do teorema sobre a
altura de uma &lgebra tratado na secéo anterior.

Pars uma defini¢do de algebra algébrica de {ndice limitado, veja a definicio andloga em
-
(7.3.6).

Exemplo 8.2.1 Considere uma dlgebra associativa A de dimensdo n sobre um corpo K.
Devido ¢ dimensdo n de A, para cade elemento a € A sempre existirdo aq.as. ..., 0pe € K
tais que 3.7 aual = 0 pois a, a®, ..., "' sdo linearmente dependentes sobre K. Assim A
¢ uma dlgebra algébrica de indice limitado por n + 1.

Definicdo 8.2.2 Uma digebra A € localmente finita se cada subdlgebra finitamente gerada
de A tem dimensao finita.

Proposicao 8.2.3 Toda digebra algébrica de indice limitado sobre um corpo K € uma PI-
dlgebra.

Demonstragio. Sejam A uma algebra algébrica de indice limitado sobre um corpo K
e n o limite dos indices algébricos dos elementos de A. Entdo para quaisquer a e b em A,

o elemento [a", b] é umalcombinagéio linear dos elementos [a"',b], ..., [a, b] com coeficientes
em K, pois a” = > ., aa', onde a; € K. Logo os elementos [a".b],....a,b] anulam o
polindmic standard s,(Z1, ..., Z,). Conseqgilentemente

Sn(g‘rylz: EQE; [‘T?m

é uma identidade polinomial de A w

O problema de Kurosh: se A é uma dlgebra algébrica sobre um corpo K, entdo uma
subdlgebra de A. finitamente gerada. tem sempre dimensao finita sobre K7 Ou, em outras
palavras, toda dlgebra algébrica ¢ localmente finita?

Com esta generalidade, a resposta é negativa devido aos resultados de E. S. Golod e
I. R. Shafarevich (Voltaremos a comenté-los & frente). Mas, em 1945, Jacobson encontrou
uma resposta positiva para algebras aigébricas de indice limitado. No ano seguinte, Lev-
itzki provou que toda PI-algebra finitamente gerada e que é nil dlgebra € nilpotente. Em
1948, Kaplansky ampliou o resultado de Jacobson, resoclvendo o problema de Kurosh para
PI-dlgebras. Apesar das abordagens de Levitzki e Kaplansky serem diferentes, Shirshov,
abordando o problema de Kurosh do ponto de vista combinatdrio, demonstrou o teorema
sobre a altura de uma &lgebra e obteve seus resultados como coroldrios.
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Vamos mostrar os resultados de Levitzki e Kaplansky como corcldrios do teorema sobre
a altura de uma Aalgebra demonstrado na segfo anterior.

Teorema 8.2 (Levitzki — 1946) Toda PI-digebra finitamente gerada e que € nil digebra
€ nilpotente.

Demonstragao. Seja A uma nil dlgebra associativa sobre um corpo K com um conjunto
de geradores G = {ai,...,ax}, satisfazendo uma identidade polinomial de grau n. Sejam Y
o conjunto de todas as palavras sobre X = {zy....,z;} com comprimento menor do que n
e P o conjunto de todos 0s mondmios da forma ly onde y € Y. Estas sao as hipdteses do
teorema sobre a altura de uma élgebra, entao a algebra A tem altura limitada com respeito
a (G, P).

Seja h essa altura; sejam V o conjunto de fodos os produtos com menos que n geradores
da dlgebra A e m o méximo dos indices de nilpoténcia dos elementos do conjunto V. Entao
a algebra A é gerada como um espaco vetorial por um conjunto finito formado por todos os
produtos com menos do que (m — 1).n.h geradores.

Seja M == {m - 1).n.h + 1. Se ¢ é um elemento de A que é produto de M elementos de
(. entdo podemos escrever

s, my;
@ = Zaiaii oyt
i

onde cada 7, < h, cada a;, € Vea &€ K. Como (m—1)nh < MeM < (my +--+
my,).n, podemos concluir que existe um 7 em {1.....1} tal que m;, > m — 1. Logo, a = 0.

Desta forma, podemos ver que todo produto de quaisquer M elementos de A é igual a zero.
Portanto, 4 € uma algebra nilpotente. =

Teorema 8.3 (Kaplansky) Se A € uma dlgebra algébrica finitamente gerada que satisfaz
wma identidade polinomial entdo A tem dimensdo finita.

Demonstracgao. Seja A uma dlgebra associativa e algébrica sobre um corpo K com um
conjunto de geradores GG = {a;.. .. ,a.;c}, satisfazendo uma identidade polinomial de grau n.
Sejam Y o conjunto de todas as palavras sobre X = {z;,..., 2%} com comprimento menor
do que n e P o conjunto de todos os mondmios da forma ly onde y € Y. Estas séo as
hipéteses do teorema sobre a altura de uma &dlgebra, entdo a dlgebra A tem altura limitada
com respeito a (G, P).

Seja h essa altura; sejam V' o conjunto de todos os produtos com menos gque n geradores da
dlgebra A onde n é o grau da identidade polinomial de A e m o maximo dos graus algébricos
dos elementos do conjunte V. Entdo a dlgebra A é gerada como um espago vetorial por um
conjunto finito formado por todos os produtos com menos do que {(m — 1).n.h geradores. m

Depois de considerarmos as duas prdximas defini¢Ges, poderemos enunciar mais dois
coroldrios, entre os vdrios resultados obtidos a partir do teorema sobre a altura de uma
algebra.

Definicao 8.2.4 Uma dlgebra A € localmente nilpotente se cada subdigebra finitamente ger-
ada de A € nilpotente.
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Definicao 8.2.5 Uma digebra A tem altura localmente limiteda se cada subdlgebra finita-
mente gerada de A tem altura limitada.

Corolario 8.2.6 Toda nil digebra de indice limitado € localmente nilpotente.

Corolario 8.2.7 Toda FPI-digebra tem altura localmente imitada.

Vamos exemplificar porque o problema de Kurosh ndo tem resposta afirmativa em todos
0$ CAasos.

Em 1964, E. S. Golod e I. R. Shafarevich (veja [10] ¢7[11] ou [13] pp. 188} provaram
que existem nil dlgebras finitamente geradas que néo sdo nilpotentes. Agora, considere o
seguinte teorema:

Teorema 8.4 Toda nil dlgedbra de dimensdo finita € nilpotente.

Demonstragao. Antes da demonstracdo propriamente dita, veja que, fazendo célculos
simples podemos mostrar que se /; e Iy sdo ideais nilpotentes a esquerda de uma dlgebra
associativa, entdo ([;+1;)™ 1271 = 10}, onde n; é o indice de nilpoténciade J; com 1 < i < 2.

Seja A uma nil dlgebra de dimenséo finita n. Se a € A, entdic da = {za : x € A}
é um ideal a esquerda de A. Seja k o indice de nilpoténcia de A. Vejamos que para a
transformacao linear T, : A — Ac dada por T,{(z) = za, se a # 0, ker T, # {0}. Isto é
verdade pois T,(a* 1) = a*la=afF =0 e a* ! £ 0 para algum k > 1.

Usaremos inducao sobre n para mostrarmos que Aa é nilpotente para todo a € A, e isto
nos levarda a demonstracao do teorema. Se n == 1, a dimenséo da imagem de 7, € zero pois
jé vimos que ker T, # {0}. Assim, Aa = {0} para todo a € 4; logo, A é nilpotente. Se
n > 1, entdo Aa # A pois dim{Aa) < n visto que ker T, # {0}. Desta forma, por hipétese
de inducdo, Aa € nilpotente para todo o € A.

Sendo assim, basta mostrarmos que existem a,, ..., a, € tais que Aa C Aay + -+ Aan,
para todo a € A pois, neste caso, A2 C Aa;+ -+ Aa, e, além disso, como Aa; +-- -+ Aan,
é nilpotente, A? é nilpotente e consegiientemente A também é.

Para provarmos tal existéncia, seja a; € A; se existe ap € A tal que Aas € Aay, entdo
Aas € Aa; + Aas. Se existe ag € A tal que Aaz € Aa; + Aay, entdo Aaz C Aa; + Aay + Aas.
seguindo desta forma, obteremos 0s elementos aq,...,a, € A tais que Aa C Aay +--- + Aa,
para todo a € A pois sempre teremos dim(Aa; + -+ - + Ag;) < dim(Aa; + -+ + Agzer). ®

A partir do que provaram E. S. Golod e 1. R. Shafarevich, vemos que este teorema nos
dd uma resposta negativa para o Problema de Kurosh.

61



Capitulo 9

Algebras Concretas

Neste capitulo pretendemos estudar dois resultados sobre dlgebras especificas: uma base de
identidades para a dlgebra de Lie slo(K') das matrizes de trago zero de ordem 2 sobre um
corpo K de caracteristica zero (veja o exemplo 1.3.16), e uma base de identidades para a
algebra Ms(K') das matrizes de ordem dois. Em outras palavras, veremos respostas positivas
nos casos de slp{K) e Ma(K'} para um caso particular do problema de W. Specht [31] em
1950: se A é uma algebra associativa sobre um corpo de caracteristica zero, entdo 7(A4) (o
ideal das identidades polinomiais de A) é finitamente gerado como T-ideal?

9.1 As algebras slx(K) e glo{K)

Buscaremos aqui um pouco mais de familiaridade com as édlgebras de Lie com as quais
pretendemos trabalhar nesse capitulo. Vamos comecar relembrando o conceito de dlgebra de
Lie dado na defini¢do (1.3.8).

Definicao 9.1.1 Diremos que ¢ espago vetorial L € uma dlgebra de Lie se para todo a,b e c
em L temos aa = 0 que € a anti-comutatividade e a(be)+b{ca) +c(ab) = 0 que € a identidade
de Jacobi.

Lema 9.1.2 Se¢ja A uma K -dlgebra associativa. O espago vetorial de A pode ser dotado com
uma estrutura de dlgebra de Lie por introduzirmos nele uma nova operagdo bindria multi-
linear [,] : A @x A — A por meio da férmula [a,b] = ab — ba para quaisquer elementos a e
b do espago vetorial de A. A dlgebra de Lie obtida dessa maneira, da dlgebra associativa A,
serd denotada por A©). /

( Pemonstragéo. Mostraremos primeiro que a operacao é distributiva; dados a, b, ¢ €
AV temos: o

la, (b+c)] = alb+c)— (b+cla=ab+ ac~ba — ca = (ab—ba) + (ac — ca) = [a,b] + [a,c].

De maneira similar mostra-se que [(a + b),¢] = [a, ¢] + [b,¢]. Vejamos agora que se a € A~
entdo [a,a] = aa —aa = 0. Logo A é anti-comutativa. Para verificarmos a identidade de
Jacobi facamos:

a. [b, c]] = [a,bc — cb] = abe — ach — bea + cba.
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Entao, fazendo uma permutacao ciclica das letras temos:
b, [e.a]] = [b,ca — ac] = bea — bac — cab + ach e

[c. [a.b]] = lc,ab — ba] = cab ~ cba — abc + bac.

Somando as trés ultimas igualdades temos:
la. b b ]call +[eabl]=0¢ A,
que é a identidade desejada. Finalmente, se A€ K ea, b e Al entdo
Ala.b] = Mab — ba) = (ha)b ~ b(Aa) = [ha, bl

Similarmente, mostra-se que Aa, b = [a, \b]. Mostramos entdo que A\~ satisfaz os axiomas
de uma &lgebra de Lie sobre um corpo K. =

Recordemos nossa notagao Endy M para a dlgebra associativa dos endomorfismos de um
K-médulo M, nao esquecendo que K-mddulo, gquando K é corpo, € um espaco vetorial. Se
w e v pertencem a EndgM. € M e A € K, entéo, por definicdo

(p+u)a) = (@) + 0, (pU)e) = e(8@) o Oe)lx) = gl

Sejam M um espaco vetorial com dimenséo finita sobre um corpo K e B = {by,bo, ..., by}
uma base de M. Entao, a cada endomorfismo ¢ de M nds associamos a matriz A, do
operador linear  na base B. Essa associagdo ¢ — A, é um isomorfismo entre a dlgebra
associativa Endyx (M) e a élgebra M, (K} das matrizes n x n com entradas de K (essa tltima
com as operaches usuais). A dlegbra de Lie M, (K)") serd denotada por gl,(K).

Para nés, um importante exemplo de dlgebra de Lie sera a subalgebra sl (K} de gl,,(K)
das matrizes X com traco zero. Denotando trago de X por tr(X), lembre-se que, se X =
(z35), 1 <i,j < n,entdotrX = > Ty Além disso, tr{XY) = tr{Y X) e o fato de que tr
é uma funco linear nos mostram que sl,(K) é fechada para comutadores.

QOutro exemplo é a dlgebra de Lie O,(K) das matrizes anti-simétricas de ordem n sobre
um corpo K (exemplo 1.3.16). Veja que [X. V)" = (XY —~ Y X) = (XY} — (YX) =
VIXI— XY =YX -XY =-XY.

9.2 Derivacao Interna

Vamos obter agui as primeiras nogoes sobre derivagao interna que faremos uso nas préximas
secoes.

Definicdo 9.2.1 Seja A uma K-dlgebra. Diremos que um endomorfismo ¢ do espago veto-
rial A é uma derivacdo se para quaisquer x, y € A, temos

Clzy) = Clz)y + z{{y)-

Definicgo 9.2.2 Sejam L uma dlgebra de Lie sobre wm corpo K e x € L. Por ad x deno-
taremos o endomorfismo do espaco vetorial L dado por

ad z(y) = zy para todo y &€ L.
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Vamos verificar que ad z é uma derivagdo. Visto que L é anti-comutativa e satisfaz a
identidade de Jacobi, z(yz) + z(zy) + y{zz) = 0, temos
ad x{yz) = x{yz) = —ylzz) — z{zy) = y(az) + (zy)z = ad 2(y)z + y ad z(z).

Qualquer derivacao da forma ad z. z € L, é chamada uma derivagdo interna determinada
pelo elemento x. Assim podemos considerar formalmente as seguintes notagoes; o conjunto
de todas as derivacdes de L. Derg(L), e o subconjunto de Dery (L), ad L, de todas as
derivacoOes internas de L.

Lema 9.2.3 Seja A uma dlgebra associativa sobre um corpo K. Entdo Derg(A) € uma
subdlgebra da dlgebra Derg(A).

Demonstracgao. Sejam d;,d: € Derg(A) e 1,720 € A. Entéo temos
[01,02){z129) = (8102 — 8201 )(x12)
= 51(52(%1)&?2 -+ 56152(232)) - 52(51{$1)$9 - 1[7151(1'2}}
= 5152(331)272 -+ 52(1‘1)51(332) + 51(I1)§2(£2) e 3335162372
“5251(I1)$2 — 01(x1)0a{@y) — da{z1)01(m2) — x16201 (T2 ).
Agrupando os termos semelhantes,
%51, 52]($1$2) = 5152(1’1)372 - 52(51($1)$2 -+ CE15152$2 - I1(5251 (Ig)

Usando a distributividade e a definicao do comutador, obtemos
[61. d2}(x1a) = (6102(21)8201(21))za + 21 (01622 — 201 {xa))

= iél? 62E($1)I2 -+ .731{51.‘ 52}(1‘2)

Assim, [61, 2] € Derg(A), ou seja, Derg(A) é fechada para o comutador. Basta agora ver
que Derg(A) é uma édlgebra de Lie. Esta &lgebra é chamada a dlgebra de Lie das derivagoes
de uma K-algebra A. &

Veja que existe uma aplica¢io natural ad : L — Derg{L) que a cada z € L associa a
derivacdo interna ad x determinada por x. Vamos entao ao resultado seguinte.

Teorema 9.1 A aplicagdo ad, acima mencionada, € um homomorfismo de dlgebras de Lie.
A imagem ad L deste homomorfismo € um ideal de Derg(L).

Demonstracgo. A prova de que ad é um homomorfismo de espacos vetorials nao é
dificil. Sejam entao z, y € L. Logo,

ad (zy)(z) = (zy)z = —z(zy) = z(y2) + y(2z)
= z2(yz) — ylz2) = (ad z ad y}(z) — (ad y ad z)(z)

= [ad z,ad y]{z).
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Portanto ad (zy) = [ad z.ad y|, provando a primeira parte do teorema.
Agora podemos mostrar que ad L é um ideal de Derg(L). Para isso computaremos
[6,ad x], onde 0 € Derg(L) e x € L, em um dado y € L. Entdo teremos

[6.ad z|{y) = (dad x — ad z8)(y)

Assim [6,ad z] = ad §(z} € ad L. Logo ad L é um ideal de Derg{(L). m

9.3 Identidades Polinomiais e Diagramas de Young
Comecaremos definindo as tabelas de Young e desenvolvendo algumas de suas propriedades.

Definicao 9.3.1 Seja n um numero natural, uma decomposicio de n € wmna segléncia d =

(n1,7n9, - ... 0:) de nimeros naturais tais que
n=ny+ns+---+ "Ny onde ny ZTLQ = ant
Definicdo 9.3.2 Seja d = (ny,na, ..., 1), uma decomposicio de n. O conjunto [d] =

{(i.5)5,7 € Nyi £ ¢, 7 < ni} € chamado diagrama de Young correspondendo a decomposigdo
d. Os elementos (i,7) sdo os gquadrados, ou as células de [d].

Exemplo 9.3.3 Sed = (5,3.1,1) = (5.3.1%) ¢ uma decomposicio de 10 entdo o diagrama
de Young [d] associado a d tem a seguinte representagdo grdfice

]

) =

Se 7 € §,, entdo 7d designard & tabela de Young que é o diagrama de Young preenchido
com os nuimeros 1,2, ..., n da seguinte maneira: nods consideramos a seqiiéncia 7{(1)....,7(n)

e, preservando sua ordem, inserimos no diagrama de Young de cima para baixo e da esquerda
para a direita.

. 1 2 3 4 5 6 78 9 10 .
Exemplo 9.3.4 Seja 7 —(2 1107 6 4539 8 )ESN entdo
2 1615 09]8.
17473
7d = i
7




Sejam d = (ni,n9, -+ . n) uma decomposicgao de n e 7d a tabela de Young com a per-
mutacio 7 = {di;} de {1....n}, o ndmerc d;; estando situado na (4, j)-ésima célula de
Td.

Definicao 9.3.5 A tabela 7d € chamada standard se d;; < dpy para todoi <p e j<g. Em
outras palavras, as entradas nas linhas formam wma segiéncia crescente da esquerda para a
direita e nas colunas de cima para baizo.

Exemplo 9.3.6 Consideremos d = (3,2,1). , = (i i g g g g) €
1 23 4 5 6 N
TQ:( 56 2 4 3)‘””0
123 11213
Td1 =416 e Tdy=|514
5 6

Veja que vdy € standard porém Tds ndo é.

Definigdo 9.3.7 Seja d uma decomposicdo den com entradas (2. 7). O ndmero h;; de células
abaize da (i, j)-ésima célula (e na mesma j-ésima coluna) e ¢ direita da mesma (i, j)-ésima
célula (e ne mesma i-€sima linha) mais a propria célula (i,j) é chamado nimero do gancho
da célula (i,7).

Exemplo 9.3.8 Na decomposigdo d = (3,2,1) do ezemplo 9.53.6 temos hyy = 5, hia = 3,
hlg = 1, h~21 == 3, hgg == 1, hgl =1.

Recordemos que I, (veja secdo 4.4) dencta o K-subespaco da dlgebra livre de polindmios
multi-lineares de grau n em z1,...,7,. Além disso, P, tem uma estrutura natural de S,-
moédulo definida por o(Ti, -+ 24,) = Topy) - Topn) 0 € Snoe Ty, -2y, € F,. Todos os
modulos nos estamos considerando & esquerda. Em outras palavras, os elementos de S,
agem como transformagdes lineares n&o singulares em F,. Recordamos também que K S, é
a algebra do grupo S, (veja o exemplo 1.3.16). Para o nosso caso, seja X = {r1,...,z,}
um conjunto de geradores livres da digebra de Lie livre L = L{X}. Entdo PL, denotard o
K-espago vetorial dos polinémios multi-lineares de gran n em L.

Defini¢do 9.3.9 Sejom 1. 79,...,2, € X. O produto definido por
L1Ty T = T1(To - Tn), sen > 1,

é chamado produto normado & direita. Denotamos por x™y, o produto - - T .

"M UEeZES

Lema 9.3.10 Uma base do K-espaco PL, pode ser escolhida na forma

Zo()To(2) ** To(n-1)Tn T € Sp-1. {9.1)
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Demonstrac¢ao. Usando indugdo sobre n podemos assumir que um mondmio w € PL,
tem a forma vz, onde vz, € um mondmio normado & direita. Se o grau d de u € igual a 1.
w é como querfamos. Caso contrério u = wyug. Entdo w = (U1us)0T, = UjUgUT, — UsUiUTy.
Usando indugao sobre uiv, e uv, diminuiremos o grau de u. Por inducao sobre ¢ grau de
u, mostramos que w pode ser representado da forma enunciada.

Se Y ses, , CoTlo(}Ta(2)  To(n-1)Tn = 0 ¢ 0 coeficiente ¢y do monbmio z 25+ 2,12,
for nao nulo, substituiremos os x; por elementos apropriados da dlgebra de Lie gi, (K.
Seja Tne1 = €11, Ln = €21, In_1 = €32, ..., I1 = €,.1, onde €, sdo a base usual da
dlgebra M, (K). A tnica parcela da somatdria que ndo se anula apds tal substituicao, é
QT T+ Lpo1L, CUjo valor serd ae,.17. Logo a somatdria nao se anula em gl,..,(K), um
absurdo. Portanto os elementos do enunciado do lema séo linearmente independentes. m

Do lema temos gue dim PL,, = (n — 1)]. Veja também quese f ,g € PL, entdog=0¢
uma consegliéncia de f = 0 (veja definicdo (2.3.9)) se, e somente se ¢ € K'S, f. Desta forma,
temos tantos sistemas distintos de identidades multi-lineares de grau n guantos forem os
K S, -submoédulos distintos em FPL,. Pelo lema {9.3.10) qualquer elemento em F, é uma com-
binagdo linear de monémios da forma (9.1). Entdo quaiquer um deles, digamos z,25. .. Zn,
pode ser escolhido como gerador de PL,, que é um K.S,-médulo ciclico. Portanto PL,, é um
maédulo quociente do S,-moédulo K5, sob um homomorfismo que associa I a 7129... Ty,

Como estamos considerando K de caracteristica 0, a descri¢ido dos S,-médulos irredutiveis
pode ser baseada em decomposicoes e diagramas de Young. Para estudarmos tal descricio,
vamos precisar de alguns resultados da teoria de representagdes do grupo S,.

Definigao 9.3.11 Sejam d uma decomposigdo de n e vd uma tabela de Young correspon-
dente. Definiremos uma ag¢do de S, no conjunto das tabelas de Young 7d da forma sequinte.
Se as entradas de 7d sdo di; (i.€., di; estd na (i7)-ésima célula de 7d), e o € S, entio o(7d)
é uma tabela de Young tendo entradas o(d;;) na (i, 7)-ésima célula. Denctaremos entdo
Lyg={0¢€ S| oldy)=dy} eCrqg={o €S, |aldy) = d} os subgrupos de S, que
preservam 0§ conjuntos de elementos nas linhas e, respectivamente, nas colunas de 7d. Em

outras palavras, as permutagies em L.q firam o primeiro indice e as de Cry firam o sequndo
indice de di;.

Exemplo 9.3.12 Sejam d = (2, 1) uma decomposicido de3 e = ( i ? 2 ) = (12), entdo
213
7d = : | . Logo, L.q={1,(23)} e Coq = {1, (12)} onde 1 € a permutacdo idéntica.

Teorema 9.2 KS,, € uma digebra semi-simples.

Demonstragao. O teorema de Maschke ([13] pp. 26) garante que, como a ordem de S,
é n! < oo e a caracteristica de K, que é zero, ndo divide a ordem de S, K5, é uma dlgebra
semi-simples. o

Claro que submodulos e quocientes de mdduios semi-simples também sao semi-simples.
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Definicao 9.3.13 Dada uma tebela de Young vd, definimos os elementos

era= > (=100 €S, e fra= D> (=1)Zaott) * Zootn) € Pa.

pEL og L
hecly becly
Quando T = 1 escreveremos somente eg e fg.

Teorema 9.3 Seja charK = 0. 0s S, -sub-mddulos K S, e-q de KS, ¢ K5, f-g de B, sdo
isomorfos e irredutiveis. Se M € um S, -mddulo irredutivel, dim M < oc, entdo M € isomorfo
a algum KSpe.q.

Demonstracio. A demonstragio das duas afirmagdes do teorema pode ser encontrada
por exemplo no livro [3]. =

Exemplo 9.3.14 Consideremos d e 7d como no exemplo (9.3.12) e teremos e,4 = 1—(12) +
(23) — (132) e fra{Z1. T2, T3) = T1ToT3 — TaT1 T3 + T1T3To ~ T3ToT].

Recordamos que os S,-mdédulos K'S, ¢ P, sao isomorfos via ¢: KS, — F,, plo) =
Tor1) - - Tany- Observe que ple.q) = foq. Acrescentando & nossa observagao o teorema (9.2),
vemos que a algebra de grupo A = K5, como S,-mddulo, pode ser representada na forma

A= Aeu
Td

onde Ae.q sao sub-modulos simples de A. Do isomorfismo ¢ acima, temos
B, = E Afra
el

Resumiremos entao estas afirmagoes e acrescentaremos mais aiguns fatos da representagao
do grupo S,. que poderdo ser verificadas em [3], no seguinte teorema:

Teorema 9.4 Se K € um corpo de caracteristica zero, entéo:

1. 0 8,-mdédule P, decompéde-se como uma soma direta de sub-modulos irredutiveis: P, =
Dk KS,fa. Agui d percorre todas as decomposicées de m, e a multiplicidade kg de
KS, fi € igual a dim K5, fa.

b

Afrg = Afrg se, € somente se d = d'.

3. Qualquer sistema de identidades multi-lineares de grau n € equivalente (veja definicdo
(2.3.7)) a um sistema de identidades da forma f,o =0, vd € T onde T € um conjunto
formado por algumas tabelas de Young correspondentes a n.

4, Sen # 4, 6 entdo P, € isomorfo a um S,-sub-mddulo de K S, correspondendo as
tabelas de Young, exceto as associadas o decomposigoes da forman=1+1+.--+1
en =mn. Naverdade, esses diagramas devem ser descartados para n > 2.
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Teorema 9.5 (Férmula do Gancho) [16] Seja d uma decomposiciio de n. Entdo a di-
Po

mensio by de um S,-submédulo irredutivel em P, é by = ———— que é igual ao numero de

Hi.j hij
tabelas standard 7d com entradas dos niimeros {1,...,n}.

Se identificarmos em f.; as varidvels cujos indices correspondem as entradas de uma
mesma linha em 7d como a mesma varidvel, ocbteremos um polindmio g.4 dependendo de m
variaveis, onde m € o nuimero de linhas em d. Claro que g-¢ ¢ uma conseqgiiéncia de frq €
vice-versa pois frq4 é a linearizacio completa de g.4 (vela a secdo (3.1)).

Exemplo 9.3.15 Novamente considere d e 7d como no ezxemplo (9.3.12) ja& vimos que
fralxy, T2, T3) = T1T2T3 — ToT1 23 -+ T1T3T2 — T3LoTy.- Identificaremos ry = reTo =23 =7y €
obteremos o polinémio g4 = glx. y) = yz? — zyz + yr’ — zyr = 2(yz® — zyx).

Seja 7 = 1 e sejam [1,lo,...,l; os comprimentos das colunas respectivas de d. Entac g.4

é obtido, pelo rearranjo dos parenteses da forma indicada na definicao de produte normado
3 direita, como um produto de polindémios standard

Vamos agora descrever as estruturas de PL,, para alguns valores peguenos de n.

Vejamos para n = 3. O tnico diagrama possivel é: [d, = ! . Logo, pela férmula do
_ 3! e -
gancho, by = dim Pz = T = 2 & a dimensdo do correspondente Sz;-mddule. Tomando
entio 7 = 1 vemos que Loy = Ly = {1,(13)}, Cry = Cy = {1,(12)}, ¢g = 1~ (12) +
(13) — (123) e fa = T1TaT3 — ToT1 X3 + TpZaXy — Tarsry. ldentificando r3 = x; temos
g4 = T100T 1~ Toli +T122%1 — Lozt = 2{212221 ~297%) = 2132 ~x921 )71 # 0. Consideremos
2 3 ~
agora 7 = ]1" 3 o ) = (23). Entdo teremos L.; = {1,(12}}, Crq = {1.(13}}, €rqg =

1—(13) +(12) — (132) e frq = 212923 — T3Z2T1 + 2T, 23 — T3L1Z2. Identificando 3 por z;
e I3 POL To LEMOS Grg = TiTa — Toli + Tixy — 1277 = 2(22xp — zox7) # 0. Assim ziz; = 0
é a tnica identidade de grau 3. Clare que xix973 = 0 é uma identidade equivalente a esta
dltima.

Para n = 4, dim F;, = 3! = 6. Os diagramas possiveis tém as formas

- |

dy] = . [da) = e lds}=
~—J |
- . 4! 4
As dime;l;soes dos mddulos correspondentes sdo by, = 551 S 3, by, = 151 = 3e
by, = 3.2"2‘1 = 2. Tomando, por exemplo, as tabelas

— T
Td1=Ei:}" 2] e dy=,2
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obteremos identidades da forma g,q, = 27510 # 0 e go, = s3{ad 71,72, ad z3)(21) # 0.
Entdo ds ndo corresponde a uma componente simples em P;. Assim podemos escrever
Py = Afra, © Afa, com Afrq, nao isomorfo a Afy,.

Para n = 5. dim F5 = 4! = 24. Os diagramas possiveis tém as formas

H
|
|

|de] = L lds = . ldd] = e [ds] = —

H i H
H i
: ; :
H b
I~ —

As dimensdes dos médulos correspondentes sdo by, = by, =4, by, = by, =D e by, = 6.

Pelo teorema (9.4) todos os modulos correspondentes entram na decomposicao de Fs.
Agora nés temos 24 = 4 + 5+ 6+ 5 4 4. Obteremos identidades associadas usando as
seguintes tabelas:

[dh] =

4117273
Tdy = : = L Gna, = 275m0;
17413 .
Tody = 515 ‘: Grydy = 2($1$2)I%3§2§
O i
2/115]
Tads =| 3 , Grady = T153(ad 21, ad T2, ad 23)75;
4
1:4
rads = das = |2 15|, g4, = 2s3{ad z,,ad z9,ad 23)T172 €
3
115
2
Tsds = ds = 3 , Gas = s4lad z1,ad 74, ad z3,ad T4)21.
4

Cada um desses polindmios € ndo nulo em L{X} pois, por exemplo, eles néo se anulam
quando calculados em sl3. Desta forma, podemos escrever

Bs=Alra, @ Afra, © Afreay © Afa, © Afas-

Como todos estes médulos sdo néo isomorfos entre si, qualquer submédulo é igual & soma
direta de alguns destes submdédulos. Logo, qualquer sistema de identidades homogéneas
de grau 5 é equivalente a precisamente um sistema da forma {g-4 = 0 | 7d € T} onde
T C {rdy, Teds, 73ds, dy, ds}. O nidmero total de tais sistemas (variedades) é 32.

9.4 Uma Base de Identidades para a Algebra de Lie
SlQ(K)

Nesta se¢do pretendemos provar a existéncia de uma base finita para as identidades da
dlgebra de Lie glo{K) onde K é um corpo de caracteristica zero. Este teorema falha no
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caso em que K tem caracteristica 2 (veja {35]). Como no caso de caracteristica diferente
de 2, var gly( K} = var slo(K), trataremos predominantemente de sio(K). O fato sobre as
variedades geradas por gly e por sl ocorre pois sobre um corpe com caracteristica distinta
de dois, qualquer matriz pode ser representada como uma soma de uma matriz escalar e uma
matriz com traco zero. As identidades que nés estamos considerando sdo polinémios de Lie
(i.é. comutadores), logo elas se transformam em igualdades verdadeiras quande substituidas
por 1 em lugar de gualquer uma das suas varidveis.

Definicao 9.4.1 1. Uma K-dlgebra A € dita uma dlgebra envelopante para ume K-
dlgebra de Lie L se L é uma subdlgebra de Lie em A" e A, considerada como uma
K -dlgebra associativa, € gerada pelo subespago L.

b

O par de objetos formado por uma dlgebra de Lie L e sua dlgebra envelopante associa-
tiva A € chamado um par de Lie (dlgebra associativa, dlgebra de Lie); ou simplesmente,
um par, e € denotado por (A, L).

Definicao 9.4.2 Seja (A, L) um par de Lie. Qualguer rela¢do da forma f(zy,...,z,) =0,
f e K{X} com f ndo nulo, € dita uma identidade fraca do par (A, L) se para qualquer
escolha de 1y, ..., 1, € L twermos f(l,,...,1,) = 0.

Definicao 9.4.3 Se A € uma digebra gualquer e z,, ...z, € A entdo definiremos os comu-
tadores longos por indugdo:
(1, 72] = 2120 — 22wy, [21. T2, 23] = [21, [T2. 23] €
[3]1,2172,.‘.,33”}:[Ifl,glfg,...‘l' ,n=3

Exemplo 9.4.4 Definiremos a o b= ab+ ba. Veremos que
lxoy, zj =0 (9.2)
€ uma identidade fraca de (Ms(K), 5l5(K)). Considere

b €
—q) YT —d
pertencentes a slo(K). Entdo

_ {2ad -+ bf 4 ce 0 g 10
xoy—( 0 2ad+bfwce)m(2ad+bche)<0 1)'

Portanto zoy € wma matriz escalar (quer dizer, miltiplo da matriz identidade), logo comuta
com qualquer mairiz z € sly(K).

Lema 9.4.5 As seguintes identidades sao consegiiéncias da identidade (9.2). Isto €, elas
valem pare quaisquer pares que satisfacam (9.2).

[z, y,2} = 2(zoy)z — 2z o 2)y (9.3)
2y o leul) = (zoy)lz, ] — (0 =)yl + (£ o u)ly. 2 (0.4)
Mroy)led = 5 y,ul + 50,0, u] — 2,09, 2] — 1,2, 2 (9.5)
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Demonstragao. Para a primeira destas identidades observe que para qualquer algebra
associativa temos
z.y,zl=(xoyloz—(zoz)oy.

=

Logo,
.y = (zoylz=2lzoy) — (zo2)y—ylzes) = 2zoy)z - 2Aro 2)y.
Para a identidade (9.4), se multiplicarmos por 2 ambos os lados teremos
22(y o [7.u)) = 2z 0 y) [z, ul - 2z 0 2y, ] + 2z o u)ly. 7.
Trocando o primeiro termo do lado direito para o esquerdo, teremos
22(y o [z.u]) - 2z 0 y)[z,u] = =2z 0 2)[y,u] + 2z 0 Wy, 2.
Usando a equacgao (9.2}, vemos que a expressdo acima equivale a
2y [z.u)a — 2z oY)z ] = =2y, (2 0 2),u] + 20y, (w0 w). 2.
Agora, usando a equacéo (9.3} para o lado esquerdo, temos
2y o [z u])e = 2z 0 y){z.u] = [y, [z 0], 3] = g, u, 2]
Para o lado direito, usando as equagdes (9.2} e (9.3), temos
—2[y, (x o 2)ul + 2y, (zou)z] = [y, 2z ou)z — 2z 0 z)u] = [y, [z, u, 2.

Mostramos assim a igualdade entre os lados, e a identidade (9.4) estd demonstrada.
Para a identidade (9.5) reescrevemos cada termo do lado direito, usando a equagio {9.3),
da seguinte forma

oz gl = [z [z oy ul] = [z, 2(z o y)u — 2z o wy] = 20z, (z o y), u] ~ 2z, (z 0 w), Y]

ERNCRTIESENT :r:u]] =[2.2(y cx)u — 2y ou)zr] = 2z, {ycz),ul — 2[z, (y o u), 7]
~{ruy, z] = [«w—z [, y, 2]} = [—z. 2{(uo y)z ~ 2u o 2)y] = 2[z, (w0 2),y] - 2]z, (w o y), 2]
g z2] = [y [ z] ~3.2(uo )z - 2(u o 2)a] = 2y, (wo 2). 2] ~ 2y, (uoz), ]

Somando estas expressoes e organizando em termos semelhantes, lembrando sempre da anti
comutatividade e que x © ¥ € central, obteremos

20z, (2 o y)u) = 20z, (o ), y] + 20z, (y 0 2), u] — 2z, (y o w), 2+

+2[z, (w0 z),y] — 2[z, (u oy).zl +2ly, (uoz),z] — 2y, (uoz). 2] =
= 2z o y)lzu] - 2z 0wz, y] + 2z o y) ]z ul — 2Ay 0wz, 3+
2w ), g) + 2y 0wzl - 2(u o 2)fe, 4] + 2z 0wl y] = Az o y)lz, 4l

provando a identidade (9.5). w
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Teorema 9.6 Qualguer identidade fraca do par (My(K), sla( K)) sobre um corpo de carac-
teristica zero € uma consegqiéncia da identidade (9.2).

Demonstracao. Ja vimos no exemplo (9.4.4) que a equagdo (9.2) é uma identidade
fraca deste par.

Sejam flzi, T2, T3, ....2;) € K{X} um polindmio multi-inear e f’ = f(z2, 21, 23,....21).
Usando inducao sobre [, veremos que existe um polindmio multi-linear v(yo. y1. %2, .. ., Yi—2)
tal que a identidade

f—flWU([&“L%?»@--'-:E&} {9.6)

é uma conseqiiéncia da equacdo (9.2). Seja C a subdlgebra de K{ X} gerada pelos elementos
T O Ly € T 0 [€;,Zm) com 1 < 4,7,m < [ cujas imagens em My(K) sdo centrais. Observe
que, como f é multi-linear, usando as equacoes (9.2} & (9.4). podemos escrever f como uma
combinacgdo C-linear de comutadores de grau 1 e/ou 2 em x1, %9, ..., 2;. Isso é verdade pois
de acordo com as equagdes (9.2) e (9.3), qualguer comutador ¢ igual a uma combinacéo linear
de comutadores de grau 1 e 2 (mddulo a identidade (9.2)). Portanto, é necessirio mostrar
gue o mesmo vale para o produto da forma x;[z;, z,,]. Mas, veja que podemos escrever

; 1 T
Ta[2g, Tm] = 55 0 (25, ]+ 5[te (75 @ml] = S0 (25, 2] + (@10 25)20 — (250 225
pois
i r i - g‘ ' , 1 ' :{ .
5% © [5: Tm] + 5180 (75, Tn]] = Sty 2] + S2s, Tl + Smile, @n] - Sz TRl

e para a segunda igualdade, pela identidade (9.3}, temos

: 1.
Lo T35 En] = 52, (25, Tm]]

=

(Xi0x;)Tm — (T30 Tpm)T; =

[

Esse argumento e a equagao (9.4) mostram que para demonstrar a existéncia da conseqiiéncia
da forma (9.6) basta considerar f com uma das seguintes formas:

1. f = [x1. 22)s

b2

f =101,
3. f == (SE1 < 3:3)112,
4. f = [.’L’i,i’g} c Iq.

No caso (1), f — f = [z1,29] — [22,21] = 2[z1, 23], entdo basta tomar v = v(ys) = 2y0.
No caso (2), f — f' = (r1 033} ~ (22 0 1) = 0, entdo tomaremos v = 0. No caso (3),
f—f ={x10x3)z0y — (220 23)z1 = (30 T1)T2 — (T30 25)7) = %{:c;g,a:l,xgé, e assim temos
v = v(yo, ¥1) = 3y1. 5. No caso (4), observamos que 0 = [z,y 0 2] = [z,y] oz + z 0 [y, 2] de
onde concluimos que f = [x1, %3] 0 &y = 3 0 [z7, 79 € assim

f—f =zsolzy,m) —x30 [z, 1] = wa[zy, 2a] + [0, To)za — T3[T2, 71] — T2, 24]73 =
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= 2x3{zy. o] + 2wy, Xolrs = 2za[z, 2o] + |71, To]ws) = 2(z3 0 [21,22]).

Entdo, basta tomar v = v(yo. y1) = 2(y: o yp).
Agora, suponhamos que f = 0 é uma identidade fraca do nosso par. Entdo o mesmo
acontece para f'=0 e, conseqlentemente, v([x;, zo). 23, .. .. z;) = 0 também é uma identi-

dade fraca de (Mo{K), sla(K)). Visto que slo(K} é igual a sua subdlgebra derivada entdo
v(y, yos o> Y1) = 0 € uma identidade fraca também. Por uma indugio, com base ébvia,
esta identidade é uma consegliéncia da identidade (9.2). Assim. determinamos que f—f =0
é uma conseqiéncia da identidade (9.2). Como a escolha do par {z;,z2) é arbitréria, ela
pode ser feita para qualquer permutacdo o € 5; e portanto

oES5;

com um apropriado A € K, é uma conseqiiéncia da identidade (9.2). Substituindo

1 0

deveremos ter Allh' = 0 apenas no caso em que A = 0. Entdo f(zi, z3.....7) = 0 é uma
conseqiiéncia da identidade (9.2). =

Vamos observar agora algumas identidades da dlgebra de Lie sly. Veja que G = sl tem
dimensdo 3. Logo ela satisfaz a identidade standard

T To, o Tt T = 0, n >4, (9.7

onde as barras sobre x1. 7, ..., T,—1 querem dizer que o lado esquerdo da equacdo (9.7) é
uma soma alternada, em relagdo as varidevis com barras, de tais comutadores.
Mostraremos que para qualquer s, sly satisfaz

(ad )" (y. 2]) = [(ad )7 (y), 2] + [y, (ad 2)* " (2]]. (9.8)

Realmente, pela equagao 9.5 temos

dz’[z y] = (ad 2)*(y), (9.9)
pois
drxoz)z,yl =z, 2,29+ [z.z,2,9] — [z.y,z.2] — [z,y, 2,2 e assim
4(2z*)[z. y| = 2[z, z, 7, ] de onde segue o gue querfamos.

Entao obtemos que
(ad 2)*7H{[y. z]) = 2%z, [y, 2] =

— E225$2Si$:y§= Z] + iy‘( 2253:25[3:, Z}z

g
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= [(ad 2)*7(y). 2] + [y, (ad 27 (2)].

Sabemos do teorema {(3.4) que a dlgebra My(K) nao satisfaz identidades de graus menores
que 4. A unica identidade de grau 4. a menos de multiplo, é s;. Mas esta tltima néo é
polinémio de Lie. Portanto sl; nao satisfaz identidades de graus menores que 5.

Observaremos que, de acordo com a segdo (9.3}, o espago PL; de todos os polinémios
comutadores multi-lineares (i.é.. polinémios de Lie com respeito a colchetes) é igual a soma
direta de 5 Ss-middulos irredutiveis:

PLS = "4-]‘:‘71@{1 @ ‘4f72d2 @ ‘A'f’r'gdg 9 -ézlf’r;dq @ ‘4f75d5'

Denotando por P{V), V = var(G), o conjunto de todas as identidades multi-lineares de
grau 5 validas em V', mostraremos gue

P‘;(V} = '4f7’3033 @ Afd:»s

Realmente. de acordo com a secao (9.3} cada Ss-sub-médulo em P é igual a uma soma de
alguns dos A frq, 7d € T. Neste caso é suficiente mostrar a validade das identidades da forma
gea. = 0 em G. Veja entdo que go, = [Ty, Ta. Uy, Ty ¥1) = 0 é uma conseqiiéncia da identidade
(9.7) com n = 5. Além disso,

1 . ) .
Grods = 2011, [W1: ya] v1, 42] = E(Q(Gd 1) ([ys, o)) — 20(ad 91)*(ya). w2] = 2[ys, {ad v1)%(z2)]).
Entao g4, ¢ uma conseqiiéncia da identidade (9.8) com s = 1. Agora, temos

Grd; = 2(Qd 33)4(?}) Grady = 2[?13?2:?3:91731’2}: Gryds & 2[[91:92}:91;91;92?

Escolthendo em sl (K) uma base da forma

=) =6 =6 5

com multiplicacao [h,e] = 2e, [h. f] = —2f e [e, f] = h, vemos que g4, = 32¢ para z = A
ey =c¢e Além disso, gre, =8h paray =e¢, o= feys=h e gng, = ~Se paray, =e¢ e
y2 = f.

Precisaremos também das seguintes identidades de grau 6:

T 2.7y, 2,0 = (2, Y, 2, 1,2, u] — 1,y T, 0. T, 2] (9.10)

zouzoz,zyl =z oo u ey~ lz [us oyl 2, 2] (9.11)

Elas seguem da identidade (9.9) e de 4z%[y, 2] = [y, z, 7, 2] — [z, 2, 7, 3], que s@o consegiiéncias
da identidade (9.5). Vejamos:

[iﬁ,ﬂ:,ﬂf,y, ZUE = 4‘1'213:?’9’? Zﬁu] = [‘/‘E?yf 4I2§ZUE = [xaf% 3:551329’] - ;$y$ U, I, Z]

[z u, 2 2,2,y = 428z, u,3,9) = [z, 2, 2,0, 2, y) — (2 [u, 2,9, 1, 20
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O resultado principal dessa seciio € o préximo teorema, que afirmard que a identi-
dade (9.7) com n = 5 e a identidade (9.8) com s = 2 formam uma base para as iden-
tidades de sl{K), onde K € um corpo arbitrério de caracteristica zero. A prova deste
teorema usa o0 mesmo método empregado para o teorema (9.6). Uma parte importante
desta desmonsiracio seré da@a em separado como wm lema Neste lema usaremos a notagio

i

oo Tiyeeoy Figy- s Tapy - - o, Para abreviar a soma 3.

Pretendemos também escrener gifley, .. @ 2
Finalmente, usaremos ~ para dizer que a varidvel que estd sob esse sinal serd omitida assim
como fizemos na segdo (3.1).

Lema 9.4.6 Seja V' o variedade das dlgebras de Lie determinada pelas identidades
71,72, %5, Far w5 = 0 e {(ad 2)°([y. 2]} = [(ad 2)*(y), 2] + [y (ad 2)*(2)].

Seja [ € PL; um polinomio multi-linear de grau | > 4. Entdo para quaisquer 1 <i,j < n,
eriste v € PL;.; de graul — 1 tal que

—lz;. Ty, BT Tn]) Fole, ) By T)
mddulo as identidades de V. No caso de | impar podemos tomar ¢ == 0.

Demonstragao. Usaremos indugfio por {. Sem perda de generalidade podemos assumir
que?=1ej =1[. Visto que, na se¢éo (9.3), vimos que uma base para FL; pode ser composta
por mondmios da forma [z,q), Lo(2)s - Lo(i=1); g, podemos nos restringir ac caso em que
f é um mondmio da forma f = z;a), ..., 1. ... Toi—1): L1l

Se | = 5 podemos considerar f em uma das formas

55273”3:504:361-.335}: [33%333:&”1:374-;1?3531 [«1"2>331=$3;$4=$5}= [3?1:%271?3‘,564,%3-

Em ambos, o primeirc e segundo casos, a desejada representacido com ¢ = ( resulta da
aplicacao da anti-comutatividade e da identidade de Jacobi. No primeiro caso

[T9, T3, T4, T3, 5] — 5552:53:1“4»335:5&”1] = [29, T3, Ty, [21, Ts)| + [22. 73 24, [21, Ioﬂ =

= 2[$2: T3, Ty, i':ci‘- IE’H

No segundo caso
. i
(T9. T3, %1, T4, T3] — (T2, T3, T, T, T1] = (T2, T3, T1, T, T3] — [T5, 24, T1]] =

= [:L“?,: T3, [xla x41$5} “+ E*’Ef): xlax-’in'

Usando a identidade de Jacobi, [z, 24, 25] + (x5, 71, T4] = —[24, 5, 71}, temos
1o | 1 I ] 1
E$23Z3:$4:~TITI5_E — T3, X3, Ty, Ts, fcl] = —|Ts, X3, l$4,$5=11j] = E$2=$3=$4,$1,$53

que tem a forma desejada.
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Antes de passarmos aos casos restantes, observaremos que qualquer polindmio de Lie
de grau 5 que é uma conseqiiéncia da identidade (9.2) é uma identidade de sl(K) de grau
5. Entdo, pela decomposicdo de P(V') vista anteriormente, isso vale para as identidades no
enunciado desse lema. Isto quer dizer que determinando uma representacdo como na equacio
(9.12) no caso de grau b poderemos usar a identidade fraca (9.2) e suas conseqiéncias.

No terceiro caso faremos

(o, 1. T3, Ta, Ts] = (L9, T3, T3, Ta. Ty = 2000, 21, (T3 0 24)25] — 2[x0, 23, (75 0 25 )24 —

—2[we. w5, (23 0 z4) @] + 220, 75, (23 © 71 ) T4

_ r 1
= 4(x3 0 24}{xo, 21, T5] —

£

Za. 2(.’1’,‘3 o $5)$1 - 2($3 o] zl)xs, I4E
= 4(13 o 334)[53273«"1, 1‘31 - [$2: [32‘3:$51$1]3$4:|‘
Aplicando a equacdo (9.5) com & = 23, y = T4, 2 = To € u = |71, T3], obteremos uma

soma de comutadores gue contém [$1,$5E como wmn dos seus fatores, obtendo a desejada
decomposi¢io. Finalmente, no quarto caso, aplicando a equagéo {9.3), podemos escrever

[x1. %9, T3, Ta, T3}~ [T, Tz, T3, Ty, 1) = 2(x3 0 24) ([, T9, T5) — [T5, T3, 21])

—2(z3 0 x5){T1. o, Ta) + 2(x3 0 T1){T5, T2, Ty =
= 2(3 0 z4)[z2, 21, 5] + [2(23 0 71 )25 — 223 0 T5)T1, T2, T4

= 2(13 < 3:4)[3:2-. E.‘E:ES} + [[335$1:I5]9 E-CCQ;SCZLH-

Aplicando a equagdo (9.5} como acima obtemos uma representacio da forma (9.12) com

c=0.
Agora passamos ao caso [ > 6. Notamos primeiro que um comutador da forma f =

[y, 79, ..., 21,71 € representdvel como uma soma de fp = |21, Ta,..., Fr-1, ;] mals uma
soma de comutadores da forma f; = [z1...., [z, Zie1]. - .-, T_1, 7] {2 menos da reenumeracao
de Ta,...,xi_1). Se [ é impar entdo para f = f; nds temos a equacao (9.12) com c = 1 e

v = 0. Para f = f; a hipdtese de indugéo aplica-se ¢ entdoc ¢ = 0.

Antecipando o teorema 9.7, observamos que ele deverd mostrar no decorrer de sua prova
que qualquer identidade de sly(K) da forma f = 0 com uma representagio da forma (9.12) é
uma conseqiléncia de identidades de grau inferior. Assim, determinando uma representacao
da forma (9.12) para identidades de graus > 7. podemos aplicar as identidades (9.10) e (9.11)
de grau 6. Voltando & nossa demonstra¢do. lembramos que estamos considerando o caso onde
1 é um ndmero {mpar com [ > 7. Aqui a hipdtese de inducio aplica-se acs comutadores da

forma [z2, T3, [- -, 21, .. -, Ti—1. 2y)], basta considerar um fator da forma [..., z1,. .., 211, 7]
de grau | — 2. No caso de [z, 2. 23, ..., %11, 7], pela hipétese de indugdo, escrevemos

7 g oy T -~ o~ f
f—ouf = C(iﬁzaﬂizfi& cres Izwzaxz] — T2, 21, T3, . =$£—1;$1]) + [332,?»’ ([331:565}:333: - «.zlwl)]-

Temos assim a forma desejada. Serd proveitoso observar que isto é a linearizacio do polindmio
da forma

C([I% T, -5 Y, .'TJ[] - [x23 LYyl .ZE;;)
S — R ——
{—3 vezes [—3 vezes

e
-~



Ambos os termos podem ser transformados usando a seguinte conseqliéncia da identidade
(9.11):

ERETR A R T R N B T S 7] I vl TR z,y, z, 2]
N e N’
25 vezes 2s—1 vezes 281 vezes

de onde obtemos

~ —~ 1 —~ - —~— — b -~ -~ 3o H
[xg,cc;{fxg, R S R TS [$2,$3; L4, 1. L5, .., Tiey. Tpp [Lz., Ly, Tge ooy i, Tf Bpmyy T

Agora a hipétese de inducédo aplica-se & [Ta, Ty, 21, T, ..., Tim1. 2y} bem como a apropriados
fatores de grau [ — 1 na tltima soma simétrica de comutadores {use a identiadde de Jacobi!).
O que nos resta é considerar os seguintes casos:

1. f =[xy, Fo,....T1-1, 2y, Aqui, podemos aplicar a linearizagio completa da identidade
(9.8) com 2s+1 = [ —2 (que ¢ uma conseqiiéneia de (9.8} com s = 1). Ou seja. a linearizacio
completa da identidade

(ad 2)"([y. 2]) = [(ad 2)'"*(y), 2] + [y. (ad 2)'*(2)]

que é igual a linearizagao completa de

ooz y sl = oyl 2] R e m, T 2]y

-2 vezes [—2 vezes [—2 vezes
ou ainda,
v.z,.... z,z] =z, ¢y 2+ [T, z. [y, 2]
{2 vezes [—2 wvezes [—2 vezes
2. f=[r1. 22, .., (@i, Tiga]s - .., Zp1, 2], Neste caso, pela hipétese de indugéo, escreve-
mos
f—ouf= Cf@fﬁi:f-z: cees [i?fnxiﬂr- - ,‘fz—hﬁd -
W[:EZ;%Q;---:Exi«,zi-?—lr---g«:fl—lgxlé) + (913)
~v{(éxl-xlé o N [$1’, Ii-}-l]: AERE m[—l)

Temos assim a forma desejada.
Para transformarmos o anterior podemos usar uma consegiiéncia de (9.10) que tem a

forma
f:}C ..... Y. .U =i&,..., . Y. 2. x.2,U —(1T...., T, .x.u,x.ﬂ.

t vezes t—2 vezes t—2 vezes

Aplicando esta identidade repetidamente obteremos o seguinte:

Ty T Y, 2, U = Z[xz’yw;g + Z{x Y, u}, vy (9.14)
i

t vezes E

onde 0s uj, vj € w) sdo alguns comutadores em x, z, . Reescrevemos



como uma combinaczo linear de comutadores da forma [..., [z, 2:41]]. Agora g é simétrico
em Ta.....Ti 1. Tir2. ..., Ti—1. Aplicando a linearizagdo da equacéo (9.14) vamos obter

g = E 2y, Ty Ty @y, w4+ E Eiz, 2y, 2wy, vy + E +im, 27, G by, €61,

s, bs. Cs, U;, Wy, comutadores nas variaveis distintas de z;.2;. Entdo g pode ser manuseado
como um comutador de grau 5. provande assim a existéncia da representacio (9.12) também
neste casc. M

Teorema 9.7 As ideniidades da dlgebra de Lie G = sly(K) sobre um corpo K de carac-
teristica zero, admitem wma base da forma

[T1.To, T3, Ty, 73] = 0 (9.15)

o

(ad 2)*(y. 2]) = [(ad 2)*(3), 2] + [v. (ad 2)°(2)] (9.16)

p

Demonstracao. Comegaremos mostrando que se f = { é uma identidade multi-linear de
grau [ em (5, entdo na equagdo (9.12) poderemos sempre tomar ¢ = 0. Para isso é suficiente
substituir z; = e, z; = f ex, = h (paratodo ¢t # 4,7). Visto que! é pare f = 0 é uma
identidade, o lado esquerdo anula-se e nés temos

O0=c{l— 212 h+w(h,....[e.f]l..... h).

Porém e, f] = k. Como v é um polindmio comutador v(h,h..., k) = 0, de onde obtemos
que ¢(l — 2)12'1 = 0 e concluimos que ¢ = 0. Portanto para qualquer identidade polinomial
f =0degrau ! > 6 e para qualguer par ¢, 7; 1 < ¢,j < [, existe um polinémio comutador
multi-linear v de grau [ — 1 tal que

é uma conseqiiéncia das identidades (9.15) e {9.16). Visto que f —~ o, f = 0 é uma identidade
de Ge G = G? entdo v = 0 é uma identidade de G de grau [ — 1. Procedendo por
inducdo, v = 0 segue-se das identidades (9.15) e (9.16). Entao também f ~ o,;f = 0 é uma
consegiiéncia das identidades (9.15) e (9.16), logo, deduzimos que para qualquer permutagao
T €8, f—7f =0 ¢é uma conseqiiéncia das identidades (9.15) e (9.16). Tomando a soma de
todas essas identidades obtemos que

nlf = Z 7f

TES’;

é uma conseqiiéncia das identidades {9.15) e {9.16). Agora, o lado direito é um multiplo da
soma Y oo [Tra)s Zo(2y: - - - To(n)- Basta entdo mostrar que essa soma € nula. Consideremos
I > 2 e as duas ultimas entradas no comutador em cada parcela desta somatéria, ou seja,
vamos escrever para cada parcela, L s Tr(i) s CET(J-}E. Veja que é possivel rearrumar as parcelas
em pares tal que cada par tenha a seguinte forma:

[Zr(in)s Trlin)s « o Trliy_a)s Trtiys Tr ()] F [Trtin)s Trtin): -+ s Trlipea)s Trls)s Trs) |-
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Nestes pares, as duas ultimas entradas nos comutadores estao invertidas e as restantes sio
iguais. A soma de cada par desses, por causa da anti-comutatividade, é identicamente nula
em G visto que teremos

[Ty Trtins -+ Trtiomg)s Tr(iys Trii) + [Trtin)s Teia)s - - o Trlia)s Tr(j)s Trgs)] =

- [&’;‘T{il): I.'(:iv)ﬁ R IT{i[mg}: [3:'."(_1'): :C‘T‘U)j + 1:':‘-;“{3: :t"”(l}i e O

.ASSlm; ZTESg [3,"7(1}, L2y v fE'r{I}J =0 =

9.5 Uma Base de Identidades para a Algebra das Ma-
trizes de Ordem Dois

O objetivo principal dessa secdo é a demonstracéio do teorema seguinte.

Teorema 9.8 Se o corpo base K € de caracteristica zero, entdo o conjunto de todes as
identidedes da digebra M; das mairizes de ordem 2 € equivalente s identidades de grau 4,5
e 6 que sdo vdlidas em M.

Demonstraremos que se a caracteristica do corpo K é diferente de dois e todas as iden-
tidades multi-lineares de Lie da &lgebra s{;(K)} sdo equivalentes a um conjunto finito de
identidades de Lie, entdo todas as identidades da dlgebra associativa M, s@o equivalentes
a um conjunto finito de identidades de My. Portanto, o teorema deverd seguir do teorema
(9.7) e do fato que sobre um corpo de caracteristica zero, qualquer conjunto de identidades
de Ms é equivalente a algum conjunto de identidades multi-lineares de AMs.

Seja K{X} a élgebra associativa livre com geradores z;, xs,.... Nosso objetivo é deter-
minar um conjunto finito de identidades P satisfeitas em M, tais que todas as identidades
multi-lineares da élgebra M, sfo consequéncias de P. Este conjunto deverd ser completa-
mente determinado no decorrer da prova do teorema (9.8). Mais a frente, notaremos que P
consistird das identidades

(ad z)°([y, 2]) = [(ad 2)*(y), 2] + [y, (ad 2)*(2)],

que sdo, respectivamente, as identidades (9.15) e {9.16). Das identidades multi-lineares

> (1) T Za To@ o = 0, (9.17)

c&Ss

[zoy, z =0,

drey)lz,ul =z z,y,u + [z,y, 2,0 — [z,u, 1, 2] — [y, u, x, 2],

onde z e y sdo comutadores de comprimento 2 e as duas ultimas sdo, respectivamente, as
identidades (9.2) e {(9.5). Além dessas, P consistird de outras duas identidades multi-lineares
de grau 6, que séo duais, em um apropriado sentido, as identidades (9.17) e (9.2).
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Lema 9.5.1 As identidades

=0

Eflzfgﬂx3:x4?$5 +
2]+ [y, (ad 2)°(2)] e

(ad z)*(Ty. 2]) = [{ad z)*(y)

Vo _
=1 e T To 3y Toay = 0.

-
Gy

que sdo. respectivamente (9.2), (9.15), (9.16) e (9.17) valem na dlgebra Ms.

Demonstragao. Sobre um corpo com caracteristica distinta de dois. qualquer matriz
de segunda ordem representa-se como uma soma de uma matriz escalar e uma matriz com
trago zero. As identidades que nds estamos considerando s&o préprias (1.6, produtos de
comutadores}, temos que elas se transformam em igualdades verdadeiras quando substituidas
por uma unidade em lugar de qualquer uma de suas varidveis. Assim, é suficiente verificar que
todas essas identidades sao satisfeitas no par (My, slo(K)). Mas, {9.2) ja fol vista no exemplo
(9.4.4). Temos também que {9.15) é uma conseqliéncia da identidade (9.7) com n = 5 e (9.16)
é uma consegliéncia da identidade (9.8) com s = 2. Finalmente para (9.17). veja que sly tem
dimensio 3, e essa € a identidade standard de grau 4. O lema estd demonstrado. ™

Lema 9.5.2 Mddulo as ideniidades (9.2) e (9.5), qualguer polinémio a da forma a =
Ut ... Un, onde 05 u; sao comutadores nos geradores x;,Ta, ... de comprimento maior ou
igual do que 2, é representédvel na forma

a=c+uv, (9.18)
onde v é um polindmio de Lie, ¢ = 3 Gi(u! o [x;. 24]). u} séo comutadores nos geradores
1, T3, ... de comprimentos 2> 2 e podemos tomar para x; qualquer gerador que participa em
a.

Demonstracao. Faremos por indugio sobre n; sendo n = 1 é ébvio. Seja n > 1, entdo
1 ; 1 Y H
Q= Ul Up_1lUp = Up... un_g{—é(un_l S Uy ) + —z—-iun_l,un;}

Se n > 2, entdo a segunda parcela reduz-se & forma que nés necessitamos para & hipdtese de
inducéo, e a identidade (9.5) implica que un_2(tn,_1 0u,) é um polindmio de Lie e o primeiro
termo é também reduzivel a forma (9.18}. Seja n = 2. Entdo

i -
q 5{(’&1 [ ug) _'“ Ebul-.uﬂ}‘

De (9.2) obtemos a identidade

([z. 2] oy) = (o [z, 9]). (9.19)
Como qualquer comutador dependendo de z, pode ser representado como uma combinagao
linear de comutadores normados & direita da forma [...,x;), vemos que {u; © ug){e portanto
a também) pode ser reduzido a forma (9.18) com o auxilio de {9.19). m

substituicdo de x; por a, por exemplo, T3L1Z9|z, = ¥ L30T,
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Lema 9.5.3 Seja A uma digebra associativa com unidade. O conjunto de todas as iden-
tidades multi-lineares satisfeitas por A € egquivalente ao subconjunto de identidades multi-

lineares da forma f(x1.....2;) =0, tais que flz=1..... flz=1 $do polinémios nulos.
Demonstracdo. Seja g{x),....z;) = 0 uma identidade multi-linear da dlgebra A, onde
Glei=1s -+« §lz=1 58O polindmios nulos, ¢ < I Suponha gly.,=1 ¥ 0. Entdo f = g~

gz, =171 = 0 é uma consegiiéncia de g e também ¢ uma identidade da dlgebra A. Claro
que f e g sac equivalentes como identidades. Mas fi;,—; = O para 1 <i < t+1. Procedemos
por inducdo ¢ obtemos a afirmagac do Lema. m

comprimento maior do que 1. Os lemas (9.5.2) e (9.5.3) implicam que, mdédulo as identidades
(9.2) e (0.5), uma base de identidades da dlgebra M, pode ser escolhida entre as identidades

[z:,7]), onde cada w; é um polinémio de Lie multi-linear, v’ = w'(z1,...,T;,.... 21-1) e
3, € K. Da identidade (9.2) segue-se que os valores do polinémio ¢ em M; sao matrizes
escalares. E claro que os valores do polinémio de Lie v tém traco zero. Portanto, se a
caracteristica de K é diferente de dois. entdo uma identidade da forma c+ v = 0 vale em M,
se, e somente se as identidades ¢ = 0 e v = 0 valem em M. Pelo teorema (9.7), a identidade
v = 0 é uma consegiiéncia das identidades {9.15) e (9.16), entdo, mddulo P, nds podemos
escolher uma base de identidades para a algebra M, entre as identidades ¢ = (.

Lema 9.5.4 Seja c= >, 3;{u; ¢ [v;, z;]) um polindmio multi-linear onde 5; € K, u; € v; sdo
comutadores em X1, ..., L1, € comprimento de u; € > 2. Entdo a identidade ¢ = 0 vale na
dlgebra My se, e somente se y_, Bilu;, v;] = 0 € wma identidade de Lie para a dlgebra de Lie

Demonstragao. Se ¢ = 0 em My, entdo Y, Gi(u; o v, 2]) = (O, Bijws, vi]) © 1y como
uma identidade fraca. Sabemos que (Y, G;[u;, v;]) ¢ z; = 0 qualquer que seja ;. ocorre se, e
somente se Y, Filu; vi] = 0. Logo >, &ifw;. v;] = 0 é uma identidade de Lie para sly.

Reciprocamente, seja » . 8;{us, v;] = 0 uma identidade de Lie para a dlgebra de Lie slo(K).
Entao, usando o argumento, provado anteriormente, na diregdo oposta, nés determinaremos
que ¢ = 0 é uma identidade para o par (M. slp(K}). Visto que o polinémio ¢ € multi-linear
e ele anula-se sob a substituicio por uma unidade de qualquer uma de suas varidveis, ¢ = 0
é uma identidade para a élgebra M. =

Na variedade de todas dlgebras de Lie, vale a identidade de Jacobi [z1, ze, 23]+ |22, 3, 1]+
[x3, 71, 2] = 0. Portanto. pelo lema (9.5.4). em M, temos & identidade

([wo.a] o [w1, @) + (@5, 21] 0 (22, 1)) + ([21, 2] 0 [m3, 2] = 0 (9:20)

que é, como pode facilmente ser verificado, a identidade standard de grau 4, veja (9.17).

Recordaremos o que é a base de Hall na dlgebra livre de Lie L{X}. Definimos uma ordem
total sobre os comutadores, nos geradores 1, ..., L1, que é compativel com o comprimento
1.6., se degu < degv entdo u precede v. Os comutadores basicos sdo os seguintes:

Definicao 9.5.5 1. os comutadores bdsicos de comprimento 1 $Go Ty, ....Ti—1;

H
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2. se os comutadores bdsicos de comprimento menor do gue n estdo definidos, entdo o
comutador [u,v] de comprimento n € um comutador bdsico se, e somente se

fa) v e v sdGo comutadores bdsicos e u < v,

(b) se v == [vy.va] entdo u 2 vy.

E conhecido que os comutadores bésicos formam uma base da élgebra de Lie livre, ver
por exemplo [24. Theorem 52.2].

Lema 9.5.6 Sejam u e v polindmios de Lie nos geradores Ty....,T;1 com comprimento
de v > 2 e além disso, seja [u,v) = > . 8w, vy], onde [u;, i sdo comutadores bdsicos em
Zi....,T_1. Entdo a iguoldade
(uclv,z]) = E Gilug o fu ) (9.21)
1

¢ uma consegiiéncia das idenfidades (9.2) e (9.20)

Demonstracao. Seguiremos um dos possiveis métodos usados para demonstrar que
todo polindmio de Lie apresenta-~se por meio de comutadores basicos. Usaremos a identidade
(9.20) no lugar da identidade de Jacobi e a identidade (9.19) na forma

(210 (21, 22]) = —(25 0 [31, 21)), (0.22)

onde z; e 23 sAo comutadores com comprimento maior do que 1, em lugar da identidade
[z,z] = 0. (Como foi mencionado na prova do lema (9.5.2) a identidade {9.19) é uma
conseqiiéncia da identidade (9.2)).

Qualquer comutador representa-se como uma combinacgdo linear de comutadores bédsicos
do mesmo comprimento. Usamos (9.22), entdo basta mostrar o lema quando v e v sdo
comutadores basicos, u < v e o comprimento de v é > 2.

Demonstraremos a igualdade (9.21) por inducio sobre o comutador bésico v. A base de
inducdo é o caso em que [u, 2] é um comutador bésico.

Suponha que para comutadores da forma [wy, wsy] onde o comprimento é igual ao com-
primento de [u?fa], o comprimento de wp é > 2, wy > w; > u €, Wy e wo s&0 comutadores
bésicos, a afirmacdo do lema ja estd demonstrada. Vamos provar essa afirmacdo para o
comutador [u,v]. Visto que o comprimento de v é > 2, temos v = [v1, v2] e pela defini¢io
de comutadores bésicos. v; e vy sao comutadores bésicos e vy < ve. Se v; < u, entéo
[u,v] é um comutador bésico e assim estd demonstrado. Suponha entdo que v; > u. Logo

%

lu, [v1, v2]] = [vg, (1, ul] — [v1, [v2, ¢]] e a identidade (9.20) implicard que

([vr vl o fuy ) = ([vi,ul o fvg, 2]} — (02, v o [vy, 24])

portanto é suficiente provar a afirmacgio do lema para os comutadores (v, v, u]] € [v1, (g, ul].

Consideraremos cada um desses casos. Seja [vy, u] = >, d;w;, onde os w; sdo comutadores
basicos. Entéo, de v; < vp vemos que o comprimento de w; é igual ao comprimento de [v1, u],
gue é maior do que o comprimento de v2. Logo w; > vy para todo i. Por inducdo, usando

que vy > u, o lema é vélido para comutadores [w;, vs] e, assim também serd para [va, [v1, u]].
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Seja [vg, u] = »_, #;w;, onde os w; sio comutadores basicos. Se w] = vy, entdo [w], v =
e a afirmacdo do lema é vélida nesse caso por {9.22). Se w) > vy, entdo darelacdo vy > vy > u
segue-se que o lema ¢ valido, por inducdo, para o comutador wi vl = 0. Se w! < vy, entdo
o comprimento de w; ¢ igual ao comprimento de [vs, uj, que é maior do que o comprimento
de u e portanto, w! > u e o lema vale para o comutador [vy, w}. Além disso, por (9.22),
também vale para [w]. vy . Desta forma. a afirmagao do lema esta demonstrada também para
o comutador [vy, [ve, vl O lema estd demonstrado. =

Corolario 9.5.7 Suponha que na dlgebra de Lie livre com geradores livres T1...,21..1 a
iqualdade S &: (s, v} = 0 vale, onde u; e v; sdo comutadores e o comprimento dos u; € > 2.
Entdo a tdentidade ¥, 0;(u; o jv;, 7)) = 0 segue das identidedes {9.2) e {9.20).

ot

Demonstragao. Como os comutadores bdsicos formam uma base na Algebra de Lie
livre, o elemento Y. d;[u;. v;] = 0 pode ser representado como uma combinagio linear de
comutadores basicos com coeficientes zero. Assim, neste casc a nossa afirmacéo segue-se do
lema (9.5.6). O coroldrio estd demonstrado.

Vamos transferir todos os termos das identidades de Lie (9.13), (9.16) para ¢ lado esquerdo
escrevendo-as entdo na forma f; = 0 e fy = 0 respectivamente. Vamos escrever os mesmos
polindmios de Lie na forma fi = 3 . F;lwy. vy], onde os uy; e vy sdo comutadores e o
comprimento dos u; € 2 2. Entdo, pelo lema (9.5.4), as identidades f] = }_. 8;{uy; o
[vi;. zg]) = 0 para i = 1.2 séo identidades para a algebra Mo.

Foi mostrado anteriormente que, médulo as identidades (9.2), (9.5), (9.15) e (9.16) uma
base de identidades da dlgebra M, pode ser escolhida entre as identidades da forma ¢ = 0,
onde ¢ = 3, Bi(u; © [v;, 7)) e u; so comutadores com comprimento > 2. Do lema (9.5.4),
segue-se que > Fi{us, v;] = 0 é uma identidade de Lie em sly(K'). Do teorema 9.7 concluimos
que na algebra de Lie livre temos a ignaldade

Z ,gé[uz‘; 3«"@? = Z 5ijfij>
i is

onde o polindmio de Lie f;; é obtido do f; pela substituicdo de alguns polindmios de Lie no
lugar dos seus argumentos. Se ;j é o polinémio associativo obtido de f/|,;,=;, pela mesma
substituicdo como em f;, entao, do corolario do lema (9.5.6), vemos que a igualdade

Z:[a’t(uz oz x]) = Zfsijfgj
i u

é uma conseqiiéncia das identidades (9.17) e (9.2). As identidades f; = 0 s&o conseqiiéncias
das identidades f{ = O e f, = 0. Portanto, provamos que todas as identidades para a dlgebra
M, segue-se do conjunto de identidades

P ={(92),(9.5),(9.15), (9.16), (9.17), f: = 0(i = 1,2)}.
O teorema esté demonstrado.

Ressaltamos que mais tarde em [7] fol demonstrado que as identidades de M,(K') seguem
de duas, a saber a identidade standard s, e a identidade de Hall (veja exemplo (2.1.6)). A
demonstracio em [7} foi obtida analisando-se a estrutura dos polindmios multi-lineares.
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